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Introduccién

Al final del siglo XVIII hace su apariciéon la Teoria de Nudos con los estudios de
A.T.Vandermonde, C.F. Gauss y F. Klein. En el siglo XIX, Lord Kelvin (1867) propuso
la idea de que los atomos eran nudos, formados por pequenios vortices o corrientes cerradas
de éter. Esto lo llevo a querer clasificar todos los nudos y asi explicar como los dtomos
absorben y emiten luz, pero con el tiempo se demostré que esta idea fue errénea. El
fisico Peter Tait paso parte de su vida clasificando nudos con la conviccion de que estaba
haciendo una tabla de clasificacién de elementos, pero esta idea tambien fué erronea. Y
asi los fisicos perdieron interés en esta teoria.

Ultimamente con los avances de la microscopia se ha visto que los nudos aparecen en
las estructuras del ADN. En efecto, la forma cémo las cadenas de ADN se anudan pueden
tener efecto en las propiedades que tiene la cadena de ADN luego de su replicaciéon. Ver
[SAT11].

El problema fundamental de la teoria de nudos es decidir cuando dos nudos son equiva-
lentes o (isotépicos), es decir, cuando un nudo puede ser deformado continuamente hasta
obtener el otro. Una manera de poder clasificar nudos es mediante invariantes. Esto es
mediante una funcion que va del conjunto de nudos hasta algin conjunto de objetos cono-
cidos. Existen varios invariantes de nudos (ver [Esp10]) la primera invariante polinomial
es el polinomio de Alexander la cual fué definido por J.W. Alexander en el ano 1928.
Hago énfasis en este polinomio ya que mi tésis esta enfocada en construir el polinomio de
Alexander de tres formas: combinatoria, Algebraica y via diagramas. Otra contribucion
importante de J.W. Alexander es haber hecho la conexién entre nudos y trenzas, la cual

dice que todo nudo puede ser obtenido por la clausura de una trenza.
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El objetivo de la presente tésis es estudiar tres construciones del polinomio de Ale-
xander. Para esto, procederemos como sigue:

En el capitulo 1 veremos nociones basicas de algebra, tensores y modulos.

En el capitulo 2 veremos la definicion de nudos y definiremos lo que es un invariante
de nudos. Veremos la proyeccion planar de un nudo y el teorema de Reidemeister. Este
Teorema permite transpasar el estudio de nudos en R? al estudio de diagramas de nudos,
los cuales son objetos de R2.

También en este capitulo veremos invariantes clasicos como el polinomio de Kauffman,
que se construye de modo diagramatico. Y se daran a conocer invariantes de isotopia
regular como el polinomio bracket y la torsiéon, de los cuales se obtiene el polinomio de
Kauffman salvo un re-escalamiento a la funcién. Donde nuestro polinomio conocido es el

siguiente:

Ahora nos vamos a dirigir a conocer el polinomio de Jones, que queda completamente
determinado por dos axiomas, llamadas relaciones skein, estos permiten calcular este
polinomio de forma recursiva y sencilla. El polinomio de Jones de un nudo K, denotado

V¥, se puede recuperar mediante el polinomio de Kauffman, tomando:

NI

L (t™1) = Vk(t)

Finalmente terminamos el capitulo 2 definiendo el polinomio de Alexander a traves de
la relacion skein (ver 3)

En el capitulo 3 estudiaremos un poco la teoria de trenzas, basandonos en la presenta-
cién de Artin del grupo de trenzas B,,. Daremos a conocer uno de los teoremas principales
de Alexander que dice que todo nudo puede ser obtenido de la clausura de una trenza.
Esto es realmente interesante ya que si lo miramos como una funciéon que va del conjunto

de trenzas al conjunto de nudos, se puede decir que esta funcién es epiyectiva, pero no
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inyectiva. A éste problema le da solucion Markov, introduciendo los movimientos de Mar-
kov. Estos determinan cuando dos trenzas originan el mismo nudo. Con lo cual se obtiene
una correspondencia biunivoca entre el grupo de trenzas bajo los movimientos de Markov
hacia la isotépia de nudos, y con esto se empezaron a construir invariantes de nudos a
traves de grupo de trenzas.

La construccién del polinomio de Alexander usando trenzas, es via la representacion

de Burau ¢, definido como sigue:

In—i—l
Donde o; son los generadore de B,,. Si llamamos M = ¢(3), entonces el Polinomio de

Alexander es:

det[M — In]l,l-

Asi podemos calcular el polinomio de Alexander, de manera puramente algebraica.

La segunda manera de construir el polinomio de Alexander es de modo combinatorio.
El cual se define mediante relaciones entre los cruces y las regiones del nudo. Mas preci-
samente, consideremos cruces y regiones del nudo, con los cuales construimos una matriz
no cuadrada de tamano n x (n + 2), si el nudo tiene n cruces. A partir de esta matriz
construimos el polinomio de Alexander mediante ciertos determinantes.

En el capitulo 4 mostraremos la construccion del polinomio HOMPLYPT como lo hizo
Jones. Cabe destacar que el nombre de este polinomio es un acrénimo y corresponde a
las iniciales de las 8 personas que lo descubrieron de manera simultanea. La manera que
construyé Jones este polinomio fue mediante una representacion 7 del grupo de trenzas
en el dlgebra de Hecke y la traza de Ocneanu tr sobre esta algebra. Esencialmente el
polinomio HOMFLYPT es la compuesta tr o 7.

De este mismo modo se construyo el polinomio de Jones, sustituyendo el algebra de

Hecke por un cociente de ella conocida como el algebra de Temperley—Lieb. También cabe
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destacar que el polinomio de Jones es una especializacién del polinomio de HOMFLYPT.
Si denotamos por Xk (A, 1) el polinomio de HOMFLYPT del nudo K, entonces el polinomio

de Jones Vi (u) es:

Vi (u) = Xk (u,u)

La ultima construccion del polinomio de Alexander que veremos fue realizada por S.
Bigelow, E. Ramos, R. Yi ver [SB11]. Ellos adaptan la idea de Jones para construir el
polinomio de HOMFLYPT. El algebra que consideraron en vez del algebra de Hecke fué el
algebra de Rook. Los elementos de dlgebra de Rook pueden ser visto como diagramas o
matrices. Ellos contruyen una funcién ¢ que va de B, hacia el algebra de rook (CP,)*,

definida como sigue:
¢@(0y) = adyi + bdo; + cds; + ddy; + eds; + des

donde dj; ="' @ d; @ I®™" ! y T es la identidad en Py y d; son elementos de Py, ver
ejemplo (38).

Ellos demostraron que ¢ es un homomorfismo si y solo si los coeficientes cumplen
ciertas condiciones (en a,b,c,d,e) dentro de cinco familias ver Teorema 4.7. Cada una
de las familias de condiciones entrega una construccién de alguno de los polinomios ya
conocidos.

Sea (pg’d el homomorfismo ¢ con la condicién 5 del Teorema 4.7 entonces el polinomio
de Jones se construye mediante (pg’d y ademds con la primera traza definida en [SB11]

que es:

tri(d) = pHY

Notemos que esta traza respeta el primer movimiento de Markov pero no respeta el
segundo movimiento de Markov, entonces lo que queda por hacer es un reescalamiento
a la funcion traza, luego obtenemos la nueva traza de Markov que si respeta los dos

movimientos de Markov, entonces el invariante es:

l+cd

I (x) = (Ved) P M 5 (5(x))
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Si cd # 1 entonces obtenemos el polinomio de Jones, dado por:
_l+4cd

In (X’) - \/ai

Veremos la otra funcién que es (pg’d y ademéds una nueva traza definida en [SB11]

VR).

tr, : CP,, — C, dada por:

1 k(x)=1
0 k(x) #1

Esta traza respeta el primer movimiento de Markov, pero no el segundo, entonces se

tro(x) =

hara un reescalamiento a la funcién para asi poder lograr que esta nueva traza respete los

movimientos de Markov. Entonces tenemos la invariante que es la siguiente:

Ac(y = Taleb)

Luego de este reescalamiento de la funcién obtenemos el polinomio de Alexander.

El tema desarrollado en la presente tesis es parte los proyectos FONDECYT 1141254
y DIUV NUMERO 1/2011.






Z(G)
XITY

(A, dn)
Hn(u)

CP,
CSn
Hoo (W)

Tabla de Simbologia

Centro del grupo G.

Unién disjunta de los conjuntos X e Y.

El grupo G es isomorfo con el grupo H.

Grupo simétrico de n simbolos.

Grupo de trenzas de n cuerdas.

Unioén disjunta de los grupos By, Bo, . ..

Grupo de la trenzas geométricas de n cuerdas.

Relacién de isotopia de trenzas.

Diagrama de la trenza b.

Anillo de polinomios de Laurent sobre Z, en la variable
tyt—1.

Representacion de Burau de B,.

Algebra de Hecke, con n generadores e indeterminada
ue Cx.

Monoide Rook.

C—élgebra de Rook.

C—élgebra de grupo de S,,.

Unién disjunta de las dlgebras Hyo(uw), Hy(w), Ha(uw), . ..

11
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trn
tr
TL(u)

1+4+cd
Trpce

TABLA DE SIMBOLOGIA

Funcion traza sobre el dlgebra H,, (u)

Funcién traza sobre el dlgebra Ho(u).

Algebra de Temperley-Lieb con n generadores e indeter-
minada u € C.

Conjunto de nudos

Diagrama del nudo K.

Reflejado del nudo K.

Conjunto de estados del link K.

Efecto de o en K.

numero de componentes de o € Es(K) menos 1.
Polinomio Bracket del link K.

Relacién de isotopia de nudos (links).

Torsion del nudo K.

Polinomio 1-variable de Kauffman del link K, en la varia-
ble A.

K; es Markov equivalente a K.

Polinomio 2-variable de HOMFLYPT del nudo K, en las
variables A y u.

Polinomio 1-variable de Jones del nudo K, en la variable
u.

Polinomio 1-variable de Alexander del nudo K, en la
variable t.

Es el numero de lineas verticales que aparecen en el dia-
grama d € CP,,

Nuevo invariantes de nudos via algebra de Rook.



Capitulo 1

Preliminares de Algebra

DEFINICION 1.1. Sea X e Y dos espacios topolégicos y f una funcién de X en Y, se

dice que f es homeomorfismo si cumple que:

1. f es una funcion biyectiva.

2. f y f~! son funciones continuas.
1. Algebra

DEFINICION 1.2. Sea A un C- espacio vectorial, diremos que A es una C—dlgebra si
tenemos un producto asociativo en A, tal que A tiene unidad con el producto, y:

l.a(b4+c)=ab+ac a,b,ceA

2. (a+b)c=ac+bc a,b,ceA

3. x(ab) =a(ab) a,beA,xeC

EJEmMPLO 1.

1. El C-espacio vectorial M (C) es una C—dlgebra con el producto usual de matrices.
2. Sea V un C-espacio vectorial, A := End¢c(V).

A es una C—dlgebra con la composicion de funciones.

DEFINICION 1.3. Sea G un grupo finito, el dlgebra de un grupo G, denotado por CG
son sumas formales, es decir,
CG :{Z agglag € Cl.
geaqG

OBSERVACION 1.

Zagg:Zbgg & ag = Dby

geG geG
13
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St aparece 0 - g, se omite la expresion en la suma formal.

Definamos la suma y el producto en CG como:

LY oggt+1{2 Bggl:=2 (ag + Bg)g.

2.{) agg}-{> Brnh}:= ) vik,dondeyr= Y ogPn
geG heG keG gh—=k

EJEMPLO 2. Sea G = Sg = {SQ = (1), S1,S82,815281, S1S9, 8231},

x = 0sg + is7 + 2is9 + \/ﬁisgsl

entonces tenemos que x € CG

PROPOSICION 1.1. Con las operaciones recien definidas, CG es un anillo con unidad.

OBSERVACION 2.

1. O(CG = Z Og
geaqG
2. leg = le+ 5 0g
g7e

3. CG no es un dominio de integridad. En efecto, sea g € G tal que su orden es n,

entonces:

g" = e €G
gt—e = 0 €CG
(g—e)(g" ' +..+¢e) = 0
AN AN
40 40

PROPOSICION 1.2. Si G tiene una presentacion (X|R), entonces

CG = Algc{X[R}

2. Tensores

En lo que sigue los C—espacios vectoriales se consideran de dimensién finita.
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DEFINICION 1.4. Sean V y W dos C— espacios vectoriales. Un producto tensorial de
V con W es un par (Ug, ) donde Uy es un C—espacio vectorial L : V. x W — Ug una
funcion bilineal tal que:
1. La imagen de  genera a Uy, es decir Uy = vect{t(v,w)lv € V,w € W}.
2. Dado v : V xW — U bilineal, existe una funcion lineal & de Uy en U tal que
poiL=vy

La definicion anterior deja el siguiente diagrama.
L

VxW——

\/

EJEMPLO 3. Sea V= Mpx1(K) , W =My (K), veamos que (Ug, L) es un producto
tensorial de V con W cuando Uy = My xm(K) v t(M,N) = MN producto usual.

1:Im(1) genera a My xn(K)

Una base de Vx W es{(Ei1,0), (0,Ey;),1 <1< n, 1<) <m}). Entonces tenemos que:

WEir, ELj) = EilElj = Eij
por lo tanto Ey; € Im(1), es decir,
Im(L) = Mnxm(K)-

2 : Basta definir ¢(Ey;).
¢(Eyj) = ¢ o UEi1, Ey5) = v(Ew1, Eyy), asiy se extiende por linealidad y claramente
poL=y

El siguiente Teorema es importante, ya que nos muestra que el producto tensorial es

Unico salvo isomorfismo.

TEOREMA 1.1. El Producto tensorial entre dos C—espacios vectoriales V y W' es unico
en el siguiente sentido si (Ug, 1) y (Ug, ') son producto tensoriales de V con W entonces

existe un isomorfismo & : Uy — Ué) tal que ot =1
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NOTACION 1. Como (Ug, L) es tinico para el producto tensorial de V con W lo deno-

taremos simplemente VQ W y se lee V tensor W, Ug =V @ W

NOTACION 2. A la imagen de un elemento (v,w) por medio de t lo notaremos por

VR w.

PROPOSICION 1.3. Para todov,v' € V, w,w € W y « € K
L. v+v)@w=vaw+Vv @w
2.vd(wWH+w)=vaw+vaw

3. vVR@W=vQ® ow

4. v0=0=0Q®@w

3. Modbdulos

Sea A anillo conmutativo con unidad. Sea M un grupo abeliano.
Diremos que M es un A-médulo izquierdo si existe una funciéon 1 de A x M en M
dada por n(a, m) = am tal que para todo a,a;,a; € A y m, my, my € M se tiene:
1. a(m; + my) = amy; + amy
2. (a; +ay)m=am+ a;m
3. 1lam=m

4. a;(agm) = (a;az)m
NOTACION 3. Si M es un A-mddulo izquierdo se denota por simplicidad oM
Anélogamente se define el concepto de A—moddulo derecho, y lo denotaremos por M4 .

EJEMPLO 4.

1. Todo K—espacio vectorial V, es un K-mddulo (derecho/izquierdo).
2. Todo grupo abeliano es un Z-modulo(izquierdo).

3. A es un anillo: tenemos que AA y Aa

Acontinuaci’on extenderemos a maédulos la idea de tensor dada anteriormente para

espacios vectoriales.
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DEFINICION 1.5. Sean Ma, AN y sea G un grupo abeliano. Una funcion f de M x N
en G se dice bilineal si, para todo m, m;, my € M yn,n;,ny € N ya e A. Se tiene:

L. f(my +mg,n) = f(my,n) + f(mo,n)

2. f(m,ny +ny) = f(m,ny) + f(m, ny)

3. f(ma,n) = f(m, an) = af(m,n)

DEFINICION 1.6. Sean Ma, AN, diremos que un par (M ®a N, 1) es un producto
tensorial de Ma con AN, si M ®a N es un grupo abeliano. Si v es una funcion bilineal
tal que para toda funcion bilineal v : M x N — G, existe un unico homomorfismo de

grupos abelinos y: M @a N — G tal que yorL ="y

TEOREMA 1.2. El producto tensorial entre M a y AN siempre existe y esta inicamente

determinado salvo isomorfismo. Asi, es legitima la notacion de M @a N.

OBSERVACION 3. Dado L(m,n) := m ®n, tenemos las siguientes propiedades:
Para todo m,m’ e M, n,n' e N y a € A.

L. (m+m)@n=m@n+m @n.

2me@Mm+n)=mean+men’.
3. Mma®@n=m® an.
4.

mKO0=0=0Qn.

EJEMPLO 5. Sea G un grupo abeliano, es decir G es un Z—mddulo izquierdo, también
tenemos que Q es un Z—-mdodulo derecha, entonces tenemos el producto tensorial Q ®z G.
Supongamos que G es finito.

Sea g € G, existe n € N tal que ng =0,

q®g = qn 'm®g
= (gn'neg
= qn'®ng
= gn'®0
= 0.
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Es decir Q ®, G =0

DEFINICION 1.7. Sean A y B anillos, sea AM y Mg, si ocurre que para todo a € A,

beB yme M se tiene (am)b = a(mb). Diremos que M es un (A, B)-bimddulo.

PROPOSICION 1.4. Sean A, B, C anillos. Sea U un (A, B)-bimddulos y M un (B, C)-

bimdodulo, entonces tenemos que U ®g M es un (A, C)-bimddulo.



Capitulo 2

Nudos

1. Conceptos basicos

DEFINICION 2.1. Un nudo es una inscrustacion f de S' en R®, es decir,

f:S! = R? es una funcion continiia tal que S* es homeomorfo a £(S!).

EJEMPLO 6.

En lo sucesivo el nudo serd identificado con K = f(S!)
DEFINICION 2.2. Un link es una unién disjunta finita de nudos.

EJEMPLO 7.

NN

Es un link con dos componentes.

DEFINICION 2.3. Dos nudos se dicen isotdpicos (o equivalentes) si uno de ellos puede
ser obtenido deformando continuamente el otro, es decir, si dos nudos X y K son isotdpi-

cos, se denota K ~ K', si y solo si existe un homeomorfismo F : R® — R3 tal que

F(K) = K

!/

NOTACION 4. El conjunto de todos los nudos en R3, se denotard X.

19
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PROPOSICION 2.1. ~ es una relacion de equivalencia en XK.

El problema fundamental (no resuelto a la fecha) es la clasificacion de nudos bajo
isotopfa. Una herramienta que ayuda a la clasificacion de nudos son las invariantes de

nudos.

DEFINICION 2.4. Una invariante es una funcion X : X — Obj donde Obj es un

conjunto de objetos conocidos y si K = K’ entonces X(K) = X(K’).

Nos interesa en particular el caso que Obj es un anillo de polinomios. En este caso la
invariante se llama invariante de nudos polinomial.

Los invariantes de nudos polinomiales clasicas son:

1. Polinomio de Alexander (1928).
2. Polinomio de Jones (1984).
3. Polinomio Homflypt (1985).
4. Polinomio de Kauffman (1987).

2. Diagrama de un nudo

En cuanto a orden para construir invariantes de nudos, es ttil transladar los nudos de
R? a diagramas de nudos en R2. Aquf aparecerd un Teorema fundamental para la teoria de
nudos (debido a Reidemeister). En pocas palabras este teorema dice que clasificar nudos

en R3 segtin isotopia, equivale a clasificar los diagramas de nudos en R? segin R-isotopia.

DEFINICION 2.5. Dado un nudo K, le asociamos un diagrama Dy de la siguiente

forma:

1. Se proyecta el nudo K en el plano de modo genérico.
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2. Se asigna a cada cruce una de las siguientes configuraciones:

= X

dependiendo si el cruce proviene de arriba/abajo o viceversa.

EJEMPLO 8.

2%
MY
o

DEFINICION 2.6. Los movimientos que describiremos a continuacién se llaman los
movimientos de Reidemeister.

Ry : Isotopia en R?

Rli

/ N

AN /
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YRRV
ANV

Rgi

DEFINICION 2.7. Diremos que dos diagramas de nudos D y D' son R-isotdpicos, siy
solo si, uno de ellos puede ser obtenido del otro, usando los movimientos de Reidemeister.

FEste hecho se denotard D ~g D'".

EJEMPLO 9.

Rl RO {/\3

OBSERVACION 4.

N\ /
/TM\
y
/\ A
/ AN

Son R-isotopicos. En efecto, observemos que podemos obtener uno del otro mediante mo-

i 3% NN
/\ - //\ $T4

TEOREMA 2.1 (Reidemeister, 1927).

Sean K y K’ dos nudos y Dx, Dx/, sus respectivos diagramas entonces K =~ K’ si y

solo st Dk ~g Dg:.
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DEFINICION 2.8. Sea K un nudo, el reflejado de él, se denotard K*, significa cambiar

los cruces en K.

EJEmPLO 10.
N
4 3
(@

trebol trebol reflejado

3. Polinomio de Kauffman

Sea K un nudo. Fijemos un cruce del nudo K.

N
AN

Sobre este cruce hacemos una descomposicién, siguiendo la siguiente etapa:

1. Asignaremos marcas al cruce de la forma que indica la figura, es decir, tomar la

linea continua del cruce y pensar que giramos esta en sentido anti-horario:

= . A
== AT

2. Se descompone cada cruce con las marcas en la siguiente forma:

\A<
sag
S N

7N

3. Continuamos con este procedimiento hasta obtener solamente unknot(no-nudos)

con sus respectivas marcas.
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EJEMPLO 11. Apliqguemos el procedimiento al trébol.

U/
Ve
IR
PN OO

A \ /s
\QBQf
ENCA
N
OO
O
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A
N
@
p—

/\/

A

a
)

/G
G

}
J
A
B
A
B

o B‘ N

./
=

N

-

p—

DEFINICION 2.9. Sea K un nudo.

1. Los estados de un nudo son todos sus descendientes con sus respectivas marcas.
Denotaremos por Est(K) al conjunto de todos los estados de K.

2. Sea 0 € Est(K). El producto conmutativo de las marcas de o, es llamado efecto
de 0 en K y el cual denotaremos por (K, o).

3. Sea o € Est(K) un estado de n componentes. Se define:

|o|l=n—1

OBSERVACION 5. Si un nudo K tiene n cruces, entonces, la cantidad de estados de
K es 2™.

EJEMPLO 12. Los estados del ejemplo anterior son:
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En lo que sigue, consideraremos el anillo de polinomios Z[A, B, z], donde A, B y z son

tres variables conmutativas e independientes.

DEFINICION 2.10. Sea K un nudo. El polinomio Bracket de X, que denotaremos por

(K), se define como sigue:

Ky:= Y (Ko)uzllezA B 2
o€EST(K)

Ademads, notar que,
(O =1
EjEmpLO 13. Calculemos el polinomio braket del trébol
(T) = A3z+A?B+ A?B + AB%z+ A?B + AB%z + AB?z + B?z?
= A’z+3A?B + 3AB%z+ B%z?
NOTACION 5. Denotaremos por

)

o también
KN, K/ , K) , k<

el diagrama de un nudo que solo difiere en el cruce que se indica.

OBSERVACION 6. Notemos que el polinomio Bracket no es un invariante de nudos,
ya que debe respetar los movimientos de Reidemeister, lo cual no ocurre pues no respeta

Ry esto lo veremos mas adelante.
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OBSERVACION 7. Un invariante de nudos debe respetar los movimientos de Reide-

meister, es decir, si I es un invariante de nudos, entonces :

LEMA 2.2. Sea K un nudo, entonces:

L (KTTO) = z(K). En particular, (") =z"L.
2.

(=MD + 8

)

(END =B+ AL

D

Demostracion. Notemos que:

Est(K]_[O) = {GHQ; o € Est(K)}
= Est(K) [ Est(()
= BEst(K) (O}

Ademsds, si 0 € Est(K ]_[O), entonces

(K1, 0) = (K, 0)
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pues el no-nudo no tiene marcas. Asi, tenemos:

KLO) = Y (KO0l

oeEst(K[O)

_ S (K, o)zl

ocEst(K) [[{O}
— Z <K’ p>Z||p||+1

p€eEst(K)

= Z( Z <K7 p>Z||P||)

peEst(K)
= z(K)

Para la segunda parte, notemos que:

Est( = Est K/ = Est(K )A()HES)G(KE).
Entonces:
G\ = L (N0
oeBst(INI) 7
= ¥ KXo+ T (KX g
oeBst(K )A() oEBst(K B, )
= Al Y (K)(ozlh+B( Y (KX, o)zl
oeBst(K) () cERst(K )
= A( () +BX)
es decir:

(7 = A + B,
Andlogamente, se tiene que:
= Y (el
ceEst(:'Z::)

= > (K)ol 3 (KX o)l

oCBst (K )B() oEBst(K A )
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SB Y (K(edhAl Y (K= gl

oeBst(K ) () oEEst(K )

es decir:

Lo cual completa la demostracion.

PROPOSICION 2.2.

¢ b 9 = AB({)(5)+ (A + B2+ AB2) (<),
) o

ARG+ B<v X BE=
= ARG+ B2 <31+ BIAE () +BE= )
= AB(:';':}.(”‘.)+(A2—|—B2)< >+ABz< :;>

— AB <)(> (A2 4 B? 4 AB2) (s ' >

PROPOSICION 2.3.

1.
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Demostracién. Sélo probaremos la primera parte, ya que la segunda es analoga.
<D“> — B( U )+ Al \5 )
= B N> + Az N> (Lema 2.2)
= (Az+B)( N )
OJ

Para tener que el Bracket sea un invariante de nudos, por proposicién (2.2), debe

cumplir:

AB = 1
A2+B%24+ABz = 0
PROPOSICION 2.4. Sea B=A"1y z=—(A%?+ A~2), entonces:

1. () respeta RO
2. () respeta R3

3. Para R1 tenemos.

a)

Demostracién. Veamos que ( ) respeta R3 con las especialidades dadas.



3. POLINOMIO DE KAUFFMAN 31

Asi, el bracket bajos las condiciones anteriores respeta RO,R2 y R3, pero no Rl(ver

proposicion 2.4). O

DEFINICION 2.11. Una funcién que respeta RO,R2 y R3 se llama invariante de isotopia

reqular.

Principio de Kauffman. Dada una invariante de istopia regular, es posible construir
una invariante a partir de ella, via normalizaciéon y eventualmente re-escalamiento.

Como sabemos que el Bracket es invariante de isotopia regular, y en orden a usar el
principio de Kauffman, introduciremos la nocién de orientacion de un nudo para poder
crear asi un invariante de nudos, conocido como el Polinomio de Kauffman. A continuacion

daremos una definicion necesaria para ir construyendo este polinomio .

DEFINICION 2.12. Un nudo (o diagrama de nudo) se dice orientada si cada arco tiene

oritentacion de modo tal que en cada cruce se tiene una de las siguientes:
AN // /

cruce positivo cruce neqativo
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EJEMPLO 14.

C }
Asi, también tenemos los conceptos de isotopia de nudos orientados.
. . / . s’ . . .
Es decir, dos nudos orientados K y K son isotdpicos si existe un homeomorfismo de
. .7 e /
R3 en R3 que preserve orientacién y que envia K en K.

También tenemos los conceptos de los movimientos de Reidemeister orientados RO,

R1, R2 y R3, para nudos orientados.

EJEmMpPLO 15. Ry :
’@”‘“‘“ s & ””"*6*“

—— 6 6 —h—

Ry :
Lo=de 4
Le)4
Rs:
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R - X

DEFINICION 2.13. Si K es un nudo orientado, el grado de torsion w(K) de K. Se

define como sigue:

w(K) := Z e(p).

p cruces en K

Donde e(p) =10 — 1, dependiendo si p es un cruce positivo o negativo.

EJEMPLO 16.

PROPOSICION 2.5. w es una invariante de isotopia reqular.

Demostracion. Primero observemos que la torsion respeta el movimiento Ry. Sélo

basta mostrar que respeta los movimientos Ry y R3. Para el movimiento Ry, observemos

que:

wQ§§ﬁ:—l—1+1:—1=wGQ¥ﬁ

wq§§5:1+1+_1:1:qu§5

w no respeta R1, sin embargo tenemos la siguiente proposicion:
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PROPOSICION 2.6.

1.
W) = 1+ wf )
2. |
w(*@%})=1+w( ~— )
S
W)= w9 -1

DEFINICION 2.14. Sea K un nudo orientado. El polinomio de Kauffman Lx(A) se

define como sigue:

Lx(A) = (—A)3@EK) e ZIA, AT,

EJjEMPLO 17. Calculemos el polinomio de Kauffman del trébol.

Sea T, = @

L1 (A) = (=A)30(T)
= (—A) A3 (—(A? — A7?)) + 3A%A T+
(—A)PEBAAT(—(A2+ A2)) + AT (—(A* + A2))%
— A74 +A712 _A716

TEOREMA 2.3 (Kauffman, 1987).

Lk es un tnvariante de nudos orientados.

Demostraciéon. Hay que verificar que £ respeta Ry — R3. Pero como el bracket y
la torsién son invariantes de isotopia regular, asi que sélo resta ver el movimiento RI.

Tenemos:
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Es decir,

Los otros casos son analogos.

PROPOSICION 2.7. Sea K un nudo, entonces

Demostracion. Procederemos por induccién sobre el niimero de cruces. Para n = 2,
basta estudiar el Hopf-link, pues es el tinico nudo (salvo reflejado) con dos cruces. Un

calculo directo, nos muestra que:

COp=n=nt=( QD)

Ahora, supongamos que la proposicién es valida para nudos con n — 1 cruces. Sea K

un nudo con n cruces, luego:
(A = (K2 A
= ATHK)OAT) + AKX) (AT

= AHK* )()(A) + AKX )(A) (Hip induc.)
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es decir, (K*)(A) = (K)(A™1). O

PROPOSICION 2.8. Sea K un nudo orientado y K* su reflejado entonces Lyx-(A) =
LK(Ail).

Demostracién. Por Proposicion 2.7 tenemos:

(K )(A) = (K)(A™)

Procedamos con lo que tenemos que demostrar:

Li-(A) = (=A%)~ @I(K*)(A) w(K*) = —w(K)
= (FADRNIK) AT
= (HAT)ERK) AT
= Ly(A™Y
Asi concluye la demostracion. 0
EJEMPLO 18.

Lr(A) = (=A)2T(T)
— A4—|—A12—A16

Tenemos que L1 # L1+ entonces el nudo T no es isotépico con T*, podemos decir que

el polinomio distingue isotopia del trébol con su reflejado.
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4. Alexander-Conway

DEFINICION 2.15. Notemos que tres nudos orientados K., K_ y Kq, difieren en un

solo cruce, como se indica en la siguiente figura:

TEOREMA 2.4. Sea K un nudo y z # 0, entonces existe un unico polinomio, Vi (z) €
Zz] definido por:

1. Vk(z) es un invariante de nudos.

2. Vpolz) =1

3. Vi (z2) = Vi (z) =2V, (z)

PROPOSICION 2.9. Sea O, un link trivial con w componentes (u > 2) entonces:
Von(z) = 0.

Demostracion. Haremos la demostracion por induccién sobre u. Para u = 2 tenemos
que:
Volz) = Vplz) +2zVe,(2)
1 = 1+2zVp,(z)
0 = Vg,
Supongamos que es valida la Proposicon para u = n—1, demostraremos que es vélida

para u=mn

Voualz) = Vo, ,(z) +2Vg, (2)
0 = zVp,(z)
0 = VOn(Z)

asi concluye la demostracién. 0
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DEFINICION 2.16. El polinomio cldsico de Alexander Ax(t). Se puede obtener me-

diente el polinomio de Alexander-Conway de la siguiente manera:

Ax(t) = V(tz —t7)
donde = significa que Ax(t) y Vi (t? — t2) difieren en un solo factor £t*, para algin
k e Z.

PROPOSICION 2.10. Sea K* el nudo reflejado de K, entonces:
Ak (t) = Ax(t)

La anterior igualdad implica que el polinomio de Alexander no sirve para ver cuando

un nudo es isotopico a su reflejado.

EJEMPLO 19.

Sean T, = @ T (:)Jsz@ yT4:©©

Entonces:

Vr1,(z) = Vu(z) +2zVy(z)
= 14+2z(Vr, ) +2V1)
= 1+2z°
Entonces el polinomio de Conway es V1,(z) = 1+ 2% y el polinomio de Alexzander es

Art)=t1+t—1=t2—t+1

5. Polinomio de Jones

Después de la aparicion del polinomio de Conway, hubo muchos trabajos relacionados
con él, pero curiosamente nadie intenté generalizar el esquema recursivo de Conway. No
fué sino hasta 1984 que Vauhgan Jones anuncio6 su polinomio, derivado de una representa-
cién del grupo de trenzas de Artin en un algebra de Von Neumann. Jones demostréd que su
polinomio de Laurant esta determinado por tres axiomas, de manera analoga al polinomio

de Conway.
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DEFINICION 2.17. El polinomio de jones asociado a un nudo orientado K, es un

polinomio Vi (t) € Z[t,t71], que satisface:

1. K~ K’ entonces Vg (t) = Vi (t)
30t Wi, —tVi = (12 —t 7))V,

TEOREMA 2.5. Sea K un nudo orientado, entonces Vi (t) existe y Vi (t) = Ly (t1).

Demostracién.

1. Tomemos Vi (t) := Lk (t1), entonces V satisface 1, pues, £k es un invariante de
nudos.

2. Vo(t) = Lo(t 1) =1

3. Recordemos:

a)

G/ =AC)+ A= A

N =AD) A=y /A
Luego restando a y b obtenemos:
AN - A = A= an ()

Sea w := w(f;\f:?).

w(/J) =1+w w(k\) =—14+w
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(A= AL, (A) = (FA) AN = (A PeA )

1t

Tomando A = t~1.

Vo AtV = (t2 =t 2) Ve

Asi, queda demostrado el Teorema. 0

OBSERVACION 8.

1. La relacion 3 de la definicion 2.17 se llama (Skein relation o relacion madeja).

2. Las relaciones 1-3 permiten calcular el polinomio de Jones de modo recursivo.

PROPOSICION 2.11. Sea O, un link trivial con u componentes.

V(O = (=1)* M2 +t72) !

EJEMPLO 20.

oo\ -
Sean Ty = @) o (Df T3:!\j\) yT4=©©
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t2V(Ty) + (t2 —t2)V(T3)
2 4 (12 —t2){2V(Ty) + (2 — t2)V(Ty)}
2 4 (12 —t2){—t2(t2 +t2)(1)}

—tt+ P+t

Nl

PROPOSICION 2.12. Sea —K el nudo con la orientacion inversa del nudo K, entonces

L Vo (t) = Vk(t)

2. Vg (t) = VK(t_l)

Por la Proposicién 2.12 tenemos que Vy:(t) = V (t7) = —t 4+ t2 +t !, entonces

tenemos que Vr:(t) # V,(t), asi T no es isotépico con su reflejado. Podemos decir que

el polinomio de Jones diferencia la isotopia entre el trébol y su reflejado.






Capitulo 3

Grupo de trenzas

Sean P; y Py dos planos paralelos y fijemos puntos colineales Aj,..., A, en Py y
puntos colineales By,...,B, en Py;. Una n-trenza es una coleccion de arcos vyi,...,Yn
comprendidas entre Py y Py tales que:

1. Los puntos iniciales de los arcos son Aq,..., A, vy los puntos finales de los arcos
son By,..., B, respectivamente.
2. vi v cualquier plano paralelo con P; tiene solo un punto en comun.

3. Los arcos y; son disjuntos entre si.

EJEMPLO 21.

r 7

— 1"
S~

4 — trenza

DEFINICION 3.1. Dos trenzas son equivalentes (6 isotopicas) si una de ellas se obtiene

por una deformacion continia de la otra.
DEFINICION 3.2. El conjunto de todas las n-trenzas en R3, se denotara por B.

PROPOSICION 3.1. La relacion ser isotdpico es una relacion de equivalencia en B,.

Al igual que en nudos trabajaremos con proyecciones en el plano.

EJEMPLO 22. Diagrama de una 3-trenza
43
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/,‘
S

Q
TN

\> — Do <
AN AN

e—

LA

DEFINICION 3.3. Sean o y B dos n-trenzas. La trenza &P es aquella que se obtiene

identificando los puntos finales de « con los iniciales de 3

EjemMpPLO 23. Consideremos las 3—trenzas « y 3:

Luego, &3 nos queda:

LEMA 3.1.

= ofy ~ oc/B'

NOTACION 6. Sea B,, = B,/ ~, las clases de equivalencia de las n- trenzas, y By, se

llama grupo de trenzas. En By se define el siguiente producto:

[ [B] := o]
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donde [«], [B] € B. A este hecho se le dice producto por concadenacion.
En virtud del Lema 3.1 se tiene lo siguiente:

TEOREMA 3.2. El producto por concadenacion sobre By define una estructura de

grupo By,.

Demostracién. Ver [Esp10]

NOTACION 7. Por abuso de lenguaje escribiremos o en vez de [«].

El elemento neutro de B, es:

1 2 3 n—2 n—-1n

EJEMPLO 24.

///

/\

Figura 1: Producto de una 4—trenza con su reflejado
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OBSERVACION 9.

2. By ={1,0t, 0%2%, 0%3,..., 0%} ={o"k € Z} = Z.

OBSERVACION 10.

1. Bu(n = 3) es un grupo no conmutativo e infinito.

2. Naturalmente tenemos By, < Bny1.

TEOREMA 3.3 (E. Artin 1925). El grupo de trenzas, esta definido por los generadores

01,...,0n_1 que estdn sujetds a las siguientes relaciones:
1. 0305 = 0507, si H—jl>1
2. 0101410y = 01410i0i41, st i—jl=1
donde:

1 2 i—1 i i+1 i+42 n—1 n

\_/

. A
/\

1 2 i-1 i i+l i+42 n—-1 n

\_/

B P

/ A\

DEFINICION 3.4. Se define la siguiente funcidn 1, de By, en en el grupo de permu-

taciones (Sn) dada por:

7Tn(0'1) = (ll—l‘ 1) = §i
PROPOSICION 3.2. 71, es un homomorfismo de grupos epiyectivo.

Demostracion. Es facil probar que 7, respeta las relaciones de trenzas, pues, la

presentacion de S,, tiene las siguientes relaciones:
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l.s#=1 paratodoi=1,...,n—1.
2. sis; = sjs; para todo [i—j| >1
3. (sisi41)® = 1.

También es claro que Im(7,) = S,, debido a que 7t(0;) = si, por lo tanto, 7, es epiyec-

tivo. O

OBSERVACION 11.

1. Por el primer teorema del isomorfismo tenemos lo siguiente:
B./ker(m,) = S,

2. Notemos que:
(o) = s

_ —1
= s

= 7-[11(0-71)

i

Ast se ve claramente que T, no es inyectivo.

DEFINICION 3.5. G es libre de torsion, es decir, el tinico elemento de orden finito es

la identidad.

LEMA 3.4. Para todo 01,05 € Bg y k € Z, tenemos lo siguiente:
0‘]1‘020‘1 = 0—20'10—]5.

Demostracion. Demostraremos solamente el caso k > 0, pues los otros casos son
analogos. Usaremos induccion sobre k.
Si k = 1 tenemos que 0709017 = 050709, relacién de trenzas.

Supongamos que es valido para k y demostraremos para k + 1.

o¥ oy, = o0, 0%0,0, (Hip6tesis de induccion)
W—/
= 0,020, 05  (Relacién de trenzas)
~——
= 0,0,0,0%

= 0y0,05 "
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PROPOSICION 3.3. Cada generador oy € B, tiene orden infinito.

Demostracion.
Supongamos que 0y tiene orden finito, es decir, o = 1 para algin k € Z. Ademés
sabemos que By — B, ..

Tenemos lo siguiente:

K —1

(010201)03(010201) 7 = 1

0105 0,050, 0,07t = 1
—_—

01020, '0k0,0,toyt = 1

ooko;t = 1

ok =1

lo cual es una contradiccién, pues, o1 € By = Z.
O
Laidea es poder conectar las trenzas con los nudos y aqui nace un teorema fundamental

dado a conocer por Alexander. Primero vayamos a la siguiente definicion.

DEFINICION 3.6. Sea 0 € B,,, denotaremos la clausura de una trenza por O, que

significa identificar los puntos finales de o con sus puntos iniciales.

Ahora denotaremos por B, el grupo obtenido a partir del limite inductivo de la cadena

BiCcByC---CB,C---. Asi

1300:]_[13n

n>1

Sea @ la funcion que va de B, en K definida por:
¢(0) =0.

TEOREMA 3.5 (Alexander,1923). @ es epiyectiva, es decir, todo nudo puede ser ob-

tenido como la clausura de una trenza.
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Demostracién. Ver [KTO08]

OBSERVACION 12. ¢ no es inyectiva, pues. En By tenemos:

1y B 7 V 10y

A\

I

\// v

EJEMPLO 25. El trébol es obtenido de la clausura de 03, en efecto:

PEro

g

~ \<J —T
\_/

Tenemos el siguiente problema: si 0 = T cual es la relacién entre o y T La respuesta

es el Teorema de Markov.

DEFINICION 3.7. Sea =~z la relacidn de equivalencia sobre By, generada por los
siguiente movimientos (o movimientos de Markov):

M, := Para todo o, B € By, tenemos que & ~p BaxfL.

M, := Para todo « € B, y 0! € B, 11, tenemos que & ~p xotl.

Asi 0 m=p T significa que T es obtenido a partir de o aplicandole My y/o M.

TEOREMA 3.6 (Markov). Sean 0 y T € By, tenemos que 0 =T si y solo si, 0 ~pm T.

Demostracién. Ver [Lic91] O

Asi obtenemos lo siguiente:

Boo/ ~M e {K/ ~}.
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Por lo tanto, definir un invariante de nudos es equivalente a definir, X de B, en Obj

que cumple las siguientes condiciones:

1. X(axB) = X(Bx).
2. X(oot) = X( ).

Donde o, B € B, y 0t € B ys.

1. Representacién de Burau

DEFINICION 3.8. Sea A = Z[t, t!], el anillo de polinomios de Laurent en los términos
t yt=L. Sea la aplicacién ¢n : B, — My (A) definida por:
Lig
1—t t
1 0

d)n(oi) =

Infifl

PROPOSICION 3.4. ¢y, : By = Mu(A) es un homomorfismo.

Demostracién. Por Teorema 4.3 de [MK99], basta demostrar que ¢, respete las
relaciones de trenzas.
Veamos que d)n(Gi)d)n(Gj) - (bn(o—j)d)n(o—i)a para |l_)| > 1.

Supongamos que 1+ 1 < j, entonces tenemos:



1. REPRESENTACION DE BURAU

Li L1
1—t t 1—1
d)n(Gi)d)n(Gj) =
1 0 1
In—i1
Liy Lig
1—t t
= 1 0
L
| BN
iy
1—t t
1 0
= i
1—t t
1 0
| SN

Por otro lado tenemos que:

51
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Ly iy
1—t t 1—t t
dnloj)dnloy) =
1 0 1 0
| S i
Ly Ly
Ii_s 1—t t
= 1—t t 1 0
1 0 I
| I | S
Li g
1—t t
1 0
= Ii_i s
1—t t
1 0
Lt

luego, queda demostrado la primera relacién de trenza.

Ahora veamos la segunda relacién de trenza, que es la siguiente:

Pn(01)On(oir1)Pn(0or) = Pnloi1)dnl(oi)Pnloii).

Supongamos que j =1+ 1, y sin pérdida de generalidad podemos suponer n = 3.
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1—t t O 1 0 0 1—t t 0
bs(01)ds(0o2)Ps(01) = 1 00 0 1—t t 1 00
0 01 0 1 0 0 01

(1—t)2+t(1—t) t(1—1t) t2

= 1—-t t 0
1 0 0
10 0 1-t t O 1 0 O
= 01—t t 1 00 01—t t
0o 1 0 0 01 0o 1 0

= 03(02)d3(01)d3(02)

Asi queda demostrado que ¢, es un homomorfismo.

DEFINICION 3.9. Llamaremos a &y, la representacion de Burau de By,

2. Construccion Polinomio de Alexander modo Algebraico

Sea A la aplicacién de B,, en A, definido por:

A(B) == det(dn(B)).

Veremos que A no respeta el segundo movimiento de Markov.

Sea 3,0 € By, tenemos que:

AoBo™!) = det(dpn(oBo™))
= det(dn(B))
= A(B)
Por lo tanto A(f3) respeta el primer movimiento de Markov. Para ver el segundo mo-

vimiento de Markov.
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Para todo € B,, y 0, € B111, tenemos que:

AMPon) = det(dnii(Bon))
= det(dni1(B))det(dnii(on))
= det(dpni1(B))(—t)
lo anterior dice que A no respeta el segundo movimiento de Markov.

Mediante un reescalamiento de la funcion A, se define la funciéon VP, como sigue:

Y(B) = det(pn(B))(—t)°

OBSERVACION 13. { es un invariante de nudos no muy interesante, pues para todo

B € B, se tiene:

V(p)=1.

LEMA 3.7. Si n(B) = (aij)nxn, tenemos las siguientes propiedades:
1. Z;‘Zl aj; =1, para todoi=1,....n

2. YL tay =1, para todoj=1,....,n

Demostracion. Para demostrar este Lema, debemos demostrar dos cosas, la primera
es que P en los generadores de B,, satisface las 2 propiedades, y lo segundo que es cerrado
bajo el producto, es decir, si tengo dos matrices que satisfacen las 2 propiedades, entonces
el producto de esas matrices también las satisface.

Primero, es facil verificar d)n(ciﬂ) cumple con las 2 propiedades del Lema. Ahora
veremos que es cerrado bajo el producto. Sean A = (aij)n ¥y B = (by1)n dos matrices que

satisfacen las 2 propiedades entonces veremos que AB satisfacen las 2 propiedades.

sea AB = (Cpq)n, donde Cpq = Z]Tl:1 apjbiq

Zgzl Cpqg = 22:1 Z)TL:1 ap;biq
= (Zjr apy) (Zg-1b5a)
= Z?:l Qpj

=1
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22:1 tPepq = Zgzl Z?:l tPapjbig
= X5 (Zpoi tPay;) big
= Zjnzl tjbiq
= td
Asi queda demostrado el Lema.

O

OBSERVACION 14. Sea M = ¢ (B), y My q la matriz de (n—1) x (n— 1) obtenida
de eliminar la p-esima fila y la g-esima columna, entonces:

1. detM — L], , = tP'det[M — I,]1 3

2. detM —I,.], ¢ = (—1)PT9tP1det[M — L)1 1

TEOREMA 3.8. Sea K un nudo orientado y supongamos que exite 3 € By tal que
B = K. Sea M = ¢ (B), entonces det[M — 1,111 es un invariante de nudos, salvo un
factor £t* para algin entero k. Es decir si 1 € Bn y B2 € By son dos trenzas tal que

E ~ [/3;, entonces, para algiun entero k, se tiene que
det[dn(B1) — Lnhi1 = +thdet[pm(B2) — Inlia.

OBSERVACION 15. El invariante de nudos del Teorema anterior es llamado el poli-
nomio de Alexander de K y lo denotaremos como Ax(t), y este dicho polinomio lo 0b-
tendremos al factorizar det(dn(B) — Inli1 de modo tal que su término constante quede

Positivo.

Prodeceremos a probar el Teorema.
Demostracion. Debemos demostrar que la funciéon X de B,, en A que envia 3 en
det[dn (B) — Ln]11, respete los movimientos de Markov.

Sea 3,y € By, y estudiemos el primer movimiento de Markov:

det[d)n(yﬁvfl) — In]l,l = det[pn(B) — In]1,1~

Sea M = ¢, (), ademéas consideremos las matrices de n x n.
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1 11 11

01 1 11 1 —1

0 01 11 1 -1

S=|1000 11 y S7l=

1 -1

000 - 11 1

000 - 01

STIMS = Alt) . donde A(t) es una matriz de (n—1) x (n—1) no invertible,

por lo tanto tenemos:
det[S (M — 1,,)S]nn = det[A(t) — L.

Sea [,y € By, entonces podemos escribir,

A
ST'on(B)S = (P :
ap...An—1 1
A
spuips= | M)
by...bng 1
y similarmente
—1
spuiy s = | M)

entonces
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se tiene

det[sfld)nh/f’yil)s_ln]n,n = det|
= det|

Antes de seguir con la demostracién veremos el siguiente Lema:
LEMA 3.9. det[A(t) =T ] =(1+t+...+t" HdetM —

Demostracién. Sea M = (ayj), por conveniencia trabajaremos con [M —

A(VIA
A(V)A

(B
§

)
(B) —

/\( )7 _In 1]

AT

det A(B) - In 1

In]l,l

57

In](],n la

matriz de n x (n — 1) obtenida eliminando la n-esima columna. Entonces, las filas de la

M — I,Jo.n son de la siguiente manera:

Al = (a1 —1,a4,..,
AQ = (a21,a22—1,...,
An = (anlaan27-“

Un célculo directo muestra que:

As

As
UA®) ~ L)V =|
As

al,n—l)

a2,n—1)

9 an,nfl)

Az
As

An

Donde U =ST y V=571 vy ST significa la transpuesta de S, entonces,

det(A(t) — L,—1) = det(U(A(t) — I,-1)V) = det

Ay
Ay

Ay

— A,
— As

— A,
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det

..+ det

Al —
Al —

Al —

_An—l
Ay

= det

+ det

3. GRUPO DE TRENZAS

Ay
—As

Por observacién anterior tenemos:

det

det

—A,
—As

+det

+...+det

(1) 'det(M —Iy)1n = det(M — 1)1

(—1)“_2det(M — In)gﬂl = tdet(M — In)l,l
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Similarmente para cualquier 2 < k < n — 1 obtenemos.

—As Ay
: A,
“AL :
det Ay = (—1)n2tk-ldet Ay
—Axio Akt
L _An . L An .

= (=1)"t*ldet[M — Inliiin
= t¢det(M — Inlia

luego,

det(/\(t) - Infl) = (1 +t+ t2 +oee tnil)det[M - In]l,l-

Volviendo a la demostracién, por Lema (3.9) tenemos:

(I+t+t+ .+t Ddetlpn(yBy Dt =1 +t+ 2+ ..+t Hdetldn(B) — Lnlia.

Comcluimos,

det(pn (YBY i1 = detlpn(B) — Lnli.

Veamos ahora que respeta el segundo movimiento Markov. Sea 3 € B,, y 0, € By 11,

det[pn1(Bon) — Iniili = det[dn(B) — Inlig.

Sea 3 € By, y pongamos ¢n(B) =M = (ay;).

M
(bn—i—l(B) = )
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Infl
Prri(on) = 1—t t
1 0
Como ¢ es un homomorfismo tenemos:
an(l—1t)  am(t)
Mn,n :
¢n+1(66n) = an,ln(l — t) an,Lnt
An1---0Qnn—1 ann(l - t) annt
Por lo tanto,
*
Mnn—Ih1
det[¢n+1(ﬁo—) - In+1]n,n = det i "
*
—1

- _det[Mn,n - In—l] - _det[d)n(ﬁ) - ITL]TLJl?
entonces:

det[M - In]l,l = det[M - In]n,ny

luego tenemos:

det[pnr1(Bon) — i1l = detldpn i1 (Bon) — Intilnn = det[dn(B) — Inlii-

De forma similar se prueba que:

det[dn1(Boy") — Lyl = detldn(B) — Lnlia

Asi concluye la demostracion.
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EJEMPLO 26. Calcularemos el polinomio de Alexander del nudo trébol. Sabemos que

el nudo se obtiene de la clausura de 3. Entonces tenemos:

1—t t
1 0

$a(oy) =
como ¢ es homomorfismo tenemos:
I—t+t2 -1 t(1—-t+1t?)

1—t+t2 t—t3

Su determinante :

det(‘bQ(O—i’) — )i =—1+t— 2.

Asi obtenemos el polinomio de Alexander:
Ags(t) =1—t 4+t
3. Contruccién del Polinomio de Alexander modo Combinatorio

NOTACION 8. Sea K un nudo orientado y sea 1 la cantidad de cruces del nudo. De-

notaremos por C1,Ca, ..., Cn l0s cruces del nudo.

TEOREMA 3.10 (Teorema de Euler). Si K un nudo orientado con n cruces, entonces

la sombra del nudo divide el plano en n+ 2 regiones.
NOTACION 9. Si el nudo tiene n cruces, denotaremos las regiones como To, 1, ..., Tnil-

EJEMPLO 27. El trébol tiene 3 cruces y 5 regiones:
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DEFINICION 3.10. Sea K un nudo, consideremos un cruce arbitrario (ci) del nudo.

Sean (Tq,Tv,Te,Ta) las regiones que rodean el cruce ci, entonces adoptaremos la siguiente

etiquetacion para el cruce Cyi:

b
.
e "t Ta e —t g
t
rd\ /t/rd

cruce positivo cruce neqativo

Conservando estas etiquetaciones, procedemos de la siguiente forma:

1. Pensamos que la linea discontnua gire en sentido anti—horario.

2. Ahora etiquetamos la primera y sequnda region del cruce por t y —t respectiva-

\Tb /
™o
—t
e t Ta e —torg
t
Td\\ / .

cruce positivo cruce negativo

mente. Por ejemplo:

3. Luego asignamos una suma alternada segun si el cruce es positivo o negativo, segun

la siguiente receta:

Cr=trq—trp+1.—1q4 (Cruce en sentido positivo)

CL=—trq+ 1y —71c+trqg (Cruce en sentido negativo)

DEFINICION 3.11. Sea A = Z[t,t71], el anillo de polinomios de Laurent en los térmi-
nos t yt=t. Un nudo K se le asocia una matriz Mg =(ay) € Muxns2(A), como sigue:

1. La cantidad de cruces del nudo es la cantidad de filas de dicha matriz.

2. La cantidad de regiones del nudo es la cantidad de columnas de dicha matriz.

3. Los ay; son los coeficientes de dicha matriz.

DEFINICION 3.12. Sea K un nudo, le asociamos un nimero entero P € Z a cada

region del nudo, el cual llamaremos indice de la region. Ademds adoptaremos la siguiente
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CONVENCion:

EJEMPLO 28.

DEFINICION 3.13. Sea M € Muxni2(A), definiremos My; € Muxn(A) como la

matriz que resulta de eliminar las columnas i—ésima y j—€ésima de la matriz M.

OBSERVACION 16.  Denotaremos el determinante de la matriz My, 11 como Ay, 5441 (1),
es decir:

det(Mp,p—H) = Ap,p+1(t)-

PROPOSICION 3.5. Sea Mg = M la matriz asociada al nudo K, si reducimos M a una
matriz cuadrada My, ,41. Entonces los determinantes de My My, 11 son iguales salvo

factor +t*, k € Z.

Demostracién. Sea R, la columna de indice p, como cada fila tiene solo cuatro

entredas que son t, —t, 1, —1. Se tiene que ) R, = 0. Como ) R, = 0, entonces deducimos
P P

que ) t PR, = 0. Luego:
)

> (P —1)R, =0

P

Notemos que, cuando p = 0 tenemos t° = 1, entonces los terminos de Ry se cancelan.

Si 1; es la region indexada por p con correspondiente columna v entonces (t7P — 1)vj se
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puede expresar en una combinacién lineal de las otras columnas indexadas. Los coeficientes
de las columnas que estan en combinacién lineal son de la forma —(t~9 — 1) para cada
columna indexada por (.

Por ejemplo el trébol:

T():O T1:1 T'QZ]_ T3:2 T'4:]_

Sea M =

Entonces:

(' =D+ ro4rl+ 2=l = 0
(t ' =1 471+ 14 = —(t72—1)[rg]
—:,12—7_11[1‘1 + Ty + 14l = T3
Por lo tanto, r3 es combinacion lineal de 11, 19, 4.
Siguiendo con la demostracion, consideremos las matrices Mg; y Mg donde las co-
lumnas vj y vi tienen indices p y q respectivamente.

Por propiedad de determinante tenemos:

(179 = 1)Ag;(t) = £(t7P — 1)Ag (),

donde Ay = det(Myj;).
Ahora mas generalmente, si vi y vy dos columnas mas de la matriz M indexada por

Ty s respectivamente, obtenemos esta relacion:

(79 —=1DA;(t) = £[RATP —1)Ak(t)
(97 = DA(t) = (9T = 1A m(t),

luego,
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tTP—1)
AL]' = (tr qa_1 Al k( )
tTP—1) 97—
A]'vj = :l:(tr q_ 1)th s 1Akm( )
T—q 1 T—p__ 1
Ay = £ TEUA ().

Tomandop=1+1ys=q+1.

T 1
A;(t) = lLt(:(E—lAk m(t)
Ay;(t) T 9IA m (1) ,h=1—¢(
Ayi(t) = thA m(t)

Asi, concluye la demostracion.

O

DEFINICION 3.14. Sea K un nudo orientado. La matriz My, 41 se llamard matriz de

Alexander asociada al nudo K.

DEFINICION 3.15. El polinomio de Alexander se obtendrd al factorizar Ay 41 (t) de

modo tal que su término constante quede positivo. Este polinomio se denotard Ax(t).

EJEMPLO 29. Sea

T4 /
Los cruces estan dados por:
ci = 1ot—r3t+11—19
Cy = rot —Trot4+1r1—14
cg = 1ot—14t4+11—713

Entonces, la matriz asociada al trébol es:
t 1 -1 —t 0
t1 0 —1 —t
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Entonces:
1 -1 —t
Mosa=| 1 —t 0
1 0 -1
Finalmente,
Ar=t"—t+1

EJEMPLO 30. Calculemos el polinomio de Alexander del trébol reflejado

To

= Kf_/ﬂ
c;;\{)é

Los cruces estan dados por:

cpt = rgt—trg4+14—719
Co = tri—trg+13—19
Cg = try—trg4+11—719

Entonces, la matriz asociada al trébol reflejado es:

Il

| I
&+
+ (@]

| |
—_ =
— o+
o —

—t 1 -1 0 t
Entonces
0 —1 t
Mo = t —1 1
1 =10
Finalmente
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OBSERVACION 17. As7 podemos concluir que el At = A1+, entonces el polinomio de
Alexander no distingue isotopia, es decir que no se si sus nudos respectivos son equiva-

lentes, entre el trébol y su reflejado.

Es necesario introducir el concepto de matrices e—equivalentes en M(A) con el fin de

demostrar la invarianza del polinomio bajo los movimientos de Reidemeister.

4. Matrices e—equivalentes

DEFINICION 3.16. Sea M, y My € M(A)
Se dice que My y My son e—equivalentes (M ~. My), si podemos obtener My ope-

rando My a partir de:

—_

. Operaciones filas elementales Fij, Fij(a), Fi(t!), donde a € Z.

[\]

. Operaciones columnas Cyj, Cyj(a), Ci(t*)

3. Operacidén aumentacion 6
1 0 0
a
~ 0 a
c d
0 c d
4. Operacion disminucion 6~ .
10
a
0 a o
c d
0 c
OBSERVACION 18.
1. §id6€{6",567}, entonces:
5 si d=0"

5=
o~ st 6 =0T
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2. 51t My ~, My, entonces
AM B = My, donde A y B son una cantidad finita de operaciones filas y
operactones columnas respectivamente. Denotaremos My ~. My de la siguiente
manera My (A—’F) M,
3. Como A = FiFsy...F,, donde F; son las operaciones elementales filas, entonces A
es invertible.
4. Como B = C1C,...C,, donde Ci son las operaciones elementales columnas, enton-

ces B es invertible.

D. det(Fij) =-—1 Yy det(Ci]-) =-—1

PROPOSICION 3.6. La relacion de € equivalencia ~. es una relacion de equivalencia

sobre M(A)

Demostracién.

1. Refleja:
F12(0)
M = M, entonces M ~. M
2. Simétrica:

Si M ~. N, entonces,

A1,B r (Aq9,B ’ r (A ,B
RN VLI VIRl VIRLE S VIR VLY VIR N

Donde §; puede ser la operacion aumentar o disminuir la matriz. Luego,

(Al By t)) 5.1 (A1 B! 571 s (ATLBTY)
+_> + k. k k 1 1_>1

N Ny 25 NG NG TSND o o N S N M.

Es decir, N ~. M
3. Transitividad: si M ~. N y N ~. R entonces,

(A1,B1) 1 (A2,B2)
%

M= = M13M1 Mngé%...%Mk%ML A 1Brern)
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Asi M ~, R

PROPOSICION 3.7. Sean M, N € M(A), st M ~¢ N entonces
det(N) = +t*det(M)
para algin k € Z.

Demostracion. Sea M ~,. N, esto significa

(A1,B1) 5 r (A2,B2
_>

Mo 3 M 2P v, M My B ML

(Axs1,Brs1)
LSkt

M N

entonces:

Axs1(dk[ - - Ag(61(AiMB1))By---])Bxyr = N
det(Ax 1)det(dx[---])det(Byy1) = det(N)
tdet(Sel-]) = det(N)
+tsdet([---]) = det(N)

+tkdet(M) = det(N).
Asi concluye la demostracion. 0

En orden a demostrar que ~. respeta los movimientos de Reidemeister es necesario el

siguiente lema.

LEMA 3.11. Sea la matriz N que se obtiene al cambiar todos los signos de una matriz

M a positivos. Entonces M ~. N.
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Demostracién. Es facil ver que es M ~, N por medio de operaciones del tipo f;(41)
y Ci(=£1).
O

!

p.pi1s donde

TEOREMA 3.12. Sea K y K' dos nudos, si K ~ K" entonces Mppi1 ~e M
Mp,p+17 M

!

. . . !
p.p+1 SON las respectivas matrices de Alerander asociadas a los nudos K y K.

Demostracién.

Basta ver que ~. respete los movimientos de Reidemeister:

1. Primer movimiento de Reidemeister. Sean

denotaremos como M y M’ sus respectivas matrices asociados a ellos. Sea M =
(aij), donde cada entrada de una columna esta identificada por la regiéon que
hay en el nudo. La primera entrada esta denotada por 11, la segunda por 15 y
asi sucesivamente, del mismo modo para el nudo cuya matriz asociada es M’

Luego es claro.
-t -1 t+1 0 --- O

M

Donde la Primera columna en que aparece —t esta determinada por la region
. ., /
1™ la segunda columna en que aparece —1 esta determinada por la regién 7, y
as{ sucesivamente.

I
Ahora veremos que M; 5 ~, M,

-t -1 t+1 0 --- 0
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—t 0 0 10 0
: 0 0 ,
M, = ) ~e ) ~e My,
: M, > : M 5
0 0

Asi queda demostrado el primer movimiento de Reidemeister.
2. Segundo movimiento de Reidemeister

Sean los nudos

que tienen matrices asociadas a ellos, denotadas por My M’ respectivamete.
Sea M = (ayj). Cada entrada de una columna esta identificada por la regién

que hay en el nudo y la primera entrada denotada por 1, la segunda por 1o y

asi sucesivamente, del mismo modo hacemos para el otro nudo que tiene asociado

la matriz M.

—t t 0 -1 1 0 0
t -t 1 0 —10 0
M'= o
0O u v w M o
o | I |

Donde la primera columna hasta la quinta columna esta determinada por las
. ’ ’ " ’ .
regiones T, T, Ty, Ty, T3 Tespectivamente.

Quitaremos la columna 2 y 4. Nuestra matriz quedara asi:
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-t 0 1 0 --- 0 -1 0 1 0 -+ 0
t 1 -10 --- 0 11 -10 --- 0

M= & | ~e | i ~e
0 v M 2 0 v M o
0 | 0 |

-1 010 --- 0 -1 000 -+ 0

0 100 0 0 100 0

| ~e | ~e

0 v M o 0 v M 2

0 | 0 |

1 00 0 1 00 0

| 0

~e . ~e My
v M o : M, o
| 0

Asi queda demostrado el segundo movimiento de reidemeister.
3. Tercer movimiento de Reidemeister

Sean los nudos

que tienen matrices asociadas a ellos, denotadas por M y M.
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T, Ty T3 T4 Ts Tg Ty
-1t -t 1 0 0 0 --- 0
o ¢t -1 0 —t 1 0 --- 0
M= o o0 t -1 0 —t 1 --- 0
o 0
v : w x y z X
o

Donde los 1; , 1 <1< 7 son las regiones del nudo.

’ , . /
Anéalogamente el otro nudo con matriz asociada M

TL Ty T3 T4 Ty Tg T7

o 0 -1 0 t —t 1 --- 0

t 0 -t -1 0 O 1 --- 0
M= -1t 1 0 -t 0 0 - 0

o0

v : w x vy z X

o

Por Lema 3.11 tenemos que M ~. N y M~ N’
Donde:

1 t 1 0 0 0 - 0

O t1 0 t 1 0 - 0

00t 1 0t 1 - 0
N= y

o0 1 | | |

u v : w x z X

73
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0O 01 0 t t 1 0

t 0t 1 001 0
, 1 t1 0 t 0 0 - 0
N =

Lo | | | |

uv :wxuyz X

L0 [ | | |

Veremos que N ~, N'. Si esto ocurre tendriamos por transitividad que M ~,
M’ y en particular My 5 ~ M’L2 y quedaria demostrado el Tercer movimiento de
Reidemeister.

Para probar N ~. N’ basta analizar la matriz de 3 x 4

1 tt1000 00¢t10¢t1
0t10t1O0]|~]|0t10¢t1l0
00¢t10¢t1 1 tt1000
entonces
1 tt1000 00¢t10¢t1
N=[ot1o0t10|X]ot10¢t10
00t10¢t1 1 tt1000
0 0 t 1 0 t 1 0 0 t1 0 t1
PEY 0 e 0 -2 —t o |0 22 01 —e 01
1 t t 1 0 0 0 1 t t1 0 00

]
@)
—_
—_
@]
H—
—_

0 0 10 0 t 1
0 —t> 01 —t2 0 1 — 0 —t> 01 —t2 0 1
1 t 10 0 00

[—
H—
—_
—_
e}
S
=)
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0 0 to0 0 t1 00t o0 0 t1
“SOlo o1 o1 | ™ toe 1 201 |
It t0 0 00 1t to0 0 00

00t 0t ¢t 0010¢tt1
toe2 1001 |“YStot1001 =N
1t t0to0o0 1 t10¢t00

Por lo tanto queda demostrado el tercer movimiento de Reidemeister.

Con este Teorema deducimos la invarianza del Polinomio de Alexander, pues, por Propo-

sicién (3.7) tenemos que si K ~ K’ entonces det(My p41) = tkdet(M;
k € Z.

p+1), Para algun






Capitulo 4

Algebra Rook

1. Algebra de Hecke

DEFINICION 4.1. Sea uw € C*. El dlgebra de Hecke, denotada por H,(u), es la C—
dalgebra definida por generadores hy, ha, ..., 1 sujetas a las siguientes relaciones:

1. hih; = hjhy si Ii—ijl > 1.

2. hihit1hi = hizithihiya si i—jl=1.

3. hi=u+ (u—1)h;.

Otra manera de ver el algebra de Hecke, es como cociente del algebra del grupo de trenzas

CB,, con el ideal bildtero generado por todas las expresiones: 07 —u — (1w — 1) 0.

OBSERVACION 19.

1. Sea uw =1, entonces Hn(1) = CS,,.
2. Hp(w) C Hpga(w).

3. Los hy son invertibles, en efecto:

h? = u+(u—1)h
h?—(u—1)h; = u
hi(hi—(u—=1)) = u

hi(u_lhi — (1 —u_l)) = 1
Luego
hl=u'hi—(1—-u).

LEMA 4.1. Todo elemento de H,(u) se puede escribir como una combinacion lineal

de monomios en 1,hi, hy, ..., h,_1, teniendo a lo mds una aparicion de hy_q.

7
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Demostracion. Por induccién sobre n.

Para n = 2, tenemos que Hy(u) = Algc{l,h;;h? = u+ (u—1)hi}. Se sabe que los
elementos de Hy (1) son sumas de potencias de hy, las cuales pueden ser reducidas, por la
relacion cuadratica, a la forma o+ fhy, con o, 3 € C.

Supongamos valido el lema para n y demostraremos el lema para n + 1.

Basta probar que cualquier monomio en {1, hy,...,h,}, puede ser escrito como una
combinacion lineal de monomios en 1,hy,...,h,, con a lo més una ocurrencia de h,,.

Sea M un monomio en {1, hy,...,h,}, y supondremos que en M aparecen 2 veces h,,,
asi M = M h,Msh,, M3, donde M, My, M3 son monomios en H,, (u), por hipétesis de
induccién, podemos suponer que My es un monomio en {1, hy,..., hy_1} que tiene a lo

mas una aparicion de h,_.

Separaremos en dos casos.
1. My no tiene h,_
M - MlhnMthMg
- M1 MthMg

= MlMQ(u+ (u— 1)hn)M3
= ‘LLMlMQMg + (u— 1)M1M2hnM3

. A ’ "
2. M, tiene exactamente una aparicién de h,_; entonces My = Myh,, 1M, donde

! " .
M,, M, son monomios en {1, hy,..., hy_o}.

M = Mih,M;h M3
= M;hMyh, ; Myh, Ms
S~ A
= M T\/l/2 hahn_1hn Mg M; (relacién de trenzas)
—_———
= MiMyh,_1hpha 1MyM;

Lo cual concluye la demostracion. O

DEFINICION 4.2. Sean los conjuntos Ty, definidos como sigue:
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T = {1,hy}
Ty = {1, hy, h2h1}
T3 = {1, hs, h3h2, h3h2h1}

T = {(UhT

DEFINICION 4.3. Un monomio en la forma, My, My, ..., Mn_q tal que m; € Ti, se

llama monomio normal.
EJEMPLO 31. En Hs(u) el conjunto de los monomios normales es:
{1, h1, hy, hihg, hohy, hihohy b
PROPOSICION 4.1. El conjunto de monomios normales generan linealmente a Hy (1).

Demostracion.

Usando el Lema anterior, basta demostrar que todo monomio M que tiene a los mas
hn_1 se puede expresar como una combinaciéon lineal de monomios normales. Usaremos
induccion sobre n.

Para n = 2 es trivial, pues el conjunto {1, h;} = T; genera a Hy(u). Supongamos que la
afirmacion es valida para n—1, sabemos que todo elemento de H,, (1) es una combinacién
lineal de monomios {1, hy,...,hn_1} con la ocurrencia de a los mas un h,,_;. Tendremos

dos casos:

1. Si Mgy € H,(u) es un monomio que no contiene a h,,_1, entonces My € H,,_;(u) y
por hipétesis de induccién tenemos que My es una combinacién lineal de monomios
normales en H,_1, entonces también lo es en H, (u).

2. SiM =Mh,,_1Ms € H,(u), donde My, M,y € H,,_1, por hipdtesis de induccién
My es una combinacién lineal de monomios normales en H,_;(u). Asi, basta

estudiar el caso cuando My = (my ... my_o).
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M = Mijh,_i(my---mu_2)

= MlmlQOn—§ hn—lmn—Q

!
n—1»

’

donde m,, , € To_1 ¥y M| € H,_1(u), y por hipétesis de induccién tenemos

’

que M/l = mll L

entonces M =m,; ---m, _,m._, donde m; € T;, luego M es una combinacién
de monomios normales en H,, (u).

Por lo tanto H, (u) esta generado por el conjunto de monomios normales.

Asi concluye la demostracion.

O

TEOREMA 4.2. El conjunto de monomios normales constituyen una base de Hy(u),

en consecuencia dimH, (u) =nl.

Demostracién. Ver [Lic91]

PROPOSICION 4.2. La funcion:

Y:H, ®H, @ Hi — Hnp
Hn_1
a—+ Zi bi ®Xcy — a-+ Zi bihnci

es un isomorfismo de (Hn(u), Hy(w))- bimodulos.
Demostracion. Veamos que P es una funcién bien definida, si D € H,,_;(u), entonces

D es un monomio en {1, hy, hy, -+, h, 5}, luego

W(AD @1, , B) = ADh,B = Ah,DB = (A ®};_, DB),

para todo A, B € H,,_;.
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Ahora, probaremos que P es C-lineal. Sean o« € C y

n m
=A Bio Ci , y=A" B: @ C,
Plax+y) = @A+ Y aB; g Ci+A'+ Y Bl ® Cj)
H

i=1 n—1 i=n+1 Hn_1
n+m

= P((kA+A)+ Y B ® C;)
i=1 Hp

—1

donde

y luego
blox+y) = (@A+A)+ 3 B 'h.C

= ocA—i—A/—i-O(Z BihnCi+ > Bilhnci/

i=1 i=n+1

= a(A+ Y Bih,C)+(A"+ > B.h,C)

i=1 i=n+1
n ! m ! !
= ap(A+) Bi @ CG)+V(A + X By  C)
i=1 Hp1 i=n+1 Hp—1

es decir, P(ox +y) = ob(x) + P(y).

Por el Teorema anterio tenemos que 1\ es un epimorfismo, luego nos resta probar
que 1 es inyectiva. Para esto, basta demostrar que dim¢(Hn @ Hiy, @ Hn) = (n+ 1)1,
pero sabemos que dim¢ H,, (1) = n!, luego basta demostrar que dimgﬁll:lln ® Hn) =nln.
Sabemos que B = {m;my---m,,_; ; m; € T;} es una base de H, (u), luegFgHB1 ® B es una
base de Hp (1) ® Hy (u). Ahora, si consideramos el producto tensorial sobre H,,_1(u), se
sigue que para todo x,y € B, tenemos

XQY = X ® MMg:: My_oMy_q m; €Ty

Hn1

= XXMMy Mp_2 Q Mp_1
anl
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es decir, x Y € Hy(uw) & Th—1. Asi tenemos que B @ T, es una base de H,, @ Hn,

Hn—1 Hn—1 Hn—1 Hn_1

lo cual implica que dim¢ Hy, @ H, =nln.

Hn—1

O

2. Traza Markov-Ocneanu

La traza de Ocneanu es una funcion C-lineal definida sobre el conjunto Hy(u) :=

[ ] Hn(uw). Primero daremos la siguiente observacion:
n>l1

OBSERVACION 20. Sean A una C—dlgebra y f : A — A una funcién C-lineal. Si S
genera linealmente a A, y f(as) = f(sa) para todo a € A ys € S, entonces f(ab) = f(ba)

para todo a,b € A. En efecto, si ponemosb = Y M se tiene:
seS

flab) = f(a ) M)

sES

= > f(aMy)

sES

= Z f(Msa)

seS

= f(Z Msa)

sES

Luego, f(ab) = f(ba).

TEOREMA 4.3. Sea z una indeterminada sobre C. Entonces, para todo n > 1 existe

una funcion try : Hy (W) = C, tal que, el sigm'ente diagrama conmuta

” Hn+1

\ /+1

y que para todo x,y € Hy(u), se cumple:
1. La funcion tr, es C—lineal.
2. trn(1) = 1.
3. trn(xy) = tra(yx).
4. trnp1(xhy) = ztrn(x).

Esta funcion es llamada traza de Markov—Ocneanu.
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Demostracion. La funcion tr, la definiremos por induccién sobre n. Paran =1, la
funcién tr; : Hi(u) = C — C es la funcién identidad. Supongamos que tenemos definida la
funcion try, : H,(u) — C, utilizando la estructura de H,, 1 (). Definimos inductivamente

trni1 i Huya(w) — C por
trn—!—l(a + Z bihnci) = trn(a) + Z Ztrn(bici)

donde a, by, c; € H,,(u). Para probar que la traza es C-lineal procederemos por induccién
sobre n. Para n = 1 definimos tr; := Id¢c. Supongamos que try, : H,(u) — C es C-lineal.
Debemos probar que tryi(ox +y) = actrny1(x) + trpp1(y) para todo x,y € Hpq(u) y
x € C. Sean

n m

x:a+Zbihnci e y=a + Z b; hnc;

i=1 i=n+1

tenemos:

n m
trnpi(ox+y) = trpnp(xa+ > abihnci+a + X b, hacy)
i=1 i=n+1

/ n+m " "
= trpy((da+a)+ Z b, hncy )

i=1

donde
b.” ab; si 1<1<n " ci si 1<i<n
. = C. =
' bi' si n<i<m ' ci' si n<i<m
Luego
i n+m " "
trnii(ax+y) = trp(aat+a)+ X ztra(by c; )
im1
i n m ! !
= otrp(a) +trp(a)+ X ztry(abici) + Y ztro(bic;)
i=1 i=n+1

= aftra(a) + 3 ztra(bic)) + (tra(a) + 3 ztra(by'c,)

i=1 i=n+1

= otrpii(a+ ) bihnyei) + trnﬂ(a/ + > bi'hnci')

i=1 i=n+1

es decir, tr(ox +y) = actr(x) + tr(y).
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De la definicién, es claro que tr,i(ah,) = ztrp(a) para todo a € H,,(u). Entonces,
solo nos resta probar que try (ab) = tr,,(ba) para todo a,b € H,(u), que probaremos por
induccién sobre n. Para los casos n = 1,2 la demostracion es trivial. Ahora, supongamos
que trn(ab) = tr,(ba) para todo a,b € H,(u). Sean a,b € H,,;(u), por Lema 4.1
podemos suponer que a y b son monomios en {1, hy,...,h,} con a lo méas una ocurrencia

de h,,. Luego tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si a y b no contienen a h,, tenemos que a,b € H,(u), luego por hipétesis
inductiva se tiene que trn1(ab) = tr1(ba).
Caso 2. Si a contiene a h,, y b no lo contiene, podemos poner a = a;h,,as, donde a;, as €

H, (u), luego tenemos:

trny1(ab) = trpp1(ath,asb)
= ztrn(a;asb)
= ztrn(baay) (hip. induc.)
= trpn1(bajhnas)

= trn41 (ba)

es decir, tr1(ab) = trn,1(ba).
En el ultimo caso usaremos la observacion anterior.

Caso 3. Supongamos que a y b contiene a h,. Por la observacién anterior, basta ver
que trpii(as) = (sa) para todo a € Hy1(u) v s € Hy(u) Ufh,}, si s €
H,(u), estamos en el caso anterior. Luego, la demostracién se reduce a probar
que trni(ahy) = trnyi(hya). Poniendo a = ajh, as, debemos destacar varios
casos dependiendo si a; y as contienen o no a h,,_;. Primero, veamos el caso en

que a; y as no contiene a h,,_1, tenemos:

trni1(ahy) = trngi(arhnashy,) = trngi (hnathnas) = tr(hna)
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Ahora, supongamos que a, contiene a h,,_1, luego podemos poner a; = a, h,_1a, ,
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"

! "
donde a, ,a, € H,_1(u), entonces:
2992 )

trng1 (ahn) =

Por otro lado

trnJrl (hnfl a)

trn(aia, hythahnqa,”)

ztrn(a1a, 2 ja,”)

ztrn(a1a, (u+ (u—1)hn_1)a,’)

uztry(ara, a,’ ) + (u—1)ztry(aya, he_ja,’)

uztry(a;a, @, ) 4 (uw—1)ztry(ayas).

= trpri(hnathnas)

= trnyi(haias)

= trpa((u+ (u—1)hy)aas)

= utrp(ara) + (uw—1)trp1(hpaias)

= utrnyi(aiay hnoray’) 4+ (uw—1)ztry(aras)

= uztrn(alazlagﬂ) + (u—1)ztry(ajas).

Por lo tanto trn,i(ah,) = trpns1(hna). El caso en que a; contiene a h,_; es

analogo al anterior, por esto lo omitiremos. Por tultimo, supongamos que a; y as

. / " ! "
contiene a h,,_1, luego podemos poner a; = a; hn,_1a; y az =a, hy_ja, ,donde

i " I "
a,,a; ,a,,a, € H,_1(u), entonces:

trng1 ( ahn) = trn41 (alhn thn)

"

= trn41 (alhnaQ,hn—l a, hn)

- trn—O—l(al a, hnhn—lhnaz )

= trn41 (al aQ,hn—lhnhn—l a, )

!
=ztrp(aja, h,2 |a, )

"

"
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= ztrn(alaQ'(LH— (u—1hn1)a, )

= uztrn(alaQ'aQH) + (u— 1)ztrn(a1a2/hn_1a2 )
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"

"

= uztrn(alaQ'aQH) + (u—1)ztrn(ajas).

Por otro lado

trng1(hna)

Pero, notemos que:

trnJrl

(hnaihnas)

trn1(hna, 10, " hoay)

trnﬂ(a no1hna, @)

trnr1(a; hno1thnhno1a; as)

ztro(a, hn2_1a1 as)

ztrn(a) (u+ (u—1hn1)a," o)
uztra(a,'a," az) + (u—1)ztra(a, hno10," as)

uztr,(a,'a,” az) + (u—1)ztry(aas)

trn(a, a;,"ay) = trn(a,'a;,"a, hn_1a,”)

Asi, tenemos:

/ " ! "
= ztrn_1(a; a; aya, )
!/ " ! "

! 1"
= trn(aia, ay )

trnp1(ahy) = uztrn(alag/a;) + (u—1)ztrp(ajas) = trnyi(hna)

Asi, concluye la demostracion. O

DEFINICION 4.4. La familia tr :== {trn}n>1, tr : He — C es llamada traza de Markov—

Ocneanu (o simplemente traza).

EJEMPLO 32. Sea k un entero. Calcularemos la traza de h¥, donde los his son los

generadores estandares del dlgebra de Hecke H,, (u).

Sabemos que tr(hy) = z. De un cdlculo tenemos que para k > 0. Si k es par se tiene:
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K—1 K—1
h¥ = <Z(—1)i+luj> hi + <Z(—1)5+1uj>

j=0 j=1

Luego

luego

k—1 —1
tr(hf) = ( (—1)juj> z+ < (—1)5uj>
i—0 i—1

Ahora podemos definir la siguiente compuesta de funciones:

7T tr

B. — H,(u) = C,

donde 7t(0;) = hy, ahora veamos que la funcién tr o 7t es un invariante de nudos, eso
equivale a decir que respete los movimientos de Markov.

Claramente tr o 7t respeta My, pues, si «, 3 € B,,, entonces

trom(af) = tr(m

tr o 7t respeta My, pues
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trom(oy) = trom(oy?t)
tr(n(oy)) = tr(n(o; )
tr(hy) = tr(hh)
z = tr(u!'—1)+u'th)
z # (ult—1)+zut

Por lo cual se debe reescalar la funcion 7, es decir, definimos

B, &% H,(u
0oy Ohi,
donde 0 es un valor a determinar para tener el segundo movimiento de Markov. Cal-

cularemos ese valor 0. Calculemos tr o 7t(01) y tromt(o;!).

tro 7'[9(0(1) - tT(Tfe(Oﬁ_l))
tr(6hy) = 0 'tr(h;")
0z = 0 H(u'l—-1)+u'z),

entonces debe tenerse lo siguiente:

0z = 0 ((ut—-1)+ulz)

2 . 1l—u+z
0 - zu )

por lo tanto 6 = VA, donde A = % o de manera equivalente z = i;fr

3. Polinomio de HOMFLYPT

En esta seccion veremos el polinomio de HOMFLYPT, este polinomio fue descubier-
to de manera casi simultaneamente en el ano 1985, por Hoste, Ocneanu,Millet, Freid,
Lickorish, Prztytycki y Traczyk. Este polinomio lo llamaron HOMFLYPT, cabe desta-
car también que este generaliza al polinomio de Jones en una variable y al polinomio de

Alexander.
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DEFINICION 4.5. Sea o € By, tal que & = K, definiremos el polinomio de HOMFLY-
PT, por:

1—Au ))n (\/X)exp(“)(tr o))

XK ()\7 'LL) = <—m

TEOREMA 4.4. Xx es un invariante de nudos

Demostracion. Demostrar que es un invariante de nudos equivale a decir que respete
los movimientos de Markov.

M;y: Sean «, 3 € B,

Xgghw) = (—=2)" (VR (tr o m(a)
= () VAR (tr{a)n(B)
= () VR (Bl )
= ()" (VR e p)))
= ()" (VR (tr o m(Ba)

Xgahuw = XA

My: Sean «x € B,y y o € Biiy
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Xe A = (—A225)" (VA)=Peon)(tr o m(aoy,))
= (—A) (VR (tr () (o))
= () (VAP VA (i @)
= () (VRSP (Rl «)
- (- V;ﬁ))” (VA)XP () (V/R) (—1=2) (tr(m( )
= ()T (VRSP o ma)

Xeo, (A u) = Xg(A,u).

Por otro lado se puede probar de forma analoga que X = on)_?l. Asi se concluye la

n

demostracién. O

EJEMPLO 33. Sea T el nudo trebol, se sabe que T = o3, entonces calcularemos el

polinomio de HOMPLYPT del trébol.

X;;,U\,u) =

( (
= (o) W)
= (—ﬁa{“u)) VA (W2 —u+ Dz + (u—1u)
= (—V%(L“u) VAT (1 = D+ (u— D)
- <_ (11_}13) A(HETDOA- D+ a1 1wy
= (7)) = DA -1 + (@ —u+ 1)1 —w)
= A)(—uuAr—1)+ (u? —u+1))

= —WAN +UA+A

Por otro lado podemos calcular el polinomio del trébol reflejado que va ser Xo;3 Au) =
—u A2+ u A+ AL Asf podemos decir que el polinomio de HOMPLYPT distingue

isotopia entre el nudo trébol y su reflejado, es decir, Xt # X1+ entonces T 2 T*.
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TEOREMA 4.5. Sea K un nudo orientado. El polinomio de HOMFLYPT (Xx de K),

estd unicamente determinado por:

1. El polinomio Xy (A, u) es invariante bajo isotopia de K.

2. X©(7\,u) =
3. Sean K, ,K_,Kq (Ver definicion 2.15) se tiene que:
1
VAV X, (A w) — (VAVW Xk (A u) = (Vi— ﬁ)XKO()\,u) (4.1)

La igualdad (4.1) es llamada relaciéon skein HOMFLYPT. Sélo probaremos que el
polinomio de HOMFLYPT satisface (2) y (3).

Demostracion. Como el nonudo es la clausura de la 1-trenza trivial, y ademas,
(trom)(1) =1 y exp(1) = 0, entonces:

0
XOU\,LL) = (—%) (VA=) (tromr) (1) = 1.

Ahora, consideremos el triple de Conway Ky = oco*iiﬁ y Ko = «f3, donde «, 3 € By,
ie{l,. — 1}. Tenemos,

\/>f 1XK+7\LL f\/»XK ?\u

n—1
= (VAva) ™! <_\/;\(_1}:uu)> (VA)PP) (tr o) (o p)
n—1
— (VAVAD) (_\/;(liou (VAP0 B (tr o) (oo ' B)

n—1
_ < \/;\ ) (\/X)exp(cxﬁ)[\/la(tr om)(aoip) — vu(tr oﬂ)(occr;lﬁ)]

n—1
- u< J;_A“ ) (VAP (1 (o) hame(B) — (o) ()
1—Au \™! ox
=\/a< N ) (VAP (B (1 Lre( o) hre( B)—
o) (u"hs 4wt — 1))

B

. n—1
(ﬂ/%uium) (VAR (1~ u™)me(e) ()
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_ YO et Y ——
Wi () VR (e 8)

luego,
1
(VAV) Xk, (A u) — (VAVW Xk (A u) = (Vi — k(M)
O
Para simplificar notacién, consideremos el cambio:
1
X = \/X\/fl y z= \/_ - TL
Luego, el polinomio de HOMFLY-PT queda caracterizado por la relacién skein
x Xy, (x,2) — xXk_(x,2) = zXx, (%, z) (4.2)

OBSERVACION 21. La tmportancia del polinomio de HOMFLYPT es que éste también
generaliza al polinomio de Alexander. Para verificar esto, basta considerar x =1 y z =

tz —t2 en la relacidn skein (4.2), la cual caracteriza el polinomio de Alexander—Conway.
4. Algebra de Temperley-Lieb

En orden a construir el polinomio de Jones de modo andlogo a la construccion del
polinomio de HOMPLYPT, necesitamos introducir el algebra de Temperley—Lieb. Esta
algebra puede ser definida mediante una presentacion, es decir, mediante generadores y
relaciones, ver 4.6. También puede ser definida diagramaticamente, ver [Esp10]. Aqui de-
finiremos el algebra de Temperley—Lieb como un cociente del algebra de Hecke.

Definamos hyj como sigue:

hij = hlh)h,l -+ hlh,] -+ h]h1 -+ hi + h) + ]_,

DEFINICION 4.6. Sea n > 3. El dlgebra de Temperley—Lieb TL,(u), se define como

el siguiente cociente:
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donde I es el ideal bildtero generado por todo los hyj, con |t —j| =1
PROPOSICION 4.3. FEl ideal 1 es principal, mas precisamente esta generado por hys.

Demostracién. Probaremos que I = (hjs). Note que (h;3) C I. Para demostrar la
otra inclusién basta probar hi; € (hy2) para todo 1i,j.
Sabemos que hi = (hy---hj)7"thy(hy - hy)~07Y ) cuando [ —j| = 1, para efectos

practicos definamos £ := (h;---h,_1) tenemos:

hy = 1+hi+h+hihy + hh + hihhy
= (ﬁ)j_l(ﬁ)_(j_l) (B ()7 + () Ty ()0 (ﬁ)]hl(ﬁ) (T () 0+
+() T () U TYE ha (8) T 4+ ()R () 7 () e () 0D () ha (1)
= (@04 @@+ h (T () T+ ha () Tha ()
+(#) ha () () T (1) (1) O
)
)

= (8)7Y(1+ hy + hy + hihy + hohy + hyhohy ) ()0 Y
= (ﬂ = 1h12(ﬂ) (G=1)
= (hi-- 1) s (hy -y y) 0T,

Asi concluimos que hy; € (hyz) y por lo tanto I C (hyg).
U

LEMA 4.6. Sea x un elemento en la base standard de Hs(u), entonces tenemos que:
tT(Xhlg) = 6tr(h12).

Para algun 6 € C.

Demostracion. Para x = 1, la afirmacion es trivial. Para x = h;, tenemos que:

tT(hlhlg) = tT(hl (hl + hg + h1h2 + hghl + hlhghl + 1))
= tT(h% + hlhg + h%hg + h1h2h1 + h%hghl)
= utr(h1 + hg + hth + hghl + hlhghl + 1)

Para el caso x = hy es de modo anédlogo a x = h;.



94 4. ALGEBRA ROOK

Los casos x = hyhy y x = hyhy son analogos, demostraremos solamente para x = hihy

tT(hthhlg) = tT(hlhg(hl + h.g + hlhg + hghl + hlhghl + 1))
= UQtT(hlg).

Finalmente el caso x = hjhyoh; también se prueba sin mayor dificultad. O

PROPOSICION 4.4. La traza de Ocneanu tr se factoriza al dlgebra de Temperley—Lieb

sty solo si

Demostracién. Sabemos por proposicion (4.3) que I = (hyo) . Las condiciones su-
ficientes y necesarias para que la traza de Ocneanu sobre H,(u) pase al dlgebra de

Temperley—Lieb TL,, (u) es (hys) C ker(tr). En un diagrama tenemos:

Hn (W) ———— Ha(uw)/(h12)

/
\

C

Lo anterior equivale a decir tr({h;2)) = 0. Mas precisamente, para todo x,y € H,, (u):

tT’(Xhlgy) = 0, (43>

Més atn, como la tr es lineal basta demostrar (4.3), cuando x,y recorre la base de

H,,(u). Por la propiedad traza demostrar (4.3) es equivalente a demostrar:

tr(xhip) = 0 (4.4)

Para todo x en la base de H, (u). Por Lema 4.6 y la propiedad traza se concluye que

(4.4) equivale a demostrar
tr(hIQ) = Oa

Entonces:
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tr(hihohy + Ry 4 ho + hy + hohy +1) =
tr(hihohy) + tr(hy) + tr(hy) + 2tr(hihy) =
ztr(h?) +2z+ 222 +1 =
zlu+(u—1)z)+2z+222+1 =
Z2Zu+1)+zu+2)+1 =

o O o o O

Y

—_ 1 — {
luego los valores para z son z = —-5 0 z = —1. Asi para que la traza de Ocneanu se

factorice al algebra de Temperley—Lieb la condicién necesaria es z = —%ﬂ oz=—1.
O
Antes de finalizar esta subseccion veremos como aparece la definicion clasica del dlge-
bra de Temperley—Lieb mediante generadores y relaciones, a partir de la definicién que

hemos dado anteriormente. Para esto primero presentaremos el dlgebra de Hecke mediante

generadores e;, dados por:

1
ilz—hi 1
¢ u+1( +1)

PROPOSICION 4.5. El dlegra de Hecke puede representada por generadores ey, . . ., €n_1

sujetos a las siguientes relaciones:

1. eiej = ejeq si |l—]| > 1,
2. (u+1)%eieje; —ue; = (u+1)%ejeie —uey  si i—jl=1
3. el =ey.

Demostracion. Es facil probar que e; respeta las relaciones del algebra de Hecke,

basta reemplazar h; = (w+ 1)e; — 1 en las relaciones de Hecke.

O

PROPOSICION 4.6. El dlgebra de Temperley—Lieb puede ser presentada por generado-
res ey sujetos a las siguientes relaciones:

1. eiej = ejeq si i—jl > 1;

2. eiei1€i =

3. el =e;.
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Demostracién. Veamos la primera relacién. Supongamos que [i —j| > 1:

(hi+1) h]‘+1
u+1 u+1

= —w(h+1)(hi+1)

u+1

eiej =

= €;€.
Sabemos que
hij - 0

Para la segunda relacién, para todo |1 —j| = 1:

eiejei = rops(hi+ 1)y +1)(hi + 1)
= s (ihyhi +hi +hyhi +hi + hihy + hi +hy + 1)
= (u+13(h2+h)
= m;l)zu;ﬂ( u(hy +1))
- (u+1)2el

Para la tercera relacién :

e = oM +2hi+1)
= ot Dhi+1)

= ei

=

O

DEFINICION 4.7. Sea u € C* el dlgebra de Temperley—Lieb, que se denotard como
TL,.(u), es la C-algebra definida por los generadores hy, hy, ..., hn_1 que estan sujetas a

las siguientes relaciones:
1. hihj = hjhi si |1—]| > 1,
2. hijhjhy = —(hihy + hjhy + hy + hy + 1),
3. R =u+ (u—1Dh;.
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4.1. Polinomio de Jones via algebra de Temperley—Lieb. La idea es poder
construir el polinomio de Jones en forma andloga a como se construyé el polinomio
HOMPLYPT. Notemos ahora el algebra de Temperley—Lieb es un cociente del algebra
de Hecke. Asi tenemos que el grupo de trenzas se puede representar en el algebra de
Temperley-Lieb. Mas precisamente, tenemos la siguiente representacion: p := 7o p, don-
de p es la proyecciéon candnica del dlgebra de Hecke en el algebra de Temperley—Lieb.

Ahora por Proposicién (4.4), tenemos que la traza tr pasa al algebra de Temperley—

Lieb si y solo si

1 .
7z = —- e
u+1
El valor z = —1 se descarta pues no tiene interés topoldgico. Denotemos por:

Tr:TLy(u) — C

para el valor z = 1jr_lu
La funcion pg : B, — TL,(u) dada por lo siguiente: pg(o;) = Oh;.

y la traza es: Tr: TL,, — C dada por Tr(6h;) = 0z.

Se ve claramente que el invariante Tr o p respeta el movimiento de de Markov My,

pero no respeta el movimiento My. Para que respete My, se debe tener en particular:

Trope(o1) = Trope(o!)
0Tr(hy) = 0 'Tr(h;!)

02z = Tr(—(1—u Y +u'h)

0?2z = —(1—ulH+ulz
02 = 1—uHu+1)+ut
02 = u
6 = Vu

Asi, obtenemos el polinomio de Jones.

Va(u) = (—\/E— %L) ) V&P (Tro p) ()
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DEFINICION 4.8. Sea K = &, un nudo, el polinomio en una variable Vi (u) se llama

polinomio de Jones.

EJemMPLO 34. Calcularemos el polinomio de Jones del trébol.

(w) = (—ﬁ— %) Vi (Trop)().

Por otro lado calculemos la traza:

V-~

3
o3

Tr(h3) = Tr((uW?—u+1h; +ufu—1))
= (W—-u+1lz+uu—1)

Ahora tenemos que:

V;%(u) = (P —u+1z+ufu—1)
= —(hHuP(uw? —u+1) (=) Fu(u—1)
- —(u+ l)u(f(u27uu++11)+u37u)

= —u'+u+u
OBSERVACION 22. Notemos que, el polinomio de HOMFLYPT es una generalizacion
del polinomio de Jones. En efecto, sea K = & un nudo, luego, si hacemos A = u en el
polinomio de HOMFLYPT de K:

) n—1
Xy = (~ o) VA (em(e) (e By)

B (_\/L_L_ %L) . (v) =) (tr o) ().

Ademds, para todo i € {1,...,n— 1}, tenemos:

Trop(oi) = Tr(hi)
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Por otro lado
l=u = 1
S Au—1 u+1

trom(oy) =tr(hy) =z

luego, Trop = tr o, por lo tanto
Xa(A Wy, = Va(u).

5. Diagramas de Rook

En esta seccién definiremos los diagramas de Rook (Torre). Estos diagramas los pode-
mos obtener de la siguiente manera: Imaginemos que en una matriz el coeficiente 1 es una
torre en el juego de ajedréz, la matriz esta formada por las posibilidades de colocar torres
en el tablero de ajedréz de modo que las torres no se aniquilen entre si. Ahora daremos

la siguiente definicién.

DEFINICION 4.9. Sea Ry, el conjunto de todas las matrices de tamano n x n en

M (Z) que tenga, a lo mas un 1 en fila y su columna simultaneamente.

EJEMPLO 35. El monoide Ry es:

R2 - ) ) ’ ) )
Ahora definiremos R,, como diagrama

DEFINICION 4.10. Ry, consiste de los grafos que tienen 2 filas de n vertices una fila

arriba de la otra (formando un rectangulo) tal que cada vertice tiene grado 1 o 0.

EJEMPLO 36.

Los Elementos de Ry son:

N AN T N R
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DEFINICION 4.11. El producto en Ry, se definird de la siguiente forma, dados a,b €

R.., el producto de a por b es la multiplicacion de matrices.

De modo equivalente, el producto de dos digramas corresponde al producto por con-

cadenacién (anélogo al definido en producto de trenzas). Mas precisamente:

DEFINICION 4.12. El producto por concadenacién entre dos elementos de Ry, es yuz-
taponer uno sobre el otro, y el diagrama resultante serd el que se mantenga por una linea

continua.

OBSERVACION 23. Ry, con la multiplicacion por concadenacion resulta ser un monoi-

de, se llama monoide de Rook.

EJEMPLO 37. |

Sea A= , B= € Ry.

Entonces el producto de AB sera:

DEFINICION 4.13. Denotaremos Py, el conjunto de todos los elementos de Ry, tal que

los lazos de los diagramas no se intersecten.

EJEMPLO 38. Los elementos de Py son:

dl: ’ dQZ‘ ) d3:/ 5 d4:\

ds

Il
o
(=)
Il
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DEFINICION 4.14. Dados dos diagramas, a,b € Py, se define el producto tensorial,

a® b, como el diagrama obtenido de poner b al lado derecho de a.

EJEMPLO 39.

dy ®ds = /

Definiremos la funcién ¢ de B,, en (CP,,)* como sigue:
(p(O'i) = adu + bdgi + Cdgi + dd4i + €d5i + d61‘_
donde dj; ="' ® d; ® I®™" ! y T es la identidad en P;.

TEOREMA 4.7. Asumiendo a+c+d # 1 ycd #0, se tiene que @ es homomorfismo
sty solo si los coeficientes a, b, ¢, d, e satisfacen la ecuacion de una de las siguientes cinco
familias:

l.b=e=1

2.a=—c—d,b=—1,e=—cd

3.a=—c—d,b=—cd,e=—1

4. a=1—c—d+cd,b=—cd,e=—-1

5,a=1—c—d+cd,b=—-1,e=—cd

Ademds, tenemos la funcion inversa para cada una de las cinco familias, dadas por:

Loo(07!) = (1—§— ¢+ —rarera) i — dai + gdai + ¢ dai — dsi + ds
2. @(07") = (—2 — §)dii — Fydai + §dsi + 2du — dsi + des

3. @(07!) = (=1 — §)dui — dos + §dai + 2du — dsi + ds

4 @0y ) =(1—§— 1+ )di — doi + gdsi + Lda — o5dsi + des

5. @lop!) =(1—% =<+ H)di — 5dai + 5dsi + £dy — dsi + de

Demostracion. Basta ver que ¢ respeta las relaciones de trenzas.

1. Veremos que @(03)@(05) = @(0j)@(03), para [i—j| > 1, para este hecho podemos
ver los diagramas, ya que @(0;) = ady; + bdo; + cds; + ddyi + eds; + dgi v 1o
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mismo para @(0j) = adyj + bdy; + cdsj + ddy; + eds; + dgj; s6lo nos enfocaremos
en el producto de los diagramas pero como d¢; y d; con t recoriendo entre 1y 6,
también tenemos que [i —j| > 1 entonces los dj y d; estdn lejos y no se conectan
entre ellos. Asi la relacion de trenza se obtiene al multiplicar sus términos.

2. Sélo basta ver para n = 3, demostraremos que satisface la relacién de trenzas
e(o1)e(o)e(o1) = @(o2)@(o1)@(03), esta prueba fue realizada por métodos
computacionales. Para ver que ¢ cumple con la segunda relacién de trenzas, hay
que ver las condiciones suficientes sobre los coeficientes, ahora bien se realizé un

sistema de ecuaciones sobre:

o(o1)e(02)@(0o1) — @(oz)@(or)e(oy) = 0.

Cuando se resolvié este sistema de ecuaciones,obtubieron alrededor de 400 polino-
mios iguales a 0, entonces al factorizar estos polinomios se dieron cuenta que un
factor salia con mucha frecuencia, este factor es c(b+1)(e+ 1), entonces resolvie-
ron el sistema de ecuaciones por separado para los casos ¢, (b+1), (e+ 1) igual a

0. Al finalizar esto se descartaron las soluciones no invertibles.

O

NOTACION 10. Por simplicidad el homomorfismo (pf-f’d, con i € {1,2,3,4,5} significa
que el homomorfismo esta representado por la familia 1 del Teorema 4.7, en las variables

cyd.
Ahora trabajaremos tomando la condicién 5 del Teorema 4.7, es decir @s.
LEMA 4.8. El homomorfismo @5 : B, — (CP.)* satistace la siguiente relacion

skein: Para todo 0j,j € {1,...,n—1} y x € By, se tiene que:

©5(x0j) — Cd(P5(XUj_1) = (1—cd)es(x).

En particular el homomorfismo satisface la siguiente relacion cuadrdtica.
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(@s5(05) — @5(1)) (@s5(03) + cdes(1)) =0
Demostracién. Basta demostrar que @5(0j) — Cd(pg,(o—;l) =(1—-cd)eps(1).
Tenemos que:
@5(05) = (1 —c—d+cd)di; — doi + cdgy + ddyy — cdds; + dgs
y tambien se tiene
1 1 1 1 1 1
N =(1—=—=+—=)di — —dy + —dz + ~dg — ds; i
elo; ) =( q c+cd)d1 cdd2 +dd3 +Cd4 dsi + ds
Luego,
([)5(()‘]')—061([)5(0‘;1) = (1—C—d+Cd—Cd(%)) dlj—f—(—l—f‘%)dgj‘f‘
+(C — %)dgj + (d— %)dzlj + (—Cd+ Cd)d5]' + (1 — Cd)d6)'
= (1—cd)os(1).
]

Ahora buscaremos una traza sobre el algebra CP,,, para asi poder definir el polinomio

de Jones mediante la algebra de Rook y una traza definida a continuacién.

DEFINICION 4.15. Para cualquier B € C, La funcion traza Bubble (burbuja).
trf . CP, — C
Esta definida por:
trf (d) = g

Donde d € CP,, y k(d) es el numero de lineas verticales que aparecen en el diagrama

LEMA 4.9. Para todo diagrama a,b € P,, tenemos que k(ab) = k(ba).

Demostracién. Ver [SB11].

Notemos que trP respeta el primer movimiento de Markov, por el Lema 4.9
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PROPOSICION 4.7. Sea trP la traza bubble, entonces

l14+cd

Lu(x) = (Ved) P (e o g5) (x)

es un nuevo invariante de nudos.

Demostracion. El primer movimiento es preservado por el Lema 4.9. Veamos ahora
que preserva el segundo movimiento de Markov.
Consideremos trﬁ+1((p5(x0'n)), donde x € By,

sabemos que
trf , (xon) = (a+c+d+ep)trh (os(x) + (B + b)trh (@5 (x)).

donde @;(x) es una combinacién lineal de todos los diagramas de @s(x), notemos que

(a+c+d+ep) =0, entonces:

l+cd 1 l+cd

o (@s(xon)) = gt (3(x)),

multiplicando el resultado anterior por (v/cd)e¥Pxon)+n+1 5 ysando la definicion de

Tr5 , tenemos que:

l+cd

Inyi(xon) = (Ved)oPOIHmtl=2gr o (@4 (x))
ltcd

= (Ved) P, (gy(x)

L (x),

por lo tanto I, respeta los movimientos de markov.

O

TEOREMA 4.10. Si cd # 1 entonces 1(x) = 1\}%;1Vg(cd), donde V es el polinomio

de Jones.

Demostracién. Debemos probar que I, (x) safistace la relacion skein del polinomio
de Jones.
Primero, la funci’on I, (x) satisface la primera propiedad ya que este es un invariantes

de nudos.
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Ahora veremos la relacion skein.

Por Lema 4.8 tenemos la siguiente relacién skein:

05(x0)) —cdps(xor) = (1—cd)gs(x)  /trat
ot (5(x07)) — cdtrn® (@s(xo7")) = (1—cd)tra™ (@s(x))
(vVed)“In(xoy) —cd(vVed) “ L, (xo ") = (1—cd)(Ved)“ L (x)
(Ved) e+ ((Ved) 2Ly (xov) — cdln(xo7 ) = 7 (Ve Lt

(cd) T (x01) —cdln(x07 ') = ((cd)™2 — (cd)?)In(x)

Donde ¢ = —(n + exp(x) + 1).
Asi queda resuelto la relacién Skein, ahora basta probar que I;(1) = g esto es

inmediato de la definicién de I,,.

In(l) =

Asi concluye la demostracion.

U

EJEMPLO 40. Calcularemos el polinomio de Jones del nudo Hopf-link, sabemos que

el nudo se puede obtener mediante la clausura de o%.

l+cd

L(o?) = ved “tr(@s(0?))

Calcularemos la trcd® ((p5(0'1)). Llamaremos tr := tr'ed".

tree (@5(01)) = tr(((1—c—d+cd)d; — dy + cds + dds — cdds + dg)?)
C C 2
= l+ed— (554 + (5559)

= Led((cd)’ +1).

Obtenemos el polinomio de Jones de la siguiente manera:
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12(5%) =

Asi nuestro polinomio de Jones es:
Vi(cd) = ((cd)? + (cd)?)
6. Contrucciéon Polinomio de Alexander

Se desea construir el polinomio de Alexander de manera andloga a del polinomio
HOMFLYPT mediante un algebra y una traza. En lo que sigue tomaremos el homomor-
fismo con la segunda condicién, es decir, @-.

i R

Primero tomaremos p = Teq P2

entonces tendremos que:

Ve Vd \ﬁd

1
P(Gj) = (_T - %)d j \/C—d2] \/a \/_d5]
Ve Ve,

—d
\/cd R

\/E
\/E
Ve vd LV,
p(Gj )= Nz \/—)d] \/—d2l \/— \/—

COROLARIO 4.1. Para cada x € By, tenemos la siguiente relacion:

— Vedds; + Vedd;

o(xo1) — p(xoy!) = W% —Ved)p(x)

Demostracion. Basta demostrar que

1
—_— 1 —
ploi) —ploy ) = ( Jed
y este hecho resulta inmediato de restar p(o;) con p(o7!).

Asi concluye la demostracion.

COROLARIO 4.2. p satisface la relacion skein del polinomio de Alexander.
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Demostracién. Reemplazando t = cd en

p(oi) —ploy ") = (= — Ved)p(1),

tenemos que:

o(o1) — plo;!) = (% V().

Asi obtenemos una relacion skein del polinomio de Alexander.

DEFINICION 4.16. Definamos la funcién tr,, : CP, — C, por:

1 k(x) =
0 k(x)

1
trn (X) =
1

N

DEFINICION 4.17. Sea Ax el polinomio de Alexander mediante la dlgebra de Rook vy

la traza anterior, se define Ag(t) como sigue:

gl = Taleb))

Donde 6,, = (\/_Tl—d)“’l[l +ecd+ (cd)?+ -+ (cd)™ 1]

EJEMPLO 41. Calcularemos el polinomio de Alerzander del nudo Hopf-Link. por otro

lado sabemos que la clausura de la trenza o2 es el nudo Hopf-Link. entonces:

2
Ag?(t) — trn(gio-l)) )

Primero calculemos tr(p(0?)), como p es homomorfismo tenemos que:

Jdi1 — \/;c—ddm + \/L%d:n + \/ngu —+vedds + ﬁdﬁl)z
Jdi — A=dy + YEds + Y4d, — Vedds + = dg)?

sabemos que la traza de un diagrama con una linea vertical es 1 y en los otros casos es 0.
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entonces los unicos diagramas que tienen una lineal vertical son:
d2d; dads; d3ds; dads; dsds; deds; deda,

luego la traza es:

tr(p(o1)?) = tr(dads) — tr(dadg) + 1tr(dsds) + 1trg,a, + cdtr(dsds) — 1tr(dsdg)
—1tT(d6d5) — %t]‘(dﬁdg)

_ 1 1 1
= a—a—i—l—l-l-i-cd—l—l—a

_ 1
= cd— cd-
Siguiendo el orden tenemos que:

1
d9 = ———=—Vcd
? ved

entonces tenemos que el polinomio de Alerander del nudo Hopf-Link es

. _ tralp(o}))
Acf(t) B &2
cd—i
T
~Vea Vved
t—1
j— t
= =

Vi
Vi(t2-1)
t(—1—1t)
VE(t—1)(t+1)
—t(1+t)

= t7(t—1)

— {7 —t7
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