*

= Universidad

* ,
Ny deValparaiso
CHILE

Facultad de Ciencias.

Instituto de Matematicas.

Modelo depredador presa con memoria.

Trabajo Especial de Grado presentado ante

la Universidad de Valparaiso

por Valentina J. Urzta A.

Para optar al grado de Licenciada en Matematica.
Tutor: Dr. Rodrigo A. Castro M.
Valparaiso, Chile

Agosto de 2017.



Indice

1. Preliminares: Definiciones basicas

1.1. Campos vectoriales y flujos . . . .. ... ..

1.2. Sistemas lineales: Dindmica de los sistemas linealesen R™ . . . . . . . . .. . ... ....

1.2.1. Operador exponencial . . . .. . ...
1.3. Plano traza determinante . .. ... .. ...
1.4. Conjugacién de sistemas lineales . . . . . . .
1.5. Clasificacion de los sistemas hiperbdlicos . . .
1.6. Estabilidad de los sistemas . . ... ... ..
1.7. Sistemas no lineales . . . .. ... ... ...

1.8. Linealizacién de un sistema no lineal . . . . .

1.9. Teoria cualitativa y teorema de la variedad estable y variedad central . . . . . . . ... ..

1.10. Teorema de Hartman-Grobman: . . . . . . . .
1.11. Funciones de Liapunov . . . . . . . ... ...
1.12. Teorema de la variedad central local . . . . .
1.13. Sistemas dindmicos y Orbitas periédicas . . .

1.13.1. Conjuntos limite y atractores . . . . .

1.13.2. Orbitas periédicas y ciclos limite . . .

1.13.3. Funcién de Poincaré, el cuestionamiento de Poincaré . . . . . .. . . ... ... ..

2. Bifurcaciones, estabilidad estructural y teorema de Piexoto

2.0.4. Bifurcaciones en un punto de equilibrio no hiperbélico . . . . . . .. ... ... .

2.0.5. Bifurcacién Hopf (Valores propios complejos conjugados) . . . . . ... ... ...

3. Modelo depredador presa con memoria

3.1. Planteamiento del problema . . . . . . .. ..

3.2. La familia de Mikl6s Farkas . . . . . . .. ..

3.3. Generalizacion de la familia de Miklds Farkas

4. Conclusiones

21
22
27
28
30
31
31
33
34
36
40
41
43
46

50
52
63

64
64
66
67

102



Agradecimientos

Tenemos un Dios grande y maravilloso, que nos llena de favores y misericordia todos los dias. Que nos
trata de igual a pesar de nuestros pecados, que nos ha dado salud, y felicidad. Quiero agradecerle por ser
mi gufa personal, por protegernos durante todo el camino y proceso de este trabajo, pues detrds de esta
investigaciéon hay profesores, familia y amigos que me apoyaron y permitieron llegar hasta este punto.
Me dieron fuerzas para superar obstaculos y dificultades a lo largo de los anos. Quiero agradecerle a Dios
por cada bendicién que permitié que las cosas se dieran, y porque hizo realidad este sueno anhelado.

Agradezco a mi familia, a cada uno de ellos, por la paciencia y contencién, por el apoyo incondicional,
por aconsejarme y reganarme cuando lo merecia, porque son mi pilar. Agradezco la confianza, y el apoyo
brindado por su parte, que sin duda alguna en el trayecto de mi vida me han demostrado su amor,
corrigiendo las faltas y celebrando mis triunfos.

A mi profesor guia el doctor Rodrigo Castro, por cada momento de ensenanza que dedicé, antes,
en mi formacién académica y luego en el presente trabajo. Quien con el profesor Eduardo Stange, en
reiteradas ocasiones hacian notar su interés en mis avances, me dieron &nimo, y ganas de perseverar.

A mis amigas y amigos de la universidad e iglesia, mis hermanos de fe, quienes creyeron en mi y mis
capacidades. Quienes aportaron con todo el material ilustrativo de este trabajo, ideas de estructura y
organizacién temaética.

A todos y cada uno de ustedes muchas gracias, éste también es su trabajo.



Introduccion

Las cadenas tréficas dan cuenta de las relaciones que establecen los seres vivos para sobrevivir en
el ecosistema, a menudo algunos actian como alimento de otros. Los animales depredadores son, jus-
tamente, aquellos que necesitan cazar a otros animales para alimentarse. Muchas veces la importancia
de éstos radica en que actian como reguladores de la cantidad de individuos de una comunidad animal
dada, que podria tornarse plaga de no mediar por la accién depredadora.

Existe este tipo de animales en los distintos hébitas naturales, por ejemplo, en el ambiente acuédtico,
los tiburones son clédsicos depredadores carnivoros de peces. En las selvas y sabanas de las zonas sub-
tropicales, distintos mamiferos como tigres, leones y bifalos prosperan basando su alimentacién en la
depredacién de otros miembros del ecosistema. También entre insectos existe el fenémeno de depredacién.
En este grupo la depredacién adquiere particular relevancia, ya que, cuando el organfsmo depredado con-
stituye una plaga para los cultivos, este proceso pasa a ser una estrategia natural de control biolégico,
que tiende a evitar el uso de plaguicidas.

Pero, otras veces la depredacién representa una amenaza considerable para ciertas actividades. Tal
es el caso de lo que ocurre en la regién de Los Lagos al sur argentino con la avispa conocida como “cha-
queta amarilla”: se cree que ésta ingresé en los anos ochenta desde Chile, y encontré en la Patagénia
Argentina excelentes condiciones para multiplicarse, convirtiéndose asi en un insecto plaga que actia
como depredador de abejas, impactando en la produccién de miel y en la polinizaciéon de especies fun-
damentales para la economia regional.

En el presente trabajo manifestaremos estos comportamientos naturales a través de un sistema de

ecuaciones diferenciales, digamos:

Sistemas dindmicos

Un sistema dindmico es informalmente un modo de describir el recorrido a lo largo del tiempo de
todos los puntos de un espacio dado F, cuyo estado evoluciona con el tiempo. El comportamiento en
dicho estado se puede caracterizar determinando los limites del sistema, los elementos y sus relaciones,
de esta forma se pueden elaborar modelos que buscan representar la estructura del mismo sistema,
seleccionando aquellos componentes que contribuyan a generar los modos de comportamiento.

Geométricamente, un sistema dindmico describe el movimiento de los puntos en el llamado espacio
de fase a lo largo de las curvas solucién definidas por el sistema de ecuaciones diferenciales, éste, da
una descripcién funcional de la solucién de un problema fisico o del modelo matemético que describe el
problema, fisico.

Por ejemplo, el movimiento del péndulo amortiguado es un sistema dindmico en el sentido de que el
movimiento del péndulo se describe por su posicién y la velocidad en funcién del tiempo y las condiciones

iniciales. Por lo que matematicamente hablando esta situacién de cambios a lo largo del tiempo nos invita



a pensar, ;Qué sucede con el comportamiento de ciertas poblaciones dadas?. Es decir, ;Qué sucede con

su dindmica poblacional?.

Dindmica poblacional

La dindamica de poblaciones es la especialidad de la ecologia que se ocupa del estudio de los cambios
que sufren las poblaciones biolégicas en cuanto a tamano, dimensiones fisicas de sus miembros, estructura
de edad, sexo y otros pardmetros que las definen, asi como de los factores que causan esos cambios y los
mecanismos por los que se producen.

La dindmica de poblaciones es uno de los principales objetos de la Bio-Matemadtica en general y de
la ecologia de poblaciones en particular. Tiene gran importancia en la gestién de los recursos bioldgicos,
como las pesquerias, en la evaluacién de las consecuencias ambientales de las acciones humanas y también
en campos de la investigaciéon médica relacionados con las infecciones y la dindmica de las poblaciones
celulares.

Los sistemas dindmicos se han convertido en una de las herramientas principales para modelar el
comportamiento de las poblaciones, ya que indican con un grado muy preciso cual es el comportamiento
de una poblacién a medida que el tiempo varia. Ademds, en estos sistemas vemos involucrados fac-
tores tales como las tasas de crecimiento, muerte, depredacién, o capacidad del medio, entre otros, los
cuales podemos tratar como pardmetros, y nos da la oportunidad de experimentar teéricamente con las
poblaciones al hacerlos variar.

En este trabajo, el concepto de bifurcacién desempena un rol central, pues casos interesantes surgen
en las vecindades de los puntos de bifurcacién, debido a que pequenos cambios en uno de los pardmetros
pueden ocasionar variaciones sustanciales en la evolucién de las especies.

Respaldando nuestro trabajo, ocuparemos varios resultados elementales, del Algebra lineal y propios
de Ecuaciones Diferenciales, los cuales se enuncian pero no se demuestran, sin embargo, se pueden ver,

por ejemplo, [9].



1. Preliminares: Definiciones basicas

Definicién 1 Sea I C R un intervalo cualquiera. Una ecuacion diferencial es una expresion de la

forma:

F(x’ y? y/3 A y(n)) = O’

donde x € I, y = y(x) es una funcion n-veces diferenciable y F' toma valores en R.

Y siy(™) #£ 0 en I, diremos que la ecuacion diferencial es de orden n.

Definicién 2 Una solucion de F(x,y,y!, ...,y(")) =0 es una funcion u : I — R, n-veces derivable, tal

que:

F(z,u(z),w(z),...,u™(2)) =0, Vel

Veamos en un ejemplo, un caso aplicado:

Ejemplo 3 La ecuacion diferencial ‘Cil—‘f =ky, con k > 0.

Si x(t) representa la cantidad de habitantes de una especie (biomasa) en el tiempo t, se observa que

dz

el cambio (—) que experimenta la biomasa en cada instante de tiempo es proporcional al nimero de

dt

individuos, es decir, se Tige por la ecuacion diferencial:

d
d—f:ky, con k > 0.

que podemos ver representada en la figura 1.

=x(t)

Fig,1

Como

i ky, con x = xz(t) > 0,

x=x(t)




entonces

/d—x:k dt
x

x(t) = cet, con ¢ >0,

lo que implica que

y comox(0) = xq se tiene quec = zg,por lo que concluimos quex(t) = zoe*,conk > 0, z(t) es la curva

que modela el comportamiento de la poblacion a lo largo del tiempo.

1.1. Campos vectoriales y flujos

Definicion 4 SeaA un subconjunto abierto deR™. Un campo vectorial de claseC*conl < k < 0o enA es

una aplicacionX : A — R"de claseC*.

A todo campo vectorial X le podemos asociar la ecuacién diferencial:

= X(z).

Cuyas soluciones, son aplicaciones diferenciales ¢ : I — A, con [ intervalo de la recta, tales que:

dyp

—(t) = X(p(t
2() = X(p(t)),
para todo t € I, ellas son llamadas trayectorias de X.

Definicién 5 Un punto z € A se llama punto singular o de equilibrio de X si X(z) = 0.

Notemos que x es un punto singular si y sélo si ¢(0) = z, esto implica quep(t) = z, con —oo <

t < o0.

Definicién 6 Una solucion ¢ : I — A se llama solucion mazxima de © = X (x) si para toda solucion
v:J — Atal que I CJ yp= 1|, entonces I = J y consecuentemente ¢ = 1. En este caso I se llama

wntervalo madazxrimo de existencia de la solucion.

Notemos que ¢ es una solucién de £ = X (z) si y sélo si su vector tangente ag, ¢/ (t), coincide con

el valor del campo X en el punto ¢ (¢).

Definicién 7 Un sistema dindmico o flujo es una funcién de clase C*:

p:RxU — U, tal que p(t,x) € U y estd definida para todot e R y x € U C R",



donde U es un subconjunto abierto de R™, que "describecomo el punto x € U se mueve con respecto al

tiempo t. Y, si o, (x) = ¢(t,x), entonces p, : U — U satisface:
1. po(x) = x, para todo x € U.

2. (pro@y)(x) = @iy (x), para todo s,t cR yx € U.

1.2. Sistemas lineales: Dinamica de los sistemas lineales en R"

Definicién 8 Un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, es de la forma:

i = Ax,
donde v € R™, A€ M,(R) y
dwy
dt
_dz
Codt ’
dxy
dt

es el vector columna que contiene las derivadas de x.

A continuacién, utilizaremos un teorema del dlgebra lineal que nos permitird abordar este tipo de

sistemas de ecuaciones diferenciales:

Teorema 9 Si los valores propios A1, Aa, ..., A\p de la matriz A de tamano n X n son todos reales y
distintos, entonces el conjunto de sus vectores propios {vi,va,...,v} forma una base de R™, la matriz

P =[v; vy ... v,] es invertible y P~YAP = diag {\1, A2, ..., \n }. Asi la solucion del sistema & = Az es
z(t) = PE(t) P 'z (0),
donde
E (t) = diag {eAlt, cery eA"t} .

Dem. Ver 2] m
En lo que sigue, consideremos la transformacion lineal 7' en R™ representada por la matriz A con

respecto a la base canénica de R™.

1.2.1. Operador exponencial

Para definir la exponencial de un operador lineal T : R® — R"™, es necesario definir el concepto de

convergencia en el espacio lineal L(R™) de operadores lineales en R™. Para ello es necesario definir la



norma de un operador 7T :

T|| = méax |T(x)|,
7] = mix [7(@)

donde ||z|| denota la norma euclideana de x € R™, es decir,

lz|| = /22 + ... + 22.

La norma de un operador cumple:
LT >0y T =0,siysolosiT=0.
2. ||kT|| = k| ||T||, para k € R.
3NS+TI<[SI+ 1Tl

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, si T' € L(R™) esta representada por la matriz A con respecto
a la base canénica de R", entonces || A|| < y/nl, donde [ es la longitud maxima de las filas de A.
La convergencia de la sucesién de operadores Ty, € L(R™) estd entonces definida en terminos del

operador norma como sigue:

Definicién 10 Una sucesion de operadores lineales Ty, € L(R™) se dice que converge a un operador

lineal T € L(R™) cuando k — oo, es decir,
lim T, =T,
k—oo
st para todo € > 0 existe un N tal que para cada k> N, |T — Ty < €.
Lema 11 Para S,T € L(R™) y z € R,
1T(@)] < [T {|]] -
2. ||TS| < (IT|IS]-
3. ||T%)| < IT)|" para k= 0,1,2, ...

Dem. (1) Es cierto para = 0. En cambio, para  # 0 definamos el vector unidad y = Tl Entonces

por la definicién de norma,

IT) > 1T()] = ﬁ ()]



(2) Para ||z|| < 1, se sigue de (1) que

TS @) < TS ()]
<17 STH )

< |ITISI

por lo tanto

ITS|| = max [T'S(z)| < [T[S]]-

lzll<1

(3) Es consecuencia inmediata de (2). =
Teorema 12 Dada T € L(R™) y to > 0,la serie

At o0 Aktk
eM=>" o e M,(R),

k=0

es absolutamente converge para todo |t| < t.

Dem. Sea ||T|| = a. Por el lema precedente, para |t| < tg,

ThE || _ ITI 1 _ attd
<
I T T
pero
o0
aktlg_ ato
K ’
k=0

por lo tanto, por el teorema de Weierstrass la serie

>, Ttk

k7
k=0

es absoluta y uniformemente convergente para todo [t| < t.

La exponencial del operador lineal T', estd, entonces definido por las series absolutamente convergentes

T

luego, por la propiedad de los limites, podemos probar facilmente que e’ es un operador lineal en R" y

ademads ||eT” <elTll, m



Como nuestro principal interés, dentro de estos conceptos, es la solucién de sistemas lineales de la
forma

T = Ax,

asumiremos que la transformaciéon 7' en R™ esta representada por la matriz A de n X n con respecto a

la base canénica de R”. A continuacién definiremos la matriz exponencial e,

Definicién 13 Sea A una matriz de n X n. Entonces para t € R, definimos

o
eAt _ Ak‘tk
k!

k=0

Para la matrizA, efes una matriz de tamafion x n que puede ser calculada en términos de los valores

y vectores propios deA.

Proposicién 14 Si P y T son transformaciones lineales en R™ y
S =PTP !,
entonces
ed = peTP L.

Dem. Se sigue desde la definicién de e que:

El siguiente corolario se sigue desde la proposicién y definicién precedente:

Corolario 15 Si P~YAP = diag [\;] entonces
et = Pdiag [e)"it} pL

Proposicion 16 SiS yT son transformaciones lineales en R" conmutativas, esto es, que satisfacenST =

TS, entonces:

Dem. Si ST =TS, entonces por el teorema del binomio

SiTk

Jjt+k=n

10



por lo tanto

G SITE NS ST
eS+T:Z Z i :ZﬁZﬁ:eSeT'
n=0j+k=n j=0 k=0

En el teorema anteriorusamos el hecho de que el producto de dos series absolutamente convergentes
es una serie absolutamente convergente.

Al establecer S = —T, en la proposicién anterior, obtenemos:

Corolario 17 Si T es una transformacion lineal en R™, la inversa de la transformacion lineal e* esta

dada por (eT) "t =e T,

Corolario 18 Si A = entonces:

a N cos(fB) —sin(B)

et =e yeon a, B € R.

sin(8)  cos(B)

o
Corolario 19 St A = entonces:

et =e ,con a, B € R.

Teorema 20 (Fundamental de sistemas lineales)

Sea A € M,, (R) entonces, dado xo € R™, el problema de valor inicial:
i = Ax,

con condicion

Aty

tiene una Unica solucion:xz(t) = e
Para la demostracion de éste teorema, necesitaremos utilizar el siguiente lema:

Lema 21 Sea A una matriz cuadrada, entonces:

d
aeAif — eAtA

11



Dem. Como A es conmutativa consigo misma, por la proposicion anterior se tiene que:

A(t+h) _ AL
At — i e e
dt h—0 h
= lfm e LA’L -D
h—0 h
A2h Akhkfl
=eAtlim lim A+ + .+
h—0 k—oo 2! ki'

= Ae?t

La dltima igualdad se sigue de 12. m

Ahora procedamos a probar el teorema fundamental de sistemas lineales.
Dem. Por el lema precedente, si

z(t) = eAt:co,
entonces

z(t) = %emxo = AefMay = Ax(t),

para todo t € R. También,

x(0) = Izg = xo,

por lo tanto

x(t) = etz es una solucién.

Para ver esto, sea z(t) una solucién del problema de valor inicial (P.V.I)

T = Az

x(0) = =y,

y sea

entonces por el lema precedente y del hecho de que z(t) es solucién del P.V.I

yl(t) = (e_At) 1z(t) + e Atai(t)
= —Ae MeMyy + e M AeM

:07

12



ara todo t € R, ya que, e~ 4" y A conmutan. Por lo tanto, y(t) es una constante.
p ya q

Poniendo ¢t = 0 , mostramos que y(t) = z¢ y por lo tanto toda solucién del P.V.I es dada por
z(t) = eMy(t) = e,

Esto completa la prueba del teorema. m
Antes de analizar la dindmica de los sistemas lineales en R™, analicemos el caso n = 2.
Consideremos el sistema lineal:

T = Bz,

yA su forma canénica de Jordan, por lo que existe una matrizP invertible tal que:
B=P1'AP e M, (R).

Clasificaremos segun los valores y vectores propios de la matriz, los diferentes comportamientos de los

sistemas.
1. Si A= entonces, la solucién para el P.V.I, (cuyas representaciones podemos apreciar
0
en las figuras 2, 3, 4, 5 y 6),
i = Az,
con condicién
e 0
z(0) =z¢ es: z(t) = Zo
0 e

Cuando A > 0 > u obtenemos una silla hiperbdlica:

X2

X1

Fig2



Cuando A > p > 0 obtenemos un nodo repulsor:

X2

Fig,3
Cuando A\ < p < 0 entonces obtenemos un nodo atractor:

X2

Fig4

Cuando A = p > 0 obtenemos un nodo estelar repulsor:

14



Fig,b

Cuando A = p < 0 entonces obtenemos un nodo estelar atractor:

Xz

Fig,6
. A . . .
2. Si B = entonces, la solucién para el P.V.I, (Cuyas representaciones podemos apreciar
0 A
en las figuras 7 y 8),
i = Ax,
con condicién
e}\t te}\t
z(0)=xz¢ es: z(t)= Zo.
0 e)\t

Cuando A > 0 obtenemos un nodo de una tangente repulsor:

15



Xz

X1

>

Fig,7

Cuando A < 0 entonces obtenemos un nodo de una tangente atractor:

X2

}

X1

S

Fig,8
. o —B . : ,
3. SiA= entonces, la solucién para el P.V.I, (cuyas representaciones podemos apreciar
Jo e
en las figuras 9, 10, 11 y 12),
i = Ax,

con condicién

ot __pot o3
z(0) =z es: z(t) = e cos(ft) —e*sin(ft) -
eat sln(ﬁt) eozt COS(ﬁt)

donde el valor que toma « es distinto de cero, tiene como comportamiento:

Cuando a > 0 obtenemos un foco repulsor.

16



X1

A
D

5>0
Fig)9

/’
)/
.

8<0
Fig,10

Cuando « < 0 obtenemos un foco atractor.

17



8 <0
Fig,12
. 0 -5 . :
4. Y si @ = 0, entonces B = asi, la solucién para el P.V.I, (Cuyas representaciones
g 0
podemos apreciar en las figuras 13 y 14),
T = Ax,

con condicién
cos(ft) —sin(ft)
sin(8t)  cos(ft)

18



Cuando 8 > 0 obtenemos un centro con direccién en sentido contrario a las manecillas del reloj:

X2

N
N\

Fig,13

Cuando 8 < 0 obtenemos un centro con direccién en sentido de las manecillas del reloj:

X2

/d k)
N

X1

\J

Fig,14

Ejemplo 22 FEstudiemos el siguiente sistema simple

T1 =T1 + 22

ig = —3.7}1 — 2.132

s Qué tipo de solucion presenta?

19



Solution 23 La matriz del sistema es

1 1
A= ,
-3 -2
8%
x
xTr =
T2
Entonces1 se escribe de la forma
T = Ax.

Y su polinomio caracteristico es
PiAN)=X4+A+1 y A=-3<0,
por lo tanto, el sistema presenta soluciones complejas. Sus valores propios son

/\172 _ —1+3i

D) .

Como Re(A12) = _71 < 0, entonces tiene un foco atractor en el origen, (ver figura 15), la cual es su

unica singularidad.

™
D

Fig,15

Resolviendo el sistema, tenemos que la solucion pasando por (zg,yo) estd dada por
A To
o) = (7).
Yo

20



donde

cos(2t)  —sen(

t)
t)

%

tA =t

)

Il

o

N
S
el

sen(%2t)  cos(

es decir

p(t) = (:coe%t cos(?t) - yge%sen(gt), xwen(?t) + Yo cos(?t)).

1.3. Plano traza determinante

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

Ty = a1y + a12%2
Tg = a171 + G272,
donde Qi € R, i,j € {1, 2} Y a11G22 — G21412 75 0.
. aiy  G12 Z1
Haciendo A = €EM)(R)y X = € M1 (R) con z = x(t) y t € R, sabemos
a21 22 T2
que dicho sistema es equivalente a la ecuacién & = Az con det(A) # 0.

Denotemos por:

T =traza(A) ypor D =det(A),
entonces el polinomio caracteristico de A es:
P(\) =\ = \T + D.

Cuyo discriminante A es igual a 72 —4D. Y sus rafces son Ay o = LEVLZ=AD 1\ 5 £ (), pues det(A) # 0.
Caracterizaremos focos, fuentes, sillas, nodos y centros, (ver figura 16), segin los valores que

asuman Ty D en el siguiente plano que llamaremos; el plano traza/determinante que denotaremos

21



por T/D.

3+

R

4

N

/ /

T_
A

s |

V5

Fig,16
1.4. Conjugacién de sistemas lineales
Consideremos los siguientes sistemas lineales
&= Ax y & = Bux,

donde A, B € M, (R).

Sabemos que los flujos respectivos estdn dados por
o(t,z) =€z y Y(t,z)=ePz, conz cR” yteR.
Definicién 24 Diremos que los sistemas & = Ax y & = Bx o sus respectivos flujos, o campos vectoriales

A:R* — R" B:R*" — R"

r— Ax r — Bz

son conjugados, (ver figura 17), si existe una biyeccion h : R™ — R™ tal que h(p(t,x)) = ¥(t, h(z))
para todo t € R, y para todo x € R™.

Definicién 25 Diremos que h es una conjugacion:

22



1. Lineal si h es un isomorfismo.
2. Cr—diferenciable si h es un C" — difeomor fismo.

3. Topoldgica si h es un homeomorfismo.

@t
/ h(@(t:X)=w(t,h(x))
/ h(x)

T = Ax T = Bx
Fig,17

Ejemplo 26 Un centro no puede ser conjugado con una silla. (Ver figura 18 y 19)

Solution 27

X> Xz

A I\
\& R

X1

"/
—>§§h—>

conjugacion

Fig,18
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En efecto,supongamos que ellos son conjugados, luego

o(t, (z1,x2)) = M cos(ft) —sen(Bt) T
o sen(Bt)  cos(Bt) 2 |

pero, si a = 0 entonces
o(t, (z1,22)) = ( cos(pt) —sen(pt) ) ( 1 ) |
sen(Bt)  cos(Ot) Lo

o(t, (1, 22)) = (x1 cos(Bt) — xasen(Bt), x1sen(Bt) + xo cos(Bt)) = (x1,x2) ,

ast

por lo que cos(Bt) =1 y sen(Bt) =0, esto implica que

o
5 9
luego
27
0(0,2) = p(—,z) = =,
B
Y ast

X=@(0,X)=@(((2m)/B),x)

1N

N Y

h
Fig,19
hx) = h(so(%”,x)) - ¢<2§, h(x)),



es decir, los puntos coinciden, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto los sistemas no son conjugados.

Proposicion 28 Una transformacion lineal h : R — R™ es una conjugacion lineal entre & = Az y
& = Bz si y sdlo si, existe C € M,(R) tal que CA = BC. En particular, los sistemas & = Az y & = Bz
son linealmente conjugados si y sélo si A y B son matrices semejantes.

Dem. Primeramente supongamos que las matrices A y B son semejantes. Esto es
CA = BC,
entonces Cetd = etBC| para todo t € R, luego
h(e'tz) = Cetz = P Cx = 'Ph(x), para todo x € R,

por lo tanto los sistemas son linealmente conjugados.

Ahora supongamos que los sistemas & = Ax y & = Bx son linealmente conjugados, entonces:
h(e'dz) = e'Ph(z), para todo t € R, y para todo x € R",

luego

Celtaz = e'PCu,

entonces, derivando

CAet?z = BetPCx,

luego, si

t=0= CAx = BCz, para todo x € R"

CA= BC,

por lo tanto las matrices son semejantes. m

Proposicién 29 Consideremos los sistemas & = Az y & = Bz tales que o(t,z) = etz y(t,z) = e'Pa

respectivamente, entonces © = Az y & = Bx son C' — diferenciablemente conjugados si, y sélo siA y
B son matrices semejantes. En particular © = Az y @ = Bx son C'—diferenciablemente conjugados si,
y sdlo si son linealmente conjugados.

Dem. Primero supongamos © = Ax y & = Bx son linealmente conjugados, por proposicion anterior

25



existe un isomorfismo lineal h : R™ — R"™ tal que
h(e'*z) = e'Ph(x), para todot € R, y para todo = € R",
entonces h es C'°° — di feomor fismo,luego
t=Ax y = Bx

son C*°— diferenciablemente conjugados.
En el otro sentido & = Az y & = Bx son C! — diferenciablemente conjugados si, y sélo siA y B

son matrices semejantes. En particular & = Ax y & = Bz son C'—diferenciablemente conjugados Sea

h:R™ - R" un C>* — difeomor fismo tal que
h(e'dz) = e'Ph(z), para todo t € R, y para todo x € R",
derivando con respecto a t, obtenemos
Dh(ez)Aeta = Be'Ph(x),

st t =0, entonces
Dh(x)Ax = Bh(z), para todo x € R".

Veamos los siguientes casos:

1. Supongamos h(0) =0 y hagamos © = Ay y con A € R — {0},

luego

Dh(Ay)A(Ny) = Bh(\y),

esto implica

st A — 0, entonces

Dh(0)Ay = BDh(0)y, Yy € R™.

luego

Dh(0)A = BDh(0).

Finalmente, A y B son semejantes.
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Ahora analicemos el caso:

2 Supongamos h(0) = ¢ # 0 y consideremos el isomorfismo lineal
K :R" - R" tal que x — x — ¢,
donde K es una conjugacion entre £ = Bx y él mismo. De hecho,
K(eBz) =By — ¢,

pero

Por otro lado

luego reemplazando en

ast

Por lo tanto por 1 se tiene que A y B son matrices semejantes.

1.5. Clasificacién de los sistemas hiperbdlicos

Definicién 30 Sea A € M,(R). Diremos que el sistema & = Ax o el origen 0 € R o el campo vectorial
A R" — R" tal que © — Ax es hiperbdlico si todos los valores propios de A tienen parte real

distinta de cero.

Llamaremos indice de estabilidad al nimero de valores propios con parte real negativa, contando

sus multiplicidades, y lo denotaremos por I(A).

Ejemplo 31 En R? son hiperbélicos los sistemas:

Sillas, fuentes, pozos y nodos, sin embargo los centros no caen en ésta categoria.
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1.6. Estabilidad de los sistemas

La estabilidad es extremadamente importante. Un avién Jumbo no solo ha de volar, sino que su vuelo
ha de ser estable, o caerd. Cuando un auto da la vuelta a una esquina no debe volcarse lateralmente, ha
de permanecer estable en la carretera.

Tedricamente, los estados estables e inestables son soluciones de las mismas ecuaciones dindmicas
bésicas. Pero experimentalmente, un estado de reposo inestable nunca se observara del todo, por que
pequetias influencias externas lo destruirdn. Un estado de movimiento inestable puede observarse, pero
tnicamente como un fenémeno transitorio, mientras el sistema esta en ruta desde su estado inestable
original hasta donde quiera que acabe finalmente.

Un estado de equilibrio es aquel que permanece sin cambios con el paso del tiempo. Un equilibrio
es inestable si un estado que difiere levemente del equilibrio, termina por evolucionar enseguida a un
estado ampliamente diferente. Y es estable si una ligera perturbacién inicial no produce un gran efecto
subsiguiente.

La idea que presentaremos aqui, es separar la parte real positiva y negativa de los valores propios de
la matriz asociada al sistema de ecuaciones lineal £ = Ax, definiremos en ésta seccién lo que llamaremos
un subespacio estable, inestable y central, que denotaremos por S¥, S’ y S¢ respectivamente.

Cuando A tiene valores propios distintos, los subespacios generados por los vectores de la matriz
A determinan el subespacio estable e inestable del sistema lineal £ = Az, donde los valores propios
positivos generan S’ y los valores propios negativos generan S¥.

Sin embargo, cuando w; = u; + iv; es el vector propio correspondiente al valor propio A\; = a; +1if3;

de la matriz A consideraremos la siguiente definicién:

Definicién 32 Sean \; = o +if;, wj = uj +iv; y B = {u1, ..., Uk, Ug41, Vk41; -, Um, Um } una base de

R™ |, con n =2m — k, definamos los espacios:
SE = (uj,vj | a; <0).
ST = (uj,v; | aj > 0).

SC = (uj, v | o = 0).

Definicién 33 Un subespacio S C R™ es llamado invariante con respecto al flujo et : R™ — R™ si

et (S) C S para todo t € R.

A continuaciéon mostraremos que los subespacios estables, inestables y central de © = Az son

invariantes bajo el flujo de # = Ax.
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Lema 34 Sea S un espacio propio de A generado por el vector propio correspondiente valor propio

A.Entonces A(S) C S.

Dem. Sea {v1,...,v5} una base generada por los vectores propios de S. Entonces dado v € S,

existenc; € R, j =1,2,..., k tales que
k
v = ZCjUj,
j=1

y por linealidad
k

Av = Z ¢ Av;.

J=1
Ahora, como cada v; satisface

(A—ADFiv; =0,

para algin k; minimal, tenemos

(A_)‘I)vj = ‘/ja

donde V; € Ker(A— M)k~ C S.
Por lo tanto, se sigue por induccién sobre la dimensién, que Av; = Av; +V; € Sy como S es un

subespacio de R", se sigue que
k
Z CjA’Uj €S,
j=1
es decir, Av € Sy por lo tanto, A(S)€ S. m
Teorema 35 Sea A la matriz real de tamano n X n, entonces:

R*"=8F g sl sc.

Dem. Como B = {U1, ..., Uk, Ukt 1, Vg1 s Um, Um } POT la definicién de S¥ STy ¢
nE
w0 =y ¢Vj,
j=1

donde V; =vjou;y {VJ};:l C B es una base para el subespacio estable SZ. Entonces por la linealidad
de et

nE
eAtl'() _ § ¢ eAtV'j7
j=1

pero

Aktk
eAth = klim (I+At+ .+ A ) ,
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pues para j = 1,...,ng por el lema anterior
ARV e SF y et (SF) c SF,

es decir, S¥ es invariante bajo el fluido e4?.

Y podemos similarmente mostrar que S y S¢ son invariantes bajo el fluido e?*. m

Definicion 36 Si tenemos que todos los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa, el
origen es llamado un pozo del sistema lineal T = Ax, en cambio, si los valores propios de la matriz A

tienen parte real positiva, el origen es una fuente del sistema lineal £ = Azx.

Teorema 37 (Clasificacion de los sistemas lineales hiperbdlicos). Sean © = Ax y & = Bx
dos sistemas lineales hiperbdlicos definidos en R™, entonces © = Az y & = Bx son topoldégicamente
conjugados si y solo si tienen el mismo indice de estabilidad, que denotaremos por I.

Dem. Ver [20] m

1.7. Sistemas no lineales

Cuando se estudia mateméticamente una situacién de la vida real, el modelo que se obtiene suele
tener un cardcter no lineal, siendo esto lo que le confiere, en la mayoria de los casos, una gran dificultad.
Uno de los procedimientos mas utilizados dentro de la Matemética y de la ciencia en general, cuando se
aborda un problema dificil, es considerar un sistema mas sencillo que sea, en algin sentido, una buena
aproximacién del anterior. Al estudiar este segundo problema se intenta obtener, de las conclusiones,
algin tipo de resultado para el problema primitivo. Una de las formas més usuales de simplificar el
problema es linealizarlo. Si se quiere estudiar un problema no lineal, el primer paso obligado es estudiar
el problema lineal asociado de la manera mdas completa posible para poder analizar asi que ocurrird en
el caso no lineal.

El estudio de los sistemas lineales es mas sencillo que el estudio del sistema no lineal asociado y
en numerosas ocasiones se pueden obtener resultados concluyentes pues la estructura algebraica de las
soluciones es sencilla y a veces se puede dar una descripcién de la misma en términos de funciones
elementales.

Un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales es de la forma:

&= f(z), (2)

donde f : U — R™, con U un subconjunto abierto de R"™, éste es un sistema auténomo, pues sélo depende

de z.
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En general, no es posible resolver un sistema de ecuaciones no lineal, como mencionamos, sin em-
bargo, podemos obtener una gran cantidad de informacién cualitativa sobre el comportamiento local
de la solucién. El teorema de Hartman-Grobman y el teorema de la variedad estable nos muestran que
topolégicamente el comportamiento de un sistema no lineal cerca de un punto de equilibrio o de 2 estd
topolégicamente determinado por el comportamiento del sistema lineal & = Az cerca del origen donde

la matriz A = D f(x), la que llamaremos matriz de la linealizacién del sistema & = f(x).

Definicién 38 Sea U un subconjunto abierto de R™ y sea f € C*(U). Para un punto xy € U, sea
o(t, o) el flujo de (2) que pasa porzy definida en el intervalo mazimal I(xg), entonces, para t € I(xp),

la aplicacion ¢, : R® — R" definida por

pi(20) = p(t; zo),

es llamada el flujo de la ecuacion diferencial & = f(x).

Definicién 39 Sea U un subconjunto abierto de R™, sea f € C1(U), y consideremos, para todo t € R,
¢, : U = U el flujo de la ecuacion diferencial (2). A un subconjunto V' de U, lo llamaremos invariante

con respecto al flujo, si p,(V) C V, para todo t € R.

1.8. Linealizacion de un sistema no lineal

Recordemos que un punto zg € R, se dice que es un punto de equilibrio si f(z¢) = 0, y un punto
xg se dice que es un punto de equilibrio hiperbélico de & = f(z) si ningtin valor propio de la matriz

D f(xo) tiene parte real cero. Luego, el sistema lineal
&= Ax (3)

donde A = Df(zo) es llamado linealizacién de (2) en xy.

Definicion 40 Un punto de equilibrio xo es llamado un pozo si todos los valores propios de la matriz
Df(xo) tienen parte real negativa, es llamado una fuente si todos los valores propios de la matriz D f(xq)
tienen parte real positiva, y es llamado silla si es un punto de equilibrio hiperbdlico y ademds D f(xg)

tiene al menos un valor propio con parte real positiva y un valor propio con parte real negativa.

1.9. Teoria cualitativa y teorema de la variedad estable y variedad central

El teorema de la variedad estable es un resultado muy importante de la teoria cualitativa local de los

sistemas dindmicos, pues muestra que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico x, el sistema no lineal
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(2) tiene una variedad estable e inestable que son tangentes en el punto zg a los subespacios estable e
inestable de la linealizacién del sistema (2).

Previo a enunciar los teoremas, recordemos que:

Definicién 41 Dado M un espacio métrico y dados X, Y subespacios de M. Un homeomorfismo h :
X — Y es una funcion continua biyectiva con inversa continua. Diremos que los subconjuntos X e Y,

son topolégicamente equivalentes.

Teorema 42 (Teorema de la variedad estable). Sean 0 C U C R" abierto, f € CY(U), y ¢, el
flujo del sistema no lineal (2). Supongamos que f(0) =0 y que Df(0) tiene k valores propios con parte
real negativa, y n — k valores propios con parte real positiva, entonces existe una variedad diferenciable
k-dimensional E tangente al subespacio estable SE del sistema lineal (3) en 0 tal que, para todo t > 0,
v, (E) C E, y para todo xo € E se cumple que:

lim ¢,(zg) =0,

t——+oo

y ewiste una variedad diferencial (n — k)—dimensional F tangente al subespacio inestable ST del sistema

lineal & = Az en 0 tal que para todo t <0, ¢,(F) C F, y para todo xg € F se cumple que:

lim @, (xq) = 0.
t——o0

Dem. Ver 2] m
Recordemos que las variedades E y F estdn definidas s6lo en una pequena vecindad del origen, por lo

que nos referiremos a ellas como variedades locales, en lo que sigue, definiremos las variedades globales:

Definicién 43 Dado ¢, un flujo del sistema no lineal (2) definimos las variedades globales estable e
inestables de (2) en 0, como:

WF(0) = Ur<owy (E),

F
W7(0) = Uzop, (F),
respectivamente, quienes son Unicas e invariantes con respecto al flujo ;.

Teorema 44 (Teorema de la variedad central). Sean 0 C U C R" abierto, f € C"(U), r > 1.
Supongamos que f(0) =0 y que Df(0) tiene k valores propios con parte real negartiva, j valores propios
con parte real positiva y m = n —k — j valores propios con parte real cero, entonces existe una variedad

central m-dimensional W (0) de clase C" tangente al subespacio central S¢ de & = Ax en 0, existe
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una variedad estable k-dimensional WE(0) de clase C" tangente al subespacio estable ST de & =
Ax en 0, y existe una variedad inestable j-dimensional W'(0) de clase C" tangente al subespacio

inestable ST de & = Ax en 0. Mas atin, W (0), W(0),y WI(0) son invariantes bajo el flujo ¢, de (2).

Dem. Ver 2] =

1.10. Teorema de Hartman-Grobman:

Este teorema nos mostrara que cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico x, el sistema no lineal:
i = f(),
tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal:
&= Ax,

resolviendo completamente el problema para determinar la estabilidad y comportamiento cualitativo en
una vecindad de un punto de equilibrio hiperbélico de un sistema no lineal. Es decir, el teorema de
Hartman-Grobman nos asegura que los sistemas @ = Az y £ = f(z) son localmente topolégicamente

conjugados (en entornos de 0y xg) si 2o es un punto de equilibrio de f y A = Df(x¢) es hiperbdlico.

observacion 45 Dos sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos como lo son: & = f(z) y & = g(x),
son topologicamente equivalentes en una vecindad del origen si tienen la misma estructura cualitativa
cerca del origen, es decir, si existe un homeomorfismo h :0 C U — 0 C V que envie las trayectorias
de & = f(x) en U a las trayectorias de & = g(x) en V, y preserven su orientacion en el tiempo, es decir,
st una trayectoria es dirijida desde x1 a xo en U, entonces sus imagenes son dirijidas desde h(x1) a

h(z2) en V.

Teorema 46 (Teorema de Hartman-Grobman). Sean U un subconjunto abierto de R™ conteniendo
al origen, f € C*(U) y sea ¢, el flujo del sistema no lineal i = f(x). Supongamos que f(0) =0 y que la
matriz D f(0) no tiene valores propios con parte real cero, entonces existe un homeomorfismo h: U — V
(ambos abiertos conteniendo al origen), tal que para cada xo € U existe un intervalo abierto In C R, tal
que para todo xo € U yt € I :

ho @ (z0) = e**h(x0),

es decir, h envia las trayectorias de & = f(x) cerca del origen en las trayectorias de & = Ax cerca del

origen Yy preserva tiempos.

Dem. Ver 2] m
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1.11. Funciones de Liapunov

Las funciones de Liapunov nos ayudardn a determinar la estabilidad de un punto de equilibrio no
hiperbdlico. Estas, planteadas en un principio por el ruso Aleksandr Liapunov, son funciones que demues-
tran la estabilidad de cierto punto fijo en un sistema dindmico o en ecuaciones diferenciales auténomas.
Las funciones que podrian probar la estabilidad de un punto cualquiera de equilibrio son llamadas can-
didatas a funciones de Liapunov.

No existe un método general para construir o encontrar una funcién candidata de Liapunov que
demuestre la estabilidad de un equilibrio dado, en todo caso, la incapacidad de encontrar una funcién de
Liapunov no implica autométicamente la inestabilidad del equilibrio mismo. Para los sistemas dindmicos
(como los sistemas fisicos) las leyes de conservacién proveen frecuentemente a las funciones candidatas
de Liapunov.

Un sistema dindmico requiere un estado inicial xy y una funcién de evolucién f(zg,t) que indica
la trayectoria de los estados z(t) futuros que tendrs el sistema. Una funcién de Liapunov corresponde
intuitivamente a una familia de regiones llamadas de Liapunov, cada una de las cuales queda definida por
una curva de nivel, (es decir, aquella linea que en un mapa une todos los puntos que tienen igualdad de
condiciones y de altitud). Una vez que el estado z(¢) ha entrado a la regién de Liapunov correspondiente
a la curva de nivel V(xg) = Vp, ya no podra salir de ella. De este modo, a medida que el tiempo avanza,
el estado ird quedando restringido a regiones de Liapunov cada vez menores, razén por la cual el valor de

la funcién de Liapunov ird decreciendo al pasar el tiempo. La restriccién en las trayectorias que imponen
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las curvas de nivel permiten asegurar que el sistema dindmico es estable.

x(f) = F(xg.1) = xpe”"

Vix)= xf + xf

x, =31

x, =(—4.-3)

Funcion de Liapunov definida para un sistema dindmico.
Las distintas trayectorias que pueden generarse van

quedando atrapadas en regiones cada vez menores.

Definicién 47 Consideremos ¢, el flujo de la ecuacion diferencial no lineal (2) definido para todo
t € R.Un punto de equilibrio x¢ de & = f(x) es estable si para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para todo
x € Ns(zo) yt >0 tenemos:

() € Ne(xo),

donde N.(z0) es una vecindad del punto de equilibrio xo. De lo contrario, xq serd un punto de equilibrio
inestable. Y finalmente, xy serd asintoticamente estable si es estable y ademds existe § > 0 tal que
para todo x € Ng(xg) tenemos:

lim @, (z) = xo.

t—o0
Teorema 48 Un punto de equilibrio hiperbdlico xg de (2) es asintéticamente estable si y sdlo si
Re(X;) < 0 para j=1,2,...,n, es decir, si y solo si xy es un pozo. Y un punto de equilibrio hiperbdlico x

es tnestable si y solo si o es una fuente o es una silla.

Definicién 49 De los dos grandes teoremas enunciados con anterioridad se sigue que: todo pozo es
asintoticamente estable y toda fuente o silla es inestable, por lo tanto, todo punto de equilibrio

hiperbolico es asintéticamente estable o es inestable.

observacion 50 Como los puntos de equilibrio hiperbdlicos o son asintdticamente estables o son in-

estables, la tnica vez en que un punto de equilibrio pueda ser estable pero mo asintdticamente estable
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es cuando D f(xg) tiene un valor propio cero o un par de valores propios complejos conjugados puros

A = +ib.
A continuacion definiremos lo que seria una funcién candidata a ser funcién de Liapunov.

Teorema 51 Sea U un subconjunto abierto de R™ conteniendo a xo. Supongamos que f € C*(U) y que
f(xo) = 0. Ademds supongamos que existe una funcion real V.€ C*(U), (V : R® — R) y dicha funcion
es localmente definida positiva, es decir, existe una vecindad U de 0 tal que V(zg) = 0 y V(z) > 0

cuando T # xg, para todo x € U\ {0}. Entonces:

1. Si la derivada con respecto al tiempo sistema (2) de V, estd localmente semidefinida negativa,
entonces existe una vecindad U centrada en 0 tal que: V(z)(x) < 0 para todo z € U, luego el

equilibrio xo es estable.

2. Si la derivada con respecto al tiempo de la funcion candidata de Liapunov V, estd localmente
definida negativa, esto es, si existe una vecindad U de 0 tal que: V(Q)(J:) < 0 para todo x € U\ {zo},

entonces el equilibrio xo es asintoticamente estable.

3. Si las funciones candidatas de Liapunov estdn definidas como positivas sobre todo el dominio y su

derivada respecto al tiempo V(g)(x) > 0 para todo x € U\ {xo}, zo es inestable.

Dem. Ver 2] m

1.12. Teorema de la variedad central local

Veremos que el comportamiento cualitativo en una vecindad de un punto de equilibrio no hiperbélico

o para el sistema no lineal

&= f(z) (4)
con g € R™ estd determinado por su comportamiento en la variedad central cerca de xg.

Teorema 52 (Teorema de la variedad central local). Sean f € C"(U), donde U C R™ abierto
conteniendo al origen y r > 1. Supongamos que f(0) =0 y que Df(0) tiene ¢ valores propios con parte
real cero y s valores propios con parte real negativa, donde ¢ + s = n. Entonces el sistema (4)puede ser

escrito de la forma:

i =Cz+ F(z,y)

Y= Py+G(z,y),
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donde (z,y) € R x R*, C es una matriz cuadrada con c valores propios con parte real cero, P es una
matriz cuadrada con s valores propios con parte real negartiva y F(0) = G(0) = 0, DG(0) = 0, mds ain,

existe un 6 > 0 y una funcion h € C"(Ns(0)) que define la variedad central local:
Wioe(0) = {(z,y) € R* x R® [ y = h(z) para |lz| <},

y ademdsh satisface:

Dh(x) [Cx + F(z,h(x))] — [Ph(z) + G(z,h(x))] = 0,

para ||z|| < 0 y el flujo en la variedad central W€(0) estd definida por el sistema:
& = Cx + F(z,h(x)),

para todo x € R® con ||z|| < 4.
Dem. Ver [2] m

Ejemplo 53 Consideremos el sistema

T1=xT2+Y
By =y +a? (5)
y=—y+3+a1y

En este caso la matriz de linealizacion es

01 1
0 0 1 ;
0 0 -1
y sus valores propios son A1 = 0 de multiplicidad 2 y Ao = —1. La parte lineal de este sistema puede ser
reducida a la forma de jordan por la matriz
1 0 O 1 00
P = 0 1 -1 con P'=|o0 11
0 0 1 0 0 1

Ast, P~YAP = J es su forma candnica de jordan.
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Si hacemos el cambio de coordenadas w = P~ 'z, entonces Pw = x, esto es,

y como

ademds

entonces

ast

w1
w2 = P_l
z
1
Pw = 0
0
f

P f(Puw) =

T wy z1
T entonces P | w, = o
Y z Yy
0 0 w1 w1
1 -1 Wo = wy, — 2
0 1 z z
1 T2ty
xo | = | y+a? ,
y —y+a3+ 11y
w1 w2
wy — 2 = z+ w%
z —z+ (wy — 2)? + w2
1 0 0 Wy — 2+ 2
0 1 1 2+ w?
0 0 1 —z+ (wy — 2)2 + w2
w2

2% — 2wy + 2w? )

2

Luego, el sistema (5) es equivalente al sistema

z —zwlferw%

w1:w2

’(1-)2:,2

z=2z

2

2 2wy + 2w?

—zwl—z—i—w%
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Ahora, hallaremos su variedad central W, .(0). En este caso:

0 1 0
C:27 7_1,:1, P:[flh C= 5 f(v,z):f(wl,wg,z): )
0 0 2% — 2wy — 2+ w?

f(U,Z) = f(wlaw27z) = 9 5 Y
z2°—zwy — 2z +wj

G(v,2) = Glwy,ws, 2) = (wy — 2)* +wy 2.
Nos permite sustituir las expresiones de h(x) y Dh(z) en
Dh(x) [Cx + F(z,h(x))] — Ph(z) — G(z, h(x)) =0,
y obtenemos

(2ax1 + bao)zo + (bry + 2c32) [27 + (22 — y)? + 1Y) + (azi + bayxs + cx3)—

(voaz? — br1xe — c23)? — 21 (ax? + bwy29) + 235 + O(|x|‘3) =0,

ya que esto es para todo x1,xo con ||z|| < 0, obtenemos que, a =0,b=0y c= 1.

Es decir, h(z) = 22 + O(||z||*). Luego, sustituyendo este resultado en la ecuacion
& =Cz+ F(x,h(x)), para todo x € R®, con |z| < 0.

FEntonces tenemos

’i,’liwg

by =z 43 +a3 + O(|lz|)
sobre el centro de la variedad W (0) cerca del origen.

Teorema 54 Sea U un subconjunto abierto de R™ conteniendo al origen, y sea f € C*(U), supongamos
que f(0) =0 y que la matriz de tamario n x n Df(0) = diag [C, P, Q] donde la matriz cuadrada C' tiene
c valores propios con parte real cero, la matriz cuadrada P tiene s valores propios con parte
real negativa, y la matriz cuadrada Q) tiene u valores propios con parte real positiva. Entonces,

existen funciones hy(x), ha(x) € C! que satisfacen:

Dhy(x) [Cx + F(x, hi(2), ha(2))] — [Qha(x) + H(x, hi(2), ha(z))] = 0,
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en una vecindad del origen tal que el sistema no lineal & = f(x), puede ser escrito de la forma:

&t =Cx+ F(z,y,2)
y:Py—‘rG(.'E,y,Z) ’

el cual es topolégicamente conjugado al sistema de clase C* :

& = Cx + F(z,h1(z), ha(z))
y="Py :

donde (x,y,z) € R® x R® x R* en una vecindad del origen.

Dem. Ver 2] =

1.13. Sistemas dindmicos y Orbitas periédicas

Podemos ver que si A es una matriz de tamafio n x n entonces la funcién (¢, z) = e*x define un

sistema dindmico en R™ y también, para cada zp € R™, p(t,xo) es la solucién del P.V.I

T = Az

z(0) = xo.

En general, si ¢(t, ) es un sistema dindmico en U C R", entonces la funcién

£(@) = Solt2) g

define un campo vectorial de clase C! en U y para cada ¢ € U, ¢(t,z) es la solucién del P.V.I

m4s atn, para cada zg € U, el intervalo de existencia méximo de ¢(t, z¢), es I(xg) = (—o0, +00). Por
otro lado, dada una ecuacién diferencial = f(x) con f € C*(U) y U un subconjunto abierto de R™, la

solucién (¢, o) del P.V.I
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serd un sistema dindmico en U si y sélo si para todo g € U el intervalo de existencia maximal I(z¢) de

o(t, o) es (—oo, +00).

1.13.1. Conjuntos limite y atractores

Dado un sistema dindmico, se desea determinar primero su comportamiento asintético, es decir, el
comportamiento de érbitas para tiempos grandes. Esta aproximacion es relevante para sistemas de la
naturaleza que son gobernados por leyes dindmicas dependientes del tiempo, sistemas que son auténomos
o que pueden ser transformados en sistemas auténomos. Esto implica una idealizacién, porque las leyes
que gobiernan muchos procesos evolutivos (biologia o fenémenos sociales) actualmente dependen en
el tiempo. Sin embargo, los cambios en el tiempo son a menudo muy lentos y se puede aplicar la
aproximacién de sistemas dindmicos.

Este estudio puede ser abordado desde dos direcciones. Primero investigando el comportamiento de
orbitas individuales, o bien en un segundo enfoque se pueden estudiar los conjuntos de érbitas y seguir
su distribucién en el espacio de fases.

Los atractores son formas geométricas que caracterizan el comportamiento a largo plazo en el espacio
de fases. A grandes rasgos, un atractor es a lo que tiende, o a lo que es atraido, el comportamiento
de un sistema.

El tipo méds simple de atractor es un punto fijo, también llamado punto de equilibrio, singular
o estacionario. Por ejemplo, uno de tales atractores corresponde a un péndulo con rozamiento; el
péndulo llega siempre a la misma posicién de reposo, independientemente del modo en que empezé a
oscilar.

El conocimiento de soluciones de sistemas lineales puede ser usado en el estudio de los sistemas no
lineales en la vecindad de un punto estacionario. Asi, el punto hacia el cual confluyen en espiral todas
las lineas de flujo proximas se les conoce como sumidero (ver figura 20). Si el sistema comienza su
movimiento en un punto préximo al sumidero, se movera hacia él; esto significa que el estado estacionario
en un sumidero es estable. Las fuentes son también estados estacionarios, pero los puntos vecinos se
alejan; es decir, el estado estacionario es inestable. Por otro lado, los puntos sillas son més interesantes,

en cierto sentido; estos son estados estacionarios que son estables en algunas direcciones e inestables
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en otras.

>>—@—<<€

sumidero

<—<—0—>>

fuente

—_— >

silla

Fig,20

Observemos que para un punto z € U, la funcién ¢(-,z) : R — U define una curva solucién, una
trayectoria u érbita de (4) mediante el punto xo € U.
Y si identificamos la funcién (-, ) con su grafico, podemos pensar la trayectoria mediante el punto

o € U como un movimiento a lo largo de la curva:

Iy ={z€U]|xz=9(mx) teR},
definido por (4).
Definicién 55 Un punto p € U se dice que es punto w—limite de la trayectoria o(-, ) del sistema (4)

st existe una sucesion t, — +oo tal que:

lim ¢(t,,z) = p.

n—oo
Similarmente un punto ¢ € U se dice que es un punto a—limite de la trayectoria (-, ) del sistema (4)

si existe una sucesion t, — —oo tal que:

lim p(tn,z) =q,

n—o0

el conjunto de todos los puntos w—limite de la trayectoria I' es llamado conjunto w—Ilimite y lo deno-
taremos por w(I'), y el conjunto de todos los puntos a—limite de la trayectoria T' es llamado conjunto

a—limite y lo denotaremos por o(T").
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1.13.2. Orbitas periédicas y ciclos limite

Un ciclo limite describe oscilaciones estables, es decir, no tienden al reposo a largo plazo, sino que
recorren periédicamente una sucesiéon de estados. En el reloj de péndulo, por ejemplo, la energia perdida
por rozamiento se repone con la almacenada en un peso. El péndulo repite su movimiento una y otra
vez. En el espacio de fase, que es una construccién matemadtica que permite representar el conjunto
de posiciones y momentos conjugados de un sistema de particulas. Mds técnicamente, el espacio de
fases es una variedad diferenciable de dimensién par, tal que las coordenadas de cada punto representan
tanto las posiciones generalizadas como sus momentos conjugados correspondientes. Es decir, cada punto
del espacio fésico representa un estado del sistema fisico. Ese estado fisico vendra caracterizado por la
posicién de cada una de las particulas y sus respectivos momentos, tal movimiento corresponde a un
ciclo, a una 6rbita periédica. Independientemente de como empiece a balancearse el péndulo, el ciclo
al que se aproxima a largo plazo es siempre el mismo. Tales atractores son llamados, por ello, ciclos

limite, (ver figura 21).

Fig,21

Hasta hace poco, los puntos fijos, los ciclos limite y los toros eran los tinicos atractores conocidos.
En 1963, Edward N. Lorenz descubrié un ejemplo de un sistema, que presentaba un comportamiento
complejo. Motivado por el deseo de entender la impredecibilidad del tiempo meteorolégico, empezé con
las ecuaciones del movimiento de un fluido (atmdsfera) simplificdncolas, obtivo un sistema con tan sélo
tres variables. A pesar de ello, el sistema se comportaba de un modo aparentemente estocdstico, es decir,
se comportaba como un modelo matemético en el que la ley de probabilidad que da la evolucién de un
sistema depende del tiempo, y éste escapaba a toda caracterizaciéon adecuada por cualquiera de los tres
atractores para entonces conocidos.

El atractor que observd, llamado hoy atractor de Lorenz, (ver figura 22), fué el primer ejemplo de
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los llamados atractores cadticos.

Fig,22

El sistema de Lorenz es un sistema dindmico tridimensional (tres ecuaciones diferenciales ordinarias
acopladas) que tiene tres puntos fijos, el origen y dos puntos simétricos (los “ojos” del atractor de Lorenz).
El origen es un punto hiperbélico que tiene un valor propio positivo (inestable) y dos valores propios
negativos (estables). Los vectores propios del valor propio positivo se prolongan como curvas que se alejan
del origen y se “enrollan” alrededor del atractor extrano de Lorenz. Los vectores propios de los otros dos
valores propios negativos definen localmente un plano en el origen en el que las trayectorias que se inician
en dicho plano convergen al origen. Cuando dicho plano se prolonga se obtiene una superficie, la variedad
estable del origen, también llamada variedad de Lorenz. Cualquier condicién inicial que esté exactamente
en dicha variedad (que se enrolla por dentro del atractor de Lorenz) converge irremisiblemente al origen.
Un punto cercano, por muy cercano que esté, pero fuera de esta superficie, converge hacia el atractor de
Lorenz.

Los otros dos puntos fijos (o de equilibrio) del atractor de Lorenz son los responsables ultimos de la
aparicién del atractor de Lorenz gracias a una bifurcacion de Hopf. Hay un valor propio estable cuya
variedad estable es unidimensional y corta transversalmente al atractor de Lorenz. Y hay dos valores
propios complejos estables (parte real negativa) que colapsan a cierto valor critico de los pardmetros del

sistema de Lorenz y se vuelven inestables, lo que da origen al atractor extrano de Lorenz.

Definicién 56 1. Un ciclo u orbita periddica de (4) es cualquier curva solucidn cerrada que no

es un punto de equilibrio.

2. Una drbita periddica T' es llamada estable si para cada € > 0 existe una vecindad V de T' tal que
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para todo x € V| para todo x € V, yt > 0, d(¢(t,z),T) < e.

3. Una drbita periddica T' es llamada tnestable si ella no es estable.

Definicién 57 Una drbita periddica I' es llamada asintoticamente estable si es estable y si ademds

para todo punto x € V, tenemos que:
lim d(p(t,z),T) = 0.
t—o0

Sea T' una orbita periddica y sea N una vecindad de T, entonces las variedades estables e inestables

locales de T' estdan dadas por:
ET) ={x € N|d(g,(x),T) — 0, cuando t — 400 y ¢,(z) € N para t > 0},

Y
I(T') ={z € N | d(p,(z),T') = 0, cuando t — —o0 y ¢,(x) € N parat <0},

respectivamente, y las variedades estables e inestables globales de T' estdn dadas por:

WE(T) = Ur<op, (E(T)),

W) = U0, (1(1)),
las que son invariantes bajo el flujo ;.

Definicién 58 Si un ciclo limite I' es un conjunto w—limite de toda trayectoria en alguna vecindad
de T, diremos que I es un ciclo w—limite o un ciclo limite estable. Si I' es un conjunto a—limite
de toda trayectoria en alguna vecindad de T' diremos que T' es un ciclo a—limite o un ciclo limite
inestable. Y si ' es el conjunto w—limite de alguna otra trayectoria I y el conjunto a—Ilimite de otra

trayectoria, entonces diremos que I' es un ciclo limite semsi estable.

Teorema 59 Si una trayectoria en el exterior de un ciclo limite T' de un sistema planar de clase C!
como lo es (4) tiene a T' como conjunto w—limite, entonces toda trayectoria en alguna vecindad exterior
V deT tiene a T' como conjunto w—Ilimite. El mismo resultado se obtiene para vecindades interiores de

T y también cuando T es el conjunto a—limite de alguna trayectoria.

Dem. Ver 2] ®

45



1.13.3. Funcién de Poincaré, el cuestionamiento de Poincaré

A finales del siglo XIX Henri Poincaré (1854-1912), matematico francés, introdujo un nuevo punto de
vistaal preguntarse si el sistema solar seria estable para siempre. Poincaré fué el primero en pensar en la
posibilidad del caos, en el sentido de un comportamiento que dependiera sensiblemente de las condiciones

iniciales. En 1903 Poincaré postulaba acerca de lo aleatorio y del azar en los siguientes términos:

“El azar no es mds que la medida de la ignorancia del hombre”,

Reconociendo, a la vez, la existencia de innumerables fendmenos que no eran completamente aleatorios,
que simplemente no respondfan a una dindmica lineal, aquellos a los que pequenos cambios en las
condiciones iniciales conducian a enormes cambios en el resultado.

Algunas de las propiedades identificadas por Poincaré que hacian imposible la prediccién a largo
plazo se encontraron en la practica en sistemas fisicos tales como el clima, la sangre cuando fluye a
través del corazén, las turbulencias, las formaciones geoldgicas, los atascos de vehiculos, las epidémias,
la bolsa o la forma en que las flores florecen en un prado.

La funcién de Poincaré es una herramienta que nos servird para estudiar la estabilidad y bifurcaciones
de ¢rbitas periddicas, éstas funciones fueron definidas en 1881. Su idea es simple:

Si T' es una 6rbita periédica del sistema (4) a través del punto = y ¥ es un hiperplano (ver figura
23 y 24) perpendicular a I' en xg, entonces para cualquier punto x € ¥ suficientemente cerca de xq,
la solucién de (4) a través de x en t = 0, ¢,(z), atraviesa ¥ nuevamente en un punto P(z) de xo. La

funcién z — P(z) es llamada la funcién de Poincaré.

Fig,23

Veamos que en el caso bidimensional la estabilidad de I' estd determinada por la derivada de la
funcién de Poincaré:

Para el sistema planar, si trasladamos el origen al punto zy € I' N X, la linea normal ¥ serd una linea
a través del origen.

El punto 0 € I'NX divide la linea X en dos segmentos X1 y ¥, donde Y+ queda situado enteramente
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en el exterior de I'.

Sea s la distancia a lo largo de X con s > 0 para puntos en ¥ y s < 0 para puntos en ™.

Fig,24

La funcién de Poincaré P(s) estd definida entonces para |s| < § y P(0) = 0.
Veamos como la estabilidad del ciclo T' es determinada por P(0) :

Introduzcamos la funcién desplazamiento

para algin 0 < o < s.

Como d(s) es continua, el signo de d(s) serd el mismo que el signo de d(0) para |s| suficientemente
pequefio, mientras d(0) # 0. Por lo tanto, si d(0) < 0 se sigue que d(s) < 0 para s > 0y que d(s) > 0
para s < 0, es decir, el ciclo ' es un ciclo limite estable o un ciclo w—limite.

Similarmente si d(0) > 0 entonces I' es un ciclo limite inestable o un ciclo a—Ilimite.

Ademis si P(0) = 0y P(0) < 1 entonces T' es un ciclo limite estable y si P(0) = 0y P(0) > 1
entonces I' es un ciclo limite inestable.

Por lo tanto la estabilidad de I' estd determinada por la derivada de la funcién de Poincaré.

Teorema 60 Sea U un subconjunto abierto de R? y supongamos que f € CH(U). Sea v(t) una solucion

periddica de (4) de periddo T'. Entonces, la derivada de la funcion de Poincaré P(s) a lo largo de la linea

47



recta ¥ normal a T' = {z € R? |z = y(t) —v(0), 0<t < T} en z =0 esta dada por:

T
£(0) = exp ( / v. f(v(t))dt> .

Dem. Ver 2] =

Teorema 61 Bajo las hipdtesis del teorema precedente tenemos que, la solucion periddica v(t) es un

ciclo limite estable si:

T
/O V- F(4(t))dt < 0,

y es un ciclo limite inestable si:

/OTV - f(y(t)dt > 0.

Dem. Ver 2] =

Definicién 62 Sea P(s) la funcion de Poincaré para un ciclo T de un sistema planar analitico (4) y sea

su funcion desplazamiento. Si:
d(0) = dr(0) = ... = d*=D(0) = 0 y d*(0) # 0,

diremos que I' es un ciclo limite de multiplicidad k. Si k = 1 diremos que I' es un ciclo limite
simple.

Notemos que I’ = {x ER? |z =7(t), 0<t< T} es un ciclo limite simple si y sdlo si:

T
/O V- f(y(t))dt > 0.

El teorema de Poincaré-Bendixon da un criterio para la localizaciéon de ciclos limites en el plano,
es una herramienta fundamental para la comprensién de los sistemas dindmicos planos, pero no tiene
generalizacién para ecuaciones diferenciales en més dimensiones.

Por érbita cerrada de un sistema dindmico se entiende la imagen de una solucién periédica no
trivial. Asi, una trayectoria 7 es una 6rbita cerrada si v no es un punto de equilibrio y ¢p(x) = x para

ciertos x € im () y p # 0. Se sigue que qbnp(y) =y para todoy € vy, conn =0,+1,£2, ...

Teorema 63 (Teorema de Poincaré). Un conjunto lémite compacto no vacto de un sistema dindmico

plano C' que no contiene puntos de equilibrio es una orbita cerrada.
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Dem. Denotemos por L, (x) el conjunto de todos los puntos w — limite de y. Supongamos que éste
es compacto y que y € L, (z). (El caso de los L,(x) es andlogo.)

Veamos en primer lugar que la trayectoria de y es una érbita cerrada.

Puesto que y pertenece al conjunto invariante compacto L, (x), sabemos que L, (y) es un subconjunto
no vacio de Ly (z). Sea z € L, (y), sean S una seccién local en z, y V una vecindad de la forma caja de
flujo en z alrededor de un cierto intervalo J, z € J C S. La trayectoria de y corta a S exactamente en
un punto. Por otro lado, existe una tnica sucesién ¢, — oo tal que ¢; (y) — 2, con lo que una cantidad

infinita de los ¢, (y) pertenece a V. En consecuencia, podemos encontrar r, s € R tales que 7 > s y
¢.(y) €SNV ¢, (y) € SNV.

Resulta entonces que ¢,.(y) = @,(y), es decir, ¢,_,(y) =y, con r —s > 0. Como L, () no contiene
puntos de equilibrio, y pertenece a una érbita periédica cerrada.

Queda por demostrar que si v es una érbita cerrada en L, (x) entonces v = Ly, (). Basta con ver que

tliglo d(¢t (:C)a FY) = 07

donde d(¢,(x),v) es la distancia de ¢,(x) al conjunto compacto v (es decir, es la distancia de ¢,(x) al
punto mas préximo de 7).
Sea S una seccién local en z € «, lo bastante pequena para que SN~ = z. Considerando una caja de

flujo V, en z vemos que existe una sucesiéon tg < t; < ... tal que
¢y, (x) €8, ¢y(x) = 2, ¢(x) ¢ Sparat, 1 <t<t, n=12,..

Pongamos z,, = ¢,(x). x, converge monotonamente a z en S.
Existe una cota superior para el conjunto de nimeros positivos t,1 — t,,. En efecto, supongamos que

ox(z) = z, A > 0, entonces, para z,, suficientemente préximo a z, ¢,(z,) € V, y por tanto

¢/\+t(xn) € 57

para cierto t € [—e, €] . Asf pues

tn-‘rl_tnSA"'e-

Sea 3 > 0. Existe un § > 0 tal que si |z, —u| <y [t| < X+ ¢, entonces |¢,(z,) — ¢, (u)] < B.
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Sea ng lo bastante grande para que |z, — z| < 0 para todo n > ng. Entonces

|py(zn) — ¢4(2)] < B,
si|t| < A+eyn>ng. Seaahorat >t,,, y sea n > ng tal que
tp <t <tpy1.

Entonces

d(¢(x),7) < ‘qbt(x) - ¢t7t"(2)|
= ‘¢t7tn (Tn) = Gy, (Z)‘
< B,

puesto que |t — t,| < A+ €. Queda asi terminada la demostracién del teorema de Poincaré-Bendixon. m

2. Bifurcaciones, estabilidad estructural y teorema de Piexoto

La teoria de la bifurcacién estudia el comportamiento de familias de soluciones, como por ejemplo
las curvas integrales de un campo vectorial, y las soluciones de una familia de ecuaciones diferenciales.
Generalmente en referencia a sistemas dindmicos, una bifurcacién se da cuando una pequena variacién
en los valores de los pardmetros de un sistema (pardmetros de bifurcacién) causa un brusco cambio
gualitativo.® topolégico en su comportamiento futuro.

Estudiaremos en esta seccién varios tipos de bifurcaciones que ocurriran en sistemas del tipo:

T = f('rnu)v (6)

donde p € R™ es el pardmetro del que hablabamos y del que el sistema depende. Estudiaremos la
estabilidad estructural de un campo vectorial o sistema dindmico y veremos las condiciones suficientes
y necesarias para que un campo vectorial de clase C! en una variedad 2-dimensional compacta tenga
estructurabilidad estable.

Cuando cambiamos el campo vectorial f por otro cerca de él, la idea serd dar respuesta a la pregunta
. Qué pasa con el comportamiento cualitativo de & = f(x) para todos los campos vectoriales cerca de f
0

Si el comportamiento no cambia, diremos que el campo vectorial f es estructuralmete estable,
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ésta idea se debe a Andronov y Pontryagin en 1937 y junto con Piexoto caracterizaron todos los cam-
pos vectoriales definidos sobre una 2-variedad compacta. Cabe destacar que estos resultados no son
generalizables para n > 3.

Cuando el campo vectorial f no sea estructuralmente estable, pertenece al conjunto de bifurcaciones
de C1(U). Y es ahf cuando la estructura cualitativa del retrato de fase (flujo) cambia, es decir, cuando

pasa a través de un punto del conjunto de bifurcaciones.

Definicién 64 Sea f € C1(U), donde U es un subconjunto abierto y conexo de R", entonces la C*

norma de f estd definida por:

[fllcr = sup [f(@)| + sup | D f(z)]],
xzeU zeU

donde |-| denota la norma euclidea en R™ y ||-|| denota la norma usual de transformaciones lineales o

matrices.

observacion 65 Notemos que si K C R™ compacto, entonces:

4 < ID
1Fllgs = mx|F(@)] + mitx | DF )| < oo,
donde f € C1(U), ésto pues, toda funcién continua alcanza su mdzximo y minimo en un compacto.

Definicion 66 Sea U un subconjunto abierto de R™, un campo vectorial f € C1(U), es estructural-
mente estable si existe £ > 0 tal que, para todo g € CY(U), con ||f —gllcn < e, se tiene que f y g
son topoldgicamente equivalentes sobre U, es decir, existe un homeomorfismo H : U — U, que envia
trayectorias de & = f(x) en trayectorias de & = g(x) preservando orientacion y tiempo. De lo contrario

diremos que el sistema es estructuralmente inestable.

Definicion 67 Sea f € C1(M),donde M es una variedad n-dimensional y compacta, entonces f es
estructuralmente estable sobre M, si existe € > 0 tal que para todo g € C*(M), con ||f — gllcn < &, se

tiene que f y g son topoldgicamente equivalentes sobre M.

Teorema 68 Sea f € CY(U), donde U es un subconjunto abierto de R™ conteniendo un punto de
equilibrio hiperbdlico vy de & = f(x), entonces, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para todo g € C*(U)
con ||f —gllor < 0, existe yo € B(wo,€) tal que yo es un punto de equilibrio hiperbdlico de & = g(x), y

ademas D f(xo) y Dg(yo) tienen el mismo nimero de valores propios con parte real negativa y positiva.

Dem. Ver 2] m
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Teorema 69 Sea f € CY(U), donde U es un subconjunto abierto de R™ conteniendo una drbita no
hiperbolica T de i = f(x) entonces, para todo € > 0, existe § > 0 tal que para todo g € C*(U), con
Ilf —gllc: < 0, existe una orbita periddica hiperbolica T de & = g(x) contenida en una e—wvecindad de
T, es mds, las variedades estables WE(T') y WE(T1) y las variedades inestables W!(T') y WI(T'1) tienen

la misma dimension.
Dem. Ver 2] =

observacién 70 Como Consecuencia del teorema (68),en el caso de los sistemas lineales & = Awx,
tendremos que serd estructuralmente estable si todos los valores propios de A tienen parte real distinta

de cero.

Definicién 71 Un punto x € U C R",(0 bien x € M,con M variedad ) es no errante del flujo ¢, de

& = f(x) si para cualquier vecindad V' de x y cualquier T > 0, existe t > 0, donde t > T, tal que:

p(V)NV # 6.

Definicién 72 El conjunto no errante 2 del flujo ¢, es el conjunto de todos los puntos no errantes de

o, en U, (o bien en M ).

Teorema 73 (Teorema de Piexoto, 1962). Si f es un campo vectorial de clase C* sobre una variedad
diferenciable y compacta 2-dimensional orientable M, entonces, f es estructuralmente estable sobre M

sty solo si:

a) El nimero de puntos de equilibrios y ciclos limites es finito y cada uno es hiperbdlico.
b) No hay trayectorias que conecten puntos de silla.

¢) El conjunto no errante consiste de puntos de equilibrio y ciclos limite solamente.

Ademds, si M es orientable, entonces el conjunto de campos vectoriales estructuralmente estable es un

subconjunto abierto y denso de C*(M).

Dem. Ver 2] m

2.0.4. Bifurcaciones en un punto de equilibrio no hiperbdlico

Para la consecucién de nuestro objetivo, es necesario establecer una metodologia que permita plasmar,

mediante expresiones matemadticas, todos los aspectos del andlisis. En este sentido, hemos seleccionado
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los ultimos resultados existentes ya en la bibliografia al respecto, que de manera mas efectiva, resuelven
nuestros problemas.

Los sistemas dindmicos que hemos estudiado son no lineales, formulados con una concepcién del
tiempo como conjunto continuo. Entendemos por conjunto numerable a aquel conjunto en el que se
puede encontrar una biyeccién entre él y los niimeros naturales. Por ejemplo, son numerables Z, Z x Z,
Q, @x Q. Un conjunto continuo es un conjunto no numerable. Por ejemplo R, o el conjunto de funciones
continuas de R en R. Ademsds, estos sistemas son disipativos, es decir, lejos del equilibrio, la materia se
comporta de forma diferente a las regiones cercanas al equilibrio, donde las nociones de no linealidad, y
bifurcacién son fundamentales y son el dominio de las estructuras disipativas, las que se encuentran en
el origen de los estudios de sistemas complejos. Y estos sistemas pueden poseer asi atractores en forma
de puntos fijos, ciclos limites, 6rbitas periédicas o incluso atractores extranos.

Como los cambios cualitativos a los que se refiere la teoria sobre bifurcaciones locales ocurren en
un entorno de un punto fijo u érbita cerrada, nos hemos centrado en el estudio de los puntos de
equilibrio no hiperbélicos, es decir, aquéllos para los cuales la matriz Jacobiana del sistema posee
valores propios nulos o con parte real nula, pues sabemos por el Teorema de Hartman-Grobman
que los equilibrios hiperbdlicos son estructuralmente estables o inestables. En este contexto, resulta
fundamental el Teorema de la variedad central que establece la existencia de una variedad invariante
pasando por el punto fijo (no hiperbdlico) a la cual puede restringirse el sistema para estudiar la dindmica
en un entorno del mismo, andlogamente a como ocurre en los sistemas lineales con el subespacio vectorial
generado por los vectores propios asociados a valores propios nulos o con parte real nula.

Cuando el punto de equilibrio es no hiperbdlico, debido a la presencia de al menos un valor propio
con parte real nula, la restriccién del sistema original a la variedad central es un sistema de dimensién al
menos uno y si el sistema presencia de un par de valores propios imaginarios puros, dicha restriccién es
bidimensional, siendo el estudio de las bifurcaciones en los sistemas resultantes més sencillo que en el de
partida, toda vez que los mismos son susceptibles de escribirse bajo cierta forma estandar de expresion
(lamada forma normal topoldgica) comun a todos los sistemas que poseen un mismo tipo de bifurcacién.

En el caso de las bifurcaciones relacionadas con la aparicién de un valor propio real simple nulo, se
identifican tres tipos de bifurcaciones: Silla-Nodo, Transcritica y Pitchfork.

El analisis de la forma normal topoldgica asociada a cada tipo de bifurcacién permite comprender
qué tipo de cambio se produce en el sistema cuando el pardmetro rebasa el valor de bifurcacién. Asi,
la Bifurcacién Silla-Nodo puede identificarse como el mecanismo bésico de creacién-destruccién de
puntos fijos: conforme el pardmetro del sistema varia, dos puntos fijos se mueven uno hacia el otro,
colisionan (cuando el pardmetro toma el valor de bifurcacién) y desaparecen.

En la Bifurcacién Transcritica, los puntos fijos colisionan igualmente, pero no desaparecen sino
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que intercambian su estabilidad. En la Bifurcacién Pitchfork, los puntos fijos tienden a aparecer y
desaparecer en pares simétricos.

Y en el caso de que el equilibrio estacionario sea no hiperbélico debido a la presencia de un par de
valores propios imaginarios puros para cierto valor del pardmetro del sistema, o = ay, la restriccién del
sistema original a la variedad central es un sistema bidimensional, el cual presentard una bifurcacién de
Hopf para a = ay, si se verifica que los valores propios A(a) que son imaginarios puros en o crucen el

eje imaginario con velocidad no nula, esto es:

_ dRe AMa)

d do

lomag #0.

En tales circunstancias el Teorema de Hopf asegura la existencia de algunas soluciones periédicas
bifurcdndose a partir de . La estabilidad de las mismas viene determinada por una segunda condicién
expresada en términos del llamado primer coeficiente de Liapunov, l1 (), el cual se deduce en el célculo
de la forma normal topolégica correspondiente.

En estas circunstancias, una condicién suficiente para la existencia de un ciclo limite estable es que
l1(ag) <0,y sili(ag) > 0 el ciclo limite es inestable.

En el primer caso estamos ante una Bifurcacién de Hopf supercritica y un ciclo limite estable
surge para cada valor del pardmetro a mayor que aq lo suficientemente préximo a él. En el segundo
caso, se trata de una Bifurcacién de Hopf subcritica y los ciclos aparecen antes de que el pardmetro
alcance el valor de bifurcacién.

Entonces, dado un sistema n-dimensional con un equilibrio no hiperbdlico para cierto valor de un
pardmetro, podemos encontrar una variedad central pasando por ese punto y restringir el sistema original
a la misma, con lo que el estudio de las bifurcaciones en los sistemas resultantes de dimensiones uno o
dos es menos complejo, una vez calculadas las formas normales topoldgicas equivalentes.

Dicho esto, prosigamos a las definiciones formales:

Supongamos que tenemos el sistema

T = f(SC,,U,)7

donde z € R", y € R™, y f € C1(U,J), donde U es un subconjunto abierto de R” y J es un intervalo.
Tendremos que un valor de bifurcacién p, € J es un valor para el cual el campo vectotial es estruc-
turalmente inestable.

La teorfa de las bifurcaciones consiste en hallar estos valores de bifurcacién para sistemas:

&= f(xhu’)'
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Los siguientes tres ejemplos nos ilustrardan, mediante un sistema las tres bifurcaciones mas conocidas en
un punto de equilibrio no hiperbdlico, estas serédn las Bifurcaciones silla-nodo, transcritica y pitchfork

respectivamente.

Ejemplo 74 Consideremos el sistema

T=pu—ax".

Solution 75 Sus puntos de equilibrio son:

r = £/

Si
f(l'7/,6) = /J,—.T2,
entonces
Dxf(ZE, ,u) = 2$7
luego, para
& = VR, tenemos que Dy f(v/i 1) = ~2/H,
Yy para

x = —\/p1, tenemos que Dy f(\/1, 1) = 2/

Asi, concluimos que:
Sip < 0, el sistema
& =p—ax?
no tiene punto de equilibrio, ya que los posibles equilibriost./uno serian nimeros reales.

Si =0, el sistema tiene un sélo punto de equilibrio, que es x = 0.

Y sip > 0, el sistema tiene dos puntos de equilibrios, estos son &,/u. Esto implica que g =0 es un
valor de bifurcacion pues es en 0 que se genera un cambio en la estabilidad estrutural del campof(x, p) =
1w — x2, por lo tanto el sistema es estructuralmente inestable.

Veamos, ;Como es que el equilibrio x = 0 de © = —x2?, para ello, veamos ;Qué sucede en una
vecindad muy pequenia del origen?

Para ello, consideremos el sistema

i=—(z+e)

D.f(@) = —2(w+e) y D.f(0) = —2,
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luego para

e > 0,2 =0 es atractor, ypara e<0, =0 es repulsor. (Ver figura 25)

-

x=0

Fig,25

Entonces x = 0 es un punto de silla.

Si p > 0, entonces los puntos de equilibrio son £./fi y como Dy f(\/t, 1) = =2/ y Do f(—/1, 1) =
2,/p entonces x = |/ es atractor y x = —./|i es repulsor.

Dindmica que se explica en la figura 26 y 27:

L

L ]

p vp
Fig,26
Por 4ltimo, la dindmica del sistema & = —z2 es:
0 -Vp p
p=0 p=0 p=0
No hay punto de equilibrio Hay un punto de equilibrio Hay dos puntos de equilibrios
Fig,27

Y la curva p— 2% = 0 en el plano pu, x determina la posicion de los puntos de equilibrio del sistema. (Ver
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figura 28).

Vpb — — — -

Fig. 28 Diagrama de la bifurcacion silla-nodo

Donde la parte dibujada sélida nos indica los puntos de equilibrio estables, y la parte dibujada punteada

los inestables, a dicha curva la llamarema diagrama de bifurcacion.

Ejemplo 76 Consideremos el sistema

&= px — 2.

Solution 77 Al igual que en el ejemplo anterior, hallaremos sus valores de bifurcacion:
Si
px — 2% =0, entonces x =0 o x = p.

Esto nos muestra, entre otras cosas, que p = 0 es un valor de bifurcacion, pues si ;. = 0 hay un sdlo

equilibrio y si i # 0 hay dos equilibrios, que son: x =0 y © = p.

Si =0, determinemos la estabilidad del equilibrio x = 0 del sistema © = —x2, para ello, analicemos
el sistema:
= —(z+e)?
donde
D, f(0) = —2¢,

luego, si € > 0, entonces © = 0 es atractor por la derecha y si € < 0, entonces x = 0 es repulsor por

la izquierda. (Ver figura 29)

Fig,29

o7



Por otra parte, si pn # 0, entonces

Dwf(.%’,/l) =H— 2:57

lo que implica que
Dy f(0, 1) = p,

luego

x =0 es atractor si u < 0y x =0 es repulsor si u > 0. (Ver figura 30)

o %

= J

Fig,30

Y como D, f(u,p) = p—2u = —p, esto es, el equilibrio © = u, serd repulsor si p < 0 y atractor si

w>0. (Ver figura 31)

* * » » *
X=p x=0 x=0 X=p
=0 p=0 =0
Fig,31

Ast, esta bifurcacion es llamada bifurcacion transcritica (ver figura 32) y el campo estructuralmente

inestable es f(x) = —x2. Por wltimo para hallar su diagrama de bifurcacion, hacemos px — z* = 0.

X=p

atractor

atractor repultor
—_— - = — - - -
. *=0
’
repulsor | <

-
-
~

Fig,32 Diagrama de la Bifurcacion transcritica.
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Ejemplo 78 Consideremos el sistema

& = px — x>,

y estudiemos su dindmica. Los equilibrios son:

x:07m:_\/pﬁ$:\/p’?

entonces

w =0 es un valor de bifurcacion.

Veamos que para p < 0 hay un equilibrio, para p > 0 hay tres equilibrios. El sistema sip = 0 es

Perturbemos el sistema para ver los comportamientos laterales:

&= —(z+¢)® entonces D, f(z) = —3(z + ¢)?,

D, f(0) = —3¢*> < 0, para todo ¢

ast, © = 0 es atractor del sistema & = —25.

Como

Dy f(x,p) = p — 32

Si p < 0 entonces,
Dy f(0,p) = p <0,

luego

x =0 es atractor, vy sip >0 entonces, D, f(0,u) =pu >0, luego x =0 es repulsor.

Dy f (=1t 1) = i1 = 3(=v/1)?
=p—3p
=21 <0,
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entonces
T = —\/p es un atractor,

Dy f (Vi ) = p—3(/p)°
=—2u <0,

entonces
x =4/ es atractor.

Finalmente, tenemos las representaciones grificas, en la figura 33 y 34:

L 2
-

* Ld
x=0 x=-Vp x=0 x='p
H=0 =0

Fif,33

Y el diagrama de bifurcacion

Fig,34 diagrama de la bifurcacion pitch fork.

Teorema 79 (Sotomayor). Consideremos el sistema (6)donde (x,p) € R™ x R. Supongamos que
flzo,pg) = 0 y que Dy f(xo, py) tiene un valor propio simple A = 0, es decir, que su multiplicidad es

uno en el polinomio caracteristico, con vector propio v y AT tiene un vector propio w asociado al valor

propio A = 0.
Ademdas supongamos que D f(xo, pg) tiene k valores propios con parte real negativa y (n —k — 1)
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valores propios con parte real positiva, tal que, se satisfacen las siguientes condiciones:

wau(x(h /’LO) 7& 0.

R (7)
wT (D2, (o, o) (v, v)) # 0.

Entonces existe en R™ X R una curva suave de equilibrios, (esto es, que todo punto es punto de equilibrio)
de & = f(x,p) que pasa a través de (xo, 11y) Y es tangente al hiperplano R™ x {ug} .

Y dependiendo de los signos de la expresion (7):

a) No existen puntos de equilibrio de (6)cerca de xo cuando u < g (o cuandops > fig).

b) Ezisten dos puntos de equilibrio de (6)cerca de xo cuando pn > py (0 cuandop < fiy).

En el caso b),ambos equilibrios son hiperbdlicos y tienen variedades estables de dimension k y k + 1
respectivamente.
Entonces © = f(x,pn) tiene una bifurcacion del tipo Silla-Nodo en xzq y el valor de bifurcacion es
Ho-
Si la condicion
WTfH(xO, to) # 0,
WH(DZ fu(wo, o) (v,v)) # 0,

es cambiada por:

W f,u(zOnu‘O) 0
WDz fu(wo, o)v) #
WT(D2 f (o, po) (v, ))

entonces la bifurcacion es Transcritica. Y si

wt fu(xo,ﬂo) 0,

WDy fu(o, o)v) #
WT(D3f (xOvﬂo)(va))
wh(Dg f(wowo)(v,v,v)) # 0,

entonces la bifurcacion es de Pitchfork.

Recordemos que para utilizar éste teorema debemos primero saber el valor de la bifurcacidon, pues éste
teorema sdlo los clasifica.

Dem. Ver [2] m
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Ejemplo 80 Consideremos el sistema

T=p—x?
y=-y
Cuyo campo vectorial asociado es
2
x w—x
f = ;
Y -y
entonces
1
fu(wvﬂ) =
0

Usando el teorema de Sotomayor, veamos que el sistema tiene una bifurcacion silla-nodo.

-2z 0
D(m,y)f((m,y)vﬂ) = 0 . )
0 O
Dmf(07 M) = )
0 -1

tiene un valor propio A = 0 con vector propio asociado

es
1
w = ,
0
luego
1

Por lo tanto, se cumple la primera condicion del teorema.
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Hallaremos ahora D%xﬂy)f((O, 0),0)(v,v), sea

2 —2z 1
D(w,y)f((x,y) 7#)(7)’7‘}) = D(Ty) 0 0
-2 0 1 -2
0 0 0 0o |’
luego
wr. (D?w,y)f((oa 0) ?O)(’va)) = (1, O) 0 =2 7& 0

por lo tanto la bifurcacion es del tipo silla-nodo, con valor de bifurcacion p, = 0. (Ver figura 35)

p=0

<0 P
No hay punto de equilibrio Hay un punto de equilibrio

Fig,35

2.0.5. Bifurcacién Hopf (Valores propios complejos conjugados)

Una bifurcacién de Hopf, también llamada bifurcacién de Poincaré-Hopf-Andronov o bifurcacién de
Andronov-Hopf, se refiere a la desaparicién o aparicién local de un equilibrio de una solucién periédica,
o un ciclo limite, de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen un sistema dindmico con cual ese
equilibrio (valores criticos) cambia estabilidad cuando, y solo cuando, el pardmetro varia de valor por
la “derecha” o la “izquierda”, o matemdticamente, a través de un par de valores propios puramente
imaginarios que cruzan el eje imaginario en el plano complejo hacia la parte derecha (real).

Una bifurcacién de Hopf es entonces la aparicién o la desapariciéon de una érbita periddica a través
de un cambio local en las propiedades de estabilidad (pardmetro) de un punto de equilibrio. Es decir,
la bifurcacién de Hopf es un punto critico en el que la estabilidad de un sistema cambia y surge una

solucién periédica.



Teorema 81 (Hopf 1942).Consideremos el sistema

T = f(x,,u)7 (8)

donde f € C**1(R™ R), donde k > 4 y f(0,11) = 0 (es decir, consideramos el origen como equilibrio).
Supongamos que para |p| suficientemente pequerio, D, f(0, 1), tiene un par de valores propios complejos
conjugados: a(u) £ iw(w), donde a(0) = 0, a/(0) > 0 y los otros n — 2 wvalores propios tienen parte

real negativa, entonces:

1. Emzisten § > 0 y una funcion p € C*~2((—6,0),R) tal que para todo € € (—6,3), entonces el sistema
i = f(z,u(e)) tiene una solucion periédica p(t,e) con periddo T(e) > 0, T € C*¥=2 1(0) = 0,
T(0) = 2%, p(t,0) = 0 y la amplitud media de la orbita periddica es proporcional a \/|u(e)|.

2. El origen (z,pu) = (0,0) € R™ x R tiene una vecindad que no contiene ninguna drbita periddica de

(8)excepto las de la familia p(t,e), con e € (=6,9).

3. Si el origen es un equilibrio asintdticamente estable (respectivamente inestable) del sistema (8),
entonces p(e) > 0 (respectivamente pu(e) < 0) y la drbita periddica es asintdtica orbitalmente

inestable (respectivamente estable).

Dem. Ver 2] =

3. Modelo depredador presa con memoria

3.1. Planteamiento del problema

Los modelos depredador-presa han desempenado un papel muy importante en el estudio de muchas
poblaciones donde aparece una determinada relacién entre ellas. Con todo ello podemos decir que forman
uno de los temas mas interesantes y dominantes dentro de la ecologfa.

Uno de los primeros trabajos sobre la dindmica de poblaciones lo podemos encontrar en .An Es-
say on the Principle of Population" Obra de demografia escrita por el economista inglés Thomas
Robert Malthus, en la que desarrolla la influyente teorfa de que la poblacién crece més rapidamente
que los recursos, conduciendo a una progresiva pauperizaciéon de la poblacién, es decir, un proceso de
empobrecimiento de esta.

Maltus, en su trabajo, propone la siguiente ecuacién para estimar la cantidad de poblacién en un
tiempo determinado ¢.

N(t) =rN(1),
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donde N (t) representa la cantidad de individuos existentes en el tiempo ¢ y r es una constante, llamada
“tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién”. Esta tasa depende de muchos factores, por
ejemplo, supongamos que depende sélo del alimento per-capita disponible o, donde o es una constante

positiva. De aquf existe un minimo oy de alimento en el que la poblacién puede sustentarse.

Cuando o > g entonces, la tasa de crecimiento es positiva.

Cuando o < g entonces, la tasa de crecimiento es negativa.

Por lo que podemos pensar que la tasa de crecimiento r es una funcién lineal, que expresaremos de la
siguiente forma:

r = a(o — 0p), donde a > 0.

Y la solucién de la ecuacién

N(t) = rN (1)

€s

N(t) = Noe™, donde Ny = N(0)

Donde N(0) es la cantidad de presa en el tiempo inicial ¢ = 0, luego una poblacién Malthusiana crece
exponencialmente.

Thomas Malthus se puede considerar como uno de los pioneros de la ecologfa, aunque su modelo
sobre el crecimiento de las poblaciones, no sea realista ya que un crecimiento ilimitado no se produce en
la naturaleza, debido a la existencia de multiples limitaciones como lo son las fisicas y bioldgicas, ademads
de la atenuacién del crecimiento poblacién caracterizado por disminisién de mortalidad y natalidad. Es
por esto que podemos afirmar que la tasa de crecimiento per-capita de una poblacién no es una
constante, sino una funcién del tamano de la poblacién y que debe acercarse a cero cuando la poblacién
alcanza el méximo que puede ser permitido por el hdbitat, y que varia segin las condiciones propias de
la especie.

Lo que podemos escribir como: )

Mg = TN,
donde K es la constante que representa la capacidad de carga del habitat o medio.

Cuarenta anos més tarde, Verhulst (1838) en su trabajo "Principle of Population", formula un modelo

en el que trata de corregir el crecimiento Malthusiano con un factor freno en el modelo, y que se puede

considerar como el germen de todos los modelos conocidos como logisticos.

Posteriormente, y a partir del auge que estaban adquiriendo todos estos temas, Lotka (1925) y
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Volterra (1928) realizan uno de los grandes avances en la dindmica de poblaciones, donde proponen el
primer modelo depredador-presa que en lugar de ser obtenido por extensién de la ley logistica a dos
especies, adoptan el principio quimico de accién de masas. En otras palabras, en dichos trabajos se

asume que la respuesta de la poblacién serd proporcional al producto de sus biomasas.

3.2. La familia de Miklés Farkas

En lo que sigue denotaremos las siguientes constantes no negativas por:

€ : Tasa de crecimiento de la presa.

« : Tasa de depredacion.

~ : Tasa de mortalidad del depredador en ausencia de presa.

B : Tasa de conversién de la presa, esto es, la cantidad de presas consumidas que influyen en la
reproduccién del depredador.

K : Capacidad de carga del hébitat.

Y G : [0,00) — R* una funcién de densidad de probabilidad de clase C.

Entre los anios 1984 y 1988, Farkas y Szabo propusieron una generalizacién del modelo clasico de

depredador-presa de Lotka-Volterra

N = N(e — aP),

la que lo mejora en dos aspectos:

Pimero, el modelo tiene en cuenta la competencia intraespecifica de la presa, que tiene un
efecto de saturacién, y por lo tanto la presa no crece exponencialmente en ausencia de depredacion y
tiende a un limite finito.

Segundo, el modelo introduce un término de memoria, ya que, mientras se acepte que la cantidad de
depredadores tiene un efecto instantédneo en la tasa de crecimiento de la presa, la tasa de crecimiento del
depredador no depende solo de la cantidad de comida, sino también de la cantidad anterior de individuos
en la etapa de gestacién.

Asi Farkas, ver ([13]) propuso el modelo:

N(t) = eN() f(N/K) — aN(t)P(t),

, t
P(t) = —yP(t) + BP(t) [ N(§G(t - &)de,
donde N (t) y P(t) denotan la cantidad de presa y depredador respectivamente y f(N/K) = (1—-N/K),

66



es la cldsica funcién logistica, que constituye un refinamiento del modelo exponencial para el crecimiento
de esta magnitud.

Ademss supuso la funcién de densidad en dos casos distintos, el primero:

G(s) =ae ™ a>0,

que recibe el nombre de sistema con desvanecimiento exponencial de memoria. (Ver figura 36)

Fig,36

y el segundo cuando la funcién de densidad es:

que recibe el nombre de memoria con joroba. (Ver figura 37)

G(s)=a’ser-as}), a»0, s=t-§

Fig,37

Ellos, establecieron condiciones para la existencia de puntos de equilibrios y la estabilidad de estos,
y demostraron la existencia de una bifurcacién del tipo Hopf, que da origen a la aparicién de érbitas

periddicas.

3.3. Generalizacion de la familia de Miklés Farkas

En consecuencia de lo anteriormente planteado, nos preguntamos entonces Qué sucedera al suponer
que la ecuacién logistica no es lineal?. (Ver [27]).

Supongamos que esta ecuacién logistica es una funcién arbitraria positiva de clase C®, decreciente
en Klﬁ que decrece cuando la poblacién se acerca a la capacidad de carga del medio , esto es, cuando

N = K, y si ademds suponemos que es un sistema con desvanecimiento exponencial de memoria.
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Entonces, estudiemos el sistema

N(t) = eN(t) f(N/K) — aN(t )P(t)
P(t) = —yP(t) + BP(t) [ N(¢ — £)de,

donde
G(t) =ae™®, f:[0,1] =R, feC30,1), f/(Ki) <0y f(1)=

A través del estudio del sistema, estableceremos condiciones para la existencia de puntos de equilibrios
y érbitas periddicas, estudiaremos la estabilidad de estos puntos y demostraremos la existencia de una
bifurcacién del tipo Hopf.

Entonces, para facilitar el analisis de este sistema, definamos la siguiente funcién auxiliar:

— [ Nea -

Determinemos Q(t), para ello utilizaremos la regla de Leibniz, la que dice:

o [* T 9
%/_Oo h(z,y)dy = h(x,y)Jr/_oo %h(x,y)dy,

lo que en nuestro caso implica:

at/ N(6)G(t — €)dE = N(€) t—td§+/ G(t — ¢)de

:N@mm+l 5N@m — £)de,
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donde G(s) = G(t — &) = ae=**=¢) por lo que G(0) = a. Luego
o / NGt — &)de = N(&)a+ / (&)G(t — £)d¢ para un t cualquiera

+ [ mogee-ou

=aN(t) + /_ N(f)%ae‘“(t_é)dﬁ
t
—av s

N
o [ C N(©ae e
/ N(e

aQe_“(t_f)df

= aN(t) - aQ(t)
= a(N(t) — Q1))

Asi, el sistema
N(t) = eN(t)f(N/K) — aN(t)P(t)
P(t) = —P(t) + BP(1) [L  N(€)G(t — §)d¢

equivale a

N =eNf(N/K) - aNP

P=—~yP+BPQ

Q=a(N-Q).
En donde deberemos entender la equivalencia, de la siguiente manera:

Si denotamos @(—O0,0] al conjunto de funciones real-valuadas que son continuas y acotadas en

(=00,0], y (N,P) :[0,00) — [0, K] X R es la solucién de:

N(t) = eN () F(N/K) — aN(t >P<t>
P(t) = —yP(t) + BP(t) ['_ N()G(t — £)d

que corresponde a la funcién inicial N € CO (—oc, 0] y al valor inicial Py = P(0), entonces (N, P,Q) :

[0,00) — [0, K] x R? es la solucién de:

N =eNf(N/K)—aNP
Q=a(N-Q)
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que satisface la condicién inicial N(0) = N(0). P(0) = Py y
t ~
QO =Qu= [ F(©eag,
— 00

y viceversa.

El sistema
N =eNf(N/K)—aNP
P =—yP+BPQ ;

Q=a(N-Q)

lo estudiaremos para ¢ € [0, 00) .
Introduciremos para facilitar cdlculos, un cambio de variables y obtendremos un sistema equivalente al
sistema anterior. Posteriormente, determinaremos sus puntos de equilibrio y analizaremos la estabilidad

de cada uno de ellos. Luego, sean,
N:Kn’ P:Kpa Q:Kq Yy t:?

sustituyendo en el sistema anterior, obtenemos,

Kn =eKnf(n) — aK?np
Kp=—yKp+BK?pq
Kj=aK(n-q)

donde ahora ".representa la derivada respecto a la variables multiplicando por %, obtenemos

n=nf(n) - 2

. — K
p=m gt
q: a(";‘])

eliminaremos el pardmetro ¢, haciendo, sin pérdida de generalidad

p

(e Y a
QH*,’YH*,ﬁH*,yaH*,
€ € € €

obteniendo el sistema
n=nf(n)— aKnp

p=-—+BKpg - (9)
¢ =a(n—q)
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De esta manera nuestro problema inicial, se reduce a demostrar que el sistema (9)tiene una bifurcacién
del tipo Hopf. Ademads, daremos condiciones para la estabilidad de las érbitas periédicas que aparecen
en dicha bifurcacién.

Definamos pués, por el criterio de Routh-Hurwitz, que nos servird para analizar la estabilidad

de los puntos de nuestro sistema dindmico, los siguientes factores:

_ Y gl
=L () - K0k
Kp <K Jé] > 1 (L)
que mostraremos que es nuestro valor de bifurcacién,

_ . e
C—{(’y,ﬁ,a).0< K7 <1},

el cilindo de base triangular, (ver figura 38)

Fig,38

y los conjuntos:

Ci=Cn{(y,B,a):a<a} yCo=Cn{(v,B,a):a>a}.

El criterio de Routh-Hurwitz nos permitird saber si una ecuacién polinémica posee raices positivas
sin resolverla.
Dado un polinomio

AnS"™ + an_18""  + ap_2s" %+ ...+ aps®

sabremos, si todas sus raices se encuentran en el semiplano izquierdo o no. El criterio resulta de plantear
un arreglo de coeficientes, con forma triangular, y de observar si la primera columna tiene todos sus
coeficientes con signos iguales o no.

El criterio de estabilidad de Routh- Hurwitz plantea que el nimero de raices de la ecuacién con
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partes reales positivas es igual al nimero de cambios de signo de los coeficientes de la primera columna
del arreglo.

La condicién necesaria y suficiente para que todas las raices de la ecuacién se encuentren en el
semiplano izquierdo del plano s es que todos los coeficientes de la ecuacién sean positivos y que todos
los términos de la primera columna del arreglo tengan signo positivo.

Enunciaremos y demostraremos tres teoremas que nos ayudardn a dar solucién a nuestro problema
y que en un primer resultado nos dard condiciones para la estabilidad de los puntos de equilibrio del
sistema

n=nf(n)— aKnp
p=—p+BKpq
¢=a(n—q)

Teorema 82 1). Sia < 0, entonces el punto de equilibrio

(n0,P0s q0) = S X)L
T KB aK”" \KB) KB)’
del sistema anterior, es stempre estable.

2). Sia > 0, entonces, erxiste una subvariedad de dimension dos en el espacio tridimensional de

parametros {(v, B8, a) : v, 8,a € R} definida en forma implicita por

2
Y g g g Y
(L) - ) el pm(-L)=0
s (75)] 1 () ~ems7 (75) =©
la que divide al cilindro de base triangular en las dos componentes conexas C1 y Cs, y la estabilidad del

punto de equilibrio depende de la componente en que son elegidos los pardmetros, esto es, si (v, 5,a) € Cy

el equilibrio (ng, po, qo) es estable, y si (v, 5,a) € Cy el equilibrio es inestable.

El caso més interesante que se presenta es cuando @ > 0, pues es alli cuando, y como lo demostraremos,
que nuestro modelo biolégico exhibe una bifurcacién de tipo Hopf.

Esta bifurcacién es de suma importancia pues, se refiere a la desaparicién o aparicién local de un
equilibrio de una solucién peridédica de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que describen un
sistema dindmico donde ese equilibrio (valores criticos) cambia su estabilidad cuando, y sélo cuando,
el pardmetro varfa de valor por la “derecha” o la “izquierda”, esto quiere decir que, nos suministrard
valiosa informacién acerca de los momentos criticos que marcan la supervivencia de las especies.

Usaremos el Teorema de Bifurcaciéon de Andronov (1937), para probar la existencia de la bifurcacién
de tipo Hopf en nuestro sistema (9)

Dem. Veremos que el sistema (9)tiene tres puntos de equilibrio. Los que antes de calcularlos, para
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facilitar la notacién, supondremos que dicho sistema es de la forma

&= g(x),

donde
nf(n) — Kanp

z=(npq) y 9@ =| —yp+KBpg
a(n —q)
Ahora, precederemos a calcular los puntos de equilibrio, para ello, igualamos cada una de las ecuaciones

del sistema anterior a cero
1) nf(n) —aKnp=0

2) —yp+pBKpg=0
3) a(n—q) =0.

De la ecuacién 2), tenemos

p(—y+ BKq) =0

por lo que

p=00 —v+BKq=0,
tomando p = 0 y reemplazando en la ecuacién 1), tenemos

nf(n) =0
=n=00 f(n)=0,

pero n # 0, entonces f(n) =0, de donde n = 1.

Esto implica, reemplazando en la ecuacién 3) que
a(l—q)=0

luego

a=00q=1,

asf, tenemos que los dos primeros puntos de equilibrio son: (0,0,7) y (1,0, 1).
Ahora, si suponemos

p # 0,
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podemos multiplicar por % en la ecuacién 2) y asf

q:?ﬂ7

por lo que, de la ecuacién 3) tenemos
luego de la ecuacion 1)

lo que indica que el tercer punto de equilibrio es

(no,Po; qo) = L 71 -
e KB aK" \KB) KB’
el cual serd el mds importante en nuestra discusion.

Definamos

b:ﬁ,

de esta manera

(0,0, q0) = (b, %f(b) ,b) .

Analicemos la estabilidad de estos tres puntos:

La matriz jacobiana es

(fi% % dd% f(n)+nfrn) — Kap —Kan 0
Dy(n,p,q) = | 92 d= do | = 0 —y+KpBq Kpp

dgs dgs d

i 7 a 0 —a

i) Evaluando el primer punto (n,p,q) = (0,0,0) en D,(n,p, q), tenemos

FO) 00
Dg(07070) = 0 - 0 )
a 0 —a
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resolviendo la ecuacién caracteristica

f0) 0 0 A 0 f(0) = A 0
P\(D,4(0,0,0)) = det 0 — 0 |—-1]0 0 = det 0 —(v+A)
a 0 -—a 0 A a 0

0
A
0
f(0) = A 0
—(a+A)det( ) =—(a+ A (f(0) = N)(=(v+ X))
= (a+A)(f(0) =N (v+A) =0,
obteniendo asi, los valores propios
/\1:—(1, )\2:—’}/y)\3:f(0)20.

En este caso el origen es inestable.

ii) Evaluando el segundo punto (n,p,q) = (1,0,1) en Dy(n,p, q), tenemos

FO)+ (1) —Ka 0
Dy(1,0,1) = 0 v+ K38 0 |,

a 0 —a

resolviendo la ecuacién caracteristica

FW)+ (1) —Ka 0 A0 0
P\(Dgy(1,0,1)) = det 0 v+ KB 0 -1 0 X0
a 0 —a 0 0 A
FO+ )X —Ka 0
= det 0 v+ KB —-A 0
a 0 —(a+ )
= —(a+ \)det ( FQ+ 1) = A R )
0 v+ KB— A

= —(a+ (D) + f1(1) = N (=y+ KB = X)) =0

obteniendo los valores propios

)\1 :—CL<O7 )\ng(l)+f/(1), y)\3:—’Y+Kﬂ>0
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Como f/(1) y —a son valores menores que cero, entonces, tenemos que el punto (1,0,1) es inestable,
pues b = Kiﬂ < 1.
iit) Evaluando el tercer punto, y el que resultard de mayor interés: (n,p,q) = (b, = f(b) ,b) en

Dgy(n,p,q), tenemos

bf1(b) —Kab 0
D, (hoget®0)=| 0 ek 2r0) |,
a 0 —a

pero b = Kia’ entonces reemplazando convenientemente,

bfr(b) = 0

B
1
D, (ngrm) = 0 0 2w |,
a 0 —a
su polinomio caracteristico es
bf1(b) chw 0 A0 O
1
Py (Dg (b,aKf(b),b))zdet 0 0 Zfw) |-]0 xo0
a 0 —a 0 0 A
bfr(b) — A =4 0
= 0 -\ S0
a 0 —(a+2X)
bfr(b) —x =2 bfr(b) — A =2
= —(a+ ) — det f1(8) p —éf(b)det f1(6) A
0 - @ a 0

y su ecuacion caracteristica es

(a+ XN =bAf(b) + f (b)ay =0
N+ 224 — A%bf1(b) — abfr(b)X\ + f(b)ya =0
2 4 (a—bfr(b))A% — (abfr(b))A + avy f(b) = 0.

luego, por el criterio de Routh-Hurwitz, el polinomio es estable si y sélo si ag, a1, y as son coeficientes
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mayores que cero y ajas > ag, donde

ap = avf(b)u
ay = —abf1(b),
as = a—bfr(b).

Como f es positiva en el intervalo (0,1) y es decreciente en b, esto implica que f/(b) < 0, y asi la

condicién ag, a1, as > 0 se cumple, por lo que, el polinomio es estable si, y sélo si:
(@ = bfr(b))(—abfI(b)) > av f(b),
lo que implica que

—a®bf1(b) + b2a(f1(b))* > avf(b),

a—bfi(b) < _b},f(é? :
a < bfi(b) — ij/((l;))

CONCLUSIONES: Si el lado derecho de la desigualdad es negativo o cero, entonces se tiene que el
equilibrio (ng, po, qo) es asintéticamente estable para todo valor de a , pues a > 0.Por lo tanto, hemos
demostrado el primer inciso del teorema.

Ahora debemos probar que existe una subvariedad de dimensién 2 en espacio tridimensional de
parametros.

Si suponemos que
)
bfi)

el criterio de Routh-Hurwitz nos dice que a es un pardmetro de bifurcacién, con punto de bifurcacién:

bf(b)

)
bf1(b)

a = bf/(b)

Msds explicitamente, el punto de equilibrio (ng,po, go) pierde su estabilidad para valores de a menores
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que @, y a medida que a va creciendo, el equilibrio comienza a recuperar su estabilidad. (Ver figura 40)

a 0 a
Fy
0
* L * *
0 a a a
inestable estable
Fig,40

Definamos ahora,

ros0=(350(35)) -~ (%) -5 ().
M = {(v,B,a) : F(v,B8,a) =0} .

Como VF(v,5,a) # 0 para todo (v,8,a) € M, pues, %—S(y,ﬂ,a) # 0, entonces M es una subvariedad

de dimensién 2 en el espacio tridimensional de pardmetros (7, 3, a), definida de forma implicita por

(é%'<é%>>2fﬁ(g%>agg,<é%)_o

Ademas, ella divide al cilindro de base triangular

C—{Wﬁw%0<g%<1}

en el espacio de pardmetros {(7, 5, a) : v, 8,a € R} en dos componentes conexas abiertas
C,=Cn{(v,B,a):a<a}l yCo=CnA{(v,B,a):a>a},

y la estabilidad del sistema depende de la componente en que son elegidos los pardmetros. Mds concre-

tamente
Si

(Vaﬂaa) € 027
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entonces el equilibrio

(no, po,qo) es inestable y si (v,5,a) € Cy, el equilibrio es estable.

Teorema 83 Si

=5 (#) - Kﬂj:,((fg?)

>0,

existe un 0 > 0 tal que para cada a € (@ —0,a+9) el sistema (9)tiene una unica orbita periddica en una

vecindad del punto de equilibrio

(no,po,q0) = (K’-yﬁ Ef (Kﬁ) ’K%) .

Dem. En lo que sigue, lo que haremos es verificar que el sistema (9)satisface las condiciones del

Teorema de Andronov-Hopf.

Al reemplazar a = a@ = bf/(b) — %, en la ecuacién caracteristica

Nt (@ — bf1(B)N? — (abfr(b)A+ ayf(b) =
tenemos que:

24 (o) = 2288 0000 ) o — ((0s10) - LY o0 ) a (v = 2200 ) 2509 =

de donde, simplificando:

2 () 32— (@02 =) 3+ (b0 - 2208 0 o

la que podemos factorizar como:

(N = ((bf7(0)) = 1/ (1)) (A - <(Z>)> 0,
y como b
f1(b) <0y bfr(b) - ZJ{, ((b)) S0,
entonces

—((bf1())* = vf(0)) >0
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asf es que las raices de

3 1.f(b) 2 2 _Vf(b)
2 = () 2 () —250) 3+ (vs10) - 20 50,

son

7£(b)

A0(6) = bf/(b)

y /\172(6) = twi,

donde

w=/(bf1(0))2 —vf(b),

donde, ademds, Ag(@) < 0y w > 0.

Ahora, para aplicar el Teorema de Andronov-Hopf a nuestro modelo, debemos probar que la derivada
con respecto al pardmetro de bifurcacién de la parte real de la extensién continua de A1 (@) es mayor que
cero.

Y para ello, denotaremos por A;(a) a la raiz de
P(A) = N + (a — b1(B)\? — (abfr(b)A+ av £ (b),
que asume el valor de wi en @, y definamos la funcién
F(A\a) = X+ (a — bf1(b)\* — (abfr(B))A + avf(b),

la que, recordemos, es el polinomio caracteristico de Dg4(no, po, go)-
Sabemos que

F(\(a),a) = F(wi,a) =0,

pues

b
Ai(a) es raiz y @ = bfr(b) — l?;/((b))’
ademads,
Fry(\ a) = 3X* +2(a — bf1(b))\ — abfI(b),
entonces

Fry(wi,a) = 207 — 2%m £ 0. (10)

En virtud del Teorema de la funcion implicita, existe un § > 0 tal que

A:(@—d,a+9) - R,
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es una funcién de clase C' determinada localmente y de forma tnica por
F(\(a),a) =0y A(a) = wi.

Ademds podemos determinar la derivada de A\; en @ por medio de la férmula

d(M\(@)) _ Fr1,(wi,a)
da Fry(wi,a)

Observemos que

Froa(\a) = X2 = bfr(b)A +~f(b), (11)

asi

Flo(wi,@) = —w® = bf1(bwi + 7 £(b),
por lo tanto, reemplazando (10) y (11) en

dM(@) _  Fra(wi,a)
da Fry(wi,a)’

tenemos que:
d(M(@)  Fra(wi,a) X =bfr(b)A+vf(b)

da ~  Fry(wi,a) —2w? —2Fwi

multiplicando por el conjugado

(A% = bf1(D)A +vf (D)) (—2w? + 2Fwi)
(—2w? —2Fwi)  (—2w?42Fwi)’

obtenemos
I 110); Z.
2207 (F1(0))° + 22 (F B2 )

donde (...) denota un término que no aporta a nuestros andlisis. Lo que implica que

dRe(\ (@) w?b? (f1(b))?
da 2w22(f1(0)2 + 272(f(0))2
y consecuentemente .
AReu(@) _,

Ahora, si el pardmetro de bifurcacién

1 1 a
= - — — b. =
=27’ fen a(p) 1+au’
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es introducido en el sistema (9)se obtiene:

a=1asiysélosipu=0,

a >asiysolosip<0,

a <asiysoélosipu>0.

Asi, el equilibrio (ng,po,qo) es asintdticamente estable para valores negativos de p, e inestable para
valores positivos de u, perdiendo su estabilidad en g = 0.

Por otro lado,

dRe(Ai(a(p))) _ dRe(M(a)) da
du da dp
_ w?b?(f1(b))? —a?
S 2w2B2(f1(0))? + 292(f(0)? (1 +au)?

Asi podemos concluir que
RO
=
lo que verifica las hipétesis del teorema de Andronov-Hopf para nuestro modelo.
Por lo tanto, el sistema (9) presenta una ¢érbita periédica cuando a € (@ — 0,a + J), esto es, cuando
1 pertenece a (—d,0) con ¢ lo suficientemente pequefio. ®

Ahora nuestro objetivo es determinar la estabilidad de la 6rbita periddica del sistema, generada por

la bifurcacién de Hopf.

Teorema 84 Bajo las hipdtesis del teorema precedente, si se satisface que

7> 201 () - K0

f’(? >0 y Gy4>0,

ey
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donde

1
 8B%2K3(BEF2kt + ABPYFG2E2 — 492GH) (B 2k + Py FG2k2 — 42GH)
(8Fk262’)/10G15 + 4FHkB’YllG14 _ 4Fk'35’)’10G14 _ 4FH2’YI2Gl3 _ 4FH]€2’}/11G13

G4 S *
_ 16F2k4ﬂ4’ng13 + 16k4ﬂ4’y7G13 _ 6F2H/€3ﬁ3’710G12 + 8F2k5ﬂ3’79G12

+ 16Hk7353'78G12 + 10F2H2k2,32711G11 4 8F2Hk452710G11 + 4H2k2,3279G11
_ 32Fk,6/8676G11 + 16k6ﬂ6’y4G11 _ F3Hk:5,8579G10 _ 8F3kz76578G10

+ 4Fk45,34’78G10 _ FHk5ﬂ5’y7G10 _ 8Fk7ﬂ5’y6G10 + 16Hk‘565’y5G10

_ F3H2k464’yloG9 —|—4F3Hk‘6ﬂ4’ng9 +4F3k‘8ﬂ4’ySG9 4 8F4]€8,38’77G9

— 12FHE B G + AFK* 35 G + 4H?K' 375G + 16 F* K 3°4° G

— 4FE B GY + FYHE BTGP + 12F K787y G® — 4AF°k° 5% G®
—12FHEB"°G® + 2F°K°BT7°G® — 20F HET 87y G® — TF* H?k°°°G"

_ 14F4Hk86678G7 _ 8F4k105677G7 + 3F2H2k66677G7 + 12F2Hl€866’yﬁG7

_ 8F2k106675G7 _ 4FH2]€666’}/5G7 + 8F3k‘10ﬁ10’y4G7 _ 4F2/{110,810’)/2G7

_ F5Hk9ﬁ977G6 _ 9F3k_85ﬁ876G6 . 16F3Hk969'y5G6 + 10F3k116974G6

_ 12F2Hk959’73G6 _ 8F2k11ﬁ9"/2G6 _ F5H2k8ﬂ878G5 + F5Hk10ﬁ8'y7G5

_ 6F3H2/€8ﬂ8’y6G5 4 Fng105875G5 + 4F3/€12[38’Y4G5 _ 5F2H2/€8ﬂ8’y4G5

_ 10F4k12ﬂ1273G5 _ 4F2Hk10,3873G5 + 10F3k12612’yG5 _ 8F6k13ﬂ1175G4

4 4F4k105ﬂ10’}/5G4 _ 8F4Hk11ﬂ11’y4G4 + 13F3H]€11ﬂ1172G4 4 8F3k13ﬂ11’yG4
+ 2F4k'14614G3 + 7F6Hk;1251076G3 + 4F6k214ﬂ10’)/5G3 _ 7F4H2k’10510’y5G3

+ 2F4Hk12510'y4G3 + 4F3H2k‘10ﬁ10’}/303 + 4F3Hk,12B10,72GS + 2F4k15ﬂ13G2
+ 6F5k125512'y4G2 + 17F5Hk13B1373G2 _ 2F5k1551372G2 + 3F4Hk13513’yG2
+F7Hk14ﬁ12’y5G _ F5H2/€12B12'74G+FSHkMﬁlQ’y?)G+F4H2/€12ﬂ12’yzG

+F4Hk14612’}/G+F6k14S/814’YS +4F6Hk15515"}/2).

entonces eziste un 6 > 0 tal que para cada a € (@ — 9,a) el sistema (9)tiene una unica drbita periddica

en una vecindad del punto de equilibrio
(D ()
(n()vp()vqo) - <Kﬁa OéKf (K6> 9 Kﬁ) )
y la correspondiente solucion periddica es asintdticamente orbitalmente estable.

83



Por otro lado st

_ H&s
a>§%ﬁ@%)—K6&%g>0 y Gy<0

entonces existe un 6 > 0 tal que para cada a € (@,a + 0) el mismo sistema tiene una Unica drbita
periddica en una vecindad del mismo punto de equilibrio enterior y la correspondiente solucidn periddica

es asintdticamente orbitalmente inestable.

Dem. Primero, trasladaremos el punto de equilibrio (ng, po, go) al origen, lo que nos permitird facilitar
cdlculos de la variedad central, pues el nuevo punto de equilibrio serd (0,0, 0).

Luego haremos un cambio de variables adecuado al sistema:

n=nf(n)— aKnp
p=-w+BKpg
¢ =a(n—q)

obteniendo un nuevo sistema, equivalente en nuevas coordenadas.

Entonces, sean

r=n-—ng=n-—>b,
y=p—po=p— 75/,
z=q¢—q =q—b.

Asi

n=z+b, p=y+72=f0), y g=z+b.

Reemplazando en nuestro sistema, considerando p = 0, es decir, a = @, obtenemos

n=nf(n)— aKnp i=(z+b)f(z+b) —aK(z+b)(y+ =& f(b))
p=-w+B8Kpg 9§ 9=—W+75/(0)+BK (y+ g5 f(b)) (2 +b)
g =a(n—q) z=a((x+b)—(240))

i =(z+b)f(z+b)—aK(z+b) (y+ & f(b))
S g=—(y+ 72 ) +BK (y+ 2= f(b)) (z+b)

z=a(x — z)

i=(z+bf(z+b) —aK(@+b)(y+ /(b))
S u=—7W+Ef0)+BK (y+ 2 f(b) (z+b)
i = (bf/(b) - ;;/((1;))) (z - 2)

Procedamos a calcular, los correspondientes espacios propios asociados a los valores propios:
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_ af(®)

i) Mo(a) = i) <0
La matriz Dy (1o, po, go) en el punto a =a = bf/(b) — g}f,((g)) es
bf1(b) 77(” 0 bfr(b) %
Dy(no,po, q0) = 0 0 Zrm | = 0 0
a 0 —a bf1(b) — gff/((g)) 0
Y la matriz:
bf1(b) =57
A= (@)l = 0 0 21 ()
bfib) — B0 - (b F1(b) — ;;",ﬁl;}))
_ af(®) —ay
bfI0) = 3py 5 0
_ f(b) 8
- 0 - Z;Yf/(b) ot () ’
bfIb) — L0 —bfi(b)

v fb)
bfr(b)

luego, el vector propio asociado al valor propio Ag(@) de la matriz A cumple la ecuacién caracteristica

b0 - i H 0 m
0 ~ihw Af@ || e
bfIb) — 0 —bfi(b) vs
es decir
(1) = 25 ) v = s =0
—;’f,((l;))vg + gf (b)vs =0
(br1(0) = 253 ) w1 = br(yes = 0,

luego, despejando variables adecuadas, tenemos que:

(bfr(b))?
v f(B)—(bf1(b))?
_ Bb1(b)

ay
-1

Luego, reemplazando w? = v f(b) — (bf!(b))?, el espacio propio correspondiente al vector propio A\o(@) es:

(bf/(g))z
_ Bbfib)

ay
-1

|
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Del mismo modo, operando con los valores propios A1 2(@) = fwi, obtenemos el vector propio complejo:

ywf(b)—(by f(b) f1(b))i
b2(f1(b))2w+w?d
Bf()

—2g
wo

1

luego, simplificando y utilizando

w=/(bf1(0))% —vf(b),

obtenemos el espacio propio E! asociado al valor propio \;(a@) = wi :

1 —Lf1(b)
E1:< 0 .| -Zr0 >

1 0
y tomando
1 —Qf/(b) 172(1“/217))2
E = 0[] =Zre) || —Lrw) :
1 0 -1

como una base de R?. Si Ca es la base canénica de R3, podemos realizar la siguiente transformacién de
coordenadas

T : (R* Ca) — (R* E)

2 2
1 1 1o=Lpip) LN 1 x
v | =T @ [ =] 0 —Zf0b) —2Lfnb) x| =y |
I3 I3 1 0 -1

I3 z

o equivalentemente
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que transforma nuestro sistema
i=(z+b)f(x+b)—aK(x+b)(y+ = f(b))
g=—v(y+ g f0) +BE (y+ g5 f(0) (z+b)
i = (b F1(b) — ;Jf,gl;;) (z - 2)

en uno equivalente en base F.

Veamos pues, definamos
1 —L2f(b) O3 (f1(b)*

B=| 0 —Zf0) —2/10)
1 0 -1

Y calculando la matriz inversa de B, obtenemos

F0) =20 () + Wb (f1(D))?

2 B w
Bl = v _bwfrb) _yaf(b) bw f1(b)
(F(0)272 + (f1(b)2w2) v pw 7
fo)  —2L0 — ()
Fo)  —2LO (£ () + w?)B2(£1(1))?
= Coﬂy _bwfr(v) vcfvgf(b) bw f1(b) ,
b w el
FONEEEE —f(b)

donde
C™ = (F(0))*7* + (f1(0))*b°w?.

Por medio de la expansién de Taylor de orden tres,

Pl +8) = F6) + frO)a + 3 Fr) + ¢ ),

en la ecuacién numero 1) del sistema
i=(z+b)f(x+b)—aK(@+0b)(y+ = f(b))
7=—7(+ g f0) +BE (y+ g5 /() (2 +0)
2= (0710) ~ 75 ) (@ = 2)
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pues, es en esta ecuacién que tenemos presente la funcién f(xz +b) y = de orden dos, entonces obtenemos
. 1
t=(x+b)f(x+b) — Ka(z+0) (y-i—MF)

_ Lz Lo - 1 4

= (x +b) (F+Gx+ 2Hm + 6590 ) Ka(z+10) <y+ KaF) + O(Jz|7)
b 2 1 b 3 4

= (b@)x + G+§H =+ §H+6S z° — Kazy — Kaby + O(|z|"),

donde
F = f(b), G = fi(b), H=fn(v) y S = fm(b),

obteniendo finalmente el sistema

i=(bG)z+ (G+5H)2*+ (3H + £5) 23 — Kazy — Kaby
Y= %yz + ng
i= (G —-1E)(z—2)
Continuaremos, despejando 1,49, &3 en términos de x1,x2, 3 para obtener un sistema equivalente al

anterior, pero en base F.

Primero, notemos que

T1 T T

. _ -1 . _ —1

T2 =T Yy =B Y ’
ig z z

y como &, 9, y Z son escritos en términos de x,y, y z tal como obtuvimos en el sistema anterior, que a

su vez estdn en términos de x1,x2, y T3 como en

=z — Ef/(b):cz + <bQ(f/(2b))2> 3,

B b

Y= —@f(b)fw - %f/(b>$3a

Z=T1 — T3,
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es que podemos escribir &1, 22 y &3 en términos de x1,x2, y T3, esto es

1 T
iy | =B g
i3 3
F —% w—%y(vF—#wz)bQGQ &
— 0wy | G  _qaF bwG -
Cuy ¥ Buw v U
Fooo—e —F 2
donde
x (bG)z+(G+%H)x2+(%H+%S)x3fKozxnyozby
y | = %yz—l— ng
z (bG — &) (z —2)
A
= % (—gi_x _ bfs:&;) ($1—$3)+§F({E1—$3) y
22

que obtuvimos al reemplazar x,y, z del sistema

v =1 — 2fI(b)za + (71)2({:9))2) 3

y=—Z f(b)ws — 2L fr(b)xs ’

Z =1 — X3

y multiplicando luego por

Fo =98 o (VF + )0 G?
_bwG _yaF bwG
¥ Buw ¥ ’
abG —
F —%3 F

donde

b2G?2 bG b b2G2 G\’
A=bG <1‘1 + 53 — CUQ) + <G—|— H) <ZE1 + 523 — 132) +
w w 2 w w

1 22 3
7H+95 .’L‘1+bG$3—§$2 -
6 w? w

2
b2G? bG > ( BF bsG ) ( BF bsG
T3 — —2 | (———2z2———z3 ) —Kab| ——z— ——u3
w w o wor oy

Ko (ml +
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Por lo tanto, podemos reescribir el sistema

i=(bG)z+ (G+L3H) 2>+ (3H + £5) 23 — Kazy — Kaby
Y= %yz—k ng
i=(G—-15)(z—2z)

como

1 1
&1 = wxy + CFw?y <G + 2Hb> x4 iCFGv(—QoJQ + HGb®)z2

CybG?

2w2 32

CFHw
b3*

CyFdG

_ Tﬂz

+ C;” (2FG?b? 6% 4+ Gbw? + Fw?B? + FHGY %) x1x3

+

(2vF2GbB* + HFG?b* 3% + 2w*)x2

+ (—2G*b? 3% — HGH® 32 + vGb + Fyf?)z 120

(G303 + HG?*b*B? + yw?)zoxs

1 1
+ EC’FwQ’y(SH + Sb)z? + §C’FG2b2’y(3H + Sb)xy23,

1

- %CG%w(—QwQ + HGV)x3
_ca

2wB?
+ ;;(F2 3 _ Fbe2627 + 2G3b3w2,6’2 + HG2b4UJ2B2)$]_.'L‘2

(HG*®B* + 2F G303 5%y — 2Fw?y?)a3

+ bg;(—FQ’}/S + G5b5ﬁ2 + HG4b652).Z‘3$2
CGuw

-
1 1

+ ECG4b4(3H + Sb)as + 50G2b2w2(3H + Sb)xixy,

(2G303 32 + Gbw?B? — Fy? + HG?b %)y 23
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Ty = %m + CFw?y (G—i— ;Hb> m%
+ %CFGW(—Qoﬂ + HGb*)x3
+ ZZ;’?; (VF>G3 + HEG? B + )3
CZZZW (—2G*V*B* — HGYB? + yGb + FyB% )z,
_ CZ;;G(G%%Q + HG**B? + yw?)aoxs

+ C;” (2FG?*b?3? + Gbw? + Fw?B? + FHGH 3?) 113

1 1
+ ECFwQ'y(fiH + Sb)x3 + §CFG2b27(3H + Sb)z 22,

Donde hemos omitido los términos de grado tres que no son ttiles para el calculo del segundo coeficiente

de Poincaré Liapunov Gy.

Notemos que interesante es, que en los términos de grado uno de las tres ecuaciones anteriores

aparecen involucradas raices del polinomio

e A W

y la primera y tercera ecuacién tienen parte derecha igual en los términos de grado mayor que uno.

De esta manera, el sistema que reescribimos previamente, puede ser escrito de la formas:

&) = wwy + U(w1, 22, 73)
Ty = —wzy + V (21, 22, 23) (12)

. F
T3 = ?Zx3 + U(l‘l,l‘Q,x?,),
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donde U y V estdn definidas por:

1 1
U(zy, 22, 13) = CFw?y(G + §Hb)x§ + §CFG'y(—2w2 + HGbH®)z2

2
+ %@wcwz + HFG*b*B? + 2w*)a2
w

F
Z;;C (—2G262B% — HGHB? + +Gb + FB%)z122
F
— g ;O(G3b362 +HG2b4,32—|—’yw2)x2x3
w

+ Ggf (2F G206 4+ Gbw? + Fuw?B? + FHGH %) x5

1 1
+ éFu}2’}/C(3H + Sb)a? + §C'FG2b2’y(3H + Sb)zy 27,

1
(G SHBE — OCho(~2 + HGY)a

V(l‘l, Z2, .’1:3) =
_ GC

2w 3>

—+ ;;(FszaﬁBQy + 2G303w? B + HG?b w? %)z 29

(HG*WS6? + 2F G323y — 2Fw?~?) a2

+ bgz(—ng?’ + GO° 32 + HG'O 5% x32
- G;’f(203b352 + Gbw?B% — Fy? + HG*b 3123

1 1
+ 60G4b4(3H + Sb)zs + 50(:%%2(31{ + Sb)ziz,.

En lo que sigue, determinaremos la estabilidad de la érbita periédica del sistema (9)generada por la
bifurcaciéon Hopf, para lo cual lo que haremos es restringir el sistema (12)a la variedad central.

Encontremos la seccién en p = 0, de la variedad central M que es caracterizada por ser tangente al
espacio central x1x2, esto es, el espacio propio correspondiente a los valores propios +wi en el origen, el
cual es localmente invariante con respecto al flujo del sistema anterior.

Asumiremos por el teorema de la variedad central que su ecuacién es de la forma
r3 = h(w1,22),

donde

dh
h(0,0) = %(0,0) =0, heCF k>3
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Si
dh 2 .
(3;‘1,.132):hi1$2+hi2$2+0(‘1‘| ), 221,2y$=($1,l‘2),

dl’i

integrando la igualdad y con la propiedad de continuidad h;; = h;2, entonces

1
hz1,x2) = §(h111‘% + 2h1221 22 + hao3) + 0(|$|3),

suponiendo que (z1(s), 22(s), 23(s)) es una solucién de (12)cerca del origen contenida en M entonces

ésta solucion se queda en M, puesto que M es invariante, esto es,

z3(s) = h(z1(s), z2(s)),

y como consecuencia

23(8) — Aty (21(8), x2(8))x1(8) — Ay, (1(8), 22(8))Z2(s) = 0.

Usando (12)obtenemos la identidad
h(w1,32) 5f + U1, 2, h(w1,32)) — (h1z1 + hagws + O(|a[*)) (wza + O(|2]*))

—(h1221 + haowy 4+ O(|2]*)) (—wz1 + O(|z]?)) = 0.

Omitiendo los términos de grado mayor que dos tenemos que:

1(h1123 + 2hiomi 20 + hzgl’%)% + $CFGy(—2w?* + HGb*)23 + CFw?y(G + $ Hb)a?

+9F (260 B2 — HGY 3% + /Gb + FyB%)a1my — whinwi s — whio3 + whipa? + whaowizs = 0,

luego, igualando los coeficientes a cero, obtenemos:
Frhyy 4 2Gbwhis + 20FG?bw?y + CFGHb?w?y = 0

Fryhay — 2Gbwhyy + CFG2Hb*y — 20FG?bw?y = 0
FB%yhia — GbwfB?hi1 + GbwB?has + CFG2bwn? + CF2Gwf?y? — 20FG3h2wh?y — CFG2HbBwh?y = 0,
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de donde encontramos finalmente:

CGHw? 202, 2 37 92 272 02 2,2
b = =22 (HF2 2% + AF G032y + AH PGP By — 2P G2

F -
h12:_%(FQL.}Q,YQ+FGb72+2G2b2w2ﬁ2_2G4b462_2HG3b552)

CGQb 2.2 212 472 414 272 2 302 2
hos = — (2FGbw*v* — 4G b*w* B — AG*b*w* B + F*GHb’ 5*~7),

R

donde
R = F?8%y% + 4G?pw? 3.

Asi, para restringir el sistema (12)a la variedad central M introduciremos las coordenadas

Y1 =121
Y2 = T2

ys = x3 — h(z1,22)

Con esta transformacién de coordenadas, como x3 = y3 + h(z1,22), pero y1 = 1 y y2 = 2 entonces,
x3 = y3 + h(y1,y2), la ecuacién de M es y3 = 0, es decir, el plano y;ys. Por esta transformacién de

coordenadas el sistema precedente se transforma en:

U1 = wy2 + Uy, y2,y3 + h(y1,42))
y2 = Wi + V(y17y27y3 + h‘(ylay2))
Y3 = %(93 + h(y1,92)) + Uyi, y2,y3 + h(y1,92))

Restringiendo el sistema a la variedad central M podemos asumir que y3 = 0 (restriccién a la variedad)

y tomando en cuenta que y3 = 0, pues

3(s) = Wy (1(8), 22(8))E1(8) — hiay (21(5), 22(8))22(s) = 0,
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obtenemos el sistema bidimensional

. 1
71 = wys + CFwQ'y(G + iHb)yf

1
+ §CFG’V(—2(,U2 + HGb)y32

CFyw

+ bﬁz (—2G262 3% — HGH B2 +AGb + FyB2)y1yo
C~FG

- 2152 (G36*B% + HG?b* B + yw?) (h11yi + 2h1ay1y2 + hooyd)yo
CGr

+ 27 (2FG?b* 5 + Gbw? + Fw?B* + FHGH %) (h11y? + 2h1ay1ya + hooys )yl

1 1
+ EFW2’}/(3H + Sb)y? + §FG2b27(3H + Sb)y1y2,

CGbw

1 1
i = = S8 (G4 L) 1 - SO (-2 + HGI S

+ g(F%3 — FGbw2 5%y 4 2G30%w? 8% + HG*b*w? 8% y1y0

b3?
1
+ o (—F*y* + G%° 8% + HG*W°B%) (h11yi + 2hiay1ys + haoys)ye
CGw 313 52 292 2 214 92 2 2
_ TﬂQ(ZG b°p° + Gbw“p — Fr + HG*b*p )(hnyl +2h12y1y2 +h22y2)y1

1 1
+ 6(1G4b4(3H + Sb)ys + §CG2b2w2(3H + Sb)yiys,
que podemos denotar como:

yl = —wy2 + f(ylay27/”’)a

y? = WY1 +g(y1,y2au)>

en pu = 0.

O equivalentemente:

. 3
U1 = —wy2 + g12(y1, ¥2,0) + g13(y1, 42, 0) + O((y7 + ¥3)?),
3
2

U2 = wyi + g22(y1,Y2,0) + g23(v1, ¥2,0) + O((yi + ¥3)2),

donde g12 y g22 son polinomios homogéneos de grado dos, y ¢g13 ¥ g23 son polinomios homogéneos de
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grado tres dados por:

912(y1,92,0) = a1yi + asy1y2 + asys,
913(Y1,2,0) = b1y} + bayiys + bsyrys + bays,
922(y1,92,0) = 19} + coyry2 + 393,

( )

923(y1,92,0) = d1yi + doyiys + dsyrys + days.

Luego, por el Teorema de Bautin Andronov-Leontovich-Gordon-Mayer, el segundo coeficiente de Poincaré-

Liapunov del sistema dos dimensional, estd dado por

donde

1 1
Ga= L300+ 00+ da + 300 + L (or0z + a0 — e — caca + Bases — area))

ayp =

a9 =

az =

C1 =

Cy =

C3 —

by =

dy =

3

+

dy =

4w

CFw’y(G + %Hb)

CF

bﬂzw (—2G202 32 — HGH? B2 + ~Gb + Fy32).
1
§CFG7(—2w2 + HGbH?).

CGbw 1
—~ —Hb).

S (G+ 5 b)

bZQ(F%3 — FGhw? 5%y 4 2G°03w? 32 + HG*b'w?5?).
—%Cszw(—ZwQ + HGb?).
CGr

27 (2FG?*b%3? + Gbw? + Fw?B* + FHGH 3*)hyy + %CFway(?)H + Sb).

f 1
(=F2y% + G 3% + HG*b°5%)hay + 500%%2(31{ + Sb)

263

02?2&) (2G°0° 32 + Gbw* B2 — Fy* + HG?b* 5)2h15.

_ 0271; Z,G (G 8% + HG?b* % + w®)2hys + %CFG2b27(3H +5b)
w

CQZJ (2FG?b? 8% + Gbw? + Fw? B2 + FHGY %) hys.

7+ GV HGH )has + LCGU3H + ).

F=f®b), G=fnb), H=fmnbd) y S=fmb).
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Asi, usando el Software Mathematica, encontramos

1
 8B%2K3(BEF2kt + ABPYFG2E2 — 492GH) (B 2k + Py FG2k2 — 42GH)
(8Fk262’)/10G15 + 4FHkB’YllG14 _ 4Fk'35’)’10G14 _ 4FH2’YI2Gl3 _ 4FH]€2’}/11G13

G4 S *
_ 16F2k4ﬂ4’ng13 + 16k4ﬂ4’y7G13 _ 6F2H/€3ﬁ3’710G12 + 8F2k5ﬂ3’79G12

+ 16Hk7353'78G12 + 10F2H2k2,32711G11 4 8F2Hk452710G11 + 4H2k2,3279G11
_ 32Fk,6/8676G11 + 16k6ﬂ6’y4G11 _ F3Hk:5,8579G10 _ 8F3kz76578G10

+ 4Fk45,34’78G10 _ FHk5ﬂ5’y7G10 _ 8Fk7ﬂ5’y6G10 + 16Hk‘565’y5G10

_ F3H2k464’yloG9 —|—4F3Hk‘6ﬂ4’ng9 +4F3k‘8ﬂ4’ySG9 4 8F4]€8,38’77G9

— 12FHE B G + AFK* 35 G + 4H?K' 375G + 16 F* K 3°4° G

— 4FE B GY + FYHE BTGP + 12F K787y G® — 4AF°k° 5% G®
—12FHEB"°G® + 2F°K°BT7°G® — 20F HET 87y G® — TF* H?k°°°G"

_ 14F4Hk86678G7 _ 8F4k105677G7 + 3F2H2k66677G7 + 12F2Hl€866’yﬁG7

_ 8F2k106675G7 _ 4FH2]€666’}/5G7 + 8F3k‘10ﬁ10’y4G7 _ 4F2/{110,810’)/2G7

_ F5Hk9ﬁ977G6 _ 9F3k_85ﬁ876G6 . 16F3Hk969'y5G6 + 10F3k116974G6

_ 12F2Hk959’73G6 _ 8F2k11ﬁ9"/2G6 _ F5H2k8ﬂ878G5 + F5Hk10ﬁ8'y7G5

_ 6F3H2/€8ﬂ8’y6G5 4 Fng105875G5 + 4F3/€12[38’Y4G5 _ 5F2H2/€8ﬂ8’y4G5

_ 10F4k12ﬂ1273G5 _ 4F2Hk10,3873G5 + 10F3k12612’yG5 _ 8F6k13ﬂ1175G4

4 4F4k105ﬂ10’}/5G4 _ 8F4Hk11ﬂ11’y4G4 + 13F3H]€11ﬂ1172G4 4 8F3k13ﬂ11’yG4
+ 2F4k'14614G3 + 7F6Hk;1251076G3 + 4F6k214ﬂ10’)/5G3 _ 7F4H2k’10510’y5G3

+ 2F4Hk12510'y4G3 + 4F3H2k‘10ﬁ10’}/303 + 4F3Hk,12B10,72GS + 2F4k15ﬂ13G2
+ 6F5k125512'y4G2 + 17F5Hk13B1373G2 _ 2F5k1551372G2 + 3F4Hk13513’yG2
+F7Hk14ﬁ12’y5G _ F5H2/€12B12'74G+FSHkMﬁlQ’y?)G+F4H2/€12ﬂ12’yzG

4 F4Hk14612’YG + F6k148/814’}/3 =+ 4F6Hk15ﬁ15"}/2).
Concluyendo asi, que las (6rbitas periédicas)del sistema

i=(z+b)f(x+b)—aK(@+0b)(y+ = f(b))
g=—7(+ gz f0) +BK (y+ g f(0) (= +1) ,
i = (b F1(b) — ;ff}(*;))) (z - 2)
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obtenidas segiin el pardmetro de bifurcaciéon u, donde M es la variedad central, son estables cuando
G4 < 0, e inestables cuando G4 > 0.
Asi, podemos afirmar, en el caso en que G4 > 0 que las trayectorias relativas segiin el pardmetro de

bifurcacién p son atraidas por la 6rbita periddica , y si G4 < 0 ellas son repelidas. m

Ejemplo 85 A través del siguiente ejemplo, mostraremos paso a paso el comportamiento de las drbitas

y su estabilidad, tanto en el sistema tridimensional

n=nf(n) - 2

. — K
p=mg i
q: a(";‘l)

su equivalente en la base de los vectores propios, y finalmente su restriccion a la variedad central.
Recordemos para ello que, para que el sistema tenga una bifurcacion de Hopf se deben de cumplir las

siguientes hipdtesis sobre la funcion f y los pardmetros:

08,76 K >0, 0<b<1; f(n)>0,ne(0,1); f)=0; fr(b)<0; y a@=befrb) 74 >0.

Consideremos pues para el ejemplo el crecimiento logistico hipergeométrico

f(n) = (1 -n)?

Luego, el sistema

n=nf(n) - 222

p= —Tw + Elipq
q= a(ne—Q)

se transforma en
n=n(l—n)%—4np
p=—2p+4pq
§=2a(n—q).

Sabemos que la bifurcacion ocurre en p =0 o equivalentemente en @ = i.

Los siguientes graficos (ver figuras 41, 42 y 43) muestran el comportamiento del flujo y se puede

%, %, %) es asintdticamente estable para valores negativos de i,

observar que el punto de equilibrio (
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inestables para valores positivos de 1, y muestra la existencia de una orbita periddica en p = 0.

Recordemos que
a 1

a = = —,
() ltau p+4
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El sistema tridimensional ©1, s, 3 descrito con anterioridad, en la base de los vectores propios y en el

pardmetro de bifurcacion queda:

i1 = 3wy — taf + 223 + Lo — Swymo + Swowy + 2af + Suyad

Lo 1 4,2 3,2 _ 19,2 , 17 16

To2 = —5%T1 — g% + 1022 — 19%3 + FT1T2 — ?1}2(1,3 — 2x123 + —|— 1‘1332
: 1 1

T3 = —x3 — gac% + g:cQ + 3333 §m1x2 + xgacg + a:l + {L‘1£L’2

y su flujo asociado se puede ver, en la figura 44, como:

Fig,d4

Finalmente, el sistema restringido o la variedad central es:

-1 1,2 2,2 6 14 2 309 22,3 1.3
Y1 = 35Y2 — 5y + 5Y3 — gY1Y2 — %ylyQ — S50y + 5505 + 5503
)

U2 = —2y2 — syi + S5 + Yoy + Bylys — Byivd + 595 + 1508

Luego, como G4 = 1820301 > 0 entonces el origen es un punto de equilibrio inestable, lo que da lugar a una
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orbita periddica, la cual es atractora. (Ver figura 45)

Fig,45

observaciéon 86 La siguiente tabla muestra algunos modelos de competicion interespecifica, que se de-
terminan por once funciones dependiendo de los pardmetros. De la misma manera, como en los modelos
depredador-presa teta-logisticos, las funciones estudiadas dan origen a diferentes modelos depredador-
presa. Por otra parte, podemos observar que, de las once tasas de crecimiento del tamano de la poblacion
de presas, cinco de ellas son de la forma eN f(N/K)—aNP, donde la funcion f se da explicitamente en
cada caso y N y P denotan la poblacion de presas y depredadores, respectivamente, en el tiempo t. Por
lo tanto, la teoria desarrollada en este trabajo muestra que el modelo depredador-presa con memoria de
desvanecimiento exponencial asociada a cada una de estas cinco funciones, tiene una bifurcacion Hopf.

Obsérvese que el primer modelo es el Lotka-Volterra cldsico estudiado por Farkas y que desarrollamos
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en este trabajo. (Ver [28]).

Modelo N f(n)
1 (eN/K)(K — N — aP) 1-n
2 (eN/logK)(logK — logN — alog P) no se aplica
3 (eN/K2)(K2 — N2 —aP/K?) 1—n2
4 (eN/K)(K — N —aP — 3NP) no se aplica
5 (eN/K)(K — N —aP — BN?) 1 —n— Kpn?
6 (eN/K)(K — N — P — BP?) no se aplica
7 (eN/K?) (K% — N? — aP/K'~?) 1—n?
8 (eN/K)(K — N —aP — (1 —exp(—7"))) 1 —n—B(1—exp(—yKn))
9 (eN/K)(K — N — aP — B(1 — exp(—~F))) no se aplica
10 (eN/K)(K — N —aP — BNP — §N?) no se aplica
11 (eN/K)(K — N —aP — BNP — §N? — vp?) no se aplica

4. Conclusiones

El modelo de Lotka-Volterra estudiado y analizado en este trabajo destaca la importancia de un
escenario en la dindmica

de poblaciones, puesto que describen un caso de coexistencia entre las especies. En términos biolégicos
la coexistencia de estas puede ser muy beneficiosa para el funcionamiento de los ecosistemas, implicando
que este modelo pueda ser usado en otros cotextos como modelos espaciales o problemas de evolucién. Es
por esto que nuestro andlisis puede ser muy ttil para bidlogos y ecélogos, donde seria de mucho interés
poderlo contrastar con hechos reales.

Demostramos la existencia de una biburcacién del tipo Hopf en nuestro sistema mejorado propuesto,
es decir, este modelo presento soluciones periédicas.

Presentamos una situacién ideal para la supervivencia en el largo futuro de algunas especies al
introducir en el modelo poblacional una funcién para la tasa de crecimiento per-cdpita de la presa en
ausencia de depredacién, positiva que se acerca a cero cuando alcanza la totalidad de capacidad.

Establecimos condiciones para la existencia de dichos puntos de equilibrios, y la estabilidad de los
mismos.

En el estudio de los sistemas con dos especies y termino de interaccién lineal, hemos considerado,
como lo mencionamos, el modelo bdsico de Lotka-Volterra introducido en el ano 1920. Del estudio
cualitativo y numérico del mismo, se extraen como conclusion algunos comportamientos que se observan

en la naturaleza, y que justificaron el éxito inicial del modelo, tal como el comportamiento ciclico de las
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soluciones con periodos constantes. Sin embargo también se dan situaciones carentes de significado fisico
o biolégico, tales como la nula estabilidad estructural.

Por ello resulta inmediato perfeccionar el modelo anadiendo términos de competencia intraespecie,
para prevenir que las soluciones puedan diverger a infinito. El hecho de introducir estos terminos aumenta
la estabilidad estructural de las ecuaciones.

No obstante, las ecuaciones con este término pierden la posibilidad de presentar érbitas periédicas,
resultado totalmente general al que se llega aplicando las potentes herramientas analiticas obtenidas
por Poincaré, Bendixson, entre otros. Dado que las érbitas periédicas con estabilidad estructural si se
presentan en la naturaleza, necesitando una sofisticacién del modelo, por medio de términos de interaccién
no lineales, tal como el modelo que estudiamos obteniendo comportamientos en las soluciones tales como

atractores ciclicos y bifurcaciones de Hopf.
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