A Universidad

deVaIparalso
CHILE

FACULTAD DE CIENCIAS
INSTITUTO DE MATEMATICAS

EL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA ELIPSOIDES

MEMORIA DE TESIS PARA OPTAR AL GRADO DE LICENCIADO EN
MATEMATICAS.

PARTICIPANTE : MARIANA PACHECO MARIN
PROFESOR TUTOR : DR. GERARDO HONORATO GUTIERREZ (UV)
PROFESOR CO-TUTOR : DR. ALBERTO MERCADO SAUCEDO (UTFSM)

VALPARAISO (2018)






Agradecimientos

El camino hasta aqui fue largo y sinuoso. Representa para mi una enorme alegria haberlo
recorrido, y necesité la ayuda de un montén de gente para avanzar. No quiero olvidarme de
nadie en esta lista.

Mi mas sentido agradecimiento a mi director el profesor Gerardo Honorato por haber estado
presente siempre, dedicAindome su apoyo incondicional, conocimiento y abrirme un mundo de
matematicas. Gracias por dirigirme, por la confianza, por la paciencia, las correcciones, las
sugerencias, y por tus solidos y completos cursos de analisis, sin lugar a duda fueron la base
de mis intereses matematicos que tengo en el futuro. Tu guia me permitié hacer este trabajo y
conocerte. Eres un director excelente y una persona excepcional.

También quiero agradecer el apoyo recibido de mi Co-Director de Tesis el Dr. Alberto Merca-
do de la UTFSM, por todas sus aportaciones cientificas para el desarrollo de esta tesis, siempre
le estaré agradecida y en deuda con usted.

Al profesor Rodrigo Castro, por las correcciones y aceptar estar en la banca.

También quiero agradecer a las profesoras Amalia Pizarro y Jeannette Galleguillos y al
profesor Lianggi Espinoza por su apoyo recibido en los momentos diféiles a lo largo de la carrera.

A Gerardo, eres el mejor secretario de la UV.

A mi familia, en especial a mi abuela, Pita, que ya no estd con nosotros pero vivird por
siempre en mi memoria. Ella fue el pilar fundamental desde el inicio de mis estudios. A mis
padres y mi hermana Catalina por acompanarme y apoyarme a lo largo de la carrera.

A mi amiga Camila, gracias por todos estos anos de aprendizajes, logros y esas largas con-
versaciones en el Gervasoni.

A los amigos que dejé la universidad, Camila Victoria, Diego, Daniela (Mona), Daniela
(Chica), Nelson y Alvarito. Me ensenaron més que matematicas. La vida universitaria fue mas
bonita gracias a ustedes.

Finalmente, agradezco a FONDECYT que gracias a su programa de becas pude terminar
de estudiar sin tener preocupaciones financieras.

Mathematics is the art of giving the same name to different things.
Henri Poncaré

IT



Indice general

<

Introduccién

1. Teoria clasica 1
1.1. jQuéson las EDP’s? . . . . . . .. 1
1.2. Ecuacién de Laplace . . . . . . . . . . 3

1.2.1. Solucién fundamental . . . . . . . . . ... 4

1.2.2. Condiciones de contorno . . . . . . . . . ... ... 6

1.3. Ecuacién del calor. . . . . . . . . . .. 6
1.3.1. El problema de la conduccién del calor . . . . . . ... ... ... .... 7

1.4. Variable Compleja . . . . . . . . . . 9
1.4.1. Funciones Analiticas. Las condiciones de Cauchy-Riemann . . . . . . . . 9

6

1.4.2. Integraciom . . . . . . . . . .. 1
2. Dirichlet para Laplace 21
2.1. Identidades de Green . . . . . . . . . . . . ... 21
2.2. El Problema de Dirichlet en una bolade R™ . . . . ... .. ... ... ..... 25
2.3. Propiedades de las funciones arménicas en R™ . . . . . . . ... ... L. 30
2.4. El Problema de Dirichlet en dominios generales.
Método de Perron-Poincaré . . . . . . . . . . ... ... ... ... 38
2.5. Principio de Dirichlet en R™ . . . . . . . . .. .. o oo 47
3. El Problema de Dirichlet en C 52
3.1. Propiedades de las Funciones Arménicasen C . . . . . . . . ... .. ... ... 52
3.2. El Kernel de Poisson . . . . . . . . . . . .. 55
3.3. Funciones subarmonicas . . . . . . ... 65
3.4. El Problema de Dirichleten C . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ...... 68
4. Dirichlet para el Elipsoide 76
4.1. Existencia y Unicidad . . . . . . . . . . . .. 76
4.2. Soluciones Polinomiales . . . . . . . . . . . ... 79
4.3. El Principio de Dirichlet en la Elipsoide . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 82
4.4. Conclusiones . . . . . . . . . . .. 85
5. Apéndice 86

II1



INDICE GENERAL

Apéndice

5.1. El area de la esfera n dimensional deradio 1 . . . . . . . . . . . . . . ... ...

5.2. Bordes de clase C!

Bibliografia

IV

86
86
89

90



Introduccion

1

El objetivo general de este trabajo es resolver el Problema de Dirichlet en un dominio
acotado de R™ utilizando métodos clasicos y variacionales. En particular cuando el dominio es
una elipsoide. Sea Q un dominio, 9Q # 0y f : 9Q — R una funcién continua dada, el problema
de Dirichlet consiste en encontrar una funcién v :  — R continua en Q y de clase C? verificando

Au =10 Q
u=f o0

Se propuso como objetivo especifico, presentar condiciones de existencia y unicidad de dicha
solucion, representar la solucién en el caso de que exista y caracterizar los domimios en donde
el problema es soluble. Al estudiar estas condiciones, aparecen de forma natural los conceptos
de funcién armonica (para la existencia) y Principio del maximo (para la unicidad).

El desarrollo de este trabajo esta estructurado de la siguiente forma:

En el Capitulo 1 se presentan herramientas, notaciones y resultados de la teoria clasica. En
el Capitulo 2 estudiaremos la solubilidad del problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace,
Au = 0, en el sentido clasico. Para ello introduciremos las Identidades de Green las cuales
seran fundamentales en la buqueda de soluciones, en particular, la tercera Identidad de Green
proporciona una solucién para la ecuacién de Laplace en una bola de R™. Luego daremos condi-
ciones geométricas sobre el dominio para poder asegurar la existencia de soluciones clasicas del
problema de Dirichlet. Finalmente resolvemos el problema de Dirichlet en un abierto acotado
con frontera C?.

En el Capitulo 3 caracterizaremos a las funciones arménicas en el plano complejo C y calcu-
laremos el Kernel de Poisson para dar una solucién explicita al problema en un disco abierto del
plano. Ademaés extenderemos estos resultados a dominios de Dirichlet €2, es decir, a dominios
del plano complejo tales que satisfacen que toda funcién f continua en 0,2 se extiende a una
funcién continua en € y arménica en Q.

El Capitulo 4 es el ultimo y principal de esta tesis. En él se presentara un método alter-
nativo para resolver el problema de Dirichlet en un Elipsoide de R". Estudiamos resultados de
existencia y unicidad con condiciéon de borde polinomial, lo que nos lleva a aplicar técnicas di-
ferentes a las que fuerén estudiadas en los capitulos anteriores. En particular, consideramos un

IEste trabajo de tesis fue financiado por el Proyecto FONDECYT 1171712
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operador actuando en el espacio de polinomios, y en consecuencia la naturaleza de la solucion
es polinomial. Por ltimo, se describe un método variacional para resolver este problema en
particular.



Capitulo 1

Teoria clasica

1.1. ;Qué son las EDP’s?

Adoptaremos las siguientes notaciones en R".

Siu:U CR"— R, escribimos u(x) = u : (z1,...,x,). Decimos que u es suave siempre que sea
infinitamente diferenciable. Si u : U — R™, escribimos u(z) = (u!(z),...,u™(x)). La funcién
u¥ es la k-ésima componente de u, k= 1,...,m.

Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una ecuacién que involucra una funcién desconocida
de dos o mas variables y algunas de sus derivadas parciales. Fijemos un nimero entero k > 1y
sea U un subconjunto abierto de R™. Una EDP es una expresién de la forma

F(D*u(z), D" 'u(z), ..., Du(z),u(z),z) = 0, (x e U) (1.1.1)

donde la funcién . .
-1
F:R" xR" .. xR"xRxU—=R (1.1.2)

es dada y u : U — R es la funcién incognita, depende de la variable espacial (zy,...,z,) € R"
y puede representar una cantidad fisica, como por ejemplo, temperatura.
Seau:U — Ry x € U. Escribimos u,, como u,, = g;‘,.
Sea av un vector de la forma o = (o, . .., @, ), donde cada componente «; es un nimero natural,

es llamado milti-indice de orden
lal = a1+ ...+ ay.

Dado un milti-indice o definimos

ollu(x)

= 7 — 0¥ ...0x% .
ax?I e ax%n 1

n

D%u(zx)
Sea k un entero no negativo,
DFu(z) = {D"u(x) : |a| = k}

es el conjunto de todas las derivadas parciales de orden k.
En el caso de que k = 1, consideramos que los elementos de Du vienen dados por el vector

Du = (ug,, ..., u,,)

1



CAPITULO 1. TEORIA CLASICA )

que es el vector gradiente. Si k = 2 consideramos que los elementos de D?u vienen dados por

Pu 2u
Ox? 0x10zn
D?u = )
Pu_ . o
O0xn 0T ox2

conocida como matriz Hessiana.

Sim = n se tiene
n

diva = tr(Du) = Zufm
i=1

es la diwergencia de u.
Ejemplos de ecuaciones

1 Ecuacién de Laplace. Sea x € U, la funcién buscada u : U — R es de la forma u = u(z),
donde U C R" es un conjunto abierto dado y

Au =0, (1.1.3)

donde Au = >"" | uy,,, es el operador llamado Laplaciano.

2 Ecuacion de Poisson. Sea x € U, la funcién buscada u : U — R es de la forma u = u(z) tal
que
—Au = f, (1.1.4)

donde la funcién f: U — R es dada.
3 Ecuacion del calor. Se busca u(z,t) con x € R" tal que

u — Au = F(z,t). (1.1.5)

Sin =1, se reduce a u; — c?uy, = F.

4 Ecuaciones de Cauchy-Riemann. Se buscan u(x,y) y v(z,y) definidas en R? tales que

Uy = Uy
Uy, = —U
Para n = 2, x1 = x, x93 = y, podemos asociar con una funcién arménica u(z) una funcién
armonica conjugada v(x,y) tal que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen

ou Ov ou ov
727 — = 1.1.
ox Oy’ oy Ox (1.16)

Una solucién real (u,v) de (1.1.6) da lugar a una funcién analitica
f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) (1.1.7)

donde el argumento es un nimero complejo z = x + .
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1.2. Ecuacién de Laplace

La ecuacion de Laplace es muy importante dentro de la Fisica. Recordemos que Gauss en
uno de sus muchos y grandes teoremas establecié el teorema de la divergencia.

Si u es una funcién escalar, entonces Du es el gradiente. Si F es una funcion vectorial,
entonces DF es la matriz de derivadas parciales de las componentes de F. La traza de esta
matriz es divF = tr(DF), la divergencia del campo vectorial. Del mismo modo, del determinante
de esta matriz es el Jacobiano.

La matriz de segundas derivadas parciales de u, D?u, es simétrica y la traza de esta matriz
corresponde al Laplaciano:

Au = tr(D*u) = div Du

Sea I un campo vectorial con divergencia divF'. El teorema de la divergencia dice que para
conjuntos abiertos y acotqados V' con frontera orientabledV se tiene:

/dz’dey:/ F-vdS,
v oV

donde v es el vector normal unitario que apunta hacia afuera, y S es la medida de superficie.
Sea s una funcién escalar con gradiente Ds. Entonces, por la regla del producto:

div(sF) = Ds - F = s divF.

Aplicando el teorema de la divergencia al lado izquierdo,

/Ds~de+/sdz’dey:/ sF-vdS.
1% 1% oV

Este resultado sera utilizado en reiteradas ocuaciones a lo largo de este trabajo.

La ecuacién de Laplace es una ecuacion lineal de segundo orden, y es a la vez invariante
bajo rotaciones y traslaciones. Ahora procedemos a la derivaciéon de las ecuaciones de Poisson
y Laplace. SeaF un campo vectorial en un subconjunto abierto U de R", en Fsica puede ser
interpretado, por ejemplo, como la corriente, flujo o energia. Sea f una funcion en U, esta es la
fuente (la tasa de produccién de alguna cantidad). Una ley de conservacién de equilibrio es una
ecuaciéon de la forma:

/WdeS:/Vf(x)dV.

Aqui se supone que V se extiende sobre subconjuntos abiertos acotados de U. Se supone que
la frontera OV es un subconjunto suave de U. Esta ecuacion dice que la cantidad de sustancia
que fluye fuera de la regién V es igual a la tasa de produccion. Si aplicamos el teorema de la

divergencia, obtenemos
/dz’dex:/de.
v v
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Como se supone que esto es valido para todas las subregiones V', tenemos la forma diferencial
de la ley de conservacion de equilibrio:

divF = f.

Ahora supongamos que la corriente es el negativo del gradiente de alguna funcién escalar u
definida en U, es decir

F = —Du.

Obtenemos la ecuacién de Poisson
—Au = —div Du = f.
Cuando hay equilibrio sin fuente, esta corresponde a la ecuacionn de Laplace
Au = 0.

Incluso si uno esta interesado en la ecuacion de Poisson, la ecuacién de Laplace es importan-
te, ya que la diferencia de dos soluciones de la ecuaci’on de Poisson es una solucién particular
de la ecuacién de Laplace. A continuacion, usualmente pensamos que la ecuacion de Poisson o
Laplace se cumple para una funcién v que es C? en un conjunto abierto U.

En aplicaciones, u podria ser temperatura, densidad o potencial eléctrico. La corriente F co-
rrespondiente serd flujo de calor, corriente difusiva o campo eléctrico.
Si la ecuacion de Laplace se satisface en U, entonces tenemos:

/ FvdS =0,
oV

para cada subregion adecuada de U. Esto dice que no hay flujo neto dentro o fuera de la region
V.

1.2.1. Solucion fundamental

Una de las propiedades del Laplaciano es que es invariante bajo rotaciones. Como conse-
cuencia de esto es razonable buscar primero soluciones radiales, es decir, funciones de r = |z|,
donde |z| es la distancia del punto al origen. Este método sera fundamental para el estudio de
la existencia de soluciones via funciones de Green como veremos mas adelante.

Para encontrar una solucién u de la ecuacién de Laplace, primero lo haremos en 2 = R",
donde u tiene la forma u(x) = v(r). Comencemos calculando el valor del laplaciano para fun-

ciones radiales. Sea v : R — R definida por v(|z|) = u(z). Notemos que |z| = /2% + -+ + 22.
Entonces
0
. /
e, = (el) e
, 1
= V'(|x]) 2
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entonces,

Ugsz; = v”(\x| 9. _+U/ ’w‘)ﬁ_xm
1

(
jof?—a?
= () v (fa) | —E
- T e

Luego

1 7
+ U'(|$|)m — /(=)

1 xz
Au = v"(Jz|) "

|z[?

Por lo tanto,
/

Au ="+ 2}?(n— 1)

Asi, las soluciones radiales de la ecuacién de Laplace vienen dadas por las soluciones de la
ecuacion ordinaria de segundo orden:

V() + (” — 1) V(1) = 0.

r

Cuya solucién esta dada por

V' (r) = Cr'",
entonces

arln(r)+b;, st n=2
(Q_T?%—Fbg st n > 2.

Por lo tanto
alnjz|+b  si n=2
u(z) =
MW +by st n>2.
En el caso a; = 0 6 a; = 0 las soluciones son constantes, y en otro caso son singulares en
r = 0, es decir es una solucion particular en r = 0. Esta singularidad sera la clave de la utilidad

de dichas funciones.



CAPITULO 1. TEORIA CLASICA 6

Consideremos la siguiente funcién radial singular:

o In(r) si n=2
v(r) = (1.2.1)
W st n > 2,
definida para z € R" y x # 0.
donde W,, designa la medida de la esfera S"~! = {z € R" : |z| = 1} (ver Apéndice).
Sea 2 C R™ un dominio con frontera regular 0€). Para & € €1, sea p > 0 tal que
B,(&) C Q. Consideremos una traslacién de la funcién radial (1.2.1) de forma que la singularidad
se encuentre en x = &, es decir,

-1
(n = 2)Wy|z — &2

o(lz —¢€l) =

Esta solucion es llamada solucion fundamental de la ecuacién de Laplace.

1.2.2. Condiciones de contorno

La ecuacién de Laplace puede ser complementada con condiciones de contorno.
El Problema de Dirichlet

Cuando en la condicién de contorno o de frontera se especifica el valor de la funcién sobre

el contorno 0f) del dominio €2, se denomina condicion de contorno de Dirichlet o Problema de
Dirichlet:

Au =0, x e

u=f si x € 0f)

El problema de Dirichlet es tipico en ecuaciones diferenciales parciales elipticas y teoria del
potencial.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace se llaman funciones arménicas. Si alguna de las
dos funciones son soluciones de la ecuacién de Laplace (o cualquier ecuacion diferencial lineal
homogénea), su suma (o cualquier combinacién lineal) también es una solucién. Esta propiedad
es muy util, por ejemplo, las soluciones a problemas complejos se pueden construir sumando
soluciones.

A lo largo de este trabajo, estudiaremos las condiciones de ezistencia, unicidad y represen-
tacion de soluciones para este tipo de problemas.

1.3. Ecuacion del calor

Ahora procedemos a la derivacién de la ecuacion de calor. Sea F un campo vectorial en un
subconjunto abierto U de R™. Representa la corriente. Sea f una funcién en U. Esta es la fuente
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(la tasa de produccién de alguna cantidad). La ley de conservacién para el calor es de la forma,

i udx+/ F-vdS:/fdx.
dt Jv av v

Aqui se supone que V' se extiende sobre subconjuntos abiertos y acotados de U. Se supone
que el borde 9V de cada V es un subconjunto suave de U. Esta ecuacién dice que la tasa de
aumento de u en la regién, mas la cantidad de sustancia que fluye fuera de la regién V', es igual
a la tasa de produccién.

Si diferenciamos bajo el signo integral y ademas aplicamos el teorema de la divergencia, obte-

nemos a
—udx+/dideS:/fdx.
1% at 1% 1%

Como se supone que esto es valido para todas las subregiones V', tenemos la forma diferencial
de la ley de conservacion de equilibrio:

ou ,
%—i-dwF—f

Ahora supongamos que la corriente es proporcional al negativo del gradiente de alguna
funcion escalar u definida en U. Por lo tant0, podemos escribir F' por

1

F=——0? Du,
2
donde 2 > 0 es la llamada constante de difusién. Luego obtenemos la ecuacién del calor
Jdu 1 ,
— =0/ .
5 = 50 Du +f

Esta ecuacion tiene un parametro fisico, la constante de difusion. Tiene dimensiones de

distancia cuadrada dividida por tiempo. El significado fisico de esto es que la difusiéon desde un
punto es un proceso bastante lento, esto es, la distancia recorrida es proporcional en promedio
a la raiz cuadrada del tiempo.
La interpretacion de la cantidad en la ley de conservacion depende de la aplicacion. También
se puede pensar en la ley como una ley de conservacion de la energia térmica. En ese caso, u
es la temperatura y F es un flujo de calor. En esa interpretacion, f representa la produccion
de calor. La ecuacién que dice que F es un tiempo constante y —Du es la ley de Fourier de la
conduccién del calor.

1.3.1. El problema de la conduccién del calor

El caso unidimensional, la ecuacién de calor se obtiene a partir de la ley de Fourier y del
principio de conservacion de la energia. Segun la ley de Fourier, la razén de cambio del flujo de
energia calérica por unidad de area a través de una superficie, es proporcional al gradiente de
temperatura negativo en la superficie,

q=—k-Vu,
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donde k es la conductividad térmica y u es la temperatura. En una dimension, el gradiente es
una derivada espacial ordinaria, y asi la ley de Fourier es,

SRS
4 ox

Considere una barra de longuitud L hecha de un material conductor uniforme del calor. Sea
u(z,t) la temperatura en el tiempo t. Supongamos que la superficie lateral de la barra esta
aislada termicamente de modo que impide la transferencia de calor con el medio ambiente.
Notemos que t es independiente del resto de las variables. Sea

uy = kAu, (1.3.1)

la ecuacién del calor, donde k es una constante y la temperatura es una funcién C? en una
region del plano (z,t), dada por 0 < z < L y t > 0. La temperatura u(x,t) de la barra satisface
la ecuacion (1.3.1), sin embargo no es unica. Para saber cual de todas ellas va a representar la
distribucion del calor, se necesita informacion adicional sobre el problema especifico en estudio.
Inicialmente vemos que la distribucion de la temperatura depende de la temperatura inicial a
lo largo de la barra. La distribucién de la temperatura corresponde a la condicién inicial del
problema. Sea

u(z,0) = f(x),
donde f : [0,L] — R es una funcién dada que describe la temperatura en varios puntos de
la barra en el tiempo t = 0. Ademas de esta condicion, es importante saber qué pasa en los
extremos de la barra. Esto influye en el valor de u(z,t) ya que puede haber entrada o salida de
calor. Existen varios tipos de condiciones de borde, por ejemplo,

U(O,t) == Tl, U(L,t) = TQ,
donde T} y T; son temperaturas dadas, es decir, constantes. También se puede tener
u(0,t) = u(L,t) = 0.

Sean R = {(x,t) € R%,0 < x < L,t > 0} la regién del plano (z,t) y R la unién de R con
su frontera OR, la que esta formada por las semi-rectas {z = 0,t > 0}, {x = L,t > 0} y el
segmento {0 < x < L,t = 0}. El problema de la conduccién del calor consiste en determinar
una funcién real u(x,t) definida en R que satisface

w = kAu t>00<x<L
(1.3.2)
u(z,0) = f(x) 0<z<IL,
donde f es una funcién dada y satisface las condiciones de borde
u(0,t) = u(L,t) = 0.
Lo anterior se puede resumir como
uy = kAu t>0, O0<x<lL
u(0,t) = u(L,t) =0 t >0, (1.3.3)

u(z,0) = f(x) 0<z<L
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Este tipo de problemas recibe el nombre de problema con wvalores iniciales y de frontera.

Volviendo al ejemplo de la ecuacion del calor, buscamos soluciones estacionarias, es decir,
que no dependen del tiempo. Entonces u; = 0 y de esta manera Au = 0. Es decir, la ecuacion de
Laplace puede ser interpretada como la ecuacion de una conduccién de calor estacionaria. Si en
(1.1.5) se buscan soluciones estacionarias como antes, las ecuaciones verificarian —Au = F(z).
Dicha ecuacién corresponde a la ecuacién de Poisson. Por lo tanto la ecuacion de Laplace es la
ecuacion homogénea correspondiente a la ecuacion de Poisson.

Por lo tanto, en un dominio U C R" se tiene

Au = F(x), xelU
(1.3.4)
u= f(x), x € U,

que corresponde al problema de Dirichlet.

1.4. Variable Compleja

1.4.1. Funciones Analiticas. Las condiciones de Cauchy-Riemann

Dedicamos esta seccién a introducir conceptos basicos relacionados con los niimeros comple-
jos junto con algunos resultados analiticos y topoldgicos que vamos a necesitar mas adelante.
Recordemos que los nimeros complejos son de la forma z = = 4 iy, donde = e y son nimeros
reales. Los nimeros reales x e y de la expresion anterior estan univocamente determinados por
el numero complejo z. Corresponden a la parte real (Rz) y parte imaginaria (3z) de z. Esta
unicidad permite identificar el cuerpo C de los ntimeros complejos con el espacio R?, asociando
a cada numero x + iy el par ordenado (z,y). Esta es la interpretacién geométrica de C. como
el conjunto de todos los puntos de un plano coordenado.

La norma euclidea en R? se corresponde con el médulo de un nimero complejo

2] = o+ ig] = Vo 2

Consideraremos a C como espacio topoldgico con la topologia usual de R?, que es la topo-
logia dada por el modulo, o también la topologia producto inducida por R.

Es usual llamar discos a lo que en la teoria general de espacios métricos se llaman bolas.

Usaremos la notacién
D(zp,€) ={z € C: |z — 2| < ¢€}.

Los discos cerrados los expresaremos como las clausuras de los discos abiertos, esto es,

D(zp,€) ={z € C: |z — 2| < €}.

Definicién 1.4.1. Un conjunto €2 es conexo si un par de puntos cualesquiera del conjunto se
pueden unir por un camino formado por segmentos rectos (camino poligonal) cuyos puntos estan
en €. Si un conjunto es abierto y conexo se le llama region o dominio.
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Para resultados utilizados en este trabajo, conviene extender el plano complejo C agregandole
un punto infinito, con lo que obtenemos el espacio compacto C* = CU{co}, donde los entornos
abiertos de oo son los complementarios de los subconjuntos compactos de C.

En coordenadas polares, todo nimero z = x + iy # 0 se caracteriza por el médulo r = |z|,
y el argumento 6, que se define mediante férmulas

xr =rsind, y =rcosé.

Se escribe § = arg z. Dados el mdulo r y el argumento # de un nimer complejo z, lo podemos
expresar como z = rcosf + rsinf. Como es sabido, el argumento no estd defnido de manera
Unica, ya que 0 — 2w, 0 4+ 2w, y en general, 6§ + 2kw, donde k es cualquier niimero entero,
representan el mismo angulo que 6.

Definicién 1.4.2. Sea f : ) — C una funcién, con 2 C C un abierto y z € 2. Si el limite

o fEE) — £(2)
h—0 h

existe, entonces este limite se denota f’(2). En tal caso se dice que f es diferenciable en z. Si el
limite existe para todo z perteneciente a €1, diremos que f es diferenciable en €.

Proposicion 1.4.3. Si f : Q0 — C es diferenciable en a € €0, entonces [ es continua en §2.

Demostracion. En efecto,

= [f'(a)]-0
0.

O

Proposicién 1.4.4. Si f: Q — C es diferenciable en z y es de la forma f = u + iv, entonces
Ouf y Oy f existen y satisfacen la ecuacion de Cauchy-Riemann

ou v
or Oy’
ou v
oy Oz

Demostracion. Primero supongamos que h — 0 es real, entonces

h h oxr’

Por otra parte, supongamos que h = i1, con 1 en R luego

fleth) = fz) _ floytn) = fley)  0f1

h in oy 1
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Como f es diferenciable en z el limite tiene que ser el mismo sin importar el camino que se
tome, y por lo tanto

0r _ 05
oy Oz
Ademas, como f = u + v, entonces
Ju Ov

— ti =1 @—H@
oy oy \O0xr Ox)’

luego igualando las partes real e imaginaria

ou  Ov
or Oy’
ou v
dy Oz

]

Teorema 1.4.5. Sean u y v funciones reales definidas en una region ) y suponga que u y v
tienen derivadas parciales continuas. Entonces f : Q — C definida por f(z) = u(z) + iv(z) es
analitica st y solo st u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que son dadas por

ou Ov ov ou

%:8_3/ Y 3x:_8_y'

Demostracion. Sea f una funcién analitica y sean u(z,y) = Rf(z + iy), v(v,y) = Sf(x + iy)
para x + iy € (2. Vamos a evaluar el limite

lim flz+2) — f(2)

z0—0 ZO

de dos maneras distintas. Por un lado

F(z) = lm  lim QEET0yFy0) —uly) Fiv(e v,y + o) — i@, y)

z0—0  yo—0 To + 1Yo

— lm U(l’—i—:ﬂo,y) —U(Z‘,y) +iU($+.’EO’y> —iU(SE,y)
xro—0 Zo
Ju v

De manera analoga se obtiene

0 0
f(z) = —ia—ZW) + 8—Z<x,y>.

Estas dos expresiones para f’(z) concuerdan si y sélo si las siguientes ecuaciones se verifican en
(. y),

ou B ov ov ou

g—a—ya y %——a—y,



CAPITULO 1. TEORIA CLASICA 12

es decir, si satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
En el otro sentido, supongamos que u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy Riemann. Pro-
baremos que las derivadas parciales de u y v son continuas. En efecto, sea = + iy € Q y sea
B(z,7r) C Q. Si 29 € B(0,r), entonces

w(x 4 o,y + o) — ulz,y) = [u(x + 20,y + yo) — u(x,y + yo)] + [u(z,y + y0) — u(z,y)].

Aplicando el teorema del valor medio para la derivada de una funcién en una variable para
cada una de las expresiones entre corchetes, obtenemos para cada xy + iyg en B(0,r) nimeros
x1, yp talesque zy < x ey <y, y

{ w(x + 1o,y + o) —u(r,y +vo) = u(x+ 21,9+ Y0)To (14.1)
u(z,y +yo) — u(z,y) = uylz,y+y1)yo.
Sea

D0, y0) = [u(x + z0,y + yo) — u(z,y)] — [ua(z,y)x0 + Yy (2, Y)y0),

entonces de (1.4.1) se obtiene que

¢($0,y0) Zo
A — N UL\ T + 2 3 + Up \ T, +
o + it xOJﬂyO[ ( 1Y yo) ( y)]

Yo
To + 1Yo

[Uy(l’, ) + yl) - uy(x7 y)]

Notemos que |zo| < |xo + %ol |yo| < |xo + iyol, |y1] < |yo| ¥ |z1| < |z0|. Ademds como u, y
u, son continuas, entonces

lm <Z5(170> yo)

) = 0. (1.4.2)
zo+iyo—0 Ty + 1Yo

Por lo tanto,

u( + 0,y + y0) — ul®,y) = (2, y)w0 + y (2, y)Yo + ¢(20, Yo),
donde ¢(zq, yo) satisface (1.4.2).

Calculos similares prueban que

V(T + 20,y + yo) — v(7,y) = va(x,y) 0 + vy (T, Y)Y + V(T0, Y0),

donde v verifica

lfm w(ﬂfo, Z/o)

: 2L —0. (1.4.3)
zo+iyo—0 Lo + 1Yo

Usando la hipétesis de que u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann podemos ver que

f(Z + ZO) - f(Z) _ Ux(Z) + Z’UI(Z) _ (]5(130,2/0) + ”-lb(l'o,yo)
20 ZTo + 1Yo

Por (1.4.2) y (1.4.3), f es diferenciable y f'(2) = u,(2) +iv,(z). Como u, y v, son continuas,
f" es continua y f es analitica. m
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Definicién 1.4.6. Sea f : 2 — C una funcién, con 2 C C un abierto, entonces f es analitica
en z € () si es diferenciable en una vecindad de z. Asi mismo, si K§2, diremos que f es analitica
en K si es diferenciable en un abierto que contiene a K.

Definicién 1.4.7. Una funcién f : 2 — C es analitica si es continuamente diferenciable en ).

Exponencial Compleja

Vamos a extender la conocida funcién exponencial a una funciéon de variable compleja.
Queremos una funcién entera que cumpla

[zt 22) = f(21) f(22), (1.4.4)
flx) =e", para todo z €R (1.4.5)

Para que se cumpla (1.4.4) y (1.4.5) ), debemos tener entonces

f(2) = [z +iy) = f(2)f(iy) = " [ (iy).
Definiendo f(iy) = u(y) + iv(y), tenemos que

f(2) = e"uly) +ie"v(y).

Para que f sea analitica necesitamos que se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann,
y por lo tanto u(y) = v'(y), y v (y) = —v(y), con lo que tenemos que u” = —u, entonces
consideraremos

u(y) = acosy + [siny

v(y) = —u'(y) = —Bcosy + asiny

Por la condicién (1.4.5) tenemos que u(0) = a =1, y v(0) = —5 = 0, con lo que concluimos
que
e” = " = e% cosy + ie” siny
En general, e* tiene las mismas propiedades que la funcién exponencial real e®, entre ellas
st = ef1e?2 y |e*| = e, Lo anterior nos dice que e* = 0 no tiene solucién en el plano complejo.
Ademés, por la definicién de la exponencial compleja, uno de los valores que toma arg(e?) es y,
donde en general
arg(e®) =y + 2km, keZ

son los valores que toma el dngulo en su forma polar, de modo que el argumento de e* se
determina hasta una constante aditiva 2k, por la parte imaginaria de z. Definimos el argumento
principal de z, denotado por Arg z, como el tinico angulo § € (—7, 7] tal que z = |z]e?; dicho
de otro modo,

Argz={0,: -1 <0, <} (1.4.6)

Aunque e® no es una funcién periédica de z, e* varia periddicamente a medida que nos
movemos en el plano z a lo largo de cualquier linea recta paralela al eje y. Por lo tanto e* es
periédica con periodo imaginario 27i.

Logaritmo complejo
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Al igual que el logaritmo natural real, se define el logaritmo complejo como una funcién
inversa de la funciéon exponencial compleja.
Sean z y w dos nimeros complejos. Se dice que w es un valor del logaritmo de z si

e’ =z (1.4.7)

Vamos a derivar una férmula para encontrar todos los logaritmos de z. Para ello,
sea w = u + iv. Entonces e = e%e", y (1.4.7) se reduce al sistema de dos ecuaciones

e’ = |z|, v=arg(z) ( mdbd 2r)
Luego z no puede ser nulo y u = log |z|. Obtenemos la férmula
log z = log | 2| + i(arg z + 2km7), kelZ

Por una rama de una funcién con multiples valores f definida sobre un subconjunto D
del plano complejo, entendemos una funcion f , definida sobre un subconjunto D de D que es
continua y tiene la siguiente propiedad: para todo z € D, f(z) es uno de los valores de f(z).

Vamos a ver como podemos definir las ramas del logaritmo.

Sea T un numero real fijo. La funcién w — exp(w) es uno a uno sobre la banda horizontal

H,={weC:Qwe(r,7+2m)}

y envia este conjunto sobre

FT:C—{z:re”:TZO}

(el plano complejo menos un rayo). Es claro que (expy )'(z) es uno de los valores de log(z).
Es decir, poniendo
(Log 2), = (expy )~ '(2), z € F;

obtenemos una de las ramas del logaritmo, definida en el sector F, . Podemos definir también
la rama del argumento arg z segun la siguiente regla: arg_z esté definido para todo z € F y es
el valor del argumento arg z tal que

T <arg. (z) < T+ 2.

A veces se define también arg, (re”) = 7, r > 0. Con ello elegimos el tinico valor del
argumento para todo z # 0, que satisface

T <arg.(z) < T+ 2.
Como (Logz), toma sus valores en H,, se cumple la férmula
(Log z), = log |z| + i arg, (2), z € F;.
La rama

(Log z) = (Logz)x,

definida sobre C — {z € R : x < 0}, se llama la rama principal de logaritmo.
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Ejemplo 1.4.8. La funcion e es analitica. En efecto, sean
u—+iv = e’ cosy + ie” siny,

donde u = Re®* = e cosy y v = Je* = e?siny. Las funciones u y v tienen primeras derivadas
parciales

que claramente son continuas en el plano. Luego u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann,

ou Ov ou  Ov

dr — dy’ dy  Or’

para todo (x, y) en el plano. Por lo tanto e es analitica para todo z.

Definicién 1.4.9. Sea €2 un conjunto abierto y conexo de C y f : {2 — C una funcién continua
tal que z = exp(f(z)) para todo z € Q, entonces f es una rama del logaritmo.

Proposicion 1.4.10. §i 2 C C es un conjunto abierto y conexo, y f es una rama de logz en
Q, entonces la totalidad de las ramas del log z son funciones f(z) + 2kwi, k € Z.

Demostracion. Sea f una rama del log 2z dada en un conjunto conexo () y sea k un ntmero
entero. Sea g(z) = f(z) + 2kmi. Luego expg(z) = exp f(z) = z, entonces ¢g también es una
rama de log z. Reciprocamente, si f y g son ramas de log z, entonces para todo z en € se tiene
que f(z) = g(z) + 2kmi para algun entero k, donde k depende de z. Ademas el mismo entero k
funciona para todo z en 2. En efecto, si

h(2) = 5=1(2) = 9(2))

entonces h es continua en Q y h(2) C Z. Como 2 es conexo, h(2) también lo es. Por lo tanto,
existe k en Z tal que f(z) + 2kmi = g(z), para todo z € Q. ]

Proposiciéon 1.4.11. Sean A y B subconjuntos abiertos de C. Suponga que f : A — C y
g : B — C son funciones continuas tales que f(A) C B y g(f(2)) = z para todo z € A. Si g es
diferenciable y ¢'(z) # 0, entonces f es diferenciable y

Si g es analitica, f también lo es.

Demostracion. Sea a € A fijoy h € Ctal que h #0y a+ h € A. Por lo tanto a = g(f(a)) y
a+h=g(f(a+ h)) implica que f(a) # f(a+ h). Ademés

| llath) = gf(@)

N h
g(fla+h))—g(f(a)) fla+h)— f(a)
) — f(a) h '

fla+h
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Ahora el limite del lado izquierdo es 1, pués h > 0, asi que el limite del lado derecho existe.
Como

lim[f(a + h) — f(a)] = 0,

L glf(at ) = g(f(@)

- g
h—0  fla+h)— f(a)

Por lo tanto, obtenemos que

= 4'(f(a)).

@t h) = (@)

h—0 h

existe, ya que ¢'(f(a)) # 0, y 1 = ¢'(f(a)) f'(a).
Por lo tanto, f/(z) = [¢'(f(2))]~!. Si g es analitica, ¢’ es continua y esto da que f es analitica. [

Corolario 1.4.12. Una rama de la funcién logaritmo es analitica y su derivada es 271

Designamos la rama particular del logaritmo definido anteriormente en C — {z : z < 0} co-
mo la rama principal del logaritmo. Si escribimos log z como una funcién siempre lo tomaremos
como la rama principal del logaritmo a menos que se indique lo contrario.

1.4.2. Integracion

A continuacién daremos una breve descripcion de las integrales de lineas y caracterizaremos
los dominios simplemente conexos.

Definicién 1.4.13. Una funcién v : [a,b] — C, se dice de variacién acotada si existe una
constante M > 0 tal que para cualquier particién P = {a =ty <t; < ... <t, = b} de [a,b] se
tiene

v(y; P) = (te) = v(tea)| < M
k=1
La variacién total de v, V(7) estd definida por
V(y) = sup{v(y; P) : P es una particiéon de |a, b|}.

Definicién 1.4.14. Una funci’on de la forma z(t) = z(t) + iy(t) con a < t < b se dice
diferenciable por pedazos si existe una particién a < a; < as... < a, < b tal que z, y son de
clase C' en [a, ai], [a1, as], ..., [an, b].En este caso nos referiremos a la funcién como curva, notar
que el camino definido por la curva define siempre un conjunto compacto.

Proposicién 1.4.15. Sea v : [a,b] — C suave por pedazos, entonces v es una variacion acotada
Y

b
vww:/|¢@uw

Definicién 1.4.16. Si~y : [a,b] — C es suave por pedazos y f[a,b] — C es una fincién continua,

entonces
b b
| rar= [ s a
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Definicién 1.4.17. Diremos que z es una curva rectificable si z es de variaciéon acotada. Si
ademas la curva z(t) cumple que 2/(t) = 2/(¢) + y'(f) # 0 excepto tal vez en un numero finito
de puntos, diremos que la curva es suave.

Definicién 1.4.18. Si v : [a,b] — C es una curva rectificable y f es una funcién continua sobre
la curva 7y, entonces la (integral de linea) de f sobre v estd definida por

b
/ (1)) (1),

Esta integral de linea tambien se denota por f7 f= f7 f(2)d-=.

Lema 1.4.19. Sea A un conjunto abierto en C, v : [a,b] — C un camino rectificable, y f : A —
C una funcion continua, entonces para todo € > 0 existe un camino poligonal I' en A tal que

L(a) =7(a), T(0) =~(0), y | [, f = o fl <e.

Teorema 1.4.20. Sea €2 un abierto en C y v una curva rectificable en ) cuyos puntos iniciales
son a y b respectivamente. St f : 0 — C es una funcion continua cuya primitiva es F: Q — C,
entonces

lf — F(b) - Fla).

Definicién 1.4.21. Sea f : [a,b] — C una funcién continua. Se define

/abf(t)dt:/ab%f(t)dtﬂ'/b%f(t)dt

a
Definicién 1.4.22. Sea G un dominio en C. Decimos que G es simplemente conezxo si para
toda curva cerrada simple v contenida en G, el interior de v también esta contenido en G.

Teorema 1.4.23. Sea G C C en un dominio simplemente conexo . Entonces para cualquier
punto zy contenido en el interior de G y para cualquier camino ~y cerrado simple también con-
tenido en el interior de G que contenga al punto se tiene:

_ 1 [ f)
f(Zo) = 2—7” . Z——zodz

Como consecuencia tenemos que :

Teorema 1.4.24 (Cauchy). Sean G un dominio simplemente conezo y f : G — C una funcion

analitica en G. Entonces
/ f(2)dz=0
.

para toda curva cerrada y Ct a trozos .

Teorema 1.4.25. Sean G un dominio y f : G — C una funcion derivable en G. Sean z € {v}
y v una curva de Jordan C' a trozos, orientada porsitivamente y contenida en G de manera
que z € {v} C S. Entonces f es derivable infinitas veces en z y ademds

finl(z) = n_‘/ e Ji(lj))n_ﬂ dw, n e N.

- omi
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Una funcién f(z) definida sobre un abierto G de C se dird analitica en zy € G si existe una
serie de potencias tales que

o0
Z an(z — 29)", para todoz € G.

n=0

Teorema 1.4.26. Sean G C C un conjunto abierto y f : G — C una funcion deriwable. Sean
20 € G yr >0 tales que D(zp,7) C A. Entonces

< ffnl(,
:Zf n(l s o)
n=0 )

converge absolutamente sobre D(zg,T).

Proposicién 1.4.27. Sea ¢[a,b] x [c,d] — C una funcidn continua y sea g : [c,d] — C definida

por
b
= / o(s,t)ds
99

entonces g es continua. Ademds, si 57 exviste y es continua en [a,b] x [c,d], entonces g es
continuamente diferenciable y
" 0¢

5 (1) ds. (1.4.8)

g'(t) =

a

Lema 1.4.28. Sea Q2 un abierto en C, v un curva rectificable en Q. Suponga que ¢ : {7} xQ — C
es una funcion continua y sea g : ) — C definida por

— [ygb(ugz) dw

entonces g es continua. Ademds, si 8‘5 existe y es continua en {y} X Q, entonces g es analitica
/ 0
g (z) = 8¢ (w, z) dw. (1.4.9)

El siguiente resultado, aunque muy importante, es transitorio. Veremos un un resultado
mucho més general que esta Férmula integral de Cauchy; una féormula que es uno de los hechos
esenciales de la teoria.

Proposicion 1.4.29. Sea f : Q@ — C una funcidn analitica y suponga que existe v > 0,
Bla,r) C Q. Sivy(t) =a+re?, 0 <r < 2m, entonces

7w

2w Jy w—z

f(z)—

para |z —al <.
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Proposicién 1.4.30. Sea [ una funcion analitica en el disco D(z, R) y suponga que vy es una
curva rectificable cerrada en D(z, R). Entonces

lf_o.

Toda funcién analitica en un punto 2y es infinitamente diferenciable, luego podemos consi-
derar su serie de Taylor

00 kZO
TG PRACOTRNT

k
k=0

Teorema 1.4.31. Sea f : D(zy, R) — C una funcion analitica. Entonces

fe) = Ay

para todo z € D(zp, R).

Teorema 1.4.32 (Principio del Médulo Maximo). Sean 2 una region del plano y f : Q@ — C
una funcion analitica tal que f(z) < f(a) para todo a € Q, entonces f es constante.

Definicién 1.4.33. Si 2 es un conjunto abierto en C y (X, d) es un espacio metrico completo,
denotamos por C(£2, X) al conjunto de todas las funciones continuas de 2 en X.

El conjunto C(£2, X) es no vacio pués siempre contiene a las funciones constantes.
Proposicién 1.4.34. El espacio metrico C(2, X) es completo.

Definicién 1.4.35. Sea  un subconjunto abierto del plano. Si H(G) es el conjunto de las
funciones analiticas en ), podemos considerar H(2) como un subconjunto de C'(2, X).

Corolario 1.4.36. H(G) es un espacio metrico completo.

Corolario 1.4.37. Si f, : @ — C es una sucesién de funciones analiticas y >~ fn(2) converge
uniformemente en compactos a f(z), entonces

By =) ).

En lo anterior hemos sustituido la hipo6tesis de convexidad sobre el dominio de la funcién
en el teorema de Cauchy por una hipotesis especifica sobre el arco de integracion. Sin embargo,
en muchos contextos tedricos necesitamos garantizar que una funcién tiene integral nula a lo
largo de cualquier arco contenido en su dominio. La convexidad del mismo es una condicién
suficiente, pero no necesaria. Sucede que los abiertos €2 con la propiedad de que todos los arcos
(o incluso ciclos) contenidos en {2 cumplen la hipétesis del teorema de Cauchy admiten una
caracterizacion topologica muy simple:

Definicién 1.4.38. Un abierto 2 C C* es simplemente conexo si C>* — ) es conexo.
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Para relacionar esta propiedad con el teorema de Cauchy necesitamos el siguiente resultado
técnico

Teorema 1.4.39. Sean A y B cerrados disjuntos en C* de modo que oo # A . Entonces eziste
un arco cerrado vy tal que tal que

1. yN(AUB) =10

2. Para todo z en A:

1 1
b dwzl,
271 S W= 2
3. Para todo z € B, z # o0
1 1
— dw = 0.

2mi J,w — z
El siguente teorema sera de gran utilidad a lo largo del capitulo 3.
Teorema 1.4.40. Sea G un subconjunto simplemente conexo de C. Entonces son equivalentes
1. G es simplemente conezo.
n(v,a) = 0 para toda curva cerada rectificable v en G y todo punto a en C — G.
Co — G es conexo.

Para cualquier f en H(G) eziste una sucesion de polinomios que convergen a f en H(G).

Para cualquier f en H(G) y cualquier curva cerrada ractificable v en G,

/szo.

6. Toda funcion f en H(G) tiene primitiva.

7. Para cualquier f en H(G) tal que f(z) # 0 para todo z en G, eziste g en H(G) tal que
f(z) = exp(g(2)).

8. Para cualquier f en H(G) tal que f(z) # 0 para todo z en G existe g en H(G) tal que
f(z) = [g(2))*.

9. G es homeomorfo al disco unitario.

10. St v : G — R es armonica entonces existe otra funcion armonica v : G — R tal que
f =u-+1iv es analitica en G.

Demostracion. Ver capitulo 8 de [2]. O



Capitulo 2

El Problema de Dirichlet para la
ecuacion de Laplace en R": Soluciones
Clasicas

2.1. Identidades de Green

Como consecuencia del teorema de la divergencia de Gauss, obtenemos las identidades de
Green, las cuales serdn ttiles en la bisqueda de soluciones.

Sea €y un dominio acotado de R™ con borde 9, de clase C!, y sea n el vector unitario
normal exterior a 9¢). Para cualquier campo w en C°(Qy) N C(£)y), se tiene que

/ div(w)dx:/ w - ndo, (2.1.1)
Q() BQO

donde do denota el drea (n — 1) dimensional en 9. En particular, si u € C*(Qy) N C?(Q),
tomando w = Vu en (2.1.1), se tiene

Audx = Vu - ndo = %da
Qo I o9 O

Proposicién 2.1.1 (Primera Identidad de Green). Sean u € C2(Q) y v € C(Q), entonces

ou

/Q o(z) Au(z)dz = /8 o) 5 (@)do(z) - /Q (A, Av)da (2.1.2)

donde 0X) es la frontera de ), n es la normal exterior y do es el elemento de drea sobre Of)

Demostracion. Sean u € C*(Q) y v € C(Q). Entonces

21
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div(uAv) = div((vug,, ..., vuy,))
B zn: d(vuy,)

i=1

N Ox; Ox; U022

i=1 7

= E Uziuwi"i‘UE Uz,
i=1 i=1

= VoVu +vAu.

Aplicando el teorema de la divergencia tenemos que

/Qdiv(vVu)da: = /(m(vVu,n)da(a:)

/(Vqu—{—vAu)dx = / va—uda()
Q 0 377

/ vAudr = v—da / VuVdz,
Q oo On
que es lo que queriamos demostrar. Il

Proposicién 2.1.2 (Segunda Identidad de Green). Sean u y v en C2(f2), entonces

ou ov
/Q(v(x)Au(x)—u(m)Av(z))dx:/ (v(z )0_77_u( )an)da( x), (2.1.3)

o0N

donde 0N) es la frontera de €2, n es la normal exterior y do es el elemento de drea sobre OS2.

Demostracion. Sean u y v en C%(Q). Por la primera identidad de Green obtenemos,

/QU(:C)AU(x)dx:/ oz )25( Vo (z) — AQ(VU,VU)CM (2.1.4)

0
/ u(z)Av(z)dr = / u(z) U( Ydo(x) — / (Vou, Vu)dx (2.1.5)
Q a0 on aQ
Restando estas dos expresiones tenemos la identidad requerida. Il

Observacion 2.1.3. Considere el problema de Dirichlet

Nu=0 s1 €0

u=¢ si x € .

Notemos que si u es solucién y v = 1 en la primera identidad de Green, tenemos que
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@da = 0.
a0 On

Proposicién 2.1.4 (Tercera Identidad de Green). Sea u € C%(Q) y & € Q, entonces

ou ov
wo--[ (v<|a: — €5 — ula) Sl - a)) do(w)+ [ oo — ) ula)ds

donde v es la solucion fundamental definida anteriormente.

Demostracion. Como v no cumple las condiciones de las hipdtesis de las identidades de Green,
procedemos como sigue. Sea €2, = QN B,(§), entonces utilizando la segunda identidad de Green,
obtenemos,

ou ov
/ ol = € u) dr = / (v<|x—5|>8—n<x>—u(x)a—nux—a)) do(e).  (2.16)

o0,
Ahora si analizamos esta ecuacion tenemos:

1. /Q U(|$—§|)Au(x)dx»p—_)0>/Qv(|x—§|)Au(x)dx.

P

En efecto,

| vl = ehau@)dr = [ vz =) duta)in, @) do

P

donde

1, sixz € dq,,
g, = . ’
g 0, siz#dq,.

Ademas, para todo x en € se tiene,

C

[v(lz = &) Au(x)dq, ()] < =t

> e ——— A .

Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, se tiene la integrabilidad de

lv(|lz — &) Au(z)dg, (7)], pués — es integrable. Entonces

|z — ¢
iig(l)/g v(|x—§|)Au(9§)dx:/Qv(|x—§|)Au(z)dx.
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ou
2. /asp@ olfe = §) 5@ do(a) = 0.

En efecto,

9B, (&)
= / Au(x)d

(n = 2)Wop™2 Jop, )
cp”
P cp m 0

i ov

3. lim u(z)=—(|lz — &) do(x) = u(f).
20 Joye) O

En efecto, como

E)v 1
/6'Bp(£) u(m)a_n(’x &l dola) = W, pn—t /Bp@) ule) do(z),

entonces

1 1
‘Wnpnl /{)Bp(g)U(x)da(x)—U(f)' = ‘Wnpnl /aBp(g)(U(ﬂf)—u(é“))dd(ﬂf)
1
- d
< Wnpn_lxez%lj(g)luw) u(é)] - o(x)
= sup Ju(z) —u(§)] — 0,
€D, (€) =

dado que u es continua.
Ahora si tomamos p — 0 en (2.1.6) y en virtud de los cdlculos anteriores obtenemos la
expresion:

ule) = / e —s|>§—j;<x> —u<x>g—; do(x) + / o]z — &) Au(z) d.

Los mismos argumentos son validos si sustituimos v(|z — £|) por una funcién

Gz, &) = v(lz = &]) + o(x, E),

tal que para cada & € Q fijo y € 99 se tenga G(z,£) = 0, donde ¢(z,&) es una funcién
armonica, es decir, A¢ = 0. Entonces vale la identidad



CAPITULO 2. DIRICHLET PARA LAPLACE 25

w9 = - [ (6005w -G w.9) dota) + / G, &) Du(z) da
oG

_/(mu(a:)anxfda /Gm{Au

pues por la segunda identidad de Green obtenemos,

ou ¢
A dr — — — do =
Jroweonin= [ (o5 =55) 4o =0

Por lo tanto para resolver el problema de Dirichlet

—/Au=F, x e

u=f, x € 0f)

sOlo necesitamos resolver:

o(z,8) = —v(lz =¢&[), xe0Q
De esta forma, obtenemos

oG
ue) = [ @5 @9 doo) - / Gz, €)F(z) de

El problema en una region arbltrarla es altamente no trivial.

2.2. El Problema de Dirichlet en una bola de R"

De acuerdo con las identidades vistas en el capitulo 1 debemos encontrar para cada x fijo
una solucién de la ecuacién

Ay¢($ay) = 07 |?/’ < R

oz, y) = W, lyl =
Ensayemos una solucén del tipo:

1 k

¢(z,9) = Wan—2) Az —y

|n_2; Az # 1y,

donde k, A dependen eventualmente de x. Ahora por las condiciones de contorno se tiene

1 k

@ —yI"2 Az — oy




CAPITULO 2. DIRICHLET PARA LAPLACE 26

6 bien, s |z — y|2 = |z — y|2, que desarrollando queda

k=2 (| = 2@z, y) + [yl?) = N2|af® — 20 (2, y) + [y[*.
Reemplazando |y| = R resulta,

(1= k7o) R? = (k77 = N[ — 20\ — k77) (2, y),

y para A = k:%, resulta
(1 =NR* = (A= N[z,

de donde, o bien A =1, o bien A = %. El valor A = 1 se descarta, en este caso, no se tendria

Ar # y para |y| < R.
2 .
El otro valor da que, como % > 1, se tiene que

R2
|_

]2

R

x| = Rl—|> R,
|z

por tanto cualquiera que sea |y| < R, se tiene

R2
Wﬂﬂ # .

()

Entonces la correspondiente funcién ¢(x,y) viene dada por:

oo = i, (1)

Asi, la funcion de Green toma la forma

2—n
1 {|$ - y|2_n - <|%>

(n—2)W,

Como \ = k’ﬁ resulta

R2 2—n

[

2—n
‘x%x—y‘ }, x#0

G(z,y) = — (2.2.1)

|y|27n - Ran; =0
La ultima expresion se deduce ya que

1

2—n
(n— 2)WnR '

0(0,y) =

Como nuestro objetivo es resolver el Problema de Dirichlet

Au =0, x €€,

u=f x € 0f).
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entonces, aplicando la tercera identidad de Green tenemos,

oG

= [ s doly)
dBr(0) 9Ty

Ahora calculamos el kernel de Poisson % cuando |y| = R.

Derivando en (2.2.1) tenemos,

V,6(e.0) =~ 3 [l o - - (1) [
xr = —— xr — Ti —VY;) — —_— —Y; €;.
) 7y Wn — y y R ‘:CP y
Luego, como estamos considerando el problema
Dyo(x,y) =0, si |yl <R
¢(I7y) = Wn(;,—2) ‘x_y1|n—2a si |y| =R
y G(z,y) = 0 si |y| = R, entonces
| | |z| | Rz
r—yl=""7|—5 — Y|
R | |z|

sustituyendo en V,G(x,y), obtenemos que

L @) 2]\ * [ Rz .
VyG(fE,y) - W, ; <|$ —y|7 (R EE vi | |z —y| €;

D )
= e A Ti —Yi — Ty ™ —55Yi)Ei

i=1
-1 " (x> - R?
= Wn|x — y|n ; ( R2 Yi€;
R2 _ |x|2 n
Ademas, como la normal a la esfera es

1
n= E(?Jh--wﬁ%%

entonces, la derivada normal de la funcién de Green esta dada por

g_ij(x,y) = <VyG(x,y);77y>

B 1 R? — |z|? Z”:y_2
Wz -y R? — R

Si ahora reemplazamos en (2.2.2) es natural el siguiente resultado.

27

(2.2.2)
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Teorema 2.2.1. Sea f una funcion continua en la esfera Sp = {y € R" : |y| = R}. Si se
define:

R2 _ 2
i/ W) ~do(y), si |z[<R
BWa - Jyjer £ =] (2.2.3)

f(x)> Sl ‘x| =R,

entonces u es continua en |z] < R yu € C™ en |z| < R, siendo ademds solucion del problema

u(z) =

Au(x) =0, si |z|<R
ulw) = f(z), si || =R
Demostracion. Si |z| < R, entonces u € C*. En efecto, si |z| < R se tiene

e C™ si lyy=R y |z|]<R,

por lo que podemos derivar reiteradas veces en (2.2.3). Por otra parte, por la construccién
hecha, el nicleo de Poisson verifica la ecuacién de Laplace en el interior de la bola de radio R.
En efecto,

_ R? — |af
20 = g, [, 00 (i) o0
ol R T RS R E0)
! 2 —n—2 —n—2 p2
- RW, ‘y|:Rf(y) [R°(2n|z —y| ) — 2n|z —y| R do(y)

= 0.

Por tltimo, probemos que u € C? en |z| = R. Consideremos z, tal que |zo| = Ry sea p > 0.
Definamos

E, =1y :lyl = B |zo =yl > p},
entonces si [z| < R, |rg —y| < §. Obtenemos para cada y € E,:

2=yl 2 Iy — 2ol — & = 20| > £,
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lo que implica que:

1 (R [af? (R+|z)(R—|a]) [ doly)
/Ep RW, ( EENE ) 4o (y) RW, 5, Je—yl"

2R(R — |z]) do(y)

IN

<
> RWn E, |1' — y|n
2R(R — |z|) (2\"
< B () [, e
2R(R — |z|) (2\" o
< (5)
— gn+l (R —|z) <§)n1
p p ’
por lo que:
— 1 R* — |z)?
lu(z) = flzo)| = W Sy Wf(y) do(y) — f (o)
1 R? — |;{;|2 f(z()) R? _ |$|2
= |— Lm =T d ~ fl@o) ;
BWo Jiy=r |z —y|" J(y)doly) RW,, /|y|—R |z —y|" o)
1 R2 — |93|2 ‘
= Lm—|r- B J '
RW, Jypon T —ypr VW)~ Tl

Ademads, como f es uniformemente continua en |y| = R, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si
ly1 — y2| < 9, entonces | f(y1) — f(y2)| < 5.
Consideremos A = max{|f(y)| : |y| = R}, y S1 ={y : [yl = R, |y — xo| < p} con p < 4,y
Sy = OBR(0) . S;. Entonces

o) = o)l = | [ G0 Sz dety

IN

1 R? — Jaf?
R, (=i ) 1760 = Faoll oty

1 R? — |x|?

RW,, Js, (

P (M
RW, s,

1 6/ <RQ—\SC|2) \f(xo)!/ (32—|$|2>
— —— ) do(y) + — | do
RW, 2 Jg, \_ |z —y[ ) RW, Js, \ |z —y|" )
e 24 R* — |z|?
- d
2 " ”W, 52<|x—y|”> o)

n+1 _ n—1
<o (2 (R - |2|)R ) |
2 Joik

IN

IN
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y R — |z| = |xo| — |z| < |z — xo|. Ahora si consideramos

2 \2ARr—12n+1

entonces

u(z) = f(zo)| <

n+1 _ n—+1
raa (2RO D)

pn
<

+ - =€

N DN
DN

Por lo tanto, u es continua en |z| < R.
[

La expresién integral (2.2.3) se denomina integral de Poisson de f,y como consecuencia del
teorema anterior se tiene el siguiente resultado de dependencia continua.

Corolario 2.2.2. Si f y f son funciones continuas en |y| = R y u y u son sus respectivas
integrales de Poisson definidas por (2.2.3), entonces

lu(z) —a(z)] < 5&%’9@) — ),

si|z| < R.

Resumiendo, si conocemos explicitamente la funciéon de Green, el problema de Dirichlet esta
resuelto.
2.3. Propiedades de las funciones armoénicas en R"

Consideremos 2 un domimio acotado. Diremos que una funcién « es armonica, si v € C? y

Au=0en .

Proposicion 2.3.1. Sea u una funcion armonica en  C R™ y sea xog € 2. Entonces

[tta; (0)| < suplul,

n
d(l‘g) z€eQ

donde d(zg) = i%fQ|x0 —yl.
ye

Demostracion. Supongamos inicialmente que €2 es una bola con centro en el origen y radio R.
Entonces
1 (B? — |zf)

u(z) = W, Jyn W“(Q) do(y).

Como

O [’ =[zP)] _ (|=* = R)n(x; — yi) — 2xi|lz — y[?
Ox; | |z —yl* | |z — y|nt2 ’
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entonces

|z, (0))]

Por lo tanto,

IN

VAN

n
17 Dntl yiu(y) do(y ’
i vt de
[ oty
WnRTL—I-l lyl=R

n
W, Rn+1 |II‘1a>]§|yz u(y)| R do(y)

wu(y)| R,
i )]

7 |H|1a>§\U( )\mégyi\

n
—max|u
mix(u(y)]

11, (0)] < T miix|u(y)|.

Ryl=r

31

(2.3.1)

Ahora volviendo a nuestro problema original consideremos zy € €2 y denotemos por d(zy)
la distancia de zy al borde de . Aplicando (2.3.1) a la bola de radio a < d(zy) con centro o,

tenemos:

1, (0)] < = mix Ju(y)].

a yEaBa(;Uo)

Por 1ltimo, tomando el limite cuando a — d(zy), obtenemos:

|uz; (0)] <

ngsg'u(y)"

]

Proposicién 2.3.2. Sea 2 C R" un dominio acotado y {uy, }nen sucesion de funciones armaoni-
cas uniformemente acotadas, es decir,

Entonces, si K C ) es un compacto, existe una subsusecion que converge en K.

supluy, (r)| < M, n € N.
e

Demostracion. Vamos a probar que {u, },en s una sucesién equicontinua de funciones y luego
aplicando el teorema de Arzela-Ascoli obtendremos el resultado deseado. En efecto, aplicando
la propiedad anterior tenemos que,
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|Du(z)| = IlnaX|Du( x)v|

[N
B
Q
"
" i
El
=
&
&

< e aQ>sup|u |maXZ|az

n2

< —_— .
< d(x,aQ)fféS‘uw

Ahora consideremos K C €2 compacto. Dado € > 0, existe § > 0 tal que si |z — y| < § con
z,y € K. Aplicando el teorema del valor medio y tomando ¢ € K, tenemos que d(K,0€) <
d(§,09) y asi,

2

n
_ < - _
) = 1a0)| £ sl DU~y
nQ
<
= d(K,&Q)Ma<E’
ed(K, 00)

donde basta considerar 0 < § < -
n?m

Como esto es dado para todo n, tenemos que {u,}n,ez €s una sucesion equicontinua en K.
Ahora aplicando el teorema de Arzela-Ascoli obtenemos el resultado deseado. O]

Definicién 2.3.3. Sea v € C'(2). Diremos qge v satisface la propiedad de la media en €2, si para
cada r > 0 tal que B(z,r) C €, se verifica

o) = s [ v doty)

Proposicién 2.3.4. v € C(Q)) satisface la primera propiedad del valor medio, si y solo si,

n

Imwﬁw@www@.

Demostracion. Supongamos que v satisface la primera propiedad del valor medio y sea 0 < p <
T, entonces

v(x) =

Wop o) = [ o) doty)
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Integrando en la ecuacién anterior respecto a p entre 0 y r tenemos,

/OT Wop" tu(z)dp = anv(m)
- [ wwaww)]|
= [ vt

Por lo tanto,

n
o) = s [ o) doty)
Wor™ Jio—yi<r
Reciprocamente, basta considerar la ecuacién (x) para obtener el resultado deseado. Il

Teorema 2.3.5. Sea u una funcion armdnica en ), entonces u verifica la primera propiedad
de la media.

Demostracion. Dado que Au = 0 en €, en particular si B(x,r) C €, utilizando la tercera
identidad de Green obtenemos:

ou ov
W == [ (o=t ~ w3k = €)) dota)

Notemos que

Ou —1 ou
/Iw£=r vl = e, @ don) = s /pcg:r oy (%) do(@)

—1

- /| . AV de

= Au(z) dr.
(n - Q)W"Tn_2 lz—¢&l<r ( )

Por otro lado, tenemos que

ov 1
8_7;(’3; —¢&]) = Wt

en |r—¢|=r,

entonces

we) = [ e dote)

1
= e /|$_ylru(x) do(z)
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Proposicién 2.3.6 (Desigualdad de Harnack en una bola). Sea u € C? en |z] < R, u € C en
2] < R, u>0y Au=0 en |x| < R. Entonces, si |x| < R, se tiene que

R"2(R — |z|) R'2(R+ |z])
Rt ) = 1u(0) <u(x) <

< Tl =140 (2.3.2)

Demostracion. En efecto, como u es armonica, entonces u verifica la primera propiedad de la
media, es decir,

1
o) = s [ ul)da),
W™ Jiayi=r
entonces
O = L) (233)
= — u a(y). 3.
U W, Rl R Y Y
Por otra parte, si |y| = R tenemos que
R— |z = y| — [z < [z —y| < |z] + |y| = R+ || (2.3.4)

Ahora aplicando el teorema de Poisson y considerando (2.3.3) y (2.3.4) obtenemos

u(r) =

R? — |z|? u
Ly R
WoR  Jiy=r [z — |

R Jof? u(y)
S TWom /|yR<R—|xr>nd"<y>

B R+ || " ”
- WnR(R—‘l")nfl A/—R (y)d (y)
 (RelDR] 1 .
= R {Wan—l /M v)d @)1
_ (Rl

B

Anélogamente,

R uly)
u(z) = VR /@,:R!x—y!”d(y)

R Jof? u(y)
= Wk A,:R<R—\xr>nd”<y>

B R+ |z| Y >
- TR /| RO
_ RHleDRE] 1 e
= R {anl /|R v)d @)}

(R + |z|)R"2

B
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Por lo tanto,
R2(R — [«]) R2(R + [«])
@ ey — 10 =) < e

como queriamos demostrar. O

Teorema 2.3.7 (Principio del méximo). . Sea 2 un dominio acotado de R™ yu € C*(Q)NC(Q)
verificando Au > 0, entonces el mdximo de u se alcanza en la frontera OS2, es decir,

max u(x) = maxu(y)

z€Q yeSQ
Demostracion. Observemos que una funcién continua v asume su maximo en algin lugar en el
conjunto cerrado y acotado €2. Es claro que

méax u(x) < maxu(y).

e yeoQ
Para probar la otra desigualdad, supongamos que Au > 0 en 2, entonces si u tubiese un
maximo en el interior de €2, la matriz hessiana seria semidefinida negativa y en particular su
traza, pues la matriz hessiana tiene el mismo caracter que su matriz canénica de Jordan y la
traza es invariante bajo matrices similares, la cual es el laplaciano de u. Entonces Au deberia
ser negativo, pues los valores propios son menores o iguales a 0, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto,

max u(r) = maxu(y).

e yeQ
Supongamos ahora que Au = 0. Consideremos la funcién auxiliar v.(z) = u(x) + €|z|*, donde
e > 0, entonces

Av(z) = Au(x) + € > 0,

por el mismo argumento anterior obtenemos que:

méix ve(w) = maxve(y).

Aplicando el limite cuando € — 0 en la ecuacién anterior obtenemos

maxu(zx) = maxu
na (z) midx (y)

]

Corolario 2.3.8 (Principio del minimo). Sea € un dominio acotado de R” y u € C%(Q)NC(Q)
verificando Au < 0, entonces el minimo de u se alcanza en la frontera 0f).

Teorema 2.3.9. Sea u € C(Q) satisfaciendo la condicion de la media en Q. Si eviste o € Q
tal que:
u(zg) = M = méxu(z),
x€f)

entonces u(x) = M, x € Q.
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Demostracion. Sea A = {x € Q : u(x) = M}, entonces A es cerrado, pues es la imagen inversa
de un cerrado bajo una funcién continua, A = u~'(M). Consideremos ahora ¢ € A tal que
B(&,r) C Q para algin r > 0, entonces

1

0= M —u(e) = gz [ On ) dy

lo que implica que
M —u(y) =0, Yy € B¢, r].

Por lo tanto, A es abierto en €, luego A = €.
O

Teorema 2.3.10. Seau € C(Q) wverificando la propiedad de la media en . Entonces u es
armonica en §2.

Demostracion. Sea x € ) y consideremos el siguiente problema:
{ Av(y) =0, y € B(z,r),
v(y) =uly), y€IB(x,r).
Entonces, en virtud del teorema (2.3.9), u — v satisface la primera propiedad de la media en

B(z,7) C Qy u—wv es continua en dB(x,r), aplicando el principio del maximo se tiene que

0= yegg(rglm(u(y) —v(y)) < (u(z) —v(2)) < yer(%é&(ﬂ(u(y) —(y)) =0,

entonces u(z) = v(z) para todo z € B(z,r) y como x fue escogido arbitrariamente se tiene que
u es armonica en (2. O

Corolario 2.3.11. Sea F € C(Q) y f € C(09), entonces

Au=F, Q
u=f, 0N

tiene a lo mas una solucién.

Demostracion. Supongamos que u; y us son soluciones del problema, enonces u = u; — us
satisface

Au =0, Q
u =0, o)

lo que implica que

3 pu— 3 == 0
If?ﬁ}(u(x) ?é%?%“("”)

I;le%lu(l‘) = ;re%%u(a:) =0,

entonces u = 0 en (2, por lo tanto u; = us. O
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Corolario 2.3.12. Sean u; y uy soluciones de los problemas

Aui:F, x €
Ui:fl‘, x € 0N

con ¢ = 1,2. Entonces para todo x € €) se tiene que

min(fy(y) ~ fo(y)) < wi(e) —ua(2) < mix(fi(y) ~ falw)).

yeo2

Teorema 2.3.13 (Primer teorema de Harnack). Sea {uy }ren una sucesion de funciones armaoni-

cas, u, € C(Q) para todo k € N; si la sucesion {ug}ren converge uniformemente a u en OS2,
entonces {uy }ren converge uniformemente a una funcion armdnica u, sobre .

Demostracion. Por el principio del maximo tenemos:

sup|up () — up ()] < sup lug(y) — un(y)|
z€Q NelY)

y asi la sucesion es uniformemente de Cauchy en €2, por lo tanto, converge uniformemente
sobre €2 a una funciéon continua u. Para ver que u es armonica, basta probar que u verfica la
propiedad de la media. En efecto, sea z € Q y r > 0 tal que B(x,r) C 2, entonces

- klglolo W,rn—1
1 ,
— o . lim ug(y) do(y)

y k=00
1

= g [ n) i)

como queriamos probar. O

/ e uy(y) do(y)

Teorema 2.3.14 (Desigualdad de Harnack). Sea u una funcion arménica en Q. Sea A C Q un
dominio acotado tal que su clausura, A, esté contenida en €.
Entonces existe una constante C' que depende de 2, A yn, tal que

< (1 .
ilelgu(a:) < C’;Ielgu(x)

Demostracion. Sea © € Q y r > 0 tal que B(z,4r) C Q y si y, z € B(x,r), entonces por la
desigualdad triangular,
B(y,3r) C Q, y B(z,3r) CQ,

y ademas,
B(y,r) C B(x,2r) C B(z,3r).

Ahora aplicando la propiedad de la media en u, tenemos:

n n
= ds < d 2.3.5
u(y) W /|x—y|7~u<8) 5 < o /B(L%) u(s) ds (2.3.5)
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U(Z) - W /B(:E,ST) U(S> s = W /B(x,2r) U(S) s (236>

Por lo tanto, como los célculos anteriores son vélidos para cada y, z € B(x,r), por (2.3.5)
se tiene que

n
sup u(y) < / u(s) ds
yeB(z,r) Woarn B(z,2r)

y de (2.3.6) resulta

n

_— u(s)ds < inf wu(z
Wn<3T)n \/B(:L",Qr) ( ) - 2€B(z,1) ( )
de donde

sup u(y) < 3" inf wu(z). (2.3.7)
yEB(z,r) z€B(z,r)

Ahora consideremos A como en el teorema, es decir, A es un compacto de Q. Sean y, z € A
tales que u alcanza su maximo y minimo en A respectivamente. Tales puntos pueden ser unidor
por una curva contenida en A, por ser conexo . Si tomamos 0 < 4r = dist(A, Q) se tiene que
todas las bolas con centro en los puntos de la curva y radio 4r estan contenidas en €2. Por otro
lado, por la compacidad de la curva que una a y e z, se tiene que basta una cantidad finita,
digamos m, de bolas para cubrirla. De esta forma, empezando por el punto maximo y aplicando
(2.3.7) de forma reiterada, se tiene que

sup u(y) < 3" 1inf u(y).
yeA yeA

2.4. El Problema de Dirichlet en dominios generales.
Método de Perron-Poincaré

En esta seccién daremos condiciones geométricas sobre el dominio para poder asegurar la
existencia de soluciones clasicas del problema de Dirichlet.

Proposicién 2.4.1. Sea u € C*(R), donde 2 es un dominio de R® y —Au < 0 en Q. Si
consideramos r > 0 tal que B(z,r) C 2, entonces

1
u(x u(y) do(y).
(z) < W /|a: e (y) do(y)

Demostracion. Sea pg tal que B(x, p) C Q para todo 0 < p < pg. Aplicando la primera identidad
de Green a u tenemos

ou
/x—y|p 8_77<y) do(y) = /x—y|§p Au(y) dy > 0.
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Por otro lado,

Ou ot @:1: w) do(w
/m G = / oo+ ) do(w)

ou
— -1 -
= [ St pu)dotu)

8/ ou
= vl —u(x + pw) do(w
P L e ) dow)

- pnla% <p1" /|x _y‘:pU(y) da(y))

lo que implica que

Si consideramos

F(p)=p"" /| e u(y) do(y)

entonces F' es creciente. Asi, para todo 0 < p < pg se tiene que

Wou(z) < o /| u(y) do(y),
entonces

W) S e [ ety

]

Definicién 2.4.2. Sea u € C(2). Diremos que u es subarmonica en € si para cada = € ) existe
po > 0 tal que B(x, py) C Q y para cada 0 < r < pg se tiene que

u(z) < L

Sy /|:c _y|:ru(y> do(y).

Denotaremos por 3(€2) como el conjunto de todas las funciones continuas y subarmonicas
en 2, es decir

Y(Q)={ueC():u essubarménica en }.

Teorema 2.4.3. Sea ) un dominio en R™.
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1. Siu € X(Q) entonces, u es constante en 2, o bien, para todo x € §) se tiene que

u(z) < supu(y).
yeof)

2. Si ademds €) es acotado, entonces u es constante, o bien, para todo x € ) se tiene que

< ma .
u(z) < méxu(y)

Demostracion. 1. Sea M = supu(z). Supongamos que M < oo, pues si M = oo la demos-
€
tracién es trivial. Consideremos

W ={zeQ:ux)=M}, v Q={reQ:ulx)< M},

entonces
Q1N Qs =10,
Q=0UQy,,

Veamos que €2y es abierto. Sea x1 € Q1 y 19 > 0 tal que B(z1,79) C (2, entonces

1
() < n/ uly) do(y)
VV@TO ! |z1—y|=ro

1
0< ——
Wargy

asi,

[ e -t <o

Lo que implica que u(y) = M, donde |z1 — y| = r¢. Ademds como esto vale para todo
0 <r <, entonces u(y) = M para todo y € B(xy,79). Por lo tanto, ; es abierto.

Como s es abierto y € es conexo, se tiene entonces que Q; = Qy Qy = (), o0 bien, Q; = ()
y 25 = {2 como queriamos probar.

2. Inmediata a partir del apartado anterior.
O

Teorema 2.4.4 (Principio de comparacién). Sean Q un dominio de R" y sean u; y uy € C?*(Q)
verificando:

1. —Auy(z) < —Aug(x) para xz € Q
1. uy () < ug(x) para x € 0N
Entonces up < uy en Q.

Demostracion. Consideremos u = uj;—ug, entonces —Au < 0 en . Por lo tanto, u € (), luego
aplicando el teorema (2.4.3) se tiene que u es constante, o bien, u(y) < méxui(z) — uz(z) <0
xe

con y € Q. Lo cual implica que u; < ug en €. O
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Definicién 2.4.5. Se dice que un dominio es de clase C* si su frontera es expresable localmente
como los ceros de una funcion con k derivadas continuas.

Definicién 2.4.6. Diremos que un dominio € verfica la propiedad de la esfera interior si ) es
de clase C? y dado un punto x en 9, existe una bola B(y,r) C € tal que

B(y,r)NoQ = {z}.

Teorema 2.4.7 (Principio de_Hopf). Sea 1 C R™ un dominio con la propiedad de la esfera
interior. Sea u € C*(2) N CY(Q) verificando:

I. —Au >0 en ),
1. u >0 en§,
nr. v =0 en 0N2.

Entonces 5
gu <0, y € 052
on

siendo 1 la normal exterior a ().

Demostracion. Sea xq € 0§2. Como () verifica la condiciéon de la esfera interior consideramos

B(y,2r) C Q tal que:
B(y,2r) N o2 = {xo}.

Definamos ahora la funcién

n—2

r 2—n n—2
—(lz— ¥y — (2r ) n > 2
E(ln(27”)—1ﬂ|$—y|)a n=2,

la cual verifica:
1. v(z) =1en 0B(y,r) y v(x) =0 en 0B(y, 2r).
2. 0<v(z)<lsize B(y,2r)~B(y,r)y

|Vo(z)| > ¢ >0, para alguna constante positiva c.

Dado que u(x) > 0 en Q tenemos que:

= u (x)>0,
z€0B(y,r)

considerando 7v = w tenemos que w satisface:

Aw(z) = si 2 €dB(y,2r)~ B(y,r)
( ) =T, si xe€dB(y,r),
w(z) =0, si x € JdB(y,2r).
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Puesto que w < wu sobre las dos esferas que constituyen la frontera de la regiéon anular
B(y,2r) ~ B(y,r) y también —A(w — u) < 0 por hipdtesis, podemos aplicar el principio de
comparacion, es decir, w < u en B(y, 2r) \ B(y,r), siendo segun la construccién hecha, u(xg) =
w(zp). Entonces

0 t t 0
) = 1 AT g wlzo i) dw
on t—0- t t—0- t on
como queriamos probar. O

La relevancia de las funciones subarmonicas es que, siendo una clase mas simple de funciones
armonicas, continda verificando el principio del maximo, como se prob¢ en el teorema (2.4.3).
Ahora veremos qué papel juegan las funciones subarménicas en la prueba de la existencia de
solucion del problema de Dirichlet en un dominio €.

El problema que queremos resolver es:

{Amwza r € (2.4.1)

uly) = fly), y€IQ, feC9)

Acontinuacion desarrollaremos métodos para encontrar la solucion.

Proposicién 2.4.8. Siu € C*(Q)NC(Q) es solucion del problema (2.4.1) y siv € L(Q)NC(Q)
verfifica v(y) < f(y) para todo y € 0N2. Entonces

v(z) < u(z), Vo e Q.

Demostracion. Sea w = v — u, entonces w es subarménica en 2y w|gg < 0. Usando el principio
dele méaximo para funciones subarménicas se tiene que w < 0 en €2, con lo cual obtenemos que
v <wuen O

Consideremos ahora
u(z) = sup{v(z) 1 v € B(Q)NC(Q), w(y) < fly),y € 99}
Ahora nuestro propdsito es mostrar que esta funcién es armonica.

Definicién 2.4.9. Sea u € C(Q) y zy € Q. Consideremos p > 0 tal que B,(zy) C €. Se
denomina levantamiento arménico de u en B,(x¢) a la funcién U definida en €2 por

_ Jou(z), si xze QN By(x)
Ulw) = { v(z), si x € By(xz)

donde por v € C?(Q) N C(Q) denotamos a la solucién del problema (2.4.1) con dato de
contorno v = u sobre dB,(zy), es decir, satisface:

{ v(z) =0, x € B,(xo)
u(y), y € 0B,(xo).

Para el levantamiento arménico de u en B,(x) tenemos el resultado siguiente:
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Lema 2.4.10. Sea u € X(Q) y B,(xo) C Q. Entonces
1. u(z) <U(x) six €.
2. U(z) € 2(Q).

Demostracion. 1. El resultado es claro si z € Q \ B,(zg). Por otro lado, en B,(z,) se tiene
que la funcion w = u — U satisface:

1
w(x w(y) do(y), si B(y,r B,(xo),
) e [ w)doly) (4,7) C By(ao)

entonces w es subarménica en B,(xg) y ademas w(y) = 0 para todo y en 0B,(x¢). Aplican-
do el principio del maximo para funciones subarmoénicas se obtiene el resultado deseado.

2. Por la construccién de la funcién U(x) tenemos que es arménica en B,(xg) y subarmonica
en Q \ B,(xz), por lo que solo falta probar que U(x) verifica la propiedad de la media
en 02 \ B,(xy), en efecto, si |v — zo| = p, entonces U(z) = u(x), por ser subarménica y
aplicando el resultado anterior obtenemos:

1 1
V@) =) S s [ o) S g [ UG doty)

Por lo tanto, U(x) verifica la propiedad de la media en todo punto de €, es decir U € %(2).
[

El resultado siguiente pone de manifiesto la flexibilidad de cédlculo que se obtiene usando
funciones subarmonicas: es una clase cerrada frente a la operacié de tomar el maximo de una
familia de funciones.

Lema 2.4.11. Sean uy,us, ..., u; € 3(S2), entonces

V() = ()

es subarmonica en ).

Demostracion. Es claro que v es continua. Ademads si B(x,r) C €2, entonces

1
e ) < ,
v(z) MAX u;(7) < mdx <Wnrn_1 /|z e u;(y) dU(y))

IN

es decir, v € X(Q). O
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Definamos _ B
L) ={v e XN CQ) : vfon < [},

el cual es no vacfo pues, v(y) = min{f(z) : * € 90}, pertenece a 3 ().

Consideremos ahora,
w(r) = sup{v(x) : v € 2;(Q)}, z €
notemos que si M = sup{f(z) : z € 9§}, entonces
v(z) < M, z € O,V € $4(9).
Teorema 2.4.12. La funcion w definida anteriormente es armonica en §2.

Demostracion. Denotemos por:

m= inf f(z) y M=mixf(y).

Por definicién para cada y € Q existe {D, fnen C X4(2) tal que

lim o, (y) = w(y).
n—oo

Si se considera v, = max{v,, m} se tiene que v, € X(€2). Ademds por el principio del

maximo para funciones subarmonicas, m < v, < M en () y también:

lim v, (y) = w(y),

n—o0

en efecto, si w(y) = m, entonces es obvio, si w(y) > m, para n > ng se tiene v,, = v, y se tiene
el resultado.
Sea r > 0 tal que B(y,r) C . Consideremos para cada n € N la funcién V,, como el levan-

tamiento de v, en B(y,r). De acuerdo con el lema (2.4.10) se tiene que: V,, € X(Q2) N C(Q)
y

Un(x) < Vn(l'), x € )
vp(z) = Vu(x), x € 09

Por tanto, V,, € ¥4(2). En resumen V;, satisface:

L. m<V, <M
2. V, € 34(Q)
3. V, es arménica en B(y,r)

4. Dado que v,(y) < V,.(y) < w(y), entonces

lim V,,(y) = w(y).

n—oo
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Tomando p < r, en B(y, p), {Viy hnen es uniformemente acotada y equicontinua. Aplicando el
teorema de Arzela-Ascoli, existe una subsucesiéon uniformemente convergente en B(y, p) y por
el primero teorema de Harnack resulta que si :

v=1mV,,,
n—o0

entonces v es una funcién arménica en B(y, p).
Ademas se tiene que

v(y) = w(y).
Sélo nos resta probar que w < v en un entorno de cada punto. Spongamos lo contrario:
Si en algtin punto zy € B(y, p) \ y se tuviera:

{M@Sw@% x € B(y,p)

v(xo) < w(xg), (2.4.2)

entonces por definicién de w, exste u € X ¢(2) tal que v(xy) < u(xo).
Tomando w,, = max{u,V,, } y considerando el correspondiente levantamiento W,, en B(y, p),
y repitiendo el argumento anterior encontrariamos una funciéon arménica w, la cual es limite
uniforme de alguna subsucesién {IV,,, }. Entonces

v<w<w, en B(y,p) y v(y) =w(y) =wy).

Ahora aplicando el principio del méximo resulta que v = W en B(y, p). Pero esto contradice
(2.4.2). Por lo tanto, w = v en B(y, p), resultando w arménica en €2, como queriamos probar. []

Ahora vamos a probar que w satisface la condicién de frontera.

Perrén observé que la condicion geométrica debe ser aquella que permita construir una
barrera, es decir, una funcén subarmonica y continua en §) satisfaciendo ciertas propiedades
locales que precisaremos en la siguiente definicion.

Definicién 2.4.13. Sea 2 un dominio de R" y sea z € 9f2. Se dice que una funcién b,(z) es
una barrera en z si:

{@6&@“0@% (2.4.3)

b.(2) =0 y by(z) <0, ze€d~{z}.
A los puntos que admiten una barrera les llamaremos puntos regulares.
Al final daremos condiciones que permitan construir barreras. Por el momento pasaremos a

demostrar el resultado que culmina la prueba de existencia para el problema de Dirichlet bajo
la hipotesis de existencia de barreras.

Teorema 2.4.14. Sea ) un dominio acotado de R™ y sea z € OS2 un punto regular. Sea w la
funcion armonica dada por:

w(x) =sup{v(z) : v € X (Q)}.

Entonces

}Cl'enéw(x) = f(z2).
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Demostracion. Probaremos en primer lugar que

h’rg infw(z) > f(2). (2.4.4)
ze
T—z

Para ello consideramos una barrera b,(z); para € > 0y k > 0 dados, la funcién
u(z) = f(2) — e+ kb, (),

es subarmoénica en € y continua en Q. Ademds por (2.4.3) se tiene que

u(z) = f(z) —e.

Por continuidad, existe 6 = d(e) > 0 tal que si |z — z| < § y x € 0N se tiene que

flz) > f(z) —¢

{ w(z) < f(z)—e€, si z €N

es decir,
u(z) < f(x).

Por otra parte, de (2.4.3) se obtiene también que:
A(0) = sup{b.(z) :x € 0Q, |x—2|>d} <0

Eligiendo un k suficientemente grande podemos conseguir que u(z) < f(x) para z € 00, es

decir, u € ¥¢(€2). Por consiguiente, de la definicién de w, se concluye que:

u(z) < w(z), x € Q.
Entonces
f(z) — e = limu(z) < lim inf w(x),

e e
T—z Tz

para todo € > 0. Es decir, tenemos (2.4.4).

Para terminar debemos probar
h’mQ supw(z) < f(z) (2.4.5)
TE

T—z

Sea ¢ € X(Q2) N C(Q2) tal que —¢ < —f sobre 99, definamos v(z) como el infimo puntual
sobre esta clase de funciones ¢. Si u € X;(€2), entonces u — ¢ < 0 en 092, y por el principio del
méaximo u(x) — ¢(x) < 0 sobre Q.

Por tanto,

u(z) = sup u(x) < inf  o(x) =v(x), x € (),

ues;(Q) PES()NC(Q)
—¢<—f
lo que implica que
I{ <l = —lim {nf(— <
lim sup w(z) < lim sup v(x) lim in (—v(z)) < f(2),
T—z T—z r—z

por la primera parte de la demostracion.
Las desigualdades (2.4.4) y (2.4.5) prueban el teorema. O
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En resumen, se tiene que si todo punto z € 9€2 es un punto regular, los teoremas presentados
anteriormente establecen la existencia de solucién u € C2(€2) N C(€2), del problema de Dirichlet,
cualquiera sea f € C'(02). Diremos que en ese sentido el problema de Dirichlet es soluble en el
sentido cldsico.

Reciprocamente, si para cada f € C'(09) el problema de Dirichlet tiene solucién clésica,
u € C%(Q) N C(Q), resolviendo para cada z € I en concreto el problema:

Au(z) =0, x €}
u(x) =—lz—z|, €0,

su solucién b, (x) es una barrera. Es decir, si el problema de Dirichlet es soluble en el sentido
clasico, todo punto de la frontera es regular.

Teorema 2.4.15. Dado 2 C R"™ un dominio acotado. Son equivalentes:

1. El problema de Dirichlet admite solucion u € C*(Q) N C(Q) para cada f € C(09).

2. Todo punto z € 0 es un punto reqular.

2.5. Principio de Dirichlet en R”

El Principio de Dirchlet consiste en transformar el Problema de Dirichlet en un problema
variacional donde ahora la solucion es una funciéon que minimiza un operador adecuado.

Supongamos que €2 es abierto y acotado en R" y que 9 es de clase C*. Consideremos el
problema con condiciones iniciales y de frontera

—Au(z) = f(z), x € (),
(2.5.1)
u(z) = g(x), x € 0N

Teorema 2.5.1 (Unicidad). Eziste a lo mds una solucién u € C*(U) de (2.5.1).
Demostracion. Sea @ otra solucién de (2.5.1), entonces w = @ — u satisface
Aw(x) =0 en Q y w(x) =0 en OS2

En efecto, por hipotesis
0= Aw(z),

luego multiplicamos por w, y como w es una funcién en C?(U) podemos integrar.
Aplicando la Primera Identidad de Green obtenemos

ow
/Qw(:p)Aw(x)dx = /aﬂw(x)a—n(x)dﬁ(x) —A(Aw(w),ﬁw(w)}dm

como w se anula en la frontera, se tiene que

/Q w(z) Aw(x)dz = — / (Aw(x), Aw(x))dz

Q
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Ademés Aw(z) =0 en Q, por lo tanto

0 = /Q (Aw(z), Aw(x))dz.
= | Ivu)Pds

Observemos que la funcién |[Vw(z)|* es no negativa y la tinica manera de que la integral resulte

ser 0 es cuando |w(z)| = 0 en 2, por lo tanto w es constante, es decir, Vw(z) = V(u(z)—u(x)) =
0 en Q, y como w(z) =0 en J concluimos que u = . O

Vamos a probar que la solucién a un problema con condiciones de frontera para la ecuacion
de Poisson se puede caracterizar como el minimizador de un funcional apropiado. Para esto
definamos el funcional

1
Iw] = / (—|Vw|2 - wf) dx, (2.5.2)
Q \ 2
donde w pertenece a la clase de funciones A = {w € C*(Q)jw =g en 0Q}.

Antes de enunciar y probar el siguiente teorema daremos dos resultados previos. Para esto
consideremos a € un abierto no vacio de R" y C%(Q) el espacio de las funciones continuas
p: Q=R

Definicién 2.5.2. Sea ¢ € C°(Q). Llamaremos soporte de ¢ ( denotado por sop ¢) a la adhe-
rencia del conjunto {z € 2 : ¢(x) # 0}.

El conjunto sop ¢ es un cerrado contenido en (2. Necesitaremos considerar varios subespacios

de CY(2), a saber C2(Q2), C°(Q)) y D(). Estos se definen como

C%Q) = {peCN):sopp esun compactode Q},
Co(Q) = CU(QNCAQ), D(Q)=CQ)NC>(Q)

Definicién 2.5.3. Sea M(€2) el espacio vectorial de las funciones v : 2 — R que son medibles.
Se define el espacio de funciones

LP(Q) ={ve M) : /Q |v(z)[Pdx < oo}

Teorema 2.5.4. Para todo p € [1,00], D(Q2) es denso en LP(QQ). En particular para p = 2.

Lema 2.5.5. Sea u € L*() tal que

/ updr =0 Vo € D(Q).
Q

Entonces u =0 c.t.p.
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Demostracion. El teorema anterior implica que D(£2) es un subespacio denso de LP(2), por lo
tantoD(Q)+ = 0. En efecto, sea z € L*(Q). Luego (z,v) = 0 para todo v € C®(Q2). Vamos a
probar que z = 0. Si hacemos z = v en C2°(2), entonces (z, z) 2 = 0, lo que implica que z = 0.
En general,si z € L?. Por densisad, existe {z,} C C>°(f2) tal que 2, — z en L?, entonces

(z,2,) =0 Vn,

n—oo
y por lo tanto

(z,2) = ||2|I* = 2 = 0.
Por lo tanto lo que queda dentro de la integral es > 0 y de aqui se concluye que la integral vale
0 para toda ¢ € D(Q).
0

Teorema 2.5.6 (Principio de Dirichlet). Sea Q un dominio con 02 de clase C*, y u € C%(Q).
Entonces son equivalentes

1. Siu resuelve (2.5.1), entonces
I[u] = min Iw] (2.5.3)

weA

2. Siu € A yu satisface (2.5.3), entonces u resuelve el problema con condiciones de frontera
(2.5.1).

Dicho de otro modo, si u € A, la ecuacion diferencial parcial —Au = f equivale a decir que
u minimiza el operador I[-].

Demostracion. 1. Supongamos que u resuelve (2.5.1). Vamos a probar que [[u] < I[w] para
todo w € A. En efecto, multiplicamos —Au(z) = f(z) por (u(x) —w(x)), con w € A e
integramos sobre (2,

— /Q Au(z)(u(z) —w(z))dz = /Qf(:c)(u(x) —w(r))dr.

Para integrar aplicamos la primera identidad de Green a la parte izquierda de la ecuacion
anterior

/ Au(x)(u(x) —w(x))de = — / Vu(z) - V(u(z) — w(z))dx
Q Q
= —/Q\Vu(x)\Qd:U—l-/QVu(az)Vw(x)dx.

Reemplazamos,

Vu(@)Pde — | Vu()Vw(x)de = [ f(x w(x))dx
J, J 7
/Q|Vu(a:)\2d:c—/gf(x)u(x)dx = /Vu YWw(z dq:—/f

(Por Desigualdad de Holder) < ||Vu(z)||rz||Vw(z)||r2 — / f(@)w(x)dx
2
< [Vu@)ll, ||Vw /f

2
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Reordenando los términos

[vutras - [ e - UM L 0O [ )

De manera equivalente

[ 1vu@ =3 [ wu@iae = [ s <5 [ V@ = [ e
Por lo tanto
3 | vu@P = [ f@uis = 1
< %/Q|Vw(:x)|2dx—/gf(:v)w )dz

= Iw).

Como w € A es arbitrario, I[u] = miﬁ Iw].
we

2. Reciprocamente, supongamos que / alcanza su minimo en w. Vamos a probar que u es
solucién de (2.5.1). Fijemos w € C2° arbitrario y consideremos la funcion real

A(t) = I[u + tw] teR
Como w minimiza I, A alcanza su minimo en ¢ = 0, entonces \'(0) = 0. En efecto,
Alt) = /Q %\V(u(x) +tw ()] — (u(r) - tw(ﬂ?))f(x)} dz
= [ 5700 + 700 - ) 0) - 0t ()] o

= [ 3076 + 290 Vuto) + AT - W) f(0) - (o) (0) ] da

— /|Vu |dx—|—t/Vu YWw(x dx+—/|Vw |dx—/f da:—t/Qf(x)wa

Derivando respecto de ¢,

_/Qvu(x)vw@)dxﬂ/g\vw(:p)ﬁdx—/gf(x)w )do

_ /Q Vau(z)V(z)ds — /Q F@)w()ds —
/Q Vau(z)Vu(z)ds = /Q F@)w(z)dz

entonces,

Asi
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Aplicando la Primera Identidad de Green a la parte izquierda se obtiene

w(x)@(m)— w(z)Au(z)dr = | w(z)f(zr)d.
0 on Q Q

Como fijamos w € C°(2), luego en las proximidades de 02, w(z) = 0. Entonces

0= /Q w(z) Au(z)ds + /Q w(z) f(x)da,

de manera equivalente
0= / w(@)bu(z) + f@)dr Yw € CF(Q).
Q

Por corolario (2.5.5), Au(z) + f(x) = 0, es decir —Au(z) = f(z) para todo = en €.
Ademas por hipétesis u € A por lo cual se verifica la condicion de borde y con esto se

tiene que u es solucion.
m



Capitulo 3

El Problema de Dirichlet en C

3.1. Propiedades de las Funciones Armoénicas en C

Algunas propiedades de las funciones analiticas como el principio del médulo maximo, pue-
den obtenerse como consecuencia de propiedades similares de las funciones arménicas, aunque
aqui nos concentraremos en lo opuesto, es decir, usaremos la teoria que ya conocemos sobre
funciones analiticas en C para estudiar las funciones armoénicas de dos variables. Naturalmente,
muchos de los resultados que probaremos son validos para funciones armonicas de en varias
variables, pero las pruebas ya fueron vistas en el capitulo 2.

Para el caso de funciones de dos variables los conceptos de Laplaciano y funcién armonica
se definen de la siguiente forma.

Definicién 3.1.1. Sea Q un abierto en C y f : Q — R una funcién de clase C2%. Se define el
operador Laplaciano como la funcién

_®r 2

Af = —.
/ ox? + 0y?

Diremos que f es armdnica en un punto z si es arménica en todo entorno de z. La funcién f es
armdnica en € si verifica que Af(z) = 0, para todo z € .

En el capitulo 1 vimos algunos resultados para funciones armonicas, entre ellos dos hechos
importantes: el primero es que una funciéon f es analitica en una regién 2 del plano si y sélo
si su parte real e imaginaria son funciones armonicas y ademas satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, y el segundo pero no menos importante, es que una regién {2 es simplemente
conexa si y solo si para toda funciéon u armonica en €2 existe una funcion armonica v en € tal
que f = u + v es analitica en 2.

Definicién 3.1.2. Sea f : Q@ — C una funcién analitica, entonces u = Rf y v = Jf se
denominan conjugadas armonicas.

Con esta terminologfa, el Teorema (1.4.40) nos dice que cada funcién arménica en una region
simplemente conexa tiene un armoénico conjugado. Si u es una funciéon arménica en 2 y D es
un disco contenido en €2, entonces hay una funcién armonica v en D tal que u + iv es analitica
en D. En otras palabras, cada funcién armoénica tiene localmente un conjugado armonico.

52
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Proposicion 3.1.3. Siu: Q — C es armonica, entonces es infinitamente diferenciable.

Demostracion. Fijemos zy = g + iyo € 0 y tomemos 6 > 0 de modo que B(zy,d) C 2. Luego
como u es armonica existe v conjugada arménica en B(zg,0). Esto es, f = u + iv es analitica y
por tanto infinitamente diferenciable en B(zy, d). Luego, u es infinitamente diferenciable. n

Las propiedades basicas de las funciones arménicas se deducen de propiedades similares de las
funciones analiticas. La proposiciéon anterior nos proporciona una propiedad que es compartida
tanto por funciones arménicas, como funciones analiticas. El siguiente resultado es el analogo
de la férmula integral de Cauchy para funciones analiticas.

Teorema 3.1.4. Sea u: Q — R una funcion armdnica y sea B(a,r) el disco cerrado contenido
en Q. Si~y es el circulo |z — a| = r. Entonces

1
o

u(a) /0 " ala 4 re) do

Demostracion. Sea D un disco tal que B(a,r7) C D C Qy f una funcién analitica en D tal que
u = Rf. Notemos que la igualdad anterior es la férumula integral de Cauchy para el centro de

un disco. En efecto
1
f@ = o [ e
|2—al=

2mi P2 —a

L (7 fla+re?) :
= — " i
27m'/0 (a+re?) —a (a+re”)
1 2 20 ]
- ﬂLge)(irew)dg
2 Jo re
1 2m

= — fla+re).
2 Jo

Tomando la parte real, completamos la demostracion. Il

Definicién 3.1.5 (Propiedad de la Media). Digamos que una funcién continua u : 2 — R tiene
la propiedad de la media si para cualquier bola B(a,r) C €2 tenemos,

1 2m )
u(a) = %/ u(a + re) db
0

Teorema 3.1.6 (Principio del Maximo, versién 1). Sea Q un dominio en el plano (no necesa-
riamente acotado) y sea u una funcion continua en € con la propiedad de la media. Si existe
un punto a € Q0 y un nidmero real § tal que & = u(a) > u(z) para todo z € ), entonces u es
funcion constante, es decir, u alcanza su mdrimo en §2.

Demostracion. Supongamos que la funcién arménica v alcanza su maximo en a € Q, u(a) = &.
Si u no es constante en €, entonces el conjunto de los puntos z € Q tal que u(z) < u(a) es no
vacio y abierto, por la contiuidad de .
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Sea A el conjunto definido por
A={z€Q:ula) =u(2)}.

Como u es continua, A es cerrado en (G, si no GG seria disconexo. Por lo tanto, existe un punto
2 € A tal que para r > 0, el disco D(z,7) C Q con borde D(zp,7) contiene al menos un punto
z tal que u(z) < u(zp) para todos los puntos z en este arco. Supongamos que existe un punto
b € D(zp,7) tal que u(b) # u(a), entonces u(b) < u(a). Por la continuidad de u:

u(z) < u(a) = u(z),

para todo z en una vecindad de b. En particular, sea p = |29 —7| y b = 29+ pe®, con 0 < p < 2,
entonces existe un intervalo I en [0, 27] tal que 8 € I y u(zo + pe*) < u(z) para todo @ € I.
Por la propiedad de la media se tiene que

1 2w )
u(zg) = Py u(zo + pe'?) do
0
1 2m
< o i u(zo) df = u(zp)

lo cual es una contradiccién. Entonces D(zg,7) C A y asi A también es abierto. Por la
conexidad de 2, A = Q. n

Teorema 3.1.7 (Principio del Maximo, versién 2). Sea Q un dominio en el plano (no necesa-
riamente acotado) y sean u y v funciones continuas con valores reales en §) tales que tienen la
propiedad del valor medio. St para cada punto en el borde extendido de §2, 0,82 se tiene que

lim sup u(z) < lim inf v(z),
z—a z—a

entonces u(z) < v(z) para todo z € Q, o bien, u = v.

Demostracion. Fijemos a € 0,,£) y para todo § > 0 sea Qs = QN b(a,d). De acuerdo con la
hipdtesis, tenemos que

0

v

(lsi_%[sul){u(z) cz € Qs —inf{u(z) : 2 € Q5]
= }Siilé[sup{u(z) 1z € Qs) +sup{—v(z2) : z € Qs}]

> limsup{u(z) —v(z) : z € Qs}.
6—0
Asf, lim sup[u(z) — v(2)] < 0 para todo a € 0,2
zZ—a

Por lo tanto, es suficiente probar el teorema bajo la suposicién de que v(z) = 0 para todo z en
Q.

Es decir, asumimos que

limsupu(z) <0 (3.1.1)

zZ—a

para todo a en 0,2 y probaremos que u(z) < 0 para todo z en €2, o bien u = 0.
En virtud de la primera versién del Principio del Maximo, basta con probar que u(z) < 0 para
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todo z € (.

Supongamos que u satisface (3.1.1) y que existe un punto b € € tal que u(b) > 0.

Sea € > 0 de modo que u(b) > ey sea B ={z € Q:u(z) > €}. Si a € 059, entonces (3.1.1)
implica que existe § = §(a) tal que u(z) < € para todo z € QN B(a,d). Usando el Lema del
nimero de Lebesgue (ver [2]), § se puede escoger de manera que no dependa de a. Esto es, existe
d>0tal quesi z € Qy d(z,05) < § entonces u(z) < e. Por lo tanto

BC{z€Q:d(z,0,0) >0}

Luego B es acotado en el plano, y como B es claramente cerrado, es compacto. Si B es no
vacio, existe zp € B tal que u(zy) > u(z) para todo z en B. Como u(z) < €, con z € Q — B
entonces u alcanza su méximo en un punto en ). Entonces u es constante, pero si lo fuera u(zg)
serfa mayor que 0 lo cual contradice (3.1.1). O

El siguiente corolario es un caso especial y 1til del Principio Maximo.

Corolario 3.1.8. Sea 2 un dominio acotado y supongamos que w : & — R es una funcién
continua con la Propiedad de la media en 2. Si w(z) = 0 para todo z en J entonces w(z) =0
para todo z en (2.

Demostracion. Tome w = u y v = 0 en la segunda versién del Principio del Maximo. Entonces
w(z) < 0 para todo z, o bien w(z) = 0. Ahora tomemos w = v y u = 0, entonces w(z) > 0 para
todo z, 0o w(z) = 0. Asi, concluimos que w = 0. O

Proposicién 3.1.9 (Principio del Minimo). Sea Q un dominio y suponga que u es una funcion
continua en §) que satisface la Propiedad de la Media. Si existe un punto a en § tal que u(a) <
u(z) para todo z en §) entonces u es una funcion constante.

3.2. El Kernel de Poisson

Antes de estudiar las funciones armoénicas en el caso general, es necesario estudiarlas lo-
calmente. Para ello vamos a estudiar las funciones arménicas en el disco unitario abierto
D(0,1) = {2z : |z] < 1} y luego extenderemos los resultados para discos arbitrarios. Para
este trabajo es de importancia fundamental el nicleo de Poisson.

Nuestro objetivo es resolver el Problema de Dirichlet en el disco unitario, esto es,

Au(z,y) =0 si 4yt <1
(3.2.1)
u(z,y) = g(z,y) si 2*+y*=1,

donde g es una funcién continua dada en la circunferencia unitaria 0D = {z € C : |z] = 1}.

El método que utilizaremos para resolver este problema se conoce como el Método de Fou-
rier, el cual consiste en 2 etapas. En la primera, utilizamos separacion de variables para obtener
problemas de autovalor para ecuaciones diferenciales ordinarias asociadas a las ecuaciones dife-
renciales parciales en estudio. En esta etapa, obtenemos una familia de soluciones de la ecuacion
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diferencial parcial que satisfacen una parte de las condiciones de frontera.

Para comenzar, utiizaremos coordenadas polares,

xr =rcosf

y=rsinf, 0<r<oo, 0<60<2m.

Calculando sus derivadas parciales obtenemos:

ry =cosf 0, ==nf
) __ cos@
ry = sind 9!/__r )
Entonces

__ sin26 __ 2sinfcos®
Tyex = Y ea:x - T 2

_ cos?6 _ —2sinfcosf
Tyy = — Oyy = 2 )

por lo que

sin QTCOS 0 +

a2
Uy = Upy cOS% O + 1, 58— 20y Ugo

.. 92 20 inf 0 20
Uy = Upp SIN° O 4 1 2 4 20,9 TRECBE 459 5L — Dy

Asi, la ecuacion de Laplace en coordenadas polares se escribe como

Uy Upgo
0=t + — + —5.
r

sin? 6
2

+ 2“9 sin igos@

sin 6 cos @
2

o6

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

Llamando f(#) = g(cosf,sin @), f resulta ser una funcién continua y 2r—periddica. Andloga-
mente, llamando u a la composicién u(r, §) = u(r cos @, rsin @), se obtiene u(r, ) = u(r,0 + 2x).

En resumen, el problema en coordenadas polares resulta ser

u(r,0) = u(rcosf,rsind)

| es continua en [0, 1] x [0, 27].

u(1,0) = f(6) en 6 €|0,2n]

Upr + L+ 280 = () para (r,0) € (0,1) x [0, 27]

(3.2.6)
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En la segunda etapa, para resolver (3.2.6) comenzamos buscando soluciones de la primera
condicién que sean de la forma u(r,0) = a(r)5(0). Se debe cumplir entonces

(r2a” (r) +rd(r)B(0) + a(r)3"(6) = 0, (3.2.7)

es decir,
r?a(r) +ra'(r)  —p"(0) .
o pE) © (328)

donde necesariamente ¢ es una constante. La ecuacion diferencial en «, es de las llamadas de
tipo Euler. Para este tipo de ecuaciones se buscan soluciones de la forma a(r) = r*. Sustituyendo
en la ecuacién diferencial para a en (3.2.8) se concluye que para que 7* sea solucién se debe
verificar

k> —c=0. (3.2.9)

Si ¢ # 0, entonces dos variables de k£ dan dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacién de Laplace para a. Si ¢ = 0, la integral de la ecuacién (3.2.8) puede hacerse bajando
un orden. En resumen, las soluciones son

a(r) = arve 4 br=ve c>0
a(r) =a+blogr c=0 (3.2.10)
afr) = ar™V=C + br—vV=¢ <.

La ecuacién que se obtiene en (3.2.8) para () es 8”(6) + ¢5(6) = 0, que integrando implica,
B(0) = Ae?Ve + Be Ve c>0
B(6) = A+ Bp c=0 (3.2.11)
B(0) = Ae?V=¢ + Be=V=¢ ¢ <.

Si se impone la segunda ecuacién en (3.2.8), resulta que necesariamente ¢ = n? y para que
se cumpla la cuarta condicién de (3.2.6), b debe ser 0. Entonces

uo(r,0) =1 n=>0
(3.2.12)
U (r,0) = r*(ae™ + be= ™) n #£0.

Podemos escribir (3.2.12) como,

{un(r,0)} = {rl"e™} s (3.2.13)
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Nos resta por ultimo verificar la tercera condicién de (3.2.6). Para ello postulamos como
solucion una funcion de la forma

u(r, 0) = Zanrweme, (3.2.14)
la cual debe verificar:
f0)=u(l,r) = Zaneme. (3.2.15)

Como {e™}, <7 pertenece a la familia de autofunciones del problema con condiciones pe-
riddicas en [—m, 7] para la ecuacién, se tiene que

y// +ey=0
y(=m) = y() (3.2.16)

v (—7) =¢'(r) donde c=n?

Luego, los coeficientes de Fourier de f con respecto a {e™’} son,

1 (7 4
ap = —/ f(s)e ™ ds. (3.2.17)
2m ) .
Suponiendo f continua, tenemos que
1AIG =) laal®,

siendo cada a,, el coeficiente de Fourier definido por (3.2.17). Por tanto, en particular, la sucesién
{an}nez estéd acotada. De esta forma se tiene que (3.2.14) define una funcién continua en 0 <
r < 1. Ademas, derivando término a término con respecto de r o de 6 se obtiene una serie
mayorante, que converge uniformemente en 0 < r < 1. Por tanto, la funcién definida por
(3.2.14), cuyos coeficientes son calculados en (3.2.17), es una funcién con primeras derivadas
continuas en [0,1) x [0, 27r|. Un argumento de induccién pone de manifiesto que la funcién u, es
infinitamente diferenciable en [0, 1) x [0, 27], y como cada sumando de la serie es solucién de la
ecuacion de la Laplace, también lo es u. El tinico detalle que queda por establecer es que

liir%u(r, 0) = f(0).

Para resolver este tltimo problema, comenzamos expresando u detalladamente, notando que
por las observaciones anteriores los calculos siguientes estan justificados si 0 < r < 1. Asi,
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[e.9]

u(r,0) = Zanr‘meme

— o0
[e.9]

1 [ 4
_ }w:rn% /_ e ds
I - :
o [n| in(0—s)
= %) f(s) (_E r™e ) ds.

Ademas podemos calcular explicitamente la suma de la serie del dltimo término. En efecto,

oo 0o -1
E T\n\eznx _ E reint E /‘rfnemz
—00 0 —00

1 re "F

— 4 -
1—re® 1—re=
1—172

1—2rcosx + 12’

que resulta de haber sumado las dos series geométricas de razones re™® y re™™@ respectiva-
mente, v de un simple calculo algebraico. De este forma, u se puede expresar por la siguiente

formula integral

1 [ 1—7?

0) = — d i 0<r<l. 3.2.18

u(r,6) 2 /7r 1—2rcos(f —s)+ TQf(S) Sos U ( )

Al segundo término de la expresion se le llama Integral de Poisson de la funcién f. Por como

se ha calculado la integral de Poisson de f se concluye que satisface la ecuacién de Laplace en
el interior del disco unidad. Por precisar mas la terminologia damos la siguiente definicién.

Definicién 3.2.1. Llamaremos nicleo de Poisson a la funcién

e ] 1— 2 1 — it
Pio= 35 oo 171

S 1—2rcost+7r2

. 4t) : para 0<r<1 (3.2.19)
—re

Si f es una funcién real continua en la circunferencia unidad, definimos la integral de Poisson
de f como la funcién definida en D(0, 1) mediante

Py(re) = QL /ﬂ P.(t —0)f () db. (3.2.20)

T™J—x

Proposicién 3.2.2. El niucleo de Poisson satisface:

1.
1 s
L —1 2.21
— | P (3.2.21)

—T
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2. P.(t) > 0 para todo t, P,(—t) = P.(t) y P.(t) es 2m-periddica en t.
3. 8510 <d<|t| <m, entonces P.(t) < P.(9).
4. Para cada § >0, lim P,.(t) = 0 uniformemente en § < [t| < .
r—1-
Demostracion. 1. Como la serie geométrica de (3.2.19) converge uniformemente en los com-

pactos del disco unidad, es facil ver que esta serie converge uniformemente en la recta real
(para r fijo). Esto nos permite integrarla término a término:

/ Potydt= Y r'”'/ e dt = 2

- n=—o00

/ e dt = 0.

Con esto podemos evaluar la integral de Poisson de la funcién constante 1:

pues si n # 0, entonces

Pi(z) 1/WPr(t—9)d9— ! ﬂPr(Q)dQ:L

" or o ),

Esto prueba que P es la solucion del problema de Dirichlet en el disco unidad determinado
por la funcién constante 1.

—T

2. De la ecuacién (3.2.19), P.(t) = (1 —r?)[1 —re'| 72 > 0, pués r < 1. Lo demds viene de la
construcciéon que se hizo.

3. Sea 0 < 6 <t < my definamos f : [0,t] — R por f(d) = P.(#). Utilizando (3.2.19),
célculos rutinarios prueban que f’(6) < 0, asi f(d) > f(¢).
4. Debemos probar que
lim [sup{P.(t) : 6 < |t| < 7}] = 0.

r—1-

Por la parte 3. si § < [t| < m, se tiene que P,(t) < P,(9), asi que basta con probar que

lfim P,(5) = 0.

r—1-

Nuevamente esto es una consecuencia de (3.2.19).
O]

El siguiente teorema establece que el problema de Dirichlet se puede resolver para el disco
unidad.

Teorema 3.2.3. Suponga que f : 0D — R es una funcion continua. Entonces existe una unica
funcion continua u : D — R tal que

1. u(z) = f(2) en OD.
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2. u es armonica en D.

Ademds u se define por
w(re®) = = / PO — D) (™) dt (3.2.22)

para 0 <r<1ly0<6< 27,
Demostracion. Es natural proponer una solucion del tipo
uw:D—R

definida por u(re?) como en (3.2.22) si 0 < r < 1 y fijando u(e?) = f(e?). Claramente
u satisface la primera parte del teorema, por lo que resta probar que u es armonica en D y
continua en D.
En efecto,vamos a probar que la integral de Poisson es armoénica, si 0 < r < 1, entonces

; 1 1+ rei0=t
10 _ it
u(re”) = o | §R (1 e )) f(e")dt

SNEYRL t(”:zZ;)df)
= ®(5 [ e () @)

Luego, definiendo g : D — C por
2 / f 1t [elt+2] .
T

Como u es igual a la parte real de g, debemos probar que g es analitica. Pero esto se deduce
al considerar en el Teorema (1.4.40) el arco como la circunferencia unidad.

Para probar la continuidad de u en D, basta probar que si zy = ¢'® € 9D(0, 1), existe

lim P (z) = f(20)-

Z— 20

Teniendo en cuenta que P;(z) = 1 para todo z = re € D(0,1), se verifica:

P = Jeol = 5 [Pl = () — f(e)) o]
< oo [ R0 - e as
= L[ R-0)s) - s an

to—m
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El ultimo cambio de variable es valido porque el integrando es 2w-peridédico en . Fijemos
la cota M de f como M = méx{f(e?’) : |6] < m} y un nimero real ¢ > 0. Puesto que f es

uniformemente continua existe 7 > 0 tal que si |6 — to| < n, entonces |f(e?) — f(e')| < &.

Adicionalmente, supongamos que |t — to| < Z. Descomponemos la integral en dos partes, una
correspondiente a los puntos @ tales que |0 — tg| < 1 y otra con los puntos restantes, es decir,
con los que cumplen |0 — | > 1 y, por consiguiente, [t — 0| > 2. Asi

1Py(2) = f(z0)| < =+ MP, (1)

Finalmente, de la definicion de P, se sigue inmediatamente que

; m _
i (3) =0

con lo que tomando un ¢ < n adecuados se cumple que si |t —to] < y |1 —r| < 0, entonces
|P(2) — f(20)] < 5§+ § =€,y con esto se prueba la existencia del limite en z.

La unicidad de u es consecuencia del corolario (3.1.8).

Corolario 3.2.4. Sea u : D — R es una funcién continua y arménica en D, entonces
u(re) = / Pr(0 — t)u(e) dt
para 0 < r < 1y para todo 0. Adema, u es la parte real de una funcién analitica

1) = o | Srtuteya

2 ) et — 2

Demostracion. La primera parte es una consecuencia del teorema anterior. La segunda parte se
sigue del hecho de que f es una funcién analitica. O]

Corolario 3.2.5. Sea a € C, p > 0. Supongamos que h es una funcién continua con valores
reales en {z : |z — a| = p}. Entonces existe una tnica funcién continua w : B(a; p) — R tal que
w es arménica en B(a;p) y w(z) = h(z) para |z — a| = p.

Hemos trabajado en el disco unidad por comodidad, pero no es dificil obtener una férmula
andloga para discos arbitrarios. En el caso general, si f es armonica en el disco D(zp,r) y
continua en su clausura, entonces la funcién h(z) = f(zo+ Rz) cumple las hipdtesis del teorema
anterior. Luego para un punto zy + re* con 0 < r < R, se tiene que

Fleotre) = h (") = S / " Pynlt —0)f(z0 + Re) db.

2m ) .

Esta férmula nos proporciona la solucién explicita al problema de Dirichlet en un disco
arbitrario. Como aplicacién vamos a caracterizar las funciones armoénicas por la propiedad de
la media.

Teorema 3.2.6. Siu: ) — R es una funcion continua con la propiedad de la Media, entonces
U es armonica.
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Demostracion. Sea a € 0y escogemos p > 0 tal que B(a,p) C Q, aplicando el problema de
Dirichlet en la bola trasladada B(a, p), entonces existe w : B(a, p) — R arménica en la bola y
u(p+i6) = w(a+re?) para todo 6. Como u — w satisface la propiedad de la Media y(u—w) = 0
en |z —a| = p, entonces u = w en la B(a, p), luego u es armonica. O

Teorema 3.2.7. Sea u una funcion continua en un abierto Q2 tal que para todo a € S, existe
una sucesion {r,} de nimeros reales positivos convergente a 0 de modo que

u(a) = — / " a4+ re®) do.

2 J_.
Entonces u es armonica

Demostracion. Sea a € Q y fijemos R > 0 tal que D(a, R) C €, aplicando el problema de
Dirichlet , existe una tnica funciéon g continua en este disco cerrado, armonica en su interior y
que coincide con u en su frontera. Sea h = u — ¢ y sea m el supremo de h en D. Supongamos
que m > 0. Como h se anula en 9D, el conjunto

A={z¢€ D(a,R): h(z) =m}

es en realidad un subconjunto compacto de D(a, R). Sea zy € A donde |z — a| toma el valor
maximo k. Asi, para todo r suficientemente pequeno, al menos la mitad de la circunferencia de
centro zg y radio r esta fuera del disco de centro 0 y radio k, luego fuera de A.

Tomando como r uno de los valores para los que por hipdtesis se cumple la propiedad del
valor medio, concluimos que

m = h(zy) = u(z9) — g(20) = L /7r (u—g)(a+r,e?)do < QLm dfd =m

2 J_, m
Esta contradiccion muestra que m = 0, es decir, u© < g. Razonando igualmente con g — f,
concluimos que u = g, y por lo tanto u es armonica. Il

Es deseable derivar una férmula para el niicleo de Poisson de un disco arbitrario. Para hacer
esto sélo necesitamos hacer un cambio de variables en la férmula (3.2.22). En efecto, sea R > 0.

. r
Vamos a sustituir r por I Luego,

RQ _ 7“2
R2 — 2rRcos(0) + r?’

(3.2.23)

con 0 < r < R para todo . De esta forma, si u es continua en D(a, R) y arménica en D(a, R),
entonces tenemos que

) iy R2 _ 7‘2

16
ula+re’) = —
( ) 27 /_,r R? — 2rRcos(f —t) + r?

u(a + Re™)dt.

Ahora podemos escribir la ecuacién (3.2.23) como

RQ _ 7“2
‘Reit — reif|2’
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R—r< |Reit—r6i9| <R+

Por lo tanto

R—r _ R%* — 12 c B
R+r — R?—2rRcos(f —t)+12 ~ R—1r

Definicién 3.2.8 (Desigualdad de Harnack). Sea u : D(a, R) — R una funcién continua,
armoénica en D(a, R) y u > 0 entonces para 0 < r < Ry para todo 6,

R_Tu(a) < u(a+re?) < ftr

Ry < R_Tu(a). (3.2.24)

Definicién 3.2.9. Sea ) es un subconjunto abierto de C entonces Har(S2) es el espacio de las
funciones armoénicas en Q. Como Har(Q2) C C(€2,R), hereda la métrica de C'(£2, R).

Una consecuencia inmediata del teorema (3.2.7) es que el limite uniforme de una sucesién de
funciones armonicas es una funcién arménica, pues la sucesién converge uniformemente en las
circunferencias, lo que permite intercambiar el limite con la integral que proporciona el teorema
del valor medio para cada término de la sucesién, y asi concluir que el limite esta en las hipdtesis
del teorema anterior.

Teorema 3.2.10 (Teorema de Harnack). Sea Q2 una region:
1. El espacio metrico Har(2) es completo.

2. si{u,} es una sucesion en Har(QY) tal que uy < ug < ... < entonces, o bién u,(z) — 00
uniformemente en subconjuntos compactos de 2, ¢ {u,} converge en Har(£2) a una funcion
armonica.

Demostracion. 1. Para esto basta ver que Har(f2) es un subespacio cerrado de C (€2, R). En
efecto, sea u, una sucesién en Har(2) tal que u, — u en C(,R). Luego u tiene la
propiedad de la media, entonces por teorema (3.2.7), u es arménica.

2. Sin pérdida de generalidad podemos asumir u; > 0. Sea u(z) = sup{u,(z) : n € N}.
Entonces para cada z tenemos dos posibilidades: u(z) = 0o 6 u(z) € Ry u,(z) — u(z).
Consideremos los conjuntos:

A = {z€Q:u(z) =+o0}
B = {ze€Q:u(z) < +oo}.
Vamos a probar que ambos son abiertos, con lo que por la conexidad uno de ellos coincidira

con Q. Sea zp € Q y R > 0 tal que el disco |z — z9] < R estd contenido en 2. Si
|z — 20| =7 < R, entonces

wn(2) = —— / Pyt — 0)un(zo + Re®) do),

2 J_,
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donde e )
-
P’r t—10) = T o
/R( ) |Rei — reit|2
y . .
R—r< |Rew—re”| <R+
Luego,
R—r R+
< Pyr(t—0) < ) 3.2.25
R+r— /R( )< R—r ( )
Por consiguiente,
R—r1 [T ” R+r1 [T ”
— i < < — i
. _ﬂun(ZO + Re")df < u,(2) < = _Wun(zwl—Re )de,

y teniendo en cuenta la propiedad del valor medio queda

R—r R+r
< <
R nl) Sulz) < o

Un(20)-

Asi, si u,(20) tiende a +o00 o converge, lo mismo sucede con u,(z) para todo z en el disco
D(zy, R), es decir, D(zg, R) esta contenido en el mismo conjunto A o B al cual pertenece
20-
Supongamos que {2 = A, es decir u,, converge a +00. Con la notacion anterior tomamos
0 < r <r" < R. Entonces

R—r" R-—7r

R+r — R+r’
con lo que Mu,(z0) < u,(z) para todo z en el disco D(zp,7’). De aqui se concluye que u,
converge uniformemente a +o0o en el dltimo disco. Si {2 = B se razona de igual manera.
Sea 1’ < R entonces, como arriba, existe una constante NV, que depende sélo de zy y 7’/
tal que Mu,(z0) < u,(2) < Nu,(20) para |z — 29| < ' para todo n. Luego si m < n se
tiene que 0 < u,(2) — um(z) < Nup(z0) — Muy(20) < C(un(20) — um(20)) para alguna
constante C.

M=

Asi, {u,(2)} es una sucesién de Cauchy que converge uniformemente en D(z, R). Por lo
tanto {u,} es una seuceién de Cauchy en Har(f2) y entonces, por la primera parte, debe
converger a una funcién armonica. Como u,(z) — u(z), u es funcién arménica y con
esto concluye la demostracion.

O

Definicién 3.2.11. Sea €2 una regiéon y I' su clausura en C*, definimos su borde extendido
como O =1 — .

3.3. Funciones subarmonicas

Las funciones que queremos introducir ahora son el andlogo a las funciones céncavas y
convexas. Una funcién es convexa si en cualquier intervalo en el que estd definida es menor
que la recta que coincide con ella en los extremos. Similarmente, una funcion es concava si en
cualquier intervalo en el que esta definida se mantiene por encima de la recta que coincide con
ella en los extremos.
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Definicién 3.3.1. Sea () un abierto en C y sea ¢ : 2 — R una funcién continua.
=  es una funcién subarmonica si para todo disco cerrado D C {2 se verifica que

1

27
< = ) de.
pla) < 27T/0 ola+re”)db

=  es una funcién superarmonica si para todo disco cerrado D C (2 se verifica que

1

27
> 9y de.
ola) > 27T/0 ola+re”)db

Es inmediato que una funcién es armonica si y sélo si es subarmoénica y superarmonica al
mismo tiempo. Asi mismo, una funcién f es subarmoénica si y sélo si —f es superarménica,
y viceversa. Notemos que no exigimos que las funciones subarménicas y superarmoénicas sean
derivables.

Cada propiedad de las funciones subarmonicas se corresponde con una propiedad de las
funciones superarmonicas invirtiendo el sentido de las desigualdades. Por simplicidad en lo
sucesivo trataremos inicamente con funciones subarmonicas.

Proposicién 3.3.2 (Principio de Méximo 3 versién). Sea Q0 un abierto conezo en C y sea
¢ : Q — R una funcion subarmonica. Si existe un punto a € Q) tal que p(a) > ¢(z) para todo
z en G. Entonces ¢ es una funcion constante.

Demostracion. La prueba es andloga a la prueba de la primera version del Principio del Maximo.
O

Proposicién 3.3.3 (Principio de Méximo 4 versién). Sea Q2 una region y sean ¢ y 1 funciones
reales definidad en € tal que ¢ es subarmdnica y 1 es superarmonica. Si para todo a en Ouxf)
se verifica que

lim sup ¢(2) < ll_rg inf () (3.3.1)

z—a

entonces o =1 y ¢ es armonica, o bien p(z) < ¥ (z) para todo a en €.

Demostracion. Sea h =1 — @, h es superarmonica y cumple:

lim inf A(z) > 0.

z—a
Podemos tomar una sucesién z, en  tal que h(z,) converja al al infimo de h. Tomando una
subsucesion podemos suponer que z, converge a un punto a de la clausura de 2 en C*°.
Si h es constante es claro que se cumple el teorema. En caso contrario, el principio del minimo
implica que h no toma un valor minimo en ), luego a € 0,.€2. Entonces la definiciéon de limite
inferior implica que el infimo de h ha de ser mayor o igual que 0, luego h es estrictamente
positiva en Q. n

Hemos enunciado este teorema con limites superiores e inferiores porque después lo necesi-
taremos con este grado de generalidad, pero conviene recordar un caso particular mucho mas
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simple y no menos tutil: Si una funcién subarménica es menor o igual que una funcién supe-
rarmoénica en todos los puntos de la frontera de un abierto conexo, entonces la desigualdad vale
también en los puntos del abierto. Sin embargo, la versién general del teorema es mas potente.
Por ejemplo, de él se sigue que en la definicién de funcién subarmoénica podemos sustituir los
discos por abiertos cualesquiera.

Cuando decimos que una funcion satisface el Principio Méximo, nos referimos a la tercera
version. Es decir, suponemos que no tiene un maximo en ) a menos que sea constante.

Teorema 3.3.4. Sea G una region y ¢ : G — R una funcion continua. Entonces ¢ es
subarmonica si y solo si para cada region G contenida en G y toda funcion armonica uy en Gy,
w — uy saisface el principio del maximo en G;.

Demostracion. Supongamos que ¢ es subarmoénica y G y u; son como en la descripcion del
teorema. Entonces ¢ — u; es claramente subarménica y debe satisfacer el principio del maximo.
Ahora supongamos gie  es continua y con esta propiedad:

sea B(a,r) C G

De acuerdo con el teorema (3.2.3) existe una funcién continua uw : B(a,r7) — R la cual es
armonica en B(a,r) y u(z) = ¢(z) para |z — a| = r. Por hipétesis ¢ — u satisface el principio
del méximo. Pero (¢ —u)(z) = 0 para |z — a| = r, entonces

pla) <ula) = L u(a + re)df

2m )
= — a—+re
2 J_, 7

Por lo tanto ¢ es subarménica. O]

Corolario 3.3.5. Sea G unaregiony ¢ : G — R funcién continua, entonces ¢ es subarmonica si
y solo si para cada region acotada G tal que G; C G y para toda funcion continua vy : Gy — R
que es arménica en G y satisface p(z) < ui(z) con z en Gy p(2) < uy(z) para z € Gj.

Corolario 3.3.6. Sea G unaregion y ¢ y 9 funciones arménicas en G, si p(z) = max{py, ¢ Vz €
G}. Entonces ¢ es una funcién armonica.

Demostracion. Sea Gy una regién con G1 C G y sea u; una funcién continua en G; que es
armoénica en Gy con ¢(z) < uy(2)Vz € 0G;. Entonces ambos ¢1(2) v va2(2) < ui(z) en 0G;. Por
corolario anterior coonseguimos que ¢1(z) y @2(2) < uy(2)Vz € Gy. Por lo tanto ¢(z) < uiVz €
G1 y por el mismo corolario se tiene que ¢ es subarmonica. O

Corolario 3.3.7. Sea ¢ una funcién subarménica en una regién G y sea B(a,r) C G. Sea ¢
la funcién definida en G por

1. ¢'(2) = p(z) con z € G — B(a,r)

2. ¢ es uan funcién continua en B(a,r) tal que es arménica en B(a,r) y estd de acuerdo
con p(z) para |z —a| =r.

Entonces ¢’ es subarmonica.
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Demostracion. Basta ver que ¢’ es subarmonica en los puntos de la frontera de B. Tomamos
un disco E con centro en un punto de dicha frontera. Sean h y b’ las funciones harmonicas en
el interior de F que coinciden con ¢ y ¢ en la frontera. Como ¢ < ¢/, por la cuarta version del
principio del méximo, resulta que ¢ < h < h’ en E.

Por otra parte, ¢’ < h’ en la frontera de B N E.Consecuentemente (y dado que ¢’ y A’ son
armonicas en el interior de BN E) concluimos que ¢’ > h' en BN E, con lo que de hecho ¢ < A/
en F. O

3.4. El Problema de Dirichlet en C

Como se menciond al comienzo de esta seccion, uno de los propositos al estudiar las funciones
subarmoénicas es que entran en la solucion del Problema de Dirichlet. De hecho, la cuarta version
del Principio Méximo da una idea de cémo ocurre esto. Si 2 es una regiéon y v : Q — R es una
funcién continua que es arménica en €, entonces ¢(z) < u(z) para todo z en 2 y para todas las
funciones subarménicas ¢ que a su vez satisfacen limsup,_,, ¢(z) < u(a) para todo a en 0G.
Dado que u es en si misma una funcién subarménica, es natural el siguiente resultado

u(z) = sup{¢(z) : ¢ es subarménica y limsupu(z) < u(a) Va € 0.G} (3.4.1)
zZ—a
Aunque esta es una afirmacion trivial, es sin embargo un faro que senala el camino hacia una
soluciéon del Problema de Dirichlet. La ecuacion dice que si f : 05§2 — R es una funcién continua
y si f puede extenderse a una funcion u que es armoénica en 2, entonces u se puede obtener a
partir de un conjunto de funciones subarmoénicas que se definen tnicamente en términos de los
valores de borde f. Esto lleva a la siguiente definicién.

Definicién 3.4.1. Si 2 es una regién y f : 0,2 — R es una funciéon continua entonces La
Familia de Perrdn, P(f,€)), consiste en todas las funciones subarménicas ¢ : @ — R tal que

limsupy(z) < f(a)

z—a

para todo a € 0,.12.

Dado que f es continua, existe una constante M tal que |f(a)] < M para todo a € 0,2
Asi que la funcién constante —M pertenece a P(f,2) y la familia de Perrén es no vacia.
Siu:Q — R es una funcién continua que ademds es arménica en € y coincide con f en 9,52,
entonces (3.4.1) se convierte en

u(z) =sup{e(z) : p € P(f,Q)} (3.4.2)

para todo z en (). De manera inversa, si se da f y u se define por (3.4.2), entonces u debe
ser la soluciéon del Problema de Dirichlet con los valores de frontera de f, es decir, siempre
que el Problema de Dirichlet pueda ser resuelto. Para mostrar que (3.4.2) es una solucién, dos
preguntas deben responderse de manera afirmativa.

» BEs u armoénica en §)

» limu(z) = f(a) para cada a en 0,2
zZ—a
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Teorema 3.4.2. Sea 2 una region y f : 0,82 = R una funcion continua, entonces

u(z) = sup{p(z) : ¢ € P(f,Q)}
define una funcion armonicas u en €.

Demostracion. Sea |f(a)] < M para todo a en 0,2 . Notemos que
o(z) < M para todo z € Q,p € P(f,Q) (3.4.3)

Esto se debe a que, por definicién, limsupgp(z) < M siempre que ¢ € P(f,(2); entonces (3.4.3)
z—a
es una concecuencia directa del principio de méximo.

Fijemos a en Q y sea B(a,r) C Q. Entonces u(a) = sup{¢(a) : ¢ € P(f,Q)}. Luego, existe una
sucesién de funciones {¢,} en P(f, ) tales que u(a) = sup g,(a). Sea ¢,, = max{1,...,©n}y
por el corolario (3.3.6) es subarmonica. Sea ¢, una funcién subarmoénica en 2 tal que

» ¢ (z) = ¢,(2) para todo z en Q — B(a,r)

» ¢/, es arménica en B(a,r)

Queda por verificar que

L ¢, < ¢

2. pn < dn < 4,

3. ¢, € P(f,Q)

Por 3, ¢! (a) < u(a), luego por 2 y por la eleccién de ¢, se tiene que

u(a) = lim¢),(a) (3.4.4)
zZ—a
Ademas, por (3.4.3) resulta que ¢, < M para todo n. Considerando 1, el Teorema de Harnack
implica que existe una funcién arménica U en B(a,r) tal que U(z) = lim ¢/, (z) uniformemente
para z en cualquier subdisco apropiado de B(a,r). Se sigue de 3 que U < u y por (3.4.4) se
tiene U(a) = u(a).

Ahora sea zg € B(a,r) y sea {¢,} una sucesién en P(f,Q) tal que u(zo) = lim 1, (20).

Sea xn = max{¢,, ¥} v X, = max{xi,...,Xn} ¥ sea X/ una funcién subarménica que
coincide con X, en B(a,r) y es arménica en B(a,r). Como arriba, esto conduce a una funcién
armoénica Uy en B(a, ) tal que Uy < uy Up(zo) = u(zo). Pero ¢, < X,,, entonces ¢/, < X/ . Por
lo tanto U < Uy < uy U(a) = Up(a) = u(a). Por consiguente U — Uy es una funcién arménica
negativa en B(a,r) y (U —U — 0)(a) = 0. Por el Principio del maximo, U = Uy, , entonces
U(zo) = u(zp). Como zj es arbitrario, u = U en B(a,r) . Es decir, u es arménica en cada disco

contenido en ).
O]
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Definiciéon 3.4.3. Sea €2 un dominio y f : 0,£2 — R una funcién continua. La funcién arménica
u obtenida en el teorema anterior se llama Funcion Perron asociada con f.

El siguiente paso para resolver el problema de Dirichlet es probar que para cada punto a
en 0,82 el limu(z) existe y es igual a f(a). Es importante mencionar que esto no siempre se
cumple. El siguente ejemplo ilustra este fenémeno.

Ejemplo 3.4.4. Sea 2 = D(0,1) — {0} y sea f la funcién que vale 0 sobre la circunferencia

log ||
loge *

armoénica en (2 y continua en su clausura, toma el valor 1 en la circunferencia |z| = € y el valor
0 en la circunferencia |z| = 1.
Siv € P(f,Q), entonces |v| < 1 por el principio del maximo, ya que |f| < 1. Por lo tanto si

la| = € se cumple que limsupv(z) < u(a) ysi |a] = 1 se tiene la misma desigualdad por definicién
z—a

unidad y f(0) = 1. Fijemos 0 < € < 1 y consideremos la funcién u, = Claramente u, es

de P(f,Q). La cuarta versién del Principio del méximo implica que v(z) < u(z) = l‘fgﬁ para
oge

todo z en . Si fijamos z y hacemos tender € a cero queda v(z) < 0, para toda funcién v en

P(f,Q), con lo que, u(z) definido por (3.4.2) es menor o igual a cero. Entonces u(z) = 0y por

lo tanto no tiende a f en 0S) . Asi pues, el problema de Dirichlet no tiene solucion en este caso.

Definiciéon 3.4.5. Una region A se dice Region de Dirichlet si en ella se puede resolver el
Problema de Dirichlet. Es decir, €2 es una Dominio de Dirichlet si para toda funciéon continua
f: 050 — R, existe una funcién continua u : Q — R tal que u es arménica y f(z) = u(z) para
todo z € 052

Ya hemos visto que un disco es una Dominio de Dirichlet, pero el el disco pinchado no lo es.
En esta seccién, veremos condiciones que son suficiente para que una regién sea una Dominio
de Dirichlet. El primer paso en esto direccion es suponer que hay funciones que pueden usarse
para restringir el comportamiento de las Funciones de Perron cerca del borde.

Vamos a encontrar una condicién topolégica muy simple que garantice que un abierto es un
Dominio de Dirichlet, pero primero hemos de caracterizar los Dominios de Dirichlet por una
propiedad local sobre los puntos de su frontera.

Sea €2 C C un abierto y a € 05). Supongamos por el momento que a es finito. En tal caso,
la funcién f(z) = |z — a|/(1 + |z — a|), extendida a co mediante f(co) = 1 es continua en C'*,
en particular en 0,2, toma valores en [0, 1] y sélo se anula en a.
Si Q es un Dominio de Dirichlet existe una funcién u arménica en €, continua en € (la clausura
entendida en C* y que coincida con f en € 9,2 Claramente u : Q — [0, 1] y sélo se anula en
el punto a.

La existencia de una funcién u con estas propiedades para cada punto a caracteriza a los do-
minios de Dirichlet, pero hemos dicho que buscamos una propiedad local, es decir, que dependa
solo de un entorno de cada punto a. Por ello, vamos a debilitar la condicién todavia mas.

Definimos el abierto

QN D(a,r) si a# o0
Q,.(a) =
QN A0,r,00) si a=oc.
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donde A(0,r,00) es el anillo definido por {z € C: r < |z]| < R}.

Sea también

{z€Q:|z—al=71} si a# o0
0Q,(a) =

{zeQ:|z| =71} si a=oc.
Notemos que 9€2,(a) no es toda la frontera de €2,.(a) sino una parte de ella. Sea ¢, = inf{u(z) :
z € 00 (a)} > 0y ¢, = min{u(z)/c,,1}. Es claro que estas funciones cumplen la siguiente
definicién
Definicién 3.4.6. Sea 2 un abierto en C y a € 0,§2. Una barrera para a en €2 es una familia
de funciones {¢, : > 0}, tales que

» ¢, : Q.(a) = [0,1] es superarmonica;
» limp,(2) =0;
zZ—a

» para todo w € 02, (a), existe ggrqh¢r(z) = 1.

A los puntos z € 02 que admiten una barrera, les llamaremos puntos requlares.

Las funciones ¢, que hemos construido son continuas, de hecho, en toda la clausura de
09,(a) pero en la definicién recogemos las condiciones imprescindibles para caracterizar los
dominios de Dirichlet, pues después probaremos la existencia de barreras en un contexto muy
general y entonces agradeceremos que la definicién sea lo mas débil posible.

Al final de este capitulo se daran condiciones geométricas suficientes para construir barreras.
Por el momento pasamos a demostrar el resultado que culmina la prueba de existencia para el
problema de Dirichlet bajo la hipétesis de existencia de barreras. El resultado es de caracter
puntual

Teorema 3.4.7. Sea ) un dominio acotado y sea a en 0xS) tal que existe una barrera en )
para a. Si f 1 O5oG — R es continua y u es la funcion de Perron asociada a f, entonces

limu(z) = f(a).

z—a

Demostracion. Supongamos que a # oo. El caso de oo se trata de forma analoga, sustituyendo
las aproximaciones a a de la forma |z — a| < ¢ por aproximaciones a oo de la forma |z| > R.
Fijemos una barrera ¢, para a. Sea ¢ > 0 y escogemos d > 0 de modo que w € 0,0 ¥y
|lw — a| < 2§, entonces |f(w) — f(a)| < e. Podemos tomar ¢ lo suficientemente pequeno como
para que esté definida @s. Definimos ¢ : 2 — [0, 1] por

s(2) si z € Qs(a)
p(z) =
1 si z€Q—Q;s(a).

Es claro que ¢ es continua en §2. Probaremos que es superarmoénica. Los tnicos puntos en
los que esto no es evidente son los de 0,82(a). Si zy € 9,Q(a), sea D(zp,t) un disco en Q y sea h
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una funcién armoénica que coincide con ¢ en su frontera. Vamos a probar que h < ¢. En efecto,
es claro que h < 1, luego h < s en la frontera 5(a) D(z,t), de donde h < @5 en este conjunto,

y por lo tanto, h < ¢.

Sea R una cota de f. Entonces —2Ry + f(a) — € es subarménica en §). Vamos a probar que esta

en P(f,Q). Sea w € 0,12 tal que |w — a| > §, entonces
lim (~2Rp + f(a) — ) = —2Rp + f(a) — € < f(w).
Si |w — a] < 4, entonces

limsup(—2Rp + f(a) —€) < f(a) — e < f(w).

zZ—w

Por consiguiente, —2R¢p + f(a) — € pertenece a P(f,€)), y entonces
—2Rp + f(a) — e < u(z).
De manera anédloga se prueba que si w € 0,.€2, entonces
ligi)iurjlf(QRgo + f(a) +¢€) > f(w).
Por lo tanto, si u € P(f,2) se verifica que

lim supu(z) < liminf(2Rp(z) + f(a) +€),
zZ—rw

Z—w
y el principio del méximo implica entonces que u < 2Rp(2) + f(a) + €, luego
—2Rp+ f(a) —e <u(z) <2Rp(z) + f(a) +e.
Por consiguiente,

—e < liminf(u(z) — f(a)) < limsup(u(z) — f(a)) <e.

z—a z—a

Como € > 0 es arbitrario, se concluye que existe limu(z) = f(a).
zZ—a

O

Como resumen de todo lo anterior se tiene que si todo punto a € 92 es un punto regular,
en el sentido de la definicién anterior, los teoremas establecen la existencia de solucién u €
C?*(2) N C(Q), del problema de Dirichlet, cualquiera sea f € C(92). Diremos en este sentido

que el problema de Dirichlet es soluble en sentido cldsico.

Lema 3.4.8. Sea Q2 una region en C y sea S un subcojunto cerrado conexo de Co, tal que S y
SN0 ={a}. SiQqy es la componente de Co, — S que contiene a §2, entonces Qg es una region

simplemente conexa del plano.

Con esto estamos en condiciones de probar el teorema siguiente, que nos permite reconocer

facilmente una gran cantidad de dominios de Dirichlet:

Teorema 3.4.9. Sea 2 una region en C y suponga que a € 052 tal que la componente de a en

Coo — Q no se reduzca a un punto {a}. Entonces a tiene una barrera en SQ.
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Demostracion. Sea S la componente conexa de U — ) que contiene a a. Por hipdtesis existe
b € S tal que b # a. Sea T una transformacién de Mdbius tal que T'(a) = 0y T'(b) = 0. Sea
la componente de C* — S contenida en 2. Veamos que () es simplemente conexo. Cualquier
otra componente conexa A de C*° — S es un abierto cuya frontera esta contenida en S, luego
su clausura es conexa, corta a S y es disjuta de €. Luego, AU S es conexo y disjunto de
Q. Notemos que C*® — Qq es la unién de todos los conjuntos A U S, la unién de conexos con
interseccién comun es conexa.

Como 0 ¢ €, existe una rama uniforme del logartimo L definida en €y. En particular L
estd definida en €. Para cada r > 0y z € ,(0) sea L.(z) = L(z) — logr. Como 0 esta en la
componente no acotada de C'°*° — ), ninguna circunferencia de centro 0 puede estar contenida
en €2, luego

0.020)={z€Q:|z|=r}

es la unién de a lo sumo una cantidad numerable de arcos abiertos disjuntos {7}

Entonces, —L,.[v] = {it : o <t < Bk}, vy entonces

_Lr[arQ<O)] = iU]aka ﬁk[v
k
donde los intervalos son disjuntos y la longitud de ~; es 7(8r — o), asi
> Br—ap<om
i=1
Ahora, si log es el logaritmo con parte imaginaria entre —7 y 7, la funcién
Z — 10
hi(z) = Slo
() =g (£
es arménica en el semiplano y 0 < hi(z) < 7 para Rz > 0 . Notemos que la funcién de dentro
del logaritmo es una transformacion de Mdobius que deja fijo al semiplano Rz > 0.
Es facil ver que los argumentos de z — iay y z — if estan entre —7/2 y /2 y el primero es
mayor que el segundo (ver diujo).

Luego, hi(2) = S(log(z —iay)) — S(log(z —iBk)), v en particular, 0 < hi(z) < 7. Esto nos
da la expresiéon integral

Bk Bk
hi(z) = %(z/ de ,):é)%(z'/ de >
0 Z—Si o Z—Si

Bk T
= / o —TLL
ag x +(y_ )

Y — Yy — B
— arctan ,
T x

= arctan

donde z = z+1iy. Geométricamente esto se interpreta como que hg(z) es el angulo de vértice
z en el dibujo. Entonces

S hi(2) g/ mdt:m

00
k<n -
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h}(z)

oy

Como las funciones hy son positivas, el teorema de Harnack implica que la funcion
h(z) =) hi(2)
k

es armonica en el semiplano Rz > 0. La funcién analitica — L, toma valores en este semiplano,
luego podemos definir ¢, (z) = h(—L(z))/m, que es una funcién armdnica en 2,.(0).
Vamos a probar que las funciones {#,} forman una barrera para 0. Dado que RL,(z) tiende
a —oo cuando z tiende a 0, tenemos que probar que h tiende a 0 cuando R(z) tiende a +oo.
Ahora bien,

h(zx +iy) = Z hi(z + iy)

Bk
D R et
Bk—ak 2w
< ; — <

So6lo queda demostrar que si w € Q y |w| = r, entonces

lim,(2) = 1.

zZ—w

Si w estd en el arco 7y, entonces —L,.(z) transforma cualquier sucesiéon que tienda a w en
una sucesion que tiende a ic, con ap < ¢ < [, luego basta probar que

limh(z) =, para ap < ¢ < Sg.

z—ic
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Sea ]a;, f;[ un intervalo tal que By < «;. Entonces a; — B es mayor o igual que la suma s; de
las longitudes de los intervalos contenidos en [fy, «;]. Definimos a; = Sy + s; vy b = a; + B; — .

De este modo el intervalo |a;, b;[ tiene la misma longitud quelo;, B;[ pero a; < «;. Es facil ver
que los intervalos |a;, b;[ son disjuntos dos a dos y por construccién la unién de todos ellos esté
contenida en |3;, 8; + 27].

Sea H; la funcién definida como h; pero con Jai, bi| en lugar de |ay, §;]. La expresién integral
muestra que h; < H; y la suma de todas las funciones h; con £, < «; es menor o igual que

Br+2m T
v(z,y) = / —__dt.
B 2+ (y —t)?

Analogamente se razona con los intervalos |o;, 3;[ tales que 8; < aj, de modo que la suma
de todas las funciones h; correspondientes a estos intervalos estd mayorada por

ag
u(z,y) = / I

E—2m 72 + (y - t)Z

Por lo tanto 0 < h(z) — hi(z) < u(z) + v(z). Calculando las primitivas (arcos tangentes) se
ve inmediatamente que

lim (h(2) — hi(2)) = 0.

zZ—ic

Por otra parte,

Z—ic z—1c X x

lim hg(z) = lim (arctan Y% arctan L= 5k) =7

Como consecuencia tenemos:

Corolario 3.4.10. Si ) es un abierto conexo tal que ninguna de las componentes conexas de
Cs — €2 consta de un tnico punto, entonces {2 es un Dominio de Dirichlet.

Puede probarse que la condicién no es necesaria, pero abarca todos los casos de interés.
Notemos que en particular todo abierto conexo simplemente conexo 2 C C es un dominio de
Dirichlet.

Corolario 3.4.11. Un dominio simplemente conexo es un Dominio de Dirichlet.

Demostracion. En efecto, C., — €2 tiene una tnica componente conexa. Si ésta fuera un punto,
habria de ser oo, luego 2 = C, pero C es obviamente un Dominio de Dirichlet ( las funciones
constantes resuelven el problema de Dirichlet para cualquier condicién en 0o). Il



Capitulo 4

El Problema de Dirichlet para la
Ecuacion de Laplace en el Elipsoide

El propdsito de este capitulo es presentar un método alternativo para resolver el Problema
de Dirichlet, planteado de forma no tradicional sobre un Elipsoide de R”, y determinar las con-
diciones de existencia y unicidad de las soluciones. Recordemos que nuestro problema es: Dada
una region ) en R™ con frontera 0S) y una funcion continua f : 02 — R, jexiste una tunica
funcion v : Q — R tal que es arménica en el interior de 2 y coincide con f en la frontera 002
Dada una frontera suficientemente suave 0€) y f continua, las soluciones generales se logran por
medio de técnicas clasicas de EDP. La unicidad es consecuencia del principio del maximo.

Aparte de la existencia y unicidad, una pregunta comun es la naturaleza de las soluciones
que surgen dado el dominio €2 y la funcién como datos f. Por ejemplo, si f es algiin polinomio y
(2 es una bola abierta en R", ;que se puede decir sobre el resultado solucién u?. Esta pregunta
es dificil de abordar a través de las ecuaciones integrales, por lo que en su lugar recurrimos al
algebra de los espacios vectoriales de dimension finita.

4.1. Existencia y Unicidad

En esta seccién vamos a establecer las condiciones de existencia y unicidad para nuestro
problema. Sea 7" un endomorfismo en un espacio vectorial de dimension finita. Uno de los
resultados mas importantes en el dlgebra lineal elemental es que 7' es inyectivo si y solo si T es
sobreyectivo. Aplicaremos este hecho al Problema de Dirichlet con polinomios como datos de
borde.

En este capitulo nos ocuparemos del caso en que €2 es una elipse en R" para n > 2 arbitrario
y especialmente cuando f restricta a 9€) es un polinomio. Adoptaremos las siguientes notaciones
y definiciones.

Fijemos un n > 2 en N, constantes r,...,r, > 0 en RT y definimos
no2
x
b(z)=1-—>) —% zeR"
—1 Tk
k=1

76
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El conjunto £ denota a la elipsoide
E={x eR":b(z) > 0},

y su frontera es
0 ={x € R" : b(x) =0}

El objetivo es resolver el Problema de Dirichlet para & mostrando primero que se puede
manejar en el caso particular cuando la funcién como dato de borde es un polinomio. Esto se
lograraa con la ayuda de una consecuencia elemental de un trabajo de E. Fischer..

Llamaremos P = R[z1, ..., z,] al anillo de polinomios de n variables sobre el cuerpo de los
nimeros reales, y para un entero m > 0, P, = {f € P : deg(f) < m} denotara el subespacio
lineal de dimensién finita de P.

Lema 4.1.1 (Lema de Fischer). Para f € P definamos L(f) = A(fb). Entonces L es un
operador lineal, preserva el grado y es una biyeccion de P en si mismo.

Demostracion. Sea L : P — P tal que L(f) = A(fb). No es dificil notar que L es un operador
lineal en P. Vamos a probar que L es inyectivo, para esto, supongamos que L(f) = 0 para algin
fen P. Sea u = fb, entonces Au(z) = 0 para todo z en R" y u(z) = 0 para todo x en 9€.
Luego u es armonica y por el corolario anterior, u(x) = 0 a lo largo de toda la elipse definida por
b, es decir, u(z) = 0 para todo x en £, asi f(z) = 0 para todo = en &£. Pero f es un polinomio,
por lo tanto f(z) = 0 para todo x en R™. Por lo tanto, hemos probado que Ker(L) = 0, es decir
L es inyectiva.

Sea f € Py, entonces fb € Pnioy A(fb) € P,,. Esto es, L es funcién de P, en si
mismo. Como P, tiene dimension finita y L es un operador lineal inyectivo, L es una funcién
sobreyectiva en P,,. O

Veremos dos soluciones elementales y novedosas del problema de Dirichlet para elipsoides,
una utilizando el Lema de Fischer y otra un poco mas geométrica. En este caso {2 corresponde
a un elipsoide en R™ para n > 2 arbitrario.

Problema:

Queremos resolver el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace, es decir, dada una
region 2 en R", n > 2 y una funcién continua f : 92 — R como dato de borde, deseamos
encontrar una dnica funcién u : Q — R continua, tal que u es C*(9),

Au(z) =0 x €
(4.1.1)
u(z) = f(x) x € 0N

El primer caso que vamos a considerar es cuando la funciéon de borde como dato es un
polinomio y €2 la elipse en R™ . El lema de Fischer y el principio del maximo, dan una prueba
simple de:
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Teorema 4.1.2. Sea f un polinomio en P, para algin m > 0. Entonces existe una unica
solucion u en P, que satisface

Au(z) =0 si z €€,
(4.1.2)
u(x) = f(x) si x€dE.

Demostracion. Si m < 1 la conclusién se cumple con v = f. Supongamos que m > 2 y que el
grado de f es a lo menos 2. Podemos mirar a u de la forma f +vb con v en P,,_» para cualquier
u, tal que u(z) = f(z) para todo z en 08 y Au = Af + A(vb). Por el lema de Fischer, existe
una unica g en P,,_» tal que A(gb) = —Af. Por lo tanto, si se define u = f + gb, entonces u
estd en P, v 4.1.2 se verifica. La unicidad esta garantizada por el principio del méximo.

O

Teorema 4.1.3 (Teorema de aproximacién de Weierstrass). Dado un rectingulo I en R™, una
funcion continua f : I — R y e >0, entonces existe p en P tal que |f(x) — p(x)| < € para todo
x en I. Cuando hablamos de un rectdngulo en R™ nos referimos a un producto de n intervalos
cerrados y acotados.

Ahora estudiaremos el caso cuando el dato de borde es una funcién continua.
A continuacién presentamos un resultado andlogo al Teorema (4.1.2) con la hipdtesis de que
la funcién como dato de borde f es continua.

Teorema 4.1.4. Dada una funcion continua f : 0 — R, existe una tnica funcidn continua
u: € — R tal que u es C*(E) y satisface

Au(x) =0 si x€f,

En efecto, f es continua en R™ y por lo tanto, por teorema de Weierstrass, puede ser apro-
ximada uniformemente en cada rectangulo por una funcién polinomial. Pero f (x) = f(z) para
todo = en OE. Por lo tanto existe una sucesion {f;}72; en P que converge a f uniformemente
en 0E. De acuerdo con el Teorema 4.1.2, para todo k en N existe una unica u; en P tal que
Auy, = 0 para todo x en R" y ug(x) = fr(z) para todo x en 9. Por el principio del maximo,
para j,k € Ny z en &,

Juj (@) — ()] < max{|f;(y) — fi(y)| : y € OE} —— 0

Jk—00
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Por lo tanto, {uy,}$2, converge uniformemente en £ a una funcién u : £ — R. Por el corolario
de la propiedad de la Media, u es arménica en €. Ademas, para todo x en 0&,

o) = Jim

= lim fi(z)

k—o0
= fl=z)
[

Hemos establecido asi las condiciones de existencia y unicidad de dos maneras distintas,
primero para el caso en que la funcién como dato de borde f es un polinomio, usando el Lema
de Fischer y luego de manera mas geométrica el caso en que f es una funcién continua . Ahora
veremos la naturaleza de las soluciones.

4.2. Soluciones Polinomiales

Sea T el endomorfismo dado por
T:Pn — Pnm
f=T(f) = Abf)
Lema 4.2.1. El operador T’ es invertible

Demostracion. Daremos una demostracion equivalente al Lema de Fischer. La linealidad es
clara, por lo que demostraremos que 71" es inyectivo. Supongamos T'(f) = 0 y sea u = bf. Se
deduce que u es armonico, porque Au = A(bf) = T(f) = 0 y u = 0 automaticamente a lo largo
de la elipse definida por b. Aplicando el principio del maximo y del minimo a la vez, obtenemos
que u = 0, como antes. Como el anillo de polinomios es un dominio de integridad, bf = 0 si y
sélo si f = 0. Por lo tanto KerT = {0}. O

Vamos a resolver el problema de dos maneras, la primera bajo la hipdtesis de que la funcién
como dato f de borde dada es una funcién continua y luego cuando f es un polinomio. Para esto
en primer lugar estableceremos las condiciones de existencia y unicidad para luego presentar
una solucén general.

El Problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson en la Elipsoide con dato de borde una
funcion continua.

Sea g en P. Ahora queremos resolver el Problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson:
para el Laplaciano /A queremos encontrar una funcion u € P que resuelva

—Au(x) = g(z) r e,
(4.2.1)
u(z) = f(x) x € O0F.

donde f: 0E — R es una funcion continua dada.
La prueba de esto viene dada por el Lema de Fischer(4.1.1) y el Teorema (4.1.2)
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Demostracion. En efecto, por el Lema de Fischer_(él.l.l) existe v € P tal que g = A(vb) y por
el Teorema (4.1.2) existe una funcién contina w : &€ — R tal que w es C?(€) y satisface

{ Aw(z) = 0 Ve e &
w(x) = f(x) Vo € OF.

Sea u(z) = w(z) + v(x)b(z) con x € €. Entonces u es continua en £, C%(€) y

{ Au(z) = Aw(z)+ A(vb)(x) =g(x) para z €&
u(z) = w(z) = f(zr) para z € 0€.

El Problema de Dirichlet para la elipsoide con polinomios como datos de borde

Consideremos la elipse definida anteriormente £ y sean r, p € P. Para el laplaciano queremos
encontrar una funcién u € P que resuelva el Problema de Dirichlet para la Ecuacién de Poisson:

Au(z) =p(z) si z €€,
(4.2.2)
u(z)=r(x) st ze€dE.

Nuestro objetivo principal es obtener el inverso del operador T

Teorema 4.2.2. Seam >0, p € Py, yr € Prio. Entonces (4.2.2) tiene solucion en P, .

Demostracion. Si degb(z) = 2 y b(z) = 0 en OE, entonces basta probar que existe v(z) € Py,
tal que
Abv(z) +r(x)) =p(xr) en & con bu(x)+r(x) e dE.

Consideremos el funcional lineal 7' : P, — P, tal que f — T'(v) = A(bv), donde
A(bv) = bAv + 2(Vb, Vv) + vAb.
T es inyectivo. En efecto, sea v € P, tal que T'(v) = 0, entonces u = bv resuelve

Au(z) = 0 en &
{u(az) =0 en OE.

Aplicando el Principio del Méximo y el Principio del Minimo tenemos que v = 0 en &,
y como & es abierto y v € P, se concluye que bv = 0 si y sélo si b = 0. Por lo tanto T es
sobreyectivo. En particular, existe v € P, tal que T'(v) = b — Ar y esto significa que
A(bv+1) =p. O

El Principio del Méximo asegura que (4.2.2) tiene a lo mas una solucién. A continuacién
daremos una prueba alternativa de esto.

Teorema 4.2.3. Eziste una unica solucion u € P, que resuelve (4.2.2).
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Demostracién. Afirmamos que u(z) = f(x) — b(x)T~'(Af(x)) es una solucién. Esto se verifica
del siguiente calculo :

Au(z) = Af(x) = Ab() T (Af(2)))
= Af(2) =TT Af(x)
= Af(z) - Af(x)
= 0.

Como la elipse esta definida por b, tenemos que u = f. n

Ya establecimos las condiciones de existencia y unicidad. Ademds hemos encontrado un
operador solucién para (4.2.2), el cual nos dard una idea de cémo son las soluciones. Definamos

S: Pm X Pm+2 — Pm+2 (423)

S(p(x),r(x)) = b(x)T " (p()) = b(x)T " (Ar(x)) + r().

Notemos que

S(p,r) = b[I ' (p) =T (Ar)]+7
= b[T (p—Ar)+7
= bv+r.

Luego se tiene que
AS(p,r) = Abv+r)=p en€
bv+r = r en OE.
Veremos que el teorema (4.2.2) se puede aplicar para obtener soluciones polinomiales para
ciertos problemas de borde con funcionales diferenciales.

Sea P un espacio normado y definamos ||v|| = méx{|v(x)| : 2 € £} donde || - || denota la norma
de funcionales lineales en P,,. Por el Principio del Maximo para funciones armoénicas:

IS(p, )l = méx{lu(z)] : z € OE}
= méx{|r(z)|:z 6_6?5}
max{r(z):z €&}

= Irll,

IN

ya que r esta definido en todas partes. Por lo tanto ||S(p, r)|| = méx{|r(z)| : x € 9E} < ||r||,
conr € P.

El operador § : P,, X Ppio — Ppio es continuo. En efecto, sean f @ Ppio — Py
G Pmta — Py funciones continuas y acotadas, es decir, ||f|| < My y ||g]| < M,. Definimos
el operador

Q:Pmiz — Puia
w = Qw) = S(f(w),b(w)) = S(f(w),0) + (0, g(w)).
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Este operador es continuo y acotado. En efecto,

1Q(w)] 1S(f (w), b(w))|

IS(f(w), 0)[[ + (IS0, g(w))|
[1bo][ +lgl]

b1 (17| My + M.

VAR VANRVA

El Teorema del Punto fijo de Brouwer ( ver [8]) asegura que Q tiene un punto fijo u € Py,
y este polinomio es solucion de

{Au(m) = f(u)(z), en €&
u(z) = gu)(xz), en OE.

4.3. El Principio de Dirichlet en la Elipsoide

Seam > 2y V = {q(x)b(z) : q(x) € Pm_2} el subespacio lineal de P,,. Observe que cada
elemento de V' desaparece en 0€.

Probaremos que el problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson en la elipsoide es
equivalente a un problema variacional. Esto es, para g € Py,

—Au(z) = glxr) €&,
{ u(z) = f(x) ze€0d€ (4.3.1)
donde f(z): 0 — R es un polinomio dado y u la funcién incégnita. Esto es equivalente a

considerar

Iu] = glelgl[w], (4.3.2)

donde I es el operador definido por

= [ (GIvetf - v ) da (433)
y ¥ pertenece al conjunto F' = {¢ € P, : ¥(x) = f(x), =z € 0E}.

Teorema 4.3.1. Eziste una unica solucion u € Py, del problema (4.3.1).

En la seccion anterior dimos una prueba de esto basada en el Principio del Maximo, ahora
daremos una prueba alternativa a esto.

Demostracion. Sea u(x) otra solucién. Como u y @ son soluciones, podemos escribir w(z) =
u(z) — a(z) y esta funcién satisface

Aw(x) = 0 z€€,
wx) = 0 ze€0df

Multiplicamos Aw(z) por w(zx). Sabemos que los polinomios son funciones C* definidas en
todas partes, en particular son C? asi que podemos integrar sobre £. Asi,

/5 w(z) Aw(z)dz = 0.
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Aplicando la primera Identidad de Green,

/g w(z) Aw(z)ds = — /g Vu(z)Vw(z)ds + /a w(e) 5= (x)do (),

£

y como como w(z) = 0 en &, nos queda

0:/ng(I)Vw(x)dw:/5|Vw(x)|2da:.

Entonces |w(z)]? > 0y asi w(z) € Py, es decir, w(z) es una funcién constante y Vw(z) =
V(u(z) — t(z)) en £. Ademds w(x) = 0 en & con lo cual se concluye que u(z) = a(x). O

Teorema 4.3.2 (Principio de Dirichlet). Sea u € P,,, en particular, u es C*(&) N CY(E),
entonces u es solucion de (4.53.1) si y solo si u es solucion de (4.3.2).

Demostracion. Para todo 1 € F, podemos escoger u — 1) € P, en (4.3.1). Como en particular
los polinomios son funciones de clase C? y estéan definidos en todas partes, podemos integrar
sobre £. En efecto, intgrando en (4.3.1), tenemos

— /g Au(z)(u(z) — ¢(z)) de = /g(x)(u(x) —(x)) de.

£
Aplicamos la primera identidad de Green a la parte izquierda de la igualdad tenemos que

/8 Auu() (ulz) — (z)) dx = / V(@)Y (u(x) — () dr — / (u(e) = 6() 5 (0) dra)

& o€

Observemos que en 0, ¥(x) = f(x) y por hipdtesis f(x) = u(x) para todo x € 9, es decir,
usando la hipétesis se tiene que u(z) — ¢ (x) = 0 en OE. Asi lo anterior se puede escribir como

[IV@E dz = [ Vu@) o dr = [ o)) - o) de

o equivalentemente,

/g V()2 dz — /(g g(z)ulz) dz = /g Vu(z) Vi (x) da — /g o(2) () dz

Usando la desigualdad ab < % + %, tenemos que
V(z)|*dx — dx = V(z)]*dx — de = [ V \Y dx — d
[Iv@r = [g@u i = [1v@F = [ gl s = [ Tu@ Vi de - [ syt ds

£
< 3 [IVu@Pde+5 [ Vo s = [ g

De esta forma,

%/5|V(x)|2dx—/£g(x)u(x) dz < é/g|vw(x)|2dx—/£g(x)w(x) dz,
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lo que implica directamente que

Iu] <Ify] VY eF.

Reciprocamente, sea u € F tal que u satisface (4.3.2). Sea ¥ (z) € Py, un polinomio no nulo
arbitrario tal que ¥ (z) = f = 0 en €. Entonces para todo ¢ € V' se tiene que u + t¢ € F' con
t € R. En efecto, la suma de dos polinomios de grado a lo mas m tiene grado a lo mas m, asi
u+ typ € P,,. Ademas, u + ti restringido a la frontera 08 es u + tp = u+ 0 = f.

Sea A(t) = I[u + t)] una funcién real. Como u es minimo en I, sabemos que \'(t);—o = 0,
mas precisamente,

¥ = g | [ (Gl = gt 0) ar
_ %B/{S\Vu(x)\zdx—l—t/gVu(x)Vz/J(x) d:c+§/g!¢($)!2dﬂf—/gu(x)9($) dr—t/gg(:vw(w
_ /gVu(as)Vw(x)d:v—l—t/g\¢($)\2dx—/59($)¢($)d$
S ALCIOIE /5 g(@)v(x)ds
=0
Equivalentemente,

LVu(x)Vw(x)dx:/gg(x)w(:v)d:v.

Aplicamos la primera identidad de Green a la parte izquierda y nos queda:

téwwvAww—w@»m:o

Como ¢(x) € P,,, en particular se puede escribir como (x) = ¢(z)b(x). Luego,

/ﬁu>«@<Awm+g@»dx=o
ENN

(& J
g

GPZ etpm72 elpm72

En particular, podemos tomar ¢(x) := Au(x) + g(x) . Asf

¥ Bula) + g(@)? dz =0,
£

v b(z)(Au(x)+g(x))* > 0. Como b > 0, podemos dividir y asf tenemos que Au(z)+g(x) = 0,
para todo x € £. Ademds u = f en O por hipétesis. Por lo tanto u es solucién de (4.3.1), lo
que concluye la demostracion.
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4.4. Conclusiones

El objetivo fundamental de esta tesis fue entender la resolucion del Problema de Dirichlet
en un dominio acotado de R™ y en elipsoides, obteniendo condiciones de existencia y unici-
dad. En algunos casos podemos encontrar la solucién explicita del problema. Dicho problema
se planted para la ecuacién de Laplace y Poisson. El estudio fue abordado de 3 maneras distintas.

Primero se resolvié el problema en un dominio €2 de R"™, utilizando técnicas clasicas de EDP’s
y herramientas del andlisis. Obtuvimos una solucién general y explicita gracias a las identida-
des de Green, y una particular cuando consideramos {2 como una bola de R". Gracias a este
resultado y a las propiedades de las funciones armoénicas pudimos dar condiciones de existencia
y unicidad para las soluciones en dominios mas generales.

Luego resolvimos el problema en el plano complejo. Utilizando las Series de Fourier pudimos
derivar una férmula para la solucién en el disco unitario El Kernel de Poisson, fue fundamental
para extender la solucién a discos arbitrarios.

Por 1ltimo, el objetivo especifico de esta investigacion era resolver el problema en una FElip-
soide. Nos enfocamos en las propieades algebraicas de las soluciones cuando el dominio era en
particular una elipse en R", y la funcién como dato de contorno es un polinomio. La existencia
y unicidad fueron garantizadas por el Lema de Fisher y el Principio del maximo. Finalmente
obtuvimos un resultado novedoso y particular, el Principio de Dirichlet para una Elipsoide via
funcionales.



Capitulo 5

Apéndice

5.1. El area de la esfera n dimensional de radio 1

Definicién 5.1.1 (Funciéon Gamma). Sea I' : Rt — R definida por

[(y) :/ v~ te " dx. (5.1.1)
0
Ademas verifica:
1. Para todo n € N, I'(n) = nl.
2. I'ly+ 1) = yI'(y).

Definicién 5.1.2 (Area). Consideremos M C R™ una sueperficie diferenciable 2-dimensional y
sea ¢ : U C R? — M una parametrizacién, entonces

Area(M) = a(M) = / / VEG — F2 du dv,
U
donde

Fo= {¢u, dv)
G = (fv,P0)-

Ahora, si consideramos la superficie diferenciable S C R” y su parametrizacion ¢ : U C
R¥ — R™, tenemos que

Area(S) = a(S) = / V(& () (#(0))) du

Ejemplo 5.1.3. Sea S = graf(f), donde f : U C R¥ — R es una aplicacién diferenciable,
entonces podemos parametrizar .S como sigue. Consideremos ¢ : U — S donde ¢(z) = (z, f(x)),
entonces

1 0i = j

i 0 0i # j

——(2) =

Oz, 9F iy +1
(9xj

86
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Entonces la diferencial de ¢ es

1 0 . 0
0 1 0 e
¢'(x) = : 0 0
0 0 1
a(x) 5L () g (@)
y
1 0 el
¢'(2) = 1| o 0o
0 1 %(z)
entonces

det ! (2)(d (2! = Z(a )

- [ ( 5 (g_;j@y)

Ahora veremos cuanto vale el area de la esfera de radio r contenida en R", es decir,

Por lo tanto,

Aplicacion

n

Srt={(ay,...,2,) ER™: Zw?zﬁ}.

=1

Considerando el hemisferio superior de S"~!, el cual es el grafico de la funcién diferenciable
f:UCR"! - Rdonde U= B(0,r), estd dada por

entonces

n—1 8f 2 1/2
A(SrH _2/ 1+ ( u) du
s = 2f ( > (o
. N 12
= 2/ r? <r2 — fo) dxy--- dz,—1
B(0,r) i=1
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Consideremos ahora T': R""! — R"! dada por T'(z) = rx, entonces T(B(0,1)) = B(0,1),
aplicando el teorema de cambio de variables obtenemos

a(Sp) =

rrdey - da,

1
oo T
BO1) /1 — ?fx2
— n 1/ d‘r”l 1 rnfl
B(0,1) n 1 2

_ Sn 1)

_ —1 . n—1
Denotamos por W,, = a(S™ ') y r"'W,, = a(S'1).
Ahora trataremos de encontrar una expresiéon mas familiar para el coeficiente W,,. Para esto
consideremos la siguiente figura

donde R = (1 — 22 )2 entonces (R? —2? —--- —22 )2 =(1—2? —--. — 22 )% o

que permite calcular:

dxn 1

w, =2 &
Bn—1 ZLllx
dxy,
o (s
BE '/ R2 ?12352

! &<SR )
= dx,—
&/1 Rt
W,

= 1 / R 3dx, 1
= Wnl/ 1—ZE 1) 23dxn_1
= 2Wn_1/ (1— :Jci_l)n%3 dx,_1
Si hacemos el cambio de variable x,,_; = — cos#, entonces dx,,_, = sinfdf, W, esta dado
por

27
mg:zw;4/ sin® 0 d#,
0

denotemos por [ = fo% sin® 6 df, entonces
Wy, =21, )W, 5 = 4[n72[n73Wn727

por otro lado, se puede probar que
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s
LI, | =—
kik—1 2]{2’
entonces
27 /2

Wy = —— Wy g = —n.
n—2 """ T(n/2)

5.2. Bordes de clase C!

Sea U C R™ un abierto y acotado y k = {1,2,...}

Definicién 5.2.1. Decimos que U es C* si para cada punto 2° € OU existen r > 0 y una
funcién C* v : R"! — R tal que, reetiquetado y reorientacién de los ejes de coordenadas si es

necesario, se tiene
UN B r){z € B’ r):z, >v(x1,..., 001}

Del mismo modo, U es C* si U es C* para k = 1,2, ...,y OU es analitica si v es analitica.

Aplicacion

En R", el borde de un subconjunto abierto y acotado es C* si localmente el grafico de una
funcién C* en alguna direccién. Entonces, un circulo tiene borde O porque todos los puntos
en el plano medio superior positivo corresponden al grafico de la funciéon y = /1 — 22, que
tiene infinitamente muchas derivadas en cada punto excepto en los dos puntos finales. Pero
esos puntos finales estan en el grafico de z = /1 — 42, 0 x = —\/1 — y2, que también tiene
infinitamente muchas derivadas.
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