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Resumen

Se presenta el trabajo en donde se aplica una metodologia de analisis a un proceso de instruccion
matematica propuesto por un texto, con respecto a la definicion y propiedades de los logaritmos segun

la metodologia de Juan D. Godino, el trabajo comprendera dos dimensiones:

- Analisis epistémico (naturaleza y secuenciacion de los componentes del conocimiento
matematico en juego).

- Anélisis semiotico (proceso de interpretacion y negociacion de los significados).

A través de estos andlisis, se persigue poner en evidencia los potenciales conflictos en relacion a la

propuesta de instruccion de un texto utilizado ensefianza media, pues segun los resultados publicados
1 ., . .

por el Demre™ muestran un problema en relacion a algunas preguntas relacionadas con definicion y

propiedades de logaritmo.

Palabras clave: logaritmo, conflicto potencial, propiedades de los logaritmos, texto, significado local,

significado de referencia, trayectoria epistémica, analisis semidtico.

DEMRE: es el organismo técnico de la Universidad de Chile, responsable del desarrollo, construccidn de instrumentos de evaluacién y medicion de las



Introduccion

El punto de partida de J. Godino es el enfoque antropolégico de Chevallard que considera la
matematica como una actividad humana. Esta se desarrolla en el seno de ciertas situaciones en que
intervienen determinados instrumentos, lingiiisticos por ejemplo, y que aporta técnicas para realizar
determinados tipos de tareas, asumiendo que todo conocimiento es relativo a instituciones (los
matematicos, escuelas, profesionales, etc). En el seno de estas instituciones se realizan practicas

matematicas especificas, que generan conocimientos matematicas especificos.

Este trabajo se gestd luego de revisar los resultados entregados por las pruebas de seleccion
universitaria (PSU). Al indagar en estos resultados se pudo observar que hay un tema particular
relacionado con la definicidon y propiedades de logaritmos que presenta un porcentaje importante de
omision o error (en los que responden). De esto, su pudo observo que hay un porcentaje muy variable
entre el afio 2004 y 2010, el porcentaje no es ni creciente ni decreciente, es decir, si un afio sube, el otro
baja, para luego volver a subir. Para intentar responder a esta omision o error por parte de los
estudiantes que rindieron la PSU entre estos afos, se implementd una metodologia de andlisis
epistemologico y semidtico propuesta por el profesor Juan D. Godino a una instruccidon en un texto
escolar. Con ella se intenta encontrar las diferencias entre los significados locales (que corresponden a
los contenidos propuestos por el texto de estudio) de la definicion y propiedades de los logaritmos y un
significado de referencia para estos contenidos (significados del cual se toman los elementos para
formar el significado local, pero que no se aplica en su totalidad) y determinar los potenciales
conflictos semidticos que pueda presentar una instruccidn matematica. Para esto se tomo como
referencia de una instruccion matemadtica que estd propuesta por un texto escolar de segundo afio

medio.

Para llevar a cabo este andlisis se considerd una etapa inicial de subdivision de la unidad principal,
estas subdivisiones estdn compuestas por ejemplos, notaciones, definiciones y que reciben el nombre

de unidades epistémicas. En una segunda etapa se realizo un analisis de cada una de estas unidades
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epistémicas, con el fin de encontrar los posibles conflictos semioticos, lo que puede implicar en una

aprehension incompleta o incorrecta de los contenidos propuestos por el texto.




Capitulo 1

Problematica
Los datos entregados por el Demre que muestran los resultados de las preguntas referentes a la

definicién y propiedades de los logaritmos llevan a preguntarse ;Como se pueden identificar los
obstaculos (epistemologicos y semioticos) que pueda presentar una instruccion matematica de la

definicion y propiedades de logaritmo en un texto escolar?

Justificacion del problema:

Segun las publicaciones del Demre del afio 2005 hasta 2011 correspondientes a los resultados
obtenidos en la PSU del afo anterior (por ejemplo la publicacion 2005 corresponde a los resultados
obtenidos del proceso PSU 2004). En estos resultados se evidencia un importante problema en la
definicion y aplicacion de propiedades de los logaritmos. En los distintos procesos existen importantes
porcentajes omision y error (en los que responden). La omision mas baja se presento el afio 2007 que
estuvo cercana al 20% y el més alto indice de omision fue el afio 2006 alrededor del 62%, esto no
significa que la omision de las preguntas haya ido en aumento, pues ha sido relativamente variable. El
ultimo afio del cual se tom6 antecedente de estas publicaciones (2011) el porcentaje de omision fue de
un 37%. Este es un punto de partida importante para realizar el andlisis de una instruccion de logaritmo
y sus propiedades, pues surge la duda de las causas de este fendmeno que sucede en las respuestas de
los estudiantes en la prueba de seleccion universitaria, para ello este trabajo se respalda en la teoria de

analisis de Juan D. Godino.

Para investigar una de las posibles razones de los resultados de la PSU, se realiza un analisis
epistemologico y semidtico de una instruccidon matematica en un texto entregado de segundo afio
medio, para ello se opto por el libro que entrega el ministerio de educacion, pues es el texto presente en
todos los colegios publicos, por el ministerio, especificamente en el contenido de definicion y

propiedades de logaritmo, segiin la metodologia de Juan D. Godino. Con este analisis se pretende
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identificar los elementos del significado local de los contenidos matematicos pretendidos en un proceso
instruccional y evaluar el nivel de complejidad semidtica del proceso instruccional y determinar los

aspectos criticos que requieren negociacion de significados o cambios en el proceso.

De todos los textos existentes, se ha escogido el que entrega el ministerio de educacion, pues es
el texto comun en todos los establecimientos municipalizados (y también algunos subvencionados),
aunque este texto es referencial para llevar a cabo el analisis, pues lo que interesa en este trabajo es ver
en la instruccidon los conflictos. Previo a la aplicacion de la metodologia de Godino, se hace una
comparacion en la instruccion de definicion y propiedades de los logaritmos de tres textos distintos de

segundo afio medio para notar las diferencias y similitudes entre ellos.
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OBJETIVOGENERAL

Analizar un proceso de instruccion matematica propuesto por un texto de segundo afio medio, en el
contenido de definicidon y propiedades de logaritmo, para determinar los conflictos epistemoldgicos y

semiodticos a través de la metodologia de andlisis de Juan D. Godino.

OBJETIVOSESPECIFICOS

1.- Aprehension de la metodologia de anélisis de Juan D. Godino en una instruccion matematica.

2.- Realizar una comparacion de textos de segundo afio medio, en relacion al contenido de definicion y

propiedades de logaritmos, e identificar diferencias y similitudes entre ellos.

3.- Aplicar la metodologia de analisis a la definicién y propiedades de los logaritmos, en una

instruccion matematica presente en un texto de segundo afio medio.

4.- Identificar obstaculos epistemologicos y semidticos presentes en la instruccion correspondiente a la

definicion y propiedades de los logaritmos.
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Capitulo 2

MARCOTEORICO

1. Analisis y valoracion de textos de estudio

Respecto a analisis y valoracion de textos escolares de matematicas se distinguen diferentes trabajos:

Tomads Ortega (2009) presenta una valoracion de texto escolar en el cual da una estructura compuesta
por diez elementos organizadores, en los cuales, para cada uno de ellos presenta una serie de
interrogantes que ayudan al profesor a pueda valorar de manera objetiva la eleccion de los textos
escolares de matematicas. A cada elemento se le da una puntuacion en una escala. La puntuacion en

esta escala refleja la importancia de la pregunta planteada.

Picado y Rico (2011) en sus trabajos sobre los organizadores del curriculo de matematicas, consideran
el texto como un elemento que estructura las unidades didéacticas. No presenta una valoracion de texto
escolares, sino que una serie de consideraciones que sugiere las caracteristicas que deben tener los
elementos que se consideren como organizadores del modelo de valoracion, con un caracter especifico

al area de matematicas

Juan D. Godino, también realiza aportes en cuanto al tema de andlisis de textos, entrega una
herramienta que, segun sus estudios puede aplicarse tanto en el andlisis de texto como a una instruccion
matematica y esta ultima ayuda a cumplir con el objetivo planteado. A continuacién se da una

descripcion de los elementos relevantes de su trabajo y su metodologia.

2. Antropologia cognitiva. La matematica como actividad humana

Godino (2010) menciona que el enfoque antropoldgico en Didactica de las Matematicas que
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Chevallard viene desarrollando desde 1992 nos parece que aporta los elementos basicos de una
epistemologia de las matematicas que enlaza con las corrientes de tipo pragmatico. El punto de partida
es considerar la actividad matematica, y la actividad de estudio de las matematicas, en el conjunto de

las actividades humanas y de las instituciones sociales.

En los comienzos de la teoria antropoldgica se introducen como nociones técnicas las de objeto,
sujetos, instituciones y relaciones personales e institucionales a los objetos. Se considera que estos

objetos existen porque hay “actividad”, es decir trabajo humano, del que todos son emergentes. (p.37)

“La teoria antropoldgica se ha centrado hasta el momento, casi de manera exclusiva, en la dimension

institucional del conocimiento matematico.” (Godino, J, 2010, p.37)

3. La nocion de objeto matematico

Godino considera Util hacer un uso amplio (débil) de la expresion “objeto matematico”: Objetos
matematicos no son solo los conceptos, sino cualquier entidad o cosa a la cual nos referimos, o de la
cual hablamos, sea real, imaginaria o de cualquier otro tipo, que interviene de algin modo en la
actividad matematica. Esta “debilidad” de la nocion de objeto deberd ser subsanada por una “teoria
fuerte “que permita categorizar los diversos tipos de objetos que interesa considerar para describir la
actividad matematica en los diversos contextos y marcos institucionales. Se aclara a continuacién la
posicidon ontoldgica, poniendo en juego los atributos contextuales duales introducidos en el enfoque
ontosemiodtico. “Objeto matematico” es una metafora que cosiste en trasladar una de las caracteristicas
de las cosas fisicas (la posibilidad de separacion de otras “cosas”) a las matematicas. Por tanto, de
entrada todo lo que se pueda “individualizar” en matematicas serd considerado como objeto (un
concepto, una propiedad, una presentacion, un procedimiento, etc). Constantemente nos empefiamos
en descomponer de alguna manera la realidad en una multiplicidad de objetos identificables y

discriminables a los que se refiere mediante términos singulares y generales (esta silla, una mesa, la
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letra equis de la pizarra, la funcion f (X)= 3X+2 , etc.). Sobre estos objetos actia (sobre todo) la faceta

extensivo/intensivo (ejemplar/tipo; particular/general).Las explicaciones que se pueden dar para
justificar la activacion de dicha faceta son diversas. Por ejemplo un foucaultiano diria que estos objetos
ya han sido “dichos desde algun discurso” mientras que desde la filosofia de la ciencia se dira que
“toda percepcion (observacion) estd cargada de teoria” ya que todo juicio de percepcion supone la
aplicacion de conceptos (la proposicion A es B).Otra posible explicacion la ofrece la teoria de la
cognicidon “corporeizada”. Desde este punto de vista, uno de los origenes del discurso objetual en
matematicas es la metafora ontologica, la cual, a su vez, tiene su origen en nuestras experiencias con
objetos fisicos. Esta metdfora permite considerar acontecimientos, actividades, ideas, etc. como si
fueran entidades (objetos, cosas, etc.). Esta metafora se combina de manera inconsciente con otra
metafora ontoldgica: la del contenedor. La combinacion de dichas metaforas permite considerar ideas,

conceptos, etc. como entidades que se contiene unas a otras.

4. La nocion de Significado

Una de las posibles maneras de concebir el significado de una palabra es considerarlo como el
universal que se asocia a esa palabra. A su vez, las cosas designadas por el término se consideran
ejemplificaciones de ese mismo universal. De esta manera, las palabras y las cosas quedan
relacionadas a través de un tercer reino poblado de esencias y significados. Esta concepcidn, que en
cierta manera se puede considerar platonica, se considera en el enfoque Ontosemidtico como una
manera “unitaria” de plantear el problema ya que lo que se necesita para conocer el “significado” es
una definicion.

Otra posible manera de afrontar el problema es hacerlo en términos de comportamiento. Desde
esta perspectiva, que en cierta manera se puede considerar pragmatista, el significado de un objeto
matematico se debe entender en términos de lo que se puede hacer con dicho objeto matematico. Se
trata de una perspectiva “sistémica” ya que se considera que el significado de un objeto es el sistema
de practicas en las que dicho objeto es determinante para su realizacion (o no).

La aparicion en escena del sistema de practicas lleva a una reflexion sobre lo que se entiende

por practica y por “realizacion de una practica”. Cuando un sujeto realiza y evaliia una practica
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matematica es necesario activar un conglomerado formado por algunos (o todos) de los siguientes
elementos: lenguaje, situaciones — problema, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos.
A este conglomerado, necesario para la realizacion y evaluacion de la practica, en el enfoque
ontosemidtico se le llama configuracion. Estas configuraciones pueden ser cognitivas (conglomerado
de objetos personales) o epistémicas (conglomerado de objetos institucionales) segun que se considere

la practica desde la perspectiva personal o institucional.

5. Analisis epistémico

“Entenderemos por analisis epistémico de un proceso de instruccidon matematica la
identificacion de los componentes del contenido matematico pretendido, su secuenciacion a lo largo del
mismo y comparacion con el significado de referencia. Como componentes del contenido se
consideran las identificadas como elementos del significado de un objeto matematico en trabajos

previos (Godino, 1998), esto es, los elementos:

e Ostensivos (representaciones materiales, notaciones)

e Extensivos (situaciones-problemas, tareas)

e Actuativos (operaciones, algoritmos, procedimientos, técnicas)
e Intensivos (definiciones, proposiciones)

e Validativos (argumentaciones, justificaciones).

El anélisis se basara en descomponer la cronica en unidades, que denominaremos epistémicas,
esto es, relativo al conocimiento institucional. El criterio para definir las unidades de analisis serd el
cambio de elemento de significado, esto es, cuando se cambia de problema a estudiar dentro del campo
de problemas considerado, se pasa del enunciado del problema al desarrollo de una técnica, el empleo
de una notacion, al uso o identificacion de una propiedad, o a la descripcion, sistematizacion y
validacion de las soluciones. Es decir, tendremos en cuenta para delimitar las unidades de anlisis los
momentos en los cuales se ponen en juego alguno de los cinco elementos introducidos en nuestro

modelo epistemoldgico (ostensivos, extensivos, actuativos, intensivos, validativos), o también
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entidades mixtas derivadas.”(Godino , pag. 3)

El analisis epistémico lo consideramos como etapa previa y crucial de los analisis semiotico-
cognitivo. La razén es que este andlisis permitira identificar el sistema de entidades que se ponen en
juego en el estudio de un contenido matematico, los cuales requerirdn procesos instruccionales
especificos. Este analisis nos va a permitir describir el "significado local" del contenido estudiado, en
nuestro caso la definicion y las propiedades de los logaritmos, y la distribucion temporal de sus

distintos elementos (trayectoria epistémica)”. (Godino, Pag.3).

La valoracion del caracter mas o menos completo del significado local requiere disponer de un
patron de comparacion que denominaremos Significado de referencia. Esta comparacion entre
significado local y de referencia se puede describir como la “transposicion didactica” localmente

implementada en el proceso instruccional.

6. Analisis semiotico

El andlisis semidtico de un proceso instruccional consiste, para este trabajo, en identificar la
trama de funciones semidticas (expresiones, contenidos y codigos interpretativos) (Godino, 1998;
Godino y Batanero, 1999) que se establecen en los procesos de comunicacion entre los agentes
participantes (investigador y texto). Sera pues la indagacion sistemadtica de lo que puede significar el
texto de la crénica del proceso, y de cada una de las partes en que se puede descomponer dicho texto,
para un interpretante potencial (analisis a priori), o la identificacion de los significados atribuidos de
hecho por los emisores de las expresiones (andlisis a posteriori). En ambos casos se pueden confrontar
con los significados institucionales de referencia, lo que permite formular hipdtesis sobre conflictos

semioticos potenciales.

El analisis semiotico tendra en cuenta:

Los agentes involucrados: el profesor (en este caso los autores del texto) y el investigador o
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intérprete de referencia, que es la persona que realiza el andlisis semidtico de las emisiones del profesor

y de las interpretaciones del estudiante.

Objetos puestos en juego: expresiones, contenidos y cddigos interpretativos (los objetos y
significados que se ponen en juego en una expresion determinada pueden ser diferentes segiin el punto

de vista del agente que se considere).

Diversos tipos de correspondencias entre expresion y contenido, tanto de tipo representacional

como instrumental, elemental y sistémico, etc. (Godino, 1998).

Este tipo de andlisis ayudard a formular hipdtesis sobre puntos criticos del proceso instruccional
en los cuales pueden haber lagunas o vacios de significacion, o disparidad de interpretaciones que
requieran procesos de negociacion de significados y cambios en el proceso de estudio. Asi mismo, sera
una metodologia basica para caracterizar los significados personales finales sobre los objetos
matematicos puestos en juego y el proceso de su constitucion. El texto sometido a andlisis puede ser el
fragmento de una leccidn, la transcripcion de un proceso de resolucion de una tarea, entrevistas

individuales, o los protocolos de las interacciones entre profesor y alumnos.

7. Comprension y conocimiento en el enfoque ontosemiotico

Segun Juan D. Godino existen dos maneras de entender la “comprension’: una como proceso
mental y el otro como competencia. Estos dos puntos de vista estan claramente enfrentados. Por una
parte los enfoques cognitivos en la didactica de las matematicas, entienden la comprension como
“proceso mental”. En cambio los posicionamientos pragmatistas del enfoque Ontosemidtico, llevan a
entender la comprension basicamente como una competencia2 y no tanto como proceso mental. Esta
ultima manera de entender la “comprension” lleva a concebirla como “comprender las normas”, las
cuales regulan la practica. Esto trata de un punto de vista que procura dilucidar la inteligibilidad de las

acciones humanas, con el objeto de clarificar el pensamiento que informa y lo situa en el contexto de

2 Se considerard que un sujeto comprende un determinado objeto matematico cuando lo usa de manera
competente en diferentes practicas (J. Godino, 2002, pag. 1)



17

normas sociales y de las formas de vida dentro de las cuales aquéllas ocurren.

Segin Bruno D’amore y J. Godino “una cognicién individual no necesariamente coincide con
una institucional porque se puede identificar la cognicién personal con el término cognitivo (lo cual
hace la psicologia cognitiva), mientras que la cognicion institucional con epistémico, dado que se

ocupa de un conocimiento institucional” (D’amore y J. Godino, 2007, p. 193).

Esta ultima distincion se toma como util para enfrentar enfoques de investigacion en didactica
de las matematicas, que son el enfoque de la teoria antropoldgica de lo didactico y el enfoque
Ontosemiotico del conocimiento y de la instruccion matematica, este tltimo considerado por Godino y
D’amore como una ampliacion de la visiéon antropologica, pues consideran que presenta limitaciones

al ser tomado como base para la investigacion en didactica de las matematicas (Redalyc, 2007)

El hecho de considerar que las funciones semioticas tienen un papel en el proceso relacional
entre entidades, que se realiza en las practicas matematicas, permite también entender la comprension
en términos de funciones semiodticas (Godino 2003). Se puede interpretar la compresion de un objeto
por parte de un sujeto en términos de las funciones semioticas que el sujeto puede establecer, en
circunstancias fijadas, en donde se pone en juego el objeto como expresion o contenido (J. Godino,

2002, pag. 2).

Cada funcion semidtica conlleva a un acto de semiosis por una agente que interpreta, lo cual
constituye un conocimiento. Cuando se habla de conocimiento esto equivale a hablar de que el sujeto
establece una funcion semidticas, de que el sujeto establece una funcién o una trama de funciones
semiotica, de lo cual resulta una variedad de tipos de conocimientos en correspondencia con la
diversidad de funciones semioticas que se pueden establecer entre las diversas entidades introducidas

en el modelo (J. Godino, 2002, pag. 2).
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8. El analisis semidtico como técnica para determinar significados

Segun Godino los tipos de entidades emergentes de la actividad matematica y las diversas

facetas o dimensiones desde las que se pueden considerar dichas entidades se fijan en las siguientes:

Lenguaje (escrito, oral, grafico,....)

. . 3 . . .,
Situaciones-problema” (tareas, ejemplo de aplicacion,..)
Acciones (operaciones, algoritmos, procedimientos, técnicas)

Conceptos (definiciones)
Propiedades (proposiciones)

Argumentos (justificaciones, validaciones).

Estas entidades primarias, segun el juego de lenguaje en que participan, pueden ser

consideradas desde las siguientes facetas o dimensiones:

como

Personal- institucional (individual-social)

Ostensiva — no ostensiva (perceptible- mental/gramatical)
Extensiva-intensiva (ejemplar-tipo; concreta-abstracta )
Elemental- sistémica (unitaria-compuesta)

Expresion- contenido (significante-significado)

En nuestro trabajo segin lo que propone Godino, aplicaremos una técnica, la cual se designa

“andlisis  semidtico”, que permite caracterizar tanto los significados sistémicos

(o praxeoldgicos) de un objeto matematico como los significados elementales puestos en juego en un

acto de comunicacion matematica. Asi mismo, dicho analisis proporciona una herramienta para

identificar conflictos semioticos potenciales en la interpretacion de un texto usado en un proceso de

estudio, o conflictos que tienen lugar en la realizacion efectiva de una interaccion didactica.

3 Elementos promotores o contextualizados de la actividad matematica.
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9. Conceptos y propiedades

A continuacion se de describen los conceptos y propiedades que estdn relacionados con la

definicion y propiedades de los logaritmos:

Logaritmo.
Sia,b € R*,cona # 1yn € R, entonces se derine el logaritmo de b en base a como:
log,b =n © a" =b.
Lo anterior se lee “Logaritmo de b en base a es igual an”.
Si miramos el logaritmo en su notacion de potencia, este corresponde al exponente de la potencia.
Observacion

La palabra logaritmo proviene de la raiz griega logos, que significa proporcion, y arithmos, que

significa numeros.

Propiedades de los logaritmos.

Sean a,b,cyd € R*; cona,d # 1, entonces se cumple que:

a. logaritmo de la unidad.

log,1=0

b. logaritmo de la base.

log,a=1

¢. logaritmo de una potencia con igual base a la del logaritmo.



log,a™ =n

d. Propiedad del cambio de base de un logaritmo

loga b
logga

log, b =
e. logaritmo de un producto.

log, b c =log, b +log,c

f. Logaritmo de un cociente.

b
log, -= log, b —log, ¢

g. Logaritmo de una potencia

log, b™ =n-log, b

h. Logaritmo de una raiz

n log, b
loga\/z= Sa

Otras propiedades

i.log,(b-c) #log, b -log,c
j.log,(b+c) #log, b +log, c
k. log,(b —c) # log, b —log, c

Notacion especial para algunos logaritmos.

log,ob =log b

loge.b=1Inb

20
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Capitulo 3

Metodologia

1. Comparacion previa entre los Textos para el Estudiante:

A continuacidn se hard una comparacion previa entre 3 textos destinados al estudiante, donde
se analiza de forma general la instruccidn que se entrega sobre logaritmo y a sus propiedades en los
textos. El texto N°1 (anexo 1) corresponde al texto de la Editorial Santillana Bicentenario; el texto
N°2 (anexo 2) corresponde texto de la Editorial SM; El texto N°3 corresponde texto de la Editorial
Santillana (Edicion especial para el ministerio de Educacion). Este ultimo corresponde al texto
analizado con la metodologia propuesta por J. Godino, pues es el texto que el ministerio reparte en los

establecimientos municipales y generalidad de establecimientos subvencionados.

El texto N°1 comienza con la definicion de Logaritmo, luego se muestran ejemplos en los
cuales se calculan logaritmos mediante la definicion y resolviendo la ecuacion exponencial
correspondiente. En cuanto a la base y argumento del logaritmo, se muestran ejemplos por medio de
los cuales se busca validar las restricciones mediante las propiedades de potencia. Se definen logaritmo

natural y en base 10.

Sobre la ejercitacion se pretende que los estudiantes determinen logaritmos mediante la
definicidon, a su vez, se proponen ejercicios en los cuales se debe calcular el valor de diversos
logaritmos (donde la base y el argumento son fracciones y decimales), expresar como logaritmos
ecuaciones exponenciales, calcular sumas de logaritmos (se utilizan logaritmos en los cuales la base y

el argumentos son raices) y determinar la base de ciertos logaritmos.

Respecto a las propiedades, se observa que se comienza con una definicion y notacion para el
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logaritmo natural y logaritmo en base 10. Se observa que por medio de las propiedades de potencias se
llega a la demostracion de las siguientes propiedades: logaritmo de la unidad, logaritmo de una
potencia de la base, logaritmo de la base del logaritmo, logaritmo de una potencia, logaritmo de una
raiz, Logaritmo de un producto, logaritmo de un cociente y logaritmo cambio de base (ya que la
calculadora solo permite calcular logaritmos en base 10 y e, para poder hacer el célculo de logaritmos
con base distinta, es necesario hacer el respetivo cambio de base). Para poder mostrar la aplicacion de

las propiedades se desarrollan ejemplos relativos a cada una de ellas.

En cuanto a las actividades presentes en este texto se proponen ejercicios combinados, ya sean:
suma, resta, multiplicacion y division de logaritmos. Ejercicios en los cuales se busca que el estudiante
descomponga ciertos logaritmos, aplicando propiedades, para luego reemplazar ciertos valores (Por
ejemplo: Si log2 = 0,301 y log3 = 0,477, entonces sera posible calcular log 6 aplicando la
propiedad logaritmo de un producto, log3-2=1og3 +1log2=0,301+0477 =0,778),
ejercicios en los cuales se pretende que el alumno aplique la propiedad cambio de base y luego resuelva
aplicando el método anteriormente descrito. Se plantean ejercicios combinados los cuales pretenden
que el alumno, aplicando las propiedades, exprese cada uno como un solo logaritmo, exprese

logaritmos en funcion de otros y resuelva logaritmos donde su argumento contiene raices n-ésimas.

El texto N°2 comienza a modo de introduccion indicando el uso de la calculadora para el
calculo de logaritmo en base 10 y se muestran ejemplos donde se pretende, por medio del resultado de
potencias, llegar a la representacion logaritmica. Luego se muestra formalmente la definicion de
logaritmo y sus respectivas restricciones para la base y argumento, se ejemplifica el calculo de
logaritmos y se expresan los resultados en forma exponencial segin la definicion. Se definen al

logaritmo natural y en base 10.

En cuanto a la ejercitacion, estd enfocada a determinar logaritmos mediante la definicion, se
proponen ejercicios en los cuales los alumnos deben justificar el resultado de logaritmos, expresandolos
en notacidon exponencial, segiin como lo indica la definicion. En un segundo apartado se busca que los
alumnos relacionen logaritmos con sus respectivos resultados. Luego los alumnos deben analizar

logaritmos para distintos valores de la base y argumento, en donde se pretende que deduzcan la
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propiedad logaritmo de la base del sistema y logaritmo de la unidad. Se presenta un ejemplo indicando
el método de resolucion (expresar el logaritmo segin la definicion y luego resolverlo mediante la
respectiva ecuacion exponencial) para luego aplicarlo en la resolucidon de los ejercicios de logaritmo
propuestos. Se pretende que los alumnos analicen y justifiquen la validez de la propiedad logaritmo de

una potencia de la base del sistema.

En este texto las propiedades son expuestas directamente (la propiedad del cambio de base la
presentan mas adelante) y se muestran solo algunos ejemplos de ejercicios combinados donde se hacen

aplicaciones de las propiedades.

Los ejercicios, presentes en el texto, enfocados a la aplicacion de las propiedades, tratan de lo
siguiente: relacionar correctamente ejercicios combinados de logaritmos con su respectivo resultado,
detectar el error en resoluciones y corregirlas, demostrar las propiedades logaritmos de una potencia de
la base y logaritmo de una raiz n-esima, analizar la propiedad del cambio de base y aplicarla en

gjercicios combinados.

En el texto N°3 se comienza con una resefia historica y una tabla de potencias, la cual tiene
como objetivo llegar a la definicién de logaritmo, definicidn que se muestra mas adelante en un
glosario. Para llegar a la definicion se realizan una serie de ejemplos donde se calculan logaritmos,
segin la conclusion obtenida por el analisis de la tabla, expresando en forma exponencial para luego
obtener el resultado. Se muestran contraejemplos, con el fin de que los alumnos analicen los valores de

la base y el argumento, luego se muestran las restricciones para tales valores.

Se define logaritmo en base 10 y su notacion.

Se demuestran las siguientes propiedades: logaritmo de la unidad, logaritmo de la base del
sistema, logaritmo de una potencia con igual base, cambio de base y logaritmo de un producto. Los
casos del logaritmo de un cociente, logaritmo de una potencia y logaritmo de una raiz, no son

demostrados, solo son validados mediante ejemplos.
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Las actividades propuestas presentes en este texto pretenden que el alumno resuelva logaritmos
mediante la definicion y explique el procedimiento, determine el argumento de un determinado
logaritmo, calcule logaritmos (con base distinta a 10 y e) utilizando la calculadora de (se pretende que
el alumno aplique la propiedad cambio de base), resuelva operatoria combinada con logaritmos
aplicando las propiedades, exprese logaritmos en funcion de otros y aplicando propiedades, reduzca

expresiones a un solo logaritmo.

Observacion:

Luego de mencionar las caracteristicas en la instruccion referente a logaritmo en los diferentes

textos se puede destacar la siguiente:

En los 3 textos se muestra, la definicion de logaritmo y se explica el método de resolucion,
expresando en forma exponencial para luego resolverlos, se muestran algunos ejemplos. En el texto
N°3 la definicion de logaritmo (al comienzo) no se expresa de manera clara, se utilizan ejemplos, el
profesor debe tener particular atencion en aclarar este punto, ya que no estan ligados directamente a la
definicion de logaritmo, dentro de estos ejemplos se menciona inmediatamente a la propiedad cambio

de base.

En los 3 textos se utilizan ejemplos que buscan llegar y validar las respectivas restricciones de
la base y el argumento del logaritmo. En los textos 1 y 2 se da la definicion para el logaritmo en base
10 y logaritmo en base e, pero en el texto N°3 define al logaritmo en base 10 y al logaritmo natural lo

menciona solo para indicar el uso de este en la calculadora.

Las propiedades son demostradas en textos I, incluyendo ejemplos que en los que se utilizan.
Con respecto al texto N°2 se omite la demostracion entregando al estudiante inmediatamente las
propiedades y son validadas mediante algunos ejemplos. En el texto N°3 se demuestran propiedades y
ejemplos de aplicacion, pero la demostracion de las propiedades logaritmo de un cociente, logaritmo

de una potencia y logaritmo de una raiz, no son demostradas. En el texto N°3 no se explica que para



25

calcular logaritmo en base distinta a 10 o e, con la calculadora, se debe hacer el respectivo cambio de
base.
En cuanto a las actividades podemos rescatar que en el texto N°1 y N°2 se proponen una variedad

de ejercicios, los cuales no estan presentes en el texto N°3, como por ejemplo:

Determinar la base de logaritmos, en donde esta se encuentra como la incégnita.

- Ejercicios variados donde la base del logaritmo contenga raices n-esimas y operatoria con
raices.

- Demostracion de propiedades

- Andlisis y justificacion de ejercicios con logaritmos (ejercicios variados).

- Detectar el error en procedimientos de resolucion y hacer la respectiva correccién

- Expresar como logaritmo expresiones en forma exponencial.

- Asignacion de valores decimales para la base y argumento del logaritmo

- Resolver logaritmos y relacionarlos con su resultado (similar a ejercicios con alternativas).

2. Analisis epistémico

Este andlisis consiste en descomponer la cronica en unidades, que denominaremos epistémicas,
las cuales denotaremos por con la letra mayuscula ‘E’ acompafiado de la numeracidon correlativa, se
tendra en cuenta el orden en que aparecen a lo largo del proceso (trayectoria epistemologica), para
luego hacer una comparacion de los objetos y significados locales con los objetos de referencia, esto es

relativo al conocimiento institucional.



Logaritmos

Hasta hace casi £00 anos, |a tarea de un calculztor podia ser agotadors, imagina

calcular multiplicaciones, divisiones, potencias, o sacar raloes, no solo de
nimeros enteros sino también de fracciones y niimercs decimales, obviamente,
sin tener una calculadaora. -

Observa las siguientes multiplicaciones:

16- 128 81- 187 256- 16 3B4 625-78 125

ANALICEMOS...
«  Calcula los productos de kas multiplicaciones anteriores sin usar cakeuladora
y compara bos resultados en tu curso. jExisten diferencias?, jpor gué?

»  jExiste alguna forma de simplificar estos calcubos, sin calculadora?
Explica.

= Dbserva la siguiente tabla. ;Reconoces en ella alguncs de los factores
anteriores?, ;v algunos de tus resultados?, jqué tienen en coman?

2! 3! 4. 5!
1 2 3 4 5
2 4 8 16 15
3 g 7 64 125
- 16 a1 256 625
5 . 243 1024 3125
B G4 7m 4056 15625
7 128 2187 16 3B4 TE 125
f 206 G561 65 536 390 625
| 512 19 683 I62 144 1853125
10 024 58048 1 4B 576 9765 615
n 2048 177 147 4194 304 48 B2B 125
12 4096 531 441 16 777 216 244 140 625

+  [Escribe los factores y el resultado, en cads caso, en forma de potencias.

#0ue puedes concluir?

E1



Dbserva gue todos los resultados conseguidos en 3 tabla anterior se ubican
en k3 fila correspondiente a m = 11. Es decir, 11 es el exponente al que hay
que elevar el 2 para obtener 2048, o el 3 para obtener 177 147, por ejemplo.
Para referirnos 2 este exponente, al que hay que elevar el 2 para obtener 2048,
decimos que e logaritmo de 2048, en base 2, es 11 ¥ lo denctamaos:

log, 2048 = 11, pues 2" = 2048 GLOSARIO
Logaritma; expanente ol gue es
0 que el logaritmo de 177 147 en base 3 &s 11y Io denotamos: | necesaria sleyvar ung contidod =4
n positive pong que resulte un ndmen
log, 177 147 =11, pues 3~ = 177 147 determingdo.

¥ asl sucesivaments. - —

FCdmo se podria simplificar el calculo de 625 - 73 125 wiilizando k3 tabla? —

Ed R
) : ECUERDA QUE...
Se wbican en la tabla cada uno dE |D.'~'i f.‘:ll'.'tli.:llE‘ul' S expresan como potencias Q
con igual base: 625-78 125=5 -5 =5
— g™ =g"t™ =]
- Entonces, se busca en la tabla, en |a columna que cormesponde a 5™, su valor

para m = 11. Este valor es 48 828 125, tal como cuando resolviste la multiplhi- ~ ©0a@=0m mEQ

|_racion mediante el algoritmo habitual. 2" n-m
_ Pl |
De manera similar, podriamos efectuar otras operaciones, como divisiones,
£10 por ejemplo: .
244140625 & 4
_—=——= = h!
380 625 Kl 5 =R

)

log B
E411| Ademas, utilizando 13 expresion log, B = i—tl.'- se puede determinar el
| resultado de log,, 19 683. .

E"z[.ﬁ. partir de la tabla, se observa que 13 £33 v 27 son ambos potencias deillmgn
52 pueden escribir utilzando kos logaritmos en base 3 v ubicar los valores en
tabla. Obsena.

log,, 19 683

] .3
= — = 3. Es decir, 27 =155.-aa] E13
log, 27 3

log,; 19683 =

De esta manera, las multiplicaciones se pusden convertir en sumas, 1as divi-

E1a| SiOnesen restasy las raices por divisiones, con lo gue se facilita notablemente

&l calculo, mas cuando los nameros implicados son muy grandes v 52 cuenta,
obviamente, con tablas apropiadas.




E15 [".hll.rarms 3 |3 definicion de logaritmo: "exponents al que es necesario elevar
una cantidad positiva para que resulie un ndmero determimduISi Iy escri-
biera como ecuacion, corresponde 3 resoiver log, a = .x, donde b es |3 base
del logaritmo ¥ 2 s su argumento, conay b pnsiti'.lnszl E16

E1TF J:PDI ejemplo, calcular log,, 16 equivale 3 resolver la ecuacion fag, 16 = oEn-
tonces, ya que |a base del logaritmo es 2, el exponente no se conote y 16858l
argumento, es decir, &l valor de |3 potencia, se puede escribir 7" = 16.Y como
16 5 una potencia de 2, de hecha, EA,EIEI equivale z 7 = 1", luego, igualando
Ios exponentes, se concluye que r = 4:] E18

_Ejem plo 1: Calculz el valor de h:lg? 343

log,343=x 7r=343=7 =3

E19
Luego, log, 343 = 3

Ejemplo 2:  Obtener el valor de log, v/8

1 1 k|
log, B =r=e1" =87 2" =72 = 72

3
— Luego, log, VB = 3

E20 [ x4 igual que en el caso de 1as raices, no todos los logaritmos se pueden cal-
n:ula_rLBr_a &5 |3 razon de la condicidn de valores positivos para ay b. IIII:|54=_'r'..r'.|.:IE_,:!,1

B Ejemplo 3: Obtener el valor de iugu -512

Ingu -512 = r==fAr=-512

gzz | Perola potencia de un nomero positivo puede ser negativa? Mo, en ningan
50. Luego, log, -512 no existe.

74 Ejemplo 4: Cakculz el valor de ing[_E] B
log, B =x=>[-2]"=8 = 73

[ En este cas0, 12 base de |3 potencia 25 negativa v su exponente es impar, luego

E25 | slvalordela potencia debisra sar negativio tambign. Como esto no se cumiple,
| no eviste Iag[_zl B.
_Ejemplc:- 5: sCuanto results ingl 57

E26 log, 5=x = 17 =5

¥a gue toda potencia de 1.es 1, no existe un valor de:,mlquﬂrsea igual a 5.

28



Considerando situaciones como estas, es que 58 ha definido que el valor de
|a base v el argumento del logaritmo deben ser positivos. En particular, ka base
debe ser distinta de 1.

En un mundo sin cabcutadoras, los logaritmos fueron utilizados como la prin-
cipal herramienta en los calculos aftméticos. Usandolos se ahormd un increlble
esfuerzo, pues permitieron trabajar con bos pesados cdloubos necesarios en las
aplicaciones a b3 agrimensura, la astronomla, ¥ particularmente ka navegacicn.
Ademas, permitid realizar otros calculos matemdticos gue sin su invencion no
hubieran sido posibles. E28

Las tablas de logaritmos v las reglas de calculo eran imprescindibles en
rcua lquier centrode calculo, hasta a aparicion de las calculadoras y computa-
dores. Actualmente bos logaritmos ya no son necesarios para ko que fueron
descubiertos. Sin embargo, ciertas caracterfsticas y utilidades, que durantes
estos siglos 58 les han descubierto, los han hecho sobrevivir al desarrollo de
|2 electranica.

EM RESUMEN

* El argumento y la base de un logantmo son numeros reales positivos. Ademas, la base no puede
ser 1. Es decir, en la expresion Iﬂga a, sicmpre, por definicion, a ER" v hER” - {1}

* Por definicion, r = fngb a=+ b = a, entonces se puede decir que ¢l logaritmo es el exponente de
una potenci,

* La expresidn log, a se lee como: "logaritmo de a en base i

‘ EN TU CUADERNO

1. Calcula cada uno de los siguientes logaritmos.

a. h:lgrSP 243 < log,, 0343 . Ingﬂ'&'la_s g log I h:lgrmE

L
74

b. log, 128 d. log,a’ i Iﬂgﬁ;—é h. logy 16 i. log, Ja”

1. Dada cada expresidn, encuentra el valor de r.

a. log,r=6 b. log; r=-1 . Ingm_r:] d. IngD'WJZ—]
4




E31

E32

E33

Tomas, a partir de [a definicidn v lwego de comprotarle con algunecs valores,
determing las siguientes relaciones entre los valores de a, by o, cona= 1:

Jngﬂb:c a=h a=5b

AMNALICEMOS...
ZEstan correctas las relaciones que establecid Tomas? Comprugbalas
remplazando con los valones correspondientes, en cada caso.
Tal como existen propiedades para [as potencias y para las raloes, jse
pusden establecer propiedades para los bogartmos? Justifica.
For ejempilo, en & caso de log, b", jexiste alguna propiedad que simpli-
fique los calculos? Explica.

[ 1= propiedades que e cumplen para logaritmos, para cualguier vakor de la base
L b, 5¢ pueden establecer y demaostrar  partir de |as propiedades de [as potencias.
[ Observa

* Logaritmo de |a unidad:
log,1=x ek =1yaguebs0, b=

b it

w=r=10

For propiedades de potencias, va gue el vakor de k3 potencia s 1 cuando el
exponente de |z potencia es caro (va gue |a base es positiva y distinta de 1).

E3f

| Luego, log, 1=0,con b= 1.
I: Ejemplo: log, 1=0

# Logaritmo de |2 base del sistema:

log, b=1x e b =b b= b
===

Luego, lag, b=1,con b=1.
Ejemplo: log, 3 =1

Logaritmo de una potencia con igual base:

‘ﬂ'gbbr':I il-!:'::ﬁ'l o=

sr-n=0b=zl)=rr=n

| Luego, log, b" =, con b1,

E38 I: Ejemplo: log, £ =3

30



— MO OLVIDES QUE...
* Cambio de base: —
B £ * |5 lngaritmos de bose diez,
togy B =x == b =B esdec log ,x, son Jomads |y
E30 log_ K = log_ B -=——— 35 aplicon logaritmos en wng l logaritmas decimales v en este
. : textn los denodaremas oomo log T
x-log b =log B <=—————— For propiedad de ingaritmes I mﬂgr:
log_B par calcular e logoritmo
" — T " .
| FPorlo tanto, log, B= Tog_b para todo b, o, B=0; b, c=1 en base 10 (lag) yel logaritma oo
E40 — S notural {In), pero no el logaritmo
E_n:-mpln::fug15=i—ag—g= c:‘3|:|1u3 =232192 £ una base cialguiera. En ese
_ o ' omso, 56 colcuin wsomdo fo fnmuw
ge covmhio de bose, —
EN RESUMEN
Se cumple, va que la base b del logantmo o5 positiva v distinta de 1, que:
* Logaritmo de la unidad: iugb 1=0.
E43| » Logaritmo de la base del sistema: log, b = 1.
* Logaritmo de una potencia con igual base: ingb " = n
log_ B
* Cambio de base: log, B= ;j: n paratodo b, o, B=0; b, c= 1
(=

‘EN TU CUADERMO

1. Calcula cada uno de los siguientes logaritmos.

a. log, &4 d. log, 1
b. logy 243 e. log, 3
c. logy, 049 f. log, 5?

a. log, 3 b. log, 7

a. log, &4+ log 1000 + log, 125
b. log, i—fagnﬁ+mg 10000

;9 T 216
c. 1 logy 25— 3 log, 49 + 4 logy 4096

1. Ukilzando una calculadora encuentra el valor de las siguientes expresiones.

3. Calcula el valor de cada wna de las siguientes expresiones.

g. h:lng I |'|:|g4E
37

h. log,45 1 k. log; 128
2

. 3 1

. log, & I log. —

i. log, ofs 5z

c. log, 3 d. log, 11

d. 3 logi32 + 7 log: 125 — 6 log: 243
4 L3 3

E.#JFQEE‘FIIOQ] i—EJ‘-u:lg{ﬁ

=9 ERP =34
f. 2 log 100 000 — 2 log, 256 + 4 log, 32

31



E45

E48

E47

(=1

ES0

32

Aligual que para las potencias v las raloes, para [os logaritmos tambisn exdsten
propiedades que permiten simplificar los calculos. Para demostrarlas, los boga-
ritmos se pueden escribir en forma exponencial v aplicar algunas de las
propiedades de las potencias.

[ Por ejemplo, el logaritmo de un producto es igual 3 la suma de los logaritmos
de Ins factones. Es decir,

logy (a - ¢} = log, a + log, ¢

ANALICEMOS...
Considera valores positivos para a, b ¥ o, con b= 1,y remplazalos en la
expresidn. jEfectivamentes se cumple?, ;por qué?

JCrees que también se cumpla I.:rgrlr [a-d= log, a- Iﬂg’b c? Justifica.
A partir de esta propiedad jse pueden obtener otras? Explica.

B Para comprobar oon un ejemplo gue esta propiedad se cumple, se puede resolver
um logaritmo de dos maneras distintas, directamente v aplicando el kogaritmo
del producto. Qbsanva:

log, 128 e 7 =128
7= luegor=7
For otra parte,

log, 128 = log, (4 - 32) = log, 4 + log, 32
= 2 + L =7

[ Pero no basta con comprobar con un ejempho para justificar que |z propiedad
estd correcta. Es necesanio demaostrar que se cumphe para cualguier valor de
a,boconb=1.

Considera gue log, a=y b =g
log, c=z b =c
Ingl[a-ei:: b =a-c

I Fa . N
F=F- - = Rempizzondo

I e 3 . -
b = bj =T =Y4 7 — [or popiedod de patencias

log, (a-c) = logy a + logy ¢ =—————— Remplozands

De manera similar, se pueden demostrar las siguientes propiedades:
» [l logaritmo de un cociente es igual 3 k3 diferencia de los logaritmes de

los factores.
]

log, {;} = log, a - log, ¢

51 Ejemplo: an]{i}=fng3 B1 - log, 243 =4 -5=-1

243



— MO OLVIDES QUE... ]
# El bogaritmo de una potencia es igual al producto del exponents de dicha
ES2 potencia por el kogaritme de su base. En redacidn con las propéedades de ks
fog, a" = n - lag, a logaritmos se debe tener presente
— b b e se cumgle en generol:

E53 - i_4. —3-7=
]: Ejemplo: log, 4" =3-log, 4=3-2=86 = log, (p - q)= log, p - log, q

* | I !
= Ellogaritmo de una ralz es igual al logaritmo de la cantidad subradical, og, [p + al= log, p + log, q

E5s dividido por &l indice de |a ralz. * log, {p - q)= log, p - log, q
log, a —
R _ b
fngh Wa = -

m|—

E5E [ Ejemplo: log, s =%-Iag£1ﬁ=

EN BESUMEN
Sean a, b, ¢ mimeros racionales y positivos, con la base b distinta de 1:
* Logaritmo de un cociente: log, [%} = log, a - log, ¢

* Logaritmo de una potencia: Fﬂgb a=n- ’“95. a
|‘|::|ngf a

* Logaritmo de una raiz: log, L

EN TU CUADERNO

1. Desarrolla cada una de las siguientes expresiones, utilizando propiedades.

a. log, (J:'1 -9r-127) c. log, (13 * J-’a}l

r 8 7 {I-i qu ]
b. Ing, [100r - 80r + 14r) d. fugF%
1. Reduce cada una de las siguientes expresiones a un solo logaritme.

ESe a. log a—2log b+log c—3leg d e. 2lag, 3+ 3 log, 2

b. log, I::? 1) + log, (x+ 1) # log, (x - 1) f. log, c—6&log, a

=]

c. fugpl:_r+_1.-+z:|—4lngp (x—w—12) - log, a—log, c —lag, d+ log, ¢
d. f:lgpl::+3:l—"r|'ngpl:.r—2} h. In:lgbc+f|:lghd—]

3. 5iA=log, L, B= logy 3y U= logy 5, expresa en términos de A, By C
a. lag, 5400 b. lag, 0 c. lag, Y18 d. log, 1 080

31400

EST

33
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2.1. Trayectoria epistémica

E1: Presentacion histérica como introduccion de la seccion de logaritmo. (Validativo)

E2: Aplicacion de una técnica ya conocida (multiplicacion). ( Actuativo)

E3: Agrupacion de tareas y técnicas que sistematizan practicas de actividades que involucran

conocimientos previos. (Coleccion de elementos extensivos-actuativos)

E4: Evaluacion de la técnica desarrollada previamente (observar los datos obtenidos en la fila de

exponente n = 11). (Validativo)

ES: Definicion de Logaritmo: exponente al que es necesario elevar una cantidad positiva para que

resulte un nimero determinado. (Intensivo nominal)

E6: Asignacion de una propiedad al logaritmo a través del ejemplo de E4.(intensivo proposicional)

E7: Uso de notacién para logaritmo en base 2 de 2048, log,2048 = 11 lo que en notacion de potencia

es 21! = 2048 (igual manera para logaritmo en base 3 de 177.147). (Ostensivo)

ES8: Aplicacion de una técnica ya conocida: expresar un producto de dos factores como producto de

potencias de la misma base. (Actuativo)

E9: Justificacion de la técnica de E8 apoyandose en tabla vista en E3. (Validativo)

E10: Aplicacion del método de division de valores que se pueden transformar en potencias de misma

base apoyandose en tabla de E3. (Actuativo)

E11: Asignacion de una propiedad al logaritmo: propiedad de cambio de base se aplica a un ejemplo.

(intensivo proposicional)
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E12: Validacion de una técnica apoyandose en la tabla de E3: los valores tomados en E11 corresponden

a potencias de 3. (Validativo)

E13: Aplicacion del método de solucion visto en E11.(Actuativo)

E14: Asignacion de propiedades al logaritmo: multiplicacion de argumento en la funcidn logaritmo se

transforma en suma de logaritmos y la divisién en resta. (Intensivo proposicional)

E15: Definicion de logaritmo. (Intensivo nominal)

E16: Asignacion de propiedad a la base b y argumento (ser positivos) y asignacion de equivalencia

para logpa = x es lo mismo que resolver b* = a . (Intensivo)

E17: Ejemplo particular de calculo de logaritmo ocupando la equivalencia: equivale a resolver la

ecuacion.(Extensivo)

E18: Justificacion del resultado de ejemplo en E17. (Validativo)

E19: Mas ejemplos de célculo del tipo visto en E17. (Extensivos)

E20: Asignacion de propiedad a logaritmo recordando a las raices: no todos los logaritmo se pueden

calcular.( Intensivo)

E21: Justificacion de propiedad de la base y argumento de E16.(Validativo)

E22: Ejemplo para validar propiedad del argumento en E16.(Validativo)

E23: Enunciado de una tarea problematica: decidir si una potencia de nimero positivo puede ser

negativa.(Extensivo)
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E24: Contraejemplo de la propiedad vista en E16: donde la base debe ser positiva. (Extensivo)

E25: Justificacion de la propiedad E16 para el ejemplo de E24.(Validativo)

E26: Ejemplo importante para asignar propiedad al logaritmo.(Intensivo)

E27: Asignacion propiedad al logaritmo: la base debe ser positiva y distinta de 1.(Intensivo)

E28: Motivacion historica sobre el uso y la utilidad que ha prestado el logaritmo y sus tablas en el

tiempo. (Validativo)

E29: Agrupacion de propiedades asignadas al logaritmo vistas hasta el momento.(Coleccion de

elementos intensivos)

E30: Agrupacion de tareas que se proponen como ejercitacion y aplicacion de los

contenidos.(Coleccion de elementos extensivos)

E31: Enunciado de una tarea problematica (determinar las relaciones entre con :log,a =c, b =ay

Va) (Extensivo)

E32: Asignacion de propiedad a los logaritmos: las propiedades de logaritmos se pueden demostrar a

partir de las propiedades de potencias.(intensivo)

E33: Validacion de la propiedad logaritmo de la unidad a partir de las propiedades de

potencias.(Validativo)

E34: Ejemplo particular de la propiedad validada en E32.(Extensivo)

E35: Validacion de la propiedad logaritmo de la base del sistema.(Validativo)



E36: Ejemplo particular de la propiedad validada en E35.(Extensivo)

E37: Validacion de la propiedad logaritmo con una potencia de igual base. (Validativo)

E38: Ejemplo particular de la propiedad validad en E37. (Extensivo)

E39: Asignacion de notacidn para los logaritmos de base 10 (log) y logaritmo en base e (In) que este

ultimo corresponde al logaritmo natural.(Ostensivo)

E40: Validacion de la propiedad del cambio de base para el logaritmo.(Validativo)

E41: Ejemplo particular de la propiedad validada en E40.(Extensivo)

E42: Uso de notacion logxpara los logaritmos en base 10 o logaritmos decimales, es decir los

logaritmos log,yx. (Ostensivo)

E43: Agrupacion de propiedades de logaritmo adicionales a E29 validadas en E35, E37,E39 y E41.

(Coleccion de elementos intensivos)

E44: Agrupacion de tareas que se proponen como ejercitacion y aplicacion de las propiedades

agrupadas en E43.(Coleccion de elementos intensivos)

EA45: Asignacion de propiedad a las operaciones con logaritmo: escribir los logaritmos en forma

exponencial y aplicar algunas propiedades de potencia. (Intensivo - Actuativo)

E46: Asignacion de propiedad al argumento de un logaritmo que se puede escribir como producto: el

logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores. (Intensivo)

E47: Agrupacion de tareas y técnicas que sistematizan practicas de actividades que involucran la

propiedad de E45. (Extensivo - actuativo)

37
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EA48: Verificacion de propiedad de E45 mediante un ejemplo particular. (Validativo - Actuativo)

E49: Validacion de propiedad de E45 mediante la demostracion formal.(Validativo)

E50: Asignacion de propiedad al logaritmo de un cociente: el logaritmo de un cociente es la igual a la

diferencia del dividendo y el divisor. (Intensivo)

ES51: Ejemplo particular de aplicacion de la propiedad vista en E49. (Extensivo)

ES2: Asignacion de una propiedad al logaritmo: el logaritmo de una potencia es igual al producto del

exponente de dicha potencia por el logaritmo de su base. (Intensivo)

ES3: Ejemplo particular aplicando propiedad vista en E51. (Extensivo)

E54: Agrupacion de propiedades sobre los argumentos de los logaritmos. (Coleccion de elementos

intensivos)

ES5S: Asignacion de una propiedad al logaritmo: el logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la

cantidad subradical, dividido por el indice de la raiz. (Intensivo)

ES6: Ejemplo particular aplicando propiedad vista en E54. (Extensivo)

ES7: Agrupacion de propiedades de logaritmos sobre sus argumentos vistas hasta el momento.

(Coleccion de elementos intensivos)

E58: Agrupacion de tareas que se proponen como ejercitacion y aplicacion de las propiedades

agrupadas en E54. (Coleccion de elementos extensivos)
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2.2. Significado local de Logaritmo. Comparacion con el significado de referencia

El tipo de analisis que hemos desarrollado nos permite caracterizar los elementos del significado local
del contenido matematico pretendido en el proceso de estudio, los cuales pueden ser confrontados con
el significado de referencia correspondiente. Indicamos a continuacion estos elementos para el ejemplo

del Logaritmo y los comparamos con el significado de referencia.

a. Elementos ostensivos: (representaciones materiales, notaciones)

Representaciones Usadas:

- Uso de la notaciény = log,a ,para logaritmo general, donde b es la base del logaritmoy a es
su argumento, a = b?.

- Uso de la notaciény = Inx , para logaritmo natural.

- Uso de la notacion log x, para logaritmo de base 10.
Representaciones no usadas:

- Numero e
- Log.a

b. Elementos extensivos: (situaciones problemas tareas)
Situaciones estudiadas:
- Cambio de expresiones logaritmicas a expresiones exponenciales.
- Célculo de logaritmo ocupando la equivalencia: equivale a resolver la ecuacion.
- Ejemplo particular de la propiedad de logaritmo de la unidad.
- Ejemplo particular de la propiedad logaritmo de la base del sistema.
- Ejemplo particular de la propiedad logaritmo de una potencia con igual base.

- Ejemplo en el cual se busca determinar que el argumento del logaritmo debe ser positivo.



40

- Ejemplo en el cual se busca determinar que la base del logaritmo debe ser positiva y distinta de
uno.

- Ejercicios de célculo de logaritmo aplicando la definicion.

- Ejemplo particular de las propiedades de logaritmo de la unidad.

- Ejemplo particular de la propiedad de logaritmo de la base del sistema.

- Ejemplo particular de la propiedad de logaritmo de una potencia.

- Ejemplo particular de la propiedad del logaritmo de una potencia con igual base.
- Ejemplo particular de la propiedad del logaritmo de una raiz.

- Ejemplos particulares de las propiedades logaritmo de un producto, cociente y cambio de base
de un logaritmo.

- Agrupacion de tareas que se proponen como ejercitacion y aplicacion de las propiedades.

Situaciones no estudiadas:

- Ejemplo particular de logaritmo de una raiz, expresada con la menor cantidad subradical
posible.

- Cambio de expresiones exponenciales a expresiones logaritmicas.
- Ejercicios en donde se busca determinar la base del logaritmo.
- Ejercicios de representacion de potencias a logaritmos.

- Ejercicios resueltos y explicacion sobre su desarrollo.

- Ejemplo en donde se determina que la base del logaritmo debe ser distinta cero

c. Elementos actuativos: (operaciones, algoritmos, procedimientos, técnicas)
Técnicas estudiadas:

- Aplicacion de técnicas ya conocidas, como por ejemplo resolver una ecuacion exponencial.

- Aplicacion de técnicas ya conocidas, como algunas propiedades de potencias.
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- Expresar los logaritmos en forma exponencial y aplicacion de algunas propiedades de potencias.
- Asignacion de propiedad a las operaciones con logaritmos.
- Demostracion de algunas propiedades de logaritmos, expresandolos en su forma exponencial y

aplicando propiedades de potencias.

Técnicas no estudiadas:

-Expresar de forma exponencial a logaritmica, infiriendo propiedad.
- Ejercicios resueltos y procedimientos de resolucion.
- Demostracion de proposiciones.

- Indicaciones para el calculo de logaritmo utilizando la calculadora.

d. Elementos intencionales:(definiciones, proposiciones)

- Definicion de Logaritmo: exponente al que es necesario elevar una cantidad positiva para que
resulte un niimero determinado.

- Propiedad a la baseb y argumento del logaritmo.

- Recordatorio de algunas propiedades de las potencias.

- Asignacion de equivalencia paralog,a = xes lo mismo que resolverb® = a.
- Propiedad al logaritmo de una raiz.

- Propiedad al logaritmo: propiedad de cambio de base

- Propiedad al logaritmo de un producto

- Propiedad al logaritmo de un cociente.

- Propiedad al logaritmo de la unidad.

Propiedad al logaritmo de una potencia.

Propiedad logaritmo de una potencia de la base del sistema.

Propiedad al logaritmo de la base del sistema.
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- Las propiedades de los logaritmos se pueden demostrar a partir de las propiedades de potencias.

Propiedades y definiciones no estudiadas:
- Definicion del nameroe.
- Propiedad que indica que utilizando las propiedades, solo se necesitan los logaritmos de los nimeros

primos para obtener el logaritmo de cualquier nimero racional, ya que todos los nimeros enteros se

pueden descomponer en factores primos.

e. Elementos validativos: (argumentaciones, justificaciones).

- Justificacion de propiedad sobre la base y argumento del logaritmo.

- Validacion de propiedades mediante ejemplos

- Demostracion de propiedad “Logaritmo de un producto™ .

- Demostracion de la propiedad cambio de base del logaritmo

- Demostracion de la propiedad logaritmo de la unidad, mediante propiedades de potencia.

- Demostracion de la propiedad del logaritmo de la base del sistema, mediante propiedad de potencia.

- Demostracion de la propiedad logaritmo de una potencia con igual base.

Validaciones evitadas:

- Demostracion formal del logaritmo de un cociente
- Demostracion del logaritmo de una potencia

- Demostracion del logaritmo de una raiz

- Demostracion en donde se indica que la base del logaritmo debe ser distinta de cero.
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Mediante el anterior analisis comparativo se ha logrado identificar diferencias importantes
presentes en el texto del estudiante de los cuales se extraen los significados locales con relacion a los

del significado de referencia.

Respecto a los elementos Ostensivos se observa el uso de notaciones generales para logaritmo,
ya sea de cualquier base (mayor a cero y distinta de uno), base 10 y logaritmo natural, pero se distingue
la ausencia del numero e en el texto del significado local, el cual es importante para caracterizar los

elementos del logaritmo natural y también para poder realizar su representacion en forma exponencial.

En cuanto a los elementos extensivos notamos la ausencia en el texto entregado al estudiante de
ejercicios y ejemplos en los cuales se representen logaritmos a partir de notaciones exponenciales,
ejercicios en los cuales se determine el valor de la base del logaritmo y donde se utilicen operaciones
combinadas (suma y resta de logaritmos), donde se busque que los alumnos logren aplicar las
propiedades correctamente. Una parte que se considera importante es la falta de ejercicios y ejemplos
en los cuales se explique el procedimiento de resolucion detalladamente, para que el estudiante pueda

comprender més aun las propiedades y procedimientos de resolucion.

Un tipo de ejercicio importante que esta ausente en los textos del estudiante es encontrar el
error en la resolucidn de ciertos problemas con logaritmos, donde se espera que los alumnos corrijan y

logren aplicar correctamente las propiedades.

Referente a los elementos actuativos presentes en el texto del significado local se observa que
las propiedades son inmediatamente expuestas al estudiante, en cambio los textos de referencia se
busca determinarlas a partir de la representacion exponencial y aplicando las propiedades de
potencias. Se percibe la ausencia de ejercicios resueltos y su respectiva indicacion de los
procedimientos de resolucion. No existen ejercicios en los cuales se busque que los alumnos

demuestren propiedades propuestas.

En cuanto a los elementos intensivos no se muestra la definicion del numero e y mucho menos

es mencionado como base del logaritmo natural. Tampoco se indica a los estudiantes que todos los
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logaritmos (con argumento un nimero natural) se pueden calcular descomponiendo el argumento en
numeros primos, para luego hacer uso de las propiedades. En el texto local se muestra un cuadro

resumen de las propiedades del logaritmo, pero se omite la propiedad logaritmo de un producto.

Finalmente analizando los elementos validativos de cada texto, notamos que se omite la
demostracion de ciertas propiedades, la cual podria ser de gran ayuda para que el estudiante comprenda
y aplique de manera correcta al enfrentarse a un tipo de tarea referente a los logaritmos (tampoco se

busca que los alumnos realicen la demostracion).

3. Analisis semiotico como una técnica para determinar significados y conflictos

En este trabajo llamaremos analisis semiotico (o andlisis ontologico-semidtico) de un texto
matematico, a la descomposiciéon en unidades, la identificacion de las entidades puestas en juego y

las funciones semidticas que se establecen entre los mismos por parte de los distintos sujetos.

Ademas el significado se concibe como el contenido que se asigna a una expresion (funcién
semiotica en el sentido de Hjemslev, 1943). No tiene por qué ser necesariamente una entidad mental,
aunque también puede serlo: es sencillamente aquello a lo cual se refiere un sujeto en un momento y

circunstancias dadas.

3.1. Unidades de analisis, componentes praxeoldgicos y conocimientos elementales

En esta seccion caracterizamos los significados elementales puestos en juego en uno de los
4 . . ., . .
bloques™ de contenido sobre la “aplicacion de propiedades de logaritmos™ que se desarrolla en el texto
de segundo afio de ensefianza media entregada por el ministerio. Para esta labor se dividi6 el bloque en

unidades de analisis basadas en la estructura del texto.

*  Se refiere a una seccion especifica del texto de estudio, en este caso para este trabajo, se refiere a la seccién de

logaritmos hasta las propiedades de las operaciones con logaritmos.
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El bloque sobre “logaritmos y sus propiedades” esta dividido en 9 unidades

1. Definicién de Logaritmo.

2. Notacion de Logaritmo

3. Cambio de base.

4. Ejemplos (1,2,3,4,5)

5. Actividades 1

6. Propiedades de los logaritmos

7. Actividades 2

8. Propiedades de las operaciones de los logaritmos
9. Actividades 3

Para cada contenido se incluye: el texto y las unidades de analisis, ademéas de los componentes
praxeolégicoss, identificacién de conocimientos puestos en juego y conflictos semidticos entre los
significados puestos en juego en el texto y los atribuidos a las expresiones por el significado de
referencia.  Los conflictos se refieren a toda diferencia o desajuste entre los significados que se
atribuyen a una misma expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en interaccion
comunicativa. Los conflictos semioticos se consideran como explicaciones posibles de las dificultades

y limitaciones de los aprendizajes (Godino y Arrieche, 2001, pag. 2).

En un primer momento del anélisis se considerara Util clasificar la informacion del texto en tres
apartados: Praxis, que incluye las situaciones problematicas y los elementos actuativos; Lenguaje, en
este apartado se incluyen los términos expresiones, notaciones y graficos; Por ultimo Teoria, que son,

conceptos-definicion, propiedades y argumentaciones.

*El lenguaje, praxis y los elementos discursivos o teoricos.



3.2. Definicion de logaritmos

3.2.1 Texto y unidades primarias (unidades epistemologicas)

Logaritmos

Hasta hace casi 400 anos, |3 tarea de un calculador podla ser agotadora, imagina

calcular multiplicaciones, divisiones, potencias, o sacar ralces, no soko de
midmeros enteros sino tambin de fraccionses y nameros decimales, obvisments,
sin tener wna calculadora. —

Observa las siguientes multiplicaciones:

16- 128 B1 - 2187 256- 16 384 G625- 7B 125

AMNALICEMOS...
*  Calcula los productos de |2s multiplicaciones anteriores sin usar calculadora
¥ compara |os resultados en tu curso. jExisten diferencias?, ;por que?

«  jExiste algunz forma de simplificar estos calculos, sincalculadors?
Explica.

= [Ohbserva ka siguiente tabda. ;Reconoces en ella algunos de los factores
anteriores?, ;v algumnos de tus resultados?, ;qué tienen en comuon?

n 2" 3" 4" 5

1 2 3 < L
2 4 ! 16 25
3 a 27 &4 135
4 16 2 256 515
5 a2 243 1024 135
G =4 T 4096 15625
128 BT 16334 M1

B 56 G561 &5 536 190 635
9 512 19 GE3 262 144 1953 135
10 1024 53 049 1 048 576 9 TE5 635
n 2048 TFF 147 4 194 304 43 813 115
12 4096 531 &89 16 777 216 244 140 535

= Escribe bos factores v el resultado, en cada caso, en forma de potenciss.
#0ue puedes concluir?

E1
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Observa que todos los resultados conseguidos en |a tablz anterior se ubican

en |a fila correspondients a n = 11. Es decir, 11 es el exponente al que hay
gue elevar el 2 para obtener 2048, o el 3 para obtener 177 147, por gjemplo.

decimos gue el logaritmo de 2048, en base 2, s 11 y lo denotamos:

I:Fa’a referirnos a este exponente, al que hay que elevar el 2 para obtener 2048,

3.2.2 Componentes y unidades elementales

GLOSARIO

ES
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Praxis Lenguaje Teoria
- Situaciones: - Términos y expresiones: | - Concepto (definicion):
Calculo de multiplicacion sin el | Multiplicaciones, divisiones, | Logaritmo, potencia,
uso de calculadora. potencias, raices, numeros | exponente, base.
Andlisis de tabla de potencias. enteros, fracciones, numeros
-Técnicas: decimales, productos, | - Restriccion: la base de la
Representacion de  factores | simplificar, comparar, factores, | potencia debe ser positiva.
como potencias. tabla, fila, base, exponente,

elevar, logaritmo, positivo,

cantidad.

3.2.3. Conocimientos y conflictos semioticos:

El: En la parte introductoria a la unidad de logaritmo, se trata de dar al estudiante una motivacion

histdrica, haciendo notar como podia ser de complejo para las personas en la antigliedad realizar

calculos con sumas, restas, divisiones y multiplicaciones y no solo con nimeros enteros, sino que

también con fracciones y decimales, sin el uso de la calculadora. Ademas, calcular potencias y raices,

que no en todos los casos son sencillos, pues basta tener presente obtener sin una calculadora el valor

de una raiz de 10. EIl texto no aclara que el uso de esta herramienta presenta solo un apoyo que
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simplifica el trabajo humano, que si bien ayuda a liberar de tareas, no es, o no debe ser la herramienta

fundamental en el trabajo de las matematicas.

E2: Se muestran productos entre factores de dos a cinco cifras, los cuales corresponden a potencias de
los nimeros primos 2, 3 y 5 respectivamente. La palabra '‘Observa’ invita al estudiante a analizar el
proceso de multiplicacién mostrado, para luego responder a cuestiones que lleven a concluir que los

productos estan compuestos por potencias de los nimeros nombrados anteriormente.

E3: En el primer punto, el célculo se introduce en la actividad con la limitacion de no usar calculadora,
no especifica un método de hacerlo, y ademés no indica la cantidad de compafieros con los cuales debe

realizar la comparacion.

En la segunda pregunta invita a ‘simplificar' el calculo de los productos, con lo cual hace alusién a
buscar un método o forma de hacer mas facil el proceso de multiplicacion donde los factores estan

compuestos por numeros de dos cifras hasta 5 cifras.

En el tercer punto antes de la tabla y el cuarto punto después de la tabla pide reconocer ‘factores' en la
tabla, cuyo significado se supone conocido por el estudiante. Reconocer los factores de la
multiplicacién en la tabla, permite mostrar que se puede descomponer la multiplicacion en producto de
potencia de factores primos. Propone escribir los factores como potencias, y deja una pregunta abierta,

sobre la cual no profundiza mas.

E4: Se requiere que el estudiante interprete los factores como potencias correspondientes a un
determinado exponente y ejemplo de las multiplicaciones dadas en E2 (correspondientes a n=11), pero
no se indica como queda en la multiplicacion al reemplazarlos, es decir, no reemplaza (no muestra) en
ninguna de las multiplicaciones dadas como quedan representados los factores como potencias en ellas
y asociadas al producto que también puede ser representado como una potencia (siempre que ambos

factores sean producto de potencias de la misma base).

E5: Definicion de logaritmo de tipo genérico, y carente de formalidad, pues habla de ‘cantidad positiva'
y no se refiere al conjunto de los reales positivos, para poder ser mas claro y especifico. Ademas deja
muy vaga la palabra 'nimero determinado’. Si bien habla de exponente, no se refiere en ningln

momento a la palabra potencia, pues el logaritmo se puede representar a través de una potencia.
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E6: Enuncia la referencia de célculo del logaritmo aplicando la definicién dado en E5, es decir, el
exponente al que hay que elevar un nimero. Supone que el estudiante entiende y presta atencion al

glosario que esta dado en un costado del texto, en donde se da la definicion genérica del logaritmo.

3.3. Notacion de logaritmo

3.3.1. Texto y unidades primarias de analisis

log., 2048 = 11, pues 2 = 2048
o gue el logaritmo de 177 147 en base 3 es 11 y lo denotamos: E7

log, 177 147 =11, pues 3 =177 147

‘Y asi s cesivamente. -

¢Cdmo se padria simplificar el calculo de 625 - 78 125 utilizando |3 tabla? —

B8 : RECUERDA QUE...
Se ubican en la tabla cada uno de los factores y se expresan como potencias
conigual base: 62578 125=5 -5 =
_— . g”-am=a'l'l'_m EE'
Eg Entonces, se buscs en 3 tabla, en 'a columna que corresponde 3 57, su valor

a . . o con a # =0
parz 0= 11. Este valor es 48 828 125, tal como cuzndo resolviste |z multipli- cona=0nmeQ

|_cacian mediante el algoritmo habitual. a n=m
= —7 =4
_ 2 |
De manera similar, podrizmos efectuar otres operaciones, comao divisiones,
E10 por ejempio: N
244 140625 5° 4 )
B
3.3.2. Componentes y unidades elementales
Praxis Lenguaje Teoria
- Situaciones: - Términos y expresiones: Conceptos(definiciones):
Ejemplo notacional de Potencias, igual base, columna, | Potencias, logaritmo.
logaritmo valor, algoritmo, operaciones,
-Técnica: calcular, valor, operaciones.
Representacion del logaritmo - Notaciones: Propiedad: multiplicacion y




como potencias.
Representacion de producto y
division de factores como
producto y cociente de
potencias de misma base
respectivamente.

log,2048 = 11, 211 = 2048

n m n+m 4" n-m
a-am =ag"""Mm —=aq
am

a#z0ymneQ

9

division de potencias con igual
base, suma y resta de
exponentes respectivamente.
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3.3.3 Conocimientos y conflictos semidticos.

E7: Se introduce la notacion de logaritmo con dos ejemplos particulares. Muestra claramente como
podemos expresar un logaritmo como una potencia, no hace referencia al hecho que una potencia, no
siempre se puede escribir en notacion logaritmica, pues se deben considerar algunas restricciones (que

corresponden a las que se dan en la definicién de logaritmo).

E8: Se muestra como el uso de la tabla puede simplificar el calculo de las multiplicaciones vistas en
E2, representando los factores como potencias, y para ayudar a esto recuerda las propiedades asociadas

al producto y division de potencias con igual base.

Describe la técnica utilizando la tabla, pero no se refiere a transformar los factores de la multiplicacion,
a una multiplicacion de factores primos y asi llegar a lo mismo que se tiene en la tabla. Con esto, no

muestra las limitaciones que esta podria presentar el calculo de un logaritmo a falta de ella.

E9: Se ve la equivalencia del producto de una de las multiplicaciones planteadas en E2 con la potencia

correspondiente. No hay ninguna argumentacion del procedimiento.

E10: La division otra posible operacion con el uso de la transformacion de factores en potencias, pero
de manera inherente a la tabla (pues valores muy grandes se deben transformar en potencias a través de

descomposicion de factores primos).



3.4 Cambio de base.

3.4.1 Texto y unidades primarias de anélisis

log B
E11| Ademas, utilizando 'a expresion log, B = ﬁ se puede determinar el
0
resultado de log,, 19 683. 9

E‘IE[,-;‘ partir de |z tabla, se observs que 19 683 v 27 son embos potencias de Z'El]uegl}
se pueden escribir utilizando |os logaritmos en base 3 v ubicar los valores en |z
ta0/'a. Observa.

log, 12 BE3

=3 3 Esdecin 27 =19 E.BE:I E13
lng, 27 3

log,, 19 683 =

3
De esta manerg, las multplicaciones se pueden convertir en sumas, las divi-

E1d siones en restes y |as raices por divisiones, con |o gue se facilita notablemente
el calculo, més cuando los numeros implicados son muy grandes y se cuents,
obviamente, con tablas apropiadas.

E15 [UGI*Jamc}s g la definicidn de legaritmo: "exponente al que 25 necesario elevar
una cantidad positiva para que resulte un ndmero determinade']5i lo escri-
biers como ecuacion, corresponde a resalver 'I‘:'-f"b a = x, donde b es |z base
del logaritmo y 3 es su argumento, conay b pcs':'vuszl E16

E17 I__PD'E"E'T'[}|D, calcular log, 16 equivale & resolver |z ecuacion log, 16 = _I :

3.4.2 Componentes y unidades elementales

Praxis Lenguaje Teoria

Situaciones: Términos y expresiones: Concepto-definicion:
Ejemplo de aplicacion de Propiedad, resultado, nimeros | Argumento
propiedad de cambio de base. muy grandes, argumento,

51
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expresion, nimero determinado, | Propiedad: las multiplicaciones

ecuacion, valor de la potencia, se transforman en sumas, las

equivalencia, definicion. divisiones en restas y las raices
. log.B FUigi
Notaciones: log,B = geZ por divisiones.
logcb
b* =a,

3.4.3. Conocimientos y conflictos semidticos.

E11: Se habla de la 'existencia de una propiedad’, de la cual no hay ninguna argumentacion, se dice que
a través de ella se puede calcular un logaritmo, cuyo célculo no es trivial. Ademas de introducir una

notacion genérica para aplicar dicha propiedad.

E12: Se asocian valores correspondientes al ejemplo del logaritmo anterior a valores de la 'tabla’,

siempre suponiendo gue el estudiante entiende su uso.

E13: No se representan los valores de E12 como potencias correspondientes a base 3, a pesar de que
dice que los toma de la tabla. Aplica la propiedad introducida, que en este apartado carece de nombre o

algun tipo de identificacion.

E14: Se dan consecuencias de la propiedad de cambio de base (aun no nombrada asi) sin
argumentacion y carente de ejemplo para la comprension de los dichos “... las multiplicaciones se
transforman en sumas, las divisiones en restas...”. Deliberadamente se habla en el texto de 'facilitar' los
calculos donde se da solo un ejemplo particular en E13 de un tipo de expresion, que corresponde a

calcular un logaritmo cuyos valores son relativamente grandes.
E15: Se vuelve a enunciar la definicion de logaritmo dada en E5.

E16: Se da la indicacion de que un logaritmo se puede calcular equivalentemente en su notacion de
potencia, donde el valor a determinar es el exponente, pero en la restriccion de los valores de 'a' y 'b’,
no se especifica el conjunto numeérico al cual pertenecen especificamente, para 'a’ el argumento y 'b’ la

base.
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E17: Se muestra un ejemplo particular del cdlculo de un logaritmo sin el uso de calculadora, a través de
la resolucion de una ecuacion exponencial. Podemos formular la hipétesis, que a través de estos

ejemplos la nocion de logaritmo quedara mas clara.

3.5. Ejemplos

3.5.1. Texto y unidades primarias de analisis

IEn-
tonces, ya que la base del logaritmo es 2, el exponente no se conoce y 16 es ¢l
argumento, es decir, el valor de la potencia, se puede escribir 7" = 16.Y como
16 es una potencia de 2, de hecho, 24, esto equivale a 7 - 24, luego, iqualando

los exponentes, se concluye gue x - 4: E13

Ejemplo 1: Caleula el valor de log; 343
3
log, 343 -x Tr=343-7 r=3

E19
Luego, log, 343 -3

Ejemplo 2: Obtener el valor de log, JB

fogzx."g-x:f =8l =12" -[23}2 -2’

L Luego, log, \E - %

E20 I:Pu.l igual que en el caso de las raices, no todos los logaritmos se pueden cal-
cular| Esta es la razon de |a condician de valores positivos para ay b. CI'I:rs,v.:rr.'a.ZIE21

Ejemplo 3: Obtener el valor de logg -512

logy -512 = r=-8xr--512

gz3 | Pero fla potencia de un ndmero positivo puede ser negativa? Mo, en ningun
aso. Luego, log, -512 no existe.

Eoa | ElEmplo 4 Calcula el valor de "Gﬁﬂ-m 8

3
log 5 8-x= (-2]"-8=-2

En este caso, la base de la potencia es negativa y su exponente s impar, luego
B25 | elvalor de |z potencia dehiera ser negativo también. Como esto no se cumple,

no existe log;_ 8

_Ejel":mln:- B FCuanto resulta log, 57
E28 {D§|5—I=:r'|r—5

Ya que toda potencia de 1es 1, no existe un valor de x, tal que 17 sea igual 3 5.



Considerando situaciones como estas, es que se ha definido que el valor de
|z base y el argumento del logaritma deben ser pesitivos. En particular, 12 base
debe ser distintz de 1.

En un mundo sin calculzdoras, los logaritmos fueron utilizedos como |z prin-
cipal herramienta en los célculos aritmeticos. Usandolos se ahorrd un increfole
esfuerzo, pues permitiercn trabajar con los pesados calculos necesarios en las
aplicaciones & |3 egrimensurs, 8 astronomia, y particularmente |2 navegacion.
Ademas, permitid realizar otros calculos matematicos que sin su invencion no
hubieran sido posibles.

Las tablas de logaritmos v [as reglas de cilculo eran imprescindibles en
cuzlquier centro de calcule, hasta |a sparicion de las caleuladoras y computa-
dores. Actualmente los logaritmos ya no son necesarios para lo que fueron
descubiertos. 5in embargo, ciertas caracteristicas y utilidades, que durantes
estos siglos se les han descubierto, los han hecho sobrevivir al desarrollo de
|z electronica.

EN RESUMEN

# El argumento y la base de un logaritmo son numeros reales positivos. Ademas, la base no puede
ser 1. Es decir, en la expresion log, a, siempre, por definicion, a ER* ybE R - {1}.

E27

EZ8

* Por definicidn, x = log, a = b" = a, entonces se puede decir que el logaritmo es el exponente de E28

una potencia.
* La expresion log, a se lee como: "logaritmo de a en base b

3.5.2. Componentes y unidades elementales
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Praxis

Lenguaje

Teoria

Situaciones: Ejemplos de célculo
de logaritmos utilizando la

definicion logya = x © b* = a

Términos y expresiones:
Igualar, condicién, obtener,
determinar, negativa, impar, no

existe, logaritmo natural.

Notaciones:

logipa: = loga, log.a: = lna

Propiedad: no todos los
logaritmos se pueden calcular.
Restriccion: la base del

logaritmo debe ser distinta de 1.
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3.5.3 Conocimientos y conflictos semidticos.

E18: En este punto se describe la equivalencia correspondiente de las partes de la notacion en ecuacion
exponencial a logaritmo, de lo cual se transforma el argumento en la misma base del logaritmo (escrito
como potencia), lo cual méas adelante pasara a formar una propiedad, sin la utilizacion de la notacion de

de potencias (resolucion de una ecuacién exponencial).

E19: El primer ejemplo muestra el calculo de un logaritmo de un ndmero entero, a través de una
ecuacion exponencial, en este ejemplo particular no se usa la tabla vista en E3, se da por hecho que el
estudiante entiende o ve claramente que el nimero 343 es una potencia de 7. Una vez resuelta la

ecuacién exponencial se da la respuesta equivalente para el logaritmo buscado.

En el segundo ejemplo al igual que el primero, se resuelve el logaritmo a través de una ecuacién
exponencial, pero el argumento esta vez es un numero irracional, con lo que el resultado no es un
namero entero, sino racional y se escribe en notacion fraccionaria. En el desarrollo se utiliza el
conectivo légico =>, con lo que se supone conocido su significado para el estudiante, lo que significa
que de no ser asi su significado podria dificultar la comprensién de lo explicado ¢Por que se utiliza la

implicacion en este caso?.

E20: Se hace una analogia de los logaritmos con las raices, en el sentido de que no todos los logaritmos
se pueden calcular, pero no se especifica que para las raices de indice par no se pueden calcular, pues
en ese caso la cantidad subradical no puede ser negativa.

E21: Se justifica con E20 el motivo por el cual la base y el argumento deben ser positivos. La

justificacion no es formal, pues en el punto siguiente justifica los dichos con un ejemplo.

E22: Se muestra un ejemplo en el cual se da un argumento con un valor negativo contrario a las
restricciones que se dan para el logaritmo, lo cual lleva a una ecuacion exponencial sin solucion. Se
invita al estudiante a 'Obtener’ el resultado del logaritmo, lo que podria llevar en el futuro a confusion.

Se Formula la tesis de plantear el enunciado como una pregunta ¢Se puede obtener el ?.

E23: Se responde a lo planteado en E22. Las argumentaciones mas detalladas estan ausentes. El

logaritmo usado en la conclusion es distinto del planteado en el ejemplo, pues este tiene la base
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negativa y el planteado el argumento, lo cual claramente puede llevar a una confusion al estudiante, por

no encontrar la correspondencia entre los logaritmos.

E24: Se muestra un ejemplo en donde la base del logaritmo es negativa, que es contrario a las
restricciones, la resolucion es a través de una ecuacion exponencial, la cual no tiene solucion.
Nuevamente se invita a calcular un logaritmo que no es calculable, pues se podria plantear a través de
una pregunta ¢se puede calcular?, ademas de solicitar que se justifique la respuesta, pues el estudiante

estaria obligado a tener presentes las restricciones para responder correctamente.

E25: Se da la justificacion (la limitacion), porque no es posible calcular el logaritmo en E24 con base

negativa (en general). No se muestra el caso cuando base y argumento son negativos.

E26: Se plantea un ejemplo en donde la base es 1, la cual segln la definicién de logaritmo hasta el
momento no se ha dado como excluyente, pues calcular el logaritmo en base 1 con un argumento
distinto de 1 no tiene sentido pues, no existe exponente al cual elevar 1 obtengamos un valor distinto
de 1. En la definicién de logaritmo dada solo habla de cantidad positiva y 1 es una cantidad positiva.

E27: Se reafirman las restricciones de la definicion de logaritmo basado en los ejemplos anteriores, y
ademas se agrega una restriccion adicional que corresponde a que la base debe ser distinta de 1. Con

esto se regula el calculo de los logaritmos.

E28: La narracion histdrica habla sobre la importancia de los logaritmos en la vida de las personas y
del trabajo que facilitaron, pero solo menciona en que se usa, no muestra un ejemplo de concreto.
Ademas las tablas de logaritmos eran utilizadas hasta la aparicion de las calculadoras y computadoras,
pero solo se habla de la importancia sin dar ejemplo.

E29: Se da un resume de algunas cosas importantes: la equivalencia de un logaritmo en notacion de
potencia, como se lee la expresion que representa un logaritmo y las restricciones que tienen base y
argumento. En el resumen ademas se deberia también considerar la propiedad de cambio de base que

se Vio en esta seccion, pero el texto lo considera en el resumen de la siguiente seccion.



3.6. Actividades 1

3.6.1. Texto y unidades primarias de analisis

EN TU CUADERNO

Caleula cada uno de los siguientes logaritmos.

57

5 :
log, 243 log,; 0,343 log, \"[a" log: ry log,, 8
E30 . 3 ' . 5f 2
log, 128 log, a log, T3 logy 16 log, Va
Dada cada expresién, encuentra el valor de 1.
log, x =6 log; r=-2 logy ; x =73 log, pps ¥ = =3
3.6.2. Componentes y unidades elementales
Praxis Lenguaje Teoria
Situaciones: Términos y expresiones: - Validacion: Se requiere

- Ejercicios de célculo de
logaritmos.

Técnica:

- Encontrar la incdgnita en el
logaritmo dada en el argumento.
- Explicar estrategias de

resolucion.

Verificar, resultados, explicar,

encontrar.

argumentar, explicando el
método de resolucion para

determinar la incognita.
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3.6.3. Conocimientos y conflictos semidticos.

E30: Se proponen dos actividades, en la primera consiste en célculo de logaritmos utilizando las
propiedades, el estudiante debe saber cuales son las propiedades que deben aplicar, y ademas de la
posterior verificacion con la calculadora, en este punto el estudiante debe realizar el calculo utilizando
cambio de base llevandolo a base 10 (que es la que posee la calculadora). En la segunda actividad el
estudiante debe encontrar el argumento del logaritmo, para ello debe transformar el logaritmo en
notacion de potencia y hacer el célculo respectivo. Esta segunda actividad se espera que el estudiante
aplique una estrategia “libre” de célculo para determinar el valor pedido. El estudiante debe

representar el logaritmo en notacion de potencia y realizar el calculo respectivo.

3.7. Propiedades de los logaritmos

3.7.1 Textoy unidades primarias de analisis

Tomas, a partir de la definicion y luego de comprobarlo con algunos valores,
determind las siguientes relaciones entre los valores de a, by ¢, con a = 1:

log, b=rc a =b a =586

=31

ZEstan correctas las relaciones gque establecio Tomas? Compruébalas
remplazando con los valores correspondientes, en cada caso.

Tal como existen propiedades para las potencias y para las raices, jse
pueden establecer propiedades para los logaritmos? Justifica.

Por ejemplo, en el caso de log, B", Jexiste alguna propiedad gue simpli-
figue los calculos? Explica.

E32 Las propiedades gue se cumplen para logaritmos, para cualquier walor de la base
b, se pueden establecer y demostrar a partir de las propiedades de las potencias.
[~ Observa.

Logaritmo de la unidad:
.fa-_gb1=_r cébj-=‘l,*,raqueb:v[].b=‘l
E33 — K — B
e r=0
Por propiedades de potencias, ya que el valor de la potencia es 1 cuando e

exponente de la potencia es cero [ya que la base es positiva v distinta de 1)
| Luego, log, 1 =0, con b= 1.




ar

E34 [ Ejemplo: log, 1=0

* Logaritmo de la base del sistema:

E35 loggb=x e>b'=b e =b

=r=1

Luego, J‘n:v_r,rIJ b=1conb=1.
E36 Ejemplo: log, 3 =1

e

* Logaritmo de una potencia con igual base:
U

Ea7 log, ' =x b =b <=1

=>bh-_ﬂ]= i

b

=xr-n=0(b=1)=x=n

L luego, .I'ogb h” =n,conb=1.
E38 I: Ejemplo: logy 6 =3

— NO OLVIDES QUE...
Cambio de base:

r * [ps logaritmos de bose diez,
log B=x =b =8B - M
b P es decir, | 0 1 X, 500 llamadaos E41
E30 Iﬂgc b= Iﬂgc B = Se oplican logaritmos en uno bose ¢ logaritmos decimales y en este
r-logh=1log B = For propiedod de iogoritmas !exra.'losr:'lenﬂtarex_'nascumrlj Iﬂgi
o ¢ * [gs colculadoras tienen teclas
log. B para calcular ef logaritmo
Por lo tanto, log, B = paratodo b, c, B>=0; b c=1 | 00 .
— b log, b en bose 10 (log) y el logaritmo E42
E40 B naturol {In), pero no ef logaritmo
Ejemplo: log, 5 = log5 = % =23192 en uno bose cualquiera. £n ese
- log2 030103 caso, se calculo usando lo férmula

de cambio de base. —

EN RESUMEN

Se cumple, ya que la base b del logaritmo es positiva y distinta de 1, que:
* Logaritmo de la unidad: log, 1 = 0.
E43]| « Logaritmo de la base del sistema: log, b= 1.
* Logaritmo de una potencia con igual base: log, b = n.
log,. B

* Cambio de base: log, B= Tog b
[

paratodo b, c, B>0; b, c= 1
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3.7.2 Componentes y unidades

Praxis Lenguaje Teoria

Técnica: Términos y expresiones: Concepto-definicion:

Analizar las relaciones que comprobar, relaciones, Propiedades: las propiedades que

existen entre expresiones establecer, correctas, reemplazar, | se cumplen para logaritmos, se

(referidas a logaritmos) justificar, demostrar, logaritmo |pueden establecer y demostrar a
de la unidad, cero, sistema, partir de las propiedades de las

Explicar si existe propiedad para |igual base, nimero real, cambio |potencias.

simplificar algunos calculos. de base, logaritmo decimal, Propiedad: El valor de la
Notacion: potencia es uno cuando el
log,b™ exponente de la potencia es cero.
log,1 =0 Propiedad: La base b del
logyb =1 logaritmo es positiva.
logyb® = a
b+1

3.7.3 Conocimientos y conflictos semioticos.

E31: Se propone una tarea problematica que presenta relaciones que dicen ser equivalentes, donde el
estudiante debe determinar aquellos dichos, en el primer punto este debe comprobarlas, se supone que
este sabe como realizar dicha tarea, pero para simplificarla el texto debiese sugerir que compruebe con
valores concretos y en el problema plantea “compruébelas reemplazando con los valores
correspondientes en cada caso”, lo que puede ser un tanto ambiguo para el estudiante. En los siguientes
puntos habla sobre las propiedades que se pueden establecer sobre los logaritmos que se analizan en las

siguientes unidades.

E32: Se da una indicacién importante que sale de la definicién de logaritmo, pues se vio en el texto que
un logaritmo (segun la definicion dada) es el exponente al cual se debe elevar un determinado nimero

positivo, segun esto toda propiedad de logaritmo se puede obtener representando el logaritmo como
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potencia y aplicando las propiedades de estas. Se espera que el estudiante entienda de la frase “...para

cualquier valor adecuado de b...” que la base debe ser positiva y distinta de 1.

E33: Se muestra la demostracion de la propiedad de logaritmo de la unidad se utilizan conectivos
I6gicos, se asume que el estudiante entiende su significado, aunque con esto se puede formular la tesis
de que el estudiante puede tener mayor dificultad con los conectivos I6gicos que si fuese explicado en

lenguaje natural.

E34: Se presenta un ejemplo particular de E33, en la cual carece de toda explicacion y conclusion,
pues se esta dando como ejemplo a partir de una demostracion de una propiedad, solo aparece como
una relacion (igualdad) entre un logaritmo y un valor. Formulamos la tesis que esto podria traer
pequefias confusiones si no se presenta con la ayuda de un guia, que oriente y asocie la propiedad con

el ejemplo.

E35: Se presenta la propiedad de logaritmo de la base del sistema. En la demostracion no hay
explicacion alguna, solo siguen una ‘secuencia légica *® (con los respectivos conectivos 16gicos). Seria
conveniente que esta secuencia logica vaya acompafiada de explicacién en lenguaje natural para alejar

dudas del estudiante.

E36: Se presenta un ejemplo en donde aplica la propiedad vista en E35, pero no se dan observaciones

ni conclusiones adicionales referentes al ejemplo en funcion de la propiedad.

E37: Se presenta la propiedad de logaritmo de una potencia con igual base que el logaritmo. En la

demostracidn carece de explicaciones que vayan mas alla de la secuencia légica.

E38: Se presenta un ejemplo correspondiente a la propiedad vista en E37, el cual no presenta

explicaciones u observaciones referentes a la propiedad utilizada.

E39: Se presenta la propiedad de cambio de base de un logaritmo. Se asume que el estudiante entiende
la equivalencia entre b* = B vy log.b* = log.B, a pesar de que en el texto no utiliza el conectivo
logico de equivalencia. La argumentacion en la demostracion es solo de carécter logico. Podemos

formular la tesis de que el estudiante podria presentar dificultades en la aplicacion de esta propiedad en

6 Entenderemos por secuencia logica a una cadena de relaciones conectada por conectivos 16gicos.
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determinados casos, los cuales no se presentan como ejemplos (por ejemplo utilizar cambio de base

cuando la base es una raiz).

E40: Se da un ejemplo de aplicacién de propiedad de cambio de base. Este ejemplo no muestra una

equivalencia con otra base para aclarar al estudiante que es independiente la base que se tome, para el
__log5 _ logs5

cambio de base (por ejemplo log,5 = 2,32192).

- log2 - logs2

E41: Se introduce la notacion de logxpara denotar los logaritmos en base 10 log,,x, ademas de
nombrarlos de manera especial como logaritmos decimales. El significado de decimal se supone

conocido por el estudiante.

E42: Se dan las notaciones y para los logaritmos en base 10 y base e, ademas una observacion
importante referente al calculo con calculadora de un logaritmo cualquiera, pues este solo se puede
realizar haciendo un cambio de base, a base 10 o base e, pues son las bases consideradas en estos
instrumentos. Se debiera dar un ejemplo al estudiante para hacer el calculo utilizando la calculadora en

una base cualquiera para que aplique lo dicho en la observacion.

E43: Estas propiedades se dan a modo de resumen, entendiendo que el estudiante asume que son

propiedades y comprende su uso, para la posterior aplicacion en las actividades propuestas.



3.8 Actividades 2.

3.8.1. Texto y unidades primarias de analisis

En TU CUADERNO

Calcula cada uno de los siguientes logaritmos.

lag, &4 log. 1 log, . 8 log. TE'

log, 143 log, 3 log 5 1 log, 128
. 7 23 T

fugc,; 049 log: 5 log, & log: E

Ed4 - L )
Urilizando una calculadora encuentra el valor de las siguientes expresiones.

lag, 3 log, 7 log- % lag, 11

Caleula el valor de cada una de las siguientes expresiones.

log, &4 + log 1000 + lag. 125 3log 32+ 7 log 125 - & log, 243
4 125 o .. 8 o 206
log; — —logg — + log 10 000 4logs = + 2 log; — -5 log,
g§ 3 g? 216 g g;_. PR gi 125 g_:_'. 343
2 log; 25 -3 log, 4% + 4 log, 40%6 2 log 100000 — 2 log, 256 + 4 log, 32

Numeros y raices

3.8.2. Componentes y unidades elementales

Praxis Lenguaje Teoria

Técnica:

Calculo de logaritmo haciendo
uso de la calculadora.

Calculo de expresiones
aplicando propiedades de

logaritmos.
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3.8.3. Conocimientos y conflictos semioticos

E44: Se requiere la resolucion de tres puntos en las actividades. En el primer punto el estudiante debe
aplicar las propiedades de logaritmo para el calculo de cada una de las expresiones, aunque puede
también realizar los célculos a través de la transformacion del logaritmo en notacién de potencia (pues

en este caso los resultados son todos nimeros Racionales).

En el punto dos se requiere que el estudiante aplique la propiedad de cambio de base a base 10, para
poder obtener el resultado en la calculadora (también se podria hacer el cambio de base a base e y
utilizar el logaritmo natural para realizar al calculo). Estas expresiones corresponden a resolver también

una ecuacion, pues con esto se asume que el estudiante debe igualar cada logaritmo x.

En el tercer punto para obtener el resultado de las expresiones el estudiante puede aplicar las
propiedades de potencia (suma o resta de logaritmo con misma base utilizando el cambio de base
cuando sea necesario), y calculando el valor de cada logaritmo para luego sumar o restar los resultados

de cada expresion.
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3.9. Propiedades de las operaciones de los logaritmos.

3.9.1. Texto y unidades primarias de analisis

E45

E486

E47

E48

Al igual que para las potencias y las raices, para los logaritmos también existen
propiedades que permiten simplificar los calculos. Para demostrarlas, los loga-
ritmos se pueden escribir en forma exponencial y aplicar algunas de las
propiedades de las potencias.

[ Por ejemplo, el logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos
de los factores. Es decir,

logy (a - c] = log, a + log, c

[ ANALICEMOS...

Considera valores positivos para a, b y ¢, con b= 1,y remplazalos en la
expresion. ;Efectivamente se cumple?, ;por qué?

{Crees que también se cumpla log, (a - c) = log, a - log, c? Justifica.
A partir de esta propiedad jse pueden obtener otras? Explica.

Para comprobar con un ejemplo que esta propiedad se cumple, se puede resolver
un logaritmo de dos maneras distintas, directamente y aplicando el logaritmo
del producto. Observa:

log, 128 =2"=128
P, 2?. luego xr=7

Por otra parte,
log, 128 = log,, (4 - 32]

log, 4 + log, 32

= 2 + 5 =7



Pero no basta con comprobar con un ejemplo para justificar que la propiedad
esta correcta. Es necesario demostrar que se cumple para cualquier valor de
a,bocconb=1.

: y
Considera que log,a=y =b=a
E49 z
log, c=z «=b=c
log, (a-c) = b =a-
og,la-cl=x «=b=a-c

b =b' b = Remplozando

bx=by+z==»,r=y+z -«——— por propiedad de potencias

log, (a- c] = log, a + log, c =

De manera similar, se pueden demostrar las siguientes propiedades:
* El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los logaritmos de

los factores.

ES0

log, E) = log, a - log, ¢

: 81
E51 Ejemplo: log, (—) = log, 81-log,243=4-5=-1

243

_ - ) NO OLVIDES QUE...
* Ellogaritmo de una potencia es igual al producto del exponente de dicha
E52 potencia por el logaritmo de su base. En relacion con las propiedades de los
logaritmos se debe tener presente

log, a"=n-1
oGp @ =100 4 que se cumple en general:

. 3
E53]: Ejemplo:log, 4" =3 log,4=3-2=6 * log, (p - q) = log, p - log, q
@ logb p+ql= Iogb P+ Io_qb q

* Ellogaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la cantidad subradical,
* log, (p - q)= log, p - log, q

E55 dividido por el indice de la raiz.

log, a |
log, Wa - Ty

: 1 1 1
| -molo: 616 = — . ——2=—
E56 Ejemplo: log, 16 = 5 log, 16 = 5 2= 3

EN RESUMEN
Sean a, b, ¢ nimeros racionales y positivos, con la base b distinta de 1:
* Logaritmo de un cociente: log, (%) = log, a - log, c
* Logaritmo de una potencia: log, a"=n- log, a
log,, a

* Logaritmo de una raiz: log, Ya =

E54

E5T7
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3.9.2 Componentes y unidades elementales
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Praxis

Lenguaje

Teoria

Situacion:

Desarrollo de una técnica de
comprobacion de la propiedad
logaritmo de un producto.
Ejemplificacion de las
propiedades: logaritmo de un
producto, logaritmo de un
cociente, logaritmo de una

potencia y logaritmo de una raiz.

Términos y expresiones:
Exponencial, logaritmo de un
Producto, suma de logaritmos,
logaritmo de un cociente,
diferencia de logaritmos,

cantidad subradical.

Notaciones:
logy(a-c) =logya+ log,c
logy (E) = logya — log,c

c

logpa™ =n-log,a

log,a
logb% — Ip

n
logy(p - q) # logpp - logpq
log,(p + q) # logyp + logpq
log,(p — q) # logyp — logpq

Propiedad: El logaritmo de un
producto es igual a la suma de
los logaritmos de los factores.
Propiedad: El logaritmo de un
cociente es igual a la diferencia
de los logaritmos de los factores.
Propiedad: El logaritmo de una
potencia es igual al producto del
exponente de dicha potencia por
el logaritmo de su base.
Propiedad: El logaritmo de una
raiz es igual al logaritmo de la
cantidad subradical, dividido por

el indice de la raiz.

3.9.3 Conocimientos y conflictos semioticos.

E45: Se introduce la seccién de propiedades de las operaciones con logaritmos, delimitando su

demostracién a través de las propiedades de potencias en notacion exponencial.
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E46: Se presenta una de las propiedades de los logaritmos para los argumento, en este caso cuando
existe un producto en el argumento del logaritmo, pero no da de inmediato las restricciones pues si los
factores de la multiplicacion son negativos, esta propiedad no es valida por definicion de logaritmo. El
uso de la propiedad se realiza en los apartados mas adelante, en donde presenta una demostracion para

argumentar demostracion.

E47: Se presentan preguntas sobre la propiedad mencionada en E46, y dando las restricciones las
respectivas restricciones. Se sugiere que se trate un ejemplo para el argumento cuando los factores en la
multiplicacién son negativos (pues con esto se obtiene un producto positivo que cumple con la
definicidn de logaritmo, es decir que el argumento es positivo, pero no se cumple al separarse en suma

de logaritmos).

En el segundo punto se plantea el caso si el logaritmo de un producto es igual al producto de los
logaritmos. Este hecho que en general no se cumple no es suficiente para probar que logaritmo de un
producto es la suma de los logaritmos, pero deja claro que la propiedad no se cumple en general,
asumiendo que el estudiante debe reemplazar valores segun las restricciones del primer punto para

verificar.

El tercer punto la pregunta es muy abierta, no da ninguna delimitacion. Ademés se asume que el
estudiante aplicara las técnicas basandose en las restricciones dadas en el primer punto.

E48: A través de un ejemplo se comprueba que se cumple la propiedad de E48, primero calculando el
logaritmo transformandolo en notacién exponencial y aplicando propiedades de potencias, y luego

comprobando que se cumple con la propiedad de E46.

E49: Se realiza la demostracion de la propiedad dada en E46, los valores a y ¢ son los argumentos y b
es la base del logaritmo. La demostracion utiliza una secuencia ldgica, para ello se transforma el
logaritmo en notacidn exponencial y se aplica la propiedad de potencias con igual base (se suman los
exponente y se conserva la base). Para comprender la demostracion el estudiante debe poner en juego

los conocimientos previos de potencias y resolucién de ecuaciones.

E50: Se presenta la propiedad del logaritmo de un cociente, esta propiedad no se demuestra, ya que la
metodologia para esta tarea es similar la demostracion en E49, pero tampoco invita al estudiante a
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Ilevar a cabo esta tarea. Se asume que el estudiante toma las mismas restricciones para los valores de la
base y argumentos, pues en el cociente el valor ¢ no puede tomar el valor cero (en E49 se toman todo

los valores como positivos y la base ademas distinta de uno).

E51: El ejemplo aplica la propiedad vista en E50. En el ejemplo se puede ver solo calculos, sin ninguna
explicacion ni conclusion respecto de este. En el célculo se asume que el estudiante sabe calcular
log;81y log;243, lo cual lo puede realizar aplicando propiedades de potencia o bien utilizando la

calculadora.

E52: Se presenta la propiedad de logaritmo de una potencia. La propiedad no tiene argumentacion,
pero se puede demostrar utilizando propiedades de potencias como en E49.

E53: El ejemplo presentado corresponde a la aplicacion de la propiedad de E52, el ejemplo no presenta
ninguna indicacion (como enunciado del ejercicio), tampoco se presentan observaciones o conclusiones

al respecto.

E54: Se lista una serie de propiedades que se cumplen para los argumentos de los logaritmos, pero con
la relacion=. Se asume que el estudiante considerara las respectivas restricciones para base y
argumentos. Se considera que seria apropiado que el estudiante realice algunos ejemplos para tener la
certeza de los dichos, lo cual en el texto no lo considera. Ademas las demostraciones se pueden realizar
a través de las propiedades de potencias realizando la transformacion del logaritmo a notacion

exponencial.

E55: Se presenta la propiedad de logaritmo de una raiz, la cual es un caso extendido de la propiedad de

1
logaritmo de una potencia, pues una raiz Y/a es igual a an, esta observacion el texto no la realiza.
Ademas no realiza ninguna argumentacion de la propiedad (que bien se puede demostrar con la

propiedad de logaritmo de una potencia).

E56: Se presenta un ejemplo correspondiente a la propiedad logaritmo de una raiz. En la resolucién
ademas de aplicar la propiedad de la raiz se puede solucionar aplicando la propiedad de potencia
transformando la raiz a notacion exponencial y aplicar la propiedad de logaritmo de una potencia.
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E57: El resumen consta de las 4 propiedades de las operaciones de los logaritmo (o propiedades de los

argumentos del logaritmo), las propiedades no se nombran como tal.

3.10 Actividades 3.

3.10.1. Texto y unidades primarias de analisis

E58

EN TU CUADERNO

Desarrolla cada una de las siguientes expresiones, utilizando propiedades.

2 o 3 3.2

log, (x —%xr—22) i log, (x +y _}A
P \3 2,45
log,, '.,_IOOxD— 8ox’ + ‘6.r6_,| Fogp abc

&

Reduce cada una de las siguientes expresiones a un solo logaritmo.

log,, a— 2 log,, b + log,, c—3 log, d 2 log, 3 + 3 log, 2

log,, ':-‘”2 + 1) + logy (x + 1) + log, (x—1) log, c— 6 log, a

fﬂgp (x+ty+tz)—4 I’ng (r—y—z) log, a—log, c —log, d + log, e
log,, (x + 3) — 4 log,, (x—2) log, ¢ + log, a— 1

Si A =log, 2, B=log, 3y C=log, 5, expresa en términos de A, By C.

log, 5400 log, 50 log, \7T6 log, 2220

96 32400

3.10.2. Componentes y unidades elementales

Praxis

Lenguaje Teoria

Técnica:

Desarrollo de expresiones
utilizando propiedades.
Reduccion de expresiones a un
solo logaritmo.

Expresar en funcion de

parametros.
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3.10.3. Conocimientos y conflictos semioticos

E58: Se plantean actividades en las cuales deben aplicar las propiedades de las operaciones de los

logaritmos.

En el primer punto el estudiante debe desarrollar el logaritmo y dejar expresado en suma o resta de
logaritmo (segun corresponda), pero el enunciado no deja claro esto al estudiante, lo cual puede llevar
a confusiones y obstaculos para completarla. En el enunciado habla de aplicar las 'propiedades'
suponiendo que se refiere a las propiedades vistas en E57.

En el segundo punto se supone que el estudiante conoce el trabajo algebraico, el cuél debe aplicar a las
expresiones en términos de las operaciones con las propiedades de logaritmo, para llevar a una sola

expresion en cada caso.

En el tercer punto el estudiante debe realizar una transformacion del argumento para obtener las
potencias en base 2, 3 05, para luego reemplazar, pues la actividad esta regulada para ello. Ademas de
realizar una interpretacion en términos. Se férmula la tesis que esta actividad puede traer algunos

conflictos para el estudiante, no deja claro cuél es el objetivo real.

3.11. Resultados del analisis semiotico
Como resumen se presentan los principales conflictos semidticos encontrados en el analisis.

1. Se habla sobre la importancia de los logaritmos y sus tablas. EI fin es dar una motivacion
para introducir y/o acercar los contenidos matematicos los cuales evolucionaron por una
necesidad humana de ahorrar tiempo y simplificar los calculos. Solo queda la idea de esto,
pues en ninguno de los casos se muestra una aplicacion en problemas cotidianos que si bien

significan una tarea mas compleja, muestran lo valioso e importante que es su aprehension.

2. En el texto podemos encontrar que en la actividad matematica hay tendencia a verificar las

propiedades con ejemplos bastante sencillos y que cubren una variedad limitada de casos.
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Mientras que en las tareas problemaéticas hay casos, que si bien son no de mayor
complejidad, pueden traer algunas complicaciones. Por ejemplo se consideran en los
ejemplos logaritmos con argumentos enteros positivos y en las tareas problematicas los

argumentos son con nimeros racionales tanto como notacion fraccionaria como decimal.

Otro punto importante que es referente a la actividad matematica, es que hay tendencia
hacia generar ejemplos mon6tonos y particulares solo de tipo célculo. También se ve en
algunas actividades de libre resolucion, donde no todas son objeto de discusion, y si la hay

no acota la cantidad de comparieros que deben realizar esta.

En las notacion se puede ver en ocasiones en los ejemplos que se utilizan valores contrarios
a la definicion de logaritmos para verificar las que la definicion de logaritmo para estos
valores no es valido, a pesar de que el texto presenta las circunstancias en cada notacion de
manera apropiada, pues basta notar que para muchos de los ejemplos, el logaritmo lo
representa en notacion exponencial (por definicion), este  no presenta mayores

argumentaciones, soslayando los conflictos que puedan generar esta omision.

Falta de justificacion o argumentacién de algunas propiedades mencionadas, como la
propiedad de logaritmo de un cociente, logaritmo de una potencia, logaritmo base b de un
producto ac es distinto al producto del logaritmo en base b de a por el logaritmo en base b
de c, etc. Ademas, en las demostraciones que siguen una secuencia ldgica, estas podrian
estar acompafadas de explicaciones en lenguaje natural, para aislar obstaculos que pudiesen

presentarse al estudiante.

En algunas actividades se puede observar un conflicto potencial, y que corresponde requerir
al estudiante que realice tareas para lo que no ha recibido una instruccion lo suficientemente
clara: resolver ecuaciones a nivel de argumento de un logaritmo; célculo de logaritmo para
numeros racionales e irracionales; tareas abiertas de libre resolucion y explicacion del
método utilizado. Ademas, no se dan ejemplos ni actividades para comprobar las
propiedades sobre argumentos de un logaritmo: logaritmo de un producto (cociente) es
distinto a ese producto (cociente), logaritmo de la suma (resta) es distinto a la suma (resta)

de los logaritmos. (notar que es propiedad)
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El contenido matematico “Logaritmo y propiedades de los logaritmos™ se caracteriza por
introducir nuevas notaciones y términos, de lo cual su uso debe estar bien regulado y debe
ser de forma precisa. También sucede que en ejemplos y ejercicios se dan como

“explicacion” de las reglas (propiedades), y con esto fijan su uso.

En base a estos resultados se da una sugerencia, en anexo 3, de una instruccion de
logaritmo.




74

Conclusiones

Tras la realizacion de los analisis segun la metodologia escogida e intentar responder al problema
sobre el cual se desarrolla el presente trabajo obtenemos las siguientes conclusiones por objetivo
especifico

La técnica del andlisis semidtico es un recurso Util para la investigacion en didactica de las
matematicas. En una primera parte gracias a la metodologia, se pudo determinar diferencias
entre los significados de referencia y significados locales, con lo que se pudo apreciar los
conflictos potenciales como por ejemplo: se consideran en los ejemplos logaritmos que los
argumentos son numeros enteros positivos y en las tareas problematicas los argumentos son con
numeros racionales tanto como notacion fraccionaria como decimal, se pide al estudiante que
realice actividades para las cuales no se les ha dado instruccion lo suficientemente clara,
ademas de considerar contenidos posteriores como base (ecuaciones exponenciales), lo que se
aprecia en la pagina 46.

En lo referente a la aplicacién de la metodologia en el texto, se pudo observar que existen
elementos que este no trata en profundidad como por ejemplo la justificacion de propiedades de
los logaritmos, ademas no cubre un rango amplio (mayor variedad) de ejercicios, ejemplos,
como también esta el hecho de omitir algunas notaciones que pudiesen. Otro tema importante
gue se nota ausente es la falta de demostraciones como parte de los ejercicios propuestos.

Los resultados obtenidos se utilizaron para dar una sugerencia de instruccion de
logaritmos, estd apoyada en base a los resultados obtenidos del analisis y, que consiste
basicamente en cubrir aquellos ejemplos, notaciones y ejercicios ausentes en la instruccion
propuesta por el texto.
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Definicion de logaritmo y restricciones

logaritmo como el expoa= encia con oerta baps o
Se defne C el =nte de una pot . %‘.‘
ndmero al oual se debe elevar una base dada para obtener un resuado W

log a=ceb =2

Nimeros

En b expresidn antence, b &5 13 base del loganamo, 3 €5 of argumento o ="“°z"h.
yceseilepﬂunoenbanbdc a.

Ademis, ¢ € @3 Un NUmero Nnturgd, se bhene quet

Iohaﬂp:
(1550161
RTINS RO
Joha Neper ~oegdor de 5 gantmos-
amd 3l axporents de cada potesoa Ejomplos
“ramero artifad”. Mis tands Gmbd de - —_— P 2=
opnién y 16 kemd legartmo, que séca 1. Determina x, = fogy 81 = x. max slogy 2=x
“relacdn def numeno” Por defricidn: =fricdn
La nomenditra modame da logert=o: s log; 81 == &1 = = e05%=2
nvoduods por Leorhand Euer en 1728 . 1
G0 U 90 depuds de qua Napeer Dado qus 31 = 37, 5¢ 1o ~e0S5=_=7"
pubiicara sus prmens taldas logarimca 3 =3 =z
For lo aanto, x = 4. 05" =2
1 ) =2
2 Determina x, u log, — = x,
g - !
27 =12

Por definicidn
' | Por o tanto, x = -1,

'OE)E‘ =xe 2 =§
Dado que % =273 o6 tiane que:
2= 3 |
Por ko tanto, x = -3,

52 reakzaban con logaritmos en lugar de hacerlas co Uume ?
los ongn,
trabzjar con nimeros mucho més pequefics. e " o

Culldcsa‘belaOpc':toriacme!bgsumfw e ;
hasta 2do por algunos matemitoos

fiscos, que johannes Kepler los utiizs m,

lanetarios, para caloular y explicar los

p
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Cao 1
Sealogy 5= x
Por defscin:
o, S=xe "=y

Pero e sabe que. para odo minnero
el X

e
Luego. 1O exsie X Ll g 1"=5.

En general, se exige que 1y Lo !
logariemo sea discinta de |

Sealog;a=c
Poe definicidn:

Se sabe que, para 1odo M - .

-y

Sealog, 5=y,
For defrindn:
log,5=ye0'=5

Pero se sabe que, para todo nimeno red

y=0
g
Porlomln.mmeywq,eo":s,

En peneral, se exige que 12 base del
logaritmo ses distina de Q.

e 1RECIO de  base y 5u arpumento

log, 5)125 =2 4 (-5 = 128
Erticnces

(=5 = 128
t‘b}. = s,

Por lo tanto, 0o eae 1 12l que (54 = 125,

En general, se exige que la base dul
legaritmo sea positiva.

| RGUMENTO L~ R En siNTESS 7

[ Y

>0
Per i tanta; ncccxaramente ole v 2 > 0,

En general. se exige que ¢l argumento del logaritmo sea mayor que O

® Se defne kogaritmo comee &l
Exponents d= una potencia

log 2= cea b =2
cona>0,b=1,b>0
B L3 BBl aMende o lee “c o3
¢ logartmo en base b de 2™

“akula el valar de Loy logaritmos aplicando | definicisn.

Calevta ¢l valor de lac sigulentos oupresinnes,

I log, 16 3. logy, 81 5. fog 8 16, logp 100 + log, 1 ~logy 27
1 1 3 B

L '0811,- 4. Iog,;- 6. logyp, 0.0001 17. bse\ﬁ-*'o!&‘j-
; 0001 + 8
“uribe como logaritmos las siguientes expresiones. 18. g '
noal=gs 10. 5-|=% 13. Ja3 =7 Calcnhlahmdclosﬂoiemw"';

$ 2 19. kg, 1000=13 2. log, 27 =2
L ¥=24 11.5%= 14. 273 =9 :
o l 20, log 49=2 n.bc,,9=;
 20=1024 92, _r*:i 15. J3a =b

n167'

'
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Propiedades de los logaritmos

Numierne

£l nierero @ o5 un imeen v
aunque Jos bogandens; eadys pee g
D) ¢Omo Buse an pumtdiy (sl

Voniia log 3, e dear

o Bt laganiemes €omin & ane

3 mee e 10 P00 ot e me.'".“\

log., 2= loga

s conoce 3 or b coe s w s L Rt logaritmo neperisns o natural o el Giga e "
nepenanos, on su hoeee Contty W Se capress by —

e 1T1EII0IM5Y -
A continuacion, se andizavdn agaie o bates ol |

¢ 4

1. Logartmo de s unhixd s =

' o L.-nl-,n'l‘o

P =1 1< s
Lusgo, por defivarin PT it
"W o el :
= ¢ W= enbg =0 . .
7= fog, | = 0 h¥ =0 e by b n

12%= Leabg, | -0
£n peneryt para (o mkreo wodl prestios b e 0, 2 Imquebotl.
bega

log, 150

Es deor. el logantma de 1, en fipdipans e, esipal 2 0,

2, Legaritme de la base,

Cleerva
=5 p'=n 19 =19

Luego, por cefincdn
s'=5egs5=1 &
12" = 0z 00 by, 12 7 )

Berhog, 8=1

&medonhmowdb;o.wmrqmb'xb.
porbo tarec:
fog, b* 1

Es decir, of logaritmo de Ls baws o5 el o 1.

log, "= n
Ez gacr, of logartmo o= una patervu e b e dd lgunmg
Ruil 3l erprsnte 08 L potencm

4. Logaritmo de una potencia.

c=log aealy ©a
Elxando 3 un nimero x la segunch gk lcl, 4 chiliere
) = a

b" =q"

S Lene

Luego, por defmvadn
b"‘=a'qu;‘b' c'x

Por Io tanto, como ¢ = log, a. se liene e
logy 2" = x log,
£ decr, o logartmo de una polmy i de 1n remero es gad

producta entre el exponente da Ly potenc g ol logantnoe 68
nimero,
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s LONEIZAIY D ) EPAIDRTIEILS 3 Wetmain anyrees:

g
s‘usao.h caculalog 125 + tog 25 log 1.000,
Seten? . .
126=§ 25 =gl 1000 = 1p?
A remplazar en Rl expresiion, e aliiene
log 125 + log 25 :almo: b+ loptt -1og 10!
Fopolada =1 lr’,v"n"'."h‘{".- 3 m'f“,
=23:0742:07-3=05
Forfo tanto, log 125 + log 25 - log 1,000 = 05,
5 Logarnmo de una raiz.
&umqﬂﬁ'l;.wblmumhwd{
e Va" = a oM
B =g a” = g
o, o™ = 2 g 2
Eemplo
Caluda log 100,000 + log, Y64
g 100,000 +bg,316_4'=ngl05 +bs,3/27= %bs‘o’% 22 = :—7
—— b
1 |
6 Legariemo de un preducts.
Seax 2 v
x=logyp st =p y=logaerb!=q
Entonces: A
Nlb'b"& L
log, (pa) ® bog, Ib* "= w4y
leg, (pa) = logy P * 108, 9
B logartrnn de un producto es igual a fa suma de bos lagarntmos de s bictores,
Eemplos

1. Dssarrcta log, (273°)

o, (272°) = log, 27 + logy 2° has=in{3 s}=mw3ens

= logy 3° + Slog, 2 =2:'m3+hs
=3+ Siog,a - 2101 + 1,61 = 363
169

2. Siln5«161 yin =101 ciom In 45,

£ dponcs calculadonss exmen d 1603 @
e Hca e ¢ B 10, y f
gendGeiprrgniee

S 1 Gutre cicds log & exmen cas
fomms dependends Ot '3 U0t

1 Sepresou (@) e 0gu Sy fnsivere
!Z“(mmo‘-

L SeopuSly :eprwa

Em ambos casos, @ nisutado o 065897,
Pars GOAr lofartmon raturties, 56 Wi

uu-:u@

Utizando lis propedadey, 500 5 nacestn
103 kogantmos de ks numerns pancs 2
cbtener of logammo de cudquer ndmen
racond, ya que todos ks nimencs emeos
s pundon descomponer en fatores prmes.

Por epompl, 5 5¢ bene o vakr o2 15
Opantmos 3 1edas ks mumerns pamas
menves que 10D, s puedon ctitener los
wdores de bos kogartmas de 1 3 10D,

Ejemptos
1LhgdB=ly(2 19 5kg2 +iog 19

1 bp 49 =g 1) = oy 7
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Ampliando memoria B

- Lapakidg bagaritmo provens
| G2l gegs ko, que

SENd proporciée, y s
| quesgnics nimen

bog.b =kgb

B3\ B cndod) timoms s

Logaritmos

En 13 mayoria de s caleudadoras centificas encontrards la tecla que representa of
logantmo en base 10 de un rdmero. IMikzéndola podras com r Qe
| 2= _§ = 0w 50Q = JQRemse
- | —

2= 02002, s - 069697, [ S00 =2698987 |
® :Qué opinas de b afirmacdn “Todo ndmero eal positvo r se puede escnbir como una
potencia de base Y0 y exponenie x es deci, 10° = ("7
® (Como esenbinias el ndmara 1 000 en base 207 oY en base 5?7

SabER @ a=1yn G R erboroms e tme e | Bereplos
y shglh={poxi =k
lgb=nesa=b .:';mz-.m: =%

, — We !
Dondea es b base del bgandmo y b o sgemsani y 52 . g B--I,ﬁo.e Vs
Rex “logantes deben buse s es uad an” of
. hlﬂ‘ﬁmu[;l -t

1. Interpreta cada uno de los siguientes enunciados. Luego, completa con 13 potencia
respectiva.

3. log,25= 2, ya gue e bog, 01 =1 yaque

1 1
b. bzﬁ 2,yaque 1 lu:ﬁ 5.yanue._

g i

< bgzzrzyam.__.. a,loa,v';:s.yaoue_
i

d log = yaque h. log é'-lnque
,—,10—,1.000 ' ' P4

2. Relaciona las expresiones de 1 columna A con las de la columna B. Para ello, escribe
la letra correspondiente en cada caso.

Celumna A Columna B

1
a log,-q- —2
b. leg 100 ——
[t log,\b—s p————]
d. log , 0.0 S v .
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Ampliando r

* Sielvator de a auments, équé ocurre con los vakores correspondientes de cada
columna?

¢ {Cudl es ol vakor de log )7 Discute con tus compafienas y companieros

¢ Uliliza s informacién del cuadro Para grabar dé 13 paging antenn y demuestrs que
a SiaER':.(!).tmonmlog.a-l b.SiaER‘-_(_}_}._GMMMWS.‘:O

|
| | |

|
1
| | |

4, Analiza 13 sigulente informacidn, Luego, calcuia cada logaritmo. »

Ejemplo

Caleula log,1 024
1. Por Is defincion de logantmo, se tiene que 4 =1024,

2. Utiizando potencias, <& tiene gue 1024 = 4% Luego, x =5,
| Porla tants, log,1024 = Ing A = §

b '°'°§ d.log625*

\ —————————————— Ve R —————

* Sig € R’ - {1}, ¢es clerto que log 3" = n? Justifica

Matemitica 2* medhe « Hoe oz Diphyings S /{
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Cominmerte s¢ uhigan

de menera mconacia s
progedades ded ogaitm, Por
sampiy 98 conmdorx
OW'QUWoW
Pesx
u.mon:hgiﬁ:mo‘
Mertrm que
mow:w’m’l'-
3+3=6 (bamee d =&
En paneral debes faser cndac
y conuday lo Sguisale
®log (s vb)e=hgathgb
ekga-hgb=loga+iogh
kg a-b) m kga- g
og.fsu.a-k(}

-

4

PN B ko 1+ P s

Propiedades de los logaritmos

Al dermnosirar gue la alirrmacdn “El logantmo de un producto €5 equivalente 8 ls adcidn
entre los logariimos de cada uno de sus faclores” es yerdaders, < Liens

Seana b c E R, cana = ) entances se cumple gue
flegfb+c)=logb+hgc

Demeslracdn
() Sealogb ey logc=y Lluegn,a =bya'=c

(2) Usando (1), se liere e bec = 2" 22 = 2* "7
(3) Como b+ ¢ = a7, aplicando ls defincidn de lagantma, s tiene que log (bec) =x + w

(4) D (1) se sobe que x = log bey # log €. Luego, en (3) w4 tendrd
bg(brc) =tog b+ logc

—

SahcE R 0na=1scumpiinls ipseries | Bemplos

; 3
RETIN o g, 7 kg, 3-bg B oy, 2-0g 2 kg 3
. h;.)-o
® lgact - . N §s
* kgp=n o 5,7+ g, 0 = -:(!.'-"ilx,?ttg,f’
* kgfb-d=hgbrhge
- g, et 05l 5 = gty 524

<

. “b’:r“'b
. Q‘ng%ﬁ ns M
. "’&b”%‘*b‘( .

—_———

1. Retaciona las sxprasiones du ks columna A con 15 ée [o columna B. Para ello, esciibe
13 letrs correspondients en cads caso.

Columna A Columna B

a. log 0,00000001 =

b. log,16% + log,4 + log,] -8

¢ log, /343 -kog, 343 e 1,5

}

d. kg 51 2 _

ot 17 =
i
f. log 0,00000001 + log 0,00000001 —_ 0
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2, om.h"ﬂlﬂadam ww’m

‘E'"" Comeccitn:
{

|

b. Mﬁ--m"hm 2.-.;8.'9.-.00%-;'0; %
S
iiﬂu Carreccidn i !

3. Mmc&wdehsﬂgﬂonmmym
3 SIagR-(1). cona—lynea,mmlogp'-l\

3 |

1131111

e EEER

Analiza la siguiente infarmacidn. Lusge, msusho cada una de las Siguisntes
ECUACIONES.

! SiabeER - (l)ycell'.uliunuhs,c=gf-

‘b-
T L T ey
S e - log, 2 =
. lag, 1.728 - log,x = 5log 10"} *= Iabszsu»—-_. g ||
._./ m*i 3 . _ O

5. Demuestra b siguiente proposicidn en tu cuaderno.
Sia b€ R - (1), entonces log b = (lg,a)".

Nalendtica 2* media « Moo Fipdy ads .m

P PSsc s Paso.

SbER mmimlynEQ
wroa gt =g d
L=y fr w
(| tesvy @
Denmomabmat' =2 @)

felkat
£ 2 g™ ricg brig Y
(D Seuttzsaprpedsd ide b
5o Para graber ool plpre
Fieny
Q) Sashen s en aries
maTings dely guidady s
mutploae los exscnentes
s e bopesmd b
Cooerdsde ety
(3 {omo & va puakdad se puedie
CaTD 3 ¢ orcen 00 L35 espresnones
| yestase comsennrd
(4) D! pasa (2 y (3} 22 concheye
| pid
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Anexo 3

Secuencia de Logaritmo:

A continuacion se presenta una sugerencia al disefo de actividades para una clase sobre la definicion
y propiedades de logaritmo, tratando de buscar la mayor comprension de los conceptos vy
procedimientos por parte del estudiante.

Al inicio de la clase el profesor hace un repaso sobre potencias, definicion y propiedades.

Luego para introducir el tema de logaritmos, se comenta la importancia que estos han tenido y coémo
han aportado en la vida, como lo fue hace algunos siglos en la astronomia, donde su uso simplifico los
calculos de operaciones que constaban con grandes numeros, permitiendo realizar las mismas, pero
con nimeros mucho mas pequefios.

Para lograr explicar en qué consisten los logaritmos, se construye una tabla que contiene algunas

potencias de base y exponente natural.

n 2" 3" 4" 5"
1 2 3 4 5

2 4 9 16 25

3 8 27 64 125

4 16 81 256 625

5 32 243 1024 3125

6 64 729 4096 15625

7 128 2187 16384 78125

El profesor indica a los alumnos que observen los resultados obtenidos en la fila n = 7. Donde los
resultados arrojan que 7 es el exponente al que hay que elevar 2 para obtener 128 o 7 es el exponente
al que hay que elevar 3 para obtener 2.187.

Dicho exponente, en matematicas se denomina Logaritmo. Entonces observando la tabla diriamos

que el logaritmo de 128 en base 2 es 7 y lo denotamos de la siguiente manera:

log,128 =7
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o que el logaritmo de 2.187 en base 3 es 7 y lo denotamos de la siguiente manera:
Log ;78.125 =7
Actividad 1: Observando los resultados de la tabla, resuelve los siguientes logaritmos
A) Logs625 =
B) Log3243 =
C) Log,1024 =
D) Logs15625 =

Actividad 2: Observando los resultados de la tabla encuentra el valor de la base de los siguientes

logaritmos.
A) Log,64 =3
B) Log,243 =5
C) Log,32=5
D) Log,81 =4

Actividad 3: Observando los resultados de la tabla encuentra el valor del argumento de los siguientes

logaritmos.
A) Logsx =5
B) Log,x=6
C) Log;x =6
D) Log,x =7

A continuacion se entrega a los alumnos la definicion formal de logaritmo:
Sia,b e R+,cona #1yn € R,entonces se tiene que:

logshb=mn © a™=b>b

Donde a es la base del logaritmo y b su argumento, y se lee “ Logaritmo de b en base a es igual

a nll

Para una definicion completa de los logaritmos, el profesor demuestra el por qué de las restricciones

respecto a la base y argumento.



Caso 1 (Restriccion respecto a la base)
Sea Log,6 = x , por definicion tenemos Log,6=x & 1" =6
Pero se sabe que, para todo nimeroreal x : 1* =5
Luego, no existe x tal que 1* = 5.
En general se exige que la base del logaritmo sea distinta de 1.
Caso 2 (Restriccion respecto a la base)
Sea Log, 5 = x, por definicion tenemos Log,5=x & 0*=5
Pero se sabe que para todo nimero real x # 0 :

0*=0
Por lo tanto no existe x tal que 0 = 5

En general se exige que la base del logaritmo sea distinta de 0.

Caso 3 (Restriccion respecto a la base)
Sea Log(_4)64- = x , por definicidon tenemos Log(_4)64- =x © (—4)*=64
Entonces
(—4)* = 64
(—4* = 4°
Por lo tanto, no existe x tay que (—4)* = 64.

En general, se exige que la base del logaritmo sea positiva.

Caso 4 (Restriccion respecto a su argumento)

Sea Log x =y, por definicion tenemos Log,x =y &5 Y =x
Se sabe que, para todo nimero realy, 5” >0

Por lo tanto, necesariamente x > 0

En general, se exige que el argumento del logaritmo sea mayor que O.

Analiza la siguiente informacion y luego resuelve los ejercicios propuestos:

&9

Observando la definicién de logaritmo, podemos darnos cuenta que para encontrar el valor de un

logaritmo este se puede expresar en forma de una ecuacidon exponencial, para luego proceder a
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resolverlo utilizando potencias. Veamos los siguientes ejemplos

Ejemplo 1: Calcular Log 125 = x
Expresandolo exponencialmente tenemos lo siguiente: 5 = 125
Pero sabemos que 125 corresponde a 53, por lo tanto la expresion anterior equivale a resolver 5° =

3 . . .. .
57 (En una ecuacion exponencial es necesario igualar las bases de las potencias), donde

finalmente se concluye que x = 3, Luego Log. 125 =3

Ejemplo 2: Calcular Log 43{/1_6
Por definicién Log ,V16=x < 4*= V16
// Toda raiz se puede expresar como potencia de la siguiente forma Va™ = an//
4* = 316
4* = 1613
// ' En una ecuacion exponencial se trata de conseguir la misma base a ambos lados de la igualdad. Una

vez conseguido esto, se igualan los exponentes dando lugar a una ecuacion algebraica//

4" = (42)13

// Por propiedad de potencia “potencia de una potencia”, se multiplican los exponentes//

w|m

4* = 4%

wiN

4" = 4
Luego al igualar los exponentes tenemos que x = 3

Ejemplo 3: Calcular Log,,s !

16
.., 1 _ x 1
Por definicion Log,,s76=%x <0, 25" = 6
. 25 1
Se tiene que 0,25 = o0 =1
Luego: 0,25 =1L

16
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Porlotanto x = 2

Actividad 4: Calcula el valor de los siguientes logaritmos utilizando la definicion.
A) Log,49 =

1

B) Logi-=
) 913
9

C) Logs-=.
) 93,

25
D) Logéj =

1
E) Log; 5=

F) Log A7 =
G) L0g53{/§ =

Actividad 5: Exprese x en forma de logaritmo en cada igualdad siguiente:
A) 4* =1
B) 14 =17
C) a*=m-n

D) ¢*=Vva+b

Actividad 6: Analiza la siguiente tabla, complétala y responde las siguientes preguntas:
a Log,a | Log,1

Log,a™

e=NIEN

12,6
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13 1 0 n

1) Sielvalor de a aumenta, éQué ocurre con los valores de cada columna?

2) Discute con tu compafiero: éCudl es el valor de Log41°?

Actividad 7: Utilizando la informacion entregada en la definicion de logaritmo demuestra lo siguiente:

- Sia €R'-{1}, entonces Log,a = 1
- Sia € R*-{1}, entonces Log,1 =0

- Sia €R"-{1}, entonces Log,a™ =n

Luego el profesor presenta a los alumnos las siguientes propiedades:

Siayb €R" cona # 1,se cumplen las siguientes propiedades

i) Log,a=1
ii) Log,1=0

iii) Log,a™=n

Actividad 8: Resuelve los siguientes logaritmos aplicando propiedades.
A) Log, 9 % =

B) Log, ,5 045 =

C)Log ;1=

D) Log,s 5 =

Actividad 9: Calcula el valor de los siguientes logaritmos, aplicando la definicion.
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A) L091632 =
B) Log: 81 =
3

C) Logol()l 0,0001 =

243
D) Log 23 - =

Actividad 10: Calcula con tu compafiero las bases de los siguientes logaritmos.
A) Log,8= %

B) Log,27 =2

C) Log,243 =2

Luego de que los alumnos hayan realizado las actividades propuestas, se entrega la definicion de
logaritmo en base 10 y en logaritmo en base e.

Se llama logaritmo comun a aquel cuya base es 10. El logaritmo de la forma Log.oa se
expresa como Log a, es decir:

Logioa = Loga

Se llama Logaritmo natural a aquel cuya base es e (e = 2,71828182 ...). El logaritmo de la
forma Log.a se expresa como Ln a, es decir:

Log.a =Lna

Observacion: En las calculadoras existen las teclas Log, que indica el log en base 10, y Ln, que
indica el logaritmo en base e.

Si se quiere calcular por ejemplo Log 7, utilizando la calculadora, se presiona log, se digita 5y
finalmente se presiona enter o =.

Para calcular Logaritmos naturales, se utiliza la tecla Ln.
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Actividad 11: Usando una calculadora cientifica determina el numero cuyo logaritmo decimal es:

(Representa cada logaritmo y comprueba tus resultados.)
A) 0,2
B) 1,2
Q) 2,2
D) 3,2

A continuacion el profesor analiza el cumplimiento de la propiedad logaritmo de una potencia
de la siguiente manera:
Se tiene:
— C —

Log,b=c&a‘=>b
Elevando a un nimero x la segunda igualdad, se obtiene:

(a)* =b*

acx = bx
Luego por definicion

cxX — X X __ .
a*=b" & Log,b" =c-x
Por lo tanto, como ¢ = Log,b , se tiene que:
Log,b* =x- Log,b

Es, decir, el logaritmo de una potencia de un ndmero es igual al producto entre el exponente de

la potencia y el logaritmo del nimero.

Actividad 12: Junto con tu compafiero de puesto, analiza y demuestra la siguiente proposicion :
r n L b
Sia € R"—{1},cona # 1y n € N, entonces Log ,\/b = 22942

Luego el profesor después de las anteriores demostraciones formaliza las siguientes propiedades:

Sia € R"—{1},cona # 1yn € N,se cumplen las siguientes propiedades

i) Log,b* =x- Log,b
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i) Log,/b = —L"fl“”

Ejemplo 1:
Log, 9% =2 Log ;9
Log,81=2"- Log,9

4=2-2
4=4
Ejemplo 2:
Log¥/1000 = 2242220
1 Log 1000
Log1000s = — 5
i3
Log (103)s = =
L 10E >
5 = —
og z

// Por propiedad “Logaritmo de una potencia de la base™//

vl w

3
5
Actividad 13: Resuelve los siguientes ejercicios aplicando las propiedades vistas hasta el momento
A) Logs 27° + Log,4 + Loggl =
B) LogeV216 — Loge216 =
C) Log 0,0001 + Log 10000 =
D) Log:181— Log:256 + Log, 512 =

3 2

E) Log,V92 + Log, V9% =
F) L0g27\/3_+ L0g3\/2_ =

A continuacion, se analizara la propiedad logaritmo de un producto y su operatoria:
Sean:

Log,b=x © a*=b Log,c=y © a” =c



Entonces:
b-c=a*-a¥
Por propiedad “Multiplicacion de potencias de igual base”
at- ad = oty

Por lo tanto:

x+y)

Log,(b-c) = Log, (a =x+y

Luego:
Log,(b-c) = Log,b+ Log,c
El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores
Ejemplol:
Log;9 -3 =Log;9+ Log;3
=2+1
=3

Enefecto Log;9 -3 = Log; 27 =3
Ejemplo 2:
SilLog,64=3 y Log,16,calcula Log,1024.
Log,1024 = Log,(64-16)
Log,(64-16) = Log,64 + Log,16
=3+2
=5
Ejemplo 3:
La siguiente expresion, aplicando la propiedad, es representada como un solo logaritmo.

Log,a+ Log, b+ Log, c= Log, a-b-c

Actividad 14:

96



Discute con tu compaiiero si se cuamplen las siguientes situaciones:
A) Logs (25+5) = Logs25+ Logs 5
B) Log,(16 -4) = Log,16 * Log, 4
C) Log (1000 4+ 100) = Log 1000 - Log 100
D) Loge216 - Logs 81 = Loge 216 + Logs 81

Justifica en cada caso.

Actividad 15:
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Aplicando la propiedad reduce cada una de las siguientes expresiones a un solo logaritmo y

simplifica cuando sea posible.
A) Logs a®+ Logs b®> + Logs a® + Logs ¢

B) Log, §+ Log, 30+ Log; 8

C) Logg (x?>+3x+2) + Log, (ﬁ) + Logg (x+2)71

D) Log3(9 + \/2_7) + Logs (9 — \/ﬁ)
E) Log.(a+b)+ 2Log.(b+a)

Después de que el docente realiza la respectiva correccion de los ejercicios, a continuacion se

analiza la propiedad logaritmo de un cociente y su operatoria:

Sean:
Logya=x © b =a Log,c=y & b =c
Entonces:
X
Z = b_= b*7
c b

Por propiedad “Division de potencias de igual base” tenemos

b_x = p*7Y
by

Por lo tanto:

Log , (%) = Log, (b ") =x-y



Luego:

Log (f) = Logpa — Logyc
c
El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia entre el logaritmo del dividendo y el
logaritmo del divisor.

Ejemplo 1: Desarrollo del siguiente logaritmo utilizando la propiedad.
125

Log; - = Log 125 — Log, 25
=3-2
=1
En efecto, Log, (%) =Log.5=1

Ejemplo 2: Desarrollo del siguiente logaritmo utilizando la propiedad.

c3-b
Log, < = )zLoga (c*+b) - Log, n*

= Log, c®+ Log,b — Log, n?

Actividad 16: Analiza y discute con tu compaiiero, si se cumplen las siguientes situaciones

A)

Logs 81
Logs 27

B) Log,(16—8) = Log, (%)

8
49\ _ Log;49
C) L0g7 ( 7) - Log; 7

= Logs 81 — Log327

Justifica en cada caso

Actividad 17: Aplicando las propiedades desarrolla los siguientes logaritmos:

A) Log (&)4

a
0 o0 (55

98
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a3 b
c3Va3

C) Log

Actividad 18: Aplicando las propiedades, reduzca las siguientes expresiones

1 3 1 1
A) ELoga+ELogb—ELogc—ELogd
B) Logn+3Logp—Lgn—Log (a+Db)

C) 5 (Log a— (3 Log b? + ; Log c))

El profesor explica que las calculadoras solo permiten calcular logaritmos en base 10 y e. Por lo
tanto para calcular logaritmos en otra base, se utiliza la propiedad “Cambio de base”
Demostracion:
Sea  Log,b=x se tiene a*=b /Log,

Log.a* = Log_ b
Por propiedad “Logaritmo de una potencia”

x Log.a* = Log.b

Log.b
X =
Log.a
Log.b
Log,b =
°Ga Log.a

Observacion: Entonces basta calcular con ¢= 10 o ¢ =e para determinar el valor pedido
utilizando la calculadora.
Ejemplol: (Cambio de base, a base 2)

L 16_Log216_ 4
941°= Tog, & " 27

Ejemplo 2: Hacer el calculo de Log,7 no es exacto, por lo tanto es necesario ocupar calculadora, pero

antes se debe hacer el respectivo cambio de base (base 10 o base ¢e)

Log7 0,845
97 ~ 222 51,77

A) Log;7 = Log3 0477




=Y

Ln7 946
B) Log37 = 3~ 1099~ 1,77

Actividad 19: Encuentre usando la calculadora:

A) Ellogaritmo en base 3 de 4,6,8,10

B) Ellogaritmo en base % de 4,6,8,10

(Qué relacion existe entre los resultados?

Actividad 20 : Aplicando las propiedades calcula el valor de las siguientes expresiones

A) Log38 — Logs2

Log (45 )+ Log 5125
Logs3

B)

31
Logs |,
. L

Log 927+ Log 93+ Loggl

D) 3Log,a+ Log,a*+ Log, a™®

E) Sabiendo que Log5 = 0,7,calcula Log 125 + Log 25 — Log 1000

100



