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Resumen

En este proyecto de titulo se analizard el comportamiento de un modelo epidemioldgico deter-
minista donde se muestra la solucidn analitica y el comportamiento asintético de los modelos
SIS. Ademds, se expresard el modelo epidemiolégico SIS estocdstico, identificando los dife-
rentes pardmetros presentes en los sistemas epidemioldgicos, y de esta forma poder calibrar y
comparar los modelos.

El proyecto cuenta con diferentes periodos de estudio, a los cuales se les realizard una esti-
macion de pardmetros utilizando los datos reales del COVID-19 o SARS-CoV-2 en Chile desde
Julio 2020 a Febrero 2022.
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Capitulo 1

Introduccion

La transmisién de una enfermedad es un fendmeno complejo donde distintos factores interfieren
en la propagacion de un virus. Entre las disciplinas que estudian estos fendmenos nos encontra-
remos con la epidemiologia matemadtica, drea donde se modela el comportamiento en el tiempo
de una enfermedad con la ayuda de ecuaciones diferenciales.

El modelo de Kermack y McKendrick (1927) ha tenido gran influencia en el desarrollo de
modelos epidemioldgicos con la implementacion del modelo SIR, introduciendo generalidades
como lo son las tasas variables y recuperaciones, con el fin de predecir el comportamiento de
un virus o enfermedad en la poblacion.

El problema fundamental en epidemiologia se puede resumir de la siguiente manera: uno o mas
infectados son introducidos en una poblacién con cierto grado de susceptibilidad a la enferme-
dad. Esta comienza a propagarse desde los individuos infecciosos a los individuos susceptibles;
Los primeros dejan de serlo debido a que se recuperan o fallecen, y el numero de personas que
no son afectadas por la enfermedad va disminuyendo. Finalmente, después de un periodo de
tiempo, la epidemia se extingue. Cabe preguntarse si ésta se detuvo debido a que ya no existen
individuos susceptibles o por la interaccioén de varios factores, como facilidad de transmisién
del agente infeccioso, recuperacion del virus y mortalidad, por este motivo se estudiardn dos
tipos de modelos para ver el comportamiento del virus SARS-CoV-2 en Chile.

1.1. Fundamentacion tedrica

1.1.1. Sistema dinamico

Los sistemas dindmicos nos permiten analizar y describir el cambio que experimenta una va-
riable a lo largo del tiempo. Este cambio estard modelado por una ecuacion (o sistemas de
ecuaciones) que usualmente se expresardn como ecuaciones diferenciales, y permitird predecir
el comportamiento del sistema en cualquier instante del tiempo.

1.1.2. Modelos compartimentales

Los modelos epidemioldgicos compartimentales estdn constituidos por una variedad de com-
partimientos, estos se identifican con letras, estas tienen en cuenta diferentes consideraciones,
entre estas nos encontraremos con las letras S, I, R, V, M, E, entre otras; por ejemplo:
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= S: todos los individuos Susceptibles al virus o enfermedad.

I: todos los individuos Infectados.

R: todos los individuos Recuperados y que quedan temporal o permanente inmunes.

M: individuos con inmunidad pasiva. Esta inmunidad es temporal para algunas enferme-
dades, se presenta principalmente en recién nacidos gracias a los anticuerpos de la Madre.

V: todos los individuos Vacunados que son inmunes durante un periodo de tiempo o
permanentemente.

Como se puede observar, existe una variedad de etiquetas compartimentales que ayudardn a
construir un modelo epidemiolégico. La complejidad del modelo dependerd de la cantidad de
compartimientos que uno utilice para obtener mayor informaciéon. A medida que se aumentan
los compartimientos, mas complejo serd el sistema de ecuaciones y encontrar la respuesta no
serd facil. En ocasiones nos encontraremos con que el sistema no tendra solucién analitica sino
que se requeriran métodos de aproximacion numérica para obtener una solucién aproximada.

El sistema compartimental debe estar balanceado, esto significa que la suma de las ecuacio-
nes debe dar cero. Si deseamos agregar nuevos pardmetros necesitaremos balancear la ecuacion
para que los modelos compartimentales puedan predecir las caracteristicas de propagacion de
una enfermedad de manera correcta.

1.1.3. Modelos epidemiolégicos

Existen dos grandes tipos de modelos epidemioldgicos: deterministas y estocésticos (Garcia Ro-
viray cols., 2017).

1. En un modelo determinista es posible controlar todos los factores que intervienen en el
estudio del fenémeno, y predecir sus resultados con exactitud.
Por ejemplo, un modelo determinista puede ser escrito de la forma:

donde la variable de estado es X y b es una funcién conocida.

2. En un modelo estocdstico no es posible controlar todos los factores, sino se pueden
calcular las probabilidades que ocurran ciertos eventos, entre estos podemos encontrar la
posibilidad de que la epidemia se extinga.

Por ejemplo, un modelo estocdstico puede ser escrito de la forma:

dX, = b(X,)dt + B(X;)dW,, (1.2)

donde la variable de estado es X y las funciones conocidas son b, By (W, ;¢ > 0) es un
proceso de Wiener (ver seccion 3).
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1.1.4. Modelo SIS determinista
Modelo SI, con y # 0

El siguiente modelo considera dos compartimientos, uno para la poblacién de individuos sus-
ceptibles y otro para los individuos infectados, donde entran y salen individuos del comparti-
miento a diferentes tasas.

En el modelo SI nos encontraremos con: S;, el nimero de individuos susceptibles; I;, el nimero
de individuos infectados; N, el nimero total de individuos; x, la tasa de mortalidad y £, la tasa
de contagio.

pN——y 5S4

S 1

1S, L > uly

Figura 1.1: Modelo SI p # 0.
Fuente: Elaboracion propia.

El modelo presentado en la Figura 1.1 se puede describir matemdticamente como un sistema de
ecuaciones diferenciales:

dS, I,

ot — —_ > .

7 Nu StﬁN WSy, cont >0 (1.3a)
dly I,

o Sy + Stﬁﬁ Np. (1.3b)

La poblacion se mantiene constante, con /V el nimero total de individuos de la poblacidn, es
decir:
S+ 1, =N, paratodot > 0. (1.4)

Resolveremos el sistema de ecuaciones (1.3). Para esto despejamos S; en (1.4) y sustituimos en
(1.3b).

dl 1,
_t:M(N—[t)"‘(N—[t)ﬁ_t_Nﬂ
dt N

(1.5)
dly o (n L
a 7P\ B N)°

La ecuacién (1.5) corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de variables separa-
bles. Para resolverla separaremos las variables e integraremos a ambos lados para encontrar la
solucion:
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dI,
81, (—g +1- {—V)

1 dl, B
B/It(_%_l_tl_]%) _/dt

=dt

(1.6)
/ NpdlI,
= =t+c
BJ Li(—=Nu+ NB—Bl)
—]V/ dl: =t+c
[2 N(u 8) )
Calculamos la integral (1.6) por cambio de Varlable
N(u—5) du _ N(u-5) —I7
U= + — =———, dj= ———du (1.7)
P 17 "N p)
Nln <_Nu—1£ﬁ+ﬁft) ,
— = c
—N(u—B)
Np—NB+ 581
S e R )

De ahora en adelante, ¢ se denotard como una constante arbitraria que podria cambiar entre
lineas debido a manipulaciones algebraicas. Despejando I; de la igualdad anterior obtenemos:

L _ pelBmt
L (1= cpel? ') = ce” YN (- B)) (1.8)
J _ Nee™ (i — p)
t= 1— cﬁe(ﬁ—ﬂ)t

Luego de obtener /; en la ecuacién (1.8) procederemos a calcular la constante ¢, usando la
condicién inicial Iy = 1(0):

;- Nelw—=5)
07 —cf
Ip(1 = cB) = Ne(u — B) (1.9)
Iy =c(Np— NB+ Bl) '
C_—[O
B Ny — BSo

Obtenida la constante en (1.9), reemplazaremos en la Ecuacién (1.8), donde la solucion de (1.5)
viene dada por

et — B)N I (1.10)

"= Nu— )+ AL — o)
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Modelo SI, con ;1 = 0

El modelo SI que no considera nacimientos y/o muertes es un caso particular del modelo plan-
teado en el punto anterior. En la Figura 1.2 tenemos un diagrama que ilustra el comportamiento
del sistema, donde se observa que los Susceptibles solo se convierten en Infectados y estos no
rotan entre compartimientos, es decir, los Susceptibles una vez infectados no pueden recupe-
rarse de la enfermedad y/o virus, lo que genera que el virus se extinga a medida que pase el
tiempo.

BS%
S I

Figura 1.2: Modelo SI con p = 0.
Fuente: Elaboracién propia.

El diagrama anterior (Figura 1.2) se puede describir matemdticamente como un sistema de
ecuaciones diferenciales de la siguiente forma:

dsS; I;

= — > .

7 StBN, cont >0 (1.11a)
dly I;

= Stﬁﬁ. (1.11b)

La poblacion se mantiene constante con /N el numero total de individuos, de la poblacidn, es
decir, la suma de los compartimientos serd igual al total poblacional:

S+ 1; =N, paratodot > 0. (1.12)

Como estamos en un caso particular del modelo SI con nacimientos y muertes visto previamen-
te, el proceso de obtencién de la solucién es andlogo, es por esta razoén que solo se mostrard la
solucién de la ecuacidn:

NI, 066 t

= 1.13
So—}-]()@ﬁt ( )

I

Modelo SIS con nacimientos y muertes

El modelo SIS contiene dos compartimientos, uno para la poblacién de individuos susceptibles y
otro para los individuos infectados, sistemas donde entran y salen individuos del compartimien-
to a diferentes tasas. Este modelo ademds contempla que toda la poblacién se pueda re-infectar
y volver al compartimiento de susceptibles, es decir, los individuos no generardn una inmunidad
a la enfermedad o virus que se estd estudiando.

En el modelo SIS nos encontraremos con: S;, el nimero de individuos susceptibles; I, el nd-
mero de individuos infectados; /V, el nimero total de individuos; y, la tasa de mortalidad; (3, la
tasa de contagio y -, tasa de recuperacion.

10
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~vI
pN — BSL
S 1
) ol

Figura 1.3: Modelo SIS con nacimientos y muertes.
Fuente: Elaboracién propia.

El diagrama anterior (Figura 1.3) se puede escribir matemdticamente como un sistema de ecua-
ciones diferenciales de la siguiente forma:

ds I

d—;:—Stﬂ—t—i—v]t—uSt—i—uN, cont >0 (1.14a)
dl,

dt’f = Stﬁ— — I, — . (1.14b)

La poblacion se mantiene constante, con /V el nimero total de individuos de la poblacidn, es
decir, la suma de los compartimientos serd igual al total poblacional.

S+ 1I; =N, paratodot > 0. (1.15)

Resolveremos el sistema de ecuaciones (1.14), para esto despejamos S; en (1.15) y sustituimos
en (1.14b).

dl
dtt (N It)ﬁ——VIt ply

dI I7
— =B, — f<; =yl — i,

(1.16)

que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de segundo orden de tipo Bernoulli, con

dI
Py(t )dt +P(t) =Qt)I" (1.17)
donde
_ _ =B
n=2Rt)=1 Plt)=-F-v-n), Q)=
Realizamos el cambio de I; = !y I] = —u~2u/ en la ecuacién (1.16)

—u —uT (B =y —p) = —E(u’l)2 Multiplicamos por (—u)?
N (1.18)

UI+U(5—’Y—M):N

La EDO anterior es lineal y de primer orden del tipo v’ + P(t)u = Q(t), con

11
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y=u, PH)=B-—v—pn ,Q(t)=2

Definimos el factor integrante como Z(t) = e/ P4 y su solucién es Z(t) = el#—1-mt

Multiplicando la ecuacién (1.18) por Z(t), notamos que uZ(t) = [ Z(t)Q(t)dt, de donde,
ueB—r—mt — p eB=r=mt 4 .
N(B — ~ —
(B=~—mn) (1.19)

Bel®=171 4 eN(f — v — p)
G IN(B )

u =

Regresamos el cambio de variable:

L Bl eN (8 g )

LT NG ) 120
NG ) '
" BelB—r=mt £ eN(B —~ — p)

Luego de obtener [;, procederemos a calcular la constante ¢ teniendo en cuenta la condicién
inicial que I, = 1(0):

I = N(B =y —p)
BHeNB—v—p)
N(B —~ —
BHeNB—v—p) = W
N(B—~v—pu)— B
N(B_”Y_,Uz): (5 ’YIOM) /80
N8~~~ ) — BI; (121
NIy(B =~ —n)
oo BN =1o) = N(y +4)
NIo(B =~ —p)
_ BS—NO+p)
NIy(B -y —n)
Obtenida la constante en (1.21), reemplazaremos en la ecuacion (1.19), donde se deduce:
Lo Nh(B—- p)e Pt (122)

Bloe10 + BSy — N(v+ 1)’

Finalmente, el nimero de susceptibles vendra dado por S; = N — I,.

Analisis del comportamiento asintético

Se evaluard el comportamiento asintético del modelo SIS debido a que es una generalizacién
de los modelos discutidos anteriormente:

L _ B(B—y— gl

N ﬁfoeW*”*”)t-i-,BSo—N(v-&-u)

(R
(Bt + 328 — (v + p)

(1.23)

I
N~ Bl

12
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Evaluando el limite en el tiempo

I o3~ — ) eB—r—mt
lim - = lfm — i Gttty )S , (1.24)
t—oo N t—o0 ﬁﬁoe(ﬁ—’Y—ﬂ t BWO — (fy + Iu)
obtenemos
_ () ;
R L A (1.25)
t=oo N 0 ,sif<vy4p.

En conclusion en el modelo SIS determinista, si la tasa de contagio [ es menor a la tasa de
regeneracion (la tasa de nacimientos més la tasa de recuperados, i + ) entonces el virus des-
aparecera.

Observando la Figura 1.4, notaremos el comportamiento asintético de la funcidén. A medida que
el tiempo aumenta, el nimero de individuos infectados alcanzardn su punto maximo.

Limite de la funcién

1

Propaorcidn

0.4

Tiempo

Figura 1.4: Limite de la funcién
Pardmetros: Sp = 0.8 [y, =02 ©x=0.15 3 =0.8 vy=0.1
Fuente: Elaboracion propia

1.1.5. Modelo SIS estocastico

El modelo SIS estocéstico contiene dos compartimientos, uno para la poblacion de individuos
susceptibles y otro para los individuos infectados, donde entran y salen individuos del com-
partimiento a diferentes tasas, con una perturbacién que permitird que la ecuacién varie en el
tiempo. Este modelo ademds contempla que toda la poblacion se pueda re-infectar y volver al
compartimiento de susceptibles; los individuos no generardn una inmunidad a la enfermedad o
virus que se estd estudiando.

13
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En el modelo SIS estocdstico nos encontraremos con: S;, el nimero de individuos susceptibles;
I;, el nimero de individuos infectados; /N, el nimero total de individuos; y, la tasa de mortali-
dad; (3, la tasa de contagio; v, tasa de recuperacion; o, coeficiente de variaciéon y W;; proceso
Browniano estandar.

Para mayor informacidén sobre el proceso Browniano ver seccién de metodologia.

A continuacidn se observa el sistema de ecuaciones del modelo estocastico.

dSt ﬂSt[t USt[t

5 {,uN— S, Mst} at— 22 gy, (1.262)
dl Sy 1 Syl
- = {ﬁ]\j - - <u+'y)1t} dt + LW, (1.26b)

La poblacién se mantiene constante. De esta forma denotamos N a la poblacién total de indivi-
duos, donde la suma de los compartimientos serd igual al total poblacional:

S+ 1y = N, paratodot > 0. (1.27)

La ecuacion con las que se hara la estimacion sera:

= | (e -n=m =B o (£ - 25 ) awe (128)

Ndt  |N N N N?
es decir, se trabajard con la proporcién de infectados.

Existencia de un modelo estocastico

El modelo SIS estocéstico es un modelo especial. Para que el modelo tenga sentido, necesitamos
asegurarnos que el modelo estudiado tiene una solucién global tnica y que también la solucién
estd dentro de (0, V) siempre que se parta de ahi. En este contexto, Gray, Greenhalgh, Hu, Mao,
y Pan (2011) establecen el siguiente resultado de existencia y unicidad de una solucién:

Teorema 1 Para cualquier valor inicial 1(0) = Iy € (0, N), la ecuacion diferencial estocdsti-
ca (1.28) tienen una solucion global positiva con probabilidad uno, es decir:

P{I(t) € (0, N)Vt >0} = 1. (1.29)

Al igual que en el caso determinista, existen dos casos los cuales una enfermedad se puede
extinguir o persistir en el tiempo. Los siguientes teoremas los extraemos del Gray y cols. (2011):

Extincion
Teorema 2 Si

g2 N? BN oN?
2Au+7) nt+y  2n+7)

entonces para cualquier valor inicial dado 1(0) = Iy € (0, N), entonces la solucion de la
ecuacion estocdstica (1.28) obedece

RS == RY — <1 y o*<

: (1.30)

2l

1
th sup log(I(t)) < BN —p—~—050°N* <0 as.; (1.31)
—00

es decir, 1(t) tiende a cero exponencialmente a.s. En otras palabras, la enfermedad se extingue
con probabilidad uno.

14
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En el Teorema 2 se requiere que la intensidad del ruido o < % El siguiente teorema cubre el

caso cuando o2 > %

Teorema 3 Si

> (B B
o~ > max (N, m) (132)

entonces para cualquier valor inicial dado 1(0) = Iy € (0, N), entonces la solucion de la
ecuacion estocdstica (1.28) obedece

1 B2
, 1 < b '
th_glo sup, log(I(t)) < —p—v+ 57 < 0 a.s; (1.33)

es decir, 1(t) tiende a cero exponencialmente a.s. En otras palabras, la enfermedad se extingue
con probabilidad uno.

Persistencia

Teorema 4 Si
BN o?N?

Tpty 2ut)

entonces para cualquier valor inicial dado 1(0) = Iy € (0, N), entonces la solucion de la
ecuacion estocdstica (1.28) obedece

Ry :

> 1, (1.34)

limsup I(t) > €&  a.s.; (1.35)
t—o00
y
lim inf I(t) <& a.s.; (1.36)
t—o00
donde )
¢= = (VP —20(u+7) - (8- 0*N)). (1.37)
que es la tinica raiz en (O,N) de
AN —p—7 = €= 0.50%(N = €)* =0, (1.38)

es decir, 1(t) se elevard hasta o por encima del nivel £ con una frecuencia infinita y con proba-
bilidad uno.
Estimacion de la variacion cuadratica

Se utilizard el estimador propuesto por Miao (2004), lo cual ayudard a establecer un punto de
partida a la cadena de Markov asociada del proceso de estimacion para obtener la variacion real
del proceso. Para establecer la consistencia de los estimadores de los pardmetros de difusion, se
necesitan estos dos Teoremas.

Teorema 5 Dado X, - X, Y, -+ X,y P(X = 0) = 0, entonces = 1.
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Teorema 6 Dejamos X, sea una solucion fuerte de la ecuacion diferencial estocdstica dX; =
pu(X3)dt + o(X;)dBy, y I, una particion de [0, T), entonces

T
STIX G +1) - X ()P / o (X,)dt (1.39)
T 0

como |I'| — 0.

dada la ecuacion dX; = p(X;)dt + og(X,;)dB; y X, tiene una solucién fuerte, entonces

>or [ X () = X » s
S oK) Ga—t) 0 cme =0 (1.40)

El estimador de la variacién cuadrética ayudara a tener un punto de partida al momento de
estimar con los valores originales del SARS-CoV-2.

1.1.6. Virus SARS-CoV-2

La enfermedad por coronavirus (COVID-19) es una enfermedad infecciosa causada por el virus
SARS-CoV-2 el cual pertenece a la familia de los coronavirus debido a que su superficie tienen
puntas de coronas. La infeccion por el SARS-CoV-2 se detect6 por primera vez en 2019.

Los coronavirus infectan a seres humanos y algunos animales. La mayoria de las personas
infectadas por el virus experimentardn una enfermedad respiratoria de leve a moderada y se
recuperaran sin requerir un tratamiento especial. Sin embargo, algunas enfermardn gravemente
y requeriran atencién médica. Las personas mayores y las que padecen enfermedades subya-
centes, tienen mas probabilidades de desarrollar una enfermedad grave. Cualquier persona, de
cualquier edad, puede contraer la COVID-19 y enfermar gravemente o morir (OMS, 2021).

La mejor manera de prevenir y ralentizar la transmision del virus es estar bien informado so-
bre la enfermedad y cémo se propaga el virus, mantener la distancia minima de un metro con
las personas, usar adecuadamente la mascarilla, es decir bien ajustada, sin que salga la nariz,
lavandose las manos con desinfectante con frecuencia y vacundndose.

El virus puede propagarse desde la boca o nariz de una persona infectada, a través de pequenas
particulas producidas al toser, estornudar, hablar o respirar. Es importante adoptar buenas préc-
ticas respiratorias, por ejemplo, tosiendo en la parte interna del codo flexionado, y quedarse en
casa y autoaislarse hasta recuperarse si se siente mal (OMS, 2021).

Para prevenir la enfermedad del Coronavirus COVID-19 en Chile, la primera medida adoptada
por el Gobierno fue crear un comité de crisis, encabezado por el Presidente y autoridades de
salud, posteriormente en el mes de marzo del 2020 informan que se cerraran todas las fronteras
terrestres, maritimas y dreas del pais para el transito de personas extranjeras. Otra medida adop-
tada por el Gobierno fue instaurar el Estado de Excepcion Constitucional de Catastrofe, este
decreto permitié contar con mayores herramientas para combatir la pandemia, ya que permitia
restringir la libertad y movilidad de las personas mediante medidas como cuarentenas, cordones
sanitarios y toques de queda (de Salud, 2022).
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1.2. Revision bibliografica

El modelo matematico que formulan Kermack y McKendrick (1927) es un modelo complejo
para describir la epidemia de peste que sufria la India, al cual denominaron SIR (Susceptibles,
Infectados y Recuperados).

En este modelo se establecieron los siguientes postulados basicos (Garcia Pifiera y cols., 2014):

a) La enfermedad que iban a estudiar debia ser viral o bacteriana, debia transmitirse por con-
tacto directo de persona a persona.

b) Al inicio de la epidemia, solamente una fraccién de la poblacion estara contagiada.

¢) La poblacién seria una poblacién cerrada con excepcidn de las pocas personas inicialmente
enfermas, todas las demds eran susceptibles de enfermarse.

d) Elindividuo sufrirfa el curso completo de la enfermedad para al final recuperarse, adquirien-
do inmunidad, o muriendo.

e) La poblacidn total de personas seria constante.

Lu (2009) estudia un modelo SIRS (Susceptible-Infectado-Removido-Susceptible) con o sin re-
traso temporal distribuido e influenciado por perturbaciones aleatorias, que generaliza el modelo
de Tornatore, Buccellato, y Vetro (2005) permitiendo que los individuos removidos vuelvan a
ser susceptibles. Este modelo extiende los resultados incluyendo la posibilidad de que la inmu-
nidad sea s6lo temporal.

El trabajo de Gray y cols. (2011) generaliza el modelo epidémico SIS determinista a uno esto-
céstico y describe su correspondiente ecuacion diferencial estocdstica, con el fin de determinar
el comportamiento en tiempo largo del compartimiento de infectados. Se demuestra que la so-
lucién de la EDE es tnica y positiva, y se establecen las condiciones de extincion y persistencia
de los infectados en el tiempo. Ademads del estudio analitico de la EDE se ilustran con simula-
ciones computacionales y aplicacion a una enfermedad en la vida real.

Por otro lado, el articulo de Zhao y Jiang (2014) trata el comportamiento a largo plazo de
un modelo epidemioldgico determinista y estocdstico que contempla la vacunacion. Los auto-
res buscan determinar la condicion exacta para extinguir la pandemia en el caso determinista
mientras que para el estocdstico se busca determinar un umbral que tendrd la enfermedad. Pos-
teriormente se realiza una simulacién para corroborar los resultados obtenidos.

Para encontrar una aproximacion a las diferentes ecuaciones estocdsticas, Higham (2001) en
su articulo ofrece una introduccién a los métodos numéricos para las ecuaciones diferenciales
estocdsticas, donde aborda temas que incluyen la integracion estocdstica, el método de Euler-
Maruyama, el método de Milstein convergencia fuerte y débil, estabilidad lineal y la regla de la
cadena estocdstica, todo esto realizado en MATLAB 10, esto nos permite tener una perspectiva
de como programar los métodos antes mencionados.

El trabajo de Cockayne y Duncan (2021) presenta diferentes formas de calibrar modelos de
ecuaciones diferenciales a gran escala con los datos observados. En este trabajo ademads ex-
pone la existencia de un cuello de botella al momento de realizar calibraciones con métodos
avanzados. Al momento de calcular las derivadas de la funcidén de pérdida con respecto a los
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parametros estimados necesitan varias soluciones numéricas de un sistema subyacente de ecua-
ciones diferenciales parciales u ordinarias. En este trabajo se presenta un nuevo enfoque que
ayudard a calcular las sensibilidades de forma probabilistica, lo cual ayudard a reducir el cos-
to computacional y proporcionard una cuantificacion probabilistica de la incertidumbre que se

estudia.
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Capitulo 2

Objetivos

2.1. Objetivo general

Comparar modelos epidemioldgicos calibrados deterministas y estocdstico utilizando los datos
del SARS-CoV-2 en Chile.

2.2. Objetivos especificos
Para poder alcanzar el objetivo general se plantean los siguientes objetivos especificos:
= Delimitar los periodos de tiempo donde se aplicardn los modelos epidemioldgicos.
= (Calibrar los modelos epidemiolégicos.
= Analizar posibles desajustes del modelo debido a la implementacién de la vacunacion.

= Contrastar el ajuste de los modelos epidemioldgicos seleccionados.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Ecuaciones diferenciales

Las siguientes definiciones de ecuaciones diferenciales son extraidas del libro Zill (2009).

Una ecuacién que contiene derivadas de una o mds variables respecto a una o més variables
independientes, a esto se le llama ecuacion diferencial (ED).

Existen distintas clasificaciones para las ecuaciones diferenciales, entre estas tenemos las ecua-
ciones diferenciales por tipo, orden y linealidad.

3.1.1. Clasificacion de ecuaciones diferenciales

Clasificacion por tipo

Si una ecuacion contiene s6lo derivadas de una o més variables dependientes respecto a una sola
variable independiente se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Una ecuacion
que involucra derivadas parciales de una o mds variables independientes se llamard ecuacion
diferencial parcial (EDP).

Clasificacion por orden

El orden de una ecuacion diferencial (ya sea EDO o EDP) es el orden de la mayor derivada en
la ecuacion, la podemos expresar simbdlicamente como una ecuacién diferencial de n-ésimo
orden con una variable dependiente por la forma general:

F(t,x, 2, ...,2) =0, (3.1)

donde I es una funcién con valores reales de n + 2 variables: ¢, z, 2, ..., (™.

Clasificacion por linealidad
Una ecuacion diferencial de n-ésimo orden (3.1) se dice que es lineal si el campo escalar F'
es lineal en z, 2/, ..., (™. Esto significa que una EDO de n-ésimo orden es lineal cuando se
expresa con una ecuacién dada por:

d"z d"ta

d
an(t) o + e () o+ al(t)d—f +ag(t)z = g(t) (3.2)
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3.1.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

A lo largo de este documento, definiremos el espacio de probabilidad como (2, F, {F; }+>0, P),
con el espacio de probabilidad completo con una filtracion {F;}+>o que satisface las condicio-
nes habituales, es decir, es creciente y continua por la derecha, mientras que JF, contiene todos
los conjuntos P-nulos definidos.

La o-algebra JF; contiene a todos los eventos que involucran a las variables del proceso hasta el
tiempo t.

Proceso Estocastico
Un proceso estocastico es

1) una coleccién { X (¢)|t > 0} de variables aleatorias
1) para cada punto w € €2, el mapeo de t — X (¢, w) es una trayectoria muestral.

Si realizamos un experimento y observamos los valores aleatorios de X (-) a medida que avanza
en el tiempo, estaremos viendo la trayectoria muestral de { X (¢, w)|t > 0} para un w € {2 fijo.
Si volvemos a realizar el experimento, es probable que observemos una trayectoria muestral
diferente debido a que es un proceso aleatorio (Evans, 2006).

Una ecuacion diferencial estocdstica (EDE) es una ecuacidn diferencial que incluye la posibi-
lidad de efectos aleatorios. Desde la notacion utilizada en Carmona (2009), podemos imaginar
una EDE como una perturbacién de una EDO:

dX
I = b(Xy) + B(Xy)k(t), 0<t<T, 3.3)
X(0)=2

donde b : R® — R™! B : R"™ — R™™ y k(t) : denota el ruido blanco m dimensional. La
solucién X (t) serd entonces un proceso estocdstico X (t) = X (¢, s).
Escrito de su forma integral:

t t
X(¢) :Z+/ b(Xs)der/ B(X,)dW,, (3.4)
0 0

donde dW = k(t)dt o sea, W(t) = fot k(s)ds. A W(t) se le denomina proceso de Wiener o
movimiento Browniano y como su definicién lo sugiere, es la variable que acumula el ruido
producido de 0 a ¢.

Lo anterior corresponde a una forma heuristica de ver una EDE. Formalmente, un movimiento
Browniano estdndar unidimensional es un proceso estocastico {W;|t > 0} tal que:

a) Wy = 0 casi seguramente.
b) Las trayectorias ¢ — W, son continuas.
c) El proceso tiene incrementos independientes.

d) La variable W; — Wj tiene distribucién N (0,t — s) para 0 < s < ¢.
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El movimiento Browniano surge como nombre gracias a los aportes de Robert Brown, un bié-
logo y botanico que en (1826-27), mientras observaba las particulas de polen en el agua, sefialé
que las particulas se movian a través del liquido. Brown no fue capaz de determinar los meca-
nismos que provocaron este movimiento; sin embargo, sefialé que la trayectoria de una particula
determinada es muy irregular, no tiene tangente en ningin punto, ademads, los movimientos de
dos particulas distintas pareceran ser independientes.

En 1900, Louis Bachelier intent6 describir matematicamente las fluctuaciones de las cotiza-
ciones bursatiles y, esencialmente, descubrié en primer lugar ciertos resultados que mds tarde
fueron retomados y ampliados por Albert Einstein en 1905 (Evans, 2006). Norbert Wiener du-
rante los afos 20 (1920) hacia adelante colocaria la teoria con una sélida fundacién matematica
y se conoceria como Proceso de Wiener.

El movimiento Browniano fisico se presenta en tres dimensiones y es completamente errati-
co. En la Figura 3.1 puede apreciarse una trayectoria Browniana cuando ésta se proyecta en el
tiempo.

Figura 3.1: Una trayectoria del movimiento Browniano unidimensional.
Fuente: Rincén (2006).

Integral de Ito6

La integral de Itd es fundamental para el estudio de calculos estocdsticos. La podemos apreciar
en la ecuacién (3.4), la cual es:

t
| Bexgaw. (3.5)
0

donde B(.X) es un proceso cuadrado-integrable (IE( f(f B?*(X,)ds) < o) adaptado a la filtracién
generada por movimiento Browniano W. El resultado de la integral es otro proceso estocdastico,
debido a que la integral desde 0 hasta algin valor particular ¢ es una variable aleatoria.
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La trayectoria de un movimiento Browniano no satisface los requisitos necesarios del cédlcu-
lo infinitesimal tradicional, es por esto que las trayectorias son no diferenciables en casi todo
punto y tienen variacion infinita. Por lo tanto, es necesario construir la integral estocdstica con
respecto al movimiento Browniano.

La integral de It6 puede definirse de manera similar a la integral de Riemann-Stieltjes (Oksendal,
2013), que es el limite probabilista de una suma de Riemann, dicho limite no existe en general
en términos de trayectorias. Si I, es una sucesion de particiones del intervalo [0, ¢] con el dié-
metro del elemento més grande de la particion tendiendo a cero, entonces la integral de Itd de
B con respecto al proceso Browniano W viene dada por el limite:

t
/ B(X,)dW; = lim Z B, (Wi, = Wi, _,). (3.6)
0

n—oo
[ti—1,t:]€lln

3.2. Procedimientos de estimacion y aproximacion en ecua-
ciones diferenciales

Existen diferentes formas de resolver ecuaciones diferenciales. En ocasiones nos encontraremos
con ecuaciones o sistema de ecuaciones diferenciales que no se pueden resolver de manera ana-
litica o no tienen solucién aparente, y es por eso que surgen métodos de aproximacién numérica
que ayudardn a obtener una aproximacion a la solucién real a través de procesos iterativos.

3.2.1. Meétodo de Euler

El método de Euler se utiliza para aproximar soluciones con métodos numéricos donde se ne-
cesita un valor inicial para seguir avanzando en la direccién indicada por el campo direccional.
Esta se detiene después de un corto tiempo estipulado, para examinar la pendiente en la nueva
ubicacion, y sigue avanzando en esa direccion y luego sigue replicando los pasos anteriores.
Este método produce una aproximacion a la solucion real dado un valor inicial (Stewart, 2012).
Los valores aproximados para la solucion del problema con valor inicial ' = F(t,z), x(ty) =
X, con tamano de paso A, es decir, t,, = t,,_1 + A, son:

Tp=Tn1+ AF(tp_1,0_1) n=1,2,3,... (3.7)
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En la Figura 3.2 se observa la aproximacién del modelo SIS (1.14), donde se aplica la ecuacién
(3.7) con un A = 0.6. Al escoger un valor pequefio para el tamafio de paso, notamos que
la aproximacion se sobrepone a la solucién analitica, donde la diferencia es minima a simple

vista.

Aproximacion de Euler

1

Proparcién

0.4

Tiempo

Figura 3.2: Aproximacion de Euler
Parametros: Sy =08 [p, =02 p=0.15 =08 y=0 A=0.6
Fuente: Elaboracion propia.

En la aproximacién del modelo SIS (1.14), en la Figura 3.3, se utiliza el A = 1.9. De aqui se
puede observar que al definirlo con un paso de tiempo alto, la aproximacién no se sobrepone a
la solucién analitica y el margen de error es mayor en comparacion con la Figura 3.2.

Aproximacion de Euler

1

Proporcion

0.4

Tiempo

Figura 3.3: Aproximacién de Euler
Parametros: Sp = 0.8 [p =02 u=0.15 =08 y=0 A=1.9
Fuente: Elaboracién propia.
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3.2.2. Método Euler-Maruyama

El método de Euler-Maruyama es una de las aproximaciones numéricas mas sencillas para la
ecuacion diferencial estocéstica (EDE) (Bayram, Partal, y Orucova Buyukoz, 2018). Si trunca-
mos la férmula de Itd de la serie estocdstica de Taylor después de los términos de primer orden,
obtenemos el método de Euler o método de Euler-Maruyama de la siguiente forma:

X(tir1) = X(t:) + b(X (t:)) At + B(X(t;)) AW; (3.8)

paratodoi =0,1,2,..., N — 1 con la condicién inicial X (ty) = Xo, AW; ~ N(0, At).

3.2.3. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov se dice que es un tipo especial de proceso estocdstico discreto en la que
la probabilidad de que ocurra un evento depende tnicamente del pasado inmediato (Gil Sdez
y cols., 2020). Esto se debe a que la cadena de Markov es una sucesion de variables aleatorias
que toman valores en un conjunto numerable S, el conjunto de estados, tales que

POy = 0101 = 61,0, =0y, ...,0, = 0,) = P(0,., = 0|0, =0,) (3.9)

para cualquiern > 0y 6,0y,...,0,_1 € S. Ademds supondremos que la probabilidad indicada
es independiente en n.

3.3. Modelo estadistico en el proceso de calibracion

3.3.1. Modelo de calibracion determinista

La idea es considerar I°(t) = I(t,0) + &,  un ruido observacional y donde I(t) denota la
salida del modelo determinista al tiempo ¢ y 6 corresponde al vector de parametros del modelo,
Considerando distribuciones a priori p(f):

W, 8,7y, e ~ Gamma(a, \), (3.10)

a, A hiperparametros arbitrarios, queremos actualizar la distribucién tomando en cuenta las ob-
servaciones {17, 0 <t < T}:

(0117 oc p(O)L(I*]0). (3.11)
con £ la verosimilitud de 77" dado 6. Para esto se construye una Cadena de Markov {6,,; n > 0}

que converge (en distribucién) a la distribucién posteriori 7 (0| 12%%)

3.3.2. Modelo de calibracion estocastica

Para el modelo estocdstico se considerara 1°(¢) = I(t,6), donde I(t) denota la salida del
modelo estocdstico al tiempo ¢ y 6 corresponde al vector de pardmetros para dicho modelo,
Considerando distribuciones a priori p(f):

W, 3,7,0 ~ Beta(a, \), (3.12)
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a, A\ hiperparametros arbitrarios, queremos actualizar la distribucién tomando en cuenta las ob-
servaciones {170 <t < T}:

m(O]12%) o p(0)L(I)6), (3.13)

con L la verosimilitud de /¢** dado 6. Para esto se construye una Cadena de Markov {6,,;n > 0}
que converge (en distribucién) a la distribucién posteriori 7 (6|12°%)

3.3.3. Metropolis—Hastings

El algoritmo de Metropolis—Hastings es un método de Markov chain Monte Carlo (MCMC).
Se utiliza principalmente como una forma de simular observaciones de distribuciones dificiles
de manejar (Hitchcock, 2003). El algoritmo produce una cadena de Markov cuya distribucion
limite de miembros es la densidad objetivo 7(6). En la etapa j, una observacién ¢; se genera a
partir de una densidad instrumental ¢(-|0;) que suele ser facil de simular.
La observacién candidata se convierte en el siguiente valor de la cadena de Markov con proba-
bilidad:

o= i {02000 1) an
con probabilidad 1 — p, se establece 0; = ¢; como el valor anterior de la cadena de Markov.
El problema que tiene el algoritmo de Metropolis—Hastings es relacionado con el valor inicial.
Dado a que elegimos aleatoriamente un valor, es muy posible que se encuentre en una regién
bastante pequefia (pensara que estamos en la cola de de nuestra distribucién). Si comienza
aqui, podria pasar una cantidad desproporcionada de tiempo atravesando valores de con baja
densidad. Esto nos dard una sensacion incorrecta de los valores, porque creeremos que estos
valores ocurren mds a menudo.

3.3.4. Hamiltonian Monte Carlo (HMC)

Para obtener los pardmetros de una ecuacién diferencial ordinaria se utilizard la simulacién de
Hamiltonian Monte Carlo (HMC) que es un algoritmo de Monte Carlo con cadena de Markov
(MCMC) que evita el comportamiento de paseo aleatorio y la sensibilidad a los pardmetros co-
rrelacionados que afectan a muchos métodos MCMC, tomando una serie de pasos informados
por la informacién del gradiente de primer orden. Estas caracteristicas le permiten converger
a distribuciones objetivo de alta dimensién mucho mds rdpidamente que otros métodos mds
sencillos, como el paseo aleatorio de Metrépolis o el muestreo de Gibbs (Hoffman, Gelman, y
cols., 2014).

Introducimos una variable de momento auxiliar r; para cada variable del modelo d. En la imple-
mentacion habitual, estas variables de momento se extraen independientemente de la distribu-
cién normal estdndar, lo que da lugar a la densidad conjunta no normalizada (Hoffman y cols.,
2014).

El proceso matematico se puede escribir de la siguiente forma:

p(0,1) o< exp{L(0) — %r -1}, (3.15)

donde 7 - r es el producto punto usual entre vectores.
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3.3.5. No U-Turn Sampler (NUTS)

No-U-Turn Hamiltonian Monte Carlo tiene como objetivo idear un muestreo de Markov chain
Monte Carlo (MCMC) que conserve la capacidad de Hamiltonian Monte Carlo (HMC) de su-
primir el comportamiento de paseo aleatorio sin necesidad de establecer el nimero L de pasos
de salto que el algoritmo toma para generar una propuesta.

NUTS supera este problema mediante un algoritmo recursivo que recuerda al procedimiento
de duplicacién ideado por Neal (2003) para el muestreo de trozos, comienza introduciendo una
variable de corte u con distribucién condicional p(ul,r) = U(u; [0, exp{L(0) — 37 - }]), lo
que hace que la distribucion condicional p(0, r|u) = U(6, r; {¢', r'exp|{L(0) — 37 - r} > u).

Tras el remuestreo u|f, r,, en el articulo Neal (2003) describe el proceso de NUTS como un
integrador de salto para trazar un camino hacia adelante y hacia atrés en el tiempo ficticio, pri-
mero corriendo hacia adelante o hacia atrds 1 paso, luego hacia adelante o hacia atrds 2 pasos,
luego hacia adelante o hacia atrds 4 pasos, etc. Este proceso de duplicacion construye implici-
tamente un 4rbol binario balanceado cuyos nodos hoja corresponden al estado de momento de
posicion. La duplicacion se detiene cuando la subtrayectoria desde el nodo mds a la izquierda
hasta el mds a la derecha de cualquier subarbol equilibrado del 4rbol binario global comienza a
duplicarse sobre si misma (es decir, la particula ficticia comienza a dar una vuelta en U). En este
punto, NUTS detiene la simulacién y toma muestras de entre el conjunto de puntos calculados
durante la simulacion, teniendo cuidado de preservar el equilibrio detallado.

3.3.6. PyMC 3

PyMC 3, es una libreria de Python que se utiliza para ejecutar modelos estadisticos bayesianos
y de aprendizaje automatico probabilistico. Esta libreria se centra en algoritmos avanzados de
Markov chain Monte Carlo (MCMC) y ajustes de variacion.

En la libreria nos encontraremos con diferentes algoritmos de MCMC basados en gradientes
y los no basados en gradientes para la inferencia bayesiana, métodos bayesianos estocasticos y
variaciones basados en gradientes para la inferencia bayesiana aproximada.

PyMC se ha utilizado para resolver diferentes problemas de inferencia en varios ambitos cien-
tificos. Entre las disciplinas que utilizan esta libreria nos entraremos con la astronomia, epide-
miologia, biologia molecular, quimica, entre otros.

Los algoritmos que se basan en MCMC y estan presentes en la libreria son: No-U-Turn sampler

(NUTS), Metropolis—Hastings, Secuencia de Monte Carlos para aproximaciones bayesianas.
Nosotros nos concentraremos en el muestreo a partir del método NUTS.
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Capitulo 4

Base de datos y validacion

4.1. Base de datos

En el presente trabajo se utilizard la base de datos del Ministerio de Ciencia, Tecnologia,
Conocimiento e Innovacién disponibles en GitHub o en el url: https://github.com/
MinCiencia/Datos-COVID19 que se basa en el “Informe Epidemiolégico” y el “Repor-
te Diario” emitido por el Ministerio de Salud de Chile, conforme las normas disponibles en
www.minsal.cl especificamente las dispuestas para datos de cardcter estadistico.

Al momento de trabajar con el conjunto de datos se tomard en cuenta, el estado de excep-
cion constitucional de catdstrofe, fecha de vacunacion y las fechas en las cuales llegaron nuevas
variantes a Chile, esto es de vital importancia debido a que pueden desajustar el modelo epide-
miolégico. Los periodos de tiempos se encuentran en formato (afno-mes), y han sido estableci-
dos segun (de Salud, 2022):

1. Estado de Excepcién Constitucional de Catéstrofe (2020-03 al 2021-09)
2. Fecha de vacunacion masiva (2021-03) hasta la actualidad.
3. Fecha de variantes

a) Inglaterra (B.1.1.7) (2020-12)
b) Delta (2021-06)
¢) Omicron (2021-12)
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

1 2 3 4 5 6 7 8
Diciembre 2019 - Febrero 2020 Marzo 2021 - Junio 2021
Marzo 2020 - Junio 2020 [67] 7utio 2021 - Octubre 2021
[3 ] 7ulio 2020 - Octubre 2020 Noviembre 2021 - Febrero 2022
Noviembre 2020 - Febrero 2021 Marzo - Actualidad 2022

E Estado de Excepcion Constitucional de Catastrofe
E Vacunacién Masiva
E periodo de Calibracién (4 Meses)

Figura 4.1: Linea Temporal.
Fuente: Elaboracion propia.

4.2. Validacion

4.2.1. Validacion del proceso de calibracion para el modelo determinista

Para validar el proceso de calibracion, la estimacion de los pardmetros del modelo determinista
obtenida en el Modelo SIS con nacimientos y muertes (1.14), se generard un conjunto de datos
aleatorios con pardmetros fijos que serdn remplazados con la solucién de la ecuacién del mo-
delo SIS. Con esto se estimaran los pardmetros tedricos del conjunto de datos con la libreria
Pymc3 en el cual se aplicara el método NUTS. Ademas, se realizard una regresion por minimos
cuadrados para obtener las estimaciones de los pardmetros. De esta forma se busca comparar
las estimaciones realizadas.

A fin de optimizar el proceso de simulacién se generarda un vector 6 que facilitara el proceso
de simulacion, debido a que se reduce la dimension a 2 parametros, Asi, si el primer pardmetro
[ — (1 + )] <0, la enfermedad desaparecerd y si [5 — (u + )] > 0 la enfermedad persistird
en el tiempo. El segundo parametro del vector es [3:

0= (68— (n+7),0]) 1)

Con el propdsito de validar el proceso de calibracion se generardan dos conjuntos de datos que
cumplen con la persistencia y el fin de la enfermedad en el tiempo.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

Caso 1: persistencia

Para iniciar con el proceso de calibracion se genera un conjunto de datos que cumple con la
condicion de persistencia de la enfermedad en el tiempo donde los pardmetros del modelo se
detallan en el Cuadro 4.1.

Parametro Valor

6] 0.7
¥ 0.1
W 0.3
0 [0.3,0.7]
Iy 0.2
€ 0.25
N 80

Cuadro 4.1: Pardmetros originales, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 4.2 se observa un diagrama de dispersion del conjunto de datos simulados. A estos
datos se le agregd un ruido observacional para simular un caso real. Para lograr esto se tomaron
muestras aleatorias del conjunto de datos simulados y se le aplica una transformacion Log-
normal. La figura presenta una linea azul que representa la solucién de la ecuacién diferencial
ordinaria. Esto nos permite ver la dispersion de los valores simulados.

datos observados

08 datos reales

o

o8

1]

0.4
0.3

0z

oo 25 a0 1.5 10.0 12.5 15.0 7.5 2.0
L

Figura 4.2: Datos simulados, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.

Al aplicar el ajuste de minimos cuadrados al conjunto de datos simulados (ver Cuadro 4.2), los

valores estimados son muy cercanos a los pardmetros reales, pese a la dispersion que presenta
el conjunto de datos.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

Parametros Valorreal Estimaciéon

B—(u+7) 0.3 0.371
B 0.7 0.832

Cuadro 4.2: Estimacién por minimos cuadrados, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.

Para el proceso de simulacién con cadenas de Markov Monte Carlo se utilizé como distribucion
a priori para el primer pardmetro una distribuciéon normal A/ (0, 1) para el segundo una distribu-
cién Cauchy acotada (1,1). El criterio de seleccion de apriori sera utilizar distribuciones que no
presenten un 10 % de divergencia en sus estimaciones, si sobrepasa ese umbral se buscara otra
distribucién apriori.

Se creardn dos cadenas con 3000 iteraciones y se aplicard el método NUTS. En el Cuadro 4.3
se encuentra un resumen de la cadena creada.

Mean Sd 25% 975% Mcsemean Mcsesd R hat

B—(p+7) 0.410 0.092 0.259 0.583 0.005 0.003 1.0
noise hiperpardmetro  0.254 0.022 0.216  0.294 0.001 0.001 1.0
B 0.966 0.241 0.589 1.438 0.013 0.009 1.0

Cuadro 4.3: Resumen de simulacién NUTS, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracién propia.

En la Figura 4.3 (a) se observa la distribucién posteriori y la cadena de valores que genera
NUTS. Para el primer parametro del vector, la cadena se observa el comportamiento durante
el proceso de iteraciones, donde toma diferentes valores para actualizar su trayectoria. En la
Figura 4.3 (b) se aprecia el valor medio que obtuvo la cadena durante las iteraciones.

beta-(mu+gamma) beta-imu+gamma)

;’/—\ : 08

il it
/’f 08
/e
) 04
o e,

i -
S 03
0z 03 04 05 0a ov 0g 0g 1} 200 400 600 EOD 1000 1200 1400
(a) Cadena
oss — B-iu+y
050 — %-Zwm;

045

MCMC promedio
=)
B
=1

o

500 000 1500 2000 2500 2000
lteracicn, n

(b) Media de MCMC

Figura 4.3: MCMC del parametro [5 — (u + )], SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

En la Figura 4.4, se muestran los resultados de las estimaciones en el parametro (. En la ca-
dena se observa que el proceso fue seleccionando diferentes valores para converger en el valor
real del modelo SIS. En la Figura b, se muestra el valor medio de la cadena en cada iteracion
del proceso, donde los primeros valores de la media son valores extremos que se utilizan para
actualizar la cadena y lograr la convergencia al valor real de los pardmetros.

beta beta
/\ 20
7o\
f % 15
/: 10
,/ e,
Qi R N 05
050 075 100 125 150 175 200 225 o 200 400 &0 00 1000 1200 1400
(a) Cadena

— B
— :lrlz&-
fie=t

promedio

MCM:

08

08

o
a 500 1000 1500 2000 2500 3000
Iteracion, n

(b) Media de MCMC

Figura 4.4: MCMC pardametro 3, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.

En cuanto al comportamiento de los pardmetros en la Figura 4.5, se observa que las distribucio-
nes seleccionadas apriori tienen un buen comportamiento con la cadena de Markov, en base a
que las posterioris contienen al valor real dentro del intervalo de confianza.

noise_hiperparam
beta-(mu+gamma) beta 0

94% HDI

94% HDI

94% HDI

0.2 0.5

02 04 06 08 05 10 15 20 020 022 024 026 028 030 032

Figura 4.5: posteriori del modelo, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

Los pardmetros obtenidos en el Cuadro 4.4 hacen notar que la estimacién por regresion de
minimos cuadrados es la mas certera al momento de estimar los valores reales. Ademas, el error
cuadrético medio es bajo con ambas metodologias, lo que nos dice que los errores que se estdn
cometiendo para estimar los pardmetros son insignificantes.

Vector de pardmetro Valor real Estimacién por Regresién  Estimacién por MCMC
0 [0.3,0.7] [ 0.371, 0.832] [0.409 , 0.965]
Error cuadratico medio, Observado 0.011887 0.012128
Error cuadratico medio, Real 0.000599 0.000252

Cuadro 4.4: Parametros obtenidos, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.

Si bien la regresion obtuvo pardmetros mas cercanos al valor real, la estimacion por cadenas
de Markov se ajusta mejor a largo plazo como lo observamos en la Figura 4.6. El ajuste con
cadenas de Markov se sobrepone a la curva del valor original a largo plazo, mientras que los
ajustes obtenidos con regresion no se sobrepone en ningin momento al valor original. Esto es
constante con el error cuadrdtico medio respecto a los valores reales (sin ruido observacional)
obtenidos en el Cuadro 4.4.

Comparacidn de modelos ajustados

® @8 cheervaciones

08 — phservaciones sin ruido
® —— Auste con regresion
or m— Auste con MCMC
. » .
06 e o .
= o5 - e %%
L
04 . [ ]
ol
*e
03 . ®
nz
7.5 0.0

Figura 4.6: comparacion de modelos, SIS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

Caso 2: extincion

Para iniciar se genera un conjunto de datos que cumple con la condicién de extincion de la
enfermedad, se utilizardn los mismos pasos para generar un conjunto de datos con ruido obser-

vacional y lograr obtener las estimaciones de los pardmetros seleccionados que se muestran en
el Cuadro 4.5.

Parametro Valor
15} 0.7
v 0.4
14 0.65
0 [-0.35, 0.7]
Iy 0.2
€ 0.25
N 80

Cuadro 4.5: Parametros del modelo SIS, caso 2.
Fuente: Elaboracién propia.

Al momento de realizar las estimaciones por cadenas de Markov se utilizara:

Pardmetros  Distribucién a priori Tamaiio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
B = (p+7)] Normal (0,1) 1500 1500 3000
B Cauchy (1,1) 1500 1500 3000

Cuadro 4.6: Parametros de la cadena, SIS caso 2.
Fuente: Elaboracion propia.

Las cadenas de Markov generadas con los pardmetros del Cuadro 4.6 se comportaron de buena
manera; no se presentaron divergencias al momento de simular los estados de la cadena. Los
resultados de los diferentes procesos de estimacion los encontramos en el Cuadro 4.7, donde
podemos observar que en el primer pardmetro ambos procesos de calibracion se encuentran cer-
ca del valor real. La mayor diferencia la encontraremos en el pardmetro 5 donde la estimacién
mas cercana al valor real se obtiene de la estimacion bayesiana. Pero aun asi esta muy alejada
del valor real.

Vector de pardmetros Valor real ~ Estimacién por regresiéon  Estimaciéon MCMC
0 [-0.35,0.7] [ -0.3885, -0.0509] [-0.3600 , 0.4595]
Error cuadratico medio, Observado 0.00015 0.00016
Error cuadratico medio, Real 0.0000168 0.0000017

Cuadro 4.7: Estimaciones obtenidas, SIS caso 2.
Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 4.7, encontramos los dos ajustes del modelo una vez estimados para estimar los pa-
rametros, donde se puede apreciar que el ajuste resultante de estimacion por cadenas de Markov
Monte Carlo presenta un mayor ajuste a la curva real.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

Comparacion de modelos ajustados

L @ coheervaciones
020 m— abEarvaciones sin roido
= Ajusie con regresion
= Auste con MCMC

015

005

Q.00
oo 25 a0 T5 10,0 12.5 15.0 17.5 200

Figura 4.7: Comparacion.
Fuente: Elaboracion propia.

4.2.2. Validacion del proceso de calibracion para el modelo estocastico

Para validar el proceso de calibracién, la estimacién de los pardmetros de la ecuacién diferen-
cial estocdsticas, se generard un conjunto de datos aleatorios con los parametros del modelo
epidemiolégico.

Caso 1: persistencia

Para iniciar con el proceso de calibracion se genera un conjunto de datos que cumple con la
condicién de persistencia de la enfermedad en el tiempo (caso 1), donde los parametros reales
se presentan en el Cuadro 4.8, con Ry = 1.3103 > 1.

Parametro Valor
15} 0.8
7y 0.1
W 0.24
o 0.842
0 [0.46, 0.8 ,0.842]
Ry 1.3103
Iy 0.2
N 80

Cuadro 4.8: Parametros reales, SISS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

En la Figura 4.8 se observa una trayectoria generada considerando los parametros del Cuadro
4.8. Este conjunto de datos se obtuvo por el método de Euler Maruyama.

08 I
07

08

04

Froporcion

03
02
R

0 10 20 0 400 A0 al Fil B
Tiampo

Figura 4.8: Datos simulados, SISS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.

Con el fin de estimar los pardmetros reales se creardn dos cadenas Markov Monte Carlo, las
cuales presentan las siguientes caracteristicas:

Pardmetros  Distribucién a priori Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total

[8—(u+7)]  Normal (0,1) 15000 5000 20000
B Weibull (5,1) 15000 5000 20000
o HalfNormal (1) 15000 5000 20000

Cuadro 4.9: Parametros de la cadena, SISS caso 1.
Fuente: Elaboracién propia.

El comportamiento del primer pardmetro en la Figura 4.9. En la Figura (a) encontramos la
distribucién posteriori al lado izquierda y la cadena de Markov Monte Carlo en el lado derecho.
En la cadena se observa el comportamiento durante las iteraciones, esta toma diferentes valores
para actualizar su trayectoria y converger al valor real. En la Figura (b), la linea azul representa
el promedio de la cadena en el tiempo y la linea roja es el valor real del pardmetro estimado.
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4.2.

VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION
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Figura 4.9: MCMC parametro [3 — (u + )], SISS caso 1.
Fuente: Elaboracién propia.

La estimacion del pardmetro 5 (ver Figura 4.10), no presenté complicaciones al momento de
explorar valores, debido a la apriori que se selecciond. Esta le permitié al pardmetro explorar
diferentes valores para lograr la convergencia. Los valores explorados se concentraron entre 0.5

y 1.

MCMC promedio

beta
a 2000 4000 G000 BI00 10000 12000 14000
(a) Cadena
o8
[l:)
av
ki)
— 8
k=1
a a000 10000 15000 20000 25000 30000
Iteracicn, n

(b) Media de MCMC

Figura 4.10: MCMC parametro 3, SISS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.
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4.2. VALIDACION CAPITULO 4. BASE DE DATOS Y VALIDACION

Al igual que las otras estimaciones, el pardmetro ¢ no presenté complicaciones para converger
al valor real, debido a que se inicializ6 la cadena con la estimacién de la variacion cuadrética
que ayudo al proceso a converger.

Parametros  Valorreal Estimacion MCMC

[8—(u+7)] 046 0.511
8 0.8 0.884
o 0.842 0.796
Ry 1.310 1.518

Cuadro 4.10: Estimaciones obtenidas, SISS caso 1.
Fuente: Elaboracion propia.

El Cuadro 4.10 contiene los pardmetros con los valores reales y las estimaciones realizadas por
las cadenas de Markov Monte Carlo. Los resultados estimados son cercanos al valor real, lo cual
se debe a que la seleccion de la apriori para cada pardmetro fue lo suficientemente informativa
para que el proceso converja al valor real.

Caso 2: extincion

Para iniciar con el proceso de calibracion se genera un conjunto de datos que cumple con la
condicion de extincion de la enfermedad en el tiempo (caso 2), donde los parametros originales
son los del Cuadro 4.11.

Parametro Valor
15} 0.7
Y 0.4
1 0.65
o 0.842
0 [-0.35, 0.7, 0.842]
Ry 0.329
Iy 0.2
N 80

Cuadro 4.11: Parametros originales, SISS caso 2.
Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 4.11 se observa una trayectoria generada por los valores del Cuadro 4.11 que
rapidamente se extingue. Al igual que en la validacion anterior este conjunto de datos se obtuvo
por el método de Euler Maruyama.
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Figura 4.11: Datos simulados, SISS caso 2.
Fuente: Elaboracion propia.

Con el fin de estimar los pardmetros reales se creardn dos cadenas Markov Monte Carlo, estas
presentan las siguientes caracteristicas:

Pardmetros  Distribucién a priori Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total

[6—(u+7)]  Cauchy (-3,1) 15000 5000 20000
B Gamma (2,2) 15000 5000 20000
o HalfNormal (1) 15000 5000 20000

Cuadro 4.12: Parametros de la cadena, SISS caso 2.
Fuente: Elaboracién propia.

El comportamiento de las cadenas de Markov Monte Carlo no presentaron problemas de con-
vergencia debido a las apriori seleccionadas; estas convergieron y no presentaron divergencias.
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En la Figura 4.12 podemos observar las distribuciones a posteriori que se generaron.

beta-(mu+gamma) beta sigma

94% HDI 94% HDI

0.024

10 -08 -06 -04 -02 00 02 00 05 10 15 20 25 30 35 06 07 08 08 10 11 12

Figura 4.12: Posteriori, SISS caso 2.
Fuente: Elaboracion propia.

Los resultado de las estimaciones las encontramos en el Cuadro 4.13. Notamos que las cadenas
de Markov Monte Carlo convergieron a los valores reales, con una leve diferencia al valor real.

Parametros  Valorreal Estimacion MCMC

8= (n+v)] 035 -0.415
8 0.7 0.683
o 0.842 0.835
Ry 0.329 0.304

Cuadro 4.13: Estimaciones obtenidas, SISS caso 2.
Fuente: Elaboracion propia.
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Capitulo 5

Resultados

Luego de haber realizado las validaciones en los casos deterministas y estocdsticos procedemos
a aplicar los procesos de estimacion de pardmetros a los casos activos del Covid-19 en Chile, con
el fin de obtener los diferentes pardmetros de los modelos que ayuden en la toma de decisiones
respecto de la pandemia.

5.1. Estimacion de parametros para el primer periodo

El primer periodo de tiempo seleccionado es de Julio - Octubre del 2020. En este lapso de
tiempo Chile se encontraba en los inicios de la pandemia. La medida que contempl6 el gobierno
es el Estado de Excepcion Constitucional de Catdstrofe que permitio restringir las libertades de
los habitantes de todo el pais, aplicando medidas como toques de queda, cordones sanitarios,
restringir las libertades de locomocién y reunion.

Casos Activos Confirmados, Periodo 1

Proparcion poblacional

Jul 5 Jul 19 Aug 2 Aug 16 Aug 30 Sep 13 Sep 27 Qct 11 QOct 25

Tiempo

Figura 5.1: Primer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.
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5.1. ESTIMACION DE PARAMETROS PARA EL PRIMER PERIODO
CAPITULO 5. RESULTADOS

5.1.1. Estimacion determinista

Luego de realizar pruebas con diferentes distribuciones apriori para estimar el primer periodo de
estudio, se seleccionaron las apriori que no generaron divergencias en las cadenas (ver Cuadro
5.1).

Pardmetros  Distribucion a priori Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
18— (p+7)] Normal (0,1) 3000 1000 4000
I5; Cauchy (1,2) 3000 1000 4000

Cuadro 5.1: Parametros de la cadena, SIS primer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

Los resultados de las diferentes estimaciones las encontraremos en el Cuadro 5.2. El primer
parametro nos dice que representa la tasa de regeneracién (6 — (v + w)), la cual dice que
la enfermedad persistird en el tiempo debido a que es un nimero mayor a cero. El segundo
pardmetro explica la tasa de trasmision de la enfermedad (/3), el valor de la tasa de contagio es
demasiado alta y esto tiene sentido por que las medidas preventivas de Chile recién empiezan a
tener efecto.

Vector de pardmetros  Estimacién por MCMC
0 [0.0164 , 27.7986]
Error cuadratico medio 4.9230e-09

Cuadro 5.2: Pardmetros obtenidos, SIS primer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

En la Figura 5.1.1, nos encontramos con el ajuste de la estimacién de cadenas de Markov Monte
Carlo, donde notamos que el comportamiento de la curva se ajusta a las observaciones de casos
activos en el primer periodo de tiempo.

Maodelo ajustado
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= Ajuste con MCMC
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1] 20 40 [ 4] ED 100 120

QL0004

Figura 5.2: Modelo ajustado, SIS primer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.
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5.1. ESTIMACION DE PARAMETROS PARA EL PRIMER PERIODO
CAPITULO 5. RESULTADOS

5.1.2. Estimacion estocastica

Utilizando la informacién previamente obtenida en el apartado de validacion estocéstica, se
realizan las estimaciones con la informacién del Cuadro 5.3, donde la variacién del proceso es-
tocdstico es el unico pardmetro con una estimacion previa para inicializar la cadena de Markov
y encontrar un estimacién mds cercana al valor real.

Parametros  Distribucién a priori Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total

18— (u+7)] Normal (0,1) 15000 5000 20000
3 Gamma (7.5,1) 15000 5000 20000
o HalfNormal (1) 15000 5000 20000

Cuadro 5.3: Pardmetros de la cadena, SISS primer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

Las distribuciones a priori seleccionadas no presentaron problemas de convergencias, los para-
metros que se estimaron los encontramos en el Cuadro 5.4.

Vector de parametros Estimacién por MCMC
0 [0.006, 7.486, 0.018]
Error cuadratico medio estimado 1.820e-07
Ry 1.0007

Cuadro 5.4: Parametros obtenidos, SISS primer periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

El la siguiente Figura nos encontraremos con los datos observados de contagios, la estimacion
generada del modelo SIS determinista y tres trayectorias generadas por el modelo SISS. Este
gréfico recrean el comportamiento de los casos activos de Covid-19 en Chile durante los meses
de Julio a Octubre 2020.

Periodo 1
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0.0010 N
Q0008 = Trayectoria 1

= Trayectoria 2
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= Datos cbservados
00004
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Figura 5.3: Estimaciones del primer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.
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5.2. Estimacion de parametros para el segundo periodo

En el segundo periodo de tiempo de Noviembre 2020 - Febrero del 2021, en Chile se tomaban
medidas restrictivas a toda las personas provenientes del extranjero que venian de paises que
registren trasmision del virus; tendrdn que realizar una cuarentena obligatoria al momento de
ingresar al pafs. Se anuncia la apertura de frontera en Aeropuerto Internacional de Santiago y se
recibe el primer cargamento de vacunas contra el Covid-19 que se aplica al personal de salud.

Casos Activos Confirmados, Periodo 2

Periodo 2
—— Periodos previos

Proparcidn poblacional
S

0.0004
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Figura 5.4: Segundo periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

En enero se realizaron cambios al Plan Paso a Paso (plan de gobierno para controlar la pande-
mia). Se disminuyen los aforos y permisos generales que tenian las personas para salir de su
residencia. Ademas, el Presidente Pifiera presenta oficialmente el Plan Nacional de Vacunacién
contra el Covid-19. Para el mes de febrero se inicia el proceso de vacunacion masiva con perso-
nas mayores de 90 afios, trabajadores de recintos educacionales, personas mayores de 65 afios,
dializadas y trasplantadas.

5.2.1. Estimacion determinista

Luego de realizar pruebas con diferentes distribuciones apriori para estimar el primer periodo

de estudio, se seleccionaron las apriori que no generaron divergencias en las cadenas, (ver Cua-
dro 5.5).

Pardmetros  Distribucion a priori  Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
B — (n+7)] Normal (0,1) 3000 1000 4000
g Beta (2,5) 3000 1000 4000

Cuadro 5.5: Parametros de la cadena, SIS segundo periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

La Figura 5.5, contiene las distribucion posteriori y la cadena de Markov con las 3000 itera-
ciones. En las cadenas no se presentan divergencias.
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Figura 5.5: Posteriori y cadena de Markov, segundo periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

Los resultados de las estimaciones las encontraremos en el Cuadro 5.6. El primer pardmetro,
nos dice que la enfermedad persistird en el tiempo debido a que su estimacién es positiva; el
segundo pardmetro explica la tasa de trasmision de la enfermedad. Note que B disminuye en
comparacion al primer periodo, a pesar que la curva de contagios crece.

Vector de pardmetros  Estimacién por MCMC
0 [0.0092 , 0.2739]
Error cuadratico medio 2.9335e-08

Cuadro 5.6: Parametros obtenidos, SIS segundo periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

5.2.2. Estimacion estocastica

Utilizando la informacién previamente obtenida en el apartado de validacién estocdstica, se
realizan las estimaciones con la informacion del Cuadro 5.7, donde la variacion del proceso
estocdstico es el tinico pardmetro con una estimacién previa para inicializar la cadena de Markov
y encontrar una mejor estimacion.
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Pardmetros Distribucién a priori Tamaiio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
B —(n+7)] Normal (0,1) 15000 5000 20000
B8 TruncatedNormal (9,10,0) 15000 5000 20000
o HalfNormal (1) 15000 5000 20000

Cuadro 5.7: Parametros de la cadena, SISS segundo periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

Note que los valores estimados para 5y o, ambos crecen en comparacién al periodo anterior,
lo que podria ajustarse mas al hecho de estar en medio de la segunda ola de contagios, que fue
mas fuerte, aunque menos fatal.

Las distribuciones a priori seleccionadas no presentaron problemas de convergencias. Las esti-
maciones de los pardmetros del modelo los encontramos en el Cuadro 5.8.

Vector de pardmetros Estimacion por MCMC
0 [0.0196, 12.3633 , 0.0750]
Error cuadratico medio estimado 1.7908e-07
Ry 1.0013

Cuadro 5.8: Parametros obtenidos, SISS segundo periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

El la siguiente Figura nos encontraremos con los datos observados de contagios, la estimacion
generada del modelo SIS determinista y tres trayectorias generadas por el modelo SISS. Este
gréfico recrean el comportamiento de los casos activos de Covid-19 en Chile durante Noviem-
bre 2020 - Febrero 2021.

La trayectoria que recrea el comportamiento de los datos observados es la numero tres, esta se
comporta de manera similar a la curva de contagios en Chile.

Perlodo 2

000225 -
= Trayectoria 1

aoozoo Trayectoria 2
Trayectoria 3

000175 Ajuste determinista
= [Datos observados
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000075

000050
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Figura 5.6: Estimaciones del segundo periodo.
Fuente: Elaboracion propia.
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5.3. Estimacion de parametros para el tercer periodo

El tercer periodo de estudio es de Marzo 2021 - Junio 2021. En marzo Chile super6 los 6.5
millones de personas vacunadas con la primera dosis y mas de 3.5 millones de personas inocu-
ladas con la segunda dosis.

Entre los sucesos importantes en abril nos encontramos con que el Ministerio de Salud planea
trabajo en conjunto con los paises del Cono Sur para enfrentar la pandemia; llegan cargamen-
tos con diferentes vacunas que se distribuirdn en las diferentes zonas del pais y la cantidad de
vacunados con la primera dosis asciende a mas de 8 millones de personas.

En mayo el Ministerio de Salud informa que la vacuna Sinovac tiene 90,3 % de efectividad
para prevenir el ingreso a UCI (Unidad de Cuidados Intensivos). Comienza la inoculacién a
personas menores de 30 afios; ademds, empieza a regir el Pase de Movilidad a las personas que
se ha vacunado, este Pase de Movilidad permite mayor libertad de movimiento a las personas
que se han administrado las vacunas contra el Covid-19.

Para finalizar, en el mes de junio el Ministerio de Salud informa resultados del “Andlisis de
efectividad de vacunas administradas en Chile al completar el esquema de vacunaciéon”. Sino-
vac y Pfizer-BioNTech son un 90 % y 98 % efectivas, respectivamente, para prevenir ingreso
a UCI (de Salud, 2022). Por otro lado el Ministerio de Salud confirm¢é el primer caso de la
variante Delta.

Casos Activos Confirmados, Periodo 3

0.0023
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Figura 5.7: Tercer periodo.
Fuente: Elaboracién propia.
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5.3.1. Estimacion determinista

Luego de realizar pruebas con diferentes distribuciones apriori para estimar el tercer periodo
de estudio, se seleccionaron las apriori que generaron menos de un 10 % de divergencias en las

cadenas, ver Cuadro 5.9.

Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
3000 1000 4000
3000 1000 4000

Pardmetros  Distribucion a priori
(8= (1 +7)] Normal (0,1)
I5; Gamma (3,1)

Cuadro 5.9: Parametros de la cadena, SIS tercer periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

La Figura 5.8, contiene las convergencia de la cadena de Markov con las 3000 iteraciones. En
esta se aprecia el proceso de convergencia de mil iteraciones. Al ver que la cadena convergen
en las primeras mil iteraciones se podria acotar la cantidad asi reducir el costo computacional y

el tiempo empleado para encontrar la estimacion del pardmetro.

i ™
0064
0062
2
2
E
5 0060
a
L&)
=
2 oosa
0056 0o
—_— r 2 Bty
k=1
0054 0 1000 2000 3000 4000 5000 00
Iteracian, n
. )
(a) Primer pardmetro
— R S —
n
=]
2
o
E
8
-
(=]
=
o
-
n
* — 72 B
k=l
4000 5000 6000

1000 2000 3000
lteracicn, n

=]

(b) Segundo parametro

Figura 5.8: Convergencia de las cadenas, SIS tercer periodo.
Fuente: Elaboracién propia.
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Los resultados de las estimaciones las encontraremos en el Cuadro 5.10, el primer parimetro
nos dice que la enfermedad persistira en el tiempo debido a que es un nimero mayor a cero. El
segundo pardmetro explica la tasa de trasmision de la enfermedad.

Vector de parametros  Estimaciéon por MCMC
6 [0.06452 , 30.56278]
Error cuadratico medio 6.40288e-08

Cuadro 5.10: Parametros obtenidos, SIS tercer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

En el pardmetro  observamos un incremento significativo en el valor de estimacion. Debemos
notar que el periodo en los dos primeros meses aumentd la cantidad de casos activos; luego
de esta alza el periodo empezé con una disminucién de personas contagiadas. Estos cambios
se ven reflejados por el esquema de vacunacion en Chile, en donde han vacunado a més de 8
millones de personas.

5.3.2. Estimacion estocastica

Utilizando la informacién previamente obtenida en el apartado de validacién estocdstica, se
realizan las estimaciones con la informacion del Cuadro 5.11, donde la variacién del proceso
estocdstico es el tnico pardmetro con una estimacion previa para inicializar la cadena de Mar-
kov y encontrar una estimacién méas cercana al valor real.

Pardmetros  Distribucién a priori Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total

[8—(u+7)]  Normal (0,1) 15000 5000 20000
B Gamma(3,1) 15000 5000 20000
o HalfNormal (1) 15000 5000 20000

Cuadro 5.11: Parametros de la cadena, SISS tercer periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

Las distribuciones a priori seleccionadas no presentaron problemas de convergencias. Los pa-
rdmetros que se estimaron los encontramos en el Cuadro 5.12

Vector de pardmetros Estimacién por MCMC
0 [0.0033, 3.0277 , 0.0675]
Error cuadratico medio estimado 1.0414e-06
Ry 1.0003

Cuadro 5.12: Parametros obtenidos, SISS tercer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

El la siguiente Figura nos encontraremos con los datos observados de contagios, la estimacion
generada del modelo SIS determinista y tres trayectorias generadas por el modelo SISS. Este
grafico recrea el comportamiento de los casos activos de Covid-19 en Chile durante los meses
de Marzo a Junio 2021.
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Figura 5.9: Estimaciones del tercer periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

La estimacion que recrea el comportamiento de contagios en Chile, es la primera trayectoria,

esta tiene un compartimiento muy similar a las observaciones emitidas por el Ministerio de
Salud.

5.4. Estimacion de parametros para el cuarto periodo

En los meses de julio a octubre del afio 2021, sucedieron diversos acontecimientos el pais.
Entre los eventos relevantes nos encontramos con el fin del Estado de Excepcion Constitucional
el 30 de septiembre. Esto permitié a las personas moverse libremente en todo Chile; ademas,
el Ministerio de Salud empieza el proceso de vacunacion a la poblacién menor de 17 afos y la
inoculacidn a las personas extranjeras. También se anuncian un nuevo proceso de vacunacion
donde ahora serd necesario contar con tres vacunas para tener el pase de movilidad.

Casos Activos Confirmados, Periodo 4
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Figura 5.10: Cuarto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.
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5.4.1. Estimacion determinista

Las distribuciones apriori para estimar el cuarto periodo de tiempo las encontramos en el Cuadro
5.13.

Pardmetros  Distribucién a priori  Tamaifio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
B —(u+7)] Normal (0,1) 3000 1000 4000
I5; HalfStudentT (1,30) 3000 1000 4000

Cuadro 5.13: Parametros de la cadena, SIS cuarto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

Los resultados de las estimaciones las encontraremos en el Cuadro 5.14. El primer pardmetro
nos dice que la enfermedad persistird en el tiempo debido a que es un nimero mayor a cero en
ambos procesos; el segundo pardmetro explica la tasa de trasmision de la enfermedad, la cual es
alta en ambas estimaciones. Esto se le puede atribuir a las diferentes acciones que ha realizado
el gobierno flexibilizar las medidas tomadas para controlar la pandemia.

Vector de pardmetros  Estimacién por MCMC
0 [0.0277 , 116.3588]
Error cuadratico medio 1.7661e-08

Cuadro 5.14: Pardmetros obtenidos, SIS Cuarto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

El ajuste de la estimacion obtenida por Cadenas de Markov Monte Carlo podemos ver en la
siguiente Figura. Los procesos se ajustan de buena manera a los datos observados, como se
pudo apreciar en la validaciéon del modelo determinista. El proceso que tuvo un mejor ajuste fue
la estimacion con cadenas de Markov debido a que se ajusta a la solucion real a largo plazo.
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Q0004
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1] 20 40 [ 4] ED 100 120

Figura 5.11: Comparacion de modelos ajustados.
Fuente: Elaboracion propia.
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5.4.2. Estimacion estocastica

Utilizando la informacién previamente obtenida en el apartado de validacion estocéstica, se
realizan las estimaciones con la informacién del Cuadro 5.15, donde la variacién del proceso
estocdstico es el unico pardmetro con una estimacion previa para inicializar la cadena de Mar-
kov y encontrar un estimacién mds cercana al valor real.

Parametros  Distribucién a priori Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total

18— (u+7)] Normal (0,1) 15000 5000 20000
3 ChiSquared (6) 15000 5000 20000
o HalfNormal (1) 15000 5000 20000

Cuadro 5.15: Parametros de la cadena, SISS cuarto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

Las distribuciones a priori seleccionadas no presentaron problemas de convergencias. Los pa-
rametros que se estimaron los encontramos en el Cuadro 5.16.

Vector de pardmetros Estimacién por MCMC
0 [0.0029 , 5.9961 , 0.0215]
Error cuadratico medio estimado 3.6574e-07
Ry 1.0004

Cuadro 5.16: Parametros obtenidos, SISS cuarto periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

El la siguiente Figura nos encontraremos con los datos observados de contagios, la estimacion
generada del modelo SIS determinista y tres trayectorias generadas por el modelo SISS. Este
gréfico recrea el comportamiento de los casos activos de Covid-19 en Chile durante los meses
de Julio a Octubre 2021.
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Figura 5.12: Estimaciones del cuarto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.
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5.5. Estimacion de parametros para el quinto periodo

En los meses de noviembre 2021 a febrero 2022, nos encontraremos con diferentes aconteci-
mientos que destacaron; entre estos, nos encontramos con que Chile se convierte en el primer
pais de la OCDE (Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econdémicos) en superar
las 200 dosis administradas por cada cien habitantes, donde se han administrado mds de 40
millones de dosis de vacunas. Esto se ha logrado ya que el ISP (Instituto de Salud Publica) ha
autorizado la vacunacion de distintos grupos etarios donde la edad mas baja es de tres afos.

El 4 de diciembre el Ministerio de Salud confirma primer caso de variante Omicron y se confir-
mo su presencia en la Region de Valparaiso, correspondiente a un viajero proveniente de Africa.

Las autoridades de salud confirman que mds de 14 millones de personas han completado es-
quema de vacunacion y anuncian un nuevo proceso de vacunacion donde se administrard una
cuarta dosis para combatir la pandemia en el mes de febrero.

Casos Activos Confirmados, Periodo 5
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Figura 5.13: Quinto periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

5.5.1. Estimacion determinista

Las distribuciones apriori para estimar el quinto periodo de estudio las encontramos en el Cua-
dro 5.17.

Pardmetros  Distribucion a priori Tamafio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
18— (p+7)] Normal (0,1) 3000 1000 4000
I5; Weibull (5,1) 3000 1000 4000

Cuadro 5.17: Parametros de la cadena, SIS quinto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

El resultado de la estimacién la encontraremos en el Cuadro 5.18. El primer pardmetro dice
que la enfermedad persistird en el tiempo debido a que es un nimero mayor a cero en ambos
procesos. El segundo pardmetro explica la tasa de trasmision de la enfermedad en el cual se
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observa que el pardmetro obtenido en la regresion es un valor negativo, es decir, la enfermedad
no se estaria trasmitiendo.

Vector de pardmetros  Estimacién por MCMC
0 [0.0176, 0.8017]
Error cuadratico medio 2.8825-06

Cuadro 5.18: Pardmetros obtenidos, SIS quinto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

5.5.2. Estimacion estocastica

Utilizando la informacién previamente obtenida en el apartado de validacion estocdstica, se
realizan las estimaciones con la informacién del Cuadro 5.19, donde la variacién del proceso
estocéstico o no se estimard con cadenas de Markov Monte Carlo, debido a que este periodo
presenta problemas al inicializar el proceso. Es por esto que se utilizara la estimacion planteada
por Miao (2004).

Parametros Distribucién a priori Tamaiio de la cadena de Markov Iteraciones de prueba Total
[B— (u+7)] Normal (0,1) 15000 5000 20000
I} TruncatedNormal (5,10,0) 15000 5000 20000
O‘ - - - -

Cuadro 5.19: Parametros de la cadena, SISS quinto periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

En la Figura 5.14 se presenta la distribucion a posteriori que genero el proceso de estimacion.
También cuenta con la cadena de estimacion donde se puede observar que no presenta proble-
mas de exploracion. No existen espacios en blanco que demuestren divergencias en la cadena.
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(b) Segundo parametro

Figura 5.14: Distribucion posteriori y cadena de Markov, SISS quinto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.
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Las estimaciones generadas por las cadenas de Markov Monte Carlo son las siguientes:

Vector de parametros Estimacién por MCMC
0 [0.0794 , 10.1577 , 0.0716]
Error cuadratico medio estimado 1.5341e-05
Ry 1.0076

Cuadro 5.20: Parametros obtenidos, SISS quinto periodo.
Fuente: Elaboracion propia.

El la siguiente Figura nos encontraremos con los datos observados de contagios, la estimacién
generada del modelo SIS determinista y tres trayectorias generadas por el modelo SISS. Este
grafico recrea el comportamiento de los casos activos de Covid-19 en Chile durante los meses
de Noviembre 2021 a Febrero 2022.
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Figura 5.15: Trayectoria del quinto periodo.
Fuente: Elaboracién propia.

La trayectoria que asemeja los valores observados por el Ministerio de Salud en Chile es la
tercera. El comportamiento es similar, esta crece en un periodo determinado para luego bajar,
podemos apreciar del dia 100 al 120, la trayectoria se sobrepone al valor observado.
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5.6. Comparacion de estimaciones

Dado que la validacién de la estimacion de S puede tomar valores negativos en la estimacion
por regresion, dado a que esta representa una tasa de contagio donde valores deben ser mayores
o igual a cero, se dejo6 fuera de la calibracion de los modelos que presentan los datos reales del
COVID-19 en Chile, en los periodos de Julio 2020 - Febrero 2022.

Casos Activos Confirmados
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Figura 5.16: Periodos de tiempo.
Fuente: Elaboracion propia.

Analizando los resultados del Cuadro 5.21, nos encontraremos que el error cuadréatico medio en
el periodo determinista tiene un error muy bajo a comparacion del caso estocdstico. Esto nos
dice que ambos modelos se estan ajustando bien. Mirando més de cerca, el comportamiento de
las estimaciones de los parametros del modelo estocastico son mds consistentes con las obser-
vaciones y los eventos en cada periodo de tiempo (ver Figura 5.6).

Determinista Estocastico
MCMC Error MCMC Error
[5_(/1’4—7)7 6] [ﬁ—(u‘*"Y) 3 57 U]

Primer periodo [0.0164 ,27.7986] 4.9230e-09 | [0.0060, 7.4864 ,0.0184] 1.8201e-07
Segundo periodo  [0.0092, 0.2739]  2.9335e-08 | [0.0196, 12.3633 ,0.0750] 1.7908e-07
Tercer periodo [0.0645 , 30.5627] 6.4028e-08 | [0.0033,3.0277,0.0675] 1.0414e-06
Cuarto periodo [0.0277 ,116.3588] 1.7661e-08 | [0.0029,5.9961 , 0.0215] 3.6574e-07
Quinto periodo [0.0176, 0.8017] 2.8825-06 | [0.0794 , 10.1577,0.0716] 1.5341e-05

Cuadro 5.21: Resultado de las estimaciones.
Fuente: Elaboracién propia.
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En el primer periodo nos encontramos con una tasa de trasmision es 7.4864, donde el gobierno
tomo medidas drdsticas para tomar el control de la pandemia con el Estado de Excepcion Cons-
titucional de Catastrofe, esta medida no fue la més eficiente para controlar, pero ayudo a man-
tener bajo la tasa de contagios con una desviacion estdndar del periodo de tiempo es de 0.0184
y la tasa de renovacién del proceso es de 0.0060

Segundo periodo se observa un aumento de en tasa de contagios donde el valor estimado es
el mds alto con 12.3633 con una variacion estimada de 0.0750. Entre las acciones que tomo el
gobierno nos encontramos con la apertura de la frontera del Aeropuerto Internacional de San-
tiago en el cual aplicaron la politica de que las personas provenientes de paises que presenten el
virus deberdn realizar cuarentena obligatoria. Ademds, disminuyeron los permisos para salir de
sus hogares y los aforos de estos con el fin de evitar la propagacion del virus. Con la aplicacion
de estas medidas se espera una disminucion de contagiados.

Para el tercer periodo de estudio nos encontramos con una tasa de contagiados estimada de
3.0277 y una desviacion estimada de 0.0675. Con estas estimaciones y con el inicio del esque-
ma de vacunacién se espera que en los préximos meses la tasa de contagios disminuya, pero
esto se ve afectado por la llegada de la variante delta.

Tras la llegada de la variante delta y con un proceso de vacunacién masiva, Chile en el cuar-
to periodo presenta una tasa de trasmision estimada de 5.9961 y una desviacién estimada de
0.0215. Debido a la baja de casos activos se pone fin al Estado de Excepcién Constitucional de
catastrofe. Esto permiti6 a las personas retomar las libertades de movimiento, pero aun man-
tienen el paso de movilidad y aforos restringidos para evitar eventos masivos que trasmitan la
enfermedad.

El Quinto periodo nos encontramos con mas de 14 millones de personas que han completa-
do su esquema de vacunacion (contemplando dosis de refuerzo). La tasa de contagios estimada
es 10.1577 con una variacion estimada de 0.0716. Uno esperaria que los valores fueran bajos
por las diferentes acciones tomas para controlar la pandemia, pero el verdadero motivo de tener
una tasa de contagio alta es por la llegada de la variante Omicron, una de las mutaciones del
virus mds contagiosa habia arribado a Chile en el mes de diciembre. Esto hizo que la tasa de
contagio aumentara abruptamente en un breve periodo de tiempo.
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5.6. COMPARACION DE ESTIMACIONES

CAPITULO 5. RESULTADOS

En el Cuadro 5.22, nos encontraremos que los diferentes modelos de estimacion predicen que

la enfermedad perdurara en el tiempo.

Determinista  Estocéstico
Primer periodo Persistencia | Persistencia
Segundo periodo  Persistencia | Persistencia
Tercer periodo Persistencia | Persistencia
Cuarto periodo Persistencia | Persistencia
Quinto periodo Persistencia | Persistencia

Cuadro 5.22: Estado de la enfermedad.
Fuente: Elaboracién propia.

Las vacunas han sido increiblemente efectivas para reducir las enfermedades graves que gene-
ra y la muerte, pero no son perfectas. Las nuevas variantes han puesto a prueba las defensas
de la vacunacioén; después de unos meses, se nota el efecto positivo con la reduccién de los
contagiados, complicaciones médicas graves y la muerte.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha revisado la base tedrica de la epidemiologia matemadtica. para la
modelacién de una enfermedad. Entre estas nos encontramos con los modelos deterministas y
modelos estocdsticos a los que se le han realizado los algoritmos correspondientes para estimar
los pardmetros de cada caso. Para verificar las estimaciones se realizaron simulaciones para am-
bos casos existentes, cuando la enfermedad persiste en el tiempo y cuando esta desaparece.

Al momento de aplicar los procesos el costo computacional de estimacién se ve considerable-
mente afectado cuando se esta en presencia del modelo determinista. Los tiempos de ejecucion
son en promedio por cadena de 40 minutos y este proceso se realiza dos veces con 4000 ite-
raciones. Este es un proceso que se debe repetir varias veces para calibrar las distribuciones
apriori; por el contrario, el modelo estocdstico es mds rapido, tarda 1 minuto por cadena y se
generan 20000 iteraciones lo cual es 5 veces mas que el proceso determinista. Al ser un proceso
extremadamente rapido a comparacion del modelo determinista es mucho més sencillo de im-
plementar.

El aporte de esta tesis la podemos resumir en los siguientes puntos:

1. Se han implementado en el software Python procesos de validacion y estimacion del
modelo SIS y SIS Estocdstico.

2. Se validaron los modelos epidemioldgicos a través de simulaciones creadas en Python.
3. Se aplicaron los modelos epidemiolégicos a los datos del virus SARS-CoV-2 en Chile.

Si bien los diferentes periodos de estudio tuvieron resultados distintos en las estimaciones del
modelo determinista y estocdstico. El modelo que presento las mejores estimaciones fue el SISS
que es un proceso estocdstico, por 1o que no se espera un ajuste preciso sino un buen ajuste del
comportamiento medio. En ambos modelos de estimacidn, los resultados para cada periodo ha-
cen inferencia de que la enfermedad persiste en los distintos periodos de tiempo.

Cabe sefialar que el modelo epidemioldgico SIS es un modelo compartimental. Este modelo
contempla que la poblacion se puede re-infectar y volver a ser susceptible, y los individuos
no generardn una inmunidad a la enfermedad. Si se desea tener mayores antecedentes para ex-
plicar el comportamiento del virus serd necesario agregar mas compartimientos que expliquen
la enfermedad. Al agregar compartimientos estaremos aumentando el grado de dificultad y es
posible que no tenga una solucion analitica.
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Apéndice A
Codigo

Validacion Determinista

import arviz as az

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import pymc3 as pm

import theano

from sklearn.metrics import mean_squared_error
from pymc3.ode import DifferentialEquation
from scipy.integrate import odeint

from random import seed

import scipy.optimize as opt

plt.style.use ("seaborn-darkgrid")

# From now on we'll work with proportions instead of integer numbers

# i -> infectados/N

# Parameters:

# beta = disease transmission rate

# gamma = recovery rate

# mu = mortality rate

# mu + beta = renewal rate

# theta = [beta - (mu+gamma), beta]

# Thus, 1f theta[0]<0, the disease will vanish and if theta[0]>0 we have persistence of the

— disease

i0 = 0.2 # initial proportion of infected
Tf = 20 # Terminal time

TO = 0 # Initial time

Dt = 0.25 # time step

beta, gamma, mu = 0.7, 0.4, 0.65

theta= np.asarray([beta - (mu+tgamma), beta])
theta_t= theta
times = np.arange(T0, Tf, Dt) # time vector

# ODE model

def SIS(i, t, theta):
di = theta[0]% 1[0] - theta[llx 1[0]1x1[0]
return di

sis_model = DifferentialEquation (
func=SIS,
times = np.arange(T0, Tf, Dt),
n_states=1,
n_theta=2,
t0=0,

# ODE solution (analytical solution computed before)
def solution_SIS(t, *param):
aux_exp = np.exp (param[0]=*t)
aux = param[0] + param[1l]*(1i0)* (aux_exp - 1)
return iOxparam[0]+*aux_exp/aux
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# Create true ODE solution

infected_t = odeint (SIS, t=times, y0=1i0, args=(theta,), rtol=le-8)
# Simulate observations (true datat+log-normal noise with parameter sigma=0.5 in this case)
infected_obs = np.random.lognormal (mean=np.log(infected_ t[1::]), sigma=0.25)

# we add initial condition after because we now the exact initial condition (it doesn't have
— noise)
infected_obs = np.concatenate((np.asarray([[1i0]]),infected_obs))

# Plot observations and true data

plt.plot (times, infected_obs, marker="o", linestyle="none", color='k', markersize=2,
— label=f"datos observados")

plt.plot (times, infected_t, color="CO0", alpha=0.5, label=f"datos reales")
plt.xlabel ("$tS")

plt.ylabel ("SI (t)S$")

plt.legend()

plt.show ()

# REGRESION MODEL ————————————————————————————— o — — — —

# This suppose to be our benchmark in the case of the deterministic model

theta0 = np.asarray([0.1, 0.1]) #punto de partida para la busqueda del optimo
reg_estim, _ = opt.curve_fit (solution_SIS, xdata = times, pO=thetal, ydata =

— infected_obs.flatten (), maxfev=5000)

print ("\n Parmetros reales", theta_t)

print ("\n Parmetros estimados con regresin", reg_estim)

reg_model = solution_SIS(times, =xreg_estim) # curve obtained from regresion estimates

# COMPARE REGRESION MODEL VERSUS TRUE MODEL AND OBSERVATIONS———————————————————
plt.plot (times, infected_obs.flatten(), "ko", label="observaciones")

plt.plot (times, infected_t.flatten(), "k-", label="observaciones sin ruido")
plt.plot (times, reg_model, "b-", label="Ajuste con regresin")

plt.xlabel ("Sts")

plt.ylabel ("SI (t)S"

plt.title("Modelo ajustado con mnimos cuadrados")

plt.legend(loc="upper right")

plt.show ()

# Define pymc model and sampling the MC Markov chain

nb_chains = 2 #choose >1 to run some convergence diagnostics on the chains
len_chains = 1500

len_burning_states = 1500

with pm.Model () as modeléd:
# Define prior distributions
noise_hiperparam = pm.HalfCauchy ("noise_hiperparam", 1, shape=1) # noise hiperparameter
# This prior does not assume a prior knowledge on the persistence or extintion of the
— disease
# But if the user knows 1if the disease persists, the prior can be feed with more info on
— the support

param = [0,0]

param[0] = pm.Normal ("beta- (mutgamma)",0, 1)

param[1l] = pm.Bound (pm.Cauchy, lower=0) ("beta", 1,1)

# define output of the computational model

sis_curves = sis_model (y0=[1i0], theta=param)

#Define statistical model for observations

Y = pm.Lognormal ("Y", mu=pm.math.log(sis_curves), sigma=noise_hiperparam,

< observed=infected_obs)
trace = pm.sample (len_chains, tune=len_burning states, cores=1, chains=nb_chains)
data = az.from_pymc3 (trace=trace)

# CONVERGENCE DIAGNOSTICS ———————— oo
print ("\n Parmetros reales", theta_t)
print ("\n Resumen de los resultados para la cadena de Markov construida:")

az.summary (trace)

# plot the exploration for each chain and convergence of the ergodic mean

# beta - (mu+gamma)

az.plot_trace ({"beta- (mutgamma)": trace.get_values (varname="beta- (mutgamma)", combine=False)})
mean_thetal0 = [np.mean(trace['beta- (mutgamma)'][:1]) for i in np.arange(l,

— len(trace['beta- (mutgamma) ']))]
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plt.figure(figsize= (15, 4))

plt.axhline ([theta_t[0]], lw=2, color="red", label=r"S$\beta- (\mu+\gamma)s"

plt.plot (mean_thetal, lw=2, label=r"$\frac{l}{n}\sum_{k=1}"n\widehat{ (\beta- (\mu+\gamma)}_k$")
plt.xlabel ("Iteracin, n")

plt.legend()

plt.ylabel ("MCMC promedio")

# beta
az.plot_trace({"beta": trace.get_values (varname="beta", combine=False)})
mean_thetal = [np.mean(trace['beta'][:1]) for i in np.arange(l, len(trace['beta']))]

plt.figure(figsize= (15, 4))

plt.axhline ([theta_t[1]], lw=2, color="red", label=r"$\betas")

plt.plot (mean_thetal, 1lw=2, label=r"$\frac{l}{n}\sum_{k=1}"n\widehat{\beta}_ks")
plt.xlabel ("Iteracin, n")

plt.legend()

plt.ylabel ("MCMC promedio")

# Define bayes model with Bayes estimators
MCMC_model = solution_SIS(times, mean_thetalO[-1], mean_thetal[-1])

# Plot posterior densities
az.plot_posterior (data,

var_names=["beta- (mu+tgamma)", "beta", "noise_hiperparam"]);
plt.show ()

# VALIDATION OF PYMC MODEL———————— = o e
print ("\n Parmetros reales:", theta_t)

print ("Parmetros estimados con regresin:", reg_estim)

print ("Parmetros estimados con MCMC:", [mean_thetaO[-1], mean_thetal[-1]1])

# COMPARE MODELS ———————————————————

plt.plot (times, infected_obs.flatten(), "ko", label="observaciones")
plt.plot (times, infected_t.flatten(), "k-", label="observaciones sin ruido")
plt.plot (times, reg_model, "b-", label="Ajuste con regresin")

plt.plot (times, MCMC_model, "r-", label="Ajuste con MCMC")

plt.xlabel ("S$tS$")

plt.ylabel ("SI (t)s"

plt.title("Comparacin de modelos ajustados")

plt.legend(loc="upper right")

plt.show ()

#MSE with respect to observed data
print ("\n Error cuadrtico medio para regresin:",mean_squared_error (infected_obs, reg_model))
print ("Error cuadrtico medio para MCMC:",mean_squared_error (infected_obs, MCMC_model))

#MSE with respect to true data
print ("\n Error cuadrtico medio para regresin:",mean_squared_error (infected_t, reg_model))
print ("Error cuadrtico medio para MCMC:",mean_squared_error (infected_t, MCMC_model))

Validacion Estocastica

import arviz as az

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import pymec3 as pm

import scipy

import theano

from sklearn.metrics import mean_squared_error
from pymc3.ode import DifferentialEquation
from scipy.integrate import odeint

from random import seed

import scipy.optimize as opt
plt.style.use("seaborn-darkgrid")

from pymc3.distributions.timeseries import EulerMaruyama
import datetime

import pandas as pd

import plotly.express as px

import scipy

px.defaults.height=600
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o R W W W W W

From now on we'll work with proportions instead of integer numbers

i —-> infectados/N
Parameters:

beta = disease transmission rate
gamma = recovery rate
mortality rate

mu + beta = renewal rate
theta = [beta - (mu+gamma),
Thus, 1f theta[0]<0,

mu =

— disease

i
T
T
D
b

—

t
t
t

R_|

i

e

0
f 20 # Terminal time

0 =0 # Initial time

t = 0.25 # time step

eta, sigma = 0.
true value

heta= np.asarray ([beta -
imes = np.arange(T0, Tf, Dt)
heta_t=theta

gamma, mu, 7, .1,

0 =

£f RO > 1:

print ('la enfermedad persiste')

lse:

if theta[2]++2 <= theta[l]:

beta]
the disease will vanish and if theta[0]>0 we have persistence of the

0.3,0.842

(mu+gamma) ,
# time vector

0.2 # initial proportion of infected

beta, sigmal)

1+ (theta[0]-0.5+theta[2]+%2)/ (theta[l]-thetal[0])

print ('la enfermedad se extingue')

#add a known sigma to be able to estimate the

if theta[2]+*2 > theta[l]l+max(l, (0.5+theta[l])/ (theta[l]-theta[0])):
print ('la enfermedad se extingue')

XX 2w

#
£

X
X

time series
= len(times) -1

= i0 # initial proportion of infected

t =

[]

simulate
or i in range(N) :
X = x +
—
x_t .append (x)
_t = np.array(x_t)
_t=np.insert (x_t,0,10,axis=0)

(x+ (theta[0] - (x+*thetall
np.random.normal () *np.sqrt (Dt)

1)))*Dt + theta[2] =

# convert the values into an array
# add the initial condition at the beginning of the array

# Plotting the Euler-Maruyama process

P
P
P
P

lt.plot(x_t, "r", label=r"S$I_tsS",
lt.xlabel ("Tiempo")

1t.legend()

lt.ylabel ("Proporcin™)

# ODEs model

def SISS (i, theta):
di = (i*(theta[0O]-thetal[l]l~*1))
sigmal = thetal[2] *( 1-1%%2)
return di, sigmal

simga_2_ep =

s

imga_ep=np.sqrt (simga_2_ep)

alpha=0.5)

sum(np.diff (x_t)*+2)/ (Dtssum((X_t+*2)* (1-x_t)*%2))

# Define pymc model and sampling the MC Markov chain

nb_chains =

1
1

en_chains = 15000

en_burning_states = 5000

with pm.Model () as model:

pm.Normal ("beta- (mutgamma)", 0, 1)

5,1)

theta_m = [0,0,0]

theta_m([0] =

theta_m[1l] = pm.Weibull ("beta",
theta_m([2] = pm.HalfNormal ("sigma", 1)
eu = EulerMaruyama ("EM", Dt,

SISS,

(theta_m, ), shape=x_t.shape,
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with model:
trace = pm.sample (len_chains, tune=len_burning_states, cores=1, chains=nb_chains,
— start={"beta- (mutgamma)":0.2,"beta":0.3,"sigma":simga_ep})

data = az.from_pymc3 (trace=trace)
az.summary (trace)

# Plot posterior densities
az.plot_posterior(data, var_names=["beta- (mutgamma)", "beta","sigma"l]);
plt.show ()

# plot the exploration for each chain and convergence of the ergodic mean

# beta - (mu+gamma)

az.plot_trace ({"beta- (mut+tgamma)": trace.get_values (varname="beta- (mutgamma)", combine=False) })
mean_thetal0 = [np.mean(trace['beta- (mutgamma)'][:1i]) for i in np.arange(l,

— len(trace['beta- (mut+gamma) ']1)) ]

plt.figure(figsize= (15, 4))

plt.axhline ([theta_t[0]], lw=2, color="red", label=r"S$\beta- (\mu+\gamma)s"

plt.plot (mean_thetal, lw=2, label=r"$\frac{l}{n}\sum_{k=1}"n\widehat{ (\beta- (\mu+\gamma)}_k$")
plt.xlabel ("Iteracin, n")

plt.legend()

plt.ylabel ("MCMC promedio")

# beta
az.plot_trace({"beta": trace.get_values (varname="beta", combine=False)})
mean_thetal = [np.mean(trace['beta'][:1]) for i in np.arange(l, len(trace['beta']))]

plt.figure(figsize= (15, 4))

plt.axhline ([theta_t[1]], lw=2, color="red", label=r"$\betas")

plt.plot (mean_thetal, 1lw=2, label=r"$\frac{l}{n}\sum_{k=1}"n\widehat{\beta}_ks")
plt.xlabel ("Iteracin, n")

plt.legend()

plt.ylabel ("MCMC promedio")

# sigma
az.plot_trace({"sigma": trace.get_values (varname="sigma", combine=False)})
mean_theta2 = [np.mean(trace['sigma'][:1i]) for i in np.arange(l, len(trace['sigma']))]

plt.figure(figsize= (15, 4))

plt.axhline ([theta_t[2]], 1lw=2, color="red", label=r"$\sigma$")

plt.plot (mean_theta2, 1lw=2, label=r"S\frac{l}{n}\sum_{k=1}"n\widehat{\sigma}_ksS")
plt.xlabel ("Iteracin, n")

plt.legend()

plt.ylabel ("MCMC promedio")

theta_est = [mean_thetalO[-1],mean_thetal[-1],mean_theta2[-1]]
R_0 = 1+ (theta_est[0]-0.5+theta_est[2]++2)/ (theta_est[1]-theta_est[0])

if RO > 1:
print ('la enfermedad persiste')
else:
if theta_est[2]*%2 <= theta_est[1]:
print ('la enfermedad se extingue')

if theta_est[2]*%2 > theta_est[1l]*max(l, (0.5+theta_est[1])/ (theta_est[l]-theta_est[0])):
print ('la enfermedad se extingue')

# generate trace from posterior
ppc_trace = pm.sample_posterior_predictive (trace, model=model)

# plot with data

plt.figure(figsize= (10, 3))

plt.plot (np.percentile (ppc_trace["EM"], [2.5, 97.5], axis=0).T, "k", label=r"$I_{95\%}s"
plt.plot(x_t, "r", label=r"S$I_tS")

plt.legend()

def trayectorias(infected_obs,theta_est):
Dt = 1 # time step
N = len(infected_obs) -1
i0 = infected_obs[0]
x = 10 # initial proportion of infected
x_t_est = []
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# simulate
for i in range (N):
x = x + (xx(theta_est[0]-(x+xtheta_est[1])))*Dt + theta_est[2] * (x-xX*%2) =*
< np.random.normal () *np.sqgrt (Dt)
x_t_est.append(x)
x_t_est = np.array(x_t_est) # convert the values into an array
x_t_est=np.insert (x_t_est,0,10,axis=0) # add the initial condition at the beginning of
— the array
return np.abs(x_t_est)

aa=trayectorias (x_t,theta_est)
msr_aa=mean_squared_error (x_t,aa)

# plot of the trajectories

plt.plot (trayectorias(x_t,theta_est), "r", label=r"Trayectoria $I_tS$")

plt.legend()

plt.title("Validacion SISS Mayor, Trayectoria 1 \n error cuadratico medio: "+ str(msr_aa)+"\n

< muestreo de advis")

65



Referencias

Bayram, M., Partal, T., y Orucova Buyukoz, G. (2018). Numerical methods for simulation of
stochastic differential equations. Advances in Difference Equations, 2018(1), 1-10.
Carmona, A. (2009). Ecuaciones diferenciales estocdsticas (Tesis Doctoral no publicada).

Thesis. Universidad de Buenos Aires, Argentina.

Cockayne, J., y Duncan, A. (2021). Probabilistic gradients for fast calibration of differential
equation models. SIAM/ASA Journal on Uncertainty Quantification, 9(4), 1643-1672.

de Salud, M. (2022). COVID-19 en Chile Pandemia 2020-2022. Gobierno de Chile.

Evans, L. C. (2006). An introduction to stochastic differential equations version 1.2. Lecture
Notes, UC Berkeley.

Garcia Pifiera, A., y cols. (2014). Modelos de ecuaciones diferenciales para la propagacion de
enfermedades infecciosas.

Garcia Rovira, L., y cols. (2017). Modelos matemadticos compartimentales en epidemiologia.

Gil Séez, B., y cols. (2020). Aplicacioén de cadenas de markov.

Gray, A., Greenhalgh, D., Hu, L., Mao, X., y Pan, J. (2011). A stochastic differential equation
SIS epidemic model. SIAM Journal on Applied Mathematics, 71(3), 876-902.

Higham, D. J. (2001). An algorithmic introduction to numerical simulation of stochastic diffe-
rential equations. SIAM review, 43(3), 525-546.

Hitchcock, D. B. (2003). A history of the metropolis—hastings algorithm. The American
Statistician, 57(4), 254-257.

Hoffman, M. D., Gelman, A., y cols. (2014). The no-u-turn sampler: adaptively setting path
lengths in hamiltonian monte carlo. J. Mach. Learn. Res., 15(1), 1593—-1623.

Kermack, W. O., y McKendrick, A. G. (1927). A contribution to the mathematical theory of
epidemics. Proceedings of the royal society of london. Series A, Containing papers of a
mathematical and physical character, 115(772), 700-721.

Lu, Q. (2009). Stability of SIRS system with random perturbations. Physica A: Statistical
Mechanics and Its Applications, 388(18), 3677-3686.

Miao, W.-C. (2004). Quadratic variation estimators for diffusion models in finance. University
of Southern California.

Neal, R. M. (2003). Slice sampling. The annals of statistics, 31(3), 705-767.

Oksendal, B. (2013). Stochastic differential equations: an introduction with applications. Sprin-
ger Science & Business Media.

OMS. (2021). Coronavirus. Descargado de https://www.who.int/es/health
—-topics/coronavirus#tab=tab_1

Rincén, L. (2006). Introduccion a las ecuaciones diferenciales estocasticas. UNAM. México.

Stewart, J. (2012). Cdlculo de varias variables: trascendentes tempranas (Inf. Téc.). Cengage
Learning.

Tornatore, E., Buccellato, S. M., y Vetro, P. (2005). Stability of a stochastic SIR system. Physica
A: Statistical Mechanics and its Applications, 354, 111-126.

66


https://www.who.int/es/health-topics/coronavirus#tab=tab_1
https://www.who.int/es/health-topics/coronavirus#tab=tab_1

Referencias Referencias

Zhao, Y., y Jiang, D. (2014). The threshold of a stochastic SIS epidemic model with vaccination.

Applied Mathematics and Computation, 243, 718-727.
Zill, D. (2009). Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado. Thomson Learning.

67



	Resumen
	Agradecimientos
	Introducción
	Fundamentación teórica
	Sistema dinámico
	Modelos compartimentales
	Modelos epidemiológicos
	Modelo SIS determinista
	Modelo SIS estocástico
	Virus SARS-CoV-2

	Revisión bibliográfica

	Objetivos
	Objetivo general
	Objetivos específicos

	Metodología
	Ecuaciones diferenciales
	Clasificación de ecuaciones diferenciales
	Ecuaciones diferenciales estocásticas

	Procedimientos de estimación y aproximación en ecuaciones diferenciales
	Método de Euler
	Método Euler–Maruyama
	Cadenas de Markov

	Modelo estadístico en el proceso de calibración   
	Modelo de calibración determinista
	Modelo de calibración estocástica
	Metropolis–Hastings
	Hamiltonian Monte Carlo (HMC)
	No U-Turn Sampler (NUTS)
	PyMC 3


	Base de datos y validación
	Base de datos
	Validación
	Validación del proceso de calibración para el modelo determinista
	Validación del proceso de calibración para el modelo estocástico


	Resultados
	Estimación de parámetros para el primer período  
	Estimación determinista
	Estimación estocástica

	Estimación de parámetros para el segundo período  
	Estimación determinista
	Estimación estocástica

	Estimación de parámetros para el tercer período  
	Estimación determinista
	Estimación estocástica

	Estimación de parámetros para el cuarto período  
	Estimación determinista
	Estimación estocástica

	Estimación de parámetros para el quinto período  
	Estimación determinista
	Estimación estocástica

	Comparación de estimaciones

	Conclusiones
	Código
	Referencias

