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Introducciéon

La teoria de supercaracteres fue introducida en el ano 2008 por P. Diaconis y
I. M. Isaacs [2], y corresponde a una generalizacién de la teoria ordinaria de Ca-
racteres. La teoria de supercaracteres tiene como fuente inspiradora los trabajos
de André [3] y Yang [4], sobre la clasificacién de los caracteres irreducibles del
grupo unipotente finito.

El grupo unipotente finito es un grupo de suma importancia en la teoria
de grupos clasicos. Clasificar sus representaciones irreducibles es un problema
no resuelto a la fecha. Los trabajos de Andre y Yang estudian los caracteres
irreducibles de estos grupos. Dada la imposibilidad de tener formulas para el valor
de sus caracteres, ellos introducen cierta particién del conjunto de sus caracteres
irreducibles y de sus clases de conjugacién. De este modo obtienen los valores
de ciertos supercaracteres (sumas de los caracteres de cada particién) sobre las
particiones de las clases. Cada una de estas sumas se llaman supercaracteres y
cada elemento de la particion del conjunto de clases se llama una superclase.

En estos ultimos anos la Teoria de supercaracters a llamado la atencion de
numerosos matematicos y es un campo de investigacién muy activo. Ademas se
conecta sorprendentemente con teoria de nimeros [6], teoria de codigos [8] y
ciertas trazas de Markov [9].

Una manera de construir una teoria de supercaracteres de un grupo dado es
mediante un teorema de Brauer [5] (Teorema 6.32 y Corolario 6.33) . Esta teoria
de supercaracteres construida a partir de este teorema de Brauer a resultado ser

muy eficiente, ver por ejemplo [7].
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En esta tesis construiremos, usando el teorema de Brauer, una teoria de super-
caracteres del grupo de cuaterniones generalizados. Nuestra construccién, hasta
donde sabemos, no se encuentra en la literatura.

El Grupo de Cuaterniones Generalizado, denotado por Q4 y de orden 4m,
es definido como un cociente entre el producto semi-directo Zsm X Z4 de los
grupos Zoy v Z4 con el subgrupo K := {(0,0)7 (m,Q)} de Zom X Zy4 y donde
@ : Zy — Aut(Zom ) esta dado por b — @y, , con @y(c) = (—1)Pc.

De modo resumido, el objetivo principal de esta tesis es construir y estudiar
en general la teoria de caracteres y la teoria de supercaracteres para el grupo
de cuaterniones generalizado. Mas precisamente, se usard la maquina de Mackey
para la construccién de los caracteres irreducibles de Q4. Posteriormente se
considerard los automorfismo del grupo Q4m, y a través del teorema de Brauer
se obtiene una particién de conjunto de caracteres irreducibles Irr(Quy) v del
conjunto de clases de conjugacion de Q4m, los cuales son llamados supercaracteres
y superclases de Q4m, calculando esto, obtenemos una teoria de supercaracteres
para Q4m.

El esquema de la tesis, serd indicado como sigue: El primer capitulo, corres-
ponde a los preliminares el cual aborda tanto definiciones como notaciones que
usaremos en los capitulos posteriores. Ademas se incluyen dos secciones, una de
teoria de grupos abordando grupos de automorfismos, acciones de grupos, pro-
ducto semi-directo y presentaciones de grupos; y otra seccién, de representaciones
de grupos, incluyendo Teorema de Maschke, que nos asegura la descomposicion
de una representacion en suma directa de representaciones irreducibles y Lema
de Schur, que nos permite estudiar la irreductibilidad de una representacion. En
el segundo capitulo, estudiaremos en una primera seccion las propiedades de la
Teoria de Caracteres, caracteres inducidos y la maquina de Mackey, la cual per-
mite construir todos los caracteres irreducibles de un grupo G = A x H a partir
de subgrupos A y H de G, con A conmutativo. En la segunda seccién, intro-

duciremos la Teoria de Supercaracteres, abordando sus principales propiedades.
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También recordamos el teorema de Brauer relativo a la accién de un grupo de
automorfismos sobre los caracteres irreducibles y clases de conjugacién. Y por
ultimo un tercer capitulo, en el cual se estudia en una primera seccién, de mane-
ra concisa todo lo referido al grupo de cuaterniones de 8 elementos y construir una
teoria de supercaracteres Qg, a base de la teoria de caracteres, mostrando ademas
la tabla de supercaracteres de este grupo. Cabe senalar que para usar el teorema
de Brauer tuvimos que calcular el grupo de automorfismo de Qg (Ver 3.1). La
segunda seccién corresponde al estudio de una teoria de supercaracteres de Q4.
Asi, primero determinamos las clases de conjugacion y la teoria de caracteres or-
dinaria de Q4 (ver Teoremas 3.5 y 3.7), para posteriormente construir la teoria
de supercaracteres de Q4. También se explicita la tabla de supercaracteres de
Q4m. Por tltimo hemos incluido una serie de conjeturas que relacionan el grupo
de cuaterniones generalizado con el grupo Diédrico. Estas conjeturas dardan una
manera de construir una teoria de supercaracteres del grupo Diédrico a partir de
la teoria de supercaracteres del grupo de cuaterniones generalizado.

A modo de conclusién y resumen, podemos decir que hemos construido una
teoria de supercaracteres del grupo de cuaterniones clasico y el grupo de cuater-
niones generalizados. Cabe destacar que esta iltima construcciéon no se encuentra
en la literatura corriente. Ademas, hemos planteado varias conjeturas sobre una
teoria de supercaracteres del grupo Diédrico, las cuales nos parecen de particular
importancia y tampoco se encuentran en la literatura.

El presente trabajo de tesis fue parcialmente financiado por el proyecto FON-

DECYT No. 1141254 y DIUV 11-2011.



Capitulo 1

Grupos y Representaciones de Grupos

1. Preliminares de Teoria de Grupos
1.1. Grupo de Automorfismos. Recordemos que un automorfismo de un

grupo G, es un homomorfismo biyectivo de G en si mismo.

Notacién 1.1. Denotaremos Aut(G) el conjunto de todos los automorfismos

de G.

En Aut(G) tenemos una estructura de grupo con la compuesta usual de fun-

clones.

Proposicién 1.1. Sean g € G y f € Aut(G), entonces se tienen las siguientes

propiedades:
1. G = <g> si, y solo si G = <f(g)>,

2. Si el orden de g en n, entonces el orden de f(g) es n.

Definicién 1.1. Sea G un grupo, g € G. Sea Iy € Aut(G) definida por

I4(x) = gxg'. Iy se llama automorfismo interior asociado a g.

Observaciéon 1.1. Si G es abeliano, tenemos que para todo g y x se tiene
Ig(x) = gxg™' =gg 'x =x,
es decir, si G abeliano I4 es la identidad para todo g € G.
Notemos que el conjunto Int(G),

Int(G) :={Ig € Aut(G) : g € G},

tiene estructura natural de grupo. En efecto, Int(G) es un subgrupo de Aut(G).

9
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Es facil ver que la asignacién g ~ I4 define un homomorfismo f : G —
Int(G). Noétese que Ker(f) = Z(G) y Im(f) = Int(G) entonces por el primer

teorema del isomorfismo se tiene que
G/Z(G) ~ Int(G)

Proposicién 1.2. Sean G y H grupos. Sea f : G — H wun isomorfismo,
entonces Aut(G) ~ Aut(H).

DEMOSTRACION. Sea @ : Aut(G) — Aut(H) definida mediante
o(g)=f'togof paratodo ge& Aut(H).

Es facil ver que @ es un homomorfismo. Notar que f! o go f = Idy si y sélo
si g = Idg, luego Ker(op) = {Idg}, entonces @ es inyectiva. Solo basta ver
que Im(¢@) = Aut(H). Es claro que Im(¢@) C Aut(H), ahora sea h € Aut(H),
h € Im(¢) si y sélo si existe g € Aut(G) tal que @(g) = h, luego basta tomar
g=fohof!tal que p(fohof!) =h. Por lo tanto, ¢ es epiyectiva. Luego,
Aut(G) ~ Aut(H). O

1.1.1. Automorfismos del grupo de enteros médulo n. Sea n € N.

Como es usual denotaremos por Z, el grupo de enteros méduloc n, es decir:
Zn=1{0,1,...,n—1}

Recordemos también que Z, es un monoide con el producto de enteros modulo

n, denotaremos por Z.: el grupo de unidades de Z,,.

Proposicién 1.3.

Aut(Z,) ~ 7

oy
DEMOSTRACION. En efecto, dado a € ZX, se define la funcién ¢q :— Z,,
mediante
Pa(x) = ax.
Es claro que ¢, es un homomorfismo. Ademas como a es invertible resulta claro

que ¢q es también invertible y ¢! = dg1. O
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También cabe destacar que la proyeccién natural 7t de Z,, sobre Z,, respeta

unidades, esto es

Proposicién 1.4 ([15)). n(Z)) =7, donde m divide a n. Asi, Aut(Zy) se
proyecta en Aut(Zy,).

Este ultimo resultado serda usado mas adelante.

1.2. Accion de Grupo. Sean G un grupo y X un conjunto no vacio. Se
dice que G actiia sobre X, o que X es un G—espacio si existe una funcién de G x X
en X, donde (g,x) — g - x, tal que:

1. g-(h-x)=(g-h)-x, para todo g,h € G y para todo x € X

2. e-x =X, para todo x € X.

Notemos que una accion define una relacién en X, dada por:

x~7Yy siysolosiexiste geG talque g-x=y (1.1)
Proposicién 1.5. ~ es una relacion de equivalencia.
Recordemos algunas definiciones sobre acciones de grupos.

Definicién 1.2. Sea X un G—espacio y x € X.
1. Se define el estabilizador de x en G como
Estg(x) = {g eG: g-x:x}
2. Se define la orbita de x como

Ox={g-x: geG}
Observacion 1.2. Notemos que las orbitas son las clases de equivalencia de
la relacién (1.1), luego tenemos que

x=]Jox

x€R

donde R es un sistema de representantes.
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Proposicién 1.6. El conjunto Estg(x) es un subgrupo de G.

Note, que G actua naturalmente en G/Estg(x) con la accion

g- (hEstG(x)) = (gh)Estg(x).

Luego, tenemos la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.7. Si X es un G—espacio, entonces X es G—isomorfo con
G/Estg(x). En particular, si G es finito tenemos:

G|

——— = |O].
Esta ()] 0!

Definicién 1.3. Un G-espacio se dice transitivo si posee una sola orbita.

Ejemplo 1.1 (Accién por conjugacion). Consideremos X = G y la accién por
conjugacion de G sobre G, tenemos
GxG — G
(g,h) — g-h=ghg!

Dado h € G, la érbita de h estd dada por

On={g-h:geG}={ghg': geG}

Es decir los elementos de Oy, corresponden a todos los conjugados de h. Usual-

mente Oy, se denota C(h) y se llama clase de conjugacién de h.
Esta(h) ={g€G :g-h=h}={geG : ghg ' =h}

en otras palabras, el estabilizador de h en G es el subgrupo, llamado centralizador
de h en G, y se suele denotar Cg(h). Notar que (),.q Cg(h) es igual al centro
Z(G) de G.

Observacién 1.3. Recordar que los conjugados de un ciclo en S,, tienen una

facil descripcion: Para o € S,, tenemos

—1

o(x1Xo - xn)o ~ = (0(x1)o(x2) - 0(xn)). (1.2)



1. PRELIMINARES DE TEORIA DE GRUPOS 13

La ecuacién (1.2) implica que dos permutaciones son conjugadas si y sélo si
tienen la misma estructura ciclica. Esto permite describir de manera sencillalas
clases de conjugacién de S;,. Mas atn, ellas estan parametrizadas por las parti-

ciones de n.
Ejemplo 1.2. Ejemplifiquemos la accién por conjugacion para el grupo
Sz ={(1), (12), (13), (23), (123), (132)}.

Las particiones de 3 son:
324114141,
luego las estructuras ciclicas de S3 son:

3 = ()
(2,1 «— ()0
(LL1L) «— ()(0)

Por lo tanto, las clases de conjugacion de S3 son:

0(1) = {(1)}
Ouzy = {(12),(13),(23)}
Onazy = {(123), (132)}

Ejemplo 1.3. Sea Qg el grupo de cuaterniones de orden 8, esto es
Qs = {1,i,j,k,—1,—i,—j, —k}.

(més adelante, estudiaremos con detalle este grupo). Consideremos la accién por
conjugacion de Qg sobre Qs. Dado x € Qg, la clase de conjugacion de x es dada

por:

C(x) = {gxg': geG}
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Un calculo directo muestra que las clases de conjugacion de Qg son:

c1) = {1

c¢i) = {{, -1

cG) = .-} (1.3)
(-1 = {-1

Ck) = {k,—k}

1.3. Producto Semi-Directo. Recordar que G se dice que es el producto
directo (interno) de dos subgrupos normales H, K si, y sélo si,
1. HNK ={e}
2. HK = G.

Una generalizacion natural de esta situacion es suponer que sélo uno de los

subgrupos es normal.

Definicién 1.4 (Producto Semi-Directo). Diremos que G es un producto
semi-directo de H con K, denotado H x K, si:
1. HLG,
2. HK = G,
3. HNK ={e}.

Dados dos grupos H,K y ¢ un homomorfismo del grupo K en Aut(H). Es-

tudiaremos como construir un grupo que sea producto semi-directo de H con

K.

Definicién 1.5. Sean H,K grupos y sea ¢ : K — Aut(H) un homomor-
fismo. Denotaremos @ = @(k) para todo k € K. Definamos, sobre el producto

cartestano H x K, el siguiente producto:
(h1, k1) (ha, ko) = (h1 @y, (ha), kiks) (1.4)

Lema 1.1. El producto definido en (1.4) define una estructura de grupo en

el conjunto H x K.
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DEMOSTRACION. Sean h;, hy, hs € H v ki, kg, k3 € K, entonces

((hi,ki)(hg, ko)) (ha, k3) = (hi@y, (ha), kiks)(hs, ks),

h @y, (ha2) @k, x, (h3), kikaks),

h1 @, (h2) @x, (@, (hs)), kikaks),
hi, @k, (ha@i, (ha)), kikaks),

hy, k1) (ha@y, (hs), koks),

hy, ki) ((he, ko) (hs, ks)).

Es claro que eyxx = (en, ex) ya que

(h,k)(en, ex) = (hoy(en), kex) = (h, k)

y
(en, ex)(h, k) = (en@e, (h), exk) = (h, k)
Por 1ultimo, notemos que
(ha k)_l = ((Pk*1 (h_l)a k_l)a (15>
pues
(h, k) (@1 (K1), k1) = (hor(@r-1(h™H), kk ™) = (en;, ex)
y
(@1 (R, k(M k) = (@1 (WD ek(h), k%) = (en, ex).
Esto demuestra que el producto definido en (1.4) da estructura de grupo al
conjunto H x K. Denotaremos este grupo por H x K. 0

Teorema 1.2 (Producto Semi-Directo). Tenemos que
G = (H x{ex}) x ({en} x K).
DEMOSTRACION. Es claro que
(H x {ex}) N ({en} x K) = (en, ex) = {enxxl,
y también G = (H x {ex})({en} x K), pues

(h,ex)(en, k) = (h@e(en), exk) = (h,k) € H x K.
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Basta demostrar que (H x {ex}) <H x K = G. Para esto tenemos:

(hi, k) (ho,ex)(hi, k) ™! = (hi@k(hs), kex) (@1 (hi '), k™),
= (hiox(ha)@i(@x-1(hy')), kk™),
= (hiex(ha)hi!), e) € H x {ex}.

Por lo tanto G = (H x {ex}) ¥ ({en} x K). O

Notemos que H es isomorfo de manera natural al subgrupo H x {ex} de G,
mediante (h,ex) — h, andlogamente para K con {ey} x K. Asi, H y K pueden
ser mirados como subgrupos de G y por lo tanto diremos que G es un producto

semi-directo de H con K y escribiremos

G=HxK. (1.6)

Observacién 1.4. Notar que si @ es trivial, entonces H x , K es el grupo del

producto directo H x K con el producto por componentes.

Ejemplo 1.4. Consideremos los grupos Zon, v Zs y definamos ¢ : Zy —>
Aut(Zom), por b — @y, donde @y, es definida mediante @y (c) = (—1)®c. Luego,

G := Zom X Z4 es un producto semi-directo con el operacion
(a,b)(c,d) = (a+ (—1)°c,b+d) (1.7)

donde (a,b), (c,d) € G. Este grupo serd usado méas adelante el grupo de cuater-

niones generalizado.

1.4. Presentacién de Grupo. Una presentacién, es una forma de definir
unicamente un grupo mediante la especificacién un conjuntos de generadores y
un conjunto de relaciones. De modo preciso, sea G un grupo y X un conjunto de
generadores de G y denotemos por L(X) el grupo libre generado por X. Sea R
un conjunto de relaciones, es decir igualdades entre elementos del grupo G y R

denota la clausura normal® de R.

'Definicién clausura normal: R es el subrupo normal de G mas pequeiio que contiene a R.
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Definicién 1.6. Diremos que un grupo G tiene la presentacion <X : R> St

G ~ L(X)/R.

Escribiremos G = <X : R>. En caso que X y R sean conjuntos finitos, se dice

que G es finitamente presentado.

Observacién 1.5. Intuitivamente, si G tiene una presentacion <X : R>
significa que G es el grupo mas grande que puede ser generado por X tal que las

relaciones R son validas.

Ejemplo 1.5. Paran > 1. S,, tiene la siguiente presentacién
(si)2=1
Sn = S1,82,...,8n—1 + SiSiy18i = Si+18iSi+1;1 <1< —2 (18)
si8j = sjsi, 1—jl > 2

Ejemplo 1.6. El grupo diédrico D,,, de orden 2n, corresponde al grupo de

simetria de un poligono regular (rotaciones y reflexiones); es presentado por

Dh=(rs:1h=¢s’=¢/(st)’=e¢).

Ejemplo 1.7. El grupo ciclico de enteros modulo n, puede ser presentado

por

Teorema 1.3. Sea G = <X : R> y H un grupo arbitrario. Sea @ : X — H.
Entonces, existe un homomorfismo @ : G — H que extiende a @, si y solo si

toda relacion:
X[t-xtr = e, implica @(x1)™ -+ @(xm)™ = e, (19)
donde x; € X, vy = £1,1,2,...,m.

Ejemplo 1.8. Cosideremos el grupo de cuaterniones Qg (ver Ejemplo 1.3) y
el grupo G definido por:

G=(a,b: a'=ea’b?=¢ebab 'a=c¢)
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Sea @ : G — Qg definido por: @(a) =1, @(b) =j. En virtud del Teorema 1.3 ¢

es un homomorfismo dado que:

@(bab'a) = @(b)e(a)e(b) te(a) =jij ti=1

En consecuencia, Qg es presentado por
(a,b : a'=e,a®b?=¢ebab la=e¢)

2. Representaciones de Grupos

2.1. Representaciones. De ahora en adelante los grupos considerados son
finitos y todos los espacios vectoriales considerados son sobre C y de dimension

finita.

Definicién 1.7. Una representacion (lineal compleja) es un par (V, p) donde
V un C—espacio vectorial de dimension finita y p : G — GL(V) es un homo-

morfismo. Usaremos la notacion pg para la imagen de g por p.

p: G — GL(V)

g — Pg

El grado de la representacion (V,p) es la dimension de V. Recuerde que si

dim V = n, entonces GL(V) es isomorfo a GL,(C).

Definicién 1.8. Sean (V,p) y (W, o) dos representaciones de G. Diremos
que ellas son G—isomorfas o equivalentes si existe un C—isomorfismo & de V en

W tal que og 0 & = b o pg. Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

v w

v w

También, ¢ se suele llamar un entrelazamiento de (V,p) con (W, o).
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Notacién 1.2. Homg(V, W) denotara el C—espacio vectorial formado por
los entrelazamientos de V con W y si V = W denotaremos Homg (V, W), simple-
mente por Endg (V).

Notar que Homg(V, W) es un subespacio de Hom(V, W).

Definicién 1.9. Sean U un subespacio vectorial de V y (V,p) una represen-
tacion de G.
1. Diremos que U es G—estable si pg(U) C U para todo g € G

2. (V,p) es irreducible si los unicos subespacios G-estables son los triviales.
Es decir, {0} y V

3. Si (V,p) no es irreducible se dice reducible.

Proposicion 1.8. Sea ¢ € Homg(V,W). Tenemos:

1. ker ¢ es un subespacio estable de V

2. Im¢ es un subespacio estable de W.

Notacion 1.3. Para un grupo G denotaremos por G todas las representa-

ciones irreducibles de G, salvo isomorfismo. También, G suele llamarse dual de

G.

Proposicién 1.9. G es abeliano, si y solo si, G estd constituido por los ele-

mentos de dimension 1. Mds ain, |G| = |G|

Observacién 1.6. Si U es G-estable, entonces tenemos la representacién:
p: G — GLU
g — pg: U — U
u — (pg)(u) = pglu)

Asi, todo subespacio estable define una representacion.

Ejemplo 1.9. Sea G un grupo finito, V es un C—espacio vectorial de di-
mension 1, la representacion definida por pg = 1y para todo g € G se llama

representacién trivial de G.
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Ejemplo 1.10. Consideremos el grupo ciclico Z,,. Si p es una representacion
de dimension 1 de Z,, entonces p : Z, — C*. Asi, como es ciclico, generado
por 1, se sigue que p queda completamente determinado conociendo p(1). Ahora,
p(0) =1, pero p(0) = p(nl) = p(1)™. Luego p(1) es una una raiz n—ésima de la
unidad. Por lo tanto, tenemos n representaciones de dimension 1 de G, las cuales
son determinadas por las raices n—ésimas de 1. Mas precisamente, para cada w

rajz n—ésima de 1, w determina la representacién p., definida como py (1) = w.

Notacién 1.4. Mas adelante se usara la siguiente notacién para las represen-

taciones de dimension 1 de Z,,: Para 1 < s < n, e definido por:

es : Lg — Cx*

k > egk)=e" s =e1

Proposiciéon 1.10. El numero de representaciones de dimension 1 de G es

igual al cardinal de G/[G, G].

DEMOSTRACION. Note que el grupo cociente G/[G, G] es abeliano, en conse-
cuencia toda representacion irreducible de G/[G, G] es de grado uno (ver Propo-
sicién 1.9). Veamos, que hay una correspondencia biyectiva entre las representa-
ciones de grado 1 de G y las de G/[G, G], de donde se sigue la afirmacién.

Sea m: G — G/[G,G] la proyeccién candnica. Sea p : G — C* es
una representacion de G, como G/[G, G] es abeliano, se tiene p(xyx~'y~!) =
p(x)p(y)p(x)tp(y)~t, donde x,y € G, por lo tanto [G,G] C ker(p), y por los
teoremas del isomorfismo se induce un morfismo p’ : G/[G, G] — C! tal que

p'om=p.

G —— G/I[G, Gl

(CX
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Reciprocamente, dada una representacién de grado 1, vy : G/[G, G] — C*,
la composiciéon y o 7t es una representacion de G. Luego, la correspondencia es

biyectiva, esto concluye la demostracion. 0

Ejemplo 1.11. Tenemos que [S,,,S,] es el grupo alternado A,. En conse-
cuencia, el grupo simétrico S;, solo posee dos representaciones de dimension 1,
la representacién trivial y la representacién signo Sg, donde Sg(o) : S,, — C*,

definida por o —— Sg(o) donde Sg(o) es el signo de la permutaciéon o € Sy,.

2.2. Construcciones Genéricas de representaciones. Sean (V,p) y

(W, o) dos representaciones de G. Tenemos:

1. La representacién suma directa (V & W, p @ o) de p con o estd definida

por:
(p®o)g(vdw) =pg(v)®ogw) (geG)

2. La representacién producto tensorial (VRW, pR0o) de p con o estd definida

por:
(p®0o)g(vew)=pg(v)@og(w) (g€G)

3. La representacion dual (V*, p*) de p es la representacién definida como:
py=Tfop,' (feV*geQG)

Ejemplo 1.12. Sea Cy; x Cy llamado el grupo de Klein, producto directo de
dos copias del grupo ciclico de 2 elementos Cy := (t : t* = 1). Luego, p; ® pj es

el producto tensorial de las representaciones py, ps de Cs, v
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2.3. Teorema de Maschke y Lema de Schur. Los teoremas fundamen-
tales de la Teoria de representaciones, son el Teoremas de Maschke y Lema de
Schur. El teorema de Maschke, nos asegura la descomposiciéon de una represen-
tacion en suma directa de representaciones irreducibles, y el lema de Schur nos
permite estudiar la irreducibilidad de una representacion.

Los siguientes lemas, son requeridos para la demostracion del Teorema de

Maschke.

Lema 1.4. Sobre toda representacion (V,p) existe un producto escalar her-
mitiano ( , ) que es G—invariante. Es decir (pg(u), pg(v)) = (u,v), para todo

u,vevV,gedG.

DEMOSTRACION. Como V es un C—espacio vectorial de dimensién finita,
entonces existe un producto escalar sobre V, digamos [ , ] : V. xV — C.
Definimos (, ) de V x V en C, como sigue

<LL, V> = Z [pg(u)a pg(V)]
geqg
(, ) es G—invariante. En efecto

(pg(w),pg(v)) = D Ipn(pg(w)), prlpg(v))]

heG

= Y [png(w), prg(v)].

heG

Pongamos ahora g’ = gh, luego

<pg(u)apg(\))> = Z [pgf(u),pg/(\))]

O

Lema 1.5. Toda subrepresentacion W de V tiene un complemento W’ estable.
Es decir,

V=WaW
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DEMOSTRACION. Sea (V, p) una representacién de G con un producto escalar
hermitiano G—estable (, ). Sea W/ = W+ entonces V. =W & W+ (descompo-

sicién como espacio vectorial). Solo basta ver que W+ es G—estable por (, ).
wWt=HheV: (uv)=0}
Seav € V y por Lema 1.4 tenemos para todo w € W

(), W) = (03 (pg()), pg" (W)

= (v,pg'(w))
= O,
dado que p;l(w) € W. Luego W es G—estable. O

Teorema 1.6 (Teorema de Maschke). Toda representacion de G es suma

directa de representaciones irreducibles de G. Es decir:
V=W oWo®: - - ®&W,

DEMOSTRACION. Sea (V,p) una representacién de G. Usaremos induccién
sobre n, donde n =dimV. Sin =1 = dimV, este caso es trivial. Sunpongamos
ahora que el teorema de verdadero para dimensién menor n. Si V es irreducible,
esta listo. Si V es reducible entonces existe W G—estable de V tal que dim V # 0, n
por Lema 1.5

Ve =WaW.

Como W tiene dimensién < mn, por hipétesis de induccion se sigue que W' es
suma directa de representanciones irreducibles de G. Idemticamente, como W'
tiene dimensién < n, por la hipétesis de inducciéon, W’ es suma directa de repre-
sentaciones irreducibles de G. Por lo tanto, V es suma directa de representaciones

irreducibles de G. O

Lema 1.7 (Lema de Schur). Sean (V,p) y (W, o) dos representaciones irre-
ducibles de G. Si & € Homg(V, W) entonces:

1. ¢ es isomorfismo o bien & =0
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2. Si las representaciones (V,p) y (W, o) son iguales, entonces ¢ es una

homotecia.

DEMOSTRACION. Supongamos que ¢ # 0. Como ¢ € Homg(V, W), ker ¢ es
un subespacio estable de V, como V es irreducible, tenemos que ker ¢ es 0 o V,
pero ¢ # 0 entonces ker & = 0; por lo tanto, ¢ es inyectiva. Similarmente, Imd¢
es un subespacio estable de W, como V es irreducible, tenemos que Im¢ es 0 o
W, pero ¢ # 0 entonces Imd = W. Por lo tanto, ¢ es epiyectiva. En conclusion,
® es un isomorfismo.

Para la segunda afirmacién, demostramos que ¢ es una homotecia, es decir,
que existe un A € C tal que ¢(v) = Av para todov € V. Como V es un C—espacio
vectorial, sea A un valor propio de ¢ entonces ¢ — Aldy € End(V) es singular,
por el item 1. tenemos que ¢ —Aldy = 0. Es decir, ¢ = Aldy entonces ¢(v) = Av
para todov € V. O

Teorema 1.8. Toda representacion V de G tiene una descomposicion
V=mVidomyVo® ---Pdm,V,

donde los Vi son irreducibles pero no isomorfos entre si y miVy denota la suma

directa de m; sumandos de V.

Definicién 1.10. m; del teorema anterior, se llama multiplicidad de Vi en

V. La componente isotipica de tipo Vi en V es ®m;V;.

Ejemplo 1.13. Sea G el grupo ciclico con n elementos Z/NZ y w raiz n—ési-

ma de la unidad. Sea p,, definido como sigue:

pw : G — C*

t — w

Asi, Q,, = {pw © W es una raiz n — ésima de la unidad } C G. Por el criterio

de completitud, tenemos

Gl =) (dimm)*

neG
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Luego G= {pw T wWE Qn}

Observacién 1.7. Consideramos I(G) el conjunto de todas las representa-
ciones de G, tenemos en este conjunto una relacién de equivalencia definida por:
(V, p) es equivalente a (V’, p’) si ellas son isomorfas.

Los problemas fundamentales de la teoria de representaciones de grupos son:

e El primer problema importante es describir I(G)/ ~, lo cual se reduce a
describir G
e Dada un representacion (V,p) de G, hallar la descomposicién en irredu-

cibles de V

e Construir explicitamente los elementos de G.

2.4. Representaciones Naturales de un Grupo. Si G actia sobre X
entonces podemos construir una representacién asociada a esta accion, la cual se
llama representacion natural asociada al G—espacio X. Mas precisamente, consi-

deremos el C—espacio vectorial V = F(X), es decir:
F(X):={f: X — C : funcién},
Ahora, construimos una representacién (F(X), p) de G, mediante:

(pgf)(x):=f(g~'-x), con xe€X,feF(X),geGq

Observacién 1.8. Tenemos que dimV = |X|. Mds aun, una base de V es

{6X X E X} donde 6, es la funcion delta de dirac, es decir:

1 ;x=vy
0 ,x#Yy

Note también, que para todo x € X'y g € G, se tiene:

6X(y) =

pg(éx) = 69-7(

Definicién 1.11. La representacion (F(X),p) de G se llama representacion

natural de G asociada al G—espacio X.
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Proposicion 1.11. Sean Xq, Xs, ..., X las orbitas asociadas a las accion de

G sobre X. Tenemos:
F(X) ~ F(X1) @ F(Xs) ®--- @ F(Xy)

Proposicién 1.12. Si Xy y Xy son dos G—espacios, entonces las representa-

ciones F(X1) @ F(X2) y F(X; X X3) son equivalentes.

Para X = G, tenemos que G actia sobre si mismo de dos formas:

1. La accién por traslacién(izquierda):
g-x=gx, con ¢g,x€@G

2. La accién por conjugacién:

g-x=gxg ', con g, x€G

Note, que la accién del item 1. es transitiva y se llama Representacion regular
de G. Y tenemos:
F(G) = P (dimm)m
neG
Es decir, en la descomposicién de irreducibles de G aparecen todas las irreducibles

del grupo G. Mas atn, aparecen cada una de ellas tantas veces como su dimension.

La accion del item 2. da lugar a la Representacion conjugacion de G. Segun
la Proposicién 1.11 y dado que las érbitas son las clases de conjugacion, digamos

Cq,Cy,...,C, de G. Tenemos:

Observacién 1.9. Hasta donde se, no se conoce la descomposicién de F(G)

en irreducibles.
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V = F(X) esta provisto de un producto escalar hermitiano G—estable:

(,) : VxV — C

(1.10)
(f;h) — (f,h) = 5q 2 cex F(X)N(X)

Notacién 1.5. L?(X) significa F(X) provisto del producto escalar hermitiano

anterior.

Notar que L?(X) tiene como subrepresentacién de dimensién 1 a Uy = {f :

f constante} subespacio G—estable. Entonces tenemos:
*(X)g=Uyp U
Asi, U tiene dimensién |X| — 1.
Observacion 1.10. U es siempre irreducible.

En general,

U = {fel*X) : (f,g) =0, paratodog € U},

(X)
= {fel*X) : (f,1) =0},
= {fel®(X) : g7 X ex FO)I(x) =0},
= {fel’(X) : L exflx) =0}

Recordemos que F(X) = L2(X) tiene una base canénica {6X X E X}. Una base

para U es {6X0 —0x I Xo F x} con Xg fijo.

Ejemplo 1.14. Consideremos el grupo Sz, el conjunto Q3 = {1,2,3} y la
representaciéon natural (F(Qs), p) de Ss, donde F(Qj3) = L2(Q3) provisto de un
producto escalar hermitiano (ver ecuacién (1.10)). Luego, por la observacién an-
terior, tenemos

[2(Q3) =Uyd U
donde U, es una subrepresentacién de dimensién 1 y U una subrepresentacién de
dimension 2. Luego, una base para U seria {61 —0x 1 1# x} con 1 fijo, donde

{SX X E Qg} es base canonica de L2(Q3).



Capitulo 2

Teoria de Caracteres y Teoria de Supercaracteres

1. Teoria de Caracteres

1.1. Teoria de Caracteres. La teoria de caracteres es una herramienta

numérica creada para estudiar las representaciones (irreducibles) de un grupo.

Definicién 2.1. El cardcter de una representacion (V,p) de G es la funcidn

Xp : G — C definida por

Xo(9g) == tr(pgy) (g € G).

También, usaremos en algunos casos la notacion Xv, para denotar X,.

Notemos que X, (e) = dimV, pues p. es la funcién identidad Iy de V por lo
tanto, tr(pe) = tr(l,) = dim V. En el caso que dimV = 1, es decir, x,(e) = 1,
decimos que X, es un cardcter lineal.

El caracter X, es una funcién constante sobre las clases de conjugacién, es
decir

Xo(g) =Xo(hgh™!) para todoh € G
Si (V,p) v (W, 0) son dos representaciones isomorfas de G, entonces existe

un isomorfismo lineal ¢ de V en W, tal que pg = poog4o ¢!, para todo g € G;

entonces X,(g) = Xo(g). Méas atn, tenemos el siquiente teorema.

Teorema 2.1. (V,p) y (W, o) son dos representaciones equivalentes si y solo

st tienen el mismo caracter.

Proposicién 2.1. Sean (V,p) y (W, o) son dos representaciones de G. En-

tonces:

L. Xpeo =Xp + Xo
28
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2. Xpoo = XpXo

3. Xp(g7) =x,(9).

Ejemplo 2.1. Sea (L?(X),p) la representacién natural de G asociada al
G—espacio X (ver Observacién 1.8). Procedamos ahora a calcular el caracter x,
de p. Usando la base canénica de L?(X) y teniendo presente que py(8x) = 84.x, s€
sigue que el calculo de tr(pg) contribuyen solamente aquellos 0, tal que g-x = x.
Luego,

Xe(g) =Hx€X : g-x=x]]. (2.1)

Aplicando esta férmula al caso de la representacién regular (L%(G),T) de G, te-

nemos:

IG] si g=1
0 si g#1

XT(Q) =

Definicién 2.2 (Tabla de caracteres de G). Consideremos Cy,Cs, ..., Cy, las

clases de conjugacion de G y G = {pl, P2, ..., pm}, entonces la tabla de cardcter
de G es:
Cl .. Cl “ .. Cm
Xpl
ij ij(ci)
Xom

donde c; es elemento representante de la clase Ci y Xo,(ci) esta en la posicion
(3, 1).

Ejemplo 2.2. Consideremos C, el grupo ciclico de n elementos, es decir
Ch= <t i e> V Pk la representacion de dimension 1 obtenida en el Ejemplo
2.1. Entonces, como C,, es conmutativo se tiene que las clases de conjugacion de
C,, son {t*} con 1 < k < n. Luego, la tabla de caracteres de C,, se construye como

sigue. Cada w™ define el caracter lineal 7y, donde k =0,1...,n—1. Y tenemos
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(1) = Tr(pk (1) = tr(lpx(D)]1y) = tr((w*)') = (w*)'. Luego, graficamente la

tabla de caracteres.

0 1 i n—1
T
L P S L
Tlh—1

Definicién 2.3. x se llama cardcter irreducible si proviene de una represen-

tacion irreducible.

Notacién 2.1. Denotaremos por Irr(G) al conjunto de caracteres irreducibles

de G.

Formemos C(G) := {(p :G— C : ¢ funcién de clase}l. Notese que C(G)
es un subespacio vectorial de L2(G). Nétese que la dimensién de C(G) es igual
al ntimero de clases de conjugacién de G. Ademas, C(G) hereda el producto L2,
también llamado producto de Frobenius de L2(G):

(@,9) = |G,Z<p

geG

Observacién 2.1. Irr(G) es un subconjunto de C(G). Mas adelante veremos

que Irr(G) es una base ortonormal de C(G).

Sean Cy,C,, ..., Cy las clases de conjugacion de G. Como G = ]_[]f:l Cy,
tenemos

(@.9) = ,ZZ@

i=1 geCy

1

!Definicién funcién de clase: f(x) = gxg~' donde x, gxg~! estdn en la misma clase de

conjugacion.
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Ahora como @ y ¥ son funciones de clase, se sigue que

k
(08) = & Y IClo(edler

donde ¢; es un elemento fijo de C;.Por otra parte |G| = |C;||Cg(ci)|, donde Cg(cy)
denota el centralizador de ¢; en G. Luego, obtenemos la siguiente expresion para
calcular (@, 9):

= o(c)dc)

(09 =2 el

i=1
Proposicién 2.2. Irr(G) es una base ortonormal de C(G). Es decir, Irr(G)
es una base lineal tal que
1 =9

(p,9) = para todo @,V € Irr(G)
0 @#9

Ademas, note que el cardinal de Irr(G) es la cantidad de clases de conjugacion.

Sea (V, p) una representacion de G. Entonces, por el teorema de Maschke, se

deduce que:

V= @ M 7T (2.2)

nelr(G)
donde m,7t denota la suma directa @ - - - ® 7 (M, veces). Calculemos m, en

terminos de caracteres. Tener (2.2) implica

Xv= >  MuXn

nelrr(G)

Ahora fijando o € Irr(G), entonces Si X, € Irr(G), entonces

<XVaXG> = Z mn(Xran)
nelr(G)

:mT[

Maés ain, se puede deducir de la proposicién anterior los siguientes corolarios.
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Corolario 2.1. La multiplicidad m; de la representacion Vi en la represen-
tacion V es igual a (Xp,Xp,)- Ademds, las multiplicidades m;’s satisfacen la si-
guiente ecuacion

<Xanp> :m3+mg—|—+m]2<

Corolario 2.2. Sea (V,p) una representacion de G, es irreducible si y sélo
i (XpyXp) = 1.

Corolario 2.3. Seao € G. La multiplicidad de o en la representacion (L(G), T)

de G es igual al grado de o. En particular,

Gl=Y dim(e)= Y (x(1)

ocG oclrr(G)

1.2. Caracteres Inducidos y Reciprocidad de Frobenius. Considere-
mos ¥ un caracter de G, x € C(G) y H subgrupo de G, tenemos x| € C(H) es
un caracter de H. En esta seccién, la idea es estudiar el proceso inverso.

Dada una funcién de clase ¢ sobre H, queremos definir una funcién de clase

@€ sobre G. Para esto necesitamos primero introducir la funcién ¢°: G — C,

0 ¢(g) geH
¢ g —
0 g¢H
Definicién 2.4. Sea @° € C(H). La funcion ¢ € C(G) se define por:
¢ : G — C
g — |_]}” erG CPO(XQX’I)

Observacién 2.2. ¢%(1) = ¢(1)[G : H].

Sea ahora T un sistema de representantes®(derecho) de G segtin H,
G=][Ht (2.3)

donde Ht = {ht : h € H} subconjunto de G. Luego,

2un sistema de representantes T de G segin H, significa un T C G tal que G = ] [, Ht.
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Notese que

@’(htg(ht)~1)

1
1
H

HE T e
ZZ (htg(ht)™")

@(htg(ht)™!)  htg(ht)"* € H
0 htg(ht)~ ¢ H

33

Pero como ¢ es una funcién de clase de H, htg(ht)™! € H es equivalente a

tgt™! € H, se sigue que

¢’ (htg(ht)~

Es decir, °(htg(ht)™!) =

e(tgt™!) tgtteH

1y
) = 0 tgt!
gt— ¢ H

@°(tgt™!). Por lo tanto:

T Z D otgt ) =) @’tgt™)

teT heH geG

(2.4)

Teorema 2.2 (Reciprocidad de Frobenius). Sean ¢ € C(H) y ¥ € C(G).

Entonces

(09.9)g = (@, 9ln)y,

DEMOSTRACION. Tenemos

<(pG"9>G = |G|Z(p

geG

= |Z(Zcp (tgt™ >(9)

geG \geG

- rGrZ( |Z‘p "9"1>‘W

= m Z ¢"(xgx")(g)
g,xeG
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Pongamos y = xgx ™! y equivalentemente g = x'yx, luego

1 -
(0% = G > @ (YOxTyx)
x,yeG

— G L W)
x,yeG

— T X W)

yei
= <(p719|H>H

O
Corolario 2.4. Si @ es un caracter de H, entonces @S es un caracter de G.

DEMOSTRACION. @ es combinacién lineal de caracteres irreducibles de G,
es decir:

0= ) uxi,

xi€lrr(G)

con &y = <(PG,Xi>G- Por otra parte, para todo X|n es un cardcter de H. Lue-
go <(p,xi!H>H es un entero no negativo. Ahora, por Teorema 2.2 tenemos que
<(pG,xi> c = <(p,xi!H>H. Por lo tanto, @© es una combinacién lineal de ele-
mentos de Irr(G), donde los escalares de la combinacién lineal son enteros no

negativos. Asi, @€ es un caracter de G. 0

1.3. Caracter de L?(X). Sea ¢ = 1y el cardcter trivial de H y consi-
deremos T = {t{,...,t;n} un sistema de representantes de G segin H, G/H =
{H, Ht, ... Ht,.}. Sea g € G, entonces

e%(g)=) o'ltgt™ = ) 1
teT teT,tgt-1eH

Luego @S(g) =|{t € T : tgt~! € H}| = |[{tH € G/H : gtH = tH}|, puesto
que tgt™! € H es equivalente a gtH = tH. Entonces, usando (2.1), se obtiene la

siguiente proposicion.



1. TEORIA DE CARACTERES 35

Proposicién 2.3. Sea @ = 1y, entonces el cardcter inducido @€ es el ca-

racter de la representacion natural L2(G/H). Es decir,
<PG = X1L2(G/H)-
Corolario 2.5. 5i X es un G—espacio con k orbitas. Entonces
(X1z2(x),1lg) = k.

DEMOSTRACION. Sean Xi, ..., X las érbitas del G—espacio X. Tenemos L?(X)
oF L2(X;). Luego, (Xr2(x), lg) = Z]le (X12(x,): Lg ). Es claro que G actua tran-
sitivamente en cada Xj y Xr2(x) = Z]lexp(xi). Asi, si denotamos por H; el
estabilizador de un punto de la érbita X, tenemos que la representaciones natu-
rales L2(G/H;) y L2(X;) son equivalentes. Luego usando la Proposicién 2.3 y la

reciprocidad de Frobenius se tiene

k

Z <XL2(Xi)a 1G> = <1Elia 1>G = <1Hi’ 1H1>H =k.

i=1

O

Corolario 2.6. Sea X un G—espacio transitivo. Sea x € X y denotemos por

Gy el estabilizador de x € G. Si la accion de Gy sobre X tiene k orbitas, entonces
(X12(x), X12(x)) = k.

DEMOSTRACION. Tenemos x12(x) = (1§ ), pues L*(X) = L*(G/Gx). Luego,
usando la reciprocidad de Frobenius y el Corolario 2.5, se tiene:
(xrzix), X12x)) = (1€ ) xrzx) = ((La,)s (xi2x)) 6, ) = k.
0
Definicién 2.5. Sea X un G—espacio, con |X| = 2. Sea x € X y Gy el esta-

bilizador de x en G. Diremos que la accion es 2—transitiva si Gy actua transiti-

vamente sobre X — {x}.
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Ejemplo 2.3. La accién del grupo simétrico S, sobre Q,, = {1,...,n} es
2—transitiva. En efecto, sea x = n € X, entonces G, estabilizador de x en S,
todas las permitaciones que fijan a n, es isomorfo a S,,_;. Asi, G, actua tran-

sitivamente sobre X — {n}, equivalentemente S,_; actia transitivamente sobre

Qn,1 :{1,2, e, = 1}
Proposicién 2.4. Si G actia 2—transitivamente sobre X. Entonces
L2(X) = {1} & {1}

Equivalentemente {1}* es irreducible.
DEMOSTRACION. Consideremos
k
XL2(x) = Z mi7t,
i=1

donde 7; caracteres irreducibles de G. Entonces se tiene

K
<XL2(X)7XL2(X)> = Z mi,
i=1

Sea x € X'y Gy el estabilizador de x en G. Tenemos que xi2(x) = lgx, entonces

(XL2x) X2x)) = (16, 18,)

Ahora por hipotesis <1gx, 1gx> = 2 (ver Corolario 2.6). Luego se deduce que

k=2 U

Ejemplo 2.4. Tabla de caracteres de S3. Recordemos, por Ejemplo 1.2 que

las clases de conjugacion de Ss son:

Ci={(1)}; C2={(12),(13),(23)}; C3 = {(123),(132)}

Consideremos

l

1 :S — GLIC) =~ cC*
c — LIy=Id¢ : C—C

Z—Z
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Sg : S3 — GL(C) ~ C*
o — sg, : C—C

z+— sg(o)z

Ahora, por la Proposicon 1.10, que S3 tiene 2 representaciones de dimensién
1, pues el cardinal de S3/A3 es 2, donde A3 = [Ss3,S3] y por el Corolario 2.3,
IS3| =4 = 124+ 12 4+ 22. Ahora, solo basta considerar la representacién irreducible
de dimension 2 vista en el Ejemplo 1.14. Luego el caracter de la representacion

U es igual a X12(q,) — 1. Asi, tenemos la tabla de caracteres de S

C; C» Cs
xi |1 1 1
Xsg| 1 —1 1
xu|2 0 -1

En orden a traspasar de los caracteres irreducibles de un grupo G al cociente

G/N necesitamos introducir la siguiente definicién.

Definicién 2.6. Sea x caracter de G, se define kerx como

kerx ={ge€ G : x(g) =x(1}.

El siguiente lema, es de suma importancia, pues permite identificar de modo
eficiente los caracteres que pasan de un grupo a un cociente de él. De modo pre-
ciso, usaremos este lema para determinar los caracteres de grupo de cuaterniones

generalizado.

Lema 2.3. Sea N un subgrupo normal de G, con N C kerx. Entonces X es
constante sobre las clases N de G yX caracter de G/N es tal que X(Ng) = x(g) =
X(gN). Luego, x € Irr(G) entonces X € Irr(G/N).
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1.4. La maquina de Mackey. Sean H y A dos subgrupos de G, con A
normal en G. Consideremos las siguientes hipétesis:

(1) A es abeliano.

(i1) G es un producto semi-directo de A con H.

Veremos que los caracteres irreducibles de G pueden ser construidos a partir
de H y A. Més precisamente:

1. Como A es abeliano, sus caracteres irreducibles son de dimensién 1, y
forman el grupo

Irr(A) := Hom(A,C*).

2. Consideremos la siguiente accién de H sobre Irr(A):
(h-x)(a) := x(hah™"),

para todo h € H, todo x € Irr(A), a € A.
3. Si (xi) es un sistema de representantes para las H—drbitas de Irr(A). Para

cada 1, se define el grupo H; como sigue
Hi = Esty(xi) ={h € H : hxi =xi}

4. Extendiendo la funcién x; a Gi := A x Hj, obtenemos una funcién x;

definida por:

Xi - Gi — Cx
(a,h) +— xilah):=xi(a)
donde a € Ay h € H;.

Proposicion 2.5. x; es un caracter lineal de Gj.

DEMOSTRACION. Ver [11] O

Ahora sea p un caracter irreducible de H;, componiendo p con la proyeccién
canodnica,
7T Gi — Hi — C*

ah — m(ah)=h — p(h)



2. TEORIA DE SUPERCARACTERES 39

obtenemos un caracter irreducible p o 7t de Gj el cual denotaremos por p. Final-
mente, tomando el producto tensorial de x; y p obtenemos un cardcter irreducible
Xi ® p de Gy,
Xi®p @ G — (e
ah — Xi(a)p(h)
Notacién 2.2. Para designar el caracter inducido de G, usaremos la siguiente

notacion
Pip=(Xi® 5)%1

Teorema 2.4. Conservando las notaciones recién dadas y bajo las hipdtesis

(1) vy (i1) sobre un grupo G tenemos

i) @ip es un caracter irreducible.
il) St @i, Y @j,6 son isomorfas, entoncesi=j y p ~ 0.

iil) Cada cardcter de G es isomorfo a una de las @i .

DEMOSTRACION. Ver Proposicién 25, [1]. O

2. Teoria de Supercaracteres

La teoria de supercaracteres fue introducida por P. Diaconis and .M. Isaacs [2]
para generalizar la teoria de caracteres basicos”. Esta teoria tiene como fuente los
trabajos de André [3] y Yang [4] sobre la clasificacién de los caracteres irreducibles
del grupo unipotente finito. Esta teoria permite explicitar calculos que seria poco

practico para trabajar con la plena tabla de caracteres.

2.1. Conceptos basicos.

Definicién 2.7 (Diaconis-Isaacs). Sea G un grupo finito, sea KX una particion
de G y sea X una particion del conjunto Irr(G) caracteres irreducibles de G. El
par (X, XK) se llama una teoria se supercaracteres si

1. {1} e X,
2. [X] = IX],
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3. para todo X € X el caracter

Ox = ZX(UX

XEX

es constante sobre cada K € XK.

Los caracteres ox son llamados supercaracteres de G y los elementos K de K

son llamadas superclases.
Proposicion 2.6. Las superclases son uniones de clases de conjugacion.

Ejemplo 2.5. Consideremos X como la particién de Irr(G) cuyos elementos

son singleton y X como las clases de conjugacién de G. Es decir,
X = {{X} X E Irr(G)}

K:{G(g) : gGG}
Claramente tenemos,
1. {1} e X,
2. [X[ = |,
3. para todo X = {x} € X el caracter

ox =) x(x=x

xeX
Asi, claramente ox = ¥ es constante sobre C(g). Y luego la teoria de

caracteres ordinaria de G es una teoria de supercaracteres de G.

Ejemplo 2.6. Consideremos
X = {{1},{x € r(G) : x # 1}}

K={{11{geG : g#1}}
Tenemos,
1. {1} e X,
2. [X] = IXK] =2,
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3. 01 =1y parax € Irr(G) conx # 1 se tiene

o =Y x(x =) (dimx)x.

xeX xXEX

Asi oy, =1*(G) — 1.

Una manera de construir una teoria de supercaracteres de un grupo G, es

usando el siguiente Teorema.

Teorema 2.5 (Brauer). Sea A un grupo que actia sobre Irr(G) y sobre el
conjunto de clases de conjugacion de G. Entonces, el numero de A—orbitas de

Irr(G) es igual al nimero de A—drbitas del conjunto de clases de conjungacion

de G.

Consideremos como A en el teorema anterior a § = Aut(G) el grupo de
automorfismos de G. G actia sobre los caracteres irreducibles de G y sobre G, de

la siguiente forma:

e G actua sobre Irr(G), como:
@-X=Xo®, (2.5)

donde @ € G,x € Irr(G).

e G actua sobre G, por:

¢-g:=0(9), (2.6)

donde @ € G,g € G. En particular, § actua sobre el conjunto de clases

de conjugacién de G.

Realicemos el teorema de Brauer a través del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7. Sea Zg el grupo ciclico de 8 elementos. Luego, los automorfis-

mos de Zg es isomorfo a las unidades de este grupo, es decir,
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Maés precisamente, tenemos el isomorfismo @, € G, con a € Z$, donde

Qo : Zg — Ig

k — ak

Usando el teorema de Brauer, construiremos una teoria de supercaracteres para

Zg. Recuerde que tenemos
Iir(Zs) = {es: Zg — C* : s 1<s<8}

1. G actua sobre Irr(Zg). Con la Notacién 1.4, tenemos @, - es = eqs Asi,

obtenemos las G—orbitas de Irr(Zg) son dadas por:
Oles) = {eas : a € Z{},

luego, dado que Zg™ = {1,3, 5, 7}

O(e;) = {61763,65767}7
O(er) = {62766}7
Oled = {64}7

O(es) = {es}

entonces,
X ={O(e1),0(ez),0(es), Oles) }

2. G actia sobre Zg, de la siguiente manera:
@q-k=ak
para todo k € Zg. Asi tenemos las §—dbitas de Zg son dadas por:
O(k) ={ak : a €z},

luego, tenemos

o) = {1,3,5,7},
0(2) = {2,6},
O(4) = {4},
O@®) = {8}
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entonces,

X ={0(1),0(2),0(4)0(8)}
Por lo tanto, |X| = |X| = 4.

43



Capitulo 3

Grupo Cuaterniones

Solo existen dos grupos no abelianos (no isomorfos) de orden 8. A saber el
grupo Diédrico y el grupo de Cuaterniones. El objetivo principal de nuestra te-
sis es construir una teoria de supercaracteres para el grupo Qg y el grupo de

cuaterniones generalizado.

1. Grupo Qg

1.1. El grupo Qs. En terminos abstractos, Qg puede ser definido a través

de la siguiente presentacién
Qs = <a,b cat=1,a>=b*bab ' =a! >

(ver Ejemplo 1.8).

Nétese que cada elemento de Qg es de la forma a*b™ con 0 < k < 3y
0 <1 < 1donde k,r € Z. Usando las relaciones de la presentacién de Qsg, se sigue
que la regla de multiplicacién para los elementos arbitrarios a®b™, a*2b™ € Qg

esta dada por:

S aki+kepr S 1 =0
(a*'b™)(a™b™) =
aki—kepmitre g =1

Asi, se deduce que los 8 elementos del grupo Qs, son:
Qs ={1,a,a* @’ b,ab, a’v, a’b}

Notemos que, a,a®, b, ab, a?b, a®b son elementos de orden 4 y a? es el tnico
elemento de orden 2. Asi, tenemos que Qg no es un grupo ciclico, pues no tiene
ninguin elemento de orden 8 que lo genere completamente.

La tabla de multiplicacién de Qg, estd dada como sigue:

44
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1 a a a b ab a’® a®b
1 |1 a a® a* b ab a’b a’b
a|a a a 1 ab a’b a*b b
a? a2 a® 1 a a’b a*®b b ab
ala 1 a a a b ab a’b
b a’b a® ab a*> a*@ 1 «a
ablab b a’b a’b a® a® «a
a’vla’b ab b a*b 1 @ a® «a
a*v|a’h a’b ab b a 1 a® a?

Ahora, si miramos la tabla anterior, podemos ver que la tnica fila y columna

que es simétrica de acuerdo a la diagonal son las filas y columnas del elemento

a? y del neutro. De esto, se deduce que:

Z(Qs) = {1,a%}. (3.1)

Proposicién 3.1. [Qg, Qg] = (a?).

DEMOSTRACION. Sean a*'b™, a*2b™ € Qg dos elementos cualesquiera, re-

cordemos que el conmutador de Qg es generado por el elemento [(aklbr1 )(ak2br2 )] :

Luego usando las relaciones de conmutacion de Qg se tiene:

[(ak1bT1)(ak2bT‘2)}

Asf [(a*b™)(a*2b"2)]

(aklbrl ) (akng‘Q ) (aklbrl )71 (akngg )71
aklfkg bT1+r2bfr1 a*kl b2 a*kz
aklszbr1+7‘2*1’1 a*k1 b T2q ke
akl—k2+k1 britTr2—Ti—T2 a—kg
akl—k2+k1+k2br1+rg—rl—r2

a2k1 .

= (a*)* € (a?). Luego la demostracién esta hecha. [

Note, que Qg contiene elementos de orden 4, ya que no puede contener so-

lamente elementos de orden 2; pues en ese caso seria abeliano y Qg tampoco

contiene elementos de orden 8, pues en ese caso seria ciclico.
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Sea H = Z(Qg). Claro que H < Qg y [Qg : H] = 22 Luego, para el grupo

cociente Qg/H, tenemos
QS/HZCQ X C2 o bien QS/H2C4
Ahora Qg/H no es ciclico, entonces debe tenerse:

QB/H ~ C2 X C2. (32)

1.2. Construccion de los Automorfismos de Qg. Para construir los
automorfismos de Qg, notemos que de la Proposicion 1.2 y f € Aut(Qg) tenemos
lo siguiente:

o f(Qs) = Qg, con f(1) = 1y f(a?) = a?, por ser a? el tnico elemento de
orden 2.

e f esta determinada por f(a) y f(b) debido a que a y b generan a Qs.

Luego, tenemos que f(a) tiene 6 posibilidades, las cuales son:
a,a®, b, ab, a®v, a®b.

Analizaré cada una de estas posibilidades (casos 1 — 6), segtin el valor posible
para f(b).

1° caso: Si f(a) = a, entonces

f(a®) = f(a)® =a?,

flab) = f(a)f(b) = af(b),
f(a?b) = f(a)2f(b) = a*f(b),
f(a®b) = f(a)*f(b) = a®f(b)

De lo cual concluimos que f(b) € {1,a,a?}. Ademss, f(b) # a® pues en

caso contrario tendremos f(ab) = 1 y esto no puede ser. Por lo tanto f(b) €
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{b, ab, a?b, a®b}. Asi, tenemos 4 biyecciones de Qg, digamos o; donde i = 1,2, 3, 4:

1 a a2 a® b ab a’b a’b
o1/l a a®> @& b ab a’b a’b
o/1 a a> a> ab d’b @’ b
o3/1 a a> a® a’° a’ b ab
o411 a a> a® & b ab a’b

(a®) = f(a)’=(b*)®=gq,
f(ab) = f(a)f(b) = a*f(b),
f(a®b) = f(a)?f(b) = a*f(b),
(a®b) = f(a)3f(b) = a3f(b).

concluimos que f(b) & {1, a?, a®}. Ademaés, f(b) # a, pues en caso contrario ten-
dremos f(ab) = 1 y esto no puede ocurrir. Por lo tanto f(b) € {b, ab, a?b, a®b}.

Asi tenemos otras 4 biyecciones de Qg, digamos o; donde i = 5,6, 7, 8:

1 a a2 ¢ b ab a’ a’
o5/1 a> a> a b a’b a’b ab
0|1 a® a> a ab b a’b a’b
o7/l a® a®> a a’® ab b a’b
og|1 a®> a®> a a’b a’» ab b

3° caso: Si f(a) = b, entonces

(a’) = f(a)’ = (b)’ = a®b,
flab) = f(a)f(b) = bf(b),

(a®b) = f(a)*f(b) = a*f(b),
(a®b) = f(a)*f(b) = 2bf(b).

concluimos que f(b) ¢ {1,a% b}. Ademds,f(b) # a?b pues en caso contrario

tendremos f(ab) = 1 y esto no puede ocurrir. Por lo tanto f(b) € {a, a*, ab, a®b}.
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Asi, tenemos otras 4 biyecciones de Qg digamos o; donde i =9,10,11,12:

1 a a> & b ab a®b d®b
o9 |1 ab a®> a’b a a’b a® ab
0|1l ab a? a’b a® ab a a’b
o11/1 ab a®> a’b b a ab a
o121 ab a®> a’b a’b a®* ab a

4° caso: Si f(a) = ab, entonces

(a®) = f(a)? = (ab)? = ababab = a’b,
flab) = f(a)f(b) = abf(b),

(a®®) = f(a)*f(b) = a*f(b),

(a®b) = f(a)?*f(b) = 3bf(b)

concluimos que f(b) ¢ {1, a?, ab}. Ademss, f(b) # a®b pues en caso contrario
tendremos f(ab) = 1 y esto no puede ocurrir. Por lo tanto f(b) € {a, a3, b, a®b}.

Asi, tenemos otras 4 biyecciones de Qg digamos o; donde i = 13, 14, 15, 16:

1 a a2 a® b ab a’b a’b
oi3/1 ab a> a® a b a® a’b
opul|l ab a®> &b a® a’b a b
oi5/1 ab a2 a b a® da’b a
0|1 ab a®> a*b a’ a b a®

5° caso: Si f(a) = a?b, entonces

concluimos que f(b) ¢ {1,a? a?b}. Ademds, f(b) # b pues en caso contrario

tendremos f(ab) = 1 y esto no puede ocurrir. Por lo tanto f(b) € {a, a3, ab, a®b}.
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Asi, tenemos otras 4 biyecciones de Qg digamos o; donde i = 17, 18, 19, 20:

1 a a a® b ab a’ a’b
oi7/1 a® a®> b a ab a® a’b
ois|/1 a® a> b a® a’b a ab
0|l a’b a®> b ab a® a’b a
0|1l a’ a> b a*b a ab a

6° caso: Si f(a) = a®b, entonces

concluimos que f(b) ¢ {1, a?, a®b}. Ademss, f(b) # ab pues en caso contrario
tendremos f(ab) = 1 y esto no puede ocurrir. Por lo tanto f(b) € {a, a®, b, a’b}.

Asi, tenemos otras 4 biyecciones de Qg digamos o; donde 1 = 21, 22, 23, 24:

1 a a a&® b ab a®b d®b
0s1/1 a’b a> ab a a’b a® b
0w |1 a’b a> ab a® b a a’b
O5|1 a’ a> ab b a a’b a
oul|l a’b a? ab a’b a®* b a

Proposicién 3.2. Aut(Qg) = (09, 016, 024)-

DEMOSTRACION. Usando los casos 1 a 6 obtenemos que todo elemento en
Aut(Qsg) es una palabra en 09, 016, 024. Mas precisamente, las siguientes igualda-

des muestran que 09, 016 y 024 generan Aut(Qg):



50

3. GRUPO CUATERNIONES

02 = 024 © 09 © 016 014 = 09 © 024

03 = 09 0 016 © 024 © O9g O15 09 © 016 © 094 009 O 09y
04 = 016 © 09 © 024 016 = O16

05 = 016 © 024 017 = 09 © 0240 O3

Og = 09 O 094 © Oy 018 094 © 0g © 016 0 0g O O9y
07 = 0900160024 © 076 019 = 016 © O9

0g = 09 0 020 © O9 020 = 024 © 09

09 = Oy 021 = 016 © 024 © 09 © 024

010 = 016 © 024 © Oy O22 = 09 © 036

011 = 016 © 09 © 024 © 076 023 = 09 © 016 © 0240090016
012 = 09 © 024 © 09 © 016 024 = 024

013 = 094 0 09 O 016 © O9g

Teorema 3.1. Aut(Qg) es isomorfo a Sy

DEMOSTRACION. Recordemos que por Sy tiene la presentaciéon dada en (1.8).
Luego, basta ver que los generadores de Aut(Qg) vistos en la proposicion anterior
satisfacen las relaciones de la presentacion de Sy.

Claramente tenemos

2 _ 2 _ 2 _ _ 2 .7
05 = 07 = 03, = 01 = idg,. También tenemos

016 © 024 = O5

y por otro lado

024 © 016 = O5

luego 016 © 094 = 094 © O1§g.

Og 0 024 © Og = O§

024 ©0 09 © 024 = Op
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luego 0g 0 094 © Og = 094 © Og O Ooy.
Ademas
016 © 09 © 016 = Og
0g 0 016 © Og = Oy
luego 014 0 09 © 016 = Og © 014 © Og.
Por lo tanto, los generadores 09, 016 y 094 de Aut(Qg) satisfacen las relaciones

que definen una presentacién de S, y como Aut(Qg) también tiene cardinal 24,

se sigue que Aut(Qsg) es isomorfo a Sy. O

1.3. Caracteres de Qs. Note que, Cs X Cy es un producto de dos co-
pias del grupo ciclico de 2 elementos Cy := (t : t* = 1). Luego, para construir

representaciones de Qg consideremos la siguiente composicion de homomorfismos
7T Pr&®pPs X
Qs — Qg/H~Cy x Cy — GL(C)~C

donde H = Z(Qs) v pr ® ps es el producto tensorial de las representaciones p,

con pg de Cs, v

Sabemos que la tabla de caracteres de Cy es

1 t
Xe, |1 1
Xp2 I -1

Ahora por la Proposicion 2.1 tenemos X,, . = Xp,®p, = Xp,Xp,, 1u€go la tabla

de caracteres de Cy x Cy es

(1,1) (1,t) (t,1) (t,t)
Xp11 1 1 1 1
Xp12 1 —1 1 —1
Xpa1 1 1 —1 —1
Xp22 1 —1 —1 1
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Sea pr s = (pr ®ps) o el morfismo de Qg en Cy x Cq, donde 7: Qs — Qg/H

la proyecciéon natura, tenemos

m Pr.s

l,a> +— H +~— (1,1)
a,a® — aH — (1,t)
b,a’b +—— DbH +— (t,1)
ab,a’d —— abH — (t,1)

Por otro lado, por el Ejemplo 1.3 las clases de conjugacién de Qg son :

{1},{a’} ,{a,a’},{b,a’b},{ab,a’b},

las cuales representaré por: 1,a?, a, b, ab respectivamente. En consecuencia, te-

nemos hasta ahora, que la tabla de caracteres de Qs es

1 a> a b ab
Xen |1 1 1 1 1
Xpn |1 1 —1 1 -1
Xear |1 1 1 —1 —1
Xpao |1 1 —1 —1 1

Notemos que los irreducibles X, ,; Xp1 25 Xpa 15 Xpa, S0 de dimension 1. Usando

el Corolario 2.3, tenemos que
Qs =8 =1*+1*+1*+1*+x

Luego x = 4. Ahora, podemos escribir 4, como suma de cuadrados, solamente
como:
(a) 124+1°4+124+1% 6 (b) 22
Por la Proposicion 1.10, tenemos que la cantidad de caracteres lineal de Qg
es igual al cardinal de Qg/[Qs, Qgl. Esto implica que debe darse el caso (b). Asi,
falta solo determinar un caracter irreducible de Qg, digamos ¥, cuya dimension

es 2. En consecuencia

II"I"(Qg) = {X01,1 y Xp1,20 Xp2,19 Xp2,2s X}
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y la tabla de caracteres es

1 a2 a b ab
Xprn |1 1 1 1 1
Xpo |1 1 —1 1 -1
Xpon |11 1 —1 —1
Xpoo |1 1 —1 —1 1
X |2 x y z w

Recordemos, por Proposicién 2.2 el conjunto Irr(Qg) es una base ortonormal
de C(Qs). Asi, podemos calcular los valores de x,y,z y w. Usando las relaciones

de ortogonalidad.

1 I
(X Xors) = 57 Z lcilx ()Xo, (1),
Qsl =

con ¢; = 1,a% a,b, ab representantes de cada clase de conjugacién de Qg. En
efecto,

XsXp11)
s Xp12)

Xs: Xps1) =
Xs) Xp2.2)

o equivalentemente
2+ x+2y+2z+42w)
24x—2y+2z—2w) =
24+x+2y—2z—2w)

)

|
o o o o

(
(
(
(

@[ 0ol 0o|—= ol

24+ x—2y—2z+2w

Asi, tenemos 4 ecuaciones y 4 incognitas:

X+2y+2z+2w = -2
X—2y+2z—-2w = -2
X+2y—2z—-2w = -2
X—2y—2z+2w = -2
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resolviendo con matrices elementales, tenemos:

[ e B o S T,
o

oS o o =
_ O =N

1 0 2
010
0 01
0 01

o o O
o O = O

o o o =
o o =~ O

_ = O N

—4

S = O N

S = O O

[ N e T NV

—_ =

—1

—_ = = O

—_ = =) O

= = O =

o o o

o o O =

o o o =

o O o =

o O =N

o o = O

2 2 | =2
—4 0 —410 Fs1(—1)
LR
—2 =2\ -2
-2 2 |2
2 2 | =2
-4 0 —410 Fo34(7)
—4 —4| 0
4 0|0
2 2 | =2
0 1 0 F12(—2)
2
1 1 0
1 =110
2 0 ]|—2
0 10 Fa(5)
1 1 0
0 —2| 0
0 —21|-2
0 110 F14(2)
=
1 1 0
0 1 0
0 0]-—2
0010 F34(=1)
N
1 1] 0
0 110

o O = O
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1 00 0]-=2

01 00]O0

00 10]O0

000T1]O0

Por lo tanto, tenemos

X = —2

y = 0

= 0

w = 0

Luego, tenemos completamente determinada la tabla de caracteres de Qg. Mas

precisamente tenemos

1 a2 a b ab

Xen |1 1 1 1 1
Xpo |1 1 —1 1 -1
Xear |1 1 1 —1 —1
Xpao |1 1 —1 —1 1
x 12 =2 0 0 0

1.4. Supercaracteres de Qg. Para obtener una teoria de supercaracteres
de Qg, usaremos el Teorema de Brauer y el Teorema 3.1.

Sea § = Aut(Qg) = S, y recordemos que
II‘I‘(Qg) = {X51,1>X51$27X52,17X52,2JX}

Notacion 3.1. Para simplicar la notacion, omitiré el tilde en X5, ;. Es decir,

Xpi; denota Xp, ;-

Tenemos lo siguiente:

e G actia sobre G mediante 0 - x := o(x), donde 0 € G,x € Qg, es una

accion. Determinamos ahora las G—drbita de Qg. tenemos:

O(x) ={o(x) : 0€§}
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Luego, un calculo directo muestra que las G—drbitas son

o) = {1},
O(a?) = {a%,
O(a) = {a,a®b,ab,a’b,a®b}.

Asi, segiin el Teorema 2.5, estas G—orbitas definen el conjunto superclases

X = {K17K27K3} donde
Ki =0(1), Ky = 0(a*), Ks =O(a).

Mas atn, segin Proposicion 2.6 la superclase K3 es la unién de las siguien-

tes clases de conjugacion:

C(Qs) = { {a, a3} , {b, a2b} , {ab, a3b} },

G actia sobre Irr(Qg) mediante o-x :=x o0, donde 0 € Gy x € Irr(Qsg),

es una accién. Determinamos ahora las §—drbitas de Irr(Qg), tenemos:

Ox)={o-x : 0€G}
Luego, un calculo directo muestra que las G—drbitas estan dadas por:

O(Xp,1) = {Xpm}a
O(Xm,g) = {Xpm » Xp2,19 sz,2}7
ox) = {x}.

Asi, segin el Teorema 2.5, estas G—odrbitas definen el conjunto superca-

racteres {Xl, X, Xg} donde

Xl - O(Xp1,1)7 X2 - O(Xpm): X3 - O(X)

Luego, tenemos una particién del grupo Qg y de Irr(Qg). Luego tenemos

1. {1} e X,

2. Se tiene |X| = |X| = 3, lo cual es consecuencia del Teorema de Brauer (ver

Teorema 2.5).



1. GRUPO Qs 57

3. Para todo X € X el caracter

ox = )_x(1)x

xeX

es constante sobre cada K; € X. Es decir
ox(k) = ox(k’) paratodo k, k'€ K;

A continuacion, verificaremos que esto es asi.

Para X = Xj, el caracter ox, se escribe:
Ox, = Z X(UX :Xp1,1'
XEX1

Solo basta ver que ox, (k) = ox,(k’) paratodo k,k’ € Ks. En efecto

ox,(a) = Xp,(a)=1
0x, (b) = Xp11 (b) =1,
ox,(ab) = X, ,(ab) =1.

Asi, para X = Xj, se cumple que ox es constante sobre las superclases.

Para X = Xg, el caracter o, es:
Ox, = Z X(l)x = Xp1,2 +X92,1 +XP2,2'
x€Xa

Solo basta ver que ox,(k) = ox,(k’) paratodo k,k’ € Ks. En efecto

le(a) - Xplyg(a) +X9271(a) +sz}2(a) - _17
0-X1 (b) = X01,2 (b) +Xp2,1 (b) +XP2,2 (b) - _17
GX1(ab) = Xpl,z(ab) +sz,1(ab) +Xp2,2(ab) = —1.

Asi, para X = Xy, se cumple que ox es constante sobre las superclases.

Para X = X3, el caracter ox, se escribe:

ox, = ) x(1x=2x.

X€EX3
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Solo basta ver que ox,(k) = ox,(k’) paratodo k,k’ € Ks. En efecto

ox,(a) = 2x(a) =0,
'€ (b) - 2X(b) = Oa
ox,(ab) = 2x(ab)=0.

Asi, para X = Xy, se cumple que ox es constante sobre las superclases.
Concluyendo, tenemos que el par (X,X) definen una teoria de superca-

racteres para Qs.

1.5. Tabla de Supercaracteres de Qg. Los siguientes calculos
nos perminen determinar la tabla de supercaracteres para Qg. En efec-
to, consideremos los representantes de cada superclase, es decir: 1, a2, a.
Luego, tenemos lo siguiente:

Para X = X, el caracter

ox, = »_ x(1)x
X€Xy

asi, para cada superclase en X; se tiene:

GX1(1) = Xpl,l(l) =1,
le(a2) = Xpl’l(a2) - 17
0—X1(a) - Xp1,1(a) =1.

Para X = Xj, el caracter

Ox, = Z X(I)X = Xpi1.2 + Xpaa + Xpa,2
XEX1

asi, para cada supercaracter en X, se tiene:

GXg(l) = Xpl,z(l) +XP2,1(1) +sz,2(1) = 37
GXQ(G'Z) = Xpl,z(a2) +X92,1(a2) +X02,2(a2) = 37
0')(2((1) — Xplyg(a) +X02,1(a) +X9272(a) — _]-

Para X = X3, el caracter

ox, = ) x(1)x =2x
XEX1
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asi, para cada supercaracter en X3 se tiene:
ox,(a?) = 2x(a®) = —4,
ox;(a) = 2x(a)=0.

Luego, la tabla de supercaracteres de Qg es:

Ky Kg Kj
ox, |1 1 1
ox, | 3 3 —1
ox, | 4 —4 0

2. Grupo Qum

2.1. El Grupo Q. Denotaré por G el producto semi-directo Zgm X Zy

visto en el Ejemplo 1.4. Recordemos que la multiplicacion en G esta dada por:
(a,b)(c,d) = (a+ (—1)°c,b +d).

Definicién 3.1. Para m > 2, se define el grupo de cuaterniones generalizado,

denotado Qqm, como sigue
Q4m = G/K7

donde K es el subgrupo normal ((m,2)) de G. Es decir K = {(0,0), (m,2)}

Notacion 3.2. Denotaré por [a,b] al elemento o clase lateral de (a,b) de G

segun K.

Teorema 3.2. En Qum, sean x = [1,0] ey = [0,1]. Entonces Qum = (X,y);

ademdads

a) x es de orden 2m, y es de orden 4,

m

) x
b) Cada elemento de Qum se escribe de la forma x* o x%y para algin a € Z,
c) x

) P

1 —1

d) Para todo g € Qum tal que g ¢ (x), gxg~' =x
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DEMOSTRACION. Note que Zs,, es generado por 1 y Zy es generado por 1,

luego Q4m es generado por las clases de (1,0) y (0,1). Asi x e y generan a Q.

a)

Como el orden de 1 es 2m, se sigue que la menor potencia de (1,0) que
pertenece a K es 2m. Asi x es de orden 2m en Q,,,. Similarmente, se tiene
que (0,1) que pertenece a K es 4. Asi y es de orden 4 en Qg

Un elemento cualquiera en Zom, X Zy tiene la forma (a,b) = (1,0)%(0,1)®,
por lo que cada elemento de Q4 tiene la forma x%y®. Note que (m,2) es
trivial en Qum v (M,2) = (1,0)™(0,1)%, x™ =y 2 = y? en Q4. Por lo
tanto, en el producto x%y®, podemos absorber una potencia de y en una
potencia de x, lo que significa que podemos tomar b =00 b = 1.

Es trivial, por lo visto en b).

Sea g € Qum tal que g ¢ (x), es decir g = x%y 0o g = y. Para g = x%y

1 a

se tiene gxg~! = x%yxy !x~ ¢, por lo tanto, basta estudiar el caso g =y.

En G, (0,1)(1,0)(0,1)"" = (—1,1)(0,—1) = (—1,0) = (1,0)" !, luego

yxy ' =x"1

Teorema 3.3. Para m > 2. Sea P un grupo presentado por

1 —1 m

P=(x,y: X =1Ly"'=1Lyxy ' =x"1x" =y?.

Entonces hay un dnico homomorfismo inyectivo de Qum en P tal que x — x

ey — y. Mds aiun, como |[P| < 4m se sigue que este homomorfismo es un

isomorfismo. Asi Qum puede ser definido a través de la presentacion anterior.

DEMOSTRACION. Sea f: G — P definida por f(a,b) = x®y®. Tenemos que

f estd bien definida, pues x>™ =1 e y* = 1. Para ver que f es un homomorfismo,

usaremos la condicion yxy~

1 b 1

= x~1, que implica yPxy® = x(~1°. Se tiene

f((a,b)(c,d)) = f(a+(—=1)%c,b+d)

_ a+(—1)bc, , b+d
= xa+tl )y 7
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y por otro lado
f(a,b)f(c,d) = x%ybxcyd

b+d

= x*(y*xy ")y
= x*(y*xy~°)%y

1)bcyb+d

a+(71)bcyb+d‘

b+d
= x%(=
= X
Luego f es un homomorfismo. tenemos que f(m,2) = x™y? = y?y? =y =1
luego el kernel de f es generado por (m,2), en otras palabras ker f = K. Por lo
tanto f induce un homomorfismo inyectivo de Q4 en P dado por x%y® +— x3y®.

Es una rutina ver que |[P| < 4m, luego se sigue que Q4 es isomorfo a P. ]

Observacién 3.1. El grupo trivial satisface las condiciones del teorema (para
x =1 ey = 1), pero no todos estos grupos deben ser isomorfos a Qum, si no
aquellos grupos de orden 4m. Recordar que si x*™ =1 y y* =1 no significa que
x es de orden 2m y que y es de orden 4, pero si no que sus ordenes dividen a 2m

yad.

Proposicién 3.3. Para m > 2, tenemos
a) El centro de Qqm es {l,xm} = {1,92},

DEMOSTRACION. a) Del teorema anterior, se tiene x™ = y?, es claro que
x™ conmuta con x e Yy, por lo tanto con todo Qum, luego x™ = y? €
Z(Qum). Si x® esta en el centro, entonces yx®y ! = x® y yx®y ! =
(yxy 1 =x"9 Luego x* = x~%. Por lo tanto x** = 1, as{ 2m divide a

2a, entonces m divide a a, luego cada x“ es una potencia de x™. Por lo

tanto
Q4m { 1 Xm}

b) El grupo cociente Q4m/Z(Q4m) generado por X e y. Ademads, X™ = 1,

pues xX™ =y € Z(Qum), Y2 =1 y yxy ' =X '. Asi, las clases laterales

X ey de Qum/Z(Q4m) cumplen las relaciones de r y s en el grupo diedral.
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Luego, la asignaciéon v — X y s —— Y definen un homomorfismo de
Qum/Z(Q4m) enD . Pero el orden de Qum/Z(Qum) es 2m igual al orden
de Dy, luego Qum/Z(Qam) es isomorfo a Dy,.

O

Observacién 3.2. Realizando Q4m = G/K, se tiene que de a) Proposicion

2.8 que Z(Qum) = {10, 0], [m, 0]}

Dado (s,T) € Zom X (Zam )™, se define el automorfismo @ := ¢, mediante:

@ @
a — a’ o bien (1,0) — (1,0)" = (r,0)
b — ab (0,1) — (1,05(0,1) = (s, 1)

En [10] se demuestra el siguiente teorema.
Teorema 3.4. La asignacion (s,1) — @, define un isomorfismo de Zgm X

(Zom)* con Aut(Qam).

2.2. Caracteres de Qun,. Para calcular Irr(Qun ), usaremos la méaquina
de Mackey. Primero, pongamos A := Zy, y H := Z, subgrupos de G. Como A es
abeliano, entonces los caracteres de A son de dimension 1. Las cuales pueden ser

descritas como sigue. Sea w una raiz primitiva 2m—ésimas de la unidad, entonces
Irr(A) = {xer : 1 <k <2m},
donde Y« : 1 — wk.
Observacién 3.3. Notar que w™ = —1 pues w?™ = 1.
Notacién 3.3. Denotaré por x1 al caracter irreducible trivial X  2m de H.

Por otro lado, notemos que

Ire(H) = {p1, pi, p—t, p—1 ],
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La accién de H sobre Irr(A), se traduce como:

(hXewr) (@) = (Xer 0 h)(a) = (w*) D", (3.3)
para todo a € A y todo h € H.

Proposicién 3.4. Las H—odrbitas de Irr(A) estan dadas como sigue:

1. 2—drbitas de cardinal 1: {x1}, {Xwn} ¥
2. (m — 1)—drbitas de cardinal 2: {ka,xw_k}, dondek=1,2,..., m—1.

DEMOSTRACION. Demostremos la afirmacién 1., tenemos que para las érbitas
de cardinal 1, el subgrupo Est(1) = Esty(w™) = H. En efecto, sea h € Esty (1),

tenemos
(h-x1)(a) =xi(a)

para todo a € A, luego

1(—1)ha _ 1(1

para todo h € H. Por lo tanto, Esty(1) = H. Andlogamente, se tiene que
Esty(w™) = H. Luego se tiene que las 2—orbitas de cardinal 1 son: {Xl} y

{Xwn}.

Demostremos ahora la afirmacién 2., tenemos que para las érbitas de cardinal
2, el subgrupo Esty(w*) = {0,2} donde k = 1,2,...,m — 1. En efecto, si h €

Esty (w*), tenemos
(h - Xws)(a) = Xwx(a)

para todo a € A, luego

equivalentemente k(—1)"a = ka y esto ocurre para h = 0, 2, entonces Esty (w*) =
{O, 2}. Luego se tiene que las (m—1)—drbitas de cardinal 2, dadas por: {xwk, Xw-k },
donde k=1,2,..., m—1 O
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2.2.1. Calculo de caracteres lineales de G = A x H. En orden a sim-

plificar notacién, denotaré, también por xy el caracter irreducible de Gy que se
obtiene del caracter x, de A, mediante
Xk ¢ Gy — C*
(a,h) — xx(a)
Calculamos, segun la maquina de Mackey, el caracter inducido por x;. Sea
G; := A x Hy, donde H; = Esty(1) = H. Luego G; = G. Denotare por 9, el
caracter de G que se obtiene del caracter p,, de H compuesto con la proyeccién

candnica de Gy sobre H. Es decir:
9.:Gy —— H 25 ¢~
(a,h) > h > du(h)

En consecuencia, tenemos el caracter x; ® ¥, de G, donde ¥, € Irr(H). Resu-

miendo, los caracteres lineales de G son:
X1 @91, X1 @V, X1 @91, xa @4

Veamos ahora, cuales de estos caracteres se factorizan al grupo G/K. Segtin el

Lema 2.3, se debe tener:
X1 @ du(m,2) =x1 ®9,(0,0) = 1, (3.4)

pero X1 ® 9y (m,2) = 1™u? = u?. Luego, (3.4) es equivalente a tener la ecuacién

u? =1. Asiu =1 6 —1. En consecuencia, los caracteres lineales de G/K son:
X1 @91, X1 ® 91

Anélogamente, para Xom, se tienen x,m ® ¥, caracteres lineales de G con

Y. € Irr(H). Veamos cuales se factorizan al grupo G/K se debe tener que
Yeom @8 (M, 2) = Xom ® 9,(0,0) = 1. (3.5)

Ahora X ,m®d, (m,2) = (w™)™u?. Luego, (3.5) es equivalente a tener la ecuaciéon

(—1)™u? = 1. En consecuencia, basta analizar los siguientes situaciones:

1. Para m par tenemos que u? =1 si y sélosi u=1,—1.
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2. Para m impar tenemos que u? = —1 si y sélo si u = i, —i.
En conclusion, se sigue:

1. Para m par, los caracteres lineales de G/K son x,m @ % v Xom @ V1.

2. Para m impar, los caracteres lineales de G/K son x,m ® 9 v Xwm @ O_;.
Notacién 3.4. Denotare por Ty a el caracter lineal Xx ® 9y de G/K.
Todo lo anterior se puede resumir en el siguiente Teorema.

Teorema 3.5. Qum tiene 4 caracteres lineales. Mds precisamente

1. Para m par, ellos son:

1, T0,—1, TTom 1, TTom —1.

2. Para m impar, ellos son:

7'[171, 7'[17_1, ﬂwm,ia T[wm,—i'

2.2.2. Calculo de caracteres de dimension 2 de G = A x H. Para ¥«
conk=1,2,...,m—1, sea Gx = A x Hy, donde Hy, = Esty(w*) = {0,2}. En
este caso, se tiene que

Irr(Hy) = {1, 8},
donde d envia 0 — 1y 2 — —1.

Note que |G/Gy| = 2, entonces T = {(0,0), (x,y)} es un sistema de repre-
dentantes de G segin Gy, significa que (0,0) no es igual a (x,y) modulo Gy, es
decir (x,y) ¢ Gk. En conclusién, se sigue que T = {(0,0), (0, 1)}. De acuerdo a

la maquina de Mackey, se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 3.6. Sea X« @1 y Xk ®0 caracteres irreducibles de Gy. Entonces,

(ka ® ]l)gka (ka ® S)gk

Son todos los caracteres irreducibles de G. Ademds, hay m — 1 de ellos.



66 3. GRUPO CUATERNIONES

DEMOSTRACION. Utilizando la ecuacién (2.4) y el Corolario 2.4 se sigue la

demostracion. En efecto,

(Xor @G (R = D (Xar @9)°((x,y)(a, W) (x,y) ).

(xy)eT

Notar que
ey =l @M kul=(00
(—a,h)  (xy)=(0,1

y

(Xeor ®9)° = Xwr @9 y)  (x,y) € Gk
) 0 (va) ¢ Gk

Luego

(Xak ®9)E, (a, 1) = (Xar @ 9)°(a, ) + (Xor ®9)°(—a, h).

En conclusién, tenemos

(210}

(a,h) = wk® + w=*e = 2Re(w*?) v
(@, h) = (W5 + w—*2)5(h) = 2Re(w*)5(h).

L. (ka ® ]l)
2. (ka ® d)

k

[2]0)

k

O

Notacién 3.5. Denotaré por @y (resp. Ay ) el caracter (Xox ® ]1)8k (resp.

el caracter (Xox ® é)gk).

Observacion 3.4. Usaremos el Lema 2.3 para determinar que caracter de G
se traspasa a caracter de G/K. El caracter x de G que se traspasa a G/K también

se denotard X.

Tenemos que @y y Ag son caracteres de dimensién 2 de G. Ahora, veamos
cuales se factorizan en G/K. Usando el Lema 2.3, se tiene que x determina un

caracter de G/K si y sélo si

x(m,2) =x(0,0) = dimx = 2.
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Entonces, para x = @y se tiene

(pk(ma 2) = QRe(wkm)u

= 2Re((w™)¥),
2 k par
—2 k impar

Por lo tanto, si k es par origina el caracter @y de G/K.

Anélogamente, para x = Ay se tiene
Ak(m?2) = 2Re(wkm)6(2)7
= —2Re((w™)¥),
—2 k par
2 k impar

Asi, si k es impar origina el caracter Ay de G/K. Unificando la notacién para @y

y Ay, se tiene:

@25(a, h) = 2Re(w??) con 1<j<[™H]—1, 36)
@11(a,h) = 2Re(@@*TV4)5(h)  con 1<j< [P -1 '

Resumiendo tenemos el siguiente Teorema.
Teorema 3.7. Los caracteres irreducibles de dimesion 2 de G/K son @95 ¥y
P25+1-

2.2.3. Clases de conjugaciéon de G. Note que la clase de conjugacion

C(x,z) de (x,z) estd dada por:
C(x,z) = {(a+ (=1)"x + (=1)*(—a),z) : (a,h) € G}. (3.7)

De lo anterior, se sigue que los elementos conjugados con (x,z) son de la
forma (x,z). Mas precisamente, la siguiente proposicién explicita las clases de

conjugacion de G.

Proposicién 3.5. G tiene 2m + 6 clases de conjugacion de G, las cuales se

clasifican como sigue:
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1. 8 clases de conjugacion dadas por:

a)

donde z =0, 2.
b)
C(l,z) = {(2j+1,2) : 0<j
€0,z) = {(2j,z) : 0<j<m— 1},
donde z =1, 3.

2. 2m — 2 clases de conjugacion de G, para z = 0,2 son dadas por:
e(“? Z’) = {(Tl, 2)7 (_n7 Z)}7
conl<n<m-—1.

DEMOSTRACION. Usando (3.7) tenemo:
1. a) Para z =0, 2, se tiene

€(0,z) = {(a+(=D)"0)+ (-1)*(—a),z) : (a,h) € G}
= {(a—a,z) : (a,h) € G} ={(0,2)}

C(m,z) = {(a+(—1)hm+(—1)z(—a),z) : (a,h) GG}
= {((-1)"m,z) : (a,h) € G}

pero —m = m modulo 2m. Luego C(m,z) = {(m, z)}

b) Para z =1, 3, se tiene

= {(a + (—1)*(—a),2z) : (a,h) € G}
{2a+ "z) : (ah) € G}

pero 2a + (—1)" siempre es impar, por lo tanto
C(Lz)={(2j+1,z) : 1<j<m—1}

€(0,z) = {(a+(=D"0)+ (=1)*(—a),z) : (a,h) € G}
= {(2a,2) : (a,h) € G}
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pero 2a siempre es par, por lo tanto
C(L,z)={(2j,z) : 1<j<m—1}
2. Paraz=0,2,con 1 <n <m-—1 se tiene:

C(n,z) = {(a+(—1)hn—|—(—1)z(—a),z) : (a,h) € G}
= {((-1)™,z) : (a,h) € G}
= {(n,z),(—m,2)}.

O

El préximo objetivo es obtener las clases de conjugacion de Qqm, para lo cual

se requiere de los siguientes lemas.

Lema 3.8. Sea G un grupo y K subgrupo normal de G. St x ey son conjugados

en G (lo cual se denota por x ~c y) entonces X e Y son conjugados en G/K.

Lema 3.9. Sea G un grupo y K subgrupo normal de G. Dos elementos X e y

son conjugados en G/X si y sélo si existe g € G tal que gxg—'y~! € K.

Proposicién 3.6. Q4 tiene m+ 3 clases de conjugacion dadas por:

1. Para m par:

a) 3 clase dada por

€[0,0] = {la,b] : (a,b) € €(0,0) UC(m,2)},
Cl0,1] = {[a,b] : (a,b) € €(0,1) UC(0,3)},
Cl1,1] = {la,b] : (a,b) € C(1,1) UC(1,3)},

b) m clases dada por
€M, 0] = {[a,b] : (a,b) € €(n,0) UC(m—mn,2)},

conl<n<<m

2. Para m impar:
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a) 3 clase dada por

€[0,0] = {[a,b] : (a,b) € €(0,0) UC(m,2)},
€l0,1] = {la,b] : (a,b) € C(0,1) UC(L,3)},
C[1,1] = {[a,b] : (a,b) € €(1,1) UC(0,3)},

b) m clases dada por
€M, 0] = {[a,b] : (a,b) € €(n,0)UC(m—mn,2)},
conl<ng<m

DEMOSTRACION. Solo utilizare el Lema 3.9 para la demostracioén de la pro-
posicion.
1. Para m par, se tiene:

a) Primero, se tiene que (0,0) ~. (m,2) pues (0,0), (m,2) € K. Luego,
C[0,0] = {[a,b] : (a,b) € €(0,0) UC(m,2)}
Del Lema 3.9 tenemos (0, 1) ~c (0, 3) si y sélo si existe (a,h) € G tal que
(a+ (—1)"0+ (—1)'(—a),1)(0,3) " € K

Ahora

(a+ (—D)"0+ (=) (—a),1)(0,3)! = (2a,1)(0,1)

Luego (0,1) ~. (0,3) si y sélo si exite a € Zony, tal que (2a,2) € K. Es

decir 2a = m, pero como m es par. Se sigue que tal a existe, asi
€[0,1] = {[a,b] : (a,b) € €(0,1) UC(0,3)}.
Anéalogamente (1,1) ~. (1,3) si y sélo si existe (a,h) € G tal que

(a+ (=)™ + (—1)(—a),1)(1,3) L eK
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tenemos

(a+ (=D"+ (=1)'(=a), 1)(1,3)"" = (2a+(-1)"1)(1,1)
= (2a+ (D" +(-D42)

Luego (2a+(—1)"—1,2) € Ksiysélosi 2a+(—1)"—1=m,sih =0, 2
entonces 2a + 1 —1 = 2a = m es decir m par y si h = 1,3 entonces

2a—1—1=2a—2=m es decir m par. Se sigue que tal a existe. Asi
C[1,1] = {la,b] : (a,b) € €(1,1) UC(L,3)}.

b) Paral <n <m, (n,0) ~. (m—mn,2) siy sélo si existe (a,b) € G

tal que
(a+ (—1D)"n+ (=1)°(—a),)(m—n,2) ' €K

Ahora

(a+ (—1)"n+ (=1)°(—a),1)(m—n,2)"' = ((=1)"n,0)(—m +n,2)

= ()™ —m+n,2)
Luego (n,0) ~. (m—mn,2) siy sélo si existe h € Zy tal que
(=)™ —m+n,2) € K.

Es decir (—1)"n —m +n = m, pero como —m = m(mod2m), tenemos

que existe h = 1,3 tal que ((—1)"n —m +mn,2) € K. Asi
€M, 0] = {[a,b] : (a,b) € €(n,0) UC(m—mn,2)}

. Para m impar, Analogo a lo anterior, se tiene que

€[0,0] = {[a,b] : (a,b) € €(0,0) UC(m,2)},
€Mm,0] = {la,b] : (a,b) € C(n,0)UC(M—n,2)}.

(0,1) ~¢ (1,3) si y sélo si existe (a,b) € G tal que

(a+ (=DM + (—1)(—a),1)(1,3) L eK
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Ahora

(a+ (=D"0+ (-1)'(—a),1)(1,3)"" = (2a,1)(1,1)
= (2a—1,2)

Luego (0,1) ~¢ (1,3) siy sélo si exite a € Zym tal que (2a —1,2) € K si

y sélo si 2a — 1 = m, pero m es impar, se sigue que tal a existe. Asi
€[0,1] = {la,b] : (a,b) € €(0,1) UC(L,3)}.
(1,1) ~¢ (0,3) siy sdlo si existe (a,b) € G tal que
(a+ (—1)"1+ (-1)'(—a),1)(0,3) ' €K

(a+ (=)™ + (=D)'(=a),1)(0,3)"" = (2a+ (=1)",1)(0,1)
= (2a+(-1)"2)
Luego (2a+ (—1)",2) € K si y sélo si 2a+ (—1)" = m, es decir m impar,

pero m es impar, se sigue que tal a existe, asi
Cl1,1] = {la,b] : (a,b) € C(1,1) UC(0,3)}.

O

2.3. Tabla de Caracteres de Q. De los Teoremas (3.5) y (3.6), vistos
en la seccién anterior, se sigue que podemos construir la tabla de caracteres del
grupo Qum, distinguiendo segiin m sea par o bien impar.

Para m par, los caracteres irreducibles de Q4 son:
1, TT—1, TTwm 1, TTom —1, P25, P2j4+1,
y para m impar, los caracteres irreducibles de Q4 son:
1, TM,—1, o™i, TTwm —i, P25, P2j+1,
Por otro lado, los distintos representantes de las clases de conjugacién son:

[0,0], [1,0], [0,1], [1,1], [m,0], n,0) paral <n <m—1.
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Solo mostraré los calculos mas representativos para obtener la tabla de carac-
teres de Qum. Asi, calcularé el valor de los caracteres mym 1 y @95 en las clases

de conjugacion de Qs.

Segun la Observaciéon 3.3 tenemos que w™ = —1. Luego
Tlem 11,0l = (™)1 = —1,
Tem[0,1] =1,
Memall, 1] = —1,
Tem 1[m, 0] = —1,
Mem 1M, 0] = (™)™ = (—1)" paratodo l1<n<m-—1.

Ahora, de acuerdo a (3.6) se tiene que @q;[1,0] = 2Re(w?),
(p2j [07 1] - 07 pues (07 1) ¢ G2]

Analogamente, se tiene

P2[1,1] =0,
(p2]' [ma O] — 27

Para la clase [n, 0], se tiene
@25, 0] = 2Re(w?™) = 2Re(w?)™ paratodo l<n<m-—1

Luego, tenemos la tabla de caracteres para Qm,, con m par, méas precisamente

tenemos
[0, 0] [1,0] 0,1 [1,1] [m,0] M, 0l<n<m-—1
7M1 1 1 1 1 1 1
T, 1 1 1 -1 -1 1 1
TTwom, 1 1 —1 1 —1 1 (—1)"
Tlom, 1 | 1 —1 —1 1 1 (—1)™
@2 | 2 2Re(w®) 0 0 2 2Re((w?)™)
P2j+1 2 2Re(w®@+1)) 0 0 9 —9Re((w @)™
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Para m impar, los caracteres irreducibles de Q4 son:

7-[1,17 7-(1,717 T[wm,ia 7Twm7,i, (p2j7 (p2j+1-

Con un calculo equivalente al caso impar, obtenemos la tabla de caracteres.

[0, 0] [1,0] 0,11 [1,1] [m,0] M, 0;l<n<m—1
USW 1 1 1 1 1 1
0,1 1 1 -1 -1 1 1
TTwom i 1 —1 i i -1 (—1)"
TTom,— | 1 —1 — i 1 (=)™
P2 2 2Re(w?) 0 0 2 2Re((w ¥ )™)
P2j41 2 2Re(w™®+1)) 0 0 ) _9Re((wk@+1)m)

2.4. Supercaracteres de Q. Ahora determinaremos una teoria de su-
percaracteres de Qum, a través del Teorema de Brauer. Recordar que para el

grupo de automorfismo G de Q4 (ver Corolario 3.4) se tiene:
9 = ZQm Dol (ZQm)X

Recordemos también que el conjunto de todos los caracteres irreducibles de

Q4m estan dados por:

ITT(Q4m) = {7T1,1, T ,—1, TTwom 1, TTwm —1, P25, <P2j+1} para m par.

Irr(Qum) = {7r171, 1, Tlwm i, TTom i, @2, q)2]-+1} para m impar.

Finalmente notemos que G actia sobre Irr(Q4m) y sobre Qum (ver ecuaciones
(2.5) y (2.6)). Usando esta accién, determinamos una teoria de supercaracteres
de Q4m. El conjunto de supercaracteres X es determinado en el Teorema 3.11 y

el conjunto de superclases K es determinado en el Teorema 3.10.

Teorema 3.10. Sea X; = {7(171} y X3 = {7’(1,,1}. El conjunto de supercarac-
teres X de Qum estd dado por:
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1. St m es par, ellos son
{X17X27X37Yd}7

donde

Xy = {me,h 7Twm,—1}

Ya = H {@ay}-

YE(Zam )*

d
O<y<[m]+1
donde d es cualquier divisor de 2m tal que d < m.

2. Sim es impar, ellos son
{X1> X27 X37 Yd}7

donde
Xy = {ﬂwm,ia ﬂwm,—i}

Y

a) Para d divisor impar de 2m,d # m,2m, se tiene

Ya = H {@ay}

YE(Zam )*
d

O<y<'g

b) Para d divisor par de 2m,d # m,2m, se tiene

Yq = H {oay}

YE(Zgm )*
d
O<y<2p
DEMOSTRACION. Solo daremos una demostracién para el caso m par, pues de
manera analoga se demuestra el caso m impar. G actia sobre Irr(Q,,, ) mediante
la accién vista en (2.5). Sea @ € G, es claro que la érbita del caracter trivial 7 4

€s

X1 = {7T1,1}
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Ahora, mgm 1 y Tem 1 pertenecen a la misma §G—oérbita si y sélo si existe
(5,7) € Zom X (Zom )™ tal que @ - Tym 1 = TMem _;. Esto implica las siguientes
ecuaciones

(Ttwm 1 © @s:)(1,0) = 7em —1(1,0)
(Ttwm 10 @s+)(0,1) = Tem —1(0,1)

o equivalentemente
Tem1(1,0) =mem —1(1,0) = w™
Mwm 1(s,1) =mem 1(0,1) =—1
o bien
wm™ =w™ siysélosi =1
w™ =—1 siysélosi s=1

Luego, existe (s,1) = (1,1) € Zom X (Zom) ™ tal que
Xy = {ﬂwm,h ﬂwm,—l}-

Por otro lado, tenemos que 71; _; es el inico elemento de su §—oérbita. Basta
verificar que 711 _; no estd relacionado con 7ym 1, esto ocurre si y sélo si no existe
(8,7) € Zom X (Zam)™ tal que @s -7 1 = Tm ;. Supongamos lo contrario, esto

implica las siguientes ecuaciones

(71,210 @s+)(1,0) = 7m 1 (1, 0)
(71,10 @s,+)(0,1) = ym 1(0, 1)
o equivalentemente
M _1(1,0) = mem 1(1,0) = w™
m_1(s,1) =mem1(0,1) =1

o bien

lo cual es una contradiccién. Luego, no existe (s, 1) € Zom X (Zam)™ tal que 7y 4

este relacionado con 7m 1, asi

Xy = {7'51,—1}
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Sea d divisor de 2m, d < m, demostremos que la érbita de @4 es Yq.

Ya = H {@ay}-

HE(ZQm)X

d
O<y<[m]+1

esto ocurre si y s6lo si existe (s,7) € Zom X (Zom) ™ tal que @y @q = @qay. Es

decir, si existe (s, r) tal que:

(@a©°@s:)(1,0) = @ay(1,0)
(@a©°@s:)(0,1) = @ay(0, 1)

o equivalentemente

notar ahora que @q(s,1) = @q4y(0,1) =0, pues (0,1) € Gq y (s,1) ¢ Gay. Por

lo tanto, solo consideramos el caso @q4(r,0) = @qy(1,0). Se tiene
2Re(w9™) = 2Re(w?¥) siysélosi dr = +dy(mod2m)

Equivalentemente r = :I:y(mod%“). Entonces, usando la Proposicién 1.4 podemos

considerar T =y € Zs,, tal que @q(r,0) = @qay(1,0). Asi

Ya= H {@ay}-

YE(Zam )*
O<y<[m]+1
Demostremos ademas, que si tenemos d y d’ divisores de 2m tal que d,d’ < m,
entonces no existe (s,7) € Zom X (Zom )™ tal que @ - @ay = @q/. Supongamos
que existe, entonces
(@ay © @sr)(1,0) = @ar(1,0)
(Pay © @s:)(0,1) = @ar(0, 1)
o equivalentemente
@ay(r,0) = @a(1,0),
Pay(s,1) = @a(0,1),
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notar ahora que @qy(s,1) = @q4/(0,1) =0, pues (0,1) ¢ Ga' y (s,1) € Gay. Por

lo tanto, se tiene
2Re(wT) = 2Re(w?) siysdlosi dyr=+d’

Supongamos que dyr = d’, y como d’ divide a 2m, entonces dyr también divide
a 2m, luego existe a € Z tal que 2m = adyr = (xdy)r esto implica que T
divide a 2m lo cual es una contradictién, pues v € (Zom)*. Andlogamente, si
dyr = —d’ implica r divide a 2m. Luego, no existe (s,7) € Zom X (Zom )™ tal que

Qs Pay = Qar- [

Ejemplo 3.1. Consideremos para m = 10 el grupo de cuaterniones Q.g, por

el teorema visto, tenemos el conjunto de supercaracteres X de Q49 dado por:

{Xh X2a X37 Yla Y27 Y47 Y5}7

donde
Xi = {m.}
Xo = {mem1, Mom 1}
Xs = {m_1}
Y, = {(Pl, P3, P17, (Pg}

Yo = {¢s, 96}
Y, = {@4, ¢}
Ys = {(05}

Luego, tenemos que |X| = 7.

Teorema 3.11. Sean K; = €[0,0],Ky, = C[0,1] U C[1,1] y K3 = C[m,0]. EI

conjunto de superclases K de Qum estd dado por:

1. St m es par, ellos son:

{Kla K27 K37 Lt}7
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donde
L= J[ eltxol.

X€(Zam )*
t

0<x<[m]+1
donde t es cualquier divisor de 2m tal que t < m.

2. Sim es impar, ellos son:
{Kla K27 K37 Lt}7

donde

a) Para t divisor impar de 2m,t # m,2m, se tiene

L= [] eltxo0l.
XE(ZQTm)X

O<x<T
b) Para t divisor par de 2m,t # m,2m, se tiene
L= [J[ emxo.

X€(Zam )*
t

0<x<2m

DEMOSTRACION. Solo daremos una demostracién para el caso m par, pues
de manera analoga se demuestra el caso m impar. § actia sobre Q4,, mediante

la accion vista en (2.6). Sea @ € G, es claro que la drbita de la clase [0, 0] es:
K; = €0, 0]
Ahora, @([0,1]) =[s, 1] con s € Zon,, luego la G—dbrbita de [0, 1] es:
Ky = €[0, 1] U C[1, 1]

©([m,0]) = @([1,0]™) = [r,0]™ = [mr,0] con T € (Zam)*, luego la G—orbita

de [m, 0] es:

K3 = G[m, O]

pues solo se considera v = 1, dado que 1t € (Zym )™ es impar, rm = m(mod2m).
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Sea t divisor de 2m,t < m, demostremos que la orbita de [t,0] es L

L= [ elxol.

X€(Zam )*
t

O<x<[%]+1
esto ocurre si y sélo si existe (s,T) € Zom X (Zam )™ tal que @([t,0]) = [tx, 0] para
todo x € Zm. Es decir, si existe (s, 1) tal que:

[tr, 0] = [tx, 0]

equivalentemente C[tr, 0] = C[tx, 0].
Ahora, por el Lema 3.9 tenemos [tx, 0] ~ [tr,0] si y s6lo si existe (a,h) € G

tal que
(a+ (—1)™x + (—1)°(—a),0)(tr,0) ' € K
Ahora

(a+ (—1)"x — a,0)(tr,0)" ' = ((—=1)Mx,0)(—tr,0)
= ((—)"™x+ (—1)°(—tr),0)
= ((=1)Mx —tr,0)

Luego, [tx, 0] ~¢ [tr,0] si y sélo si exite h € Z, tal que ((—1)"tx — tr,0) € K. Es
decir, (—1)™Mx — tr = 0(mod2m). Luego, con (—1)™ = £1, se tiene

tr = £tx(mod2m)

equivalentemente
T= ix(monTm)

Entonces usando la Proposicién 1.4 podemos tomar v = x € (Zam )™ tal que

[tr, 0] = [tx, 0]. Asi, existe (s,7) € Zom X (Zom )™, tal que

L= [ emxol.

XG(ZQTm)X

0<x<[%]+1
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Demostremos ademés, que si tenemos t y t” divisores de 2m, tal que t,t’ <m
entonces no existe (s,1) € Zom X (Zam )™ tal que @s.([tx,0]) = [t’,0]. Suponga-
mos que existe, entonces
[txr, 0] = [t/,0]
o equivalentemente

txr = £t/

Si txr = t’ como t’ divide a 2m entonces txr también divide a 2m, luego existe
x € 7 tal que 2m = atxr = (otx)r esto implica que r divide a 2m lo cual es una
contradictién, pues v € (Zam)*. Andlogamente, si txr = —t’ implica r divide a

2m. Luego, no existe (s,1) € Zam X (Zam)™ tal que @, ([tx,0]) = [t’,0]. O

Ejemplo 3.2. Siguiendo con el Ejemplo 3.1 y el teorema anterior, tenemos

el conjunto de superclases K de Q49 dado por:

{Kla KQa K37 Ll; I—27 I—47 L5}7

donde
L, = C[1,00UeC[3,0]uUC[7,0]UE[9,0]
L, = €[2,0]UC6,0]
Ly, = C[4,00UC[8,0]
L; = C[5,0]

Luego, tenemos que |K| = 7.

El siguiente Corolario, nos indica que la cantidad de superclases coincide con

la cantidad de supercaracteres.

Corolario 3.1. |X| = |X|

1. Para m par, |X| = |X| = v(2m) + 3, donde v(2m) denota la el cardinal
de divisores de 2m, menores que M.
2. Para m impar, |X| = |X| = nw(2m) +1, donde u(2m) denota la el cardinal

de divisores de 2m.
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DEMOSTRACION. Al igual que los Teoremas anteriores solo daré una demos-
tracion para m par, pues analagamente se demuestra el caso m impar. Recorde-

mos, para m par, el conjunto de los supercaracteres es
x = {X17 X27 X37 Yd}

donde d es cualquier divisor de 2m tal que d < m, y el conjunto de las superclases
es

X = {Kla KQ? K37 I—t}

donde t es cualquier divisor de 2m tal que t < m. Asi, para el conjunto X y K
tenemos 3 supercaracteres y 3 superclases estandar, que son X, Xo, X3 e Kq, Ko, K3
respectivamente. Y para los conjuntos Yqg € X y Ly € K con d y t divisores de
2m tal que d,t < m. Asi, solo basta considerar los divisores de 2m con el rango
ya mencionado. Mas precisamente, definamos v(2m) como el cardinal de todos
los divisores d de 2m tal que d < m. Luego, tenemos la misma cantidad de Y4

en X como Ly en X. En conclusion, |X| = |X| = v(2m) + 3. O

De los Teoremas 3.11 y 3.10, tenemos una particion X de Irr(Qsn) v una
particion K de Q4 tal que
1. {[0,0]} € X.
2. Se tiene |X| = |X]| (ver Corolario 3.1).
3. Para todo X € X el caracter
ox =) x(Lx=x
X€EX

es constante sobre cada K € X. Es decir
ox(k) = ox(k’) paratodo k,k' € K;

y todo x € X.
Asi, solo falta verificar la condicion 3 de la Definicién 2.7 para tener que el par
(X,X) es una teoria de supercaracteres para Q4m. Solo consideraré los calculos

para m par.
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Notar que, las superclases K; y K3 resultan ser clases de conjugacion de Qgm,
entonces solo basta ver que ox(k) = ox(k’) para todo k,k’ € Ky y para todo
k, k" € L;

Para X = Xj, el caracter ox, se escribe:

ox, = ) x(1)x=m,.
XEX1

Considero €[0, 1], C[1, 1] € Ky, entonces tenemos
O-Xl (07 ]-) = 7-[1,1(0) 1) =
GX1(171) = 7-[171(]-71) =
Asi, 0x,(0,1) = ox,(1,1). Ahora, escogemos Cltx, 0], C[t, 0] € L, entonces
ox,(tx,0) = m(tx,0) =1,
Ox, (t70) = Ttl,l(tao) =1

Asi ox, (tx,0) = ox,(t,0). Luego, para X = X;, se cumple que ox es constante
sobre las superclases.

Para X = Xy y m par, el caracter ox, se escribe:
ox, = ) X(1)X = Tam 1+ Ttm, 1.
XEX2
En efecto, considero C[0, 1], C[1, 1] € Ky, entonces

GX2(07 1) - T[wm,l(oa 1) + ﬂwm,—1(07 1)
= (™)1 + (™) (1) =1—-1=0,

0-X2(17]-) = Ttwm’l(l,l)—i-ﬂwm’,l(l,l)
= (W™ + (™) (=)' =1—1=0.
Asi, 0x,(0,1) = 0x,(1,1). Ahora, escogemos C[tx, 0], C[t, 0] € Ly, entonces

Ox, (tX, O) = Tem;1 (tX7 O) + Tom —1 (tX, O)
(wm)txlo + (wm)tx(_l)o — 2(_1)’0(’
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0x,(t,0) = Tem1(t,0) 4+ mem 1(t,0)
= (™) (=1 + (w™)t(=1) =2(-1)".

Asi, ox, (tx,0) = 0x,(t,0) si y sélo si (—1)™ = (—1)".

Ahora, (—1)™ = (—1)* si y sold si tx —t es par. En efecto, tx —t es par pues
t es divisor de 2m y x € (Zsz)X, si t es par, es trivial ver que t(x — 1) es par.
Ahora, si t impar, sz es par, luego para x € (Zsz)X se tiene x impar, entonces
x — 1 par implica t(x — 1) es par.

Asi ox,(tx,0) = ox,(t,0), entonces para X = Xs, se cumple que ox es cons-
tante sobre las superclases.

Para X = X3, el caracter ox, se escribe:

Ox3 = Z x(1)x = m, 1.

X€EX3

Considero €[0, 1], C[1, 1] € Ky, entonces

GX3(0, 1) = 7'(1’,1(0, 1) = —].,
GX3(1)1) = 7-(1,71(]-7]-) =—1

Luego ox,(0,1) = ox,(1,1). Ahora, escogemos C[tx, 0], C[t, 0] € L, entonces

UX3(tX,O) - ﬂl,—l(tx70)a
= 1,

- 7'(17,1(t,0)7
= O'X3(t,0).

Asi, para X = X3, se cumple que ox es constante sobre las superclases.

Para X = Y4, con m par, el caracter oy, se escribe:

Oy, = Z Pay-

YE(Zam )X

d
o<y<[m]+1
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Considero €[0, 1], C[1, 1] € Ky, entonces

ov,(0,1) = 2 ) @qy(0,1) =0,

yE(Z2Tm)X
o<y<[m]+1

ov(L,L1) = 2 ) @ayll,1) =0,
yG(Z2m)X

d
o<y<[m]+1

Pues (0,1), (1,1) € Gay. Asi, 0v,(0,1) = oy, (1,1). Ahora, escogemos C[tx, 0], C[t, 0] €

L, entonces

O-Yd (tX, 0) = 2 Z (de (tX7 O)a
UG(ZQm )X

Elks

o<y<[m]+1

=2 )  2Re(w™"),
UG(ZQTm)X

O<y<[m]+1

ov (t,0) = 2 ) @a(t,0),

z€(Zam )*
d

0<z<[m]41

=2 >  2Re(w),

2€(Zam )*

d
0<z<[m]41

Entonces, se debe tener que

Z Re(w¥™) = Re(w?=t)
YE(Zam )X z2€(Zam )*
d d
0<y<[%]+1 0<z<[%]+1

Lo cual es claro, dado que una suma es solo es una permutacion de los sumandos
de la otra suma.

Asi, para X = Yq4, se cumple que 0x es constante sobre las superclases.
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Concluyendo, hemos mostrado se satisfacen las condiciones de la Definicién
2.7, asi tenemos que el par (X,X) define una teoria de Supercaracteres para el

grupo de cuaterniones generalizado Q4.

Ejemplo 3.3. De los Ejemplos 3.1 y 3.2, chequearemos que el supercaracter
Ox, es constante sobre la superclase L4. En efecto, el supercaracter ox, se escribe
Ox, = Z X(1)X = Twro1 + 0,1

XEX2

considero C[4, 0], C[8,0] € L4, entonces

('S (47 O) - T[wlo,l (47 0) + T[w107—1(47 O)
— (w10)410 + (w10)4(_1)0 =1 + 1 = 2’

y
0x,(8,0) = 74104(8,0) + 710 41(8,0)
— (w10)810 + (wIO)S(_l)O =1 + 1 = 2’
Asi, ox,(4,0) = 0x,(8,0). Luego, el supercaracter ox, es constante sobre la

superclase L.

2.5. Tabla de Supercaracteres de Q4. Los siguientes calculos nos per-
miten determinar una tabla de supercarcteres para Q. Mas precisamente, con-
sideremos un representates de cada superclase, a saber: [0, 0], [0, 1], [m, 0] y [t, 0]
con t divisor de 2m tal que t < m respectivamente. Solo mostraré los calculos
para el caso m par. Luego, tenemos lo siguiente:

Para X = X;, el caracter ox, se escribe:

ox, = Y x(1)x=my,
XEX1

asi, para cada superclase en K, se tiene

le([070]) = 7T1,1([0,0])=
ox,([0,1]) = m([0,1]) =

ox,(m,0]) = m(fm,0]) = 1.

L,
1

Y
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Y para cualquier valor de t, se tiene
ox, ([t,0]) = m([t,0]) = 1.

Para X = Xy y m par, el caracter ox, corresponde a:

Oxy = _ X(1)X = Tam 1 + Teom 1,
XEX2

asi, para cada superclase en K, se tiene

0x,([0,0) = 7em([0,0]) + 7em 1 ([0,0]) =1+1=2,
ox,([0,1]) = 7em([0,1]) + mem 1 ([0,1]) =1 -1 =0,
ox,([m,0) = 7tem ([0, 0]) + 7tem, 1 ([0,0]) =141 = 2.

Y para cualquier valor de t, se tiene
ox, ([t,0]) = mem ([t 0]) 4+ 7em 1 ([t,0]) = 2(w™)" = 2(—1)*.

Para X = X3, el caracter ox, es:

Ox3 = Z X(1)x = m1,

XEX3

asi, para cada superclase en K, se tiene

ox,([0,0]) = m _1([0,0])
ox,([0,1]) = m 1([0,1])

ox,([m,0]) = m _1([m,0]) =1

L,
—1

Y

Y para cualquier valor de t, se tiene
0—X3([t7 0]) - ﬂl,—l([ta O]) =1

Para X =Yy, con m par y d divisor de m, el caracter ox, se escribe:

GYd - z (pdy>

Y€(Zam )*

d
O<y<[m]+1
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asi, para cada superclase en X, se tiene

ov ((0,0) = 2 ) @ay(l0,00),

UE(ZZm)X

a7 A

O<y<[ ]+1

I
M

Y€ (Zam )X

J+1

3

O<y<

ﬁ
INES

Il
e
©
N\
‘l\’)
=
N———

donde ¢ (ZT'“) denota el cardinal de Zsz tal que 0 <y < [%} + 1.

O'Yd([o,l]) = 2 Z (de([o,l]),
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ov (m,0]) = 2 Y @ay(lm,0]),

YE(Zam )*

—‘Q“

O<y<[m]+1

- 2 Z 2Re(wdv™),

Y€(Zam )*
d

O<y<[m]+1

— 4 Y Re((wm),
yG(Zsz)X

O<y<[Z]+1

=4 ) Re((—1)Y),

Y para t divisor de 2m, se tiene

ov ([£,0) = 2 > @ayllt,0),

yE(Zan)X
0<y<[%]+1
= 2 Z 2Re(wvt),
Y€(Zam )™
d
O<y<[m]+1

= 4 Z Re(wdvY).

Y€E(Zam )*

S

o<y<[m]+1

89
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Luego, tenemos la tabla de supercaracteres para Q4m, con m par. Con un

calculo equivalente, se obtiene la misma tabla para el caso m impar. mas preci-

samente tenemos:

Ky K3 K3 Lt,t/Qm,t <m
X1 1 1 1 1
X 2 0 2 2(—1)*
X3 1 —1 1 1
Ya
A4 (2) | 0 [4Y (19| 43 Re(wvt)
d/2m,d<m

Ejemplo 3.4. Para m = 10 y utilizando los calculos generales anteriores, se

obtiene la tabla de supercaracteres para el grupo de cuaterniones Qg :

Ky Ks Ks L, Lo Ly Ls
[0,0] | [0,1] | [10,0] 1, 0] 2, 0] 4, 0] (5, 0]
X1 1 1 1 1 1 1 1
Xa 2 0 2 —2 2 2 —2
X3 1 —1 1 1 1 1 1
4Re(w!)+
vi | 16 0 oy 4Re(w?)+ | 8Re(w?)+ | 8Re(w?)+ 16Re(w?)
4Re(w)+ 8Re(w") SRe(w?®)
4Re(w?)
Yy | 8 0 8 ARe(w)+ | ARe(wi)+ SRe(w?) S8Re(w?)
4Re(w") 4Re(w?®)
vl s 0 < 4Re(w*)+ | 4Re(w?)+ SRe(w) .
4Re(w?®) 4Re(w?®)
Y. 4 | 0 | —4 | 4Re(w?) 4 4 ARe(w?)
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2.6. Digresion: Supercaracteres de Qumn/Z(Q4m). Para obtener una
Teoria de Supercaracteres del grupo cociente de Qg por su centro Z(Qum) es
necesario determinar el conjunto de caracteres irreducibles de Q4m/Z(Q4m). Pa-
ra esto, recordemos que el conjunto de todos los caracteres irreducibles de Q4m,

como sigue:

Irr(Q4m) = {7T1,1> T,—1, Ttwm,1, Ttwm,—1, P2j, <P2j+1} para m par.

Irr(Qum) = {7'51,17 T ,—1, Twom i, TTom™ —i, P2j, (P2j+1} para m impar.

Ahora, de acuerdo al Lema 2.3, veamos cuales caracteres de Q4 se factorizan
en Qum/Z(Q4m). Recordar que Z(Qym) = {(O, 0), (m, 0)} (ver Observacién 3.2).
Es decir, x caracter de Qqm/Z(Qum) si y sélo si

x(m,0) =x(0,0) = dimx.

Veamos primero, para el caso m par, cuales caracteres lineales de Q. se facto-

rizan en Qum/Z(Q4m)-

M 1(m, 0) =1= dimm;

m —1(m,0) =1= dimm;
Mem1(M,0) =1= dimmem,
Tom 1 (M,0) =1= dim7mgm _,

Entonces, los caracteres lineales de Q4m/Z(Q4m ), para m par son:
7,15 71,1, TTewm 1, TTwm —1.

Ahora, para el caso m impar, cuales caracteres lineales de Q4 se factorizan en

Q4m/Z(Q4m) .

7T171(m, O) =1= dim ’7'(1,1
7t1,_1(m, O) =1= dim 1
ﬂwm7i(m, 0) - _]_ # dlm 7Twm71

T[wmy_i(m,O) =—1 7é dim TTom,—1



92 3. GRUPO CUATERNIONES

Luego, los caracteres lineales de Q4m/Z(Q4m), para m impar son:

71, 70,—1-
Ahora, para los caracteres de dimensién 2 de Q4m, veamos cuales caracteres se
factorizan a Qum/Z(Q4m). Tenemos:

(m,0) = 2Re(w™)
= 2Re((w™)%))
= 2
= dim @y;

©2541(m,0) = 2Re(w@TI™)5(0)
= 2Re((w™)F 1))
— 9
# dim @211

Por lo tanto, los caracteres de dimensién 2 de Q4m/Z(Q4m) son los siguientes:
@25 con 1<j< [mH] —1. (3.8)

2

Resumiendo, tenemos el siguiente Teorema.

Conjetura 1. El conjunto de caracteres irreducibles de Qum/Z(Qum) es:

= Para m par
Irr(Qum/Z(Qam)) = {7T1,1, T,—1, Twm,1, Twm,—1, (sz}-
= Para m impar

II‘I‘(Q4m/Z(Q4m)) = {7-[1,17 T,-1, (P2j}-

Ahora, si bien recordamos, el grupo Q4 tiene m + 3 clases de conjugacion,

las cuales pueden ser representadas por los siguientes elementos:
[0)0]7 [1)0]7 [O) 1]7 [1) 1]7 [m7 0]7 [n) 0] para ]- <n < m— 1

Tenemos:
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Conjetura 2. Para el grupo Qum/Z(Qum), se distinguen dos tipos de clases

de conjugacion:

1. Para m par, se tienen mTM clases de conjugacion, dadas por: 3 clases del
tipo
€[0,0] = {la,b] : (a,b) € €[0,0] UEC[m,0]},
e[0,1] = {la,b] : (a,b) € €0, 1]},
C[1,1] = {la,b] : (a,b) € C[1, 1]},
y 5 clases de la forma

Cn,0] = {[a, b] : (a,b) € €n,0lUCm —n, 0]}

conl<n< 3.

2. Para m impar, se tienen mT”’ clases de conjugacion, dadas por: 2 clases

del tipo

€0,00 = {la,b] : (a,b) € €[0,0] U Cm, 0]},
€0,11 = {la,b] : (a,b) € €O, 1JUCI, 1},

mT_l clases de la forma

C[m,0] = {[a,b] : (a,b) € €n,0]UCm—n,0},

ConlgnémTfl.

Luego, tenemos la tabla de caracteres para Qum/Z(Q4m), con m par, mas

precisamente tenemos

[0, 0] [1,0] 0,11 [1,1] [, 0;1<n <%
TM,1 1 1 1 1 1
Mmooy | 1 1 1 -1 1
Momy | 1 1 1 -1 (—1)"
Tom 1| 1 1 11 (—1)"
P9; 2 2Re(w?¥) 0 0 2Re((w?)™)

Para m impar, la tabla de caracteres para Qum/Z(Qum) es:
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[0,00 1,00 [0,1] [n,0];1<n< 24
1 1 1 1 1
T,—1 1 1 —1 1
©2; 2 2Re(w?) 0 2Re((w ™)

Para obtener una teoria de supercaracteres para Qum/Z(Q4m), consideremos

la Proposicion 3.3 y por la Proposiciéon 1.2 tenemos

AUt(Q4m/Z(Q4m)) = AUt(Dm)

donde Aut(D,,) es isomorfo a un producto semi-directo de Z,, con Z} , mas

precisamente

G=Zm XL,

Sea @ € G denotado por @ := @, con s € Zy, y T € Z}, tal que

® ®
a — a’ o bien (1,0) — (1,0)" = (r,0)
b — a°b (0,1) —— (1,0)%(0,1) = (s, 1)

Recordemos que G actia sobre Irr(Qum/Z(Qam)) v sobre Qum/Z(Qim) (ver
ecuaciones (2.5) y (2.6)). Usando esta accién, determinamos una teoria de super-
caracteres de Qum/Z(Q4m). El conjunto de supercaracteres X y el conjunto de

superclases K son determinados en los siguientes Teoremas.

Conjetura 3. El conjunto se supercaracteres X de Qum/Z(Qum), para m par

y d divisor par de 2m, es:
{Xl7 Xg, X3, Yd . d/2m, d < m},

donde

1. X1 = {7'[171},
2. Xy = {ﬂwm,la ﬂwm,—l}

3. X3 = {7'[17,1}
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Yq = H {(de}'
UG(Zsz)X
O<y<F+1

Conjetura 4. El conjunto se supercaracteres X de Qam/Z(Qum), para m

impar y d divisor par de 2m, es:

{Xl,X3,Yd . d/m, d % Zm},

donde
1 Xy = {m1},
2. X3 = {7'[17_1}
3.
Ya = H {@ay}-
HE(Z%UX
o<y<Zre

Conjetura 5. FEl conjunto de superclases K de Qum/Z(Qum) para m par y t

divisor par de 2m, es:

{Ki, K2, K3, Ly @ t/2m,t < m},

donde
1. Ky = €[0,0],
2. Ky = €[0, 1],
3. Ky = C[1, 1],
4

L= ][] eitxo.
XE(ZZTm)X

O<x<g+1
Conjetura 6. El conjunto de superclases K de Qum/Z(Qam) para m impar

y t divisor par de 2m, es:

{Kl, KQ,Lt . t/m,t 7£ Qm},
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donde
1. Ky = €0, 0],
2. Ky = €C[0, 1] U C[1, 1],
3.

L, = ]_[ Cltx, 0].
XG(Z4Tm)X

O<x<2m
Conjetura 7. |X| = |X|
1. Para m par, |X| = |X| = v(2m) + 3, donde v(2m) denota la el cardinal

de divisores de 2m, menores que m.

v(2m)

5— +2, donde v(2m) denota el cardinal de

2. Para m impar, |X| =|X| =

divisores de 2m distintos de m y 2m.
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