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Resumen

En este trabajo hemos realizado un estudio de como se trata el
concepto de numero irracional, en particular de raiz de dos, en
dos cursos de la ensefianza escolar. Para este efecto hemos
realizado un estudio de la evolucion historica del concepto de
irracionalidad y analizado las sugerencias de tratamiento del
tema en documentos oficiales del MINEDUC y en dos textos
escolares. Con todos estos antecedentes hemos construido una
propuesta de ensefianza que pensamos puede ayudar a que los
estudiantes adquieran con mayor profundidad la idea de
irracionalidad de un namero en el caso particular de raiz de
dos.
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Introduccion

El motivo de estudiar la irracionalidad de los numeros se
inicid con la experiencia que observamos en la practica
encontrandonos con alumnos de tercer afio medio incapaces
de comparar y dar caracteristicas de los nimeros irracionales,
Ilamé&ndonos profundamente la atencién, ya que este tema
debiera estar claro, debido a que es ensefiado en primer afio
medio. Esto nos llevd a darnos cuenta del el poco
conocimiento que teniamos sobre el tema y el interesante reto
que asumiriamos. Pero el impulso inicial a estudiar el tema,
fue estudiar y comentar como se introduce el tema de los
numeros irracionales, visto en dos aspectos (Propuestas de
dos profesores a alumnos de primer afio medio y estudio de
dos textos escolares), para luego estudiar y comentar lo que el
MINEDUC propone para abordar el tema.

En base a la evidencia encontrada en tesis, libros de
ensefianza media, ajuste curricular, mapas de progreso,
programas de estudios y textos de historia de las matematicas
es posible constatar que el concepto de nimero irracional es
un tema importante porque constituyen un conjunto numeérico
en el que es posible resolver problemas que no tienen solucién
en los ndmeros racionales y para poder comprender y
completar el conjunto de los nimeros reales, a pesar de que
esto se encuentra en los planes y programas de estudios, no
se trata con la profundidad que realmente merece y esto
produce la confusion del alumno al no poder comprender la
diferencia entre nimero racional e irracional, evidenciandolo

con el tipo de respuesta que dan: «Jo y 3,141592654

b

pertenecen al conjunto de los numeros irracionales ” y en
frases dichas por el profesor como: “los nimeros irracionales
son aquellos que habitualmente no tienen solucién real
entera”.

Para construir la propuesta estudiamos la evolucién histérica
del concepto de irracionalidad y en la medida de lo posible,
las problematicas que impulsaron el desarrollo de este
concepto de irracionalidad (en particular raiz de dos), pero no
solo tomando la historia, sino también el hecho de como los
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textos escolares de media tratan la informacion, centrdndonos
en interrogantes como ¢existe una concordancia entre lo que
ocurrio en las escuelas pitagoricas, con las situaciones
especificas que se presentan actualmente al alumno?, ¢;Con el
tratamiento del concepto dado en textos escolares y en clases
podran realmente conjeturar los alumnos que raiz de dos es un
nimero que presenta un desarrollo decimal infinito no
periodico? ;Se dara una caracteristica esencial de estos
nameros, para poder discriminar entre nimero racional e
irracional o de otro tipo de numero?. Entonces (Como el
alumno en ensefianza media, podra diferenciar entre nimero
racional e irracional?

Hemos podido apreciar que el tema da para bastante, en el
sentido de los conocimientos que el profesor debe tener para
abordar el tema, con el fin de lograr que el alumno pueda
reconocer, distinguir y caracterizar el nimero irracional.

Por todo lo anterior expresado, existe una gran motivacion
para elaborar una situacion de ensefianza que favorezca el
aprendizaje  del concepto de ndmero irracional,

focalizandonos en /2 .
Preguntas de Investigacion

» ¢Cuédl ha sido la evolucion del concepto de

irracionalidad (centrados en \/5 ) a través de la
historia?

» ¢Como es la organizacion del ajuste curricular (2009),
planes y programas de estudio (2004) y mapas de
progresos (2009) para el concepto de numero
irracional?

» ¢Como introducen los textos escolares la idea o el
concepto de ndmero irracional? y ¢(Como es el

tratamiento que hacen estos de«ﬁ ?
» ¢Como es el tratamiento que hacen los profesores del
concepto de numero irracional, en el caso particular de

J22
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Objetivos de la Investigacion

Objetivo General

> Disefiar una situacion de ensefianza que favorezca el
aprendizaje del concepto de numero irracional, en el

caso particular de \/E

Objetivos Especificos

» Estudiar  (investigar) la génesis y evolucion del
concepto de numero irracional, focalizandonos en el

caso del numero+/2.

» Estudiar lo que se indica del concepto de ndmero
irracional dentro de la organizacién presente en el
ajuste curricular (2009), planes y programas de estudio
(2004) y mapas de progresos (2009).

» Analizar la presentacion y tratamiento del ndmero
irracional en textos escolares.

» Analizar registros de alumnos al momento que el
profesor inicia el tratamiento del concepto de nimero
irracional.

» Analizar la comprension del objeto niamero irracional
a alumno de segundo medio.
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Marco Teorico

Para poder entender nuestro trabajo es necesario comprender
la teoria en la cual nos basamos y de esta forma poder
estudiar, comprender y analizar los objetivos especificos. Para
que posteriormente podamos lograr el objetivo general de
nuestra tesis. A continuacion se presenta un diagrama que
explica a grandes rasgos lo que se presentara en el Marco
Teorico.

Marco Tedrico

IV.- Documemtos Del
. " o : V.- El Enfoque
I1l.- Teoriade Ministerio (Ajuste e g

las Situaciones Curricular, Planes y
Didacticas Programas y Mapas de Problemas.
Progreso).

|
Ig_l\{[I(,e:Qdo I1.-Asimilacion,
CI?I"SCIC(J:O Acomodacion
: Adaptacion.

I.- Método Historico Critico

El objetivo de utilizar este método es permitir que las
personas puedan comprender las metodologias, técnicas y las
diferentes formas que utilizan los historiadores para transmitir
las fuentes primarias del numero irracional. Se encontrd
(Piaget, 1965/1975, citado por (Lenzi)y Borzi, Pag. 2) que:

“[...] El método historico-critico consistira en comprender
coémo procedieron [...] el inventor del principio [cientifico] o
los autores que prepararon su descubrimiento; por ejemplo se
tratara de descubrir con precision a que especie de experiencia
recurrieron [...], y que deducciones extrajeron [...] y [...] ¥
de acuerdo con que sistema deductivo o interpretativo
llegaron a imaginar sus experiencias, etc. [...] Todos los
problemas de las relaciones entre sujeto y objeto [...], de los
procesos de invencion o de descubrimiento [...] pueden
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encontrarse en el terreno [...] de un desarrollo histérico
reconstituido desde esos puntos de vista; por consiguiente,
[lamaremos método historico-critico al método de analisis
epistemologico que utiliza la historia [de las ciencias] con
miras a tales discusiones [...] Sin embargo, el método
histdrico-critico [...],se refiere a las nociones construidas y
empleadas por un pensamiento ya constituido: el de los
cientificos [...] Las formas de pensamiento accesibles del
método historico-critico ya estan muy eclaboradas [...] este
método [permite] vincular el presente con un pasado colmado
de riquezas a menudo olvidadas, que lo esclarece y en parte
explica gracias al examen de los sucesivos estadios del
desarrollo de un pensamiento colectivo [cientifico]

Debemos aclarar que en la tesis no se hace una epistemologia
geneética, sino que utilizamos una parte de ella, es decir, el
método historico critico el cual creemos que es suficiente para
conseguir los siguientes puntos:

1. Identificar los afios donde se produjeron avances en el
desarrollo del conocimiento sobre los numeros
irracionales, es decir, donde el docente debiera fijar su
mirada. Ademas observar como procedieron y a que
tuvieron que recurrir nuestros antepasados para poder
establecer la teoria de los nimeros irracionales.

2. ldentificar los conocimientos previos que estan
indirectamente relacionados con los numeros irracionales.

3. Ayuda al profesor cuando desea criticar textos escolares y
planes de clases que presentan los nimeros irracionales.

4. Permite al profesor relacionar y contextualizar situaciones
que se pueden utilizar en la elaboracion de una clase de
nameros irracionales.

IL.- Asimilacion, Acomodacion y Adaptacion

Incorporar la asimilacion, acomodacion y adaptacion en la
tesis, facilitara al momento de criticar las situaciones que
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utiliza el profesor al presentar un contenido u objeto
(introduccidn del numero irracional), ya que estas situaciones
provocan que el alumno pueda pasar cognitivamente por estos
tres estados.

A continuacion (Piaget, 1969/1979, citado por Lenzi y Borzi,
Pag. 2) define:

“Asimilacion Cognoscitiva: [...] ningln conocimiento, ni
siquiera perceptivo, constituye una simple copia de lo real,
puesto que supone un proceso de asimilacion a estructuras
anteriores. Entiendo el término asimilacion [como] una
integracion [de contenidos u objetos] a estructuras previas.
[...] [Estas estructuras previa] pueden permanecer inalteradas
0 ser mas o menos modificadas por esta integracion, pero sin
discontinuidad con el estado anterior, sin que sean destruidas,
y acomodandose [las estructuras] a la nueva situacion.

Acomodacion: [...] llamaremos acomodacion a cualquier
modificacion de un esquema asimilador o de una estructura,
modificacion causada por los elementos que se asimilan.

Adaptacion: [...] La adaptacion debe caracterizarse como un
equilibro entre las acciones del organismo sobre el medio y
las acciones inversas [del medio sobre el organismo].”

II1.- La Teoria de las Situaciones Didacticas

Sostiene (Pérez, 1997, pdg. 115) que “La teoria de las
situaciones didacticas de Brousseau permite, por una parte,
analizar todas las acciones del maestro y de los alumnos en el
aula, y su relacion con el conocimiento que se construye; y
por otra, desarrollar una “ingenieria” didactica que fabrica
situaciones especificas de los conocimientos que se quiere
ensefar.”

“Para Brousseau, la situacion didactica es el medio que tiene
el maestro de hacer comprender al alumno lo que quiera que
éste aprenda. El profesor elige un conjunto de relaciones del
alumno con el “medio” para que éstas le ayuden a construir
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un conocimiento por adaptacion a la situacion.” (Pérez, 1997,
pag. 115)

“El objeto de estudio de la didactica de Matematicas es la
situacion didactica, definida por Brousseau (1982b) como un
conjunto de relaciones establecidas explicitas y/o
implicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un
cierto medio (que comprende eventualmente instrumento u
objetos) y un sistema educativo (representado por el profesor)
con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un
saber constituido o en vias de constitucion.

Estas relaciones se establecen a través de una negociacion
entre maestro y alumnos cuyo resultado ha sido designado
como contrato didactico” (Galvez, 1994, pag. 42)

“El objeto fundamental de la Didéactica de las Matematicas es
averiguar como funcionan las situaciones didacticas, es decir,
cudles de las caracteristicas de cada situacion resultan
determinantes para la evolucién del comportamiento de los
alumnos y, subsecuentemente, de sus conocimientos. Esto no
significa que solo interese analizar las situaciones didacticas
exitosas. Incluso si una situacion didéctica fracasa en su
propdsito de ensefiar algo, su analisis puede constituir un
aporte a la didactica, si permite identificar los aspectos de la
situacion que resultaron determinantes de su fracaso.”
(Gélvez, 1994, pag. 42)

Para Brousseau “un momento fundamental de Ia
investigacion en Didactica lo constituye el analisis a priori de
la situacion. El investigador en Didactica debe ser capaz de
prever los efectos de la situacion que ha elaborado, antes de
ponerla a prueba en el aula; s6lo posteriormente podra
contrastar sus previsiones con los comportamientos
observados.

Para analizar las situaciones didacticas, Brousseau las
modeliza, utilizando elementos de la teoria de los juegos y de
la teoria de la informacion. Para una situacion didactica
determinada se identifica un estado inicial y el conjunto de los
diversos estados posibles, entre los que se encuentra el estado
final que corresponde a la solucién del problema involucrado
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en la situacion. Se explicitan las reglas que permiten pasar de
un estado a otro. La situacion es descrita, entonces, en
términos de las decisiones que los jugadores (alumnos)
puedan tomar en cada momento y de las diferentes estrategias
que pueden adoptar para llegar al estado final” (Galvez, 1994,
pag. 43)

“Las relaciones del alumno con el medio se interpretan en esta
teoria en términos de “juego” en el sentido de que hay unas
reglas de juego (o consigna), que es preciso elaborar
estrategias para ganar, y que las distintas estrategias deben
permitir la anticipacién de una estrategia ganadora.

Para que la situacion funcione de esta forma, el maestro
deberd realizar una triple “devolucion”: de la regla de juego,
del problema y de la decision. “Devolucion” que es-en
resumen- la accion por la que el maestro traspasa la
responsabilidad al alumno, que es quien debe querer aprender,
asumiendo las reglas de juego, tomando decisiones, haciendo
anticipaciones y verificando sus conclusiones.” (Pérez, 1997,
pag. 116)

La devolucion

Sostiene (Pérez, 1997, pag. 116) que
“aspectos de una situacion de aprendizaje.

% La devolucién de la regla de juego. Las consignas
deben poder ser comprendidas por el alumno, lo que
significa que los conocimientos que posee el alumno
deben ser suficientes para interpretar correctamente las
condiciones y las informaciones que definen la
situacion. La accion que provoca la situacion tendréa
que apoyarse en modelos que tienen significacion para
el alumno a quien se le presenta.

% La devolucion del problema. La situacién debe
plantear un problema que el alumno no sabe resolver
con los conocimientos que posee. Si el Alumno
supiera responder a la situacion resolviendo el
problema que se plantea, ésta no seria un problema y
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la situacion tendria la condicion de ejercicio de
aplicacion, de refuerzo, de consolidacion, etc.

X/
°

La devolucion de la decision. EI alumno debe poder
elegir entre diversas posibilidades y ser capaz de
considerar que existe una relacion de causa a efecto
entre las decisiones que toma y los resultados que
obtiene. EI maestro debe conseguir que el alumno se
sienta responsable de sus decisiones.”

Clasificacion de las situaciones didacticas

(Gélvez, 1994, pags. 43-44) “Brousseau distingue, entre las
situaciones que él produce para su estudio experimental,
cuatro tipos, cuya secuencia, en los procesos didacticos que
organiza, es lo siguiente:

1.

Las situaciones de accion, en las que se genera una
interaccion entre los alumnos y el medio fisico. Los
alumnos deben tomar las decisiones que hagan falta para
organizar su actividad de resolucion del problema
planteado.

Las situaciones de formulacion, cuyo objeto es la
comunicacion de informaciones, entre alumnos. Para esto
deben modificar el lenguaje que utilizan habitualmente,
precisandolo y adecudndolo a las informaciones que
deben comunicar.

Las situaciones de validacion, en las que se trata de
convencer a uno o varios interlocutores de la validez de
las afirmaciones que se hacen. En este caso, los alumnos
deben elaborar pruebas para demostrar sus afirmaciones.
No basta la comprobacion empirica de que lo que dicen es
cierto; hay que explicar que, necesariamente, debe ser asi.

Las situaciones de institucionalizacion, destinadas a
establecer convenciones sociales.

En estas situaciones se intenta que el conjunto de alumnos de
una clase asuma la significacion socialmente establecida de
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un saber que ha sido elaborado por ellos en situaciones de
accion, de formulacién y de validacion.”

IV.- Curriculum

El (Ministerio de Educacion, Mineduc - Curriculum, 2009,
pag. 5) afirma lo siguiente: “El Marco Curricular define el
aprendizaje que se espera que todos los alumnos y alumnas
del pais desarrollo a lo largo de su trayectoria escolar. Tiene
un caracter obligatorio y es el referente en base al cual se
construyen los planes de estudio, los programas de estudio,
los mapas de progreso, los textos escolares y se elabora la
prueba Simce. Por otro lado los Planes de estudio definen la
organizacion del tiempo de cada nivel escolar. Consignan las
actividades curriculares que los alumnos y alumnas deben
cursar y el tiempo semanal que se les dedica, ademas los
Programas de estudio entregan una organizacion didactica
del afio escolar para el logro de los Objetivos Fundamentales
definidos en el marco curricular. En los programas de estudio
se ofrecen ejemplos de actividades de ensefianza y
orientaciones metodoldgicas y de evaluacion para apoyar el
trabajo docente de aula. Y los Mapas de progreso describen
el crecimiento de las competencias consideradas
fundamentales en la formacion de los estudiantes dentro de
cada sector curricular y constituyen un marco de referencia
para observar y evaluar el aprendizaje promovido por el
marco curricular. Los mapas describen en 7 niveles de
progreso las competencias sefialadas, en palabras y con
ejemplos de desempefio y trabajos de estudiantes ilustrativos
de cada nivel”.

Objetivos Fundamentales y Contenidos Minimos
Obligatorios de la Educacion Basica y Media

“Los aprendizajes y el conocimiento matematico que
conforman los Objetivos Fundamentales y Contenidos
Minimos Obligatorios del sector fueron organizados, de
acuerdo con una progresion ordenada, en cuatro ejes que
articulan la experiencia formativa de alumnas y alumnos a lo
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largo de los afios escolares (mencionaremos solo el de
namero, ya que corresponde a nuestro tema):

NuUumeros: este eje constituye el centro del curriculo
matematico para la ensefianza bésica y media. Incluye los
aprendizajes referidos a la cantidad y el numero, las
operaciones aritméticas, los diferentes sistemas numericos,
sus propiedades y los problemas provenientes de la vida
cotidiana, de otras disciplinas y de la matematica misma. Se
organiza en torno a los diferentes ambitos y sistemas
numéricos. Avanza en completitud, abstraccion y complejidad
desde los nimeros naturales hasta los nameros complejos,
pasando por enteros, racionales y reales. Se busca que los
alumnos y alumnas comprendan que cada uno de estos
sistemas permite abordar problemas que los precedentes
dejaron sin resolver. Simultaneamente, el desarrollo de los
nimeros acompafia- y encuentra sus motivaciones-, en el
desarrollo de las operaciones y el de los otros ejes. Asi, la
operacion inversa a la suma motiva el cero y los negativos; el
cuociente y la medicion, los racionales; la extraccion de raiz,
motiva los irracionales y los reales y los nimeros complejos.
De este modo, se relacionan nimeros, operaciones y campos
de aplicaciones de la matematica, permitiendo avanzar en el
sentido de la cantidad, en razonamiento matematico y precisar
la forma en que la matematica contribuye a la descripcién y
comprension de la realidad”. (Ministerio de Educacion,
Mineduc - Curriculum, 2009, pags. 145-146)

Objetivos Fundamentales

“Los alumnos y alumnas serdn capaces de (solo nombraremos
los referentes a nuestro tema):

1. Comprender que los nimeros irracionales constituyen un
conjunto numérico en el que es posible resolver problemas
que no tienen solucién en los numeros racionales, y los
nimeros reales como aquellos que corresponden a la
union de los nimeros racionales e irracionales.

2. Utilizar los nimeros reales en la resolucién de problemas,
ubicarlos en la recta numérica, demostrar algunas de sus
propiedades y realizar aproximaciones.
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Para 1 el OFT que se pretende desarrollar es la habilidad de
investigacion y para 2 las habilidades comunicativas”.
(Ministerio de Educacién, Mineduc - Curriculum, 2009, pag.
184)

Contenidos Minimos Obligatorios

NuUmeros:

1. “ldentificacion de situaciones que muestran la necesidad
de ampliar los numeros racionales a los nimeros reales;
reconocimiento de algunas de las propiedades de los
nimeros y de las operaciones y su uso para resolver
diversos problemas.

2. Aproximacion del valor de un ndmero irracional por
defecto, por exceso y por redondeo.

3. Ubicacion de algunas raices en la recta numérica;
exploracién de situaciones geométricas en que ellas estan
presentes; y, analisis de la demostracion de la
irracionalidad de algunas raices cuadradas”. (Ministerio
de Educacion, Mineduc - Curriculum, 2009, pag. 186)

Programa de Estudio Primer afio Medio

Unidad 1(solo mencionaremos lo que compete a nuestro
tema)

NUmeros
“Orientaciones Didacticas

Durante sus afios de Educacion Bésica las alumnas y alumnos
han aprendido acerca de los niUmeros enteros, fraccionarios y
decimales, positivos y negativos.

Esta unidad retoma esos conceptos y plantea
fundamentalmente una profundizacion; se propone un trabajo
que tiene como columna vertebral la resolucion de problemas.

Se permite asi, que los estudiantes continden el desarrollo de
sus capacidades para interpretar adecuadamente los resultados
de los calculos, para analizar los procedimientos y las
respuestas a la luz de las caracteristicas de los problemas; para
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aproximar y evaluar con claros criterios las respuestas; para
describir fendbmenos cuantitativos en forma cada vez mas
adecuada y precisa.

Ademas, la resolucion de problemas en esta unidad, se orienta
hacia el conocimiento de caracteristicas y propiedades de los
nameros racionales e irracionales; de la presencia de
regularidades o patrones en el mundo de los numeros; de
cémo las potencias facilitan la descripcion de algunas
situaciones numeéricas relativas a incremento o crecimiento.

El tema sobre algunos antecedentes relativos a la historia de
los nimeros es un complemento necesario para que los
estudiantes perciban que estos numeros se inventaron por
imperativo de necesidades presentes en actividades diarias.

Ahora, mencionaremos los dos nucleos tematicos que
corresponden a los nimeros irracionales:

1. Actividades con situaciones que involucran ndmeros
racionales, irracionales, decimales y fracciones.

2. Actividades relativas a nimeros racionales e irracionales”.
(Ministerio de Educacién, Mineduc - Planes y Programas,
2004, pag. 16)

Contenido

®,

% “Distincién entre ndmeros racionales e irracionales.
Aproximacion y estimacion de nUmeros irracionales.
Estimaciones de céalculos, redondeos. Construccion de
decimales no periddicos. Distincion entre una
aproximacion y un numero exacto”. (Ministerio de
Educacion, Mineduc - Planes y Programas, 2004, pag. 17)

Aprendizajes Esperados

R/

< “Diferencian entre nuUmeros enteros, racionales e
irracionales; los caracterizan, los expresan en notacion
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decimal y sefialan su ubicacion relativa en una recta
numérica”. (Ministerio de Educacién, Mineduc - Planes y
Programas, 2004, pag. 17)

Mapas de Progreso del Aprendizaje

“Mapa de Progreso de Numeros y Operaciones (Ministerio
de Educacion, Mineduc - Mapas de Progreso, 2009, pags. 3-4)

Numeros y operaciones, describe el desarrollo del concepto
de cantidad y de ndmero y la competencia en el uso de
técnicas mentales y escritas para calcular y resolver
problemas que involucran distintos tipos de numeros.

Los aprendizajes descritos en el Mapa NOmeros vy
Operaciones progresan considerando tres dimensiones que se
desarrollan de manera interrelacionada:

a) Comprensién y uso de los numeros: Se refiere a la
comprension del significado de los numeros, la forma de
expresarlos y los contextos numéricos a los que
pertenecen, asi como las aplicaciones y los problemas que
los originaron y/o permiten resolver.

b) Comprension y uso de operaciones: Se refiere a la
comprension del significado de las operaciones, los
contextos numeéricos en los que se realizan, las relaciones
entre ellas, asi como sus propiedades y usos para obtener
nueva informacion a partir de la informacion dada.

c) Razonamiento Matematico: Involucra habilidades
relacionadas con la seleccion, aplicacion y evaluacion de
estrategias para la resolucion de problemas; la
argumentaciéon y la comunicacion de estrategias Yy
resultados.

Elementos claves del Mapa de Progreso de Numeros y
Operaciones

Un supuesto importante que orienta esta Mapa se refiere a la
intima relacion entre los numeros, las operaciones que
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permiten realizar y los problemas que resuelven; y cémo las
operaciones generan preguntas y problemas que motivan
nuevas definiciones de numeros y extensiones de los ambitos
numéricos. El progreso del concepto de nimero esta dado,
primero, por la extension de los nimeros naturales en relacion
con los requerimientos del proceso de conteo; luego, la
operacion de sustraccion muestra la necesidad de los nimeros
negativos, motivando la nocién de namero entero; la divisién
entre nimeros enteros motiva la aparicion de los racionales vy,
la operacién de extraccion de raiz, muestran la necesidad de
utilizar nuevos numeros, dando inicio al estudio de los
irracionales y, posteriormente, de los nimeros imaginarios en
el caso de las raices de nimeros negativos.

Las operaciones se consideran en este eje, principalmente,
desde el punto de vista de su comprension, su uso adecuado y
cémo a través de ellas los alumnos y alumnas muestran
dominio de los numeros. Operaciones también incluye la
habilidad para estimar y calcular mentalmente.

Finalmente, el razonamiento Matematico, en este mapa, se
refiere a la resolucion de problemas con numeros y sobre
numeros”.

Nivel 5(Correspondiente a los logros que debieran tener los
alumnos al final del periodo entre 1° y 2° medio)

“Reconoce a los nlmeros racionales como un conjunto
numérico en el que es posible resolver problemas que no
admiten solucion en los enteros, a los irracionales como un
conjunto numérico en el que es posible resolver problemas
que no admiten solucidn en los racionales, y a los reales como
la unién entre racionales e irracionales. Interpreta potencias
de base racional y exponente racional, raices enésimas y
logaritmos, establece relaciones entre ellos y los utiliza para
resolver diversos problemas. Realiza operatoria con nimeros
reales, calcula potencias, raices y logaritmos y los aplica en
diversos contextos. Resuelve problemas utilizando estrategias
que implican descomponer un problema o situaciones
propuestas en partes 0 sub-problemas. Argumenta sus
estrategias o0 procedimientos y utiliza ejemplos y
contraejemplos para verificar la validez o falsedad de
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conjeturas.” (Ministerio de Educacion, Mineduc - Mapas de
Progreso, 2009, pag. 14)

V.- El Enfoque de Resolucion de Problemas

La Clase de Matematicas Centrada en la Resolucion de
Problemas

1.- El problema de la clase
¢Qué es un problema abierto?

“En el ambito de la matematica escolar se dice que un
problema es abierto para un estudiante si éste no dispone de
procedimientos estandares para la solucionarlo, o bien, el
problema tiene varias soluciones.

Los problemas abiertos son de especial interés para
desarrollar en los alumnos una conducta de investigacion y su
pensamiento heuristico. Tiene un valor formativo, mas que
informativo en la formacion matematica de los nifios”. (Isoda,
2009, pags. 99-100)

Un buen problema para la clase

“Un buen problema es accesible a la mayor parte de los
alumnos, por ende son buenos aquellos problemas que
admiten varios enfoques para su resolucion, tanto intuitivos
como formales, siendo apropiados para atender a la diversidad
de los alumnos de un curso.

Un problema que no tiene solucion Gnica o que admite
soluciones parciales es particularmente til para trabajarlo en
clases, en el aula donde los ritmos de aprendizaje son
distintos... Aquellos problemas que admiten distintos
caminos Yy distintas soluciones dan la posibilidad que
simultaneamente varios alumnos experimenten la alegria de
resolver el problema con originalidad... La seleccion y
estudio de buenos problemas es una tarea compleja y valiosa
en la didactica de la matematica.
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Un buen problema para la clase de matematicas es consistente
con el objetivo de la clase, con los objetivos de mediano plazo
de la componente matematica del curriculo y con los
objetivos transversales del mismo. Un buen problema permite
al alumno alcanzar un conocimiento nuevo al poner en juego
los ya adquiridos en clases anteriores. También es un buen
problema aquel que desarrolla habilidades genéricas propias
del quehacer en matemaéticas, como pensamiento inductivo,
modelacion, formulacion, representacion, argumentacion y
validacion” (Isoda, 2009, pag. 100)

¢Por qué centrar la clase en la resolucion de un problema?

“Porque este tipo de clases es proclive a la consecuciéon de
los mdltiples objetivos que se propone el curriculo a través de
la matemaética escolar. Un problema es un reactivo que
involucra al alumno en una actividad orientada a la
abstraccion, la modelacion, la formulacion, la discusion, en
fin... El enfoque de resolucion de problemas en matematicas
se ajusta a las demandas sociales del curriculo... Es la
resolucion de problemas la que lleva al alumno a integrar los
conocimientos nuevos a los ya adquiridos, favoreciendo el
enriquecimiento de la comprension y por ende un mejor
aprovechamiento de las capacidades personales para la vida
del individuo y de su colectivo... En el modelo de clases,
centrado en la exploracion de un problema nuevo para los
alumnos, el ritmo y enfoque de la clase es armoniosamente
negociado por el profesor y los alumnos. Si bien la clase no
conduce a los alumnos por un camino “6ptimo” y uniforme,
favorece la vinculacion del concepto nuevo con los
aprendizajes previos de los alumnos” (Isoda, 2009, pégs. 101-
102)

El uso de problemas abiertos frente a la diversidad

“Solucionar problemas es la norma en las clases de
matematicas porque aprender como solucionar problemas se
considera importante. Sin embargo, muy a menudo incluso si
hay varias maneras de solucionar el mismo problemas, hay
solamente una respuesta correcta. ..
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¢Como preparar la clase bajo el enfoque de resolucion de
problemas?

Para planificar la clase los profesores japoneses usualmente
identifican una situacién preliminar que los alumnos puedan
resolver con sus conocimientos previos y una situacion
asociada, algo més compleja que no puedan resolver de
manera inmediata por estar asociada a la vez a un
conocimiento no adquirido previamente. Sin embargo, en la
resolucion del nuevo problema el alumno es desafiado a poner
en juego las estrategias, de manera mas generalizadas, usadas
para la resolucion del problema inicial...

El alumno se ve obligado a volcar su pensamiento hacia sus
propias capacidades a la extension de sus conocimientos, a la
re-conceptuacioén de sus ideas. Se ve en la necesidad de
disponer de nuevos procedimientos para resolver una gama
mas amplia de situaciones. El alumno ha sido desafiado a
asumir la responsabilidad de su aprendizaje”. (Isoda, 2009,
pag. 106)

La clase centrada en la resolucion de problemas

“La clase ha de entenderse como un proceso y el problema
como un vacio o diferencia entre estado actual y uno
esperado. El proceso consiste en que el alumno pasa del
estado inicial al deseado recurriendo a elaboraciones
personales... El profesor anticipara las posibles formas de
pensar de los alumnos, (Cémo ellos podrian estar abordando
el problema?, ;que dificultades podria tener? ¢Frente a qué
obstaculos podrian estar detenidos?, ¢Qué podrian estar
aprendiendo en el proceso?... El alumno debiera elaborar una
forma propia de calcular teniendo en consideracion los
aprendizajes ya adquiridos... pero no bastara que encuentre la
nueva forma de calcular o extienda la ya aprendida. Le sera
requerido que argumente su respuesta, que la valide y
eventualmente que explique a sus compafieros por qué esa
respuesta es adecuada” (Isoda, 2009, pags. 107-108)
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Metodologia

Para lograr el objetivo general de esta tesis, es necesario
seguir el orden que se expuso anteriormente en los objetivos
especificos, pero la pregunta que viene a continuacion es
¢Como se lograra cada uno de estos puntos?, para dar
respuesta a esto se debe tener presente lo siguiente:

Para investigar la génesis y la evolucion del concepto, se
recurrird a libros de historia de la matematica y algunos que
tengan relacion con esta, estableciendo un orden cronolégico
del concepto de namero irracional, y describir como se trato
en cada periodo (teniendo presente que nuestra mirada es la

\/5), el método que se emplea es el histérico critico.

Para estudiar la organizacion de ensefianza - aprendizaje del
concepto de numero irracional que plantea el Ministerio de
Educacion, se recurre al método histérico critico y luego se
daran comentarios pertinentes al tema.

Para el estudio y analisis de las situaciones especificas del
concepto de numero irracional que plantean los textos de
primero y segundo medio, (McGraw- Hill, 2010 y Santillana,
2010), en los cuales se observara el objetivo que plantean y
como tratan de lograrlo, teniendo presente que en cada libro
utilizaremos el siguiente criterio:

1. Descripcion de la situacion.

2. Analisis de la situacion desde la perspectiva del método
historico critico, Curriculum, Brousseau e Isoda.

Para la identificacion de las situaciones de ensefianza-
aprendizaje en aulas escolares, se estudiara registros escritos
de alumnos de ensefianza media destacando frases que seran
comentadas desde la perspectiva del método historico critico,
Curriculum, Brousseau e Isoda.

Para estudiar la comprensién del objeto numero irracional a
alumno de segundo medio, se elaboro un cuestionario con tres
actividades, en las que se analiza las respuestas segin lo que
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pide el curriculum (distinguir entre ndmero racional e
irracional).

Y para disefiar una situacion de ensefianza que favorezca el
aprendizaje del concepto de numero irracional, en el caso

particular de/2, se utilizaran problemas que involucran el
infinito, desarrollos decimales y la idea de encajonamiento de
Cantor, para esto nos basaremos método histérico critico,
Curriculum, Brousseau e Isoda.
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Epistemologia del Numero Irracional

Objetivo: Estudiar (investigar) la génesis y evolucion del
concepto de namero irracional, focalizdndonos en el caso del

nUmerO\ﬁ

Pregunta de investigacion: ¢;Cual ha sido la evolucion del

concepto de irracionalidad (centrados en \/5 ) a través de la
historia?

Para introducirnos en el método historico-Critico de la
epistemologia del concepto de irracionalidad, mas
especificamente en raiz de dos, serd necesario saber las
épocas en donde se utilizo el concepto y los saltos que hubo
para poder llegar a lo que conocemos en la actualidad como
teoria de los nimeros Irracionales. Finalmente, se presentara
un resumen de los momentos que se consideran claves del
concepto de irracionalidad.

A continuacion, presentamos la interpretacion de algunos
historiadores de las matematicas que a través de sus
investigaciones, desarrollan el concepto de irracionalidad.

% Hechos en Mesopotamia: “de mayor importancia para el
futuro de las matematicas fue la reaccion altamente
inteligente de los algebristas babilonios ante los nimeros
Irracionales. Sus tablas y sus ecuaciones les decian que no
todos los nimeros racionales que figuraban en sus tablas
tenian una raiz tabulada. Enfrentados a este hecho

fundamental, procedieron a obtener valores aproximados
1 2

por medio de las reglas, (a2+b2)5:a2+b— 0
2a

1
(a®+b’)2=a’+2ab’. La primera es razonable y

reaparece unos dos mil afios después con Herén de
Alejandria; la segunda es incurablemente errdnea pues es
dimensionalmente imposible.

Observemos [...] que esta aproximacion razonable puede
obtenerse por medio de la serie Binomial de Newton; pero
tampoco esto implica una anticipacion. En sucesivas
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aproximaciones a las ecuaciones irracionales usaron lo
que podria interpretarse como los primeros pasos hacia la
conversion en fracciones periddicas continuas”. (Bell,
1985, pag. 46)

Como menciondbamos anteriormente, “algunas tablillas
hechas por los babilonicos son especialmente interesantes,
ya que ponen en evidencia que los hombres ya utilizaban,
ademas de las cuatro reglas aritméticas, la raiz cuadrada.
Entre las miles de tablillas que se encuentran en la
biblioteca de la Universidad De Yale (EE.UU), existe una
muy importante que nos influye en nuestro tema, o sea de
la raiz cuadrada de 2, con tres cifras decimales
sexagesimales, resultando que al transcribirlo en
caracteres modernos da 1; 24, 50, 10, en donde el punto y
la coma representa la separacion entre la parte entera y
fraccionaria; en nuestro sistema decimal seria:

ﬁ:1+%+%+61_(())3” (Rodriguez, 1989, pag. 19)

La expresion anterior, también la mencionada como sigue:

“Los babilonios emplearon un procedimiento muy eficaz

para evaluar la raiz cuadrada. Sea x = /b, la raiz buscada,

y sea b; una aproximacion de esta raiz. Supongamos que

a,es otra aproximacion, tal que a1=&. Si b es

demasiado pequefio, entonces, evidentemente aes
demasiado grande. Elijamos entonces la media aritmética

b, = a1_+b1 Si b, es demasiado grande, entonces a, = b
2 b,

sera demasiado pequefio. Luego, sera suficientemente

a,+hb,

tomar la media aritmética b, = Este

procedimiento se continua indefinidamente.” (Collette,
1998, pag. 28). O como lo menciona (Bell, 1985, pag. 46)

“para J2 dieron el valor aproximado 1%, que es

correcto hasta la segunda cifra decimal”.
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% Hechos en Escuela Pitagdrica: A continuacion veremos
coémo algunos autores se refieren a la época pitagorica,
respecto a la irracionalidad. Comencemos con lo que dice
(Bell, 1985, pag. 71) “ hacia el siglo IV A.C se vio que la
demostracidn pitagorica ocultaba el supuesto sutil de que
los numeros que median los lados a, b, ¢, a", b", ¢ son
racionales, esto es, que cada uno de ellos puede expresarse
como la razén (el cociente) de los numeros enteros. Pero
esos lados se habian supuesto que tenian longitudes finitas
cualesquiera. Por consiguiente, se habia supuesto que
existe una correspondencia uno-uno entre las longitudes
de los segmentos de lineas rectas y los numeros
racionales. En particular, se habia supuesto que la longitud
de la diagonal de un cuadrado cuyo lado es un numero
racional es también un ndmero racional [...] Lo Unico que
debemos tener presente es que los pitagoricos sabian hacia

fines del siglo V A.C que J2 es irracional. Con un gran

ingenio hallaran valores aproximados de J2, por medio
de soluciones sucesivas de las ecuaciones: 2x*—y? =+1
[.] quedan dos caminos expeditos. La eleccion era entre

que algunas longitudes no corresponde ningun numero, o

que J2 y otros irracionales positivos fueran nimeros.
Eligiendo la segunda alternativa, los gedmetras del siglo
IV A.C pusieran unas de las piedras miliares en la historia
de todo el pensamiento. “La gran continuidad” del
analisis, el sistema del nimero real, estaba ya a la vista, y
lo propio sucedia con las paradojas del infinito”.

En Historia de la Matematica de (J.Babini, 1985, pag. 45)
leemos que “ Fue el conocimiento de un caso particular
del teorema de Pitagoras, quien aporto una consecuencia
importante para el destino de la secta cuando no de la
matematica toda: el Descubrimiento de los Irracionales,
es decir, el descubrimiento de pares de cantidades
diferentes, tales que la mayor no es multiplo de la menor
ni multiplo de una parte de la menor; y por tanto cuya
razon no resulta expresable mediante un nimero entero ni
fraccionario”.

27| Pédgina



K/
L X4

Ademas (J.Babini, 1985, pag. 46) dice que “[...] cuando
los pitagoricos chocaron con el Escandalo de los
Irracionales, que los obligd a torcer el rumbo de sus
investigaciones abandonando el campo de la aritmética
donde los irracionales cerraban el paso a todo progreso y
transformando las consideraciones  aritméticas y
algebraicas en cuestiones de indole geométrica.”

En el libro de (Hofmann, 1960, pags. 24-25) encontramos
lo siguiente sobre la irracionalidad (400-325): “Partiendo
del problema de Pitagoras referente al triangulo
rectangulo, cuya demostracién mediante casos especiales
y cuya generalizacion a triangulos no rectangulos es
seguramente obra de la Escuela Italiana, se descubre ya
una serie de triangulos rectangulos con todos cuya

: . . n°-1 n°+1
longitud es de numeros enteros, es decir, n, :
2 2
(siendo n impar). La esperanza de poder racionalizar de
este modo cualquier triangulo rectangulo resulta
imposible. Aunque se puede calcular con una
aproximacion cada vez mayor, por ejemplo, la razon de la

N7

diagonal y un lado de un cuadrado, es decir, =R mediante

17

las fracciones ,— Que convergen cada vez mas

e
N | w
o~

[EEN

desde arriba y desde abajo hacia el valor J2, cuyos
nimeros generadores se pueden calcular mediante la
identidad geométricas  facilmente comprobable
2x* —y? =(2x+Yy)* —2(x+Yy)* =...; se obtendran, sin
embargo, de esta forma numeros cada vez mas
aproximados sin alcanzar jamas el valor exacto. Y, por fin
se reconoce — quizé por el procedimiento reciproco — que
aquella relacion es irracional (hacia el 400, probablemente
Hipaso Metaponte)”.

Hechos en Grecia: Antes de comenzar a escribir algunos
sucesos que rescatan algunos autores, se debe tener
presente que las fechas que se dan no son exactas, por eso
es muy facil perderse en la linea de tiempo. Otra cosa que
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hay que tener en cuenta es que no todos los griegos
trataron de dar respuesta a la irracionalidad, pero de los
que si trabajaron en el tema, podemos destacar los
siguientes :

1. Teodoro de Cirene (456 A.C — 398 A.C): tanto
(Hofmann, 1960, pag. 25), (Rodriguez, 1989, pag. 36)
y (J.Babini, 1985, pag. 55) concuerdan en que
Teodoro de Cirene fue maestro de Platon y, segln
éste, fue quien demostro la irracionalidad de las raices
cuadradas de los numeros naturales que no son
cuadrados perfectos desde el 3 al 17, agregando
ademas lo que dice (Hofmann, 1960, pag. 25) que
estas demostraciones las pudo lograr “[...] mediante
conclusiones geométricas, en las que juega quiza un
papel importante la imposibilidad de representar una
fraccion de numeros dados mediante nimeros més
pequenos”.

Otra informacidn que nos brinda (Bell, 1985, pag. 71)
y que reafirma lo anterior “[...] Respondiendo a una
pregunta de Sdcrates, Teaeteto dice, Teodoro estaba
escribiendo para nosotros algo sobre raices, como las
raices de tres o cinco pies, demostrando que en las
medidas lineales (esto es, comparando los lados de los
cuadrados) son inconmensurables por la unidad”.

2. Eudoxo de Cnido(408 A.C — 355 A.C): De él
podemos rescatar 1o que nos dice (J.Babini, 1985, pag.
63)“[...] Eudoxo, resolvid6 las dos maximas
dificultades que impedian el progreso de la geometria
en aquella época: Los Irracionales y Las Equivalencia
[...] Eudoxo las resolvido mediante un proceso unico
que comparta un principio, una definicion y un
método y que aun en forma oculta, abarca las nociones
de indole infinitesimal que precisamente significaban
los elementos indispensables para resolver aquellos
problemas”, como también lo expresa (Rodriguez,
1989, pags. 36-37) “el geometra Eudoxo de Cnido
consigue eliminar uno de los problemas mas
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engorrosos de los inconmensurables y cerrar el
razonamiento entre las figuras curvilineas vy
rectilineas”, recibiendo asi “un duro golpe con el
descubrimiento de los inconmensurables la teoria
pitagorica de las proporciones”. Y no podemos dejar
de lado el método exhaustivo, el cual se expresa
dentro de esta frase: “La respuesta la darda Eudoxo con
una teoria aplicable tanto a las magnitudes
conmensurables como a las inconmensurables... la
celebre formulacién de Eudoxo sobre la igualdad de
las razones estd dada en la definicion 5 del libro v de
los Elementos de Euclides:

La razon entre magnitudes es la misma, entre la
primera y la segunda y entre la tercera y la cuarta, si,
de todo equimultiplo de la primera y de la tercera, y de
todo equimdltiplo de la segunda y de la cuarta, los
primeros equimdltiplos son mayores, iguales, 0 mas
pequefios que los dltimos equimultiplos considerados
en el orden correspondiente.

Asi si, dados a y b enteros, siempre que ax<bz,
am<bn, o si ax=bz, am=bn, o si ax>bz, am>bn. Esta
definicidn tiene la ventaja de ser aplicable, no s6lo a
nameros, sino también a elementos geométricos, ya
que la razén entre esferas puede ser igual a la razén
entre cubos.” (Bell, 1985, pag. 97)

Aristoteles De Estagira (384 A.C — 322 A.C): “Se
interesa, al igual que Platén, por las cuestiones
matematicas principales; sin embargo, no esta tan al
corriente como éste de las investigaciones mas
recientes. Quiza las demostracion de la irracionalidad

de +/2, mediante la contraposicion de par e impar, tan
frecuentemente mencionada por él, sea invencion
suya”. (Hofmann, 1960, pag. 28)

“La demostracion que trae Aristoteles en uno de sus
escritos alude al descubrimiento de la irracionalidad

del nimero que hoy expresamos como~/2 .En efecto,
un caso particular del teorema de Pitdgoras muy féacil
de demostrar independientemente del caso general,
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comprobada que el cuadrado construido sobre la
hipotenusa de un triangulo rectdngulo isosceles era el
doble del cuadrado construido sobre cualquiera de los
dos catetos. Era claro que la hipotenusa no podia ser
multiplo del cateto, pues era mayor que él, pero menor
que su doble, de ahi que la razon entre la hipotenusa y

el cateto debia ser un multiplo de m de la parte N® del
cateto, siendo m y n nimeros primos entre si y, por
tanto, no podian ser ambos pares. Ahora bien, de la

propiedad que hoy expresariamos m?* =2n°es f4cil
deducir que m, por contener el factor 2, debe ser par,
también lo que ha de ser su cuadrado y por contener

este el factor 4, N* ha de contener el factor 2 Yy, por
tanto, también n, ha de ser par, luego m y n son ambos
pares, contradiccion que implicaba la inexistencia de
my n”. (J.Babini, 1985, pags. 49-50)

4. Libro X de Euclides: “Es el mas extenso y el mas

dificil; se ocupa de los nimeros irracionales clasificando,
mas no calculando, una serie de combinaciones de
expresiones racionales e irracionales, tales como las que

se presentarian como raices de una ecuacion bicuadrada”.
(J.Babini, 1985, pag. 76)

“Los Irracionales en los Elementos. El libro decimo de
los Elementos estudian en forma geométrica de un cierto
grupo de expresiones irracionales, hoy Ilamadas
bicuadraticas con algunas aplicaciones. Por ejemplo,
demuestra que en problema de aplicacion de areas por

defecto de expresion algebraica x(a—x):%bz, los
segmentos x y (a—x) son conmensurables si lo son ay

Jai-b?.

En definitiva el libro contiene una clasificacion de
irracionales  bicuadraticos que pueden resumirse
algebraicamente considerando la identidad

o = s (p+ Jp=0) £ 5P -p)
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Considerando los 12 casos posibles que se obtienen
combinando: a) dos signos superiores o inferiores; b) que
p 0 g 0 ninguno de los dos sea un cuadrado perfecto y c)
que py (p - q) sean o no conmensurables” (J.Babini,
1985, pag. 86)

A lo anterior podemos agregar que “El amplio libro
décimo se basa en las obras preliminares de Teaeteto. Usa
signos 'y simbolos poco practicos y emplea
investigaciones poco comprensibles, proponiéndose como
meta determinar el tipo de irracionalidades que se
encuentran en el célculo de los cuerpos regulares”.
(Hofmann, 1960, pag. 32)

Hechos en india: De los trabajos encontrados de la
civilizacion hindt, podemos destacar que “[...] Durante el
siglo VI vivio el matematico Aryabhata autor de la obra
titulada Aryabhatiya, en la que recopila todos los
desarrollos matematicos de sus predecesores, dando una
serie de reglas para extraer las raices cuadradas y cubicas
de ntimeros enteros”. (Rodriguez, 1989, pag. 55)

“En la trigonometria de Aryabhata se encuentra también el

valor de /10 como valor estimado de . (Collette,
1998, pag. 187)

No podemos dejar de lado lo siguiente: “[...] En
problemas de semejanzas entran ecuaciones cuadréaticas y
también son manejadas en casos de irracionales.

Resultados como \/Ez1+1+ t 1 , Nos
3 3*4 3*4*34

delatan el método empleado; el procedimiento de
obtencidn de la media aritmetico- geométrica” (Hofmann,
1960, pag. 16)

Hechos Arabes: Al-jwarismt da las reglas como se debe
calcular las ecuaciones en su obra mas importante “Hisab
al-yabrwa’lmuqqgabala, que significa “ciencia de la
transposicion 'y la reduccion”, donde ‘‘al-yabr” se
convirti6 en “algebra”, sinonimo ciencia de las
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ecuaciones... En todos los tratados, la raiz nula (x=0) es
descartada. El capitulo 1l se ocupa de los cuadrados

iguales a numeros, es decir, de ecuaciones del tipo ax® =c
” (Collette, 1998, pag. 197), otra cosa que podemos
rescatar para nuestro tema de Al-jwarismi es lo que
expresa (Pérez, 1997, pag. 45) “la primera obra que se
conoce —en la que el sistema decimal y las operaciones de
calculo en este sistema son objeto de explicaciones
detalladas- es el Tratado de aritmética de Al-jwarismit. En
este tratado, Al-jwarismt nos dice que decidié exponer la
manera de contar de los indios con ayuda de los nueve
caracteres, y demostrar como, gracias a su sencillez y
concisién, estos simbolos permiten expresar todos los
numeros”.

Ademas, de la civilizacion Arabe podemos destacar a dos
personajes que trabajaron en la irracionalidad, en primero
lugar mencionamos a “[...] Abul-Wafa (940-998), Trata
de desarrollar en su comentario sobre Diofanto la teoria de
los irracionales de Euclides” y también “[...] Al-Karagi
(1029), Maneja irracionalidades compuestas y radicacion
de expresiones”, ambas citas son de (Hofmann, 1960, pag.
52)

X/

% Hechos en China: De China mencionaremos solo a un
matematico del periodo Sung quien nos aporta algo sobre
el calculo de raices cuadradas, nos referimos al “[...]
matematico Chhing-Chiu-Shao (1201-1261), quien en su
tratado Shu-Shu-Chiu-Chang calcula la raiz cuadrada de
los numeros por etapas”. (Rodriguez, 1989, pag. 54)

De aqui en adelante destacaremos a personajes puntuales que
trabajaron con algunos irracionales, el orden que damos a
continuacion es segun las fechas que encontramos en los
textos y volvemos a repetir que estas son aproximadas.

1. M. Stifel (1487-1567): “Con ayuda de amigos
conocedores del griego, que le asisten al leer los textos
originales en esta lengua, penetra totalmente en la teoria
de los irracionales del libro X de los elementos de
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Euclides (\fa+«/5)ampliéndola hasta usar ya
expresiones como «”jaN/_ ”. (Hofmann, 1960, pag. 99)

2. S. Stevin (1548-1620): Reconoce magnitudes irracionales
como numeros. (Hofmann, 1960, pags. 122-123)

Para la elaboracion de nuestra propuesta, creemos importante
este personaje ya que nos proporciona lo siguiente:

“Simén Stevin se propuso como objetivo mostrar que los
calculos 'y las medidas pueden  simplificarse
considerablemente con la utilizacion de los decimales [...]

En 1585 publica un libro de 36 paginas, La Disme, titulo que
significa La Décima [...] para mostrar el descubrimiento de
los numeros decimales, simplifica numerosas dificultades que
existian en el calculo con fracciones [...] Define la Disme
como una especie de aritmética que permite efectuar todas las
cuentas utilizando Unicamente enteros. Luego establece que
“cualquier numero que vaya al principio se dice “comienzo”,

Yy Su signo es O~ Se refiere asi a la parte entera que marca el

principio de una progresion decimal en la que la razon es 0

En las otras dos definiciones clasifica las posiciones

. . o1 .
decimales sucesivas de la progresion: 0 se llama “primera” y

se designa por (1), %se llama “segunda” y se designa por

@;... y los numeros representados por O, @, @, se
llama ndmeros decimales.

A las definiciones siguen las aplicaciones. Por ejemplo:
3)7(2)5 (3) que se lee “3 primeras, 7 segundas, 5 terceras”
corresponde al nimero 0.375 [...] La notacion de Stevin fue
sustituida a partir de 1620 por la notacion actual, gracias a los
trabajos del coinventor de los logaritmos. John Napier. La
“coma” — que en los paises anglosajones es un punto- aparece
asi como un simbolo que permite separar la parte entera de la
parte “decimal” en los logaritmos, la caracteristica de la
mantisa”. (Pérez, 1997, pags. 47-48)
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3. Pietro Antonio Cataldi (1548-1626): (Rodriguez, 1989,
pdg. 82) sostuvo que Cataldi fue: “Quien habia
conseguido expresar los numeros irracionales, por

ejemplo, J2 de laforma siguiente:

\/5:“#,,

2+

2+—

4. Pierre de Fermat (1601-1665): Segun (Rodriguez, 1989,
padg. 85) afirma que Fermat: “Para demostrar sus
teoremas, Fermat suele, concretamente en el caso de
enunciados de enteros positivos, adoptar el método que el
mismo Ilamo “Por descenso al infinito”, y decia que era
la base de todas sus demostraciones en teoria de nimeros.
A continuacion se mostrara la demostracion por descenso

al infinito que hace (Rodriguez, 1989, pag. 85) de NEE

Si /3 es un nimero racional tendra que ser igual a un
cociente de numeros enteros.

Supongamos que «/§=% donde a, y b, son enteros

positivos y a>hb. Dado que

1 1 1 V3+1
3=1l+—=+3-1=—= X = = )
v X, X, & J3-1 2

Sustituyendo el primer J3 por % tendremos
1
\/5:%1—_;1. Si 3b,—a,=a, y a —b =b, son enteros y
a'1 -

positivos y tales que a, > a,,b, >b,, /3 = % .

2

Este razonamiento se puede repetir indefinidamente, lo
cual nos conduce a un proceso de descenso infinito en el
que a, Yy b, son enteros positivos cada vez mas pequefios,
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verificandose siempre la igualdad «/_:%. Esto implica

n
la conclusion de que no existe un minimo ndmero
positivo, lo que es totalmente falso. Por lo tanto, la

hipbtesis de que J3es igual a un cociente de nimeros

enteros es falsa, es decir, \/§ es un numero irracional”.

La Teoria de los irracionales

Se encontrd (Robbins, 2002, pag. 83) que: “Si se comparan
las magnitudes de dos segmentos de linea a y b, puede
suceder que a esté contenido en b exactamente un ndmero
entero r veces, en cuyo caso podemos expresar la medida del
segmento b en términos de la de a diciendo que la longitud
de b es r veces lade a; o puede suceder que aungque ningln
multiplo entero de a iguale a b, podemos dividir al segmento
a, digamos en n segmentos iguales, de longitud a/n vy tal

que algiin maltiplo entero m del segmento a/n seaiguala b :
b="a (1)
n

Cuando se cumple una ecuacién de la forma (1) decimos que
los segmentos son conmensurables, pues tienen como una

medida comdn al segmento a/n que cabe n vecesen a 'y m
vecesen b”

Ademas (Kline, 1992, pags. 1296-1297) afirma que: “la
construccién de una teoria de los irracionales no requeria
mucho mas que un cambio de punto de vista. Euclides, en el
libro V de los elementos, habia estudiado las razones entre
magnitudes Inconmensurables, y habia definido la igualdad y
la desigualdad entre tales razones. Su definicion de igualdad

(Cap.4, Sec 5) equivalia a dividir los numeros racionales —
n
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m
en dos clases, la de aquellos para los que — es menor que la
n
. a : .
razon o entre las magnitudes inconmensurables a y b, y la

m . . -
de aquellos para los — es mas grande. Cierto es que la logica
n

de Euclides era diferente, ya que nunca definié la razon entre
dos magnitudes inconmensurables.

Ademas, el desarrollo de Euclides de la teoria de las
proporciones, o igualdades entre razones, solo se podia aplicar
a la geometria. Aun asi, tuvo la idea esencial que podia
haberse utilizado antes para definir los nameros irracionales.
De hecho, Dedekind hizo uso del trabajo de Euclides y
reconocio su deuda hacia este; También Weierstrass pudo
guiarse por la teoria de Euclides... El largo retraso en sacar
partido de alguna reformulacion de las ideas de Euclides
puede explicarse ahora féacilmente: los nimeros negativos
tenian que ser completamente aceptados antes de poder
disponer del sistema completo de numeros racionales;
ademas, tenia que experimentarse la necesidad de una teoria
de los Irracionales, y esto ocurri6 solamente una vez
emprendida la aritmetizacion del anélisis”.

Al fin llegamos al periodo en donde por primera vez se
estructura una teoria de nameros irracionales y es en este
periodo donde surgen nombres como Weierstrass, Hamilton,
Dedekind, Cantor, Otto Stolz entre otros y debido a estas
grandes mentes es por primera vez que se aclara el tal
engorroso concepto de Irracionalidad.

A continuacion se mostrara los grandes avances que hicieron
los matematicos en el siglo XIX hasta comienzos del siglo
XX.

(Kline, 1992, pags. 1297-1298) Sostuvo que: “todas las
presentaciones de los irracionales anteriores a Weierstrass
utilizaron la nocion de irracional como limite de una sucesion
infinita de racionales. Pero el limite, si es irracional, no tiene
existencia légica hasta que se hayan definido los irracionales.
Cantor sefialé que este error l6gico no fue advertido durante
algin tiempo porque no conducia a dificultades posteriores.
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Weierstrass, en sus clases en Berlin a partir de 1859, ofrecio
una teoria de los numeros irracionales, sefialando su
necesidad.

En 1869 Charles Meray (1835-1911), uno de los apostoles de
la aritmetizacion de las matemaéticas y equivalente francés de
Weierstrass, dio una definicion de los irracionales basada en
los racionales. Georg Cantor también ofrecid una teoria, que
necesitaba para calificar las ideas sobre conjuntos que habia
utilizado en su trabajo de 1871 sobre series de Fourier. Fue
seguida un afio mas tarde por la teoria Heinrich Heine, que
aparecié en el JournalFurMathematik, y por la Dedekind,
publicada en StetigkeitundlrrationaleZahlen”

Cantor

Segun (Kline, 1992) afirma que: “Todas estas teorias sobre
los ndmeros irracionales son esencialmente parecidas; nos
limitaremos a dar algunas indicaciones sobre las de Cantor y
Dedekind. Cantor comienza con los nimeros racionales. En
su articulo de 1883, donde da mas detalle sobre su teoria de
los nimeros irracionales, dice (p. 565) que no es necesario
extenderse sobre los racionales, puesto que ya lo habia hecho
HermannGrassmann en su Lehrbuch der Arithmetik (1861) y
JHT. Muller (1797-1862) en su Lehrbuch der
AllgemeinenArithmetik (1855). De hecho tales presentaciones
no resultaron definitivas. Cantor introdujo una nueva clase de
nameros, los ndmeros reales, que incluyen racionales e
irracionales. Construyo los nimeros reales a partir de los
racionales, definiendo primeramente lo que llamaba sucesion
fundamental: cualquier sucesion de racionales que cumple la
condiciéon de que, para cualquier ¢ prefijado, todos los
términos de la sucesion, salvo a los mas un numero finito,
difieren entre si en menos de &, o bien que

lim(a,, A —a,)=0
X0

Para marbitrario. Cada sucesion fundamental es, por
definicion, un nimero real al que podemos denotar por b .Dos
sucesiones fundamentales (a,)y (b,) son el mismo nimero

real si y solosi |a,—Db, | se aproxima a cero cuando n se hace
infinito.
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Para tales sucesiones se presenta tres posibilidades: dado un
ndmero racional arbitrario, los términos a, de la sucesion

para n suficientemente grande son todos en valor absoluto
menores que el numero dado; o todos los términos a partir de
un cierto n son mayores que un cierto namero racional g; 0
bien todos los términos de la sucesion a partir de un cierton
son menores que un cierto numero racional negativo —. En el
primer caso, b=0; en el segundo b>0; en el tercero b <O0.

Si (a,) y (a',) son dos sucesiones fundamentales, denotadas
por b y b’, se puede probar que (a,+a,) y (a,-a,)son
también sucesiones fundamentales, y definen b+b" y b-b".

’

. a - -
Ademas, si b=0, entonces (—*) es también una sucesion
a

n

s

fundamental, que define % :

Los numeros reales racionales quedan incluidos en la
definicion de mas arriba, ya que una sucesion (a,) con todos

sus términos a, iguales al mismo ndmero racional a define
el numero real racional a.

A continuacion se puede definir la igualdad y desigualdad
entre dos numeros reales cualesquiera: asi, b=b",b>b" o
b<b’, segiin que b—b" sea igual, mayor o menos que 0.

El siguiente teorema es crucial. Cantor demuestra que si (b,)

es cualquier sucesion de numeros reales (racionales o
irracionales), y si lim(b,,,,—b,)=0 para m arbitrario,
X—>00

n+m

entonces existe un Gnico numero real b, determinado por una
sucesion fundamental (a,) de nimeros racionales a, tal que

limb, =b.

x>0
Es decir, que la formacion de sucesiones fundamentales de
numeros reales no crea la necesidad de otros nuevos tipos de
numeros que puedan servir como limites para esas sucesiones
fundamentales, puesto que los nimeros reales ya existentes
bastan para proporcionar tales limites. En otras palabras desde
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el punto de vista de la convergencia de sucesiones
fundamentales (o lo que es lo mismo, sucesiones que
satisfacen el criterio de convergencia de Cauchy), los
numeros reales contribuyen un sistema completo.”

Lo anterior (Robbins, 2002, pag. 98) lo expresa como:

“podemos afirmar, siguiendo a Cantor, que cualquier sucesion
a,,8,,8,,...de nimeros racionales define un nimero real si
“converge”. Se entiende que convergencia quiere decir que la

diferencia (a, —a,) entre dos miembros cualquiera de la

sucesion tiende a 0 cuando a, y a,estan lo suficientemente
lejos en la sucesion, conforme m y n tiende a infinito (las
aproximaciones decimales sucesivas a cualquier ndmero
tienen esta propiedad, pues dos cualesquiera de ellas, después
de la n-ésima, pueden diferir a lo més por 10™"). Dado que
hay muchas maneras de acercarse al mismo numero real
mediante una sucesién de nimeros racionales, decimos que
dos sucesiones convergentes de racionales a,a,,a,,.. Yy

b, b,,b;,...definen el mismo nimero real si a, —b, tiende a 0

conforme n aumenta indefinidamente. Las operaciones de
sumas, etc., para tales sucesiones son muy faciles de definir.”

(Bell, 1985, pag. 289) Sostuvo que: “[...] Cantor definio los
numeros irracionales mediante sucesiones infinitas de
numeros racionales; por ejemplo J2, se puede definir por la
sucesion 1, 14/10, 141/100, 1414/1000, 14142/10000,... En
general sia,, a,, a,, ... es una sucesion infinita de niimeros

racionales tal que para cada racional &>0, por pequefio que
sea, existe un indice m tal que |a, —a,| < & para cada n,v>m,

se dice que la sucesion es regular. Se postula que toda
sucesion regular define un numero; la clase de todos los
numeros asi definidos es el sistema de los nimeros reales

[L.]

Dedekind

“La teoria de Dedekind de los numeros irracionales,
presentada en su libro de 1887 [...], parte de las ideas con que
ya contaba en 1858. En esa época tuvo que dar clases de
calculo y constato que el sistema de nimeros reales carecia de
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fundamentacion ldégica. Para probar que una cantidad
mondtonamente creciente y acotada se aproxima a un limite
tenia que hacer uso, con otros autores, de la evidencia
geométrica (decia que esa sigue siendo la forma en que hay
que hacerlo en una primera presentacion del calculo,
particularmente si uno no desea perder mucho tiempo).
Ademas, muchos teoremas aritméticos basicos quedaban sin
demostracion; mostraba como ejemplo el hecho de que no se

hubiera probado rigurosamente que +/2-+/3=+6.

En su exposicion afirma que presupone el desarrollo de los
numeros racionales, que comenta brevemente. Para introducir
los irracionales se pregunta primero que significa la
continuidad geométrica. Los pensadores contemporaneos y
anteriores — por ejemplo Bolzano - creian que continuidad
significaba la existencia de al menos otro niumero entre dos
cualesquiera, propiedad que ahora se conoce como densidad.
Pero los nimeros racionales ellos mismo también forman un
conjunto denso, luego densidad no es continuidad.

Lo que le sugirio6 a Dedekind la definicion de numero
Irracional fue la observacion que en cada particion de la recta
en dos clases de puntos tales que cada punto de la primera
esta a la izquierda de cada punto de la segunda, hay uno y solo
un punto que produce la particién. Ese hecho hace a la recta
continua. Para la recta se trata de un axioma; traslado
entonces esa idea al sistema numérico. Consideremos, dice
Dedekind, cualquier particién de los numeros racionales en
dos clases tales que cualquier nimero de la primera es menor
que cualquier nimero de la segunda. Tal particion de los
nameros racionales es lo que se llama una cortadura, si las
clases son denotadas por A y A,, la cortadura se denota por (

A,A). Para algunas cortaduras, especificamente las

determinadas por un numero racional, hay un nimero maximo
en A 0 un nimero minimo en A,. Reciprocamente, cada
cortadura en los racionales en las que hay un maximo en la

primera clase o un minimo en la segunda esta determinada por
un numero racional.

Pero hay cortaduras que no estan determinadas por nimeros
racionales. Si ponemos en la primera clase todos los numeros
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racionales positivos y negativos cuyo cuadrado es menos que
2, y en la segunda clase todos los demés racionales, esa
cortadura no estd determinada por ningun ndmero racional.
Para cada cortadura de ese tipo “Creamos un nuevo miembro
a que esta completamente definido por la cortadura; diremos
que el nimero a corresponde a esa cortadura, o que produce
la cortadura”. Asi, a cada cortadura le corresponde uno y un
solo numero, racional o irracional.

[...] Introduce el irracional o como correspondiente a la
cortadura y definido por ella, pero no esta demasiado claro de
donde viene « . Deberia decir que el numero irracional & no
es otra cosa que la cortadura misma. De hecho, Heinrich
Weber le dijo esto a Dedekind y este le replico en una carta de
1888 que el numero irracional a no es la cortadura misma
sino algo distinto, que corresponde a la cortadura y que la
produce. De modo parecido aunque los nimeros racionales
generan cortaduras no son lo mismo que ellas. Y afiadia que
tenemos el poder mental de crear tales conceptos.

A continuacion define cuando una cortadura A, A, es menor
0 mayor que otra cortadura (B, B,). Después de haber

definido la desigualdad, sefiala que los nUmeros reales poseen
tres propiedades demostrables:

1. Si a>py B>y,entonces a>y.

2. Si a y y son dos numeros reales diferentes, entonces hay
una cantidad infinita de nimeros diferentes entre oy y.

3. Si aes cualquier numero real, entonces los numeros
reales pueden dividirse en dos clases A y A,, cada una

de las cuales contiene una infinita de elementos, y cada
elemento de A es menos que « 'y cada elemento de A, es
mayor que « . El nimero alfa mismo puede ser asignado a
cualquiera de las dos clases. El conjunto de los nimeros
reales posee ahora continuidad, que Dedekind expresa asi:
si se divide el conjunto de todos los nimeros reales en dos
clases Ay A, tales que cada elemento de A es menos
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que todos los elementos de A, , entonces existe un y solo
un ndmero o que produce esa division.

Define después las operaciones con nimeros reales. La suma
de las cortaduras(A,A,) y (B, B,)se define asi: si ¢ es

cualquier nimero racional, lo pondremos en la clase C, si hay
un nimeroa, en A y unnumerob, en B, tales que a +b >c

. Pondremos todos los deméas nimeros racionales en la clase
C,. Ese par de clase C, y C, constituyen una cortadura

(C,,C,) puesto que cada elemento de C, es menor que cada
elemento que C,. La cortadura (C,,C,)es entonces la suma
de (A,A)y (B, B,). Las otras operaciones dice, se definen

andlogamente. Ahora ya puede establecer propiedades de la
suma y la multiplicacién, como la propiedad asociativa y
conmutativa. Aunque la teoria de Dedekind de los nimeros
irracionales, con pequefias modificaciones como las sefialaba
mas arriba, es logicamente satisfactoria, Cantor la critico
porque las cortaduras no aparecen de manera natural en el
analisis.” (Kline, 1992, pags. 1299-1301)

Otros autores lo describen asi:

“Dedenkind prefirio operar con ideas abstractas generales mas
que con sucesiones especificas de intervalos encajonados. Su
procedimiento se basa en la definicion de una “cortadura”,
que describiremos brevemente.

Supbngase que hay algun método dado para dividir el
conjunto de todos los nimeros racionales en dos clases, A 'y
B, tales que todo elemento b de la clase B sea mayor que todo
elemento a de la clase A. Cualquier clasificacion de este tipo
se denomina una cortadura en el conjunto de los ndmeros
racionales. Para una cortadura hay exactamente tres
posibilidades, de las cuales debe cumplirse una y sélo una:

1. Hay un elemento a* que es el mayor de A. Este es el caso,
por ejemplo, si A consta de todos los nimeros racionales
<1y B, de todos los nimeros racionales >1.
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2. Hay un elemento b* que es el menor de B. Este es el caso,
por ejemplo, si A consta de todos los nimeros racionales
<1y B, de todos los nimeros racionales=1.

3. No hay un elemento que sea el mayor en A ni un elemento
que sea el menor en B. Este es el caso, por ejemplo, se A
consta de todos los nimeros racionales negativos, el 0 y
todos los nimeros racionales positivos cuyo cuadrado sea
menor que 2 y B, todos los numeros racionales cuyo
cuadrado sea mayor que 2. A'y B juntos contienen a todos
los nimeros racionales, pues hemos demostrado que no
hay ningin numero racional cuyo cuadrado sea igual a 2.

El caso en que A tenga un elemento a* que sea mayor y B un
elemento b* que sea el menor es imposible, pues entonces el
namero racional (a*+b*)/2, que queda a medio camino entre
a* y b*, seria mayor que el mayor elemento de A y el menor
que el elemento de B, y por lo tanto no perteneceria a ninguno
de los dos.

Para el tercer caso, en que no hay un numero racional que sea
el mayor en A ni un numero racional que sea el menor en B,
de acuerdo con Dedenkind la cortadura lo define, o
simplemente es, un namero irracional. Es facil ver que esta
definicion concuerda con la definicion dada por medio de
intervalos encajados: cualquier sucesion 1, 1,,1,,...de

intervalos encajados define una cortadura si colocamos en la
clase A a todos aquellos ndmeros racionales que son
excedidos por el extremo izquierdo de al menos uno de los
intervalos |, ; y en B, a todos los demas numeros racionales.”

(Robbins, 2002, pags. 97-98)
Se tiene que tener presente:

“Hay otros enfoques de la teoria de nimeros irracionales
ademas de los ya mencionados o descritos. Por ejemplo en
1696 Wallis habia identificado nimeros racionales y numeros
decimales periodicos. Otto Stolz (1842- 1905), en su
Vorlesungeniber allgemeine Arithmetik mostro que cada
namero irracional puede representarse como un decimal no
periddico, y esto puede utilizarse como propiedad definitoria.
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Queda claro de estos varios enfoques que la definicion logica
del namero irracional es bastante refinada. Desde el punto de
vista l6gico un numero irracional no es simplemente un solo
simbolo o un par de simbolos, tal como una razon entre dos
enteros, sino que una coleccién infinita como una sucesion
fundamental de Cantor o una cortadura de Dedekind. El
numero irracional, definido légicamente, es un monstruo
intelectual y podemos comprender por qué los griegos y tras
ellos tantas generaciones de matematicos los encontraron tan
dificiles de manejar.” (Kline, 1992, pags. 1301-1302)

En este periodo Charles Hermite (1873) demuestra que el
nimero “€” era trascendente, esto es, que no es raiz de
ninguna ecuacion polindmica de coeficientes racionales,
cualquiera que sea su grado y en afios mas tardes Lindemann
(1882) demostraba de forma concluyente que 7 era también
un numero trascendente, o sea, no algebraico.

En Resumen

Podemos apreciar que llegar al concepto de nimero
irracional, como se conoce en la actualidad, provocé varios
desconciertos a lo largo de la historia. Este evolucion6
lentamente en la historia y hubo periodos en los que ni
siquiera se menciond. Recordemos las controversias que
ocurrieron en la escuela pitagérica en donde se les cae su
principal pilar, es decir, la conmensurabilidad. Pasaron varias
décadas para que los griegos demostraran con su método
deductivo (por el absurdo) que no se puede comparar el lado
de un cuadrado con su diagonal, que hoy en dia se muestra
como un ndmero no racional, pero esto no define lo que es un
namero irracional. Sin embargo, esto no quiere decir que este
tipo de situacion no sirva como un primer encuentro para el
concepto de namero irracional. Hay que dejar en claro que las
culturas anteriores a los griegos (babilonicos, egipcios)
utilizaron como herramienta las aproximaciones de lo que
conocemos en la actualidad como numeros irracionales para
dar soluciones a ciertos problemas.
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Los matematicos que aparecieron después de los griegos solo
manipularon el concepto, es decir, sabian que existian esos
nimeros pero no se interesaron en entenderlos, sino que
pasaron muchisimos afios para llegar al ansiado siglo XIX en
el cual se formalizo el lenguaje y definicion del ndmero
Irracional, y es en este momento donde aparece la dupla de
amigos Cantor-Dedekind quienes con la fuerte artilleria de
andlisis que se conocia en la época logran dar una respuesta
satisfactoria a esta interrogante.

Y como mencionabamos, llegar al concepto de irracionalidad
fue controvertido, porque a la matematica de Cantor desde el
principio fue atacado, incluso por grandes matematicos como
uno de sus enemigos de por vida, su antiguo maestro en la
Universidad de Berlin, Leopold Kronecker.
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Curriculum

Decidir incorporar documentos oficiales del Mineduc nos
permite lo siguiente:

a) Que el profesor pueda saber cuales son los contenidos,
aprendizajes, y objetivos fundamentales esperados que
debe tener el alumno respecto al nimero irracional.

b) Una Orientacion Didactica de como planificar una
clase, en este caso la de numeros irracionales.

Objetivo: Estudiar lo que se indica del concepto de nimero
irracional dentro de la organizacion presente en el ajuste
curricular (2009), planes y programas de estudio (2004) y
mapas de progresos (2009).

Pregunta de Investigacién: ;Como es la organizacion del
ajuste curricular (2009), planes y programas de estudio (2004)
y mapas de progresos (2009) para el concepto de ndmero
irracional?

Nota: La respuesta se muestra en las paginas siguientes y
viene dada con dos diagramas y un comentario que se hace al
final.
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Dzl Marco Curricular
s desprende lo
siguiente:

Marco Curriculal —— El {Ministerio de Edecacion, Minedue -

Curriculum, 2009 lo define:

"[Es] el aprendizaje que se espera que
todos los alumnos v alumnas del pais
desarrolloa lolargo de sutrayectoria
escolar. Tiene un carmcter obligatorio ¥ es
¢l referente en base al cual se construyen
ks planes de estudio, los programas de
estdio, los mapasde progreso, los textos
escolares y se elabora la prueha Simee.”

El {Ministerio de Educacidn,
Mineduc - Curriculum, 2009) lo
define:

l.- Manes de —
studio. “[Es] la organizacidn del tiempo
de cada nivel escolar. Consignan

2.- Programa de estudio.

las actividades curmiculares que
los alumnos ¥ alumnas deben

2009 lo menciona comao;

“[Los que] entregan una organizacion didactica del afo
@colar pama el logro de los Objetivos Fundamentales
definidos en el marco cwrricular. En los programas de
estudio se offecen ejemplos de actividades de
ensefianza v orientaciones metodoldgicas v de
ovaluacidn para apovar ¢l trabajo docente de aula.™

El (Ministerio de Educacion, Minedue - Curriculum, cursar y el tiempo semanal que

s les dedica.™

| 1.- Mapas de progresn,. e

El {Ministerio de Educacion, Mineduc - Curriculum, 2009) lo
describen comao:

*I...] El crecimiento de las competencias consideradas
findamentales enla formacidn de los estudiantes dentro de
@da sector cumicular ¥ constituyen un marco de referencia
para observar v evaluar ¢l aprendizaje promovido por el marco
amricular. Los mapas describen en 7 niveles de progreso las
competencias sefialadas, en palabras v con ejemplos de
desempefio ¥ trabajos de estudiantes ilustrativos de cada
nivel.”
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Curriculum

Objetivos
Fundamentales

Comprender que los |
numeros irracionales
constituyen un
conjunto numérico
en el que es posible
resolver problemas
que no tienen
solucién en los
nameros racionales,

Aprendizajes
Esperados

Distincién entre
numeros racionales e
irracionales.
Aproximacion y
estimacion de nimero:
irracionales.

[...] Se busca que los
alumnos (as)
comprendan que cada

uno de estos sistemas
permite abordar
problemas que los
precedentes dejaron sin
resolver [es decir] la
extraccion de raiz,
motiva los irracionales.

: Estimaciones de
y los nimeros reales

como aquellos que
corresponden a la
union de los nimeros
racionales e
irracionales.

calculos, redondeos.
Construccion de
decimales no
periodicos. Distincion
entre una
aproximacion y un
ndmero exacto.

Diferencian entre
numeros enteros,
racionales e
irracionales; los
caracterizan, los
expresan en notacion
decimal y sefialan su
ubicacion relativa en
una recta numeérica.

Comentario

Es importante destacar que esta organizacion es muy util en
nuestra tesis, debido a que lo que entrega el curriculum, nos
muestra como debiera estructurarse una clase de numeros
irracionales, porque fijmonos en las Orientaciones
Didacticas que presenta el (Ministerio de Educacion, Mineduc
- Planes y Programas, 2004, pag. 16)diciendo:
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“[...] Se propone un trabajo que tiene como columna
vertebral la resolucion de problemas [...] 1a resolucion de
problemas en esta unidad, se orienta hacia el conocimiento de
caracteristicas y propiedades de los numeros racionales e
irracionales; de la presencia de regularidades o patrones en el
mundo de los nudmeros [...] El tema sobre algunos
antecedentes relativos a la historia de los numeros es un
complemento necesario [...]”

Si se toma en cuenta las frases anteriores, estas nos ayudan a
la hora de llevar a cabo nuestro objetivo general de nuestra
tesis, porque se menciona la historia y en nuestra tesis se
muestra toda la historia del nimero irracional, a modo general
y Luego habla de la resolucion de problemas, de cierta forma,
es lo que se extrae de Isoda.

Analisis de textos escolares

Una buena introduccién seria responder ¢Por qué estudiar y
analizar los textos escolares? La respuesta a la interrogante
se apoya en la mirada que da a los libros el Ministerio de
Educacion, es decir:

“Los Textos Escolares desarrollan los contenidos definidos
en el Marco Curricular para apoyar el trabajo de los alumnos
y alumnas en el aula y fuera de ella, y les entregan
explicaciones y actividades para favorecer su aprendizaje y su
autoevaluacion. Para los profesores y las profesoras los textos
constituyen una propuesta metodologica para apoyar la
implementacién del Curriculum en el aula, y los orienta sobre
la extensién y profundidad con que pueden ser abordados los
contenidos del Marco Curricular”. (Ministerio de Educacion,
Mineduc - Curriculum, 2009, pég. 5)
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Objetivo: Analizar la presentacion y tratamiento del ndmero
irracional en textos escolares.

Pregunta de Investigacion: ;Como introducen los textos
escolares la idea o el concepto de nUmero irracional? y

¢Como es el tratamiento que hacen estos de\/f ?

Para estudiar los dos textos de matematicas que presentan los
numeros irracionales, se establece los siguientes pasos

1. Se presentara la informacién de los libros (titulo,
autores, editorial, afio) y los objetivos de la unidad de
los dos textos, teniendo presente como foco de
atencion los numeros irracionales.

2. Se describe las situaciones que presenta los libros para
luego ser analizadas.

3. Conclusiones sobre ambos textos

Analisis texto 1
Informacion del Texto:

v' Titulo: Matematica 1° Afio Medio.

v' Autores: Andrés Ortiz Jiménez, Cristian Reyes Reyes,
Marisol Valenzuela Chandia, Eugenio Chandia Mufioz.

v' Editorial: Mc Graw Hill.

v' Afo: 2010.

El texto presenta en la unidad de “Numeros” en la pagina 10,
los objetivos que serd capaz el/la alumno(a) de lograr al
finalizar esta unidad, y dentro de esta se encuentra el tema de
los NUmeros Irracionales como lo muestra el siguiente
diagrama.
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Para lograr el objetivo de discriminar entre ndmeros
racionales e irracionales, el texto muestra el siguiente orden
(teniendo presente que solo nos enfocamos en dos
subunidades), primero explica lo que es una notacién decimal
(3) y posteriormente NUmeros racionales v/s numeros
irracionales (5).

52| Pagina



Notacion decimal

0 importante Recordemos que la notacién decimal que usamos tiene como base 10, esto quiere

decir que el lugar que ocupa un digito en un nimero esta relacionado con una po-
tencia de 10. Por ejemplo, el numero 3 456 es la suma:
Cualquier decimal finito

se puede escribir como 3-10°+4-10° +5-10" +6-10"
ML it (L Esta notacion se puede extender a los numeros decimales no enteros. Por ejemplo
enteros.
3456,432 es la suma:
] 3-10°+4-10+5-10' +6-10° + 4107 +3.107 +2.107

que es lo mismo que:3‘]03+4‘]02+5-]O|+6~]00+%+ ;7 +%
107 1

Como esto se puede hacer con cualquier decimal finito, entonces, cualquier deci-
mal finito es una fraccion de numeros enteros.

Sin embargo, hay fracciones que tienen un desarrollo decimal infinito; por ejemplo,

Hemos demostrado que: — tiene un desarrollo que es una seguidilla infinita de 3, después de la coma, se
1=09 anota 0,3, es decir, 3 es la suma que sigue:

vale decir que esos dos nu- 1 3 3 3 3 3 3 3 3

meros son exactamente el — =ttt +—— 4 (1)

mismo.No estamos dicien- 3 10 100 10° 10 10° 10° 107 10%
do que estan cerquita, sino
que estdn exactamente en

. . . I U
el mismo lugar. Otro ejemplo de lo mismo es 5 que es el decimal infinito

Es dedr, la notacién deci- O TITTTL LTI LTI LT T T L L T 1111, =0,1
mal no es unica. o escrito en sumas:

Porejemplo 0,5=0,49. r_r 1 ! I I I I I

2

+—t—mt+—Ft—+—+—+
9 10 10° 10® 10* 10° 10° 107 10%

Es importante destacar que si multiplicamos la relacion (1) por 3, resulta:
1 9 9 9 9 9 9 9 9

=—t—t— ettt —t—+—+
3 10 108 100 10° 10° 10° 107 10%

pero el numero de la izquierda es 1 y el de la derecha es 0,6, es decir: 1=0,9

@ctividades
1

1. Explica por qué los nimeros 0,49 y E-UO-O,@) son iguales.
2. Recurre a lo anterior para mostrar que 0,49 = %‘(4+ D,§).

3. Toma en cuenta que 0,9 =1, para mostrar que O,4§=%-(5)=0,5.
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Descripcion de las Situaciones

R/
L X4

X/
X4

Para conseguir una notacion decimal, el texto muestra dos
casos particulares (entero, no entero).

1. Casoentero: 3456=3-10°+4.10°+5-10"+6-10°

2. Caso no entero (extension del caso 1):

3456,432 =3-10°+4-10° +5-10* +6-10°+4-10* +3-10? +2-10

3456,432 =3-10° +4-10° +5-10" +6-10° JrijLiszi3
10 10> 10

Y la conclusién es que cualquier decimal finito se puede
escribir como una fraccion de niUmeros enteros.

Posteriormente indica que hay algunas fracciones que
tienen un desarrollo decimal infinito, mostrando dos casos

) 1 1
articulares (=y =).
p (3y 9)

Finalmente demuestran por qué 1=0,9, adhiriendo a esta
que la notacion decimal no es Unica.

Andlisis

1.

En frase “cualquier decimal finito se puede escribir como
una fraccion de numeros enteros”, 10 correcto seria hablar
de “numero racional” en vez “fraccion”.

Fijémonos en las frases “hay algunas fracciones que
tienen un desarrollo decimal infinito” y “Otro ejemplo de

: 1 . o
lo mismo es 3 que es un decimal infinito”, da entender

que un desarrollo decimal infinito es o mismo que un
decimal infinito, lo que no correcto Ya que el nimero
decimal corresponde solamente a los racionales con
denominador de base 10", 5™, 2% 0 5™29. Los nimeros
racionales con distinto denominador mencionado
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anteriormente se llama  desarrollo decimal infinito
periodico. Solamente en dos casos podriamos llamar a un
namero decimal como decimal infinito ya que es el mismo
numero representado en manera diferente. EI primer caso
es cuando el numero tiene periodo 9, por ejemplo
0.99999...=0.9=1 y el segundo caso es cuando tiene
periodo 0, por ejemplo 3,2000...=3,20=3,2.

Para demostrar que 1=0,9 ocupan la operacion

3-(i+%+i3+...j y esto no esta definido. Porque se
10 10° 10

esta multiplicando 3 a todos los términos que se encuentra
dentro del paréntesis los que son infinitos términos,
siendo cada termino menor que el anterior. Para demostrar
esto se emplea las series infinitas (geométricas)
monotonas y su convergencia, dicho de otra forma estan
suprimiendo el limite de la serie que existe.
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Numeros racionales v/s numeros irracionales

En la Educacidn Basica estudiaste varios tipos de numeros, por ejemplo, conociste
a los nameros naturales (). El 1 es un nimero natural, el sucesor del 1 es 2, que
es un numero natural y el sucesor del 2 es 3, que también es un nimero natural;
entonces, podrias concluir que cada vez que tenemos un nimero natural su sucesor
también es un nimero natural.

0 importante Conociste también los numeros enteros (£). Cada numero entero es un nimero
natural o es el cero o es el opuesto de un nimero natural. Por ejemplo, =3 es un

Si nes un numero entero, numero entero gue no es un numero natural,
entonces lo podemos
escribir como : a
También conociste las fracciones de nimeros enteros, es decir, nimeros de la forma—,

n
=— . . . 1 L
1 con a y b niumeros enteros y ademas b no es cero. Por ejemplo: < esuna fraccion.
es decir,todo numero =
entero es un niimero o, . . o
e ——) Un ntmero racional es cualquier nimero que se puede escribir

como el cuociente de dos niimeros enteros de denominador no nulo.

- . . . 1
Por gjemplo, 0,5 es un niumero racional, ya que es igual a >

¥l

. . . o 3
El nimero 1 es un nimero racional, porque lo podemos escribir como 3 que es el
cuociente de nameros enteros de denominador no nulo.

Recordemos que una fraccion conserva su valor si se amplifica o simplifica por un

. . 1 . 3 .
numero entero; por ejemplo, 5 amplificada por 3 resulta 3 es decir,
1 3
276
Entonces un numero racional no tiene una escritura inica como fraccion; de hecho,
existen infinitas formas de escribir un niimero racional como fraccion. Por gjemplo,

para cada entero n # 0, el niumero racional 0 se puede escribir como —.
n

ectividades
1

. Escribe cada uno de los ndmeros siguientes como fraccién en dos formas distintas:

a b) 0,3 903
2. Escribe cada par de nimeros como fracciones con el mismo dencminador y luego compara estos nimeros.
7 4 14 15 1 3
a) —y— b) =vy— o —y—
) 393 ) 3792 ) 3%10
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Descripcion de las Situaciones

El texto para conseguir lo que menciona en su titulo
“Numeros racionales v/s numeros irracionales”, presenta la
siguiente secuencia:

1. Recuerda los nimeros naturales (N) y que el sucesor de
un nimero natural también es un natural.

2. Recuerda los enteros (7Z) haciendo uso de su definicion.

3. Contrasta el conjunto de los nimeros naturales con los
nUmeros enteros.

4. Recuerda las fracciones, dando un ejemplo y luego define
lo que es un namero racional.

5. Muestra escrituras distintas de un nimero racional.
6. Menciona cuando una fraccion conserva su valor.

7. Finaliza con la frase “un nimero racional no tiene una
escritura unica como fraccion”.

Andlisis

Si bien, en los puntos 1y 2 recuerda los conjuntos numeéricos
(N'y Z)los que posteriormente se compara entre ellos en el

punto 3, y es en este momento cuando definen lo que es un
entero “cada nimero entero es un nimero natural o es el cero
0 es el opuesto de un nimero natural” para luego contrastar
diciendo que “No es un natural”, pero iesto que después
nombra como lo que no es, no creen que podria causar una
confusion en el alumno(a)?, sin duda alguna que para tratar de
esclarecer a un(a) alumno(a) es bueno utilizar analogias, pero
en este caso particular no estaremos abusando de esto ya que
anteriormente se defini6 con claridad lo que si es un entero.
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R/
L X4

X/
°

X/

se dijo en los comentarios de los planes y programas no se
debe hablar de “fraccién” sino de “nimero racional”
cuando se habla de numeros ya que estos son entes
abstractos, y las fracciones estan relacionadas con
problema de reparticion.

El libro utiliza las palabras “Fraccion”, “Numero racional”
y dentro de este Udltimo se menciona la palabra
“cuociente” como sin6énimo. Si bien, es bastante comudn
encontrarse con este tipo de palabras en textos escolares,
pero es rara la vez que explican de manera adecuada las
definiciones que corresponde a cada una de ellas. En el
texto dice:

“Recordemos que una fraccion conserva su valor si se
amplifica o simplifica por un nimero entero; por ejemplo,

1 amplificado por 3 resulta §es decir, 1_ §
2 6 2 6

e 1 3
Fijémonos en esta ultima igualdad s hablar de
igualdad de fracciones no es adecuado, lo correcto es decir
una igualdad de numeros racionales

Otra cosa que nos llama la atencion, es que al comienzo
de la pagina muestra el simbolo para los conjuntos
numéricos (N ,7Z) y omite por completo el simbolo que
se utiliza para el conjunto de los nimeros racionales (Q).

Ahora pasemos hablar de las dos actividades que se
mencionan al final de la hoja, en ambas lo que se busca es
que el/la alumno(a) utilice su comprension de las lineas
anteriores, para poder confirmar y aplicar, pero como
vemos en la actividad 1 se pide que el/la alumno(a) con lo
que comprendié de amplificar o simplificar, sea capaz de

escribir de dos formas distintas los nUmeros —%;O,Syo,é

, precisémonos en estos dos Gltimos ndmeros que se les
pide escribir de forma distinta, en estos dos casos, el/la

alumno(a) tendria que 0,3y 0,3 expresarlo como un

namero racional, pero ;Como determinaran a que humero
racional corresponde cada uno?, el texto ¢Menciona en
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algin momento él procedimiento que se utiliza para
relacionar la notacion decimal con un ndmero racional?,
tendrian que repasar contenidos de cursos anteriores. Por
otro lado, en la actividad 2 pide escribir cada par de
numeros como fracciones con el mismo denominar y
luego comparar, cosa que en ningun momento se muestra
en lineas anteriores.
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Suma y productos de numeros racionales

Si tenemos dos numeros racionales, los podemos sumar v multiplicar, v el resultado
sigue siendo un namero racional; por gjemplo:

7 -5

g 6
se puede calcular encontrando dos fracciones iguales a las de arriba, pero con el
mismo denominador, esto es; por gjemplo:

21 =20 1
_+_—

24 24 24

a c¢
En general si B Y 7 son dos numeros racionales, siempre se pueden amplificar de

forma tal de obtener dos niumeros racionales iguales a los de arriba, pero escritos

como fracciones del mismo denominador, por ejemplo:

a bh-c
bd > bd
entonces la suma ahora resulta:
a c_a‘d+b‘f_a‘d+b‘c

b d bd bd  bd

Como g, b, ¢y d son niumeros enteros, el numerador es un munero entero, y como
by d son no nulos, se tiene que bd es un entero no nulo; por lo tanto, tenemos que
la suma de numeros racionales es un nimero racional.

De modo similar puedes demostrar que el producto de nimeros racionales es un
niumero racional.

@ctwlda des

1
Considera los nimeros racmnales - y -

a) Ubica los nimercs en la recta numénca.
b) Encuentra el punto medio M entre esos ndmercs. ¢Es un ndmero racional?

la suma y producto de
ndmeros racionales es un
numerc racional.

Si by d
son numeros racionales,
d producto se define por
a-c
b-d
Como ay € son numeros
enteros se tiene que el
numerador del produc-
to es entero, y como b y
d son no nulos se tiene
que bd es no nulo, por
lo tanto, el producto de
numeros racionales es un
numero racional.

¢) Encuentra el punto medio entre — y M y el punto medic entre M y — . ;Son esos puntos nUmeros

racionales?

2. ;Escierto que el punto medio entre dos nlmeros racionales es un nuevo ndmero racional?

3. ;Escierto que entre dos nlmeros racionales siempre hay un ndmero racional?
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Descripcion de las Situaciones

% EIl texto empieza mencionando que al operar con la suma
0 multiplicacion dos numeros racionales el resultado sera
un numero racional, presenta un caso particular de la suma
de dos racionales da un racional

X/
°

luego generaliza con dos racionales cualquiera al sumarlo
da un resultado racional, sefiala que se puede demostrar
de una forma similar el caso de la multiplicacion.

Andlisis

En el texto para mostrar que el resultado de sumar dos
nameros racionales da un racional, no se menciona de qué
forma se tiene que proceder, para encontrar las fracciones
equivalentes (cambiar el representante) de igual denominador,
pero si en la demostracion donde se indica que hay que
amplificar. Encontramos que esto se debe mencionar en el
ejemplo numérico, para que sea mejor la comprension de
cémo se debe proceder, tampoco se indica por cuanto se

amplificoZ y_—5 para que déE y_—20 dejandolo al azar, sin
8 6 24 7 24 ’

indicar que se trata del minimo comun multiplo de 8 y 6.
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, . a c . .
Tomemos dos niumeros racionales r= n y 5= =Y supongamos que r estd a la iz-

quierda de s cuando se ubican en la recta numérica:

v

E

Notamos que el punto medio es:

a ¢ a-d+b-c
r+.\:_E+E_ h.d _a-d+b-c

2 2 2 2b-d
—! | | -
1 I I
¥ §

el cual es también un nimero racional, por lo tanto:

Entre dos nimeros racionales siempre hay un ntimero racional.

Si se repite este proceso, es decir, encontrar un racional entre medio de dos nume-
ros racionales, pero ahora considerando los puntos r, 5 y el punto medio, entonces
tendremos tres racionales entre los puntos r y 5.

E
w

Ahora el punto medio para cada par de los puntos antes encontrados tendremos 7
racionales entre los puntos iniciales (r y 5), y asi podremos construir tantos racio-

o recuerda nales entremedio como gueramos.

Entre dos nimeros racio-
rales hay infinitos nume-
ros racionales. < | | T T T T I T T

Es decir, si se itera este proceso de partir por la mitad cada tramo, notamos que
entre dos numeros racionales hay infinitos niimeros racionales.
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Descripcion de las Situaciones

% Presenta a dos numeros racionales representado en la recta
numeérica, uno esta a la izquierda del otro, y que el punto
medio de ellos es un numero racional, luego definen
“Entre dos numeros racionales siempre hay un nimero
racional.”

X/
°

Muestra que si se repite el proceso de partir por la mitad
cada tramo, en dos racionales hay infinitos numeros
racionales

Andlisis

En esta pagina vemos dos hechos que ocurren en los nimeros
racionales, el primero lo marcan en amarillo “entre dos
numeros racionales siempre hay un numero racional” 'y el
segundo que entre dos ndmeros racionales hay infinitos
nameros racionales (es denso en Q). Si bien, el lenguaje
natural y las representaciones gréaficas que utiliza son bastante
acorde para mostrar por medio del método inductivo la
densidad en Q, pero por otro lado, nos limita, ya que da
entender que como el libro lo menciona el iterar el proceso
indefinidamente, solo nos estd haciendo caer en un ciclo
indefinido en el cual siempre se encontraran ndmeros
racionales. Quizas, esto consigue la densidad en Q, pero este
no deja entrever la puerta que debiera abrirse para el
comienzo de los nUmeros irracionales, pues la recta no
solamente lo conforma de racionales, recuerden que lo que
busca el libro en esta seccion (5) es “Numeros racionales v/s
numeros irracionales”.

63|Pagina



Un nimero no racional
Consideremos un cuadrado de lado 1.

La diagonal del cuadrado divide al cuadrado en dos tridngulos rectangulos; si utili-
zmos el Teorema de Pitdgoras para calcular la medida de la diagonal resulta que:

& =1"+1"=2

entonces d es un nimero positive cuyo cuadrado es 2.

Supongamos que ese numero fuese racional, entonces se puede escribir de la forma
a .. } . ..

d= 3 con a v b enteros positivos. Podemos asumir ademas, que esta fraccion no

s puede simplificar, por lo tanto, si uno de ellos es par, el otro es impar.

Como d° =2 se tiene que: .

=L =2

1
de donde se deduce que:

a’=2-b
lo que quiere decir que a es par porque es el doble deb®, pero como g es par,

necesariamente g también lo es. De esto se deduce que o es el doble de un ndmero
entero &, estoes, a=2-k.

Reemplazando en a” = 2-b" se tiene:
4.k*=2.p

y dividiendo por 2 se tiene:
2.0k =t

por lo tanto, b es par y como dijimos antes, esto implica que b es par. Entonces,
fanto ¢ como b son pares, lo cual no puede ser pues, asumimos que la fraccion no
s puede simplificar v que no pueden ser ambos pares, lo que genera una contra-
diccion.

Resumiendo, si suponemos que o es racional llegamos a algo imposible, por lo
fanto, suponer que « es racional es un error. Lo correcto es:

La medida de la diagonal del cuadrado de lado 1 no es racional.

@ctivid ades

1. Explica por gué la medida de |a diagonal de un cuacdrado de lado 2 no es racional.

Q

Lz idea de la demostracidn
que no existé un namero
racional que su cuadrado
sea 2, esta basada en el he-
tho que algo falso no pue-
de resultar de algo verda-
dero. Es decir, 5i se supone
algo y luego de pasos “l6-
gicos” resulta algo eviden-
temente falso, guiere decir
gue el supuesto primero es
falso. En nuestro caso su-
pusimos que un racional,
escrito en su forma mas
reducida, al cuadrado, es 2,
¥ resultd gue no estaba en
su forma reducida, lo cual
es claramente falso,por lo
tanto, la primera suposi-
dan es falsa.

2. Explica por gué la medida de |a diagonal de un cuadrado de lado entero no es racional.

3.* Siay b no son racionales, jpuece serlo ab?, jpuede serlo a + b?
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Para conseguir un numero no racional, el texto muestra el
siguiente contexto:

Descripcion de las Situaciones:

% La diagonal de cuadrado divide al cuadrado en dos
triangulos rectangulos. De esta situacion particular se
desprenden dos procedimientos:

Del Teorema de Pitagoras se concluye que “d es un nimero
positivo cuyo cuadrado es 2”.

Del método deductivo por el absurdo se concluye “La medida
de la diagonal del cuadrado de lado 1 no es racional”.

Andlisis

Como podemos ver, el texto presenta una situacion que tuvo
su origen en la antigua escuela pitagérica y fue esta la que
provoco un punto critico en la historia de las matematicas,
pero como todas las cosas tuvo que pasar un tiempo para
poder dar una explicacion a la interrogante que actualmente
seria: ¢Qué numero positivo al cuadrado es igual a dos?, y sin
lugar a duda fueron los griegos con su excelente disciplina a
quienes se les atribuye la primera respuesta a esta
interrogante, con la ayuda de su magnifico razonamiento
I6gico  deductivo  (Reduccion al  absurdo), pero
lamentablemente el utilizar este método nos conduce a sacar
conclusiones como “ese nimero positivo que al cuadrado es
igual a dos es un no racional ”, pero la pregunta que vendria a
continuacion ¢(Qué es eso que no es racional?, si bien, esto
nos alerta de un nimero que no cumple con las condiciones
de un numero racional, pero en ningin momento nos
especifica lo que si es y lamentablemente este texto escolar
cae en este tipo de incertidumbre, es claro, que al alumno(a)
hay que tratar de ponerlo(a) en jaque cuando se trata de
insertar un nuevo conocimiento en él(ella), pero ¢esta
demostracion por el absurdo, bastara para que el/la alumno(a)
haga suyo el concepto de nimero irracional?, la respuesta es
iNO! Tajantemente, porque si queremos tener una idea clara
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del concepto de numero irracional no basta tomar este hecho
historico, sino més bien, hay que potenciarlo con otros que
acontecieron unos siglos después de los griegos, nos
referimos a los grandiosos aportes que hicieron dos mentes
brillantes que dedicaron parte de su vida a la teoria de
conjuntos, nos referimos a la dupla de amigos Cantor-
Dedekind, los analisis que hacen estos dos personajes a los
nameros, nos brindan por fin una definicién de los numeros
irracionales, que en el texto los nombran como “no
racionales”, el no incorporar situaciones que inmiscuyan los
trabajos de Cantor-Dedekind, en vez de acercarnos a la
verdadera esencia del ndmero irracional nos aleja por
completo y es por esta razon que criticamos la pobreza que
existe en el libro sobre el concepto de irracionalidad. Ahora lo
que se nos viene a la mente con esto, el/la alumno(a) ¢sera
realmente capaz discriminar entre nudmeros racionales e
irracionales (AE)?, si ni siquiera el texto es capaz de dar una
definicién concreta y menos procedimientos que hagan
acercar al alumno(a) al concepto de numero irracional.
Quizas, lo que podriamos rescatar y que sale en la pagina 31:

“Dado cualquier numero en la recta, este tiene su notacion
decimal, que puede ser finita, periédica o no periddica. En
los dos primeros casos el niumero es racional y en el Gltimo es
irracional [...] ”.

Pero, como todos sabemos una definicion no basta para que
el/la alumno(a) se apodere del conocimiento, sino que debe
ocupar procedimientos que lo hagan conjeturar sus propias
deducciones y a su vez ser capaz de hacer esquemas mentales
que incluya una clasificacion y caracterizacion de cada
conjunto numérico.

Ahora fijémonos en las tres actividades que le piden al
alumno, porque es bastante paraddjico lo que se le pide:

1. “Explica por qué la medida de la diagonal de un
cuadrado de lado 2 no es racional.

2. Explica por qué la medida de la diagonal de un cuadrado
de lado entero no es racional.
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3. Siaybnoson racionales, ¢puede serlo ab?, ¢puede serlo
atb?”

Con toda la explicacion anterior, les hacemos la inquietud a
los lectores ¢realmente él/la alumno(a) podra explicar y
conjeturar propiedades de numeros no racionales?, si ni
siquiera fue el mismo quien conjeturo que “La medida de la
diagonal del cuadrado de lado 1 no es racional”, el/la
alumno(a) no construye el conocimiento por adaptacion a la
situacion. Ademas, el/la alumno(a) ¢tendra claridad del
concepto de lo que no es racional?, ya que con esto, recién
podriamos someter al alumno(a) a problematicas como la
tercera pregunta.

Esto nos da para pensar, que faltan cosas por hacer para
favorecer a los tratamientos que dan algunos textos escolares
de ensefianza media.
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Al nimero que es la medida de la diagonal del cuadrado de lado 1 se le llama la

raiz cuadrada de 2, o simplemente la raiz de 2, se anota +/2 y es el tnico nimero
En general sia<0, se tie-

ne que J?:—a

positivo cuyo cuadrado es 2. En este lenguaje, lo que se hizo antes fue demostrar

que +/2 no es un nimero racional.

A los nimeros que estan en la recta, que no son racionales se les
llama numeros irracionales.

;Puedes tu explicar por- En general, si tenemos un nimero no negativo «, la raiz de @ es el tnico niimero
qué si0 < x <y se tiene 4 2

5 5 .. . _
quex<y’? positivo o cero que al calcularle su cuadrado resulta a. Por ejemplo 373 pues
¢Qué relacion tiene esto — es un numero positivo tal que su cuadrado es —.
con el encajonamiento 3 9

? - o _— —_— -_

de V27 T puedes verificar que Ji=1 Jo=0 Va=2 9=3

. - - 2 -
En general, si @ no es negativo, se tiene que va~ = a. Pero es muy importante tener
claro que la igualdad anterior es cierta solo para valores no negativos. De hecho, es
. . . . 2
falso para los valores negativos, por ejemplo si @ =-1, se tiene que a” =1,y por

lo tanto,
\/a_zzxfl_zl;ta

Es falso que /4 =+2 . . . . -
Si tomamos un nimero mayor o igual a 2, se tiene que el cuadrado de ese niimero

Recuerda que la raiz es )
siempre un numero no es mayor que 4, por lo tanto, V2 <2.Como 1> =1 se tiene que | <2<2.
negativo.

379 3

Ahora bien, como —5 = 1 >2 setiene que 1< V2 <E
57 25 32 5 3

Como —=—<—=2 se tiene que —<~/2 <=
2716 16 L 2

Tomando siempre el punto medio de los extremos de las desigualdades, podemos
encajonar J2 mediante ntmeros racionales de forma tal, que cada vez obtendremos

una mejor aproximacion de V2.

ctividades

1. Explica por qué V2 +1 es un nimero irracional.

2. COrdena los siguientes numeros, de menor a mayor.

7,2,0,&,@,%1@_\/5’@5'\/5

3. (Cuadles de los nimeros de arriba son racionales? Explica tu respuesta.
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Descripcion de las Situaciones:

X/
°

X/
°

Se presenta con el ejemplo de la pagina anterior la
notacion y su nombre del simbolo v2.

Define a los nameros irracionales como “A los nimeros
que estan en la recta, que no son racionales se les llama
ndmeros irracionales”.

Presenta la propiedad (va)® = a con a=0.

Presenta la propiedad Va2=acona>0, y en el margen de

la hoja muestra que si a<0, se tiene queva® =-a.

Muestra como encajonar V2 a través de los cuadrados
para poder aproximar.

Se da a conocer al borde de la pagina, que si 0<x<y se
tiene x% < y2. Y ademas indica que v4 = +2 es falso

Andlisis

R/
L X4

R/

K/
L X4

Cuando presenta v2 como “Gnico nimero positivo cuyo
cuadrado es 2” y con su demostracion que no es racional
de la pagina anterior, se limita a un ejemplo particular, y
con esto no se entiende que es un nimero no racional, se
podria dejar planteado otro nimero para que demuestre,

por ejemplo /3.

Al definir al nlimero irracional como “los nimeros que
estan en la recta, que no son racionales” se apoya con que
la recta numérica que no estd completa, esto trae una
dificultad ya que anteriormente cuando se mostrd la
densidad de los racionales no se mencion6 que no cubria
toda la recta.

Como trabajan conv/2como la magnitud de la diagonal de
un cuadrado, se podria preguntar si es conmensurable con
el lado del cuadrado.

No se explicita que los numeros llamados no racionales,
es un namero irracional
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R/
L X4

R/
L X4

mostrar el desarrollo decimal infinito no periddico de raiz
de dos.

Al presenta la propiedad (x/E)Z =a con a=0, (“si
tenemos un numero no negativo a, la raiz de a es el Unico
ndmero positivo o cero que al calcularle su cuadrado
resulta a”) los ejemplos presentados no tiene relacion con
la propiedad mencionada, sino méas bien con la definicién
de raiz.

La propiedad va2=a con a>0, no se ocupa para lo que se
viene, la razén de presentar esta propiedad es quizés que,
por ejemplo, en vez de buscar un nimero que su cuadrado
es 4, los alumnos ya saben que ese nimero es dos, se le

presenta la notacion de «/2_2 =J4=2.

Al encajonar v2 con un nimero y otro, solo buscan
donde se podra encontrar la raiz de dos dando la
instruccion “Tomando siempre el punto medio de los
extremos de las desigualdades podemos encajonar”, pero
no muestran cuanto es su desarrollo decimal de raiz de
dos (una parte de ella), solo muestra que se encuentra
entre dos numeros racionales, sin mencionar que Si se
quiere ser mas preciso entre gue numeros se encuentra,
esta labor no tendria termino.
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¢Hay coherencia entre la declaracion del objetivo y la
propuesta que presenta para lograrlo?

Recordemos que el objetivo del libro es “Discriminar entre
numeros racionales e irracionales”.

A modo general el texto en ocasiones en vez de esclarecer al
alumno(a) lo desequilibra con la poca claridad del lenguaje
que utiliza en algunos momentos. Pero refiriéndonos a la
coherencia, de cierta forma estd bien lo que muestra de
nameros racionales (pese que en algunos momento se abusa
de términos como fraccion, cuociente y numero racional),
ademas en el tema de irracionalidad el/la alumno(a) se ve muy
limitado a entender la esencia del concepto de numero
irracional ya que no se presenta ninguna situacién en la que el
alumno pueda adaptarse a este nuevo conocimiento, por esta
razén creemos que la propuesta que presentan le faltan
algunos detalles que favorecerian enormemente para lograr su
objetivo y el ansiado aprendizaje esperado en el/la alumno(a).
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Analisis de texto 2
Informacion del Texto:

v' Titulo: Matemaética 2° Afio Educacion Media.

v Autores: Mario Zafartu Navarro, Florencia Darrigrandi
Navarro, Mauricio Ramos Rivera.

v' Editorial: Santillana.

v Afo: 2010.

La organizacion del texto respecto al numero irracional
plantea que el alumno se enfrentara a diversas situaciones, en
las que podra explorar, aprender, construir y consolidar
conceptos relacionados con nimeros.

.,

% En esta unidad aprenderas a...: En esta seccion daré a
conocer al alumno(a) los principales objetivos que se
espera que logre con el desarrollo de la unidad. A
continuacion se muestra el Unico objetivo que tiene
relacion con los numeros irracionales:

“Caracterizar los numeros irracionales como aquellos
gue no pueden ser escritos como un cuociente entre dos
ndmeros enteros”.

Las preguntas que aparecen de manera espontanea serian
¢ Como el texto lograra caracterizar los numeros irracionales?,
¢ Qué estructura utilizara?, para contestar a estas interrogantes
basta observar el orden que esté utiliza en el desarrollo y
cierre de la unidad, para ello mostramos a continuacion su
organizacion y las citas respectivas a cada uno de ellos:

% Analicemos...: Por medio de preguntas, trabajara el
alumno el razonamiento, explorando el contenido
matematico que aprenderd, pondra en préactica lo que ya
sabe, compartira sus ideas y extraerd conclusiones.
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X/
°e

Glosario: Presenta al alumno nuevos términos
matematicos relacionados con el contenido que se esta
desarrollando.

X/
°

En Resumen: se  encuentran  explicaciones,
formalizaciones o definiciones que destacan y precisan lo
que vas aprendiendo.

X/
°

En tu cuaderno: el alumno es sometido a resolver
variadas actividades para ir construyendo los conceptos y
reforzando asi el aprendizaje.

X/
°

Tic: Cada vez que el alumno se encuentre con este icono,
lo invitan a seguir aprendiendo con hipertextos, que se
encuentran en la pagina del ministerio.

%

% Recuerda que...: Recordara un contenido o
procedimiento ya aprendido y necesario para lograr los
nuevos aprendizajes.

De aqui en adelante el texto se refiere a paginas de cierre de la
unidad, utilizando lo siguiente:

% No olvides que...: recordara al alumno que debe revisar
sus procedimientos, analizar la pertenencia y consistencia
de las soluciones, entre otras.
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Numeros irracionales

En cursos anteriores, aprendiste a reconocer los nimeros racionales como
aquellos que se pueden escribir como una fraceién. Los nimeros naturales
y enteros son también nimeros racionales. Los nimeros decimales finitos
también, ya que son equivalentes a una fraccion decimal. En el caso de

los decimales infinitos, solo si son periddicos o semiperiodicos
corresponden a numeros racionales y, de hecho, existen procedimientos
para escribir como fraccion estos nimeros.

Pero existen otros nimeros decimales infinitos. Observa.

0,1436487965798085312346574568...
0,0011122223333344444455556789...
1,4142135623730950488016887242...
0,2463547680987540000876432456...
3,1415926535897932384626433832...

ANALICEMOS...

= ¢Algln nimero de estos tiene periodo?, icrees que si se conacieran mas
cifras decimales se podria observar algun periodo?, ¢por qué?

* Con los procedimientos conocidos, /se podrian eseribir como fraccion?
Justifica.

©  ¢Estos nlimeros son racionales?, i por qué?

© /Reconoces algtin numero de estos?, jcudl o cugles?

Existen numeros decimales infinitos que, aunque se conczean 100, 1000 &
1000 000 cifras decimales, no tienen periodo alguno. Luego, no se podrian
escribir como fraceién con alguno de los procedimientas conocidos.

GLOSARIO , U . . N
Un nimero decimal infinito que no es racional se llama nimero irracional.
Namera irracional: nimero que no Es imposible escribirlos completamente, ya que tienen infinitas cifras
se puede obtener como cuociente de decimales, por lo gque usualmente se aproximan a la cantidad de cifras
dos enteros. decimales necesarias, o bien se representan mediante operaciones, como
Numero racional: se puede expresar 1+ /3, 0 con constantes, como el caso del nimero .

como cuociente de dos enteros. . .
Algunos numeros irracionales destacados

El numero irracional mas conocido es el nimero m, gue es la razén entre
la longitud de una circunferencia y su diametro, es decir:

- longitud de una circunferencia
diametro

Muchas han sido las aproximaciones de m en el transcurso de los afios,
por ejemplo, en 1987 se calculd con una precision de mas de 100 millones
de cifras decimales, sin encontrarse periodo alguno.
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Descripcion de las Situaciones:

X/

X/

Recuerdan que un racional se puede escribir como una
fraccion, y que los numeros naturales y enteros son
numeros racionales.

Menciona que los numeros decimales finitos son
racionales porgue estos son equivalentes a la fraccion
decimal, y que los nimeros decimales infinitos periodico
0 semiperiddico también son racionales.

Menciona que existen procedimiento para trasformar
decimales infinito periddico o semiperiddicos a fraccion

Menciona que existe numeros decimales infinitos que no
tienen periodo y que estas no se podria escribir como
fraccion.

Definen “Un nimero decimal infinito que no es racional
se llama numero irracional”

Menciona que los numeros irracionales tiene infinitas
cifras decimales, y donde este nimero se puede presentar
como una aproximaciéon de una cantidad de cifras
decimales necesarias, 0 por su operacion, o constante
(como por ejemplo )

Da pi como ejemplo de un ndmero irracional, y este
namero es la razén entre la longitud de la circunferencia
con su diametro

Al costado se da las definiciones “Numero irracional:
namero que no se puede obtener como cuociente de dos
enteros” y “Numero racional: se puede expresar como
cuociente de dos enteros”
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Analisis:

% En el texto al desarrollo decimal infinito periddico lo
Ilama decimales infinitos periodico, esto es un error como
vimos anteriormente.

% Al observar los ejemplos de desarrollo decimal infinito
no periddico que se entrega en el texto , los nimeros terminan
en ... (sin indicar que significa los tres puntos) y no menciona
que es lo que ocurre luego de esos tres puntos solo que hay
infinitos términos, pero si no hay ninguna mencion de los que
vendra después de esos tres puntitos puede perfectamente el
estudiante pensar en que algun términos tendra un periodo
ya que solo se estd mostrando solamente una parte del
desarrollo decimal infinito. Las preguntas a continuacion que
se le presenta al alumno(a), sin esta informacion no podra
responder satisfactoriamente (tendria que mencionar que no
hay ninglan periodo en los términos que siguen del ultimo
termino).

% Menciona gque los nimeros de desarrollo decimal infinito
no perioddico que “no se podrian escribir como fracciones con
alguno de los procedimientos conocidos”, dando entender que
existe un procedimiento desconocido que a futuro se planteara
que podria transformar los nimeros irracionales a racionales, lo
que no es asi.

®,

% Menciona que un numero irracional se aproxima en
cantidades de cifras decimales que se necesita, para esto se
debiera dar ejemplos.

% Al definirlo al nimero irracional como un nimero que no
se puede obtener como cuociente de dos enteros, tiene una
dificultad para comprender esto ya que el alumno tendria que
tener un nimero, y luego ver si ese nimero se puede obtener
como “cuociente”.
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Otro importante ndmero irracional es el ndmero e~ 2,718281... GLOSARIO

El numero e data del siglo XVI y aparece en forma natural cada vez que se Niimero dureo:
estudian fendmenos de crecimiento o decrecimiento poblacional o se modelan
las curvas, por ejemplo, que aparecen en los cables de tendido eléctrico.
. 1+4/5 . . :
El nimero ¢ = =~ 1,61803398..., llamado nimero aureo, fue descubierto

2
en la Antigiledad al observar la proporcion que hay en algunas figuras

geométricas (relacion entre la diagonal v el lado del pentagono regular),
también en algunas proporciones de la anatomia humana (por ejemplo,

‘ . diagonal 1+5
entre la altura de una persona v altura de su ombligo, o la relacion entre Thado 0= 5
el diametro de la boca y didmetro de la nariz) y en la naturaleza (como en
la disposicidn de los pétalos de las flores o en la distancia entre espiras ¢~ 1,61803398...

de cualquier caracol).

EN RESUMEN

¢ Un numero irracional es un nimero que no puede representarse como una fraccion. Es un numero
decimal infinito que no tiene periodo.
* Algunos numeros irracionales destacados son m, el numero € y el numero de oro, ¢.

EN TU CUADERNO

1. Clasifica los siguientes nimeros en racionales e irracionales:
a. 0,737 c. 154,154154... e. 0,121231234.. 2. 26,0625
b. 2,1732929.. d. 23242526.. f. 14,1010010001... h. 12,4666..

2. Determina si m e y son numeros irracionales o no. Justifica tu decisién.

T

3. Encuentra un ndmero irracional que cumpla lo siguiente:

a. Sea mayor que 2 y menor que /3. c. Sea mayor que 1y menor que 2.
b. Sea mayor que Jis ¥y menor que 4. d. Sea mayor que V23 y menor que V24,

4. Completa con los signos <, > o =, segun corresponda.

a V214142 c V3. 173 e. N5 )223

b. V2 () 141 d 3 1733 .5 )223% @
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Descripcion de las Situaciones:

R/
L X4

R/
L X4

Muestra los nimero irracionaley ¢

Muestra un resumen.

Analisis

R/
L X4

Es bueno dar ejemplos de ndmeros irracionales
trascendentes

El resumen que se da, define de dos formas el irracional,
la primera es lo que no es “no se puede representar como
una fraccion” y la otra es lo que si es, un desarrollo
“decimal infinito que no tiene periodo”, para nosotros es
mejor la dltima definicion.
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Aproximacion de un numero irracional

GLOSARIO

Elndmerom es lo razén entre
lo fongitud de una circunferencia
y su didmetro:
longitud de una circunferencia
didmetro

o=

T=3141592..

RECUERDA QUE...

Aproximar un numero a ciertas cifras
decimales consiste en encontrar un
numero con lgs cifras pedidas gue
esté muy proximo al nimero dado.
Aproximar por redondeo un niimero
consiste en dar lo mejor de los
aproximaciones, es decir, aguella con
lo que se comete un error menor.
Error de una aproximacion es la
diferencia, en valor obsoluto, entre
un numera y su aproximacion.

NO OLVIDES QUE...

La cantidad de cifras decimales de
una aproximacion depende de la
cantidad de cifras de los datos y
también de lo precision requerida,
sequn el contexto del problema.

Tatiana quiere decorar un viejo tambor metalico para usarlo de paraglero
en la sala de clases. Tiene un trozo de cuerda muy gruesa que va a pegar
en el contorno del borde superior. El didmetro del tambor mide 58,5 cm.
Ella decide cortar la cuerda de 175,5 cm de longitud para que le quede
Justa, pero le faltaron mas de 7 cm.

ANALICEMOS...
/Cual fue el error de Tatiana?
¢Como aproximarfas w7, ; por qué?
¢Qué entiendes por aproximar por defecto?, ¢y por exceso?
¢Cual esla mejor aproximacion de m con dos cifras decimales?, jqué error
se comete con esta aproximacion?
¢Cual es la ventaja de aproximar por redondeo?

Tatiana calculé el perimetro del tambor usando 3 como aproximacion de m,
asi: P=1585-3=175,5. Después decidid aproximarlo a 3,2, para que no

le quedara corta, P=58,5- 3,2 = 187,2, pero, en este caso, e sobraron

casi 4 cm. Entonces, decidié utilizar una calculadora y obtuvo
P=0585-m=183,78317...y cortd nuevamente |a cuerda, ahora de 183,8 cm,
para cubrir completamente el contorno.

Al realizar una aproximacion por defecto, se busca el nimero, con un
determinado numero de cifras decimales, que es inmediatamente menor
que el dado. En cambio, para aproximar por exceso, se busca el numero,
con las cifras decimales fijadas, inmediatamente mayar.

Por ejemplo, dado el nimero m, al aproximarlo con dos cifras decimales:
* pordefecto es 3,14,

®  por exceso es 3,15.

Al utilizar la aproximacion en lugar del numerc se comete un error, en el
ejemplo anterior, los errores que se cometen son:
* por defecto: 3,141592... - 3,14 < 0,001592...
®  por exceso: 3,15 - 3,141592... <0,008408...

Entonces, al aproximar por redondeo, se escoge la aproximacion con la que
se comete el menor error, en este caso, 7t = 3,14.

Ahora, si no se conocen las cifras decimales de una raiz no exacta, por
ejemplo /5 , se puede aproximar por tanteo de la siguiente manera:
Sea D tal que D™ =5, entonces
2<D<23yaque2’=4<D*<529-23"

22<D<225 yaque 2,22 =484 < D2 < 5,0625 = 2,252

2,23 <D <224, ya que 2,232 =49729 < D2 < 50176 = 2,242.

Es decir, D = 2,23, aproximado con dos cifras decimales.
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Descripcion de las Situaciones:

Se muestra un problema introductorio para el tema de
aproximacion

Definen la aproximacion por defecto cuando “se busca el
ndmero, con un determinado numeros de cifras decimales,
que es inmediatamente menor que el dado”

Definen la aproximacion por exceso, cuando “se busca el
namero, con las cifras decimales fijadas, inmediatamente
mayor”

Se muestra la aproximacion por defecto y por exceso de
pi, y cuanto es el error (la resta entre el nimero y la
aproximacion ), y con esto se menciona que aproximar por
redondeo es cuando se elige “la aproximacién con la que
se comete el menor error”

Se muestra una aproximacion por tanteo la raiz no exacta

de V5

Se destaca en el borde de la pagina que pi es la razén entre
la longitud de una circunferencia y su didmetro. Menciona
que es aproximar, aproximar por redondeo, y error de una
aproximacion. Recuerda que la cantidad de cifras
decimales de una aproximacion va a depender la precision
que se quiera y el contexto del problema
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Andlisis

%

En el problema introductorio, en el dltimo corte que
presenta para dar solucién al problema, debiera mencionar
que va sobrar un poco, pero servird para poder decorar el
viejo tambor ya que no se “notara”.

Se podria representar en la recta numerica la
aproximacion por defecto y excesode 7.

Se podria dar més ejemplos sobre aproximacion por
redondeo 7, a la décima, a la centésima, a la milésima,
para que se dé cuenta el alumno que cada vez tendra un
menor error cuando el nUmero se aproxime con mas cifras
decimales.

Al dar el ejemplo de aproximacion por “tanteo”, da

entender que J2,7, etc. Se conocian su desarrollo
decimal infinito no periddico. ¢Pero como conocian su
desarrollo?, ¢Porque no muestra como se aproxima la raiz
de dos?, tendria mas sentido.
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Ubicacion de raices en la recta numérica

Los numeros racionales son un conjunto que no completa la recta numérica;
es decir, que por mas numeros decimales que usemos, siempre existiran
“huecos” entre ellos. Estos huecos corresponden a los nimeros irracionales,
como /2, que completan la recta numérica.

ANALICEMOS...
¢Camo pueden ubicarse en la recta numérica algunos numeros irracionales?
¢Es posible representar todos los numeros correspondientes a raices
cuadradas?

Para Ubicar las raices no exactas, por ejemplo ~/2, se puede aplicar el
teorema de Pitagoras a un triangulo rectéangulo isosceles cuyos catetos
miden 1 unidad: la hipotenusa de este triangulo sera /2. Luego, al trazar

un arco de circunferencia centrada en el punto O de |a recta numérica, en la
interseccion con la recta numérica estara ubicado el numero 2.

En general, para localizar de manera geométrica ~/n , siendo n cualquier
numero natural, se puede aplicar el teorema de Pitagoras a un tridngulo
rectangulo de catetos 1y la raiz cuadrada del namero natural anterior,

es decir, vn-1.

Por ejemplo, con el segmento de longitud /2 y un segmento de longitud 1,
se construye un nuevo tridngulo rectangulo. Se traza un arco de circunferencia
centrada en el punto 0, y de radio igual a |z hipotenusa de este nuevo tridngulo.

La interseccian de este arco con la recta numérica es el punto /3.

EN RESUMEN

Algunos nimeros irracionales pueden representarse en la recta numeérica, como, por ejemplo, las raices
cuadradas de un niimero natural y expresiones compuestas que contienen raices cuadradas.

Niumeros y raices | 27
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Descripcion de las Situaciones:

% Explica que la recta numérica tiene “huecos”, y esos
“huecos” corresponde a niimeros irracionales, y con eso se
completa la recta numérica

% Da el método de ubicar en la recta numérica raiz de dos,
dibujando sobre la recta un tridngulo rectangulo isosceles
de lado 1 y calcular la medida de la hipotenusa (raiz de
dos) y luego trasladar esa medida trazando Ila
circunferencia de radio raiz de dos, y el intercepto es
donde se ubica el nimero raiz de dos. Luego da una forma
general para ubicar un tipo de numero irracional en la
recta numérica.

% Muestra un ejemplo como ubicar en la recta numérica
J3 de partir de un triangulo rectangulo de lados J2 y1l

Andlisis

R/

% En general se presenta de buena manera como ubicar en la
recta numérica los nimeros irracionales algebraico V2 'y

V3
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Irracionalidad de algunas raices cuadradas

Observa cémo se determina
geométricamente la longitud de 1 N
la diagonal de un cuadrado.

ANALICEMOS...
Segun los datos de la figura, dcuanto mide la diagonal del cuadrado DY,
¢como lo supiste?
¢Desun decimal finito, o un decimal infinito (periddico o
semiperiodico)?
¢Es D un numero racional?, ¢se puede representar como fraccion?

Aplicando el teorema de Pitagoras, se tiene que D’-2. Luego, D = V2.
;Cuanto es /27

Al utilizar una calculadora, arrojara algo como: V2 = 14142135
14142 135

ignifi AN s
Esto no significa que: v2 10000 000

Al observar el resultada de |a calculadora, se podria pensar que +/2 es un
decimal finito, pero con muchos decimales, o bien infinito, cuyo periodo sea
mas largo que la precision de la calculadora, o bien infinito, pero que no
tenga periodo.

¢Es ~fZ un ntimero racional? Si asf fuera, V2 sedebe poder escribir como
una fraccion irreducible, con denominador distinto de 0.

Para demostrar que ~/2 no es un numero racional, se debe demostrar
primero que:

. . 2 ,
Sea p un niimero natural. Si p~ es un niimero par, entonces p es par.

Demostracion por reduccion al absurdo: supon que |a propiedad no es cierta.
Luego, debe haber un p impar cuyo cuadrado sea par. Para este nimero p
existen numeros ny m naturales que cumplen:

p=2n+1 [porque pesimpar)

2 2
p =2m (porgue p~ es par)

. 2 .
Pero si p = 2n + 1, entonces, calculando p~ se obtiene:
2 2 2 . 2.
p =4n"+4n+1=2(2n" +2n) + 1, v, necesariamente, p~ es impar.

2 . , .
Por lo tanto, p~ es un numero par e impatr. Lo cual es una contradiccién.
Entonces, la suposicion era incorrecta vy la propiedad queda demostrada.

GLOSARIO

Diagonal: segmento que une

dos vértices no consecutivos de un
poligono.

Demostracion: conjunto ordenado

de argumentos que permiten obtener
una verdad como consecuencia
légica de ofra.

RECUERDA QUE...

Teorema de Pitdgoras:
Siaybsonloscatetosyc ln
hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo, entonces:

2 2 2
a +b° =c

GLOSARIO

Reduccion al absurdo: argumento
de demostracion, que consiste en
suponer que la propiedad que se
quiere demostrar no es cierta y
deducir o partir de esto una
contradiccion. Entonces, como tal
contradiceion se debe o que lo
suposicion era incorrecta, la
propledad debe ser clerto.

Numeros y raices | 29
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Descripcion de las Situaciones:

%+ Muestra un cuadrado de lado 1 sobre una recta numérica y
traslada la medida de la diagonal a la recta numérica,
designado el punto D

< Al aplicar el teorema Pitagoras, D=+/2. Pregunta cuanto es

V2.

< Muestra que lo que aparece en la calculadora es V2 =
1.4142135

% Pregunta ¢Es v/2 un nimero racional?, y si la respuesta es

afirmativa , V2 se debe poder escribir como V2 =
14142135
10000000

< Demuestra por el absurdo que, si p? es par entonces p es
par. (p es natural)

Andlisis

% Al ocupar la calculador, el numero que aparece en el
visor 1,414213562 y si a este mismo numero se eleva al
cuadrado seria 2 (redondea la calculadora), pero el
alumno como se presenta en el libro tendria un obstaculo

porque ocupan el simbolo de igualdad en V2=
1.4142135, sin expresar los tres puntos y que no tiene
14142135

periodo. Solo aclara que no es lo mismo v2 = 10000000
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Ahora, se puede demostrar que +/2 no es un nimero racional.

Demostracion por reduccion al absurde:

GLosARIO Supén gue V2 es un niimero racional, en tal caso existen PV g, primos relativos,

Ndmero primo: nimero cuyos

o _ tzles que 2 = £ con g = 0. De modo que p =24,y p° = 24" por lo que
divisores son el Ty €l mismo. q

2
P €s par.

Pero si p2 es par, por la demostracién anterior, se sabe que p debe ser par.
Si p es par, existe un natural n tal que p = 2n.

2
Ahora, 2 = L 2—”, y elevando al cuadrado 2= % de donde:
q 4 q
2q2 yms Simplificando se obtiene: q2 -
Por tanto, q2 €s par y, como ya vimos, g es par.
GLOsARIO En consecuencia, si V2= f entonces py ¢ son ambos pares. Entonces,
Fraccion irreducible: es aquella no es posible que exista una fraccién irreducible. Pero todo ntmero racional

cuyo numerador y denominador

no poseen divisores comunes o , .
distintos de 1 contradiceién. Luego, ¥/2 no es un nimero racional. Por lo tanto,

debe tener una fraccion irreducible que lo represente. Esta es la

se dice que v2 s un numero irracional.

La medida de |a diagonal de un cuadrado, que hoy nos parece natural, generd
una crisis en |a escuela pitagorica, en el siglo VI a. C.en Grecia pues
aparecieron cantidades "inexpresables”; es decir, que no se pueden representar
como una fraccién, algo gue los egipeios vy los babilonios ya dominaban.

Este descubrimiento afectd el curso del pensamiento matematico griego

y les hizo abandonar la ides de que la medicién sea un gran puente entre

la geometria y la aritmética de los numeros racionzles. De hecho, el conjunto
de numeros racionales es notoriamente inadecuado para propdsitos
geométricos simples, ya que en su gran mayoria aparecen nimeros irracionales.

EN TU CUADERNO

1. De manera similar, demuestra que NE} Y V5 no son nimeros racionales. Recuerda demostrar primero
la propiedad anterior correspondiente.
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Descripcion de las Situaciones:

R/
L X4

R/
L X4

demuestra que v/2 no es ndmero racional, por el método
del absurdo

explica que la medida de la diagonal de un cuadrado fue
un problema importante en la antigiedad y su
consecuencia en el tiempo

pide que demuestre de la misma manera que v3 y v/5 no
son racionales.

Andlisis

R/
L X4

X/

En péginas anteriores definen al nimero irracional como
“namero que no se puede obtener como cuociente de dos
enteros”, pero aqui demuestra que no es racional, ;Por qué
no hablan de irracional?. Como se dijo anteriormente, hay
problemas en ocupar la calculadora para mostrar al
alumno porque elevar al cuadrado la cifra que aparece en
el visor da 2.

La demostracion planteada por este texto afirma que
\/§=§ para luego llegar a una contradiccion, para

demostrar a través del método del absurdo. Pero el paso

donde muestran que p =v2q , y p?=2q* el alumno
tendria un obstaculo ya que no explica el libro como

(\/7)2: 2 para llegar a la segunda ecuacion.
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¢Hay coherencia entre la declaracion del objetivo y la
propuesta que presenta para lograrlo?

Recordemos que el objetivo del libro es “Caracterizar los
nameros irracionales como aquellos que no pueden ser escrito
como cuociente entre dos niumeros”.

La coherencia esta bien en el tema de irracionalidad, dando
caracteristicas con la demostracion por el absurdo que los
nameros irracionales no se puede ser escrito como cuociente
entre dos nimeros y al expresarlo con su desarrollo decimal.
Pero como el texto anterior se ve muy limitado a entender la
esencia del concepto de numero irracional ya que no se
presenta ninguna situacion acorde para que el/la alumno(a)
pueda adaptarse a este nuevo conocimiento
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Conclusion de los dos textos

De cierta forma ambos textos escolares cumplen con lo que
solicita el curriculum chileno, pero lo que definitivamente no
se refleja es una situacion de adaptacion a este nuevo
conocimiento, (ndmero irracional), como lo plantea
Brousseau.

Es posible ver que en el texto N° 1 se limita a presentar el
namero irracional a través de la demostracion por el absurdo,
y esta no nace del alumno, si no de la explicacion que el
profesor hace.

Sin embargo en el texto N° 2, al contrario del texto N°1, no
presenta una demostracién por el absurdo, sino mas bien,
presenta el numero irracional con una definicion apoyada de
ejemplos.

Es importante mencionar ademas que dentro del contenido del
Mineduc se expresa la siguiente frase “[...] Construccion de
decimales no periddicos [...]” ésta en ninguno de los dos
textos se puede apreciar.

Cabe sefialar que ambos textos ocupan parte de la historia del
namero irracional, centrando su mirada solamente en la
demostracidn del absurdo que hacen los griegos, excluyendo a
Cantor y Dedekind, quienes fueron los que formalizaron el
lenguaje y definicion del ndmero irracional, como se
menciona en el método historico critico.
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Planes de clases sobre el nimero irracional
disefiados por profesores de ensefianza media

A continuacion, se muestra materia vista en clases de
distintos profesores, de las cuales se extraeran frases para
comentar cada una de ellas y luego hacer un comentario
general.

Nota: Omitiremos los datos de los establecimiento y nos
referiremos a materia vista en clases del profesor Ay B.

Objetivo: Analizar registros de alumnos al momento que el
profesor inicia el tratamiento del concepto de ndmero
irracional.

Pregunta de Investigacion: ;Como es el tratamiento que
hacen los profesores del concepto de nimero irracional, en el

caso particular de \ﬁ?

Respuesta: Esto se responde en las paginas siguientes, debido
a gue se presentan imagenes.
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Materia vista en clases del profesor A
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Frase para comentar:

1. “Se llaman nimeros reales a todos aquellos nimeros que
pueden expresarse en forma decimal finita o infinito, Es
decir, el conjunto de los reales esta formado por la unién
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del conjunto de los numeros racionales y de los
irracionales”.

Observar que: En vez de mencionar que hay numeros que se
expresan como desarrollos decimales infinitos dice “decimal
infinito”.

Comentario General: Como vemos, para evitar el dificil
tratamiento del infinito y la convergencia de los nimeros
irracionales en la ensefianza media, el profesor del colegio A
privilegia afirmaciones de la axiomatica de la teoria de
conjuntos. Ademas, muestra el ndmero irracional en base a
algunos elementos que presenta en el diagrama. Otra cosa que
podemos objetar es que no presenta ninguna situacion
problematica en la cual haga surgir el namero irracional, o
como lo menciona (Isoda, 2009, pag. 100) “[...] un buen
problema permite al alumno alcanzar un conocimiento nuevo
al poner en juego los ya adquiridos en clases anteriores”, solo

se limita a escribir algunos ejemplos como«/2,/13, 7, etc. Y

la pregunta que tendriamos que hacernos de inmediato
centregar de esta forma los numeros irracionales, provocara
una adaptacion de este nuevo conocimiento en el alumno?
Con lo que define Brousseau creemos que no, porque no nace
del alumno crear ese diagrama, sino que se lo dan y lo Unico
que tienen que hacer, es reproducir lo que dijo el profesor del
diagrama y decidir, esto lo podemos corroborar con los tipos
de ejercicios que el profesor plantea a los alumnos. Otra cosa
que se puede apreciar es que el profesor no toma ninguna
parte histérica del numero irracional, es decir, no hace un
método historico critico del tema.

Finalmente, podriamos decir que abordar a los numeros
irracionales a partir de los numeros reales no es lo que
expresa el Curriculum, sino mas bien, indica que hay que
detenerse en esta sub-unidad de numeros de segundo afio
medio.
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Materia vista en clases del profesor B
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Hoja 2
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Frases para comentar hoja 1

1. “Los numeros irracionales son aquellos numeros que
habitualmente no tienen solucion real entera...”

Comentario: ¢a qué se referird con habitualmente no tiene
. 1
solucion real entera?, pero que ocurre con x> =0,09 0 x° = 3
en ambos casos no tienen solucion real entera, pero esto no
quiere decir que sean irracionales. Ahora, lo otro es ¢se refiere
a solucion de una ecuacion? Realmente no queda muy claro.

I. “Los numeros irracionales son aquellos que se
encuentran entre dos nUmeros racionales”

Comentario: Si bien, esta afirmacion es correcta pero
creemos que no es suficiente si lo que se busca es brindar una
caracteristica de los nUmeros irracionales, debido a que
también esta la propiedad de densidad de los numeros
racionales.

Comentario General: si bien, define lo que son los nimeros
irracionales, pero al igual que el profesor anterior no se
presenta ninguna situacion problemaética, en donde los
nimeros que da como ejemplos aparezcan como una
herramienta que permita resolver un problema. Analogamente
al profeso A, se limitan a mencionar algunos ejemplos de
nameros irracionales, entonces el alumno sera capaz de saber
y discriminar entre otros numeros, es decir, se lograran los
aprendizajes esperados mencionados en el curriculum. Otra
cosa, fijense que este profesor se dedica a dar mas ejemplos
de numeros que no son irracionales para tratar de mencionar
que no todas las raices cuadradas son nimeros irracionales.
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Frase para comentar hoja 2

1. “n=314".

Comentario: Esperamos que ese signo “="" sea un error que
comete el alumno al transcribir lo que expresa el profesor, ya
que todos sabemos que el simbolo de aproximacién es “~”.
Tampoco manifiesta que Pl aproximado a la centésima es
3,14.

2. “Con el transcurso de los afios ha ido evolucionando la
medida exacta del nimero 7 y se demostré que este nimero
no es una fraccion...”

Comentario: Lo que ha ido evolucionando en el nimero =
son sus aproximaciones. Por otro lado, lo que demostro
Lindemann en 1882 fue que el nimero = era trascedente, esto
es, que no es raiz de ninguna ecuacién polindmica de
coeficientes racionales, cualquiera que sea su grado, pero no
que este nimero no es una fraccion.

Comentario General: Este profesor B solo presenta una
definicion y da ejemplos de nameros irracionales, pero con
esto el alumno quedara completamente claro con el concepto
de numero irracional, dicho de otra forma, evita darse el
tiempo de buscar problemas que cuestionen al alumno y que a
su vez este sea participe de su propio aprendizaje. Esto Ultimo
concuerda con lo que afirma (Chirinos, 2004, pag. 50)
“Debemos considerar que no es lo mismo DESCUBRIR el
nimero que CONSTRUIRLO, no es de extrafiar entonces, que
los estudiantes tengan una incompletitud en cuanto a su
relacion con los irracionales”.
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Respuestas y analisis de cuestionario
realizado a alumnos sobre irracionalidad

Objetivo: Analizar la comprension del objeto numero
irracional en alumno de segundo medio.

Instrumento: Cuestionario.

El cuestionario que se muestra se desglosa en tres actividades,
mencionando en cada wuna de ellas el objetivo
respectivamente, para luego ser analizadas. Ahora se muestra
el cuestionario utilizado:

Actividad 1

1.- ¢El numero % pertenece al conjunto de los racionales (Q)

o0 al conjunto de los irracionales (1) ?. Justifica tu respuesta.

2.- ¢El nimero 0,36 pertenece al conjunto de los racionales
(Q) o al conjunto de los irracionales (I1)?. Justifica tu
respuesta.

3.- ¢El nimero 2 pertenece al conjunto de los racionales
(Q) o al conjunto de los irracionales (l1)?. Justifica tu

respuesta.

Actividad 2

, - . 5
1.- ; De qué otra forma puedes escribir el nimero E?'

Justifica tu respuesta.

2.- ¢De qué otra forma puedes escribir el nimero 0,367.
Justifica tu respuesta.

3.- ¢De qué otra forma puedes escribir el nimero /2 ?.
Justifica tu respuesta.
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Actividad 3

1.- De los siguientes nimeros, responde a que conjunto (s)
numerico (s) corresponden:

Instrucciones:

» Marque con el simbolo “ - ”, si el numero pertenece
al conjunto.
» Marque con el simbolo “x”, si el nimero no pertenece
al conjunto.
Puede utilizar calculadora.

Laa
(=4

3181582654 | fy |110,333. | 7 | 3 [ 2% [ (), ]
20

aa | b

FlE =l =
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Actividad 1

Objetivo: Observar si los alumnos diferencian distintas
formas de expresar un nimero Racional e Irracional.

Actividad 1

5
1.- Bl numero — pertenece al conjunto de los racionales ({J) ¢ al conjunto de los rrracronales(i)
6

lustifica tu respuesta.

Respuestas

Alumno Al ,
/PQ)\TU“V\ AL @& (LQ S enalon K 1"‘0’\ ; Orromen \ct

Qe Q. 0% ) | \

Alumno A2

‘ '\F OUd Copas ¢ UL n § 8 b 0L, vo L Liiadl
i-’?‘"\‘ dO0 B M= g ) JErD UMD B JAO O

Alumno A3

Alumno A4
(<ceo QR EONA | L TENO no tener OO am e
e Yot ek 0
Alumno A5
A T L T S e e e e ) |
T
|

H . - - . - - v i
i L. PP L B L - - .
[T I A, P PR /

Este n° pertenece al conjunto de los racionales. Ya que en este entran n° enteros,
n° positivos o negativos y fracciones

Alumno A6 i v - o
rr e {_3:\_— /f)('~¢£( !A_( . S ‘}V“d S
Rotior é\ ez o> e _ A
Cﬂ%pp{j& o\_,ée—dz /’ SPE
Do~ +a.

Andlisis

La respuesta A2 refleja que el alumno no logra los
aprendizajes esperados, es decir, “Diferenciar entre niimero
entero, racional e irracional [...]”. Pero a su vez este (A2)
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asocia el namero irracional con decimal y no con desarrollo
decimal infinito no periddico.

Es interesante observar que los alumnos Al, A3, A4, A5y A6
no tienen problemas en expresar el nimero racional de la

forma %; a,beZ;b+=0, es decir, cumplen en cierta forma

con el mapa de progreso de NUmeros y Operaciones,
especificamente en la primera dimension (Comprension y uso
de los nimeros).

- ¢Ebnumero 0, 36 pertenece al conjunto de los racionales () ¢ al conjunto de los irracionales
LJz‘}?Jushﬁca tu respuesta.

Alumno Al
H O s ~San };X Con \,. 5 AN T X P 7;7\ B
<l e Aas | \\« Q) RN 4o - ‘!‘ . - .
\ "9 > i LA rI¢
O . O \ DSBS 3 \ \ \\
Alumno A2

Alumno A3

Alumno A4
N2 e h Y N
L.~ P
Alumno A5
e die 247 /“W‘!/?'-"T soTATe e L L L ar ges G LT e 7%:5 ;*:
Bl S o = /;3 P ,f’gg-, A e _
Este numero pertenece a los irracionales ya que es un numero periodico.
Alumno A6
= — ile o tcts rAarco. o)
2 = —a & e " <o TR L 247
/(\ = C/SS,A/( XQ‘-‘ > 2 ERAD e RN A P o s s Aot
= 2 g b v
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Andlisis

Lo interesante de los alumnos A2, A3 y A5, es que a pesar de
que se pregunta un aprendizaje esperado, es decir, “[...] los
racionales los expresan en notacion decimal [...]”, sus
respuestas reflejan lo contrario.

Las respuestas de A3 y A5 no cumplen con los aprendizajes
esperados que nos dice: “Diferenciar entre numero [...],
racional e irracional”, porque un desarrollo decimal infinito
semiperiddico lo caracterizan como un namero irracional.

Lo que reflejan las respuestas Al, A4 y A6, mas
especificamente Al y A6 es que si logran fundamentar sus
respuestas, es decir, que hubo en ellos Adaptacion de un
contenido como los menciona Brousseau.

e ‘ 5 . . Py v 2 ;
3.- ¢El numero \/j pertenece al conjunto de los racionales () ¢ al conjunto de los irracionales
(Il)? Justifica tu respuesta.

Alumno Al

QT-:J(L‘R Ssommaliens . Musaco RIS, TN DA e s 2 3/ —+

Alumno A2

O SO e saand>lao -

Alumno A3

£ o PP PRS- S ~JZ W = S

Alumno A4

3&(3 wTon= Ve s

Alumno A5

NO CONTESTA

Alumno A6
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Ve

Andlisis
Si bien, las respuestas Al, A3, A4 y A6 son correctas en

afirmar que J2 pertenece a los nameros irracionales,
fijémonos en la justificacion del alumno A6:

Notemos cuando dice que todas las raices cuadradas
pertenecen al conjunto de los nimeros irracionales, dejando
entre ver una caracteristica que le da a estos, pero que ocurre

1 . .
con la \/Z\/g etc. Son ¢Irracionales?, este comentario es el

mismo que se hace en los Objetivos Fundamentales
(Numeros), donde se afirma: “[...] la extraccion de raiz
motiva los irracionales [...]”, y donde no se dice que solo
algunas raices pertenecen al conjunto de los irracionales.

También donde surgen algunas dudas es cuando el alumno Al
justifica diciendo nunca serd& numero exacto, quedandonos
como inquietud que hubiera respondido si se le presentara el

namero \fﬁ
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Actividad 2

Objetivo: Identificar distintas formas de escrituras de los
nameros racionales e irracionales.

Actividad 2

1. ¢éDe qué otra forma puedes escribir este el numero f— ? Justifica tu respuesta
6

Alumno Al

2 = L= T = T C <o Ao o e D

Alumno A2

Py @»&ﬁ& L O3 AN CGean®D Yoo Revamy QYod e O,8™>.

Alumno A3

(O %Q g

Alumno A4

o, ]S>

Alumno A5

]
i 6 e = L . i -
: wﬁﬁ’\ 0 . §"‘ = ..5:‘:( }{;.4{ [ g2t 4 'd STl me o g e e ,'?"Mf?*?‘ &) bt ‘_——;(r_'

e -

! . - ey gf’?; ‘; o ¢€}LA"’-', red et (ﬁ;’}afd"‘-@(&?“ﬁf ’{?K’ u{::, ﬁ =

Alumno A6

J
wy|

L /?{ X» Zﬁ LA _5’ 9 .:\, B,QA s 4 o] 0’ £
6

Andlisis

En las respuestas A3 y A6 los alumnos estan asociando
razones con numeros racionales, es decir, no se esta
cumpliendo con la primera dimension de los mapas de
progreso (comprension y uso de los nimeros) que nos dice:
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“[...] se refiere a la comprension del significado de los
numeros |[...]”

2. (De qué otra forma puedes escribir este el nUmero (),36 ? Justifica tu respuesta.

Alumno Al
f/: (;f/(;’ - > i .y \ - ER T - N8 o o T Orne =
\ ST LA N QQ P\ Cam BTN #
\ = S b o :
Alumno A2

I m_ @.E?(QLN"L'?&;)Qr =

Alumno A3

Ne  peceta ercrulire e e rrolan

Alum.no A4

O Do = 4 O
O DO

e <

Alumno A5
O, 26 [ e e e e Frotas il
%% Freme pe o B E
4 =T,
Alumno A6
s _IoriAD O/BZ > ;’ “-"'.3?;'7‘;"‘3 L 3..._.6— v 26 -~ ‘&;—i
0

Analisis

En las respuestas Al, A2 y A4 identifican el nimero 0,36

con porcentaje y en las respuestas A3 y A6 con potencias vy al
igual que la pregunta anterior no se estd cumpliendo con la
primera dimension de los mapas de progreso (comprension y
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uso de los numeros) que nos dice: “[...] se refiere a la
comprension del significado de los nimeros [...]”

3. ¢De qué otra forma puedes escribir este el nimero \/5 ? Justifica tu respuesta.

Alumno Al

Frowo. ciomal ‘,:m>ko\u\,-,, S | —— Sorcuriene

Alumno A2

AIES O LoD -

Alumno A3

Alumno A4

N Mo e e

Alumno A5
Lt Jucele. A€ O TACly gl L0 Ctat et

A lytd. . .

Alumno A6

B P ,; 0 o . W L‘Q,Aé"_E;j;

Anélisis
En la respuesta Al deja entre ver que el namero irracional

J2 tiene limitacion al escribirse como un desarrollo decimal
infinito no periddico, pero no se aprecia siquiera una
aproximacion, un truncamiento u otra forma de expresar el
nimero, como bien lo hacen los alumnos A5 y A6.
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Actividad 3

Objetivo: Distinguir entre nameros racional e irracional,
comprender la forma de expresar los numeros enteros,
racionales e irracionales, y los nimeros reales como aquellos

que corresponde a la union de los ndmeros racionales e
irracionales.

Actividad 3

1.- De los siguientes nimeros, responde a que conjunto(s) numeérico(s) pertenece.

Instrucciones:

~ Marque con el simbolo “

” si el nimero pertenece al conjunto.
~ ™Marque con el simbolo “x”

si el numero no pertenece al conjunto. .
>~ Puede utilizar calculadora.

3,141592654 ] Jo 1 [ 0,333... [ l > >0 0.36 = \» —Jioo | 3] 0,125 | 4= ‘ 7
| 3 L 20
1T =< [ =< | < _J“X: | g - |
| - o -2 S
i i I ST [ 1 :
R R T s |- S5 SV
I -
=l | B
L~ Pl % | i =
Y = 2s ; EYEY L 270 {
e U e
S [
e T
| PR T 1 Vi ‘l 1 la‘.'a EE) i Y i 7= \ PERE Y c);:z_‘: 1 = l - o
v — 134.\\/ XP\] ‘><‘->z_“7 _-><‘_=:<_I7=~.
(¥ _L><_.‘g{ v -1'><,‘\/ \ v 1i><_,\\/
' Y x‘ - e : > > 1~
[ PR Ry ey % SO L e l EEEEERS i -7z B | Y 1= s l s 1 - e
R I R P e o T | e
D R I i PO I B B
e l o | er e /. - | ‘,/,L),// 1 s
S R R < Tl
‘ T 1/'\.1 . 1 ~/¥/\ [ e
P ERaa s ess G S I BV S L B S LUEE i I
NN e »*l-/ ko BT At RS Lffi:i"j,,,x,,,l —
;,‘ - P k-/ ~ > i - [ il L/'l
g - T e e e T R
r e k” iy SN bJ, R S N
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i s | 2 [ 0.333 [=1 = 12 0.36 | 2 | —~/100 3] o125 | /3 | __7
| i [1 l 3 \ \l/ 74!7”7717 :07
= = R s <] > P >< | > 7
ENE = Ea IS B | %¥{ S s
.| % | | > | < . i / | X N > | >S< P
— S S .|| > L . | | gl

A= /ﬂ A e o
T=l"1"== P‘N—% AT =t == W= [5] 5

Analisis

Antes de analizar es conveniente aclarar que para lograr el
objetivo de esta actividad, se expresan los niUmeros racionales
e irracionales de la siguiente forma (pagina siguiente):

Estan dando una caracteristica a los nimeros irracionales que
no siempre se cumple, lo podemos corroborar con las
respuestas que dan los alumnos A2, A3, A4, A5 y A6 donde

dicen que Jo pertenece a los irracionales y vuelve a ocurrir
lo mismo cuando responden los alumnos A2, A3, A5 y A6

que —/100 también es un numero irracional.

Todos los alumnos asocian desarrollo decimal finito e
infinito (periodico y semiperiddico) con numeros irracionales,
esto se aprecia con las respuestas que dan de los numeros
3,141592654, 0,333..., 0,36 y 0,125, de otra forma se
aprecia que estan teniendo problemas de expresion de un

namero racional, es decir, no se logra el aprendizaje esperado
que pide el Curriculum.

Algo que nos llama rotundamente la atencion, es que los
alumnos no tienen problemas en reconocer el nimero racional

expresado de la forma %; a,beZ;b=0, porque fijgmonos

en las respuestas que dan de %y—l.

20

Por ultimo, los alumnos A2, A3 y A6 tienen problemas en
comprender los numeros reales como aquellos que
corresponden a la union de los nameros racionales e
irracionales, es decir, no se cumple el primer objetivo
fundamental de segundo medio.
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Comentario general

Se aprecia poco dominio en las formas de expresar un nimero
racional, y lamentablemente para lograr entender los nimeros
irracionales, el alumno debe saber trabajar con desarrollos
decimales y caracterizarlos para que se logre acercar a la idea
de encajonamiento de Cantor.
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Propuesta

Objetivo General: Disefiar una situacion de ensefianza que
favorezca el aprendizaje del concepto de namero irracional,

en el caso particular de \/E

Nuestro disefio de clase consiste en la resolucion de
problemas separado en tres partes, la primera de ellas consiste
en problemas que involucran el infinito, la segunda en un
problema que utilice los nimeros racionales expresados en
forma de desarrollos decimales finitos e infinitos periddicos y
semiperiddicos, para luego finalizar con un problema que
introduce el concepto de nimero irracional.

Parte |

Problemas para la clase que involucran el Infinito.

Objetivo pregunta 1: Que el alumno involucre la idea de
limite.

Una forma de enfrentar al alumno con ejercicios que
involucre el infinito, seria plantear un ejercicio como lo indica
(Chirinos, 2004, pag. 60) del tipo:

Pregunta 1

1. ¢A qué es igual: 1-1+1-1+1-1+1-1+1-1+1-1...?
Justifique su respuesta.

Analisis Pregunta 1

®,

% Una respuesta 6ptima seria que algunos alumnos pueden
contestar que el resultado no existe, explicando que partio
enumerando cada nimero y se dio cuenta que en las
posiciones pares el término da 1 y que en las posiciones
impares da -1.

% Los alumnos al enfrentarse a esta interrogante, podria
caer en la tentativa de responder que es igualdad cero, ya que
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podria asociar de la siguiente forma (1-1)+ (1-1)+ (1-1)+ (1-
1)+ (1-1)+ (1-1)...

% Otros alumnos, quizés podrian responder que eso es
igual a 1 0 -1 truncando la expresion.

% Y otros, quizas contesten sencillamente que no saben sin
justificar.

Objetivo pregunta 2: Que el alumno involucre la idea de
limite y serie geométrica.

Pregunta 2

Otra forma, seria enfrentar al nifio a la siguiente situacion
problematica:

1. Imaginase una regla de medida 1 m

2. Tomen en primer lugar la mitad de la medida original
(0,5m), luego a esta mitad agreguen la mitad (0,25m) y a esta
vuelvan agregar la mitad de esta Gltima (0,125m) y reiteremos
sucesivamente este proceso.

Esta situacion puede ir acompafiado de una figura grafica,
como por ejemplo:
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‘GJ,OJ’\Z&"

Y preguntamos:

1. ¢Qué ocurre si continuamos agregando mas mitades?
Justifica.

2. ¢Qué sucede con la diferencia entre la medida inicial
(Im) y la suma de las mitades sucesivos? Justifica.

Analisis pregunta 2

%+ Creemos que el alumno al contestar la pregunta (1), logra
una adaptacion a que esos totales sucesivos se acercan cada
vez mas a un metro.

% Responder la pregunta (2) nos asegura que esa diferencia
gue se menciona se hace mas y mas pequefia, es decir, que
esta tendiendo a cero la diferencia.

% Otra cosa que facilitaria entender mas lo que estd
sucediendo, es que los alumnos fabriquen su propia tabla de
calculos aritméticos, como por ejemplo:
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Mitades de las medidas Suma de términos sucesivos Diferencia entre medida
inicial y suma de términos

sucesivos
1:2=0,5 0,5 1-0,5=0,5
0,5:2=0,25 0,5+0,25=0,75 1-0,75=0,25
0,25:2=0,125 0,75+0,125=0,875 1-0,875=0,125
0,125:2=0,0625 0,875+0,0625=0,9375 1-0,9375=0,0625
0,0625:2=0,03125 0,9375+0,03125=0,96875 1-0,96875=0,03125

Los nimeros decimales (azules) muestran aritméticamente lo
que esta ocurriendo al contestar la pregunta (1), mientras que
los niumeros decimales (Rojos) muestran aritméticamente lo
que esta ocurriendo al responder la pregunta (2).

Aprendizajes esperados de las preguntas 1 y 2: Que los
alumnos logren la idea de orden de elementos y asi puedan
adaptar lo que ocurre en un n-ésimo término y mas alla, y de
esta manera que los alumnos entiendan como (Boll, 1981,
pag. 53) lo menciona:

“[El infinito no es] lo que no puede ser contado, [sino lo que]
no ha sido todavia contado”.
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Parte I1

Problemas que utilice los nUmeros racionales expresados
en forma de desarrollos decimales finitos e infinitos
periodicos y semiperiodicos

Objetivo: Analizar situaciones y resolver problemas para su
notacion y/o aproximacién decimal de nimeros racionales.

Situacion Problematica:

El profesor o profesora propone las siguientes reglas del
juego:

1. yo pienso un nimero cualquiera;

2. ustedes buscan maneras para descubrir cudl es el que he
pensado; tienen derecho a proponer nimeros;

3. ante los nimeros que ustedes digan yo les indicaré si es el
que yo he pensado, o bien, si es mayor o menor.

Nota: La actividad mencionada fue sacada de los planes y
programas 2004 del Mineduc.

En esta oportunidad no se dara un andlisis, sino que se
presentara las indicaciones al docente que plantean los planes
y programas 2004 del Mineduc.

Indicaciones al Docente

R/

% Es conveniente llevar un registro en el pizarrén de los
nimeros que se van diciendo y establecer un codigo que
permita distinguir si el ndmero pensado es mayor o
menor; asi es posible reconstruir la sucesion de nimeros
propuestos.

e

% Es conveniente pensar en un decimal con dos o tres cifras
decimales.

e

% En cuanto a la estrategia para descubrir el namero, a
veces hay que orientar hacia el encajonamiento
sistemético. Si el numero pensado fuera 34,567, por
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ejemplo, los gestos y rostros expresan desconcierto en el
momento en que constatan que dicho nimero es mayor
que 34 y menor que 35.

X/
°

En cierta medida, las alumnas y alumnos logran visualizar
la idea de infinitas cifras decimales.

X/
°

¢Como se desarrolla este ejemplo si el numero pensado es
1,3333... periédico o si el numero pensado fuera
[0,1111...]? Importante: En esta indicacion hemos sacado
al nimero n y hemos puesto el nimero 0,1111..., porque
nuestro objetivo esta ligado a nimeros racionales.

%

% El desarrollo de esta actividad puede apoyar un proceso de
sistematizacion sobre los decimales, los periédicos y los
no periodicos.

Aprendizajes esperados de la actividad: Que los alumnos
logren utilizar los nimeros racionales expresados en forma
decimal y orientar hacia el encajonamiento del nimero.
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Parte III

Problema para introducir el concepto de numero
irracional.

Objetivo: Construir una parte de un desarrollo decimal
infinito no periddico.

Situacion problematica:

A un maestro le falta una baldosa cuadrada de &rea 2m’ para
completar el embaldosado, decide ir a un local para comprar
la baldosa que le falta, pero cuando estd comprando se da
cuenta que no recuerda cuanto mide el lado de la baldosa. Si
fueras el vendedor ;como lo ayudarias para determinar la
medida del lado de la baldosa? Justifica tu respuesta.

Descripcion de este momento: el estudio de esta situacion es
que provoque un aprendizaje del concepto de ndmero
irracional, es decir, como sabe la informacion del area de la

baldosa cuadrada (2m?®) y ademas recuerda de cursos de
béasica que el area de un cuadrado es lado (L) por lado (L),
entonces lo anterior lo podria expresar en lenguaje algebraico
como sigue:

> =2, teniendo presente que L representa al lado de la
baldosa. Luego de esto, viene lo mas importante ya que es el
momento en que el alumno empieza la construccion de este
namero irracional.
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Andlisis de posibles procedimientos que podrian
desarrollar los estudiantes

1. Algunos alumnos podrian hacer lo siguiente:

Posibles Valores de L que escogera ¢Queé ocurre al elevar al cuadrado los posibles
valoresde L?
1.- Tanteacon estos posibles Numeros enteros: si L =1entonces I*=1.
; Si L =2 entonces I*=4.
3 Si L =3entonces I? =9.
otros
otros
2.- Tantea con estos posibles Numeros a la Si L=11entonces [*=121.
decima: 2
1'1 Si L=1,3entonces L =1,69.
1,3 Si L =1 4entonces I*=1,96.
14 si L=1,5entonces I*=2,25.
1,5 : :
19 Si L=1,4entonces L°=3,61.
otros otros
3.- Tantea con posibles Numeros a la Si L=1,45entonces I’ = 2,1025.
centésima: 2
: 4; si L =1,43entonces > =2,0449..
1,43 si L =1,49entonces I* =2,2201.
1,49 Si L =1,41entonces I* =1,9881.
141 otros
otros

Lo importante de esto para el profesor, es seleccionar algunos
desarrollos hechos por los alumnos, por ejemplo en el primer
tanteo que hacen y donde posiblemente ocupan ndmeros
enteros, es una buena instancia para introducir conceptos
como exceso Yy defecto, utilizando estos conceptos el alumno
podra saber cuando debe discriminar con respecto al nimero
escogido, por ejemplo si el nimero escogido es 4 entonces su
cuadrado es 16 y este Ultimo supera (excede) a lo buscado (
2), hace preguntarse de manera automatica ¢habra un nimero
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menor que 4 que se acerque mas al area de la baldosa?, de
manera andloga ocurre para los defectos, estos procesos
también provocan ir limitando el nimero buscado, es decir, el
encajonamiento que se empieza a producir, y en cierto
momento bajar a la unidad que sigue, por ejemplo se
comienza a limitar con los enteros 1 y 2, pero esto provoca
bajar a la unidad siguiente, es decir, a la décima y asi
sucesivamente.

2. Otros alumnos quizas ataquen el problema con el método
tan antiguo de los Babildnicos y egipcios, como se
muestra a continuacion:

Lo primero que hacen es tantear dos nimeros que al cuadrado
den muy préximos a 2, pero de ahi en adelante van
acercandose por las mitades, por ejemplo: como se sabe que
ese numero buscado se encuentra entre 1 y 2, ellos deciden
probar con la mitad de estos, o sea 1,5 y este lo elevan al
cuadrado (2,25) y como este se pasa del area buscada, se
descarta el intervalo entre 1,5 y 2, entonces se empieza a
reducir el intervalo en donde se encuentra el nimero que al
cuadrado me da 2, el siguiente nimero seria la mitad entre 1
y 1,5, es decir 1,25 y este Gltimo al cuadrado es 1,5625,
entonces se descarta el intervalo de 1 a 1,25 y nos quedamos
con los extremos 1,25 y 1,5 y nuevamente se busca la mitad
de estos... asi sucesivamente. Si utilizan este método los
alumnos también nos da el chance de introducir los conceptos
de exceso y defecto y estos a su vez los encajonamientos que
se estan formando.

Sin duda cualquiera de los dos métodos nos proporcionan la
idea de encajonamiento de Cantor, pero lo que nos quedaria
es diferenciar entre desarrollo decimal infinito periédico - no
periddico y este es el momento donde podriamos preguntar al
alumno ¢Existe algin patron que permita anticipar el nimero
que sigue?, como por ejemplo:
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El ndmero racional ¢ posee el siguiente desarrollo decimal
infinito periodico:

%= 0,1111...=0,1+0,01+0,001+0,0001+..., cémo podemos ver
el patron el patron que se sigue aqui en que el centésimo se
forma al multiplicar la décima por 0,1, aplicando el mismo

procedimiento milésimo se forma multiplicando el centésimo
por 0,1 y asi sucesivamente...

Si un alumno contesta que hay un patron y lo afirma diciendo
que se puede seguir aplicando los procedimientos mostrando
en 1y 2, esen este momento donde se le dice al alumno que
aplicar los procedimientos antes mencionados sirve
Unicamente para tener cada vez una mejor aproximacion a ese
namero que al cuadrado da 2. Otra cosa que hay que mencionar
es que ese numero que se busca tiene un desarrollo decimal
infinito no periddico y se desafia a un alumno a tratar de dar
una explicacién ¢por qué este tipo nimeros no admite periodo?,
creemos que quizas este tipo de pregunta surja de alguna
manera la demostracidn de este tipo de numero no racional (Se
puede indicar Quizés que averiglien acerca del método del
Absurdo utilizado desde Grecia hasta nuestros dias).

Finalmente, es el momento de mostrar el simbolo que se utiliza
para representar ese desarrollo decimal infinito no periddico, es

decir,~/2 . Y dar algunas conclusiones como:

1. Todo nimero que presente un desarrollo decimal infinito
no periddico pertenece al conjunto de los nameros
irracionales.

2. El simbolo que actualmente se esta utilizando para
designar al conjunto de los irracionales esl.

3. Indicar que no todas las raices cuadradas son numeros
irracionales.

4. Indicar que los numeros irracionales no admiten un
patrén como lo que ocurre con los nimeros racionales.
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Una tarea buena para los alumnos, seria averiguar sobre
NUmeros Trascendentes y Numeros Cebras, para que no se
queden con la idea que solo ciertas raices son numeros
irracionales.

Aprendizajes esperados de la situacion problematica: Que
los alumnos sean capaces de construir el nimero irracional
por medio de los numeros racionales expresados en decimales
e introducir los conceptos de exceso y defecto y estos a su vez
los encajonamientos que se estan formando.
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Anexo

Material de apoyo sobre la notacion decimal.

A continuacion se presenta al profesor, un recordatorio de los
nimeros que tienen una notaciéon decimal, porque este tema
no es bien tratado o hay confusion con el niamero decimal y el
desarrollo decimal. Para ello el profesor ve, segun el
conocimiento que posea los alumnos, si refuerza esto.

NuUmeros con coma (notacion decimal)

(Pérez, 1997, pag. 39) “Cuando leemos el numero 3333,3
atribuimos al simbolo 3 valores diferentes, segun el lugar que
ocupa en la escritura. Asi, el primer 3 a la derecha representa
tres veces la décima parte de la unidad, el 3 anterior
representa tres unidades y, a su vez, tres décimas del valor
representado por el 3 que tiene inmediatamente a su izquierda,
y asi sucesivamente”

Para entender lo anterior anotaremos su desarrollo decimal
33333=3%103+3%102+3*10'+3%10°+3 %1071

El sistema decimal fue consolidado en el siglo XVI gracias a
Simoén Stevin donde el se propuso “como objetivo mostrar
que los célculos y las medidas pueden simplificarse
considerablemente con la utilizacion de los decimales”
(Centeno Perez, 1997, pag. 48)

Podemos encontrar varios tipos de nimeros con comas como
por ejemplo: 1,2; 3,444444...; 1,414213562...y estos se
pueden escribir de distinta forma.

% 1,2 donde se puede escribir de la forma 12 1071 o su
desarrollo decimal

1,2=1%10°4+2 %1071 se les llamara nimero decimal o
desarrollo decimal finito

% 3,4444 .. 0 3,4, donde se puede escribir de la forma
310441071 4+4%10"24+4%103+4%10"*+-- 0
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3%10°+ Y%, 4107t se les llamara desarrollo decimal
infinito periddico, tiene periodo 4

% 1,414213562... donde se puede escribir como

1,414213562 .. =110+ 4% 10"+ 1% 1072 +
4x107342%x107*+1%10°+3%10°+5%10"7 +
61078 +2%x10"%... Se les llama desarrollo decimal
infinito no periddico (no tiene ningun periodo).

En general:

El conjunto de los nimeros decimales se puede definir como:
D ={b*107"/beZ; neN,}

Observacion 5:

1) El ndmero decimal z, a;a,as; ... a, donde z es un nimero
entero, y las a;q<i<p, son digitos que pueden tomar los
siguientes valores(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) que indica los décimos
(aq), centésimos (a,), y asi sucesivamente.

2) El desarrollo decimal finito de 2z a,a,as..a, €S
zx10°+a; x107 +a, x 1072 + a3 x 1073 +...+a, *
107"

3) Algunos nimeros racionales son numeros decimales, ya
que b 107" =1%. Puede que los nameros racionales su
denominador sea un divisor de 10 o una amplificacion, por
ejemplo: %es un decimal ya que % = 130 y ﬁ es un decimal ya

1 4 . . .
que - = —. En general los niUmeros racionales gque tienen

denominador 5™, 2™, 05™2™ son numeros decimales.

4) Se Admite que las expresiones del tipo: 0.19999... y
0.20000... representa el mismo numero, el 0.2

5) Como vimos solo algunos numeros racionales son
decimales, los otros nameros racionales que no sean de la
forma de 3) tienen desarrollos decimales infinito periddico,

tendran un periodo, por ejemplo: ; = 0,285714;y g =1,3.
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6) Los numeros irracionales tienen desarrollo decimal
infinito no periédico por ejemplo V2 = 1,414213562 ...,
estos nimeros nunca se repetira un periodo.

Ubicacion de los ndmeros en la recta numérica (con
notacion decimal)

(Robbins, 2002, pag. 86) Sostuvo que “Para cubrir la recta
numeérica con un conjunto de puntos densos en todas partes no
necesitamos a todos los numeros racionales; por ejemplo, es
suficiente considerar s6lo aquellos nimeros que se originan al
subdividir cada intervalo unitario en 10 segmentos iguales,
luego en 100, después en 1000, y asi sucesivamente. Los
puntos asi obtenidos corresponden a las “fracciones

2999

decimales™.

Por ejemplo, el punto P=0,24=0%10°+2x%10"1+
41072 corresponde al situado en el primer intervalo
unitario, en el segundo subintervalo de longitud 10y en el

inicio del quinto “sub-subintervalo” de longitud 1077

N -

(Robbins, 2002, pag. 87) ‘“ahora escojamos cualquier punto P
en la recta numérica que no corresponda a una fraccion

decimal, por ejemplo 1/3 o el punto irracional J2 . Entonces,
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en el proceso de subdividir el intervalo unitario en diez partes
iguales, y asi sucesivamente, P nunca sera el punto inicial de
un subintervalo. Aun asi el punto P puede incluirse en
intervalos cada vez mas pequefios de la division decimal con
el grado de aproximacion que se quiera.”

Notar que este tipo de nimero (nimero decimal) siempre se
ubicara en la recta numérica en el comienzo de un intervalo o
final de este (o un subintervalo de él) sin problema para
ubicar en la recta. Lo que no sucede con los nimeros de
desarrollo decimal infinito (periddico o no periddico), estos lo
podemos encontrar entre dos nimeros decimales y existe un
“truco” para poder ubicarlos.

A continuacion se mostrara dos puntos gque son de desarrollo
decimal infinito periédico y no periddico representado en la

recta numérica como loes 1/3y v2 .

Ejemplo del nimero 1/3 en la recta numérica

124 | Pagina



Ejemplo del nimero 2 en la recta numérica
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Sugerencias para el tratamiento de numeros decimales
para el alumno

Actividad 1

En las siguientes frases.

% Me saque en la prueba de matematica un 4,5

% Laestatura Maria es de 1,56 m.

% El desempleo en la region es de un 8,5%

Responda las siguientes preguntas:

1. ¢qué entiendes th por los numeros que se poseen coma?

2. ¢tu estatura es mayor, menor o igual que la estatura de
Maria?, Explica tu respuesta.

3. ¢Tu estatura es mayor, menor o igual que tu
compariero(a) de banco? Discultelo con tu compafiero(a)

Comentarios
Posibles respuestas de alumnos(as) para la pregunta 1:

% Un alumno(a) puede estar familiarizado con los nimeros
decimales, e indigue que nimeros con coma corresponde, por
ejemplo que el nimero 4,5 es mayor a 4 pero menor que 5(se
encuentra entre esos dos numeros).

% Un alumno(a) puede mencionar que el ejemplo 4,5
corresponde a un numero a la décima ya que el 5 se llama a la
décima por la posicion que se encuentra después de la coma.

Posibles respuestas de alumnos(as) para la pregunta 2:

% Puede decir con facilidad si es mayor, menor si distingue
los nimeros después de la coma corresponde a centimetros (la
parte a la décima) y difiere a su estatura, explique que es
mayor o menor que la estatura de Maria.
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% Puede que un alumno conteste que no sabe su estatura

% Puede que tenga la misma cifra decimal, pero no sepa
distinguir que es lo llamado parte centésima

% Puede que mida 1,6 y no comprende que 1,6 es mayor
que 1,56

Posibles respuestas de alumnos(as) para la pregunta 3:

%+ Puede decir que simple vista se ve mas alto(bajo) que su
otro compafiero(a)

X/
°

No sepan su altura

X/
°e

No sepan que tienen que ir comparando por cada posicion
del nimero para ver si es mayor o0 menor

X/
X4

% Distinga quien es mayor o menor al comparar cada digito
de la medida de sus alturas correspondiente

Actividad 2

En los siguientes ejercicios se pregunta al curso:

1. ¢El nimero 25,6 entre qué nimero se encuentra?
Comentario

Pueden responder:

s Entre 20 y 30, entre 25 y 26, entre25, 5 y 25,7, entre 25,1
y 25,8 etc.

Actividad 3

Dibuja una recta y ubique los siguientes numeros. Para esto
pongase de acuerdo con su compafiero como tiene que
efectuar esto. Si tiene una dificultad escriba porque razon
tuvo esa dificultad

14 150 1,45 1,411,405 15 1,415
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Comentario
¢+ Ubica sin problema en la recta numerica los numeros

¢+ Problema con ubicarel 1,5y 1,50

128 |Pagina



Conclusion

Para lograr nuestro objetivo general del trabajo, “Disefiar una
situacion de ensefianza que favorezca el aprendizaje del
concepto de nimero irracional, en el caso particular de v2”,
se tuvo que pasar por diferentes momentos, el primero de
ellos fue el acceder a la historia de la matematica siguiendo el
método Historico-Critico, el cual nos indico los periodos
donde teniamos que centrarnos para luego analizar el nimero
irracional. En un comienzo las miradas solo se centraron en
los hechos que ocurrieron en Grecia, especificamente en la
inconmensurabilidad y en la demostracion por absurdo, y de
manera automatica afloro la siguiente pregunta, ¢Los griegos
entendian realmente el concepto de ndmero irracional ¢ solo
sabian demostrar y aproximar lo que no era racional?

Al parecer, como lo menciona Babini y Rodriguez citados
en las paginas 29 y 30 de nuestro trabajo, fue Eudoxo de
Cnido quien logra mostrar algo mas formal con respecto al
namero irracional. Posteriormente indagamos mas sobre las
aproximaciones de V2 , que se mencionan en nuestro trabajo
(Mesopotamia, India y la de Antonio Cataldi segun
Rodriguez). Lo interesante de estas aproximaciones es
conocer el método que se emplea para tratar de llegar a
mejores aproximaciones.

Sin embargo, el tema de la irracionalidad ain no estaba claro,
ya que no basta solo con saber emplear un método para
aproximar, sino conocer y comprender lo que es un nimero
irracional. Esto nos condujo a indagar en desarrollos que se
hicieron cientos de afios después de los Griegos,
especificamente en dos hombres (Dedekind y Cantor) los
cuales formalizan el concepto y muestran métodos distintos
para explicar que es un namero irracional. Es aqui donde nos
detenemos a analizar por un lado las "Cortadura de
Dedekind™ y por otro lado el "Encajonamiento de intervalos
de Cantor". Este fue el instante en que por primera vez
reconocemos tener claridad sobre el objeto matematico
“namero irracional”.
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No podemos dejar de mencionar que para entender y
aproximar mejor estos numeros se hace indispensable la
utilizacion de dos conceptos relacionados con los nimeros
irracionales, es decir:

1. El concepto de numero racional, pero expresados por su
desarrollo decimal , es decir, la notacion de Steven que realiza
en su publicacion (La Disme) en 1585, la que luego fue
sustituida a partir de 1620 por la notacién actual, gracias a los
trabajos del coinventor de los logaritmos John Napier, por
medio de la “notacion con coma”.

2. El concepto de limite de una serie infinita.

Teniendo mas claridad de los hechos que acontecieron en el
pasado, con respecto a los nimeros irracionales, se incorporan
en nuestro trabajo tres tareas fundamentales: Analisis de 2
textos escolares, de Planes de clases sobre nimero irracional
disefiados por profesores de ensefianza media y respuestas con
analisis de cuestionarios realizados a alumnos sobre la
irracionalidad de un nimero. Todos ellos son analizados Yy
comentados en base al Método Historico critico, Teoria de
situaciones didacticas en lo que se refiere a los conceptos de
Asimilacién, acomodacién y adaptacion, y Documentos del
Ministerio de Educacién (especificamente curriculum).

En base a los datos anteriormente mencionados, lo que
podemos extraer de aquello es que algunos profesores solo
tratan en clases una parte del Curriculo y no profundizan en
el tema. Por otro lado, las indicaciones al docente no se estan
tomando en consideracién, mas aun, llama la atencion que en
la planificacion realizada por los profesores observados en
nuestro trabajo no incluyen Situaciones problemas, a pesar
que lo promueve el Curriculo, sino que simplemente se
remiten a dar ejemplos de numeros irracionales.

Por otro lado, los textos escolares incorporan el Curriculum,
pero la manera en como presentan el ndmero irracional
consideramos que no es la mas adecuada, porque iniciar un
contenido con una demostracion (Texto Mc- Graw Hill) a un
alumno de primero o segundo medio, no acerca al alumno a la
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comprension del ndmero irracional, con esto no quiere decir
que demostrar es malo, sino que se podria utilizar en un
momento méas avanzado del tema. Respecto a los dos textos
estudiados, incorporan el Curriculum, pero no presentan
ninguna Situacion problema, que propicie la construccion por
parte del estudiante del objetivo de aprendizaje.

Es importante mencionar que una de las caracteristicas que
esta investigacion detectdé en las précticas docentes es que
estos solo se remiten a dar ejemplos de nimeros irracionales,
por ende los alumnos solo se estan quedando en el proceso de
asimilacion del contenido.

En base a todo lo anterior y con el marco del Enfoque de
resolucion de problemas (La Clase de Matematicas Centrada en
la Resolucion de Problemas) disefiamos una propuesta que
pretende introducir el nimero irracional. Esta esta dividida en
tres partes: En la primera parte se presentan problemas que
involucran el concepto del infinito (con el fin de generar una
idea intuitiva de limite y serie geométrica); La segunda parte,
con la ayuda de indicaciones al docente que se extraen del
curriculo chileno, se presenta un problema con numeros
racionales pero expresados con notacion con coma, con el fin
de que el alumno de conocimientos previos y del profesor
pueda asimilar el encajonamiento de intervalos, y finalmente
en la tercera parte se presenta un problema en el cual el

alumno cae en la siguiente expresion L =2.

Luego de plantear la introduccion del ndmero irracional
dividida en tres partes, en cada una de estas se muestra un
analisis de posibles procedimientos que podrian desarrollar
los estudiantes y lo que el docente desearia ver reflejado en el
alumno al momento del aprendizaje.

131 |Pagina



A lo largo de toda la investigacion y antecedentes recopilados
en este trabajo es importante mencionar que el aporte de esta
propuesta la podemos evidenciar en los siguientes puntos:

v Incluir una Clase de Matematicas Centrada en la
Resolucion de Problemas.

v" Recoger la historia sobre el encajonamiento de Cantor,
a través de esto el alumno encontrara (una parte) de
su desarrollo decimal infinito no periodico del nUmero
raiz de dos, facilitando la comprension para luego
simbolizarlo como V2.

v Se incorporan problemas que involucran el concepto
del infinito ya que este es un pilar importante para
introducir y caracterizar el nimero irracional.

v/ Se presenta una estructura de como generar una
propuesta de cualquier contenido de ensefianza media,
primero se toma la historia del contenido (utilizando el
método historico-critico), luego se observar y analiza
lo que entrega el Curriculum Chileno (Centrandose
especificamente en los Objetivos Fundamentales y
Aprendizajes Esperados) , de esta aleacion se consigue
elaborar un test y la forma de analizar texto escolares
y planificaciones de clases de profesores, a estas se
incorporar la teorias de Situaciones Didacticas y
procesos cognitivos los cuales también son de gran
utilidad a la hora de hacer una critica. Con todo este
trabajo tenemos los antecedentes necesarios para
generar cualquier propuesta. (Se debe aclarar que este
ultimo aporte detalla una forma de planificar una clase
de matematica)

Finalmente, no podemos dejar de mencionar algo bastante interesante
qgue se puede hacer para una investigacion futura, seria hacer una
Transposicion Didactica sobre limites de sucesiones infinitas y no solo
guedarnos con ejercicios que involucren este tema.
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