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Abreviaturas y simboloǵıa

A continuación se presentan las abreviaturas que se utilizan a lo largo de este trabajo
.

BS Birnbaum-Saunders.
BSE Birnbaum-Saunders de mezclas de escalas normales.
BSG Birnbaum-Saunders generalizada.
BSNC Birnbaum-Saunders normal contaminada.
BSSL Birnbaum-Saunders slash.
BS-t Birnbaum-Saunders-t-Student.
Cp ICP cuando la media concide con el centro de los lı́mites de especificación.
Cpk ICP para procesos no centrados en el valor nominal.
Cpu ICP para lı́mites de especificación superior.
Cpl ICP para lı́mites de especificación inferior.
DE Desviación estándar.
EM Esperanza y maximización.
FDP Función de densidad de probabilidad.
FDA Función de densidad acumulativa.
fT FDP deT .
FC Función cuantil.
IC Intervalo de confianza.
ICP Índice de capacidad de proceso.
LEI Lı́mite de especificación inferior.
LES Lı́mite se especificación superior.
LITN Lı́mite inferior de tolerancia natural.
LSTN Lı́mite superior de tolerancia natural.
LTN Lı́mite de tolerancia natural.
MEN Distribuciones simétricas de mezclas de escalas normales.
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φ FDP de la distribución normal estándar.
Φ FDA de la distribución normal estándar.
RT Función de confiabilidad.
hT Función de riesgo.
VM Verosimilitud máxima.
VA Variable aleatoria.
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Resumen

Los ı́ndices de capacidad de procesos (ICPs) son una importante herramienta utilizada por
las empresas para determinar la calidad de sus productos, describiendo si un proceso será capaz de
producir dentro de los lı́mites de especificación establecidos previamente por éstas. Tales ı́ndices
han sido desarrollados para procesos cuya caracterı́sticade calidad de interés se distribuye según
la ley normal. Sin embargo, en la práctica, muchas de estas caracterı́sticas no siguen una distri-
bución normal. En este caso, el uso de ICPs no modificados conduce a resultados erróneos. Para
solucionar este problema, se han propuesto transformaciones de datos o el uso de indices adap-
tados para distribuciones no normales. Muchas veces, las empresas se encuentran interesadas en
estudiar la calidad de un producto a través del tiempo, lo que es conocido como confiabilidad.
En tal caso, no es siempre posible contar con datos completosde la caracterı́stica de calidad de
interés, encontrándonos con datos censurados. Una distribución no normal asimétrica que ha al-
canzado gran popularidad en los últimos años es la distribución Birnbaum-Saunders (BS). Esta
distribución posee sesgo positivo y permite describir el tiempo total que transcurre hasta que el
desarrollo y crecimiento de una grieta dominante, producida por un tipo de daño acumulativo, so-
brepasa un umbral y causa una falla por fractura. La distribución BS ha sido satisfactoriamente
utilizada en el área de confiabilidad. Basados en la relaci´on existente entre la distribución normal
y la distribución BS, es posible obtener una clase general de distribuciones BS generada desde
modelos simétricos de mezclas de escalas de normales (MEN), las que se denominan distribucio-
nes BS de mezclas de escalas de normales (BSE). Los objetivosprincipales de este trabajo son
proponer, desarrollar e implementar ICPs basados en distribuciones no normales con datos censu-
rados y no censurados, especificamente se propone una metodologı́a basada en la distribución BSE.
Los procedimientos desarrollados en este trabajo son implementados en el software R-project; ver
www.R-project.org.
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1.1.3. Índices de capacidad de procesos normales. . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.1.4. ICP bajo normalidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2. Datos censurados. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.1. Tipos de censura. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Objetivos

Los objetivos de este trabajo se presentan a continuación:

Objetivo general

Desarrollar ı́ndices de capacidad de procesos basados en distribuciones no normales.

Objetivos espećıficos

(i) Proponer ICPs basados en distribuciones no normales.

(ii) Implementar los ICPs para la distribución Birnbaum-Saunders escala de normales.

(iii) Aplicar los ICP propuestos a datos reales y/o simulados.
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Revisíon bibliogŕafica

Por una parte,Birnbaum & Saunders(1968) presentaron la derivación de una distribución
con sesgo positivo, la que muestra que la fatiga de materiales se debe al desarrollo y crecimien-
to de una grieta dominante. Ellos demostraron que esta distribución, llamada BS, se relacionada
con la distribución normal.Birnbaum & Saunders(1969b) derivaron estimadores de verosimilitud
máxima (VM) de los parámetros de esta distribución.Ng, Kundu & Balakrishnan(2006), por su
parte, desarrollaron un estimador de VM basado en muestras censuradas de tipo II para la distribu-
ción BS.Dı́az-Garcı́a & Leiva(2005) propusieron una nueva familia de distribuciones generadas
a partir de distribuciones simétricas, haciendo la curtosis más flexible en comparación a la distri-
bución BS generada desde el modelo normal. Esta nueva familia de modelos es conocida como
distribución Birnbaum-Saunders generalizada (BSG).Balakrishnan et al.(2009) presentaron una
clase más general de distribuciones BS generada desde modelos simétricos de mezclas de escalas
de normales (MEN), denominada distribución BSE.Barros, Paula & Leiva(2009) implementaron
un paquete en el software R-project para la distribución BSG. Este paquete contiene, entre otras
cosas, una función para la estimación de parámetros mediante el método de VM con datos censura-
dos.Barros et al.(2014) propusieron pruebas de bondad de ajuste basados en las distribuciones BS
para el análisis de datos censurados de tipo II. Por otra parte, Somerville & Montgomery(1996)
reportaron que el uso de los ICPs normales en vez de los no normales generan resultados po-
co confiables y engañosos acerca del desempeño de un proceso. Una alternativa para resolver el
problema de la no normalidad de los datos es aplicar transformaciones, de tal manera que los da-
tos resultantes sean normales.Leiva et al.(2009) mencionaron que el uso de transformaciones no
apropiadas reduce la potencia del estudio. Una forma alternativa es modelar los datos mediante una
distribución no normal apropiada.Clement(1989) planteó un método para obtener ICPs basados
en distribuciones no normales para (i) cuando la media coincide con el centro de los lı́mites de
especificación, denominados indices centrados, y (ii) para cuando no coincide, llamados indices
no centrados. Estos nuevos ICPs son basados en las curvas delsistema de Pearson y requieren del
cálculo de los percentiles de las distribuciones no normales.Pearn & Chen(1997) realizaron una
generalización de los ICPs centrados para distribucionesno normales y aplicaron estos indices en
la fabricación de condensadores electrolı́ticos.Liu & Chen (2006) propusieron el uso de la dis-
tribución Burr XII en los ICPs del tipo Clements.Valdiviezo & Fermı́n(2010) presentaron ICPs
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para las distribuciones gamma, lognormal, Weibull y Paretogeneralizada, utilizando el método de
Clements.Tang & Than(1999) realizaron un estudio comparativo de ICPs basados en las distribu-
ciones lognormal y Weibull, utilizando el lı́mite de especificación superior (LES) para el método de
Clements, de la varianza ponderada y de las transformaciones de Box-Cox y de Johnson. Recien-
temente,Leiva et al.(2014) desarrollaron e implementaron ICPs para datos que se distribuyen BS.
No existen estudios de análisis de capacidad de procesos para cuando la caracterı́stica de calidad
se distribuye BSE y tampoco con datos censurados.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este capı́tulo se dan a conocer aspectos y definiciones básicas de análisis de capacidad de
procesos y de datos censurados. También se entrega una breve caracterización de la distribuciones
BS, BSG y BSE.

1.1 Descripcíon general déındices de capacidad de procesos

1.1.1 Ańalisis de capacidad de procesos

Para indagar en el análisis de capacidad de procesos, es necesario conocer las siguientes
definiciones.

Definición 1.1.1(Capacidad de proceso). Es una propiedad medible de un proceso que puede
calcularse por medio de ICPs, especificamente, correspondea la ampitud del proceso de producir
productos dentro de los lı́mites de especificación impuestos por la empresa.

El análisis de capacidad de procesos es una parte fundamental para el control de calidad de
un producto y tiene como objetivos:

Ayudar a modificar o rediseñar el proceso.

Ayudar a especificar los requerimientos que debe cumplir el equipo y/o maquinarias.

Ayudar a seleccionar mejores proveedores.
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Predecir si el producto cumple con las espectativas de los clientes.

Permitir reducir la variabilidad de un proceso de manufactura.

El análisis de la capacidad de procesos es una técnica que tiene aplicación es muchas etapas del
proceso productivo, incluyendo el diseño del producto, labúsqueda de proveedores, la planeación
de la producción y la manufactura misma. La capacidad o aptitud de un proceso se refiere a su
uniformidad y es la variabilidad del proceso que mide la uniformidad del rendimiento. Se puede
considerar la variabilidad de dos maneras, (a) instantánea, es decir, los datos son recolectados du-
rante un periodo suficientemente corto de tiempo o (b) en el transcurso del tiempo, de modo que los
datos son recolectados en un periodo suficientemente largo de tiempo. La calidad de un producto,
esta determinada directamente por la variabilidad del proceso, según Shewart existen dos clases
de causas de variabilidad. (i) Causas comunes, corresponden aquellas que son parte permanente
del proceso y su suma determina la capacidad de éste, la ideapara estas causas es disminuı́r al
máximo sus efectos, y (ii) causas asignables, son aquellasque intervienen en un determinado mo-
mento y producen una variación muy grande en el proceso. El objetivo principal es identificarlas
y eliminarlas. Reducir la variación debido a causas comunes es complejo por su dificultad y costo,
mientras que eliminar la variación de las causas asignables suele ser más sencillo y económico.
Entre las diferentes causas que influyen la variabilidad, tenemos:

Causas comunes:

Diferente grado de habilidad de los operarios.

Caracterı́sticas del material (dureza, espesor, diámetro, etc.) dentro de las tolerancias admi-
tidas por las especificaciones.

Maquinaria con diferentes grados de precisión, ya sea por distinta calidad o por desajustes
internos dentro de lo tolerado.

Causas asignables:

Desgaste excesivo de las maquinarias y herramientas.

Fallas humanas.

Material fuera de especificación.

Para realizar un análisis de capacidad de proceso, éste debe encontrarse bajo control estadı́stico.
Un estudio de capacidad de proceso requiere el conocimientoo la estimación de la distribución de
la caracterı́stica de calidad estudiada.

Diversas herramientas estadı́sticas son útiles en el análisis de control de calidad, por ejem-
plo, el histograma ayuda a la estimación empı́rica de la capacidad del proceso, el diagrama de
probabilidad permite determinar la forma, el centro y la dispersión de la distribución, y las cartas
de control ayudan a observar el comportamiento a través deltiempo de medidas asociadas a alguna
caracterı́stica de calidad de interés.
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1.1.2 Índices de capacidad de procesos

Los ICPs proporcionan una medida que nos permite evaluar si un proceso es capaz de pro-
ducir dentro de los lı́mites de especificación de las caracterı́sticas de calidad de interés. El objetivo
de estos lı́mites es establecer un patrón para obtener productos uniformes y, por lo tanto, de calidad
similar. Para procesos que se encuentran en un estado de control estadı́stico, una comparación de
la variación entre seis desviaciones estándar (6σ) y los lı́mites de tolerancia permite un cálculo
rápido del porcentaje de unidades defectuosas.

Para una variable aleatoria (VA)T que representa la caracterı́stica de calidad que se pretende
controlar, donde la variabilidad deT determina el nivel de calidad de un producto, el ICP es
definido como

ICP=
Rango de especificación
Rango de variabilidad

.

Los resultados posibles de ICP son: (1) ICP> 1, indica que el proceso es capaz, pues prácticamente
todos los artı́culos que produzca estarán dentro de las tolerancias requeridas, (2) ICP = 1, indica
que el proceso debe ser vigilado, pues pequeños cambios pueden ocasionar cantidades elevadas de
productos defectuosos y (3) ICP< 1, indica que el proceso no es capaz de producir dentro de las
especificaciones.

1.1.3 Índices de capacidad de procesos normales

Se acostumbra a considerar un ancho de seis desviaciones estándar (6σ) de la caracterı́stica
de calidad del producto como medida de la capacidad del proceso. En Figura1.1 se presenta un
proceso para el cual la caracterı́stica de calidad tiene distribución normal, con mediaµ y DE σ.
Los lı́mites de tolerancia natural (LTN) inferior y superior del proceso se definen a continuación,

LITN = µ− 3σ y LSTN = µ+ 3σ.

Para una distribución normal, los LTN incluyen el 99.73% de la variabilidad, es decir sólo el
0.27% de los productos fabricados en el proceso caerán fuera de los LTN. De ahı́, se debe tener en
cuenta lo siguente:

El 0.27 % productos fuera de los LTN corresponden a 2700 artı́culos disconformes por
millón.

Si la distribución de la caracterı́stica la calidad de interés del proceso no es normal, enton-
ces el porcentaje de artı́culos que cae fuera de los LTN puedediferir considerablemente de
0.27 %.

Suponga que una VAT se distribuye normalmente con mediaµ y varianzaσ, ambas conocidas. La
media muestral̄t y la varianza muestralS2 pueden calcularse a partir de una muestra aleatoria de
n observaciones. Un procedimiento lógico para estimar los LTN consiste en reemplazarµ por t̄ y
σ porS.
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Figura 1.1: LTN de la distribución normal

1.1.4 ICP bajo normalidad

Son estudios que se efectúan para obtener información temprana sobre el comportamiento
de un nuevo o antiguo proceso con relación a los requerimientos del cliente y para determinar si
una máquina es capaz de producir dentro de las especificaciones.

Para una VAT que representa la caracterı́stica de calidad de interés, con T ∼ N(µ, σ2).
Dado el lı́mite de especificación inferior (LEI) y de especificación superior (LES), los ICPs se
definen de la siguiente forma

ICP centrado en los lı́mites de especificación:

Cp =
LES - LEI

6σ
.

ICP para el LES:

Cpu =
LES− µ

3σ
.

ICP para el LEI:

Cpl =
µ− LEI

3σ
.

ICP no centrado en los lı́mite de especificación:

Cpk = min{Cpu,Cpl} .

Suponga queµ y σ se estiman para muestras de tamaño n, la media muestral y la desviación
estándar muestral están dadas porµ̂ = t̄ = [1/n]

∑n
i=1 ti y σ̂ = s = [1/n]

∑n
i=1[ti − t̄]2, respecti-

vamente.

1.2 Datos censurados

En esta Sección, se presentan algunos aspectos relacionados con los tipos de censura y la
estimación con datos censurados.
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1.2.1 Tipos de censura

Suponga primero quen unidades se eligen al azar en una población de interés. Entonces,
para estas unidades, se respeta el tiempo de vida o sobrevivencia durante un periodo limitado. Si
para lasn unidades, el tiempo de vida se observa plenamente al final delestudio, la muestra se
llama sin censura. Sin embargo, si para algunas unidades sólo se conoce un lı́mite inferior o lı́mite
superior de vida útil al final del estudio, la muestra se denomina censurada.

1.2.1.1 Censura tipo I

En este caso, la duración del suceso se observa en un momentofijo, t = t0. Todas las
unidades sobre los análisis se observan a partir de un momento t = 0 hasta que la prueba términa
en t = t0. Al final del experimento se obtiene el fracaso de las unidades muestrales y fallas antes
det = t0 y el tiempo de supervivencia de aquellas unidades que tienenaún vida en tiempot = t0.

Este régimen se conoce como censura tipo I y censura la cantidad de observaciones en una
VA, r, conr ≤ n. En resumen, se tienen[n − r] unidades que cuentan con vida a tiempot = t0
que pasan a ser los datos censurados.

1.2.1.2 Censura tipo II

La censura tipo II surge cuando se puede fijar la cantidad de unidades que se desea que
fallen, por ejemplo, un númeror, con1 < r ≤ n. Por lo tanto, se puede asegurar quer unidades
tienen la caracterı́stica de interés, es decir, la muerte oel fracaso al final de la prueba. De modo
que[n − r] unidades cuentan con vida a tiempoTr. Una desventaja de la censura tipo II es que el
tiempo para detener el experimento es una VA y por lo tanto no se puede saber cuándo la prueba
finalizará.

1.2.1.3 Censura aleatoria

Supóngase quen unidades idénticas se están incorporando a la prueba en diferentes instantes
de tiempo y que el experimento se lleva a cabo desdet = 0 at = t0. Ası́, el tiempo de censura de la
i-ésima unidad, por ejemploSi, parai = 1, 2, . . . , n es una VA. La censura puede ocurrir sin que
el investigador ejerza algún control sobre el estudio.

1.2.2 Estimacíon de ḿaxima verosimilitud para datos censurados

ConsidereT1, . . . , Tn una muestra aleatoria de tamañon. Asumiendo independencia, la fun-
ción de verosimilitud se construye mediante

L(ϑ) =

[∏

i∈L

F (ti)

][∏

i∈I

[
F (ti)− F (ti−1)

]
] [∏

i∈C

[1− F (ti)]

][∏

i∈D

fT (ti)

]
.

dondeL(ϑ; ti) = Li para lai-ésima observación, coni = 1, . . . n y ϑ es el vector de parámetros
desconocidos.
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Los datos analizados en los estudios de confiabilidad suelenser censurados. A continuación
se presentan definiciones de datos con censura a la izquierda, por intervalos y a la derecha.

Definición 1.2.1(Censura a la izquierda). Si la i-ésima unidad, parai = 1, . . . , n, ha fallado antes
de la primera inspección (t1), es decir, la vida útil está dada por el intervalo[0, t1], entonces se dice
que esta unidad está censurada por la izquierda y la probabilidad de la observación está dada por

Li =

∫ ti

0

fT (t)dt = FT (ti)− FT (0) = FT (ti).

Definición 1.2.2(Censura por intervalos). Si la i-ésima unidad ha fallado en el intervalo[ti−1, ti],
parai = 1, . . . , n, entonces se dice que la unidad está censurada en un intervalo y la probabilidad
de la observación está dada por

Li =

∫ ti

ti−1

fT (t)dt = FT (ti)− FT (ti−1).

Definición 1.2.3(Censura a la derecha). Si la i-ésima unidad no ha fallado cuando la inspección
final se lleva a cabo, es decir, su vida útil es el intervalo[ti,∞], parai = 1, . . . , n, entonces se dice
la unidad está censurada a la derecha y la probabilidad de laobservación está dada por

Li =

∫ ∞

ti

fT (t)dt = FT (∞)− FT (ti) = 1− FT (ti).

1.3 Distribucíon Birnbaum-Saunders

Una VA T con distribución BS posee dos parámetros, uno de formaα > 0 y otro de escala
β > 0, ademásβ es un parámetro de posición pues corresponde a la mediana.Esto se denota por
T ∼ BS(α, β). La VA BS está definida en términos de otra VAZ con distribución normal estándar,
mediante

T = β

[
αZ

2
+

√
αZ

2
+ 1

]2
,

dondeZ se representa en térmimos deT, mediante

Z =
1

α

[√
T

β
−
√

β

T

]
∼ N(0, 1).

La función de densidad de probabilidad (FDP) deT está dada por

fT (t) =
1√
2π

exp

(
− 1

2α2

[
t

β
+

β

t
− 2

])
t
−3

2 [t + β]

2α
√
β

, t > 0, α > 0, β > 0.
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Figura 1.2: FDP deT ∼ BS(α, β = 1,0)

La Figura1.2 muestra el comportamiento de la FDP de la distribución BS para algunos
valores del parámetro de formaα. Note que a medida queα decrece, la FDP es aproximadamente
simétrica. Considerando queβ es un parámetro de escala y posición, la forma de la FDP no cambia
al variar este parámetro.

La función de distribución acumulativa (FDA) deT está dada por

FT (t) = P (T ≤ t) = Φ

(
1

α

[√
t

β
−
√

β

t

])
, t > 0,

dondeΦ(·) corresponde a la FDA deZ ∼N(0,1). Elp-ésimo percentil de la distribución BS está da-
da por

t(p) = F−1
T = β

[
αzp
2

+

√[αzp
2

]2
+ 1

]2
, 0 < p < 1, (1.1)

dondezp es elp-ésimo percentil deZ ∼ N(0, 1). Ası́, sip = 0.5, entoncest(0,5) = β, con lo cual
el parámetro de escalaβ es también la mediana de la distribución.

La función de confiabilidad y riesgo de la distribución BS están dadas respetivamente por

RT (t) = P (T > t) = 1− Φ (at) = Φ (−at) y hT (t) =
φ (at)At

Φ (−at)
, t > 0,

donde

at =
1

α

[√
t

β
−
√

β

t

]
y At =

t−3/2[t+ β]

2α
√
β

. (1.2)

La esperanza y la varianza deT ∼ BS(α, β) están dadas respectivamente por

E[T ] =
β

2

[
2 + α2

]
y Var[T ] =

β2

4

[
5α4 + 4α2

]
.

16



Los momentos negativos de la distribución BS pueden ser obtenidos basándose en las propie-
dades de proporcionalidad y reciprocidad. SiT ∼ BS(α, β) entoncesT/β y β/T tienen la misma
distribución, esto es

T

β

d
=

β

T
∼ BS(α, 1). (1.3)

Ası́, basándose en (1.3), se tiene que

E
[
T−n

]
=

E [T n]

β2n
.

Por otra parte, siT tiene una distribución BS con parámetrosα y β y ya que1/T tiene tam-
bién una distribución BS con los correspondientes parámetrosα y 1/β, respectivamente, entonces
se tiene que

E [1/T ] =
1

2β

[
α2 + 2

]
y Var [1/T ] =

1

4β

[
5α4 + 4α2

]
.

1.3.1 Método de verosimilitud ḿaxima

Se considera queT1, . . . , Tn en una muestra aleatoria de tamañon, dondeTi ∼ BS(α, β),
parai = 1, . . . , n. La función de log-verosimilitud paraα y β está dada por

ℓ (α, β) ∝ n

α2
− n log (α)− n

2
log (β) +

n∑

i=1

{
log(ti + β)− 1

2α2

[
ti
β
+

β

ti

]}
. (1.4)

Derivando (1.4) respecto a los parametrosα y β, se obtienen respetivamente

∂ℓ (α, β)

∂α
= −2n

α3
− n

α

n∑

i=1

{
1

α3

[
ti
β
+

β

ti

]}
y (1.5)

∂ℓ (α, β)

∂β
= − n

2β
+

n∑

i=1

{
1

ti + β

}
+

1

2α2

n∑

i=1

{
ti
β2

− 1

ti

}
. (1.6)

Al igualar las ecuaciones de log-verosimilitud dadas por (1.5) y (1.6) a cero, se obtiene

α̂2 =
1

n

n∑

i=1

{
ti

β̂
+

β̂

ti

}
− 2 y (1.7)

α̂2 =
2α̂2β̂

n

n∑

i=1

{
1

ti + β̂

}
+

1

n

n∑

i=1

{
ti

β̂
− β̂

ti

}
. (1.8)

Sea la media aritmética y armónica de un conjunto de número positivos,t1, . . . , tn, dadas respecti-
vamente por

s =
1

n

n∑

i=1

ti y r =
1

1
n

∑n
i=1 1/ti

.
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Considere una función de media armónica dada porK(x) = n/
∑n

i=1 {1/(x+ ti}, parax > 0.
Sustituyendos, r y K(x) en (1.7) y (1.8), se obtiene

α̂2 =
s

β̂
− β̂

r
+

2α̂2β̂

K(β̂)
y (1.9)

β̂

r
= 1 +

α̂2β̂

K(β̂)
. (1.10)

Sustituyendo (1.9) en (1.10), se obtienêβK(β̂)/r = K(β̂) + β̂
[
s/β̂ + β̂/r − 2

]
, de modo que

β̂2 − β̂
[
2r −K(β̂)

]
+ r

[
s+K(β̂)

]
= 0. Ahora, tomandog(x) = x2 − x[2r − k(x)], se tiene

que el estimador de VM deβ, β̂, es la solución deg(x) = 0. El estimador̂α de VM deα, queda
en términos dêβ mediante

α̂ =
[
s/β̂ + β̂/r − 2

] 1

2

,

mientras quêβ debe obtenerse usando un método numérico iterativo.

1.4 Distribucíon Birnbaum-Saunders generalizada

SeaT una VA que mide la caracterı́stica de calidad de interés. Ladistribución BSG es
definida en términos de otra VA con distribución simétrica de la recta real, denotada porZ ∼ S(g),
mediante

T =
β

4

[
αZ +

√
α2Z2 + 4

]2
.

Ası́, T sigue una distribución BSG con parámetro de formaα > 0, y de escalaβ > 0, denotado
porT ∼ BSG(α, β; g) y Z se representa en términos deT mediante

Z =
1

α

[√
T/β −

√
β/T

]
∼ S(g) .

Note que
∫∞

0
g(u)du = 1/c, dondec es una constante normalizadora de la FDP deZ dada por

fZ (z) = cg (z2) y g es la función generadora de la FDP de una distribución sim´etrica enR.
La FDP deT ∼ BSG(α, β; g) está dada por

fT (t) = cg

(
1

α2

[
t

β
+

β

t
− 2

])
t−3/2[t+ β]

[2α
√
β]

, t > 0.

La FDA deT ∼ BSG(α, β; g) está dada por

FT (t) = FZ (at) , t > 0,

dondeat está dada en la Ecuación (1.2) y At corresponde a la derivada deat con respecto at.
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Las funciones de confiabilidad y de riesgo de la distribución BSG están dadas por

RT (t) = 1− FZ (at) = FZ (−at) y hT (t) =
fZ (at)At

FZ (−at)
, t > 0,

respectivamente. Elp-ésimo percentil deT está dado por

t(p) =
β

4

[
αzp +

√
α2z2p + 4

]2
, 0 < p ≤ 1,

dondezp es elp-ésimo percentil deZ ∼ S(g). Ası́, si p =0.5, entoncest(0,5) = β, con lo cual
el parámetro de escalaβ es también la mediana de la distribución. La esperanza, lavarianza y el
coeficiente de variación (CV) deT ∼ BSG(α, β; g) están dadas por

E[T] = β
2
[2 + w1α

2], Var[T] = β2α2

4
[4w1 + [2w2 − w2

1]α
2] y

γ[T ] =
α [4w1 + [2w2 − w2

1]α
2]

2 + w1α2

1

2

,

dondewk = E[W k] y W ∼ Gχ2 (1; g), conwk siendo elk-ésimo momento de la distribución BSG.
Los momentos negativos de la distribución BSG pueden ser obtenidos basandose enβ/T y

T/β tienen la misma distribución, es decir,

β

T
d
=

T

β
∼ BSG(α, 1; g).

Por lo tanto,

E
[
T−k

]
=

E
[
T k
]

β2k
.

1.4.1 Método de verosimilitud ḿaxima con datos censurados

SeaT1, . . . , Tn una muestra aleatoria de tamañon. Para estimar los parámetros de la distri-
bución BSG con datos censurados a la derecha, la función deverosimilitud paraϑ = [α, β]⊤ de
una VAT ∼ BSG(α, β; g) está dada por

ℓ (ϑ) ∝
∑

i∈D

log (fT (ti)) +
∑

i∈C

log (RT (ti)) , (1.11)

dondefT (·) , RT (·) representan la FDP y la función de confiabilidad deT , respectivamente.D
denota los datos sin censura yC los con censura. Ası́, la función (1.11) es valida para censura tipo
I, tipo II y aleatoria paraT ∼ BSG(α, β; g), dada por

ℓ(ϑ) = −r log(α)− r

2
log(β) +

r∑

i=1

log(ti + β) +
r∑

i=1

log(g(a2t )) + [n− r] log(FZ(−at)), (1.12)

dondeFZ (·) es la FDA deZ ∼ S(g).
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Derivando (1.12) respecto a los parámetrosα y β, se obtiene respetivamente

∂ℓ

∂α
= − r

α
+

1

α3

r∑

i=1

vi

[
ti
β
+

β

ti
− 2

]
+

2 [n− r]

α

[tr − β]

[tr + β] tr
hT (tr) y

∂ℓ

∂β
= − r

2β
+

r∑

i=1

[ti + β]−1 − 1

2α2

r∑

i=1

vi

[
1

ti
− ti

β2

]
+

[n− r] tr
β

hT (tr) ,

dondehT (·) es la función de riesgo deT y vi = −2wg (a
2
t ) conwg (a

2
t ) =

g
′

(a2t)
g(a2t)

parai = 1, . . . , n.

Por lo tanto, mediante la resolución de∂ℓ
∂β

= 0 y ∂ℓ
∂α

= 0, se obtiene

α̂ =


1
r

r∑

i=1

vi

[
ti

β̂
+

β̂

ti
− 2

]
+

2 [n− r] α̂2

r

[
tr − β̂

]

[
tr + β̂

] trhT (tr)




1

2

quady

β̂ =

∑r
i=1 viti/ [2α̂

2]
∑r

i=1 vi/ [2α̂
2ti]−

∑r
i=1 1/

[
ti + β̂

]
+ r/

[
2β̂
]
−
[
[n− r] /β̂

]
trhT (tr)

.

1.5 Distribucíon de mezclas de escalas de normales

La familia de distribuciones simétricas de mezclas de escala de normales (MEN) ha recibido
una gran atención en los últimos años; verBalakrishnan et al.(2009). Esta familia proporciona un
grupo de distribuciones con colas pesadas, es decir, con grados de curtosis altos, que se utilizan
con frecuencia en el campo del modelamiento robusto de datossimétricos.

Una VA Y sigue un modelo MEN si está relacionada a la distribución normal a través de la
siguiente representación estocástica

Y = µ+
√
g(U)X, (1.13)

dondeX ∼ N(0, σ2), U es una VA positiva independiente de la variable aleatoriaX con FDA
H(·, ν), g(U) es una función positiva deU y ν es un escalar o vector de parámetros indexados a
la distibución deU. Note que cuandog(U) = 1

U
en la Ecuación (1.13), la distribución deY se

reduce a una distribución normal-independiente. Luego, cuandog(U) = U en la Ecuación (1.13)
la distribución deY se reduce a la distribución MEN.

Una VA Y tiene distribución MEN con parámetro de posiciónµ ∈ R y de escalaσ2 > 0, si
la FDP tiene la forma

φMEN(y) =

∫ ∞

0

φ(y | µ, g(u)σ2)dH(u), (1.14)

dondeφ(· | µ, g(·)σ2) es la FDP de la distribución normal estándar con mediaµ y varianzag(·)σ2

y H(·) es la FDA deU introducida en Ecuación (1.13) indexada por el vector de parámetrosν. Para
una VAY con FDP dada en la Ecuación (1.14) se usa la notaciónY ∼ MEN(µ, σ2;H). Cuando
µ = 0 y σ2 = 1 se usa la notaciónY ∼ MEN(H).
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1.5.1 Caracterización de la distribucíon BS de mezclas de escala

La VA T sigue una distribución BS y está relacionada con el modelonormal a través de la
representación estocástica

T =
β

4

[
αZ +

√
[αZ]2 + 4

]2
, (1.15)

dondeZ ∼ N(0, 1), además,α > 0 y β > 0 son los parámetros de forma y escala de la distribución
BS, respectivamente, denotado porT ∼ BS(α, β). Ası́ en la Ecuación (1.15) la VA Z puede ser
estocásticamente representada en términos deT como

Z =
1

α

[√
T

β
−
√

β

T

]
.

De una manera análoga, si se considera la representación estocástica

T =
β

4

[
α
√
g(U)Z +

√[
α
√
g(U)Z

]2
+ 4

]2
, (1.16)

dondeY =
√

g(U)Z ∼ MEN(H), conZ ∼ N(0, 1), entonces la VAT sigue un modelo llamado
distribución BSE, denotado porT ∼ BSE(α, β;H).

SeaT ∼ BSE (α, β;H). Entonces, la FDP deT está dada por

fT (t) = φMEN(at; 0, 1, H)At, t > 0, α > 0, β > 0, (1.17)

dondeφ(·) es la FDP dada en Ecuación (1.14), conµ = 0 y σ2 = 1 y at está dado en la Ecuación
(1.2).

SeaT ∼ BSE(α, β;H). Entonces,

a) cT ∼ BSE(α, cβ;H), conc > 0, 1/T ∼ BSE(α, 1/β;H).

b) Si la VA g(u) dada en la Ecuación (1.13) tiene momentos finitos de todo orden, entonces el
momento de ordenk deT está dado por

E
[
T k
]
= βk

k∑

i=0

(
2k

2i

) i∑

j=0

(
i

j

)
wk+j−i

[α
2

]2[k+j−1]

, k = 1, 2, . . .

dondewr = E [{g (U)}r]. Los momentos negativos deT se pueden obtener por el hecho
de queβ/T y T/β tienen la misma distribución. En consecuencia, se obtieneE

[
T−k

]
=

E
[
T k
]
/β2k, parak = 1, 2, . . .

La esperanza, varianza y coeficiente de variación deT están dados, respectivamente por

E[T] =
β

2

[
2 + w1α

2
]
, Var[T] =

β2α2

4

[
4w1 +

[
2w2 − w2

1

]
α2
]

y

γ[T ] =
α [4w1 + [2w2 − w2

1]α
2]

2 + w1α2

1

2

.
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SeaT ∼ BSE(α, β;H). Entonces,

i) La VA T dadoU = u que se denota porT |(U = u) sigue la distribución BS denotado por
T |(U = u) ∼ BS(

√
g(u)α, β).

ii) La FDP de la VAU |(T = t) está dado por

hU |T (u | t) = φ(at | 0, g(u))hU(u)

φMEN(at)
, u > 0. (1.18)

iii) Los momentos de la VAU |T están dados por

E[[g(U)]d | T = t] =
1

φMEN(at)

∫ ∞

0

[g(U)]d−
1

2φ

(
at√
g(u)

)
dH(u), d ∈ R.

A continuación, se consideran algunos casos especiales dela familia de distribuciones
BSE. Estos se obtienen de la representación estocástica dada en la Ecuación (1.16), cong(U) =
1/U y U con un PDF conocida. Además, a partir (1.18), la distribución condicional deU |(T = t)
es entregada para todos estos casos especiales.

1.5.2 Distribucíon BS normal contaminada

Como es bien conocido, los modelos normales contaminados sepueden utilizar para des-
cribir los datos simétricos con observaciones outliers, donde uno de los parámetros representa el
porcentaje de los valores atı́picos, mientras que el otro puede ser interpretado como un factor de
escala. La distribución normal contaminada puede ser utilizada para la generación de una distribu-
ción de BS, llamada distribución BS normal contaminada (BSNC). Este modelo puede ser utilizado
para describir datos no negativos sesgadas positivamente en la presencia de observaciones atı́picas.

Considere el caso cuandoT ∼ BSE(α, β;H), conH(u; ν) es la FDA de la VAU y ν =
(ν; γ)T. Entonces,H(u; ν) tiene asociada una FDP dada por

hU(u; ν, γ) = νI{γ}(u) + [1− ν]I{1}(u), u > 0, 0 < ν < 1, 0 < γ < 1,

dondeIA(·) representa la función indicatriz del conjuntoA. Ası́, desde Ecuaciones (1.14) y (1.17),
la FDP deT está dada por

fT (t) = [ν
√
γφ (

√
γat) + [1− ν]φ(at)]

t
−3

2 [t+ β]

2α
√
β

, t > 0,

conα > 0, β > 0, 0 < ν < 1 y 0 < γ < 1, dondeφ(·) es la FDP de la distribución normal
estándar.

La FDP deU |(T = t) está dada porhU |T (u|t) = νp(t, u)I{γ}(u)+ [1−ν]p(t, u)I{1}(u), con

p(t, u) =

√
u exp

(
−ua2

t

2

)

ν
√
γ exp

(
−γa2

t

2

)
+ [1 + ν] exp(−a2

t

2
)
.
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Por lo tanto,

E [U | (T = t)] =
1− ν + νγ

3

2 exp
(

[1−γ]a2
t

2

)

1− ν + νγ
1

2 exp
(

[1−γ]at
2

) .

1.5.3 Distribucíon BS slash

La distribución slash presenta colas más pesadas que la distribución normal. Además, cuan-
do su parámetro de forma converge hasta el infinito esta distribución se aproxima a la normal. Al
igual que en el caso de la distribución BSNC, el modelo slashpuede ser utilizado para la generación
de una distribución de BS, llamada distribución BS slash (BSSL).

SeaT ∼ BSE(α, β;H), conH(u; ν) la FDA de la VAU ∼ Beta(ν, 1), tal que,H(u; ν)
tiene FDP de la forma

hU(u) = νuν−1, 0 < u < 1, (1.19)

Ası́, desde las Ecuaciones (1.14), (1.17) y (1.19). La FDP de la VAT está dada por

fT (t) =

[
ν

∫ 1

0

uν−1φ

(
at | 0,

1

u

)
du

]
t
−3

2 [t+ β]

2α
√
β

, t > 0, α > 0, β > 0, ν > 0. (1.20)

El modelo con FDP dado en la Ecuación (1.20) es llamado distribución BSSL. En este caso,
U |(T = t) ∼ Gamma(1/2 + ν, a2t/2)I[0,1] y

E [U | T ] =
[
1 + 2ν

a2t

] P1

(
1
2
+ ν + 1,

a2
t

2

)

P1

(
1
2
+ ν,

a2
t

2

) ,

dondePx(a, b) denota la FDA de la distribución Gamma(a, b) evaluada enx.

1.5.4 Distribucíon BS t-Student

La distribuciónt-Student ha sido usada como una alternativa a la distribuci´on normal para
obtener modelamientos robustos. Casos particulares del modelot son la distribución Cauchy cuan-
do ν = 1 y la distribución normal cuandoν → ∞. En forma similar, la distribución BS-t puede
ser usada para modelamientos robustos en relación a la distribución BS. Considere el caso cuando
T ∼ BSE(α, β;H), dondeH es la FDA de la VAU ∼ Gamma(ν/2, ν/2). Ası́, desde Ecuaciones
(1.14) y (1.17) se tiene que la VAT tiene FDP dada por

fT (t) =
Γ
(
ν+1
2

)
√
π
√
νΓ
(
ν
2

)
[
1 +

1

να2

{
t

β
+

β

t
− 2

}]− ν+1

2 t
−3

2 [t + β]

2α
√
β

, t > 0, (1.21)

dondeα > 0, β > 0 y ν > 0. El modelo con FDP dado en la Ecuación (1.21) es la distribución
BS-t. En este caso, se tieneU |(T = t) ∼ Gamma([ν + 1]/2, [ν + a2t ]/2). Por lo tanto,

E [U | (T = t)] =
ν + 1

ν + a2t
.
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1.5.5 Estimacíon MV a trav́es del algoritmo EM

El algoritmo EM es una herramienta popular de estimación v´ıa verosimilitud máxima para
modelos con datos incompletos cuando requieren procedimientos iterativos. Especificamente,
t=[t1, . . . , tn]T y u = [u1, . . . , un]

T denotan las observaciones y los datos perdidos, respectiva-
mente. Los datos completostc = [tT , uT ]T corresponden a los datos originalest aumentado con
u.

SeaT1, . . . , Tn una muestra aleatoria de tamañon, desdeT ∼ BSE(α, β,H). El vector de
parámetros esϑ = [α, β]T . Seanℓc(ϑ|tc) la log-verosimilitud con datos completos yQ(ϑ|ϑ̂) =
E[ℓc(ϑ|tc)|t, ϑ̂] su valor esperado conϑ ∈ Θ ≡ R

+ × R
+. Cada iteración del algoritmo EM

implica dos pasos, el paso-E y el paso-M, que se define como:
Paso-E.CalcularQ(ϑ|ϑ(r)) como una funciónϑ;
Paso-M.Encontrarϑ(r+1) de tal mamera queQ(ϑ(r+1))|ϑ(r) = maxϑ∈ΘQ(ϑ|ϑ(r)). Note que la
expresión definida arriba puede ser escrita como

Ti | (Ui = ui)
ind∼ BS(

√
g(ui)α, β), (1.22)

Ui
ind∼ hU(ui), i = 1, . . . , n, (1.23)

todos independientes.
Se asume que el vector de parámetrosν es conocido. Un valor óptimo paraν puede ser ele-

gido usando el criterio de información de Schawartz. Luego, bajo la representación jerárquica dada
en Ecuaciones (1.22) y (1.23) se deduce que la función de log-verosimilitud completa asociada con
tc = [tT , uT ]T está dado por

ℓc(ϑ | tc) ∝ −n log(α)− n

2
log(β)− 1

2α2

n∑

i=1

{
1

g(ui)

[
ti
β
+

β

ti
− 2

]}
+

n∑

i=1

log(ti + β).

Haciendoûi=E[1/g(ui)|ti,ϑ = ϑ̂], se deduce que la esperanza condicional de la función de
log-verosimilitud completa tiene la forma

Q(ϑ | ϑ̂) ∝ −n log(α)− n

2
log(β)− 1

2α2

n∑

i=1

{
ûi

[
ti
β
+

β

ti
− 2

]}
+

n∑

i=1

log(ti + β). (1.24)

Luego, se tiene el siguiente algoritmo:
Paso-E.Dadoϑ = ϑ̂, calcularûi, parai = 1, . . . , n.
Paso-M.Actualizarϑ̂ maximizadoQ(ϑ|ϑ̂) según lo dado en Ecuación (1.24) sobreϑ, que lleva a
los siguiente expresiones en forma cerrada:

σ̂2 =

[
Su

β̂
+

β̂

Ru

− 2ū

]
y 0 = β̂2 − β̂

[
K(β̂) + 2ūRu

]
+Ru

[
ūK(β̂) + Su

]
,

donde

ū =
1

n

n∑

i=1

ûi, Su =
1

n

n∑

i=1

ûiti, Ru =
1

1
n

∑n
i=1

ûi

ti

y K(x) =
1

1
n

∑n
i=1

1
x+ti

.
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Note que, sig(u) = 1 las ecuaciones del paso-M se reducen a las ecuaciones obtenidas asumiendo
el modelo BS. Los valores de partida útiles necesarios paraimplementar el algoritmo EM pueden
ser las estimaciones de VM de los parámetros de la distribución BS.
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Caṕıtulo 2

Índice de capacidad de procesos para
distribuciones no normales

En este capı́tulo se presentan distintas técnicas y enfoques para abordar procesos cuyas
carácteristicas de calidad no siguen una distribución normal.

2.1 Introduccíon

Los ICPs han sido ampliamente investigados como un medio para resumir el desempeño del
proceso en relación con un conjunto de lı́mites de especificación, donde el uso adecuado de los
ICPs se basa en varios supuestos. Uno de los más esenciales es que el proceso de seguimiento se
supone estable y la carácteristicas de calidad de interésnormal. En la industria, existen muchos
procesos de manufactura donde la variabilidad del proceso no se puede describir por una distribu-
ción normal.

Somerville & Montgomery(1996) indicaron que el uso de ICPs normales en vez de no nor-
males, genera resultados erróneos. Ellos sugirieron que no se deben utilizar los métodos conven-
cionales para el cálculo de los ICPs debido a que éstos producirı́an resultados engañosos acerca
del desempeño del proceso.

2.1.1 Una revisíon breve de los distintos enfoques

A continuación se presenta un resumen de diferentes métodos para la medición de los ICPs,
que aparecen en la literatura, cuando no existe normalidad en el proceso bajo estudio.

26



2.1.1.1 Enfoque de Clement

Clement(1989) propuso un nuevo método para el cálculo de los estimadores Cp y Cpk, que
utiliza los percentiles,t0.00135, t0.5 y t0.99865, de la familia de curvas de Pearson para proporcionar
estimaciones más exactas. Estas modificaciones de Cp y Cpk son atractivas, ya que no requieren
una transformación matemática de los datos.

Los estimadores de Clement para Cp y Cpk, independientes de una distribución especifica
se obtienen mediante sustitución de6σ por Up − Lp donde Up es el percentil 99.865 y Lp es el
percentil 0.135.

Clement(1989) utilizó estimadores de asimetrı́a(β3) y curtosis(β4) sobre la base de los ter-
cer y cuarto momentos, respectivamente, que son poco fiablespara tamaños de muestra pequeñas.
Pearn & Chen(1995) consideraron una modificación para sustituirσ por [UP − Lp] /6. Ası́ los
nuevos estimadores de Clements son

C
′

p =
LES - LEI
Up − Lp

,

C
′

pk = min

{
LES− M

[Up − Lp] /2
,

M - LEI
[Up − Lp] /2

}
.

2.1.1.2 Ḿetodo percentil de Burr

Burr (1942) propuso una distribución llamada “Distribución Burr XII”. La FDP de una VA
X con distribución Burr XII está dada por

f(x|c, k) =
{
ckxc−1 [1 + xc]−[k+1] , si x ≥ 0, c ≥ 1, k ≥ 1;

0, si x < 0.

donde,c y k representa los coeficientes de asimetrı́a y la kurtosis de ladistribución Burr respecti-
vamente.

Liu & Chen (2006) introdujeron una modificación del método de Clements. Esta consite en
sustituir los percentiles por otros apropiados obtenidos por la distribución de Burr. El método de
los percentiles de Burr se resume en los siguientes pasos

1. Se estima la mediāx, DE s, coeficiente de asimetrı́a y de curtosis del conjunto de datos,
mediante

β3 =
n

[n− 1] [n− 2]

∑

i

[
xi − x̄

s

]3
y

β4 =
n [n+ 1]

[n− 1] [n− 2] [n− 3]

∑

i

[
xi − x̄

s

]4
− 3 [n+ 1]2

[n− 2] [n− 3]
.
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2. Se calculan los momentos de asimetrı́a y curtosis usando la distribución Burr mediante

c =
[n− 2]√
n [n− 1]

β3 y

k =
[n− 2] [n− 3]

[n2 − 1]
β4 +

3 [n− 1]

[n+ 1]
.

3. Considerando los parámetrosc y k se obtienen los percentiles estandarizados 0.00135, 0.5 y
0.99865 de la distribución Burr XII, denotados comoz0.00135, z0.5 y z0.99865, respectivamente.

4. Por último, se estiman los ICPs mediante

Ĉp =
LES - LEI
Up − Lp

y

Ĉpk = Min

{
LES− M
M − Lp

,
M − LEI
M − Up

}
,

donde
Up = x̄+ sxz0.99865, Lp = x̄+ sxz0.00135y M = x̄+ sxz0.50.

2.1.1.3 Transformación Box-Cox

Box & Cox (1964) propusieron una familia de transformaciones para una variable de res-
puesta necesariamente positivaT . La transformación Box y Cox está dada por

T λ =

{
Tλ+1

λ
, para λ 6= 0;

lnT, para λ = 0.

Esta familia continua depende de un único parámetroλ, que se puede estimar por el método de
VM. En primer lugar, se elige un valorλ y para elλ elegido se evalúa

Lmax = −1

2
log(σ̂2) + [λ+ 1]

n∑

i=1

log(Ti).

La estimación̂σ2 para unλ fijo es σ̂ = S(λ)/n, donde S(λ) es la suma de cuadrados de resi-
duos del análisis de la varianza deT λ. Posteriormente se calcula Lmax(λ) para varios valores deλ
dentro de un rango, se grafica Lmax contraλ. El estimador de VM deλ se obtiene como el valor
deλ que maximiza Lmax, λ

∗. Cada uno de los valores de los lı́mites de especificación de los da-
tos deT son transformados a una variable normal usando la Ecuaciónanterior. Por lo tanto, las
ICPs correspondientes pueden calcularse a partir de la media y la desviación estándar de los datos
transformados.
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2.1.1.4 Transformación de Johnson

Leiva et al.(2009) hacen referencia a la transformación de Johnson en la cualcomentan que
Johnson(1949) usó el método de traslación para generar distribuciones estadı́sticas que asumen
una gran variabildad de formas mediante el uso de la VA

Z = ν + δ

(
Y − γ

σ

)
, (2.1)

dondeZ ∼ N(0, 1) y g(·) es una función monótona simple. Estas distribuciones tienen cuatro
parámetros denotados porν, δ, γ y σ, dondeν y δ corresponden a los parámetros de forma, yγ y
σ son los parámetros de localización y de escala, respectivamente. Con base en la Ecuación (2.1),
Johnson(1949) propuso considerar las siguientes variables:

g

(
Y − γ

σ

)
= log

(
Y − γ

σ

)
,

que se asocia con un modelo SL de Johnson.

g

(
Y − γ

σ

)
= log

(
Y − γ

σ + γ − Y

)
,

que se asocia con un modelo SB de Johnson.
(
Y − γ

σ

)
= g log

(
Y − γ

σ

)
,

que se asocia con un modelo SU de Johnson.

2.1.1.5 Ḿetodo de la varianza ponderada

Choi & Bai (1996) han utilizado el método de la varianza ponderada para estimar los valores
de los ICPs de acuerdo con el grado de asimetrı́a de los datos de procesos no normales. Esta
técnica calcula por separado las DEs por encima y por debajode la media. El método utiliza a la
probabilidad de la variable de procesoT , donde los ICPs esta definido como

CP =
LES - LEI
6σWt

y

Cpk =

{
LES− µ

3
√
2Ptσ

,
µ− LEI

3
√

2(1− Pt)σ

}
,

dondeWt =
√
2max

(√
Pt,

√
1− Pt

)
=
√

1 + |1− 2Pt| y siendoPt =
1
n

∑n
i=1 I(t̄ − ti) donde

I(t) = 1 parat > 0 y I(t) = 0 parat < 0.
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2.1.1.6 Enfoque de Pearn & Chen

Pearn & Chen(1997) consideraron una generalización del ı́ndice Cp(u, υ) para procesos no
normales, definida como CNp(u, υ), adecuado para su aplicación a procesos con distribuciones
arbitrarias. Hay que recordar que

Cp (u, υ) =
d− u |µ−m|

3
√

σ2 + υ [µ− T ]
.

Esta generalización puede ser definida como

CNp (u, υ) =
d− u |M −m|

3
√[

F99.865−F0.135
6

]
+ υ [M − T ]2

,

aquı́Fα es un percentil de la distribución subyacente, M es la mediana de la distribución,m =
[LES + LEI]/2 es el punto medio entre los lı́mites de especificación inferior y superior,µ y σ es la
media y desviación estándar para un proceso, respectivamente, y(u, υ) ≥ 0. Ellos sustituyeronµ
por la mediana del proceso, M, ya que la mediana es una medida robusta de la tendencia central
de la media del proceso, sobre todo para distribuciones asimétricas con colas largas, y la DE del
proceso por[F99.865−F0.135]/6, calculada a partir de los percentiles de distribución en la definición
del ı́ndice original Cp (u, υ). La idea detrás de tales sustituciones es imitar las caracterı́sticas de la
distribución normal, para que la probabilidad de producirfuera de los limitesµ ± 3σ sea igual a
0.27%, asegurando que cuando el valor calculado de CNp = 1, para procesos centrados, la probabi-
lidad de que el proceso esté fuera del intervalo de especificación (LES, LEI) es insignificantemente
pequeña. Ellos han considerado los valores de parámetros(u, υ) = (0, 0), (0, 1), (1, 0) y (1, 1), y
obtuvieron cuatro generalizaciones básicas para los ı́ndices Cp y Cpk con distribuciones no norma-
les, las cuales están dadas por

CNp (u, υ) =
LES - LEI

F99.865− F0.135
,

CNpk (u, υ) = min

{
LES - M[
F99.865−F0.135

2

] , M − LEI[
F99.865−F0.135

2

]
}
.

2.1.1.7 Enfoque deHsu et al.(2008)

Hsu et al.(2008) propusieron emplear el método más común para modificar los ICPs en el
caso no normal, que es la técnica de estimación de cuantiles. Análogo al caso normal, cuando el
ancho del proceso natural está entre el percentil 0.135 y elpercentil 99.865, los ICPs pueden ser
redefinidos en términos de los cuantiles debido a la no normalidad. Ası́, en general, los ı́ndices Cp

se pueden definir como

Cp =
LES - LEI

punto sobre 0.135 %− punto bajo 0.135 %
=

LES - LEI
Up − Lp

,
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donde Up es el percentil 99.865 y Lp es el percentil 0.135 de las observaciones, respectivamente.
Estos puntos porcentuales se pueden obtener fácilmente. Dado que la mediana,M , es por lo general
el valor central preferible para distribuciones sesgadas,los correspondientes Cpu y Cpl se definen
como

Cpu =
LES - M

punto sobre 0.135 %− M
=

LES - M
F0.99865− M

,

Cpl =
M - LEI

M - punto bajo 0.135 %
=

M - LEI
M − F0.00135

.

El ı́ndice Cpk está definido como

Cpk = min

{
LES - M

F0.99865− M
,

M - LEI
M − F0.00135

}
.

En el caso de no normalidad, es posible de encontrar una distribución de los datos que pro-
porcione un ajuste más satisfactorio, esto puede ser probado por medio de pruebas de bondad de
ajuste, se puede obtener medidas más precisas de los tres cuantiles en consideración.

2.1.2 Índices de capacidad de proceso para la distribución Weibull

Albing & Vannman(2007) propusieron y estudiaron una nueva clase de ICPs para el caso
cuando hay un lı́mite de especificación superior con un valor objetivo especificado previamente
distinto,T = 0, y la caracterı́stica de calidad de interés es sesgada, con la distribución de cola larga
hacia la derecha. La propuesta de los ı́ndices, en función de dos parámetrosτ y υ, es

CMA (τ, υ) =
LES√

t2[1− τ ] + υt2(0,5)
, (2.2)

el parámetroτ debe tomar valores pequeños y ser elegido de una manera adecuada, por ejemplo
τ=0.0027. El parámetroυ >0 afecta a la sensibilidad del ı́ndice a la salida de la mediana del
proceso desde el valor objetivo 0. Cuanto mayor sea el valor de υ más sensible será el ı́ndice a la
salida de la mediana. Elt(λ) es elλ- ésimo cuantil de la distribución de las caracterı́sticaestudiada.
El cuantilt[1− τ ] puede ser interpretado como una medida de dispersión cuando la distribución es
cero con una cola superior larga, yt(0.5) es una medida de localización.

La clase de ı́ndices dado en (2.2) poseen una serie de propiedades deseables. Para un valor
dado de CMA (τ, υ) mayor o igual a 1, la probabilidad de no conformidad será menor o igual aτ.
Por otra parte, esta clase de ı́ndices es sensible con respecto a las desviaciones de la mediana del
valor objetivo.

Albing & Vannman(2007) consideraron dos estimadores diferentes, basados en estadı́sticos
de orden de la clase de ı́ndices en (2.2) y derivados de las distribuciones asintóticas de estos dos
estimadores. También presentaron un procedimiento de decisión basado en la clase prevista de los
ı́ndices. Bajo estos supuestos, ellos se encontraron con que el procedimiento de decisión es útil
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para distribuciones no muy sesgadas y de tamaño de muestrasgrandes. Sin embargo, cuando la
distribución es muy sesgada y el tamaño de muestra es pequeño o moderado, se necesitan tomar
en consideración otros enfoques.

A continuación se considera el ı́ndice dado en (2.2) y se considera en el caso en que la
distribución es muy sesgada y el tamaño de la muestra es pequeño o moderado. Se estudia un
estimador de CMA (τ, υ) dado en (2.2), donde los cuantiles estimados se expresan en función de los
estimadores de VM de los parámetros de la distribución Weibull. Sobre la base de estos resultados,
se presenta una regla de decisión y se determina la potenciade la prueba.

Ahora, suponga que la caracterı́stica de calidadT tiene una FDA dada por

FT (t) =

{
0 si t < 0,

1− exp
(
− (t/a)b

)
si t > 0.

(2.3)

Se está interesado principalmente en una distribución altamente sesgada centrándose en el caso en
queb ≤ 2, dando lugar a valores de la asimetrı́a

γ1 =
Γ (1 + 3/b) a3 − 3µσ2 − µ3

σ3
≥ 0,63,

dondeΓ es la función gamma yµ = aΓ(1+1/b) y σ = a
√

Γ(1 + 2/b)− Γ2(1 + 1/b). El λ-ésimo
cuantil de la distribución Weibull es

t(λ) = a[− ln(1− λ)]1/b.

Por lo tanto, se puede expresar la clase de ı́ndices dados en (2.2) como

CMAW (τ, υ) =
LES

a
√

[ln(1/τ)]2/b + υ[ln(2)]2/b
. (2.4)

Albing & Vannman(2007) demostraron que para cualquier distribución, la probabilidad de no con-
formidad será menor o igual aτ , dado que CMA (τ, υ) = 1. Sin embargo, cuando se conoce la
distribución, como en el caso de los ı́ndices (2.4) se puede calcular la probabilidad exacta de no
conformidad para la caracterı́stica de calidadT . Usando (2.4) se puede expresar el parámetro de
escalaa mediante

a =
LES

CMAW (τ, υ)
√

[ln(1/τ)]2/b + υ[ln(2)]2/b
. (2.5)

Por lo tanto, en Ecuación (2.5), τ y υ son los parámetros mientras queb es desconocido en la
mayorı́a de los casos. Al reemplazara de la Ecuación (2.5) en la Ecuación (2.3) se obtiene la
probabilidad de no conformidad como

P(NC) = P(T > LES) = exp

(
−(CMAW (τ, υ)

√
[ln(1/τ)]2/b + υ[ln(2)]2/b)b

)
.
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2.1.3 Índice de capacidad de procesos para la distribución BS

Leiva et al.(2014) desarrollaron e implementaron ICP para la distribución BS comparando
los lı́mites de especificación con algún intervalo que cubra un alto porcentaje especificado,1 − ρ
de la distribuciónT , utilizando el método introducido porClement(1989) para el cálculo de los
estimadores de Cp y Cpk, el centro del proceso se estima por la mediana det(0.5), en lugar de
utilizar la media, ya que la mediana es una medida de tendencia central robusta del proceso, en
especial para las distribuciones de cola pesada sesgadas. Por lo tanto, los dos3σ se estiman por
Up − t(0.5) y t(0.5)− Lp; véaseJohnson et al.(1994). Una modificación del método de Clements
para obtener estimadores de Cp y Cpk fue abordado porPearn & Chen(1995). Estiman los dos3σ
por [Up − Lp]/2, por lo que los estimadores de Cp y Cpk se pueden escribir como

C′
p =

LES - LEI
t(p2)− t(p1)

, C′
pl =

2 [t(0.5)− LEI]
t(p2)− t(p1)

, C′
pu =

2 [LES− t(0.5)]
t(p2)− t(p1)

y C′
pk = min

{
C′

pl,C
′
pu

}
,

(2.6)
dondet(p2)− t(p1) se encarga de la no normalidad y/o asimetrı́a de la distribución deT , cont(p)
siendo elp-ésimo percentil de la distribución de los datos.

Considerando la FC de la distribución BS vista en Ecuación(1.1) y el ICP presentado en
(2.6), se tiene que

CBS
p =

LES - LEI
t(p2)− t(p1)

=
LES - LEI

βα

[
z2

[
αz2
2

+
√[

αz2
2

]2
+ 1

]
− z1

[
αz1
2

+
√[

αz1
2

]2
+ 1

]] , (2.7)

dondez1 = zp1 y z2 = zp2. Ahora, con el fin de comparar un producto con un LEI, se utiliza

CBS
pl =

2 [β − LEI]
t(p2)− t(p1)

=
2 [β − LEI]

βα

[
z2

[
αz2
2

+
√[

αz2
2

]2
+ 1

]
− z1

[
αz1
2

+
√[

αz1
2

]2
+ 1

]] . (2.8)

Cuando interesa comparar un producto con un LES se obtiene

CBS
pu =

2 [LES− β]

t(p2)− t(p1)
=

2 [LES− β]

βα

[
z2

[
αz2
2

+
√[

αz2
2

]2
+ 1

]
− z1

[
αz1
2

+
√[

αz1
2

]2
+ 1

]] , (2.9)

cuando la mediana se aleja del punto medio de los lı́mites de especificación, se considera CBS
pk =

min
{

CBS
pl ,C

BS
pu

}
, donde CBS

pl y CBS
pu dados en la Ecuaciones (2.8) y (2.9), respectivamente. Reescri-

biendo la Ecuación (2.7), se tiene

CBS
p =

LES - LEI
t(p2)− t(p1)

=
2 [LES - LEI] /β[

α2z22 + αz2

√
[αz2]

2 + 4

]
−
[
α2z21 + αz1

√
[αz1]

2 + 4

] . (2.10)
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Usando la propiedad de invarianza del estimador VM y la Ecuación (2.10), el estimador de
el ICP es dado por

Ĉp
BS

=
LES - LEI

t(p2)− t(p1)
=

2 [LES - LEI] /β̂[
α̂2z22 + α̂z2

√
[α̂z2]

2 + 4

]
−
[
α̂2z21 + α̂z1

√
[α̂z1]

2 + 4

] ,

dondeα̂ y β̂ son los estimadores VM deα y β, y z1 y z2 son los cuantiles de la distribución N(0,1).
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Caṕıtulo 3

Índice de capacidad de procesos para la
distribucíon BSE

En este capı́tulo se desarrollará un análisis de capacidad de proceso para cuando la distribu-
ción de los datos sigue un modelo BSE.

3.1 Introduccíon

Considerando la distribución BS que constituye un modelo asimétrico que ha recibido una
gran atención en las últimas décadas pues posee atractivas propiedades y además se relaciona con
la distribución normal. Ası́, estos aspectos de la distribución BS refuerzan la idea y el propósito de
usar este modelo cuando se tienen datos con asimetrı́a positiva y soporte no negativo. Basados en
la relación existente entre la distribución normal y la distribución BS, es posible obtener una clase
general de distribuciones BS generadas desde distribuciones MEN, las que se denominan BSE; ver
Balakrishnan et al.(2009). Por lo tanto, el objetivo de este capı́tulo es desarrollaruna metodologı́a
para el ICP basados en la distribución BSE con datos censurados y no censurados.
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3.2 Distribucíon Birnbaum-Saunders mezcla de escala de normales

Una VA T que sigue una distribución BSE si se considera la representación estocástica

T = β


α
2

Z√
g(U)

+

√√√√
[
α

2

Z√
g(U)

]2
+ 1




2

,

dondeY = Z/
√
g(U) ∼ MEN(H), conZ ∼ N(0, 1), entonces la VAT sigue un modelo llamado

distribución BSE, denotado porT ∼ BSE(α, β;H), con FDP

fT (t) = φMEN(at; 0, 1, H)At, t > 0, α > 0, β > 0,

dondeφ(·) es la FDP dada en la Ecuación (1.14), conµ = 0 y σ2 = 1 y at está dado en la Ecuación
(1.2). La FDA deT ∼ BSE(α, β;H) esFBSE(t) = ΦMEN(at). Desde la FDA de la distribución
BSE, se puede obtener la función cuantil deT como

t(p) =
β

4

[
αyp +

√
[αyp]

2 + 4

]2
, para 0 < p < 1, (3.1)

dondeyp es elp-ésimo percentil de la distribución MEN. Note que,t(0,5) = β, porque, debido a
la simetrı́a de las distribuciones MEN, el parámetroβ es la mediana de la distribución BSE.

3.2.1 Estimacíon de VM v́ıa algoritmo EM para la distribución BSE

SeaT1, . . . , Tn una muestra aleatoria de tamañon, desdeT ∼ BSE(α, β,H). El vector de
parámetros esϑ = [α, β]T . Seanℓc(ϑ|tc) la log-verosimilitud con datos completos yQ(ϑ|ϑ̂) =
E[ℓc(ϑ|tc)|t, ϑ̂] su valor esperado conϑ ∈ Θ ≡ R

+×R
+, la función de log-verosimilitud completa

está dada por

Q(ϑ | ϑ̂) = c− n log (α)− n

2
log (β)− 1

2α2

n∑

i=1

ûi

[
ti
β
+

β

ti
− 2

]
+

n∑

i=1

log(ti + β), (3.2)

derivando (3.2) con respecto a los parámetrosα y β, se obtienen, respectivamente, mediante

∂Q(ϑ | ϑ̂)
∂α

= −n

α
+

1

α3

n∑

i=1

ûi

[
ti
β
+

β

ti
− 2

]
y (3.3)

∂Q(ϑ | ϑ̂)
∂β

= − n

2β
+

n∑

i=1

1

[ti + β]
− 1

2α2

n∑

i=1

ûi

[
1

ti
− ti

β2

]
, (3.4)

dondeûi=E[1/g(Ui)|ti,ϑ=ϑ̂], parai = 1, . . . , n. Al igualar las derivadas de (3.3) y (3.4) a cero,
se obtiene

α̂2 =
1

n

n∑

i=1

ûi

[
ti

β̂
+

β̂

ti
− 2

]
, y (3.5)

α̂2 =
2α̂2β̂

n
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i=1

1

[ti + β̂]
+

1

n

n∑

i=1

ûi

[
ti

β̂
− β̂

ti

]
. (3.6)
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Considerando la media aritmetica, armónica y la función media armónica dada en Ecuación
(1.25), se obtiene

σ̂2 =

[
Su

β̂
+

β̂

Ru
− 2ū

]
y 0 = β̂2 − β̂

[
K(β̂) + 2ūRu

]
+Ru

[
ūK(β̂) + Su

]
.

La matriz de información de fisher es obtenida porI(ϑ) = E[−H ]. Aquı́, H es la matriz
hessiana dada por

H =

(
∂2Q(ϑ)
∂α2

∂2Q(ϑ)
∂α∂β

∂2Q(ϑ)
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)

donde
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2β2
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− 1

α2β3
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ûiti.

La matriz de información de Fisher paraϑ = (α̂, β̂) esta dada por

I(ϑ) =

(
n
α2 [3ûw1 − 1] 0

0 n
β2

{
ûw1

4 + û
α2 + P (α)

}
)
,

donde

P (α) = 2

∫ ∞

0

[
1

1 + h(αt)
− 1

2

]2
dΦ(t), (3.7)

conh(y) = 1 + y2

2 + y
[
y2

4 + 1
]
.

Considerandôϑ = [α̂, β̂] el estimador deϑ y la matriz de varianza-covarianza, dado porΣϑ̂ =

I(ϑ)−1. La distribución asintótica de los estimadores de VM deα̂ y β̂ está dada por

√
n

[(
α̂

β̂

)
−
(
α

β

)]
∼̇
((

0

0

)
,

(
α2

n[3ûw1−1] 0

0 β2

n[ûw1/4+û/α2+P (α)]

))
. (3.8)

Estimacíon de VM para datos censurados

Considere una muestra de tamañon conT ∼ BSE(α, β,H), con censura de tipo II a la derecha.
Denote la parte observada (sin censura) det1, . . . , tn por t = [t1, . . . , tr] y las observaciones que faltan
(censuradas) poru = [ur+1, . . . , un]

L(ϑ) =

[
r∏

i=1

fT (ti)
δi

][
n∏

i=r+1

[1− F (ti)]
1−δi

]
.
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dondeδi indica que eli-ésimo artı́culo ha fallado.

δi =

{
0 ti > tr;

1 ti ≤ tr.

para i=1,. . . ,n, dondeδi es una variable indicadora de censura ytr es el tiempo de censura de lai-ésima
unidad. La función de log-verosimilitud para datos censuradostc = [tT , uT ]T , está dado por

ℓc(ϑ | tc) = c− r log(α) − r

2
log(β)− 1

2α2
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1
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β
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− 2

]}
+
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log(ti + β)

+

n∑

i=r+1

log(1− ΦMEN(at)),

dondeΦ(·) es la FDA de la distribución MEN. La función de log-verosimiltud esperada está dada por
Q(ϑ|ϑ̂) = E[ℓc(ϑ|t, u)|t, ϑ̂]

Q(ϑ | ϑ̂) = c− r log (α)− r

2
log (β)− 1
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(φMEN(at))du, (3.9)

derivando (3.9) con respecto a los parámetrosα y β, se obtienen, respectivamente
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de donde se tiene quehT (t) es la la tasa de fracaso de la distribución BSE dada porhT (t) = φMEN(at)At/1−
ΦMEN. Al igualar las ecuaciones de log-verosimilitud a cero, se obtiene
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Ası́ el estimador VM deα y β está dado por
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3.3 ICP para la distribución BSE

Se sugiere un ICP para la distribución BSE comparando los ĺımites de especificación con un rango
que abarca un alto porcentaje especificado,1−ρ, para la distribución deT . Considerando la función cuantil
de la distribución BSE dada en la expresión (3.1) y los ICPs presentados en (2.6), se propone

CBSE
p =

LES - LEI
t(p2)− t(p1)

=
LES - LEI

βα

[
y2

[
αy2
2 +

√[αy2
2

]2
+ 1

]
− y1

[
αy1
2 +

√[αy1
2

]2
+ 1

]] , (3.10)

dondey1 = y(p1) y y2 = y(p2) son los cuantilesp1-ésimo y[1− p2]-ésimo de la distribución
MEN ∼ (0, 1;H). Ahora, con el fin de comparar un producto con un LEI, se utiliza

CBSE
pl =

2[β − LEI]
t(p2)− t(p1)

=
2[β − LEI]

βα
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]
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]2
+ 1

]] , (3.11)

recordandoβ es la mediana de la distribución BSE. Además, se tiene

CBSE
pu =

2[LES− β]

t(p2)− t(p1)
=

2[LES− β]

βα
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√[αy2
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]
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[
αy1
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√[αy1
2

]2
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]] , (3.12)

cuando la mediana se aleja del punto medio de los ĺımites de especificación, se considera

CBSE
pk = min

{
CBSE

pl ,CBSE
pu

}
, donde CBSE

pl y CBSE
pu se dan en la Ecuación (3.11) y (3.12), respectivamente.

Reescribiendo la Ecuación (3.10), se tiene

CBSE
p =

LES - LEI
t(p2)− t(p1)

=
2 [LES - LEI] /β[

α2y22 + αy2

√
[αy2]

2 + 4

]
−
[
α2y21 + αy1

√
[αy1]

2 + 4

] . (3.13)

3.4 Estimacíon e inferencia parámetrica para ICP BSE

Considerando la Sección 3.2, la propiedad de invarianza delos estimadores VM y usando (3.13), un
estimador del ICP para distribuciones BSE está dada por

Ĉp
BSE

=
LES - LEI

t(p2)− t(p1)
=

2 [LES - LEI] /β̂[
α̂2y22 + α̂y2

√
[α̂y2]

2 + 4

]
−
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α̂2y21 + α̂y1

√
[α̂y1]

2 + 4

] , (3.14)

dondeα̂ y β̂ son los estimadores VM deα y β, ey1 e y2 son los cuantiles de la distribución MEN. Desde

expresión (3.8), la distribución asintótica dêCp
BSE

es normal, dada por

√
n
[
Ĉp

BSE− CBSE
p

]
D→ N

(
0,Var

[
Ĉp

BSE])
, cuando n → ∞, (3.15)
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donde lo visto en (3.15) denota convergencia en distribución y desde Ecuación (3.14) aplicando el método
delta, se tiene

Var
(

Ĉp
BSE)

=
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tal queP (α) está dado en (3.7) y
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3.4.1 Intervalo de confianza para los ICP BSE

Considerando (3.15), una aproximación100× [1− α]% para el intervalo de confianza del ICP BSE
está dado por

IC100×[1−α] %

(
CBSE

p

)
=
[
Ĉp

BSE± z(1−α

2
)D̂E[Ĉp

BSE
]
]
,

donde DE[Ĉp
BSE

] =

√
Var
(

Ĉp
BSE)

.

3.4.2 Test de hiṕotesis para los ICP BSE

Considerando la hipótesis: H0 : CBSE
p ≤ C0 (el proceso no es capaz) versus H1 : CBSE

p > C0 pueden
ser contrastado con la estadı́stica de prueba bajoH0 propuesta por

W =
[Ĉp

BSE− C0]

D̂E[Ĉp
BSE

]
∼ N(0, 1),

donde C0 representa un requisito de capacidad predeterminada.

3.4.3 Intervalo de confianza no paramétrico para el ICP BSE

SeaT1, T2, . . . , Tn una muestra aleatoria desde una distribuciónF , la muestra correspondiente den
VAs idéntica e independientemente distribuidas. La muestra T ∗

1 , T
∗
2 , . . . , T

∗
n , es una muestra de tamañon

extraı́da con reemplazo de la muestra original. Aquı́, se establece el número de replicaciones igual aB. Con
el fin de calcular el IC para CBSE

p , considere los métodos:
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I) Método de aproximación normal bootstrap: La estimación de CBSE
p dada en (3.13) basada en laj-ésimo

muestra Bootstrap,̂Cp
BSE*

(j), conj = 1, . . . , B. Se asume que la distribución de loŝCp
BSE−CBSE

p es
N(0, [DE

Ĉp
BSE]2). Ası́, un IC del[1 − α] × 100% para CBSE*

p se puede obtener utilizando un método

aproximación normal bootstrap como
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)
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2
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]
]
,
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∑B
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(j). Debido DÊ
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]
.

II ) Método cuantil bootstrap: Luego de obtener las réplicasen forma ascendente. Entonces, CBSE*
p (B[α/2])

y CBSE*
p (B[1− α/2]) son los[α/2]-ésimo y[1−α/2]-ésimo cuantiles de la distribución dêCp

BSE*
(j),

respectivamente. Por lo tanto, basado en este método, un ICde la100 × [1− α]% está dada por
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)
=
[
Ĉp

BSE*
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.
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Caṕıtulo 4

Aplicación de los ICPs basados en la
distribción BSE

Aquı́ se realizará la implementación de los ICPs vistos enel Capı́tulo 3 y un análisis de datos usando
el softwareR-Project. Para ilustrar el desarrollo de los ICPs de datos provenientes desde una distribución
BSE, se usan los datos provenientes de un estudio dirigido por los profesores Fernando Rojas y Vı́ctor
Leiva de la Universidad de Valparaı́so, Chile. Para el análisis y simulación de datos, se utiliza el software
R-Project y con la ayuda del paquetebs 2.0 y el paquetesbs, los que se encuentran disponibles en el
link http://staff.deuv.cl/leiva/archivos/software.

4.1 El problema

“La alimentación y nutrición de servicios” se define como una organización responsable de la prepa-
ra-ción y/o distribución de alimentos en una forma cient´ıficamente planificada; verMarambio et al.(2005).
Estas preparaciones deben ser producidas de acuerdo a la orientación nutricional local e internacional regu-
lada por diferentes organismos como la Organización para la Agricultura y la Alimentación de las Naciones
Unidas (FAO), la Organización Mundial de la Salud (OMS) o deotros que los sustituyan, ası́ como por
el Ministerio de Salud del paı́s correspondiente. Estas autoridades competentes deberán verificar tales re-
glamentos de auditorı́a, por ejemplo, (i) la suficiencia y lacalidad nutricional de la dieta y (ii) los factores
de corrección de las necesidades de energı́a para patolog´ıas (en caso de pacientes). En este contexto, es
fundamental que los servicios de alimentación garantizenla contribución de ciertas variables nutricionales
como de macronutrientes (hidratos de carbono, ĺıpidos y proteı́nas), micronutrientes y fibra dietética, que
son necesarios para el cuidado y/o restaurar la salud de las personas. Para controlar el proceso de producción
de alimentos en estos servicios y garantizar el contenido nutricional, es posible trabajar con ICPs que consi-
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deren distribuciones estadı́sticas apropiadas para detectar si se están respetando las cantidades de densidad
de energı́a establecidas en la normativa; ver Tabla 4.1.

Tabla 4.1: Rangos para las recomendaciones nutricionales para los adultos.
Energia (in %kcal) Cantidad(in g)

Macronutrientes LEI LES LEI LES
Carbohidratos 50.00 60.00 300.00 360.00
Lı́pidos 25.00 30.00 66.67 80.00
Proteı́nas 12.00 16.00 72.00 96.00

FuenteFAO/WHO/UNU(1985)

Eĺıas(1996) informó que la disponibilidad de proteı́nas en la dieta humana ha sido tradicionalmente
baja en América Latina, debido a su alto precio, por lo que aumenta el costo de la preparación de alimentos.
Por otra parte, es importante tener en cuenta que varias enfermedades se tratan con dietas restringidas en
la cantidad de proteı́nas, que pueden alcanzar los ĺımitesinferiores de las contribuciones nutricionales con
sólo el 5 % de la densidad de energı́a de este macronutriente, que pone el LEI de la cantidad de proteı́nas
en 30 g, segúnHarris(2000). Bajo estas consideraciones, en función del número de pacientes que requieren
este tipo de dieta, el intervalo de especificación para las proteı́nas podrı́a variar. El servicio corresponde a
una pequeña empresa, que se ocupa de mantener el proceso de producción de alimentos, el menú para los
pacientes con dietas restringidas en la cantidad de proteı́nas, debe estar dentro de la especificación [30g,
96g], pero esta empresa no se ocupa de mantener un proceso de producción de alimentos que que sea capaz
de seguir el rango especificado por las normas internacionales; ver Tabla 4.1. Ası́, el objetivo del estudio de
la industria alimentaria, es determinar la capacidad del proceso de producción de alimentos en un hospital
chileno. La caracterı́stica de calidad para monitorear es la cantidad de proteı́nas, con LEI = 30g y LES = 96g,
con el fin de saber si esta caracterı́stica del menú de la comida es de conformidad con las recomendaciones
dietéticas establecidas.

En esta aplicación, la caracterı́stica a monitorear es la cantidad de proteı́nas (en gramos) en la dieta
restringida para pacientes adultos en el Hospital Carlos Van Buren de la ciudad de Valparaı́so, Chile. Los
datos fueron recolectados durante 27 semanas que abarca el perı́odo desde el 20-nov-2011 al 26-may-2012
(189 dı́as) en un estudio dirigido por Fernando Rojas y Vı́ctor Leiva de la Universidad de Valparaı́so, Chile.
Estos datos se muestran en Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Observaciones de la cantidad de proteı́nas (grs)en la dieta restringia de los pacientes.
66.09 146.48 97.99 56.77 74.23 76.20 108.90 89.51 62.40 141.15
89.81 201.05 210.32 105.08 169.82 64.25 100.43 59.56 49.97 102.16
164.05 59.63 51.41 93.32 39.43 102.91 124.91 56.16 70.94 77.26
59.01 49.21 123.85 59.78 163.50 37.67 88.27 35.60 42.54 43.87
44.41 25.55 41.12 88.14 54.69 85.32 67.55 17.76 83.73 34.07
42.37 61.95 68.62 41.69 100.43 139.39 60.03 34.35 51.28 68.22
80.44
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4.2 Análisis de datos

Para implementar los ICPs para la distribución BSE, se debeprimeramente hacer un análisis explora-
torio de los datos por ejemplo utilizando la funcióndescriptiveSumary(). A continuación, en Tabla
4.3, se presentan los resultados

Tabla 4.3:descripción de la cantidad de proteı́nas (en g) en los pacientes con dieta restringida.
Media Mediana DE CV CS CC Rango Mı́n. Máx n

80.436 68.22 42.29 52.576 1.169 0.959 192.56 17.32 210.32 61

En tabla anterior, se puede observar que los pacientes con dieta restringida tienen una media de 80 g
de proteı́na, con valores que están por debajo de las recomendaciones mı́nimas establecidas y pacientes que
exceden por mucho la cantidad de proteı́nas recomendadas enlas normas internacionales. El coeficiente de
sesgo evidencia el uso de distribuciones sesgadas positivamente para modelar estos datos.

El histograma presentado en Figura4.1 evidencia sesgo positivo. Además, desde el boxplot dado en
esta misma figura, existen datos atı́picos en la dieta restringida de los pacientes.

Figura 4.1: Histograma (izquierda) y boxplot (derecha) para la cantidad de proteinas en pacientes
con dieta restringida.

4.3 Eleccíon del mejor modelo

Con el fin de seleccionar el mejor modelo BSE que se ajuste a losdatos, se ha utilizado la im-
plementación de la metodologı́a descrita en la Sección 1.5 en el paquetesbs. Algunos autores han suge-
rido fijar el parámetroν asociado con la distribución de la VAU y asumir que es valor conocido. Para
la estimación MV a través de EM-algoritmo en los modelos dela BSE, se ha implementado el comando
smnbsEstimation(), que elige automáticamente la distribución que mejor ajusta el conjunto de da-
tos entre la distribución BSNC, BSSL y BS-tν. Este comando también calcula las estimaciones de MV de
los parámetros de modelos BSE por separado. Por ejemplo, enel caso de la distribución BS-t, el siguiente
algoritmo EM puede ser utilizado para la estimación de sus parámetros:
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(A1) Paraν = 1 hastaν = 100:

(A11) Estimar los parámetrosα y β del modelo BS-t (conν fijo) considerando las estimaciones MV
deα y β de la distribución BS como valores iniciales del procedimiento numérico.

(A12) Calcular la función de verosimilitud

(A2) Elegir el valor que maximiza la función de verosimilitud y luego considerar los estimadores MV de
α y β correspondiente como resultados.

Tabla 4.4 muestra el mejor ajuste a los datos sobre el monitoreo de la cantidad de proteı́nas. Además,
se entregan los estimaciones de los parámetrosα y β del modelo BS-t, BSSL y BSNC. Utilizando el coman-
dosmnbsEstimation() que selecciona el valor que maximiza la función de verosimilitud. Se observa
que el mejor ajuste para la cantidad de proteı́nas en los pacientes con dieta restringida es realizado por la
distribución BSt-Student.

Tabla 4.4:Estimación de parámetros y elección del mejor modelo.
Modelo log verosimilitud α β ν γ

BS-t -304.7005 0.5073131 70.91853 39 -
BSSL -331.2600 0.7758012 70.93249 1 -
BSNC -304.7321 0.513068 70.86945 0.01 0.6

Para apoyar la decisión obtenida al maximizar la función de verosimilitud, en Figura4.2se muestra
un histograma con la FDP de la distribución estimada BS-t y un gráfico de probabilidad versus probabilidad
(PP), este último realiza una comparación entre la FDA te´orica BS-t y la FDA empı́rica del cojunto de datos.
Después de este estudio de bondad de ajuste se concluye que los datos provienen de una distribución BS-t.

Figura 4.2: Histograma (izquierda) y gráfico PP (derecha) para la cantidad de proteinas en pacientes
con dieta restringida.

Con la estimación de parámetros y la elección del mejor modelo para la cantidad de proteı́nas para
pacientes con dieta restringida, se calculan los ı́ndices de capacidad de proceso basados en la distribución

BSt-Student. Tabla 4.5 muestra los LES y LEI, el valor estimado deĈ
BSE
p y Ĉ

BSE
pk .
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Tabla 4.5:LEI, LES y los ICP basados en la distribución BSt-Student.

Modelo LES LEI Ĉ
BSE
p Ĉ

BSE
pk

BS-t 96g 30g 0.9960 0.1849

Entonces, el ICP obtenido desde los datos recolectados, correspondiente al monitoreo de la cantidad
de proteı́nas en dietas restringidas para pacientes del hospital Carlos Van Buren es de 0.9960, luego se afirma
que el menú de la empresa encargada debe ser vigilada y aún más es muy posible que no está siguiendo las
recomendaciones dietéticas establecidas.
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Caṕıtulo 5

Conclusíon

Los ı́ndices de capacidad de procesos son una herramienta que permite medir si una fábrica o una
empresa es capaz de producir sus productos dentro de las especificaciones que ellos establecen, lo que se
conoce como ĺımites de especificación superior y ĺımitesde especificación inferior. Utilizar los ICPs bajo
normalidad como adecuados e ignorar el efecto de distribuciones asimétricas, puede conducir a interpreta-
ciones erróneas de la capacidad del proceso. Se tiene claroque los casos con distribuciones simétricas son
comunes en situaciones prácticas, pero los casos con las distribuciones asimétricas ocurren también a menu-
do en la industria manufacturera. Debido a lo anterior, es que en este trabajo, se presentó la distribución BS
su caracterización y sus propiedades. Además, se entreg´o una nueva derivación de esta distribución, denomi-
nada BS mezcla de escalas de normales, cuyos casos particulares son la distribución BSNC, BSSL y BS-t.
Estas distribuciones mantienen las propiedades de las distribuciones de origen y además la estimación VM
es facilitada por el algoritmo EM. Considerando lo planteado en el análisis realizado se ve que cuando los
datos provienen de una BSE, el proceso debe ser vigilado y aún más es muy posible que no está siguiendo
las recomendaciones dietéticas establecidas para pacientes del hospital Carlos Van Buren. La aplicación se
realizó con la ayuda de los paquetesBS, BSG y SBS, implementadas en el softwareR-Project.
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