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Resumen

En el presente trabajo, estudiaremos el caso de un Proceso de Cox con intensidad
Folded Normal, en el cual el proceso de intensidad {A(¢) : ¢ > 0} es tal que, para
cada t:

At) =12 (1)

Donde {Z(t) : ¢ > 0} es un Proceso Gaussiano estacionario, con valor medio
y funcién de covarianza k(h), tal que k(0) = 2. Esto tendra como consecuencia

inmediata que
A(t) ~ FN(p1,0%)

Nos ocuparemos en esta ocasién de dos casos particulares: Cuando el proceso {Z(t) :
t > 0} constituye una familia de variables aleatorias independientes y con una ley
comun N(0, 1), y el caso en que {Z(t) : t > 0} es un proceso estacionario de segundo
orden, con una funciéon de covarianza de tipo exponencial. Observaremos que en
estos casos, las propiedades del proceso gaussiano {Z(t) : t > 0} son traspasadas
naturalmente al proceso intensidad {A(¢) : ¢ > 0} y que se obtienen resultados
bastante tratables desde el punto de vista analitico para el proceso de conteo { N (t) :
t>0}.

Finalmente, presentaremos algunas simulaciones para apreciar que tipo de fenéme-
nos de conteo pueden ser modelados por estos casos del Proceso de Cox con Inten-
sidad Folded-Normal.



Introduccion

En 1955, Cox [1] presenta el caso de un proceso puntual, el cual es definido como
una extension del Proceso de Poisson, ampliamente estudiado en la literatura, por
ejemplo, Sheldon M. Ross [21], Barry James [19], Cox & Miller [25], Emanuel Parzen
[26], Yuri A. Rozanov [29], entre otros. La principal caracteristica de este proceso, es
que es un proceso puntual donde la intensidad en si misma es un proceso estocastico,
tal que condicional a cada realizacion, o trayectoria de éste, el proceso puntual es
un Proceso de Poisson no homogéneo con intensidad dada justamente por ésta. Es
decir, siguiendo la definicién dada por Diggle, Moraga, Rowlingson & Taylor en [3],
podemos decir entonces que el Proceso puntual {N(¢) : ¢ > 0} es un Proceso de
Cox, con Proceso de Intensidad {A(t) : ¢t > 0}, si:

» {A(t) :t > 0} es un proceso estocdstico de valores no negativos.

» Condicional a la realizacién de una trayectoria A(t) = A(t), el proceso {N(t) :
t > 0} es un Proceso de Poisson no homogéneo, con intensidad A(t)

En 1998, Mpgller, Syversveen and Waagepetersen [10], introdujeron la clase de
Procesos Log-Gaussianos, los que que béasicamente se construyen de la siguiente
forma:

» Se considera {Z(t) : t > 0} un Proceso Gaussiano.

= Se define, para cada t > 0, A(t) = ¢“® | y de esta forma entonces, para cada
t > 0, se verifica que A(t) sigue una ley Log-Normal, con los pardmetros
correspondientes a la ley gaussiana de Z(t).

Es decir, se utiliza la funcién de enlace g(z) = e, para obtener un proceso de
valores positivos a partir de un Proceso Gaussiano.

Utilizando esta clase de Procesos, Diggle, Moraga, Rowlingson & Taylor [3] en
2013, presentan el Proceso de Cox con Proceso de Intensidad Log-Normal.

Ahora bien, en 2017, Christian J. Walder & Adrian N. Bishop [11], presentan
el Proceso de Cox con Proceso de Intensidad Gamma, haciendo una construcciéon
andloga a la realizada en [10], pero cambiando la funcién de enlace que permite
obtener un proceso positivo a partir de un Proceso Gaussiano. En este caso ellos
utilizan la siguiente construccion:

» Se considera {Z(t) : t > 0} un Proceso Gaussiano.

1
» Se define, para cada t > 0, A(t) = 5 Z%(t), y de esta forma entonces, para

cada t > 0, se verifica que A(t) sigue una Ley Gamma.
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Este caso es mencionado también por Mgller, Syversveen and Waagepetersen [10],
tal como senalan Walder & Bishop en el citado articulo, para el caso particular de
un proceso de media 0, obteniendo el Proceso de Cox con Intensidad Chi-Cuadrado
(Que es, como sabemos, un caso particular de Gamma).

Las propiedades de la funcién de enlace g(z) = %z2, segun senalan esta mismos
autores, son ampliamente estudiadas por S. Flaxman, Y.W. Teh & D. Sejdinovic [9].

Por otra parte, en 2009, Ryan P. Adams, lain Murray & David J. C. MacKay
[15] estudian también una funcién de enlace, dada por g(z) = X\* (1 4+e72) "

Es decir, en general estamos interesados en estudiar funciones del tipo:

g:R — R (1)
z = g(z)

Que nos permitan obtener un proceso de valores positivos a partir de un Proceso
Gaussiano.

En 1961, Leone, F.C., Nelson, L.S. & Nottingham, R.B. [6] presentan la Ley o
Distribucién Folded-Normal, la que simplemente se construye de la siguiente forma:

X ~N(u,0%) =Y = |X| ~ FN(y, 0%) (2)

Naturalmente, un caso particular de ésta lo constituye la Ley Half-Normal, cons-
truida como:

X ~N(0,0%) = Y = |X| ~ HN(c?) (3)

Es decir,
Y ~ FN(0,0%) < Y ~ HN(0?)

Las propiedades de esta ley de probabilidad, son ampliamente estudiadas en articulo
reciente de 2014, por Michail Tsagris, Christina Beneki & Hossein Hassani [2].

Por otra parte, en 2001, Psarakis, S. & Panaretos, J. [7] presentan una extensién
a la Folded Normal Bivariada y en 2013, Ashis Kumar Chakraborty & Moutushi
Chatterjee [5], presentan una extension a la Folded Normal Multivariada.

Basdndonos entonces en el resultado de la ecuacion (2.1) y en las caracteristicas
de la funcién de enlace definida en la ecuacién (1) , es que nosotros proponemos el
Proceso de Cox con Proceso de Intensidad Folded Normal, construido de la siguiente
forma:

» Se considera {Z(t) : t > 0} un Proceso Gaussiano estacionario.

= Se define, para cada t > 0, A(t) = |Z(t)|, es decir, trabajaremos con la funcién
de enlace g(z) = |z| que claramente verifica lo requerido en la ecuacién (1),
y de esta forma entonces, para cada t > 0, se verifica que A(t) sigue una Ley
Folded Normal.

De esta forma, obtendremos un proceso puntual {N(¢) : t > 0}, que serd un
Proceso de Cox con Intensidad Folded Normal.



Capitulo 1

Proceso de Cox

1.1. Proceso de Poisson Homogéneo

El Proceso de Poisson homogéneo, o simplemente Proceso de Poisson, ha sido
ampliamente estudiado en la literatura, por ejemplo por los autores: Sheldon M. Ross
[21], Barry James [19], Cox & Miller [25], Emanuel Parzen [26], Yuri A. Rozanov
[29], entre otros. Este proceso puede ser definido de diversas formas; una posible
manera es la siguiente:

Definicién 1.1.1 Sea {N(t) : t > 0} un proceso estocdstico en tiempo continuo
y con espacio de estados E = Ny. Diremos que éste es un Proceso de Poisson, si
verifica las siguientes propiedades:

PPH 1 N(0) =0

PPH 2 Si]a,b|N]c,d] = 0 entonces N(b) — N(a) L N(d)— N(c), i.e, el proceso
posee incrementos independientes.

PPH 3 N(t+ h) — N(t) £ N(s+ h) — N(s), i.e, el proceso posee incrementos
estactonarios.

PPH 4 N(t) — N(s) ~ Po(A- [t —s]), para todo 0 < s < t.

PPH 5 P(N(t+ At) — N(t) > 2) = 0 cuando At ~ 0. Intuitivamente, esta pro-
piedad se interpreta como que los eventos en un Proceso de Poisson no
pueden ocurrir simultaneamente, es decir, en intervalos muy pequenos
de tiempo, puede ocurrir a lo mads un evento.

Ahora bien, de 1 y 4, es inmediato que:

(At)k . e*)\t
k!
Es decir, para cada t > 0, se verifica que X ~ Po(\t).

P(N(t) = k) = T () (L1)

Proposicién 1.1.1 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson Homogéneo, entonces
se verifica que, para 0 < s < t:

N(s)|N(t) = n ~ Bin (n ;)
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En efecto:

=i - 2=
_ P(N(s) = k,N(t) = N(s) =n— k)
P(N(t) =n)

Y usando que el proceso posee incrementos independientes y estacionarios, obtene-
mos que

P(N(s) = kIN(t) =n) =

P(N(t) =n)
_ P(N(s)=k)-P(N(t—s5)=n—k)
N P(N(t) =n)
o (As)reem (At — s e~ Alt—s] n!
B ! (n—k)! S e N

Desde donde se concluye entonces que:

n S\ k s\ n—k
PV = kv =m = (1) (3) (1-5) " Torm®)
. s
Con lo cual, queda demostrado que N(s)|N(t) =n ~ Bin (n, Z)

La proposicién anterior, puede ser generalizada de forma inmediata, como mos-
tramos a continuacion.

Proposicién 1.1.2 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson Homogéneo, entonces
para 0 < t; <ty <...<t, <t, sewverifica que:

(N(t1), N(t2) = N(t1), ..., N(tm) = N(tm_1)) |N(t) = n ~ Mult <n, %17 =t tm— tm_1>

En efecto:

. ]P)(N(tl):]{fl,N(tQ)—N(tl):]{?Q,,Ntm)—N(tm_l :km,N(t):n)
B P(N(t) = n)

P <N(t1) =k, N(t2) = N(t2) = k..., N(tm) = N(tmo1) = ki, N(t) = N(tm) =n = >k
- P (N(t) = n) -

Y usando nuevamente los incrementos independientes y estacionarios del proceso,
tendremos que:



ﬁP(N(tJ) —N(tj-1) =k;)-P (N(t) — N(tm) =n-— i’%)
- = P(N(t) = n) -
[PVt —tjm) = k) - P (N(t —tm)=n— Y k;j>
- = P (N(t) = n) -

m

= 11 - (8 =t )]fe M0 X ()] B e ) n!

k! . m M\t )re—At
= j (n—ij)! e

1

J
B n! t\ "™ ton — tm \ ¥t —t,, \" ik
N t t t

il k! <n—2kj)!
j=1

De esta forma entonces,

Te(ki, .. k)

Donde C' = {(kl,...,km)ENgn:ng‘j§n,j:1,...,m/\2kj§n} Con lo
j=1

cual queda demostrado que:

(N(t1),N(ta) = N(t1), ..., N(tm) — N(tm-1)) |N(t) = n ~ Mult <n T

Proposicién 1.1.3 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson Homogéneo, enton-
ces:

1. my(t) =E[N@t)] =Xt
2. o) =V[N@)] =\t
3. kn(t,s) = C[N(t),N(s)] = X min{t, s}

En efecto Los resultados de la funcion de valor medio y de varianza, son inmediatos
del hecho que N(t) ~ Po(\t)!, en tanto, para la covarianza se puede dar la siguiente

'Es un hecho conocido que si X ~ Po(a) entonces E[X] = V[X] = a, ver por ejemplo [26], [21],
[19], [18], [29].

b1 to— 1 b — tin—1

t

)



demostracion: Supongamos en primer lugar que ¢t > s, entonces:

kn(t,s) = C[N(t), N(s)]
= C[N(t) = N(s) + N(s), N(s)]
= CI[N(t) = N(s),N(s)] + C[N(s), N(s)]
AS

Ya que, por incrementos independientes C[N(t) — N(s), N(s)] = 0 y por otra parte,
C[N(s),N(s)] = V[N(s)] = As.

De esta forma, si suponemos ahora que t < s, serd inmediato que ky(t,s) = At,
y por ende, concluimos que:

kn(t,s) = C[N(t), N(s)] = A - min{t, s}
Como queriamos demostrar.

Proposicién 1.1.4 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson Homogéneo, y sea
Sk = Tiempo transcurrido hasta el k—ésimo evento, entonces:

Sy ~ Gam(k,\)
En efecto:

P(Sk>s) = P(N(s) <k-—1)

j=0
B kzi (As)ie=As
=
Desde donde se concluye entonces que:
k—1 ;
As)? As
Fo(s) =13 e
, 4!
7=0
Y por ende,
k—1
d (As)le?s
fSk (S) = - R
= ds 7!
o 2 A (As)yle™s — A(As)ie s
j=0 J!
_ 2 A(As)es B kz_i Nj(As)i—le=2s
Jj=0 7! J=0 Jt
k-1 jo—As . j—1,—\s
C e My Z {)\()\s) e Aj(As) e
: J! J!
7j=1



Es decir,

k-1 j—)s j—1,—\s
fs.(8) = de ™™+ )\Z [(As)j'e — ()\;j)— 16)'
= ! !

Y en virtud de la propiedad del reloj

A\ k—1_—X\s
fs.(s) = Aef’\s—l—)\( s)" e —de

(k- 1)

Con lo cual
)\k
fSk(S) = W

Y por ende, hemos demostrado que Sy ~ Gam(k, \).

s"le M g1 (s)

Proposicién 1.1.5 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson Homogéneo, y sea
T, = Tiempo transcurrido entre el evento k y el evento k — 1, entonces:

T\, Ty, ... %5 Exp(\)

En efecto Una discusion sobre este resultado puede ser consultado por ejemplo
en [26], [29], [21], [22] y [30]. Para efectos de ilustrar el razonamiento que sigue la
demostracion, probaremos los casos de T y T.

» P(T7 >t) =P(N(t) =0)
De esta forma entonces,

()\t)oef/\t

—At

Con lo cual,
fri(t) = Xe ™M Ip+ (1)

Y es inmediato entonces que:

Ty ~ Exp(})

= En base al Teorema de Probabilidad Total, los incrementos estacionarios e
independientes del Proceso de Poisson, y al resultado obtenido en el item



anterior, tenemos que:

P(Tg > t) = P(TQ > t|T1 = S)dFT1 (S)

~

(N(t +s) = N(s) = 0[N (s) = 1)dFp (s)

~

(N(t+s) — N(s) =0)dFr,(s)
P(N(t) = 0)dFr,(s)

— P(N(t) =0) / " P (s)

Desde donde se concluye que Ty ~ Exp(A) y ademés que 77 L T5, y por lo
tanto ‘
Tl; T2 ﬁf EXp()\)

Observacion 1.1.1 Utilizando la proposicion 1.1.5:

s Se puede dar una demostracion alternativa de la proposicion , por cuanto cla-

ramente i
=37
j=1

Y entonces la ley de Sy, corresponderd a la ley de la suma de k variables alea-
torias independientes y con una ley comin Exp(\), lo que sabemos corresponde

a una Gam(k, ).

» Se puede determinar la ley de probabilidad de la variable aleatoria Wiy, =
Tiempo transcurrido entre el k—ésimo y el m—ésimo evento del proceso, por
cuanto, claramente:

j=k+1
Y por ende, la ley de Wy, corresponderd a la ley de la suma de m — k va-
riables aleatorias independientes y con una ley comin Exp(\), lo que sabemos
corresponde a una Gam(m — k, \).

n Se puede establecer un algoritmo de simulacion de un Proceso de Poisson.
Basicamente la idea consiste en escoger un tiempo T fijo, y luego simular
tiempos exponenciales de forma independiente de forma que su suma no exceda
t. Dichos tiempos corresponderdan a los tiempos de ocurrencia de cada uno de
los k eventos simulados, donde k serd la cantidad de tiempos simulados hasta
Justo antes que su suma exceda T. En [22] se puede encontrar este algoritmo
con todo detalle.



Proposicién 1.1.6 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson Homogéneo, y sea
T\ como fue definido en la proposicion 1.1.5, entonces:

TyN(s) = 1 ~ U(0, 5)

En efecto: Si consideremos 0 < t < s y usamos los incrementos estacionarios e
independientes del Proceso de Poisson, tenemos que:

BT > V() = 1) = S =
~ P(N(t)=0,N(s) =1)
- P(N(s) =1)
_ B(N() = 0,N(s) - N(t) = )
B P(N(s) = 1)
_ P(N(t)=0)-P(N(s—1t)=1)
B B(N(s) = 1)
e M N(s—t) e A7)
As - e
Y concluimos por lo tanto que
Mﬂ>qmg:mzsgﬁz_£

Lo que implica que

Mﬂgwmg:nzé
Y como ademads, claramente
» P(T) <tN(s)=1)=0sit <0
» P(T) <{|N(s)=1)=1sit>s
Obtenemos que: )
0 sit<0

t .
Frne=1(t) = S o 0<t<s

\1 sit>s

Y podemos concluir que T7|N(s) =1 ~ U(0, s).

Observacion 1.1.2 La proposicion 1.2.7 puede ser generalizada, en el sentido que
st consideramos T, ..., T, como tiempos no ordenados, entonces:

T, ..., THIN(@t) =k % U0,t)

Y por ende

1
I mNe =kt - ) = . Togn(ty, .. tn)

10



Ahora bien, si consideramos los tiempos ordenados, entonces se verifica que:

k!
le,...,Tk|N(t):k<t17 SR 7tn> = t_k : IC(tla s 7tn)

Donde C' = {(ty,...,ty) € RF : 0 < t; < ... < t, <t} Una discusion detallada de
este resultado, con la respectiva demostracion, puede ser consultada por ejemplo en

/26].

Observacion 1.1.3 El resultado discutido en la observacion 1.1.2, nos da un méto-
do alternativo al mencionado en la observacion 1.1.1, para simular un Proceso de
Poisson homogéneo. Bdsicamente, éste consiste en generar un valor de una variable
aleatoria Po(\t), y en funcion del valor obtenido, digamos k, generar k variables
aleatorias uniformes e independientes con ley comin U(0,t). Una discusion de este
algoritmo puede ser encontrado por ejemplo en [22].

1.2. Proceso de Poisson No Homogéneo

El Proceso de Poisson no homogéneo, es una extension natural del Proceso de
Poisson, él cual también ha sido ampliamente estudiado en la literatura, por ejemplo
por los autores: Sheldon M. Ross [21], Cox & Miller [25], Emanuel Parzen [26], Yuri
A. Rozanov [29], entre otros. Este proceso mantiene précticamente inalterable las
propiedades del Proceso de Poisson homogéneo, salvo que ahora la identidad del
proceso es una funcién del tiempo, y por ende, ya no posee incrementos estacionarios;
una posible manera de definirlo es la siguiente:

Definicién 1.2.1 Sea {N(t) : t > 0} un proceso estocdstico en tiempo continuo
y con espacio de estados E = Ny. Diremos que éste es un Proceso de Poisson no
homogéneo, si verifica las siquientes propiedades:

PPNH 1 N(0) =0
PPNH 2 Si]a,bN]c,d] = 0 entonces N(b)—N(a) L N(d)—N(c), i.e, el proceso

posee incrementos independientes.

PPNH 3 N(t) — N(s) ~ Po(m(t) —m(s)), para todo 0 < s < t. Donde

Y A(t) es la intensidad del proceso en cada instante t.

PPNH 4 P(N(t+ At) — N(t) > 2) = 0 cuando At = 0. Intuitivamente, esta
propiedad se interpreta como que los eventos en un Proceso de Pois-
son no pueden ocurrir simultaneamente, es decir, en intervalos muy
pequenos de tiempo, puede ocurrir a lo mds un evento.

Ahora bien, de 1, 2 y 3, es inmediato que:

B(N(t) = k) = Iy (k) (1.2)



Es decir, para cada t > 0, se verifica que X ~ Po (m(t)).

Proposicién 1.2.1 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson no homogéneo, en-
tonces se verifica que, para 0 < s < t:

N(s)IN(t) = n ~ Bin <n %)

En efecto:

BN(s) = k() =) — T Z RO
_ P(N(s) =k, N(1) = N(s) =n— k)
P(N(t) =n)

Y usando que el proceso posee incrementos independientes, obtenemos que:
P(N(s)=k) -P(N(t)— N(s) =n—k)
P(N(t) =n)
[m(s)]F - e=™)  [m(t) — m(s)]"F - e mH-m(s)] )
s! (n—k)! [m(t)]" - e=m(®)

(0 () ()

Desde donde se concluye entonces que:

B = N0 =) = (1) () (1)

Con lo cual, queda demostrado que N(s)|N(t) =n ~ Bin ( n, %)
m

La proposicién anterior, puede ser generalizada de forma inmediata, como mos-
tramos a continuacién.

P(N(s) = k|N(t) =n) =

Proposicién 1.2.2 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson no homogéneo, en-
tonces para 0 < t; <ty <...<t, <t, se verifica que:

(N(t2), N(t2) = N(t1), . N(t,) = N(t,—1)) IN(£) = n ~ Mult <n ”7;((%), m(“;;(t’)”“l) L m(tp)T; (:;(tp‘l)

En efecto:

o ]P(N(tl) k17N<t2) —N(t1> = ]{32,.. ,N(tp) — (tp—l = kp,N(t) :n)
N P(N(t) = n)

P <N(t1) = ki, N(t2) = N(t2) = kayo ., N(t,) = N(tyor) = kp N(t) = N(t,)) =n— Y @)
- P(N(t) = n) -
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Y usando nuevamente los incrementos independientes del proceso, tendremos
que:

ﬁP(N(tJ> — N(tj-1) =k;)-P <N(t) — N(t,) =n— il@)
- P(N() = n) -
_ ﬁ [m(t;) — m(t;_1) ke =m0l [m(t) — mf(t,)|" 2= e Im@-ml)] !

" v | (n -y k;j> | [l
m(t1)>'“ N (m(tp) tm(jtp11)>’“‘7 . (M>n—2§_l B

De esta forma entonces,
P (N(t1) = ki, N(t2) — N(t1) = ko, ..., N(t,) — N(t,_1) = ky|N(t) = n)
_ n! (m(t) h m(t,) — m(ty_1)\ " . (1 B Z m(t;) — m(tj1)>nz
Bl k) (n B i l@-)! ( m(t) ) ( m(t) > s m(t)

do(ki,. .o k)

p

Donde C' = {(kl,...,kp) eNp:0 <k gn,jzl,...,p/\ij gn} Con lo cual
j=1

queda demostrado que:

(N(t1), N(t2) = N(t1), .., N(tp) = N(tp-1)) IN(t) = n ~ Mult (n %1)), m<t2jn‘(t;”<t1> L m“p)n—l(g(tp—l))

Proposicién 1.2.3 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson no homogéneo, en-
tonces:

1. my(t) = E[N(t)] = m(t)
2. vy(t) = V[N(t)] = m(t)
3. kn(t,s) = C[N(t), N(s)] = min{m(t),m(s)}

En efecto Los resultados de la funcion de valor medio y de varianza, son inmediatos
del hecho que N(t) ~ Po(At), en tanto, para la covarianza se puede dar la siguiente
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demostracion: Supongamos en primer lugar que t > s, entonces:

kn(t,s) = CIN(t),N(s)]
= CIN(t) = N(s) + N(s), N(s)]
= C[N(t) = N(s), N(s)] + C[N(s), N(s)]

s)
Ya que, por incrementos independientes C[N(t) — N(s), N(s)] = 0 y por otra parte,
C[N(s), N(s)] = VIN(s)] = m(s).

De esta forma, si suponemos ahora que t < s, sera inmediato que ky (¢, s) = m(t),
y por ende, concluimos que:

3

kx(t,s) = CIN(t), N(s)] = min{m(t), m(s)}
Como queriamos demostrar.

Proposicién 1.2.4 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson no homogéneo, y sea
Sk = Tiempo transcurrido hasta el k—ésimo evento, entonces:

A(s)[m(s)]* e~

Jsils) = (& — 1)

[R+(8)

En efecto:

j=0
B Z [m(s)}em)
_ .

j=0 J:

Desde donde se concluye entonces que:

FSk(S) =1- pa !
Y por ende,
< d [m(s)ie™®
fals) = -3 el

()l e = As) fm(s) e

=0 7!

! A(s)[m(s))Pe ™) N (s)ilm(s)—Le—m(s)
- Syt $txont)
L IAs)[m(s)emm) s)j[m(s)P—te—m(s)

- g 52 NI ot



Es decir,

o) = A0 a3 [E_ bl

<.

Y en virtud de la propiedad del reloj

m(s)] e

fals) = Ms)e™™ 4 Ms) ==y = As)e ™"
_ [m(s)]Ftem)
= AT
Con lo cual Ao (o) o
fouls) = S C (s)

(k—1)!

Como queriamos demostrar.

Proposicién 1.2.5 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson no homogéneo, y
sean:

n Ty = Tiempo transcurrido hasta el primer evento.

n Ty = Tiempo transcurrido entre el primer y el sequndo evento.
Entonces:

1. fr,(t) = AMt)e™™ D Ig (1)

2. fT2|T1:s(t) = )\<t + 5)6_[m(t+5)_m(8)][R+ (t)
+oo
%m0 = [ A+ s
0

En efecto

1. B(T, > t) = P(N(t) = 0)

De esta forma entonces,
1—Fr(t) =

Con lo cual,
fru(t) = At)e™ O I+ (1)

2. Notemos que

P(Ty > t|Th =s) =P(N(t+s) — N(s) =0|N(s) =1)
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Y entonces, en virtud de los incrementos independientes,
P(Ty > t|T) = s) =P(N(t+s) — N(s) =0)
Desde donde concluimos que:

[m(t + S) _ m(s)]oef[m(t+s)fm(s)}

_ ] _ o lm(rs)—m(s)]
0!

FT2|T1:S(t> =1-

Con lo cual, efectivamente:

Inm=st) = )\(t+s)e’[m(t“)’m(s)][w(t)

. En base al Teorema de Probabilidad Total y al resultado obtenido en los itemes
anteriores, tenemos que:

“+o00
BTy > 1) = / P(Ty > #|T) = s)dFr, (s)

0
+oo

— / 6_[m(t+s)_m(s)]dFTl (8)
0
“+o00

_ / et —m(s)] ()¢9 g
0

+oo
= / A(s)e ™9 s
0

Luego, bajo las condiciones de regularidad necesarias, i.e, la intercambiabilidad
entre derivada e integral, obtenemos que:

d [t

~ai ), A(s)e ™) s

fT2 (t>

+oo d
= —/0 ﬁ)\(s)e_m(t“)ds

“+oo
= / A(S)A(t + s)e ™) ds
0

Como queriamos demostrar.

Observacién 1.2.1 Notemos que a diferencia del caso homogéneo, el resultado ob-
tenido en la proposicion 1.2.5 nos muestra que:

L
« T AT

« T LT

Desde ahi entonces, se concluye en forma inmediata que si T, = Tiempo transcu-
rrido entre el evento k y el evento k — 1, entonces la familia de variables aleatorias
{11, T3, Ts,...} ya no constituye una familia de variables aleatorias independientes
y con una ley de probabilidad comin.
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Proposicién 1.2.6 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson no homogéneo, y sea
Ty, = Tiempo transcurrido entre el evento k y el evento k — 1, entonces:

[ MM+ ) m(s)] e
ka(t)_/O (k‘—2)' ds

En efecto:

En virtud del Teorema de Probabilidad Total, los incrementos independientes del
Proceso de Poisson no homogéneo, y usando el resultado obtenido en la proposicién
1.2.4 tenemos que:

+o0o
P(Tk > t) = /0 ]P)(Tk > t|Sk_1 = S)dFSk_I(S)
_ /0 TEBN(E 4 ) — N(s) = 0[N(s) = k — 1)dFs, . (s)

= /0 m P(N(t+s) — N(s) = 0)dFs,_,(s)

- / " s ABME e
0 (k—2)!
/+oo )\(8) [m(s)]k—2e—m(t+s)
ds
Luego, bajo las condiciones de regularidad necesarias, i.e, la intercambiabilidad entre
derivada e integral, obtenemos que:

+00 3 (5)Im(s)]EF—2e—m(t+s)
fo(t) = 4 0 As)| ()] is

— _/+Ooi/\<3)[m(8)]’“ 2-m(t+s) .
0 dt (k )
_ /+°° ASACE + s)lm(s))2ems)
0 (k—2)!

Como queriamos demostrar.

Proposicién 1.2.7 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Poisson no homogéneo, y sea
Ty como fue definido en la proposicion 1.2.5, entonces:

A
J1iN(s)=1 = % Lo 4 (1)

En efecto: Si consideremos 0 < t < s y usamos los incrementos independientes
del Proceso de Poisson no homogéneo, tenemos que:
P(T) > t,N(s) =1)

P(Ty > t|N(s) = 1) P(N(s) = 1)




Y concluimos por lo tanto que

—m(t t
B(T} > HN(s) = 1) = 7E )y m()
m(s) m(s)
Lo que implica que
m(t)
P(Ty <t|N(s)=1) =
( 1= | (8) ) m(s)
Y como ademéds, claramente
» P(T) <tN(s)=1)=0sit <0
» P(T; <t|[N(s)=1)=1sit>s
Obtenemos que:
(0 sit<0
m(t )
FT1|N(3):1(t) = m((s)) si0<t<s
gl sit>s
Y pod lui = &I
podemos concluir que fr|n(s)=1 = 10,8 (1)
m(s)

Proposicién 1.2.8 Sea {X(t) : t > 0} un Proceso de Poisson homogéneo de inten-
sidad X\, y supongamos que, independiente de los eventos anteriores, un evento que
ocurre en el instante t se cuenta con probabilidad p(t). Entonces, si {N(t):t > 0}
es el proceso de los eventos contados, €l es un Proceso de Poisson no homogéneo con
intensidad A\(t) = X - p(t).

La discusién de la demostracién puede ser encontrada en [22].

Observacion 1.2.2 El resultado presentado en la proposicion 1.2.8, nos da un
método para simular un Proceso de Poisson no homogéneo. Una discusion de es-
te algoritmo puede ser encontrado por ejemplo en [22]. Bdsicamente, consiste en
generar valores de tiempo de un Proceso de Poisson homogéneo {X (t) : t > 0} con
intensidad N\, y mediante un mecanismo de aceptacion rechazo, en funcion de la pro-

t
babilidad p(t) = Q, generar los valores de un Proceso de Poisson no homogéneo

{N(t) : t > 0} con intensidad \(t).

1.3. Proceso de Cox

Una siguiente etapa natural de generalizaciéon del Proceso de Poisson, es asumir
que ahora éste ya no solo es un proceso no homogéneo en el tiempo, sino que ademés
es un proceso cuya intensidad no sélo es funcién del tiempo, sino también funcién
del azar, es decir, que su funcién de intensidad es en si misma una funcién aleatoria,
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es decir, una funcién del tipo A = A(t,w), o equivalentemente, que la intensidad en
si misma es un proceso estocastico del tipo {A(t) : ¢ > 0}.

Es en 1955 que Cox [1] presenta el caso de este proceso puntual, como una
extension del Proceso de Poisson, cuya principal caracteristica, como ya dijimos, es
que es un proceso puntual donde la intensidad en si misma es un proceso estocastico,
tal que condicional a cada realizacion, o trayectoria de éste, el proceso puntual es
un Proceso de Poisson no homogéneo con intensidad dada justamente por ésta.
Podemos dar entonces la siguiente definicién dada por Diggle, Moraga, Rowlingson
& Taylor [3].

Definicién 1.3.1 El Proceso puntual {N(t) : t > 0} es un Proceso de Cozx, con
Proceso de Intensidad {A(t) : t > 0}, si:

» {A(t) : t > 0} es un proceso estocdstico de valores no negativos.

» Condicional a la realizacion de una trayectoria A(t) = A(t), el proceso
{N(t) : t > 0} es un Proceso de Poisson no homogéneo, con intensidad \(t)

Observacion 1.3.1 El Proceso de Cox presentado en la definicion 1.3.1, recibe tam-
bién el nombre de Proceso de Poisson doblemente estocdstico o Proceso de Poisson
condicionado.

Observacion 1.3.2 Euziste una definicion alternativa para el Proceso de Cox a la
presentada en la definicion 1.3.1, que es dada por Serfozo [32] y puede ser encontrada
una discusion sobre ella en [23]. Bdsicamente, define el Proceso de Cox como un
proceso de Poisson donde su funcion de valor medio es un proceso estocdstico en si
mismo, es decir, donde {N(t) :t > 0} es un Proceso de Poisson no homogéneo, con
Proceso de valor medio {M(t) : t > 0}.

En general, no es simple obtener la densidad fy) (k) = P(N(t) = k), no obstante,
se puede dar al menos una solucién formal a este problema. En virtud del Teorema
de Probabilidad Total:

P(N(t) = k) = /A BN () = KIA(t) = A(t))dEA(A(1)) (1.3)

Con A = {A(t) : t > 0} y donde la integral debe ser evaluada sobre todas las posibles

trayectorias del proceso intensidad {A(t) : ¢ > 0} y con respecto a su ley infinito

dimensional, segtin sefialan, por ejemplo, Diggle, Moraga, Rowlingson & Taylor [3].
Ahora bien, podemos notar que la ecuacién (1.3), puede ser reescrita como:

P(N(t) =Fk) =E[P(N(t) = k[A(t))] (1.4)
Y entonces, haciendo: t
M(t) = /0 A(s)ds (1.5)

Y usando el hecho que, condicional a cualquier trayectoria del proceso intensidad
{A(t) : t > 0} el proceso {N(t) : t > 0} es un Proceso de Poisson no homogéneo,
tenemos que:

(1.6)

ko—M(t)
P vy -y - [
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Observacion 1.3.3 En general, la obtencion de la densidad de N = {N(t) : t > 0}
es un problema muy dificil, sino prdcticamente imposible, de abordar analiticamente,
salvo en casos muy particulares. Un par de ejemplos interesantes de esta situacion
pueden ser encontrados en la tesis doctoral de Paula Rodriguez Bouzas [23].

Ejemplo 1.3.1 Otro ejemplo interesante, se obtiene cuando el proceso intensidad
es tal que A(t,w) = A(w), i.e, es una variable aleatoria constante en el tiempo, es
decir, la intensidad a lo largo del tiempo es la misma variable aleatoria. Notemos que
este caso no es de todas formas un Proceso de Poisson homogéneo. Consideremos el
caso particular en que A ~ Gam(k, p). En tal caso

P(N(t) =j) = /R P(N(t) = jIA = N)dFy(\)

- /;Oo P(N(t) = jIA = ) fa(N)dA

= A () —— A le TR A L (A)d
| i) e e )

j k +o00

v N .M / NFR=Le= (A T (V) d
0

= ﬁINo(j) ’ F(k‘)

FEvidentemente, el integrando en la ultima ecuacion, corresponde al nicleo de una
densidad gama, con parametros 7+ k y u+t, por lo que

P(N(t) =j) = Y () - e / ST +(A)dA
JT(R) o -
ot T+ k)
= j!IN()(]) F(/{) (M+t)j+k
_ LU+4k) tI ik )
JD(R) (u+ )+
L'(j+k) ¢ p*

- j!F<k) (,U—i—t)j (u+t)kINo(j)

Desde donde se concluye entonces que
. F(j+k‘)< % )k< B )j .
P(N(t)=j) = 1— T

N(t)NBN(k, “) (1.7)

Y por ende

p+t

Observaciéon 1.3.4 El proceso presentado en el ejemplo 1.53.1 cuyas leyes finito di-
mensionales estdn dadas por la ecuacion (1.7) recibe el nombre de Proceso Binomial
Negativo, y justamente una forma de construirlo es la ilustrada de este ejemplo.
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Proposicién 1.3.1 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Cox con Proceso Intensidad
{A(t) : t > 0} y con Proceso de Valor Medio {M(t) : t > 0}, definido en la ecuacion
(1.5), entonces se verifica que:

1. E[N(1)] = E[M(?)]

2. VIN(¢)] = V[M(¢)] + E[M(t)]

3. C[N(t),N(s)] = C[M(t), M(s)] + E[M(min{t, s})]
En efecto:

1. Notemos que:
E[N(t)] = E(E[N(2)[A(1)])

Y como, condicional a cualquier trayectoria del proceso, se verifica que:

N(&)[A(t) = A(t) ~ Po(m(t))
Con m(t) = /Ot A(s)ds, tenemos que entonces:

E[N@)IA)] = M(2)

Con M (t) definido en la ecuacién (1.5). Y por ende,

2. Notemos que:
VIN(@®)] = E(VIN@[A@)]) + V (E[N(#)[A)])
Y como, condicional a cualquier trayectoria del proceso, se verifica que:
N(B)[A(E) = At) ~ Po(m(t))

t
Con m(t) = / A(s)ds, tenemos que entonces:
0

EIN@IA@G)] = VIN@IAL)] = M(2)
Con M (t) definido en la ecuacién (1.5). Y por ende,

VIN(#)] = E[M(1)] + VIM(?)]

3. Notemos que:



Por otra parte
E[N(t) - N(s)] = E(E[N(t) - N(s)[A(t)])
Sin perdida de generalidad, supongamos que t < s, entonces, tenemos que:

E(E[N() - N(s)IA@)]) = E(E[N(E)- (N () + [N(s) = N@ODIA®)])
= E(E[N*(0)]A®)] +E[N(1) - [N(s) — N(®)|A®)])

Y usando el hecho que condicional a cualquier trayectoria del proceso, se ve-

rifica que:
N(t)|A(t) = A(t) ~ Po(m(1))

En virtud de los incrementos independientes del Proceso de Poisson no ho-
mogéneo, tenemos que:

E (E[N() - N(s)IA(1)]) = E (E[N*(£)|A(1)] + E[N(#)|A()] - E[N(s) — N()|A®)])

Con lo cual obtenemos que:

E (E[N(t) - N(s)[A(1)])

E (M(t) + M*(t) + M(t) - [M(s) — M(1)])
E (M(t) + M?(t) + M(t)M(s) — M>(t))
= E[M@)]+E[M(@)M(s)]

Y de esta forma entonces, tenemos que para t < s:

C[N(t),N(s)] = E[MQ@)]+E[M(E)- M(s)] — E[M(t)] - E[M(s)]

= E[M@)]+ C[M(t), M(s)]
Resultando inmediato que, para t > s:
C[N(t), N(s)] = E[M(s)] + C[M(2), M(s)]
Desde donde concluimos entonces que:
C[N(t),N(s)] = C[M(t), M(s)] + E[M (min{t, s})]

Como queriamos demostrar.

Observacién 1.3.5 1. Una demostracion alternativa para la media y la varian-
za, basada en funciones caracteristicas, puede encontrarse en P. Rodriguez

B.[23].

2. Un resultado un poco mds general, vdlido en conjuntos medibles, incluso en RP,
serd presentado en la seccion 3.3.2. Dicho resultado se encuentra discutido en
el trabajo de Jesper Mpller & Rasmus. P. Waagepetersen [28].

Proposicién 1.3.2 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Cox con Proceso Intensidad
{A(t) : t > 0} y con Proceso de Valor Medio {M(t) : t > 0}, definido en la ecuacion
(1.5), y definamos Ty = Tiempo transcurrido hasta el primer evento. Entonces se
verifica que:

P(Ty > 1) = @) (4)
Donde @) denota la funcion caracteristica de M(t) en cada instante t, i.e,

PM(t) (u) =E [€Z.U.M(t)]
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En efecto
En virtud de la ecuacién (1.6), tenemos que:

P(i>t) = PN ()= )

= E[eM0)]
_ E_€i2~M(t)]

= oumw(i)

Proposicién 1.3.3 Sea {N(t) : t > 0} un Proceso de Cox con Proceso Intensidad
{A(t) : t > 0} y con Proceso de Valor Medio {M(t) : t > 0}, definido en la ecuacion
(1.5), y definamos Sy, = Tiempo transcurrido hasta el k—ésimo evento. Entonces se
verifica que:

k—
1
Sk>s :Z_' ]lnM(t)]()
0

En efecto
En virtud de la ecuacién (1.6), tenemos que:

P(S,>s) = P(N({t)<k—1)

-y LB (e rw-imamo)
1 ATV i
= Y -~ E (ez M) JlnM(t)]>

1 .
= Z M@~ b(r) (2)
=0 7"

Observacion 1.3.6 Otra forma de presentar los resultados de las proposiciones
1.3.2 y 1.3.3 es simplemente como:

« P(Ty > t) = E [eM0]

k—1 :
o~ M@®)
Jj=1
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Respectivamente.

Ejemplo 1.3.2 Nuevamente, tal como con la densidad de N(t), el determinar la
densidad de Ty y S puede tornarse bastante complejo, sin embargo, un ejemplo
sencillo que permite obtener resultados cerrados analiticamente, es la continuacion
del ejemplo 1.3.1.

» Para el caso de T} :

P(T,>1) = P(N(t)=0)
PO+k) ( p \* %
- e () (- ak) o

Es decir, parat >0

P(T, > t) = (#)k

Desde donde es inmediato que

0 t<0
Fr (t) = k
n(l) 1—(L> t>0.
p+t

okt
Jr(t) = WIR+ (t)

Y por ende,

Sea W = pu+ Ty Entonces es evidente que,

fw(w) = fr (w—p)
k k
#I[uﬂrw[(ﬂ

Desde donde se concluye que W = p+ Ty ~ Par(k, p).

» Para el caso de S;:

P(S; >s) = P(N(s)<j—1)

Por lo que, para s > 0
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- o) et e
=0
7j—1
Uz +Fk) 4 1 —(k+z) —(k+z+1)
= — o |es® 4 s) ") — (k4 x)(p+ s) "
— =['(k) [ ]
J—1
F Xz _|_ k x — T xTr— — T
= 3 T [t )t ) ) ) )

Ahora bien, dejando fuera el primer término y usando la propiedad telescopica,
obtenemos que:

_ kMk(M+S)_(k+1)

j—1
r k
+ Z (33 + ),Uk [Sx(k’ +5U)(M+ S)—(k+x+1) . msx_l(u + S)—(k—i—x)]

— z!['(k)
_ ket
R s
j—1 /vbk g% " ) o1 i
2 12 1 —(k+a+1) _ r —(kta
+ 2 0 L! (k4+x+1)(1+s) T (x+Ek)(u+s) }
ku*|S u* st , L L
- (u+s|)’“’+1 o [tk D+ s = et )T+ D)
o k”k Mk gi—1 ' (k) /J“k F(kf + 1)
e - T(k) (- 1)!F(k+‘7)(u+8> T T(k) (u+ s8R
- pto st Pk + ) (4 5)- )
0w G-
Por lo tanto,
k j—1
f s , o
Iol0) = g G+ Dt ) e 9
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Capitulo 2

Ley o Distribucion Folded Normal

2.1. Construccion del Modelo

En 1961, Leone, F.C., Nelson, L.S. & Nottingham, R.B. [6] presentan la Ley o
Distribucién Folded-Normal, la que simplemente se construye de la siguiente forma:

X ~N(u,0%) =Y = |X| ~ FN(y, 0% (2.1)
A partir de ahi, resulta inmediato que la densidad de Y estd dada por:

) = fx)+ fx(—y)

1 _ (y—w)? 1 _ (—y—w)?
- % 27‘(0'26 27 Ig+ (y) + 27r026 o I ()
1 _(y—w? 1 _ (yw)?

= ¢ )T e e

vV 2mo?
1 _
T ong? le‘ 207 te 2 }Iﬂw(y)
V2ro

Es decir, Y ~ FN(u, 0?) si y sélo sf:

1 _w=w? _ wtw?
fY<y> = \/ﬁ |:6 207 Fe 27 :| ]R+(y) (22)

N.L. Johnson [34] propone una forma alternativa para esta densidad, la cual es:

fr(y) = ”%6_@52 cosh (%) I+ (y) (2.3)

Ya que evidentemente:

1 _ y=w? _ (ytw?
fY(y> = \/W |:€ 202 e 27 :| ]R+ (y>
= ! {e y27§§‘5+“2 e y2+§i“+“2 } Iz+(y)
2o
1 v u YU




A partir de la representacion de la ecuacién (2.3), Michail Tsagris, Christina
Beneki & Hossein Hassani [2] proponer usar la expansién en Serie de Taylor para
cosh ! y obtener asf una tercera representacién, Dada por:

= e Z o V) I () (2.4)

Observacion 2.1.1 Naturalmente, un caso particular de esta ley, lo constituye la
Ley Half-Normal, construida como:

X ~ N0,0%) =Y = |X| ~ HN(c?) (2.5)
Cuya densidad estd dada por
2 _ w2
fr(y) = —s ¢ 7 re(y) (2.6)

Es decir,
Y ~ FN(0,0%) < Y ~ HN(c?)

Proposicién 2.1.1 Sea Y ~ FN(u,c?), entonces:

0 y <0

o) )]

Donde, erf(x) \/_ /

En efecto:
Es claro que para y < 0, se verifica que Fy(y) = P(Y < y) = 0. Por otra parte, para
y > 0.

R = [ OO fy (w)dw

/y< 1 { _lwep)? N (w+g)21) p
— (& 20 e 20 w
0o \V2mo?
1 /y mp? /y _(wip)? )
= e dw + e 22 dw
vV 2mo? ( 0 0

+oo 9271

'En dicho articulo, [2], hay un error, por cuanto ellos utilizan la expansién E (=" )
n)!
n=0

en realidad corresponde a la expansién del coseno circular, y no del hipérbolico, ver por ejemplo
G. Bobadilla & R. Labarca [35]. Es decir, las representaciones correctas son:

la cual

"'i:’o 92n

= cosf =) (-1)"

oy (2n)!
f 0271

= coshf = —
= (2n)!

En el presente trabajo presentamos la representacién de la densidad en la ecuacién 2.3 corrigiendo
dicho error
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Ahora bien, en la primera integral podemos hacer el cambio de variable t =

y en la segunda t =

o2
— 0\/_</ Pt +
[
\/_

—_

Fy(y)

T

7

\/_

(%

(2

)

)5
.

V2

;w ;w -

_ V2

[rf( )

Como queriamos demostrar.

DN | —
D

2.2.

Proposiciéon 2.2.1 Sea X ~ FN(u,o?

0
dt+/ e dt + /f

— W

V2

a y obtendremos que:

2

K
o2
ytp 0

tht+/u
B) L

o

D)

~t dt)
0 2
4 / U dt
-7
—qt — / .
0

(%

(=
)]

> SR

a (&
V2 V2

Esperanza y Varianza

), entonces:

2 _ W
E[X] = \/;a-e 3T - [1—2@ (—;)] .
Donde ®(z) =P(Z < z) para Z ~ N(0,1).
En efecto:
+o00
E[X] = / rdFx(x)
0

Ahora bien, en la primera integral podemos hacer el cambio de variable ¢ =

T+

V2

[ —+00
/—H
o2

y en la segunda t =

(tov2 + p)e”

T — i

V2

y obtendremos que:

+
0\/_dt+/

V2

(tov/2 — )_tQJ\/ﬁdt]
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Notemos ahora lo siguiente:

= Para la primera integral, tenemos que:

+oo 9 +oo ) +oo 9
/ (tovV2 + p)e ™ ov2dt = 202/ te”" dt—i—;wﬁ/ e dt
o'_\;% _\77 0'_\7§

. ) L. v
Si en el primer término hacemos w = 2 y en el segundo ¢t = —, obtendremos

V2

que:

+o0 ) +oo +o0 2
/ (tovV2+ p)e " ov2dt = 02/ e dw + ,ua/ e 2 du

—u u2 —u
o

o2 202

= o227 + V2mpo [1 - (—Hﬂ
o

Por cuanto la integral del primer término corresponde a P (5 > %),

con & ~ Exp(1), en tanto que la integral del segundo término corresponde a

Ver P (Z > —4), con Z ~ N(0,1).

= Para la segunda integral, tenemos que:

+00 +o00 “+o0o
/ (tov2 — e Pov2dt = 202/ te™" dt — ,ua\/§/ e dt
v e

N

V2 V2

Si en el primer término hacemos w = t? y en el segundo ¢t = obtendremos

que:

W I

o2 202
2

= o2 27 — \/gua [1 - <H>}

g

v
\/5’
“+o0o ) +oo +oo 2
/ (tov/2 — p)e ™ ov2dt = 02/2 e dw—/w/ e~z dv

Por cuanto la integral del primer término corresponde a P (§ > %),
con £ ~ Exp(1), en tanto que la integral del segundo término corresponde a
V2r P (Z > —£), con Z ~N(0,1).

De esta forma entonces,

E[X] = \/2;7 : (0%—5 +Vamuo [1 -0 (<)) + 0?87 — \3mpo -0 (g)D

e (B -0 ()] e ()
1

2
= 202207 + V2muo — 2V 2rucd <—E>}
V2o [ H H o
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Con lo cual,

E[X] = \/% - [20%2‘222 +\V2rp0 (1 — 20 (-%))]

2 w2
N TR
T g

Como queriamos demostrar.

Proposicién 2.2.2 Sea X ~ FN(u,0?), entonces:
2
2 2 2 _ H
VIX] =p*+0°— ~—o-e 2"2+/L'[1—2@<——>]
s o

V[X] = E[X?] — E*[X]

En efecto:

Y claramente:

= De la proposicion 2.2.1:

» Sea W ~ N(u,o?)

e Entonces claramente E[W?] = u? + o2
e De la ecuacién (2.1) tenemos que entonces |W| ~ FN(u, 0?)

e Y como E[|[W[*] = E[W?] = p? + 02, sigue que la media cuadrética de
una Folded Normal es y? + o2

En base a lo anterior, tenemos entonces que efectivamente:

O

Como queriamos demostrar.

Observacién 2.2.1 Para X ~ FN(u,0?), es posible también determinar su moda
y su mediana, i.e, al menos formalmente existen, por cuanto su densidad admite
un valor my = argmax fx(x), y naturalmente entonces su moda es M,[X| = mq; y

por otra parte, su funcion de distribucion también admite un valor m : Fx(m) = 3

y naturalmente entonces su mediana es M[X] = m. Sin embargo, no es posible
determinar expresiones cerradas para las mismas:

» Para el caso de M,[X], Tsagris, Beneki & Hassani [2], demuestran que es
posible obtener la siguiente ecuacion para determinar la moda mediante el
Algoritmo de Punto Fijo:

o’ p—mg
mo—=— —— ln
2 p+mg
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» Para el caso de M[X], es posible explorar algin método numérico a partir de

la igualdad
o(22) ()] -

O equivalentemente:
m+ i
er +erfl —= | =1
(o) =)

e Una alternativa, es proceder por punto fijo, al igual que para la moda, y
entonces obtener la siguiente ecuacion:

() ee(2i2) - oo
(52 - voon(2)

m-r erf ! |:1—6’I“f(m\—;§ﬂ):| &
o

m = p+ov2-erf! {l—erf(TZ—y)}

Y entonces, a partir de la ecuacion:

= o cerf ! —er mA
N (e~

proceder por el método de punto fijo.

e Otra alternativa, es proceder por Newton-Raphson, usando el hecho que,
en virtud del Teorema Fundamental del Cdlculo [35], tenemos que:

2

%erf(:c) = %e

Y por ende, al resolver la ecuacion:

m— [ m—+u
erfl ——= | +er =1
f( o2 ) f( o2 )
Podemos definir:

-5 (5 -

Y entonces, la mediana estard dada por el valor al que converja la suce-
sion {my} definida recursivamente como:

() (%)
ﬁ [%(3(%) +%e<%‘> ]
31
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Para el caso = 0, i.e, en el caso de la Half-Normal, existen sin embargo soluciones
cerradas para la moda y la mediana:

Proposiciéon 2.2.3 Sea X ~ FN(0,0?%), i.e, X ~ HN(c?), entonces:

1. M,[X] = 0.

2. M[X] =02 erf! (%)

En efecto:

1. En el caso en que X ~ HN(0?), la densidad adopta la forma dada en la
ecuacion (2.6), y entonces:

fele) = (g (20)- i

Por lo que f%(z) < 0 para = > 0, lo que implica que fx es estrictamente
decreciente en R, y por ende, su maximo lo alcanza en x = 0, es decir:

0 = argmax fx(x) = M,[X] =0
2. En el caso en que X ~ HN(0?), su funcién de distribucién adopta, para z > 0,

la forma:
T
F =erf [ —=
x(@) =er <g¢§)

Luego, tenemos que:

Fx(m) =

() -

2 - ()
m=ov2-erf! (1>

2

1
Lo que naturalmente implica entonces que M[X]| = ov?2 - erf™! (5), €como

queriamos demostrar.
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Capitulo 3

Proceso de Cox con Intensidad
Folded Normal

3.1. Definicion del Proceso

Sean {N(t) : t > 0}, {Z(t) : t > 0} y {A(t) : t > 0} tres procesos estocasticos
tales que:

1. {Z(t) : t > 0} es un Proceso Gaussiano, tal que para cada coleccién de tiempos
ty <ty <...<t, verifica que:

Z(t)
: ~ N, (m,X) (3.1)
Z(tn)
Donde:
I
1M =
,u
» ¥ = (0y5) tal que 05 = kz(t; — t;) = kz(h), con h = |t; — t;] y donde
kz(O) = O'2

Es decir, {Z(t) : t > 0} es un Proceso Gaussiano estacionario, en el que en
particular se verifica que para todo ¢ > 0:

Z(t) ~ N(p1,0?) (3.2)

2. El proceso de intensidad {A(t) : t > 0} es tal que, para cada ¢:
At) =12 (1) (3.3)

Es decir, trabajaremos con la funcién de enlace g(z) = |z|, la cual obviamente
verifica la definicién presentada en la ecuacion (1)
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3. {N(t) : t > 0} es un Proceso de Cox [1], con Proceso de Intensidad dado por

{A(t) : t > 0}.
Es decir, siguiendo a Diggle, Moraga, Rowlingson & Taylor [3], para cada
trayectoria A(¢) del proceso {A(t) : ¢ > 0}, El proceso {N(t) : t > 0} es un
Proceso de Poisson no homogéneo de intensidad A(t).

3.2. Propiedades del Proceso de Intensidad

Proposicién 3.2.1 El Proceso intensidad {A(t) : t > 0} verifica que:.

A(t) ~ FN(p, 0%)
En efecto:

1. De la ecuacién (3.1), es inmediato que, para todo t:

Z(t) ~ N(u,0?)
2. De la definicién de la ley del proceso, propuesta en la ecuacién (3.3), una
consecuencia inmediata, a partir de Leone, F.C., Nelson, L.S. & Nottingham,
R.B. [6], es entonces que:
A(t) ~ FN(u, 0?)
Proposicién 3.2.2 El Proceso intensidad {A(t) : t > 0} verifica que:

1. Su funcion de valor medio esta dada por:

ma(t) = \/ga : 6_2‘:7722 + - [1 — 20 <_§)] : (3.4)

2. Su funcion de varianza estd dada por:

oa(t) = i + 0% — {\/ga-e;f? e [1—2@ (—g)]} (3.5)

Donde en ambos casos, () denota la funcion de distribucion de una normal estandar.

En efecto: Es inmediato de la proposicion 3.2.1, y siguiendo los resultados presen-
tados por Michail Tsagris, Christina Beneki & Hossein Hassani (2], que:

1. Su funcién de valor medio es:
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2. Su funcién de varianza es:

ot =iy = {25 v -0 (-2)] )

Donde en ambos casos, ®(-) denota la funcién de distribucién de una normal
estandar.

Proposicién 3.2.3 El Proceso intensidad {A(t) : t > 0}, para el caso particular en
que p = 0, verifica que:

ka(t,s) = C[A(t),A(s)] = % [\/04 — k2(t — s) + kz(t — 5) - arcsen kz(t—s) 52

o2
En efecto:

1. Para el caso p = 0, como comentabamos en la ecuacién (2.5), tenemos que:
A(t) ~ HN(0?)

Y como consecuencia inmediata ademas de la proposicion 3.2.2, tenemos que:

2. Por otra parte, del hecho que A(t) = |Z(t)], obtenemos que:

ka(t,s) = CIA(t),A(s)]
= C(Z®)],12(s)])
= E[Z®)|-|1Z(s)] —E[Z(t)|]-E[|Z(s)]]

- E[\Z(t»Z(s)u—{ ga}

™

3. Consideremos ahora el siguiente resultado, cuya demostracion puede encon-
trarse en Wenbo V. Li & Ang Wei [17]:

(Y : . .
Lema 3.2.1 S: ( ! ) es un vector aleatorio gaussiano con vector de media

Y,
( 8 > y tal que B(Y?) = of y E(Y?) = 02, donde ademds E(Y1Ys) = poios,

entonces:

2
E[|V1Y3]] = 7192 <\/1 —p*+p- arcsenp> :

™
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En base a éste, tenemos que, como para todo t > 0, E[Z(t)] = 0y V[Z(t)] = o2,

entonces:

Flz 200 = - \/1 - (kz<t ; S)> + el ) - arc sen ka(t — 5)

T o2 o2 o2

2 [ 4124 _ _
_ 2 \/a Byt —s) | kalt—s) s)]

T o o2 o2

2
= - |:\/o'4 —k%(t — s) + kz(t — s) - arcsen

hel 9]

o2

4. Luego, podemos concluir entonces que:

2
: - 2
Falt:s) = \/04 — k%(t — s) + kz(t — 5) - arcsen @] _ { %U}
2 — kz(t — S) 202
-2 _\/04_k%(t—s)+kz<t_3).arcsen . } o
2{ kz(t — 8) 9

Como queriamos demostrar.

Observacion 3.2.1 Notemos entonces que, a partir de las proposiciones 3.2.2 y
3.2.8, es inmediato que para el caso p = 0 el Proceso Intensidad {A(t) : t > 0} es
un proceso estacionario de sequndo orden. En particular, si hacemost —s = h y
escogemos la funcion de covarianza:

kz(h) =02 e PN heR.

Tendremos que:

2 0—2 . e_ﬂlh‘
ka(h) = - {\/04 — ot eI 4 g% 7PN aresen o o?

O equivalentemente:

ka(h) = 207 [

1 — e 28Ih 4¢P aresen e A0 — 1} (3.6)

Este sera el primer caso particular que estudiaremos en este trabajo.

Observacion 3.2.2 Notemos que si en la ecuacion (3.6) hacemos h = 0, obtene-
mos:
2

ka(0) = — [V1—1+1-arcsenl —1]
2

- L[I_l]
T L2
-2
_— 0‘2-7{-

[\

[\

™
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Y por otra parte, en la proposicion 3.2.2, para el caso p = 0, obtenemos que:

2
va(0) = 02—;02

R

g M—2

= 0
s

Lo que muestra la coherencia del resultado obtenido y a la vez nos permite concluir,
como sintesis de este caso particular p = 0 y kz(h) = o - e P h € R, que el
proceso {A(t) : t > 0} es tal que:

» Para cada t >0, A(t) ~ FN(0,0?) = HN(c?)

2
L] mA(t> = ;O’
-2
[ ] ’UA(t>:O'2.7T7T

2 2
= ka(h) = % [\/ 1 — e 26l 4 =AM arcsen e AN — 1

Proposicién 3.2.4 El Proceso intensidad {A(t) : t > 0}, para el caso particular en

que
o t=s
kz(t,s) =
z(t,) {O t#s.

Verifica que:

2
2 _ 7
S = -1—2q><——>} t=
kat,s) = uo+o {\/;0 e 202 + 1 [ U s
0 t # s.

En efecto:

1. Notemos en primer lugar, que bajo esta funcién de covarianza kz, podemos
decir que el proceso Z(t) :t >0 es una familia de variables independientes
y con una ley comtin N(u,o?), por cuanto, en virtud de la ecuacién (3.1) se
deduce de inmediato que para cada t > 0, Z(t) ~ N(u,0?) y por otra parte,
como Kz(t,s) = C[Z(t),Z(s)] = 0sit # s, se deduce que Z(t) L Z(s) para
cada t # s.

2. En segundo lugar, en virtud de la propiedad hereditaria de la independencia,
discutida por ejemplo en [19], que establece que si U L. V' y f es una funcién
medible, entonces f(U) L f(V), concluimos, para f(-) = ||, que:

t#s = Z(t)L Z(s)
= [Z@)] L [Z(s)|
= A(t) L A(s)

Con lo cual, es inmediato que kj(t,s) =0sit # s
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3. Finalmente, para el caso t = s

kA(t,S) = k?A<t,t)
[A(t), A()]
[A()]

2
2 2
_ uuaa_{@.e;;w.[l_z@(_ﬁ)]}
m g

Donde la tiltima ecuacion se obtiene directamente de la proposicién 3.2.2.

C
A%

Observacion 3.2.3 Notemos entonces que, a partir de las proposiciones 3.2.2 y
3.2.4, es inmediato que para el caso kz(t,s) = o> Iyy—sy, Donde 14 denota la funcién
indicatriz, el Proceso Intensidad {A(t) : t > 0} es un proceso estacionario de sequndo
orden, mds aun, es incluso estrictamente estacionarto. En particular, si hacemos
t—s = h, ésta puede ser escrita como kz(h) = o*-Iioy(h) y la funcidn de covarianza
del Proceso Intensidad se reduce simplemente a:

ka(h) = M2+02—{\/ga-6_5;22 +u-[1—2q> (—g)]} Ty(h)  (3.7)

Este serd el sequndo caso particular que estudiaremos en este trabajo.

3.3. Propiedades del Proceso de Cox con Intensi-
dad Folded Normal

3.3.1. Densidad del Proceso.
Para el Proceso de Cox {N(t) : t > 0}, se verica que:
P(N() = n) = E[P(N(2) = n|A(1)) (3.5)
Ahora bien, haciendo
t
M(t) = / A(s)ds (3.9)
0

Y usando el hecho que, condicional a cualquier trayectoria del proceso intensidad
{A(t) : t > 0} el proceso {N(t) : t > 0} es un Proceso de Poisson no homogéneo,
tenemos que:

(3.10)

P(N(t)=n) =E {[M(t”n;fw}

En nuestro caso particular, la ecuacion 3.9 puede ser escrita como:

M(t) = /O 1Z(s)|ds (3.11)

Donde {Z(s) : s > 0} corresponde a uno de los dos procesos gaussianos que hemos
considerado para construir el proceso de intensidad folded normal, es decir, en los
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casos en que {Z(s) : s > 0} corresponde a una familia de variables independientes y
con una ley comiin N(yu, 0?), o bien en el que {Z(s) : s > 0} es un proceso gaussiano
estacionario de media 0 y con funcién de covarianza ky(h) = o2e Al

Y por ende entonces, la ecuacion 3.10 puede ser reescriba como:

P(N(t) = n) :l' K/ 1Z(s |ds> exp( /|Z |ds)} (3.12)

Bajo las condiciones ya descritas de {Z(s) : s > 0}.
Siguiendo a Parzen [26], podemos definir la integrales de la ecuacién (3.11) como:

t
:/ 1Z(s)|ds = lim Z|Z Bl (e —tes)  (3.13)
0 kI_Hlf/iX (tk—tk 1 _>0k 1

Donde el limite considerado es, en este caso, un limite en media cuadratica. En
particular, podemos escoger una equiparacion tal que ty — t;_1 = A, sea constante
en k, pero dependa de n , y definir:

t n
= Z(s)|ds =1 Z(te)| - A, 3.14
| 1ztsias - Jim 37 120) (3.14)
Considerando nuevamente el limite tomado como un limite en media cuadratica.

3.3.2. Momentos de primer y segundo orden del Proceso.

Notemos que la ecuacion (3.9), puede ser reescrita como:
M(]0,t]) = / A(s)ds (3.15)
10,¢]
Y, més generalmente, para A C R, podemos entonces escribir:

M(A):/AA(s)ds (3.16)

Jesper Mgller & Rasmus. P. Waagepetersen [28], establecen que para intervalos
A, B C R acotados, se verifican las siguientes relaciones:

» Para la esperanza de {N(¢) : t > 0} sobre A C R*:

E[N(A)] = E[M(A)] (3.17)
« Para la varianza de {N(t) : t > 0} sobre A C R*:
V[N(A)] = VM (A)] + E[M(A)] (3.18)
« Para la covarianza de {N(t) : ¢ > 0} en A, B C R*:
C[N(A), N(B)| = C[M(A), M(B)] + E[M(AN B)] (3.19)
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Proposicién 3.3.1 Para el proceso de Cox {N(t) : t > 0} con proceso de intensidad
Folded-Normal {A(t) : t > 0} construida en base al proceso gaussiano {Z(t) : t > 0}:

1. Su funcion de valor medio esta dada por:
t
mn(t) = E [ / \Z(u)ldul (3.20)
0
2. Su funcion de varianza estd dada por:
t t
oxn(t) = V U |Z(u)|du] +E [/ |Z(u)|du} (3.21)
0 0
3. Su funcion de covarianza estd dada por:

kN(t,s):C{ /0 '\ Z(w)|du, /0 t]Z(v)]dv}qL]E /0 min{&t}\Z(u)ldu] (3.22)

En efecto:
Resulta inmediato, que si consideramos N (t) = N(]0,t]), las ecuaciones (3.17), (3.18)
y (3.19), pueden ser reescribas como:

= E[N(]0,])] = E[M(]0, #])]
= VIN(0, )] = VIM(]0, 1])] + E[M (], 2])]
= CIN(0,¢]), N(]0, s])] = C[M(]0,2]), M(]0, s])] + E[M (]O, ]]0, s])}]

Y usando la expresién de la ecuacién (3.15) y la integral equivalente a ella de la
ecuacién (3.11) mas el hecho inmediato quel0,]N]0,s] =]0, min{¢, s}] obtenemos
que:

BV (0.0 =2 | [ 12

v [/Ot \Z(u)|du] +E [/Ot |Z(u)|du]

= C[N(]0,t]), N(]0,s])] = C {/Ot | Z (u)|du, /OS ]Z(v)]dv} +E

= VIN(0,#])]

min{s,t}
[ 1z
0

Observacion 3.3.1 Evidentemente, en virtud de la ecuacion (3.9), los resultados
de la proposicion 3.3.1 pueden expresarse en términos directamente del proceso in-
tensidad {A(t) : t > 0}, quedando de la forma:

« my(t) =E Uot/\(u)du}

. on(t) =V Vot A(u)du} +E Uot A(u)du}
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. hin(ts) = C UotA(u)du,/osA(v)dv] +E

min{s,t}
/ A(u)du
0

Ahora bien, Parzen [26] propone en su libro el siguiente resultado, que puede ser
estudiado en detalle también en el libro de M. Loeve [30]:

Lema 3.3.1 Sea {X(t) : t > 0} un proceso estocdstico de pardmetro continuo con
momentos sequndos finitos, cuya funcion de valor medio myx y funcion de covarianza
kx son funciones continuas. Entonces:

b
. / X(t)dt, definida en la ecuacion (3.13), estd bien definida.

- E [/abX(t)dt] _ /abmx(t)dt
.V [/abX(t)dt] :/ab/abk;x(t,s)dtds:2/ab/ath(t,s)dsdt
. C l/abX(t)dt,/ch(s)ds] :/ab/cdkx(t,s)dsdt

Podemos establecer entonces los siguientes resultados:

Proposicién 3.3.2 Para el proceso de Cox {N(t) : t > 0} con proceso de intensidad
Folded-Normal {A(t) : t > 0} construida en base al proceso gaussiano {Z(t) : t > 0}

con funcion de valor medio mz(t) = 0 y con funcién de covarianza kz(t,s) =
0.267ﬁ|t75|'.

1. Su funcién de valor medio esta dada por:

my(t) = \/gat (3.23)

2. Su funcién de varianza estd dada por:

ow(®) = D(t) + 225 & \/gat (3.24)

™

Con

2 2 t t
D(t) = i/ / [ 1 — e~ 28lu=sl 4 ¢=Plu=sl . qresen e’m“’s‘] duds (3.25)
T Jo Jo

3. Su funcién de covarianza estd dada por:

20°t? 2
kn(t,s) = B(t,s) + L \/ja min{s,t} (3.26)
7T m
Con

2 2 t S
B(t,s) = L/ / [ 1 — e=28lu=vl 4 =Blu=sl . aresen e P2l dudu
T Jo Jo
(3.27)
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En efecto:
Siguiendo en los tres casos, el resultado del lema 3.3.1, tenemos que:

1. Para la funcién de valor medio, en virtud de la proposicién 3.2.2 para el caso
=0, se verifica que:

my(t) = E { /0 tA(u)du}

t
= /mA(s)ds
0
t
= /\/gads
o Vo
\/5
= —ot
T

2. Para la funcién de varianza, en virtud de la proposicion 3.2.3 y de la funcién
de valor medio determinada en el item anterior, se verifica que:

t t
un(t) =V [/ A(u)du} +E {/ A(u)du}
0 0
t t 9
= / / ka(u, s)duds + \/jat
0o Jo d
tort 942 2
= / / = [ 1 — e=2Blu=s| 4 ¢=Plu=sl . aresen e Alu=sl — 1} duds + \/jot
o Jo T T

20,2 t t
= —/ / [ 1 — e=28lu—s| 4 ¢=Alu=sl . 5rcsen e_m“_‘ﬂ duds
™ Jo Jo

20%t? \/E
+ +4/—ot
s T

20%t? 2
+ 41/ —0ot
s s

= D(t)+

Con

202 [t [t
D(t) = —/ / [ 1 — e~28lu—s| 4 e=Blu=sl . arcgen e P15l duds
™ Jo Jo

3. Para la funcién de covarianza, en virtud de la proposicién 3.2.3 y de la funcién
de valor medio, determinada en el primer item de esta proposicion, se verifica
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que:

kn(t,s) = c[ /0 " Au)du, /0 SA(v)dv}JrE /0 mm{s’t}A(u)du]

t s 2
= / / ka(u,v)dvdu + \/io min{s,t}
0o Jo T

t s 202
= / / —— [ 1 — e~2Blu=—vl 4 g=Blu=vl | gycgen e Alu—vl 1} dvdu
o Jo T
2

— { t
—i-\/;a min{s, ¢}

20.2 t t
= —/ / [ 1 — e=28lu=vl 4 e=Blu=vl . gresen e_m“_”q dvdu
T Jo Jo

20%ts 2 ,
+ + 4/ —omin{s,t}
T 7r

202t* \/E
= Bt —omi t
(t,s) + — 7T(ﬂmn{s, }

Con

202 e —Blu—s| —Blu—v|
B(t,s) = — [ 1—e 2Bl e - arcsen e dvdu
T Jo Jo

Observacién 3.3.2 Naturalmente, la resolucion de D(t) y B(t,s) presentadas en
la proposicion , puede ser abordada por métodos numéricos.

Proposicién 3.3.3 Para el proceso de Cox {N(t) : t > 0} con proceso de intensidad
Folded-Normal {A(t) : t > 0} construida en base al proceso gaussiano {Z(t) :t > 0}
formado por una familia de variables aleatorias independientes y con ley comin

N(p, 02):

1. Su funcion de valor medio esta dada por:
2 _u? "
my(t) = —0-e 2% 4 - [1 — 29 (——)} t (3.28)

2. Su funcion de varianza estd dada por:

on(t) = (@a e g [1 — 20 (—5)]) / (3.29)

3. Su funcion de covarianza estd dada por:

kn(t,s) = (@a e [1 _pY (-5)]) ‘min{s,t}  (3.30)
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En efecto:
Siguiendo en los tres casos, el resultado del lema 3.3.1, tenemos que:

1. Para la funcién de valor medio, en virtud de la proposicion 3.2.2, se verifica
que:

my(t) = E { /0 tA(u)du]

= [ matsgas
_ /Ot<\/§a-e—%+u-[1—2@(—5)})@
_ (@g-e—£§+”-[1—2q>(—gﬂ)t

2. Para la funcién de varianza, en virtud de la proposicion 3.2.4 y de la funcién
de valor medio determinada en el item anterior, se verifica que:

on(®) = [/Otuu)du] +E {/OtA(u)dul
- /Ot/otkA(u,s)duds—Ir (\/gae Ty [1 20 (—g)Dt

[ ,maz_{@g.e;;iw.[l_z@(_g)]r ayduds
(o oo (-2)):

_ 0+<\/§U.e—;i+ﬂ.[1_2@<_g)])t

- (et oo (-)]):

Observacion 3.3.3 En la integral de la covarianza, hemos utilizado el hecho
que, al ser la funcion de covarianza en casi toda parte nula, y esto es, solo
es a* sobre el conjunto {(t,s) € R? : t = s}, el cual tiene medida de lebesgue
0 en R?, la validez del resultado del lema 3.3.1 no se ve afectada por dicha

discontinuidad

3. Para la funcién de covarianza, en virtud de la proposicién 3.2.4 y de la funcion
de valor medio, determinada en el primer {tem de esta proposicion, se verifica
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que:

) = [ aoan [ sooad] o2 [ [ s
= [ i (32 20 (4] ) it
[ Mua_{@g.e—;ﬁw.{1_2@(_5)}}2 Tydvd

(ot [ ()] it
= oe (e [ (-2)]) it
- (s [ ()] e

Donde en la integral de la funcién de covarianza, hemos procedido nuevamente
bajo el mismo supuesto de la observacion 3.3.3

3.4. Simulacion del Proceso de Cox con Proceso
Intensidad Folded Normal

Una forma mas o menos sencilla de simular un Proceso de Cox, consiste basi-
camente en simular un Proceso de Poisson no homogéneo, usando como funcién de
intensidad una realizacion {A(t) : ¢ > 0} del campo aleatorio {A(¢) : ¢ > 0}, como
sugiere Edith Gabriel [31].

Siguiendo, por ejemplo a Sheldon M. Ross [22], podemos entonces construir un
algoritmo que simule un proceso de Poisson no homogéneo, usando basicamente el
hecho que este proceso se puede generar mediante una seleccién aleatoria de los
tiempos de un Proceso Poisson homogéneo de parametro A. La idea basicamente,

A(t)

es que si un evento de éste ultimo ocurre en el instante t con probabilidad —=,

entonces el proceso de eventos contados, es un Proceso Poisson no homogéneo con
funcién de intensidad {A(t) : ¢ > 0}, donde en particular nos restringimos a un
horizonte de tiempo [0, 7.

El algoritmo, en términos generales, queda como:

Paso 1 Iniciart =0e7=0

Paso 2 Generar Uy, Uy ~ U(0,1)

1
Paso 3 Hacer t =t — N log(U1). Sit > T, terminar. Sino, ir a Paso 4

A1)

Paso 4 Si UggT,haceri:i—f—lyS(i):t.
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Paso 5 Regresar al Paso 2.

Maés detalles del mismo, asi como un analisis y discusién mas completos, pueden
encontrarse en [22].

Nosotros hemos usado una version adaptada de este algoritmo, reemplazando
la funcién de intensidad por la realizacion del campo de intensidad Folded-Normal,
seglin se sugiere en [31], e implementdndolo en el software libre R!, hemos obteni-
do a modo de ilustracién, las siguientes realizaciones del Proceso {N(t) : t > 0},
que han sido trabajados en un horizonte de tiempo [0,7] = [0,15], donde en las
figuras 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 podemos observar trayectorias del Proceso de Cox, en el
caso en que el Proceso Intensidad Folded Normal es una familia de variables con
parametro p = 0 y estas estan asociadas mediante una funcién de covarianza del
tipo kz(h) = o%e M segin los pardmetros que alli se indican; en tanto, en las
figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8 podemos observar trayectorias del Proceso de Cox, en el
caso en que el Proceso Intensidad es una familia de variables independientes y con
ley comiin Folded Normal, para diferentes valores de ;1 y 02, segtin se indican en las
descripciones de los graficos.

Proceso de Cox con Intensidad F(0,1) y beta=1

Tiempo

Figura 3.1: Simulacién de un proceso de Cox con funcién de intensidad Folded
Normal de pardmetros 1 = 0, 0> = 1 y con funcién de covarianza ky(h) = e\

1E] cédigo puede ser consultado en el apéndice B.
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Proceso de Cox con Intensidad F(0,9) y beta=1

75-

|

Tiempo

Figura 3.2: Simulaciéon de un proceso de Cox con funcién de intensidad Folded
Normal de pardmetros 1 = 0, 02 = 9 y con funcién de covarianza k(h) = 9e~I"!

Proceso de Cox con Intensidad F(0,1) y beta=0.15

N(t)

Tiempo

Figura 3.3: Simulacién de un proceso de Cox con funcién de intensidad Folded
Normal de pardmetros = 0, 0> = 1 y con funcién de covarianza kz(h) = e~/
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Proceso de Cox con Intensidad F(0,9) y beta=0.15

Tiempo

Figura 3.4: Simulacién de un proceso de Cox con funcién de intensidad Folded
Normal de pardmetros p = 0, 0> = 9 y con funcién de covarianza kz(h) = 9e~ %15/

Proceso de Cox con Intensidad F(0,1)

2 50 7s 10.0
Tiempo

Figura 3.5: Simulacién de un proceso de Cox con funcién de intensidad Folded
Normal de pardmetros p = 0, 0> = 1 y con funcién de covarianza kz(h) = Iy (h)
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Proceso de Cox con Intensidad F(0,9)

Tiempo

Figura 3.6: Simulaciéon de un proceso de Cox con funcién de intensidad Folded
Normal de pardmetros g = 0, 0> = 9 y con funcién de covarianza kz(h) = 9- Ijoy(h)

Proceso de Cox con Intensidad F(7,8)

Tiempo

Figura 3.7: Simulacién de un proceso de Cox con funciéon de intensidad Folded
Normal de pardmetros ;1 = 7, 0% = 8 y con funcién de covarianza kz(h) = 8- Iy (h)
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Proceso de Cox con Intensidad F(15,169)

Tiempo

Figura 3.8: Simulacién de un proceso de Cox con funcién de intensidad Folded
Normal de pardmetros u = 15, 0 = 169 y con funcién de covarianza kyz(h)
169 - I1oy(h)
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Conclusiones y Futuros Trabajos

Los Procesos de Cox entregan una amplia gama de opciones para el modela-
do de procesos puntuales en el tiempo. El caso particular del Proceso de Cox con
Intensidad Folded Normal, que presentamos en este trabajo, presenta la interesan-
te caracteristica de tener resultados bastante tratables analiticamente, y de poder
adaptarse a diversas situaciones, en funcién de los valores de sus parametros. En
base a las simulaciones, observamos que se adapta de forma bastante aceptable, a
procesos puntuales que se caractericen por tener una concentracion de ocurrencias
en un lapso determinado, y luego intervalos prolongados de ‘descanso”, donde no se
observan “ocurrencias”. Se aprecia también que estos eventos que ocurren de forma
agrupada, tienen una leve tendencia a repetir un cierto patréon. Por supuesto se ne-
cesita un conjunto mucho mayor de simulaciones en diferentes horizontes de tiempo
para validar estas conclusiones.

Respecto de futuros trabajos, creemos que existen muchas posibilidades, algunas
de estas son abordar este mismo proceso con diferentes funciones de covarianza, o
estudiar la inferencia estadistica sobre el mismo, por ejemplo mediante estimadores
de momentos, o estimadores bayesianos y clasicos basados en la funcién de verosi-
militud. Otra linea de trabajo muy interesante puede ser realizar la extensién de
este proceso al espacio y al tiempo-espacio, y naturalmente a partir de ahi realizar
inferencia clasica y bayesiana sobre el mismo.

Naturalmente también, es muy interesante estudiar que ocurre con este proce-
so si se incorporan covariables en los parametros estudiados, las que sin duda son
naturalmente inducidas dependiendo el area de aplicacion en que este proceso sea
utilizado. Nosotros consideramos que dada las caracteristicas observadas en las si-
mulaciones, es un proceso que puede resultar interesante, como ya deciamos, para
modelar fenémenos que ocurran de forma que se presentan grandes descansos en el
tiempo, pero que cuando ocurren, tienden a aparecer muchos eventos muy seguidos,
para nuevamente dar cabida a un periodo de descanso, casos de este tipo pueden
ser, por ejemplo, apariciones de focos de plagas, apariciones de incendios forestales,
sismos, etc. Naturalmente validar la aplicabilidad de este modelo en esas areas, es
un interesantisimo futuro trabajo también.
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Apéndice A
Principales Notaciones Utilizadas

1. Io(z) denota la funcién indicatriz sobre el conjunto C)| i.e:

1 sizel
I = ’
o) {O sizé¢C.

2. N, denota el conjunto de los nimeros enteros {r,r + 1,7 +2,...}.

En particular:

» Ny =4{0,1,2,...} denota el conjunto de los Cardinales.

» N={1,2,...} denota el conjunto de los Naturales.

3. Rt denota el conjunto de los reales positivos, i.e, RT =]0,+oo[, en tanto
RS = [0, +o00l.

4. X ~ N(u,0?) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Normal de

pardmetros p y o?.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

1 _(@—p)?
fx(fﬂ): We 20% IR(x)

5. X ~ N,(u, ) denota que el vector aleatorio X sigue una Ley Normal Multi-
variada de dimension n y con parametros p y 2.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

1 _
Fx(@) = ———e 2@ W @ o (2)

2m) 5 /I5]

6. X ~ FN(u,0?) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Folded-
Normal de pardmetros p y o2.
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10.

11.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

1 _(e=p)? _ (@+w)?

e 22 +e 202 | Ipt(x
V2mo? ()

X ~ HN(u,0?) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Half-Normal

de pardmetro o2.

fx(z) =

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

2
\V2mo?

X ~ Exp(\) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Exponencial de
parametro .

fx (o) = [} e (2)

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

fx(z) = e M [y (x)

X ~ Gam(k, A) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Gamma de
pardmetros k, \.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

)\k

ml’kilei/\w[ﬂg-&- (l’)

fx(z) =

X ~ Par(k,m) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Pareto de
parametros k, m.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

kmF
Fx(@) =~ Dmvocl(2)

X ~ U(a,b) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Uniforme de
parametros a, b.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Lebesgue
como:

1

Fix(a) = 7= lun(@)
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12.

13.

14.

15.

X ~ Po()\) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Poisson de
parametro .

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Conteo como:

T,—A
Fr(a) = o I (o)

X ~ Bin(n,p) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Binomial de
parametros n y p.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Conteo como:

fx(a) = (")pm — )" T,y ()

X

X ~ Mult(n, py,...,ps) denota que el vector aleatorio X sigue una Ley Mul-
tinomial de parametros n, py, ... pa.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Conteo como:

d

| d n*Zi:l Tk
n! .
Fele) = — N (n—zpk) e
H Ty - (n — Z xk> | k=l h=1
k=1 k=1

Donde:

d
C:{xz(ml,...,xd)ERd:ngkgn,kzl,...,n/\Z:ckgn}
k=1

X ~ BN(r,p) denota que la variable aleatoria X sigue una Ley Binomial
Negativa de parametros r y p.

Ademas, consideramos su densidad con respecto a la Medida de Conteo como:

[(x+7r)

fx(w) = x!IT'(r)

p" (1= p)" In, (@)
En tanto, llamaremos Pascal, y denotamos X ~ Pas(r, p) al modelo de proba-
bilidad con densidad con respecto a la medida de conteo:

r—1
r—1

e = (120 = o)

Es decir, consideramos que si X ~ BN(r,p), entonces ésta cuenta el nimero
de fracasos hasta el r-ésimo éxito, en tanto que si X ~ Pas(r, p), entonces ésta
cuenta el nimero de ensayos hasta el r-ésimo éxito.
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Apéndice B

Programa R para Simular un
Proceso de Cox con Intensidad

Folded Normal

B.1. Caso {Z(t):t > 0} familia de variables aleato-
rias independientes y con ley comiin N (u,0?)

i
)

o O

e e

T=15

lambda=1

Prel=25
S=matrix(0,nrow=1,ncol=Prel)
while(j<1)

{
t=t+rexp(1,Jambda)
U=runif(1,0,1)
H=abs(rnorm(1,7,8))
K=H/lambda
if(U<K)
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{
if(S[i]>0)
{
N=N-+1
}

}

F=matrix(0,nrow=1,ncol=N)
for(i in 1:N)

M=c(F)

library(ggplot2)

P=data.frame(x=c(M),y=c(1:N))

gplot(x,y,data=P xlab=""Tiempo” ,ylab="N(t)” ,main="Proceso de Cox con Intensi-
dad F(7,8)” ,geom=c("step”,”point”))

B.2. Caso {Z(t):t >0} tal que myz(t) =0
y ky(t,s) = o?e Pl

if
=]

— o
I
o O

T=15

lambda=1

Prel=25
S=matrix(0,nrow=1,ncol=Prel)
while(j<1)

{

t=t+rexp(1,Jambda)

i=i+1

S[i]=t

if(t>T)

N=0

for(i in 1:Prel)
{

if(S[i]>0)

{

N=N+1

}
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}

F=matrix(0,nrow=1,ncol=N)
for(i in 1:N)

v=1

beta=0.15
Sigma=matrix(0,nrow=N,ncol=N)

for(i in 1:N)

{

for(j in 1:N)

{
Sigmali,j]=v*exp(-beta*abs(F[1,i]-F[1,j]))
}

C=t(chol(Sigma))
Z=matrix(0,nrow=N,ncol=1)
for(j in 1:N)

{

Z[j,1]=rnorm(1,0,1)

W=C %*%Z
G=matrix(0,nrow=1,ncol=N)
for(i in 1:N)

{
U=runif(1,0,1)
H=abs(WI[i,1])
K=H/lambda
if(U<K)

{

Gl]=F[i}
else{G[i]=0}

Sh=G[G>0]

Nh=length(Sh)

M=c(Sh)

library(ggplot2)

P=data.frame(x=c(M),y=c(1:Nh))

gplot(x,y,data=P,xlab=""Tiempo” ,ylab="N(t)” ;main="Proceso de Cox con Intensi-
dad F(0,1) y beta=0.15" ,geom=c("step”,” point”))
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