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Resumen

En este trabajo se estudian e implementan las técnicas de diagdstico en el modelo lineal genera-
lizado con respuesta gamma. Un paso importante en el andlisis de un ajuste de regresion es verificar
posibles desviaciones de los supuestos hechos para el modelo, asi como la existencia de observaciones
discrepantes con alguna interferencia desproporcionada o inferencial con los resultados del ajuste.

A lo largo de este trabajo de titulo se estudiaron los modelos: (1) modelo lineal generalizado
y (2) modelo lineal generalizado con respuesta gamma. También se presentan algunas técnicas de
diagnésticos usando el método de influencia global para verificar posibles alejamientos en los su-
puestos establecidos sobre el modelo. Finalmente se aplican dichas técnicas de diagnéstico a un
conjunto de datos reales .



Abstract

In this work, diagnostic techniques are studied and implemented in the generalized linear model
with gamma response. An important step in the analysis of a regression adjustment is to verify
possible deviations from the assumptions made for the model, as well as the existence of discrepant
observations with some disproportionate or inferential interference with the results of the adjust-
ment.

Throughout this title work the models were studied: (1) generalized linear model and (2) gene-
ralized linear model with gamma response. Some diagnostic techniques are also presented using the
global influence method to verify possible departures in the assumptions established on the model.
Finally, technical diagnostic techniques were analyzed in a set of real data.
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Capitulo 1

Introduccion

El modelo lineal generalizado con respuesta gamma es utilizado para ajustar datos positivos
asimétricos. Los datos con asimetria positiva se llaman asi porque la “cola”de la distribucién apun-
ta hacia la derecha y porque el valor de asimetria es mayor que 0. Por ejemplo, los datos sobre
salarios suelen ser asimétricos de esta manera: muchos empleados de una empresa ganan relati-
vamente poco, mientras que cada vez menos personas ganan salarios muy elevados. Sin embargo,
es interesante estudiar el comportamiento de este tipo de variables con covariables. Para esto se
utiliza el modelo lineal generalizado, el cual a partir de un conjunto de variables, logra explicar
el comportamiento de una caracteristica particular sobre la variable que se encuentra bajo estudio
(Alcaide, 2015). Considendo lo anterior se ajusta el modelo como en el caso de Dennis y Costantino
(1988) que realizan el andlisis de poblaciones en estado estacionario con el modelo de abundancia
gamma. Bringi, Huang, Chandrasekar y Gorgucci (2002) utilizan una metodologia para estimar los
pardametros de un modelo gamma de distribucién sobre el tamafio de la gota de lluvia a partir de
datos de radar polarimétricos. Lawless, y Crowder (2004) estudian las covariables y efectos aleato-
rios en un modelo de proceso gamma con aplicacién a la degradacion y el fracaso. Semeraro, (2008)
aplican un modelos gamma de variabilidad multivariana para las aplicaciones financieras. Camargo
(2018) utiliza la regresiéon gamma generalizada para el andlisis de datos espaciales.

Una vez ajustado el modelo es importante estudiar la existencia de observaciones discrepantes
en los datos que provoquen alguna interferencia sobre los resultados derivados en el ajuste de la
regresion, y de este modo ver si estos datos atipicos son o no influyentes en la estimacién. Esta etapa
es conocida como andlisis de diagnéstico (Paula, 2004), parte de este andlisis incluye el diagndstico
de influencia.

El analisis de diagnéstico de influencia consta de evaluar dicha influencia estudiando el conjunto
de datos sin una determinada observacién a través de la elimiacién de casos (influencia global)
(Rivas, 2017)



1.1. Motivacion

Es importante investigar las técnicas de diagndsticos en los modelos lineales generalizados con
respuesta gamma. Como es mencionado por Rivas (2017) donde explica que un punto fundamental
en el analisis de un modelo es la deteccién de observaciones influyentes, ya que estas, si es que
existen, pueden afectar las conclusiones extraidas de los resultados del modelo ajustado. En di-
versos reportes de investigacién cientifica es posible encontrar estudios aplicados de este tipo de
modelos. Por ejemplo, Grover, Mittal y Sabharwal (2013) realizan una aplicacién del modelo lineal
generalizado gamma para la estimacién de la funcién de supervivencia de los pacientes con nefro-
patia diabética. Guo et al. (2015) investigan los efectos de las variables climaticas, considerando
respuesta gamma, en el area quemada por incendios forestales en el noreste de China. Cribble y Ng
(2016) aplican el modelo lineal generalizado gamma para modelar variables continuas, sesgadas y
heteroscedasticas en el area de la psicologia. Sin embargo, los andlisis de diagnésticos de influencia
que se reportan son muy escasos.

Por lo tanto, se pretende desarrollar en este trabajo de titulo un estudio utilizando técnicas
de influencia global propuesta por Cook y Weisberg (1982) en el modelo lineal generalizado con
respuesta gamma.

1.2. Descripcién de los objetivos

El objetivo general de este trabajo es estudiar e implementar las metodologias de técnicas de
diagnéstico en el modelo lineal generalizado con respuesta gamma.

De este modo, los objetivos especificos de este trabajo de titulo son:

= Abordar la estimacién por méaxima verosimilitud en un modelo lineal generalizado con res-
puesta gamma.

= Desarrollar criterios de seleccion de bondad de ajuste en esta clase de modelos.

= Aplicar los métodos de diagnéstico de influencia global en el modelo ajustado con respuesta
gamma. La idea también es aplicar estas técnicas a un conjunto de datos reales.

1.3. Hipotesis

A través de la aplicaciéon de los métodos de diagndstico en el modelo lineal generalizado con
respuesta gamma es posible efectuar un analisis de sensibilidad y asi observar la existencia de puntos
aberrantes en los datos que puedan estar provocando alguna interferencia sobre los resultados.



Capitulo 2

Modelo lineal generalizado con
respuesta gamma

Este capitulo se centra en las herramientas que se utilizaran en este trabajo de titulo. De este
modo, en la Secciéon 2.1 se presenta el modelo lineal generalizado y las componentes que lo definen. La
Seccidon 2.2 trata sobre la distribucién gamma y la Seccién 2.3 presenta al modelos lineal generalizado
gamma que es utilizado para datos positivos asimétricos.

2.1. Modelo lineal generalizado

Los modelos estadisticos se proponen para explicar un fenémeno que, a partir de la observacién
o de la experimentacién, se logre explicar el comportamiento de una caracteristica particular de los
individuos o elementos de una poblacién bajo estudio en base a las diferencias existentes entre las
caracteristicas asociadas. (Alcaide, 2015)

En cuanto al estudio, la variable que se desea explicar se conoce como variable respuesta o
variable objetivo, mientras que las variables en las que se desea basar la explicaciéon se denominan
variables explicativas o covariables. Inicialmente, se trata de explicar una o varias variables obje-
tivos, a través de un conjunto de variables explicativas, requiriendo la eleccién de un modelo que
describa la estructura de la relacion entre las variables. Para la eleccion del modelo es importante
distinguir entre el tipo de variables que intervienen (continuas, de conteo, cualitativas, entre otros).
Segun el tipo de variables que intervienen y de la relacién entre ellas, se dispone de un conjunto de
posibles modelos més o menos adecuados, capaces de explicar la realidad. Generalmente, el modelo
de regresién estandar es el modelo de regresién lineal, es decir, se modeliza la relacién tratando
de expresar la variable o variables explicativas, o alguna caracteristica de ellas, a través de una
combinacién lineal de las covariables. El modelo lineal clasico consiste en expresar la esperanza
condicionada de la variable objetivo como combinacién lineal de las variables explicativas bajo la
suposicién de normalidad y homocedasticidad. Sin embargo, durante afios se intenté describir la
mayoria de los fenémenos aleatorios, incluso cuando el fenémeno en estudio no presenté una res-
puesta a la que el supuesto de normalidad fuera razonable (Alcaide, 2015)

Esta modelizaciéon clasica se puede extender a una familia méas general, propuesta por Nelder
(1972) y ampliada por McCullagh y Nelder (1989), conocida como modelos lineales generalizados
(MLG). Los MLG se crearon para reunir varios modelos estadisticos que se trataron por separado
(Paula, 2004). En general, los andlisis de regresién buscaron algun tipo de transformacién que lle-



varia a la normalidad, como Box-Cox (1964) dada a continuacién

) Btsiato
logysix=0 |,

en que y > 0 y A es una constante desconocida.

De esta forma los MLG son una extension de la teoria de los modelos lineales, pero se agrega la
posibilidad de modelar variables respuestas, no exigiéndose necesariamente normalidad, sino que la
idea basica es abrir el rango de opciones para la distribucién de la variable de respuesta, lo que le
permite pertenecer a la familia exponencial de distribuciones, asi como dar mayor flexibilidad a la
relacién funcional entre la media de la variable de respuesta y el predictor lineal n (Paula, 2004)

En los modelos de regresion lineal se considera el supuesto de independencia para las observa-
ciones, sin embargo, para esta nueva familia a diferencia del modelo clasico, las distribucién de la
componente aleatoria no necesariamente es homocedastica, es decir no se requiere de un supuesto
de homogeneidad de varianzas (Alcaide, 2015)

2.1.1. Definicion

A continuacién se presentan las diferentes componentes que definen un modelo lineal generali-
zado y son la componente aleatoria, componente sistematica y la funcién de enlace (McCullagh y
Nelder, 1989)

Componente aleatoria

Sea Y7, ..., Y, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, cada una con una
funcién de densidad o funcién de probabilidad dada de la forma:

f(yi3 05, ) = e?Wi0i=b0D} ¢ (g ), (2.1)

en que f(-) denota la funcién de probabilidad en el caso que Y sea una variable discreta, o la funcién
de densidad en el caso que Y sea una variable continua, 8 es el pardametro de localizacién o candnico,
¢ el parametro escala.

Segun Alcaide (2015), se verifica que:

B(Yi) = s = ¥(6:). (2.2)
Var(V) = 6~ WV(m), i=1,2,..m, (2.3)
en que b'(0;) es la primera derivada, y donde V; = V(u;) se denomina funcién de varianza y

¢~1 >0 (¢ > 0) es el parametro de dispersién (precision)



Componente sistematica

La componente sistemética recoge la variabilidad de Y; expresada a través de p variables explica-
tivas X1, ..., X, que denotaremos por X, y de sus correspondientes pardmetros 5 = (5o, b1, .-, Bp)T.
La componente sistematica, también denominado predictor lineal, se denota 7;, dada por

m=X,B8, i:1,2,..,n. (2.4)

Funcion enlace

Es necesario la inclusion de una funcién que relacione el valor esperado con las variables expli-
cativas. Esta funcién se denomina funcién enlace y se simboliza por g(u;).

g(pi) = m;- (2.5)

La inversa de la funcién enlace dada por:

pi =g~ (mi) = h(n;) = h(XiB),

definiendo h como h = ¢!, funcién inversa.

2.1.2. Enlaces candnicos

En particular para cada elemento de la familia exponencial existe una funcién enlace denomina-
da canédnica o natural, que consiste en relacionar el parametro natural directamente con el predictor
lineal:

0; = 0(pi) = mi = Xif = g(pa)- (2.6)

Suponiendo ¢ conocido, el logaritmo de la funcién de verosimilitud de un MLG con respuestas
independientes se puede expresar de la forma (McCullagh y Nelder, 1991)

L(B) =Y d{uibi —b(6:)} + Y c(ui, &). (2.7)
=1 =1

Un caso particular importante ocurre cuando el pardmetro canénico () coincide con el predictor

lineal, es decir, cuando 6; = n; = Z?zl zi; 5. En ese caso, L(f3) esta dado por:

n p P n
LB =" o{w Y wiiB —b [ S wiiBy |1+ clyi, ¢). (2.8)
i=1 j=1 j=1 i=1



Definiendo la estadistica S; = ¢y ;- | Yiz;j, L(B) se vuelve a reexpresar en la forma

p n p n
LB) =D siBi—0> b Y B | + > clyi, @) (2.9)
7j=1 =1 7j=1 =1

Por lo tanto, por el teorema de la factorizacién la estadistica S = (.51, .,, Sp)T es suficientemen-
te pequeno para el vector 5 = (5, ..., Bp)T. Los enlaces que corresponden a tales estadisticas son
llamadas candnicas y desempenian un papel importante en la teoria de los MLG.

2.1.3. Funcién de devianza

La calidad del ajuste de un MLG se evalta a través de la devianza y se expresa a continuacién
(McCullagh y Nelder, 1989):

D (y; 1) = 2{L(y;y) — L(i;9)} - (2.10)

El logaritmo de la funcién de verosimilitud es definido por (Paris, 2010)

L(psy) = > L{pss vi), (2.11)
=1

en que, g = g~ 1(n;). Luego el modelo con un pardmetro por observacién es el modelo saturado.
Para este modelo en que, (p = n) la funcion L(u;y) estd estimada por:

L(y;y) = Y L(yi; vi): (2.12)
=1

Es decir la estimacién por maxima verosimilitud (definida mas adelante en (2.1.5)) de pu; esta
dada por fi; = y;. Cuando p < n, se denota la estimacién de L(u;y) por L(f;y). Entonces la calidad
del ajuste del MLG se evaliia a través de la funciéon de devianza.

D*(y; i) = ¢D(y; 1) = 2{L(y; y) — L({1;9)}, (2.13)

que es una distancia entre el logaritmo de la funcién de verosimilitud del modelo saturado (con n
pardametros) y del modelo a estimar (con p pardmetros). Si la diferencia es pequena, se indica que con
un nimero menor de pardmetros el ajuste seria igual de bueno que el modelo saturado (Paula, 2004)

Finalmente para ver si esta diferencia es o no significativa, es comparado el valor con el percentil
de alguna distribucién de probabilidad.



2.1.4. Funcién score e informacion de Fisher

A través de la funcidén score e informacién de Fisher se puede hallar el estimador de maxima vero-
silimitud a través de la primera y segunda derivada de la funcién de verosimilitud o log-verosimilitud.
Score y Fisher para [

Se considera la particién § = (87, $)" y denota el logaritmo de la funcién de verosimilitud por

L(0).
La funcién de score para el pardmetro § estd dada por (Paula, 2004)
OL(0)

Us(0) = ——

5(0) == 5

en que X es una matriz n X p de puesto completo cuyas lineas seran denotadas por :E;-r, 1=1,...,n,
W = diag{ws, ..., w,} es la matriz de pesos, V = diag{Vi, ... Vi, }, vy = (y1, »¥n) " v 1t = (11, -, i) '

= oX WPV (y — p), (2.14)

La matriz de informacién de Fisher para 3 estda dada por

92L(0)
opopT

Kpp(0) = BE{— } =X TWX. (2.15)

Score y Fisher para ¢

La funcién score para el pardmetro ¢ estd dado por (Paula, 2004)

_ L)
n n (2.16)

= {wibi —0(0:)} + > (yi 9),

i=1 i=1
en que ¢ (yi, ¢) = dc(yi, ¢)/do.
La informacién de Fisher para el parametro ¢ estd dado por
Kyp(0) = = > B{"(Yi,0)}. (2.17)
i=1



2.1.5. Inferencia

La inferencia estadistica es el conjunto de métodos y técnicas que permiten inducir, a partir de
la informacién empirica proporcionada por una muestra, cual es el comportamiento de una deter-
minada poblacién con un riesgo de error medible en términos de probabilidad (Codeiro, 2000)

Estimacion de los parametros
Es el procedimiento utilizado para conocer las caracteristicas de un parametro poblacional a

partir del conocimiento de la muestra (Codeiro, 2000)

Dos de los métodos mas comunes en la estimacion estadistica de parametros son el método de
Minimos Cuadrados Ordinarios y el método de Méaxima Verosimilitud. Sin embargo, el mas ade-
cuado es el Método de Méxima Verosimilitud, que tiene las propiedades de consistencia y eficiencia
asintética (Codeiro, 2000)

= Estimacién por maxima verosimilitud

La estimacién de méxima verosimilitud procura encontrar los valores mas probables de los
pardmetros de la distribucién para un conjunto de datos (McCullagh y Nelder, 1991). Entonces,
siendo y = (y1,...,yn) " un conjunto de n observaciones aleatorias independientes cuya funcién de
probabilidad es f(y;; 6;, ¢) y depende de un vector de pardmetros 6; y ¢, su funcién de probabilidad
conjunta es:

n

Ui 05 0) = [ [ £(wi; 63, 0)- (2.18)

=1

Se escribe la funcion log-verosimilitud de la siguiente forma:

Ln(l(0;,¢)) = Y _ Lnf(yi; i, ¢). (2.19)
=1

Si f(ys;0;,¢) pertenece a la familia exponencial, entonces Ln(1(0;, ¢)) tiene la siguiente forma:

Ln((06) =3 {Ln<c<yi, o) + ”;f’(“} . (2.20)

= Estimaciéon de 8

Paula (2004) senala que:

B = (x Tw M X)X T2, (2:21)
enquem=0,1,....; z=n+ W V2V=12(y — p).



= Estimaciéon de ¢

S 8) = 5D ) — bl — (60}, (222
=1

1=1

en que D(y; /1) denota la devianza del modelo bajo investigacién.

Intervalos de confianza

Se llama intervalo de confianza a un par o varios pares de ntimeros entre los cuales se estima
que estard cierto valor desconocido con una determinada probabilidad de acierto.

Segin Codeiro (2000) un intervalo de confianza asintético de coeficiente 1 — o puede ser cons-
truida para u(z) = g~ (27 B) VzeRP. Asintéticamente se tiene que (3— ) ~ N,(0,¢"H(XTWX)™1).
Luego un intervalo de confianza de 1 — o para 2" § VzeRP, estd dado por

STV Loz (XTWX) 2}2 VeeRP, (2.23)

en que ¢, es tal que Pr{xg <cut=1-au

Test de hipé6tesis

Los métodos de contraste de hipdtesis tienen como objetivo comprobar si determinado supuesto
referido a un pardmetro poblacional, o a pardmetros andlogos de dos o mas poblaciones, es compa-
tible con la evidencia empirica contenida en la muestra (Codeiro, 2000)

“Buse (1982) presenta de manera muy didactica la interpretacién geométrica de la razén de
verosimilitud, la puntuacion y las pruebas de Wald para el caso de Hipdtesis simples. Las siguientes
son generalizaciones para MLG” (Paula, 2004)

» Test de razén de verosimilitud

La prueba de razén de verosimilitud, se puede expresar para los MLG como la diferencia entre
dos funciones de devianza.

Erv = ¢{D(y; £°) — D(y; 1)}, (2.24)

en que f1° es la estimaciéon de maxima verosimilitud bajo Hy y ° = g~ (%), 7° = X p°.

s Test de Wald

Para los MLG el estadistico de Wald se expresa de la forma

&w = o[B8 — BT (XTWX)[B - 8. (2.25)



» Test score
el test score, también conocido como prueba de Rao para los MLG tenemos que

Esr =0 Us(BY) T (X TWoX)1Us(8%), (2.26)

en que Wy se estima en Hy, aunque tiene la forma del modelo en Hi.

n Test F

Fl estadistico F' toma la siguiente forma para el caso de hipdtesis simples

{D(y; i°) — D(y; 1)} /p
D(y;p1)/(n—p)

(n—p)*

F:

que para ¢ — oo y bajo Hy sigue una F,

2.1.6. Seleccion del modelo

Existen varios procedimientos para seleccionar modelos de regresién, aunque ninguno de ellos
es consistente, es decir, incluso para muestras grandes selecciona con probabilidad uno las variables
explicativas con coeficiente de regresién distinto de cero. (Paula, 2004)

Algunos métodos para la seleccién del modelo son método forward, backward, stepwise y el
criterio de akaike (Garcia, Castellana, Rapelli, Koegel y Catalano, 2014), los cuales son definidos a
continuacién:

Método forward

El método comienza por el modelo y = a.

Sea P el nivel descriptivo méas bajo entre las pruebas ¢. Si P < Pg, la variable correspondiente
entra en el modelo.

Suponiendo que la variable entra en el modelo, entonces en el siguiente paso ajustamos el modelo

Sea P el nivel descriptivo mas bajo entre las pruebas ¢ — 1. Si P < Ppg, la variable correspon-
diente entra en el modelo. Se repite el procedimiento hasta que ocurra P > Pg
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Método backward

p=ca+ p1r1+ ... + Byrg,

Sea P el nivel descriptivo mas grande entre las pruebas q. Si P > Pg, la variable correspondiente
sale del modelo.

Suponiendo que la variable sale de el modelo, entonces en el siguiente paso ajustamos el modelo

p= o+ Bazo + ... + Byxq.

Sea P el nivel descriptivo mas alto entre las pruebas ¢—1. Si P > Pg, la variable correspondiente
sale de el modelo. Se repite el procedimiento hasta que ocurra P < Pg

Método stepwise

Es una mezcla de los dos procedimientos anteriores. Comenzamos el proceso con el modelo y = a.

Luego de que dos variables se incluyeron en el modelo, se debe verificar si la primera no ha salido
del modelo. El proceso continia hasta que no se incluye ninguna variable o retirada del modelo.

Se sugiere usar Pp = Pg = 0, 20.

Método akaike

El criterio de informacién de Akaike, propuesto por Akaike (1974), proporciona un método sim-
ple y objetivo que selecciona el modelo mas adecuado para caracterizar los datos experimentales.

Como el logaritmo de la funcién de verosimilitud crece con el aumento del niimero de pardmetros
del modelo, una propuesta razonable seria encontrar el modelo con menor valor para la funcién

Este criterio se define como:

AIC =k — 2LnL,

siendo k el nimero de parametros del modelo estadistico estimado y Lesel logaritmo de la funcion
de méaxima verosimilitud, que permite determinar los valores de los pardmetros libres de un modelo
estadistico
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2.2. Distribucién gamma

En este caso se asume que Y es una variable aleatoria con distribucién gama de media pu y
coeficiente de variacién ¢—'/2, se denota Y ~ G(u, @), y cuya funcién de densidad se expresa en la
forma

: = —1 @(ﬁ ex —@ 0
flysp. @) = (0 ( . ) p( . > (logy) (2.27)
= exp[op{(—y/n) — logu}logl'(¢) + plog(dy) — logy],

enquey >0,¢0>0 pu>0yTI(p) = fooo t?~le~tdt es la funcién gamma. Se puede notar que a
medida que ¢ aumenta la distribucién gamma es mas simétrica en torno a la media y Y se aproxima
a una distribucién normal de media p y varianza p?¢—'. Por lo tanto, la distribucién de gama se
vuelve atractiva para el estudio de variables aleatorias asimétricas.

Los momentos centrales de Y se expresan de la siguiente manera:

(r—1ly"
E(Y —p) = T
para r = 1,2, .. Por lo tanto, expandiendo logY en serie de Taylor alrededor de u hasta el segundo
orden se obtiene que

1 1
logY = logu+ —(Y — p) — — (Y — p)2.
LY )= ()

Por lo tanto, para ¢ grande se tiene

2

-~ 1 1 p _
E(log¥) & logn — 55 E(Y — p)? = logp — 5 g = logn = (29) e,

Var(logY) = ¢~L.

Es decir, la transformaciéon logY estabiliza la varianza a medida que el coeficiente de variacién
de Y es pequeno.

2.3. Modelo lineal generalizado con respuesta gamma (MLGG)

El modelo lineal generalizado con respuesta gamma es utilizado para datos positivos asimétricos.
Los datos con asimetria positiva se llaman asi porque la “cola”de la distribucién apunta hacia la
derecha y porque el valor de asimetria es mayor que 0. Los datos positivos asimétricos se observan
particularmente en tiempos de supervivencia (o duracién), este tipo de datos se observan con fuerte
énfasis en diferentes areas de la medicina, ingenieria, pesca, meteorologia, finanzas, seguros, entre

otros (Paula, (2004)
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2.3.1. Definicion

A continuacion se recogen las diferentes componentes que definen un modelo lineal generalizado
con respuesta gamma, que son la componente aleatoria, componente sistematica y la funciéon de
enlace (McCullagh y Nelder, 1989)

Componente aleatoria

Suponiendo que Y7, ..., Y, son variables aleatorias independientes tales que:

Y~ G(piy9), i=1,2,...,n. (2.28)
Es decir, se asume que estas variables poseen medias diferentes e incluso coeficiente de variacién
(;5—1/2'
Componente sistematica

Dado p; y un predictor lineal que se presenta a continuacion:

p
i =Bo+ BrXo + .+ BpXip = Bo+ > BiXij = X|' B, (2.29)
j=1

en que z; = (i1,...,7ip)  contiene valores de variables explicativas y 8 = (B, ...,3) | siendo el
vector de pardmetros de interés.

Funcion enlace

La componente aleatoria y sistemética se combinan en el modelo y es expresado a través de la
funcion de enlace

g(pi) = ni. (2.30)

2.3.2. Enlaces candnicos en MLGG

La funcién de enlace candnico para el MLG gamma se denomina funcién de vinculo reciproca y
estd dada por:

L (2.31)

13



2.3.3. Funcién de devianza del MLGG

La calidad del ajuste de un MLG se evalta a través de la devianza y para el caso gamma se
expresa de la siguiente forma (McCullagh y Nelder, 1989)

Cuando todos los valores son positivos

D (y; 1) =2 {~log (is/y:) + (yi — fii) /fii} - (2.32)
i=1

Con fi; = g (i y i = XiT B . Si algin componente de y; es igual a cero la devianza es indeter-
minada. Se sugiere sustituir D (y; 1) por (McCullagh y Nelder, 1989)

D* (y; 1) = 26 Y _ log(fui/y). (2.33)
i=1

2.3.4. Funcién score e informacion de Fisher para MLGG
La funcién score e informacién de Fisher son utiles para hallar el EMV a través de la primera y

segunda derivada de la funcién de vesosimilitud o la log-verosimilitud.

Score y Fisher para [

Considerando V(i) = p2. Luego w = 2 (d6/dn)>.
La funcion de score para el parametro 3 esta dada por

Us(0) = oX V2 (y — p). (2.34)
La matriz de informacién de Fisher para S estd dada por
Kgs = X ' X. (2.35)

Score y Fisher para ¢

La funcion score para el parametro ¢ estd dado por

Up=—> (yl + lOQMi) +) i 9), (2.36)
=1

i=1 ¢

en que, c(yi, @) = logy; + logd + 1 — 1 (¢) y ¥ (¢) = T'(¢)/T().
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Luego ¢ (y;, ¢) = 1/6 — $(¢), por lo tanto

La matriz de informacién de Fisher para ¢ estd dada por

Kop=—> E{(Yi,0)} =n{e¥/(¢) — 1} /o, (2.37)
=1
en que, ¥/(¢) = dip(¢)/dg.

2.3.5. Inferencia en MLGG

La inferencia estadistica es el conjunto de métodos y técnicas que permiten inducir, a partir de
la informacién empirica proporcionada por una muestra (Codeiro, 2000). La inferencia en el modelo
lineal generalizado gamma es presentada a continuacion:

Estimacién de los parametros

Es el procedimiento utilizado para conocer las caracteristicas de un parametro poblacional a
partir del conocimiento de la muestra (Codeiro, 2000)

= Estimacion por maxima verosimilitud

La funcién de log-verosimilitud para el MLGG se representa de la siguiente forma:

n

In((ui, d) =Y {(¢ — 1)logy + $logé + logT(¢) + LT lq‘jg ) } . (2.38)
=1
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= Estimaciéon de 8

Sea 5 = (1, ... Bp)T el vector de pardmetros de interés. Las conexiones mas usadas en el caso
gamma son identidad (u; = 1;), logaritmica (logu; = 1;) y reciproca (u; = n; 1), esta tltima
siendo la conexién canénica. El proceso iterativo para la estimacién de 8 esta dado por

Bim+D) — (x Ty (m) x) =t x Ty (m) ,(m) (2.39)

en que m = 0,1, ..., es una variable dependiente modificada z = n + W_l/QV_l/Q(y —p),n=
(s ) Ty = W1y s yn) s = (s s i) T V= diag{pn, ooy i} y W = diag{ws, ..., wn}
con w; = (dpi/dn;)?/ ps.

Es interesante notar que bajo conexién logaritmica los pesos del proceso iterativo para la
obtencién de 8 quedan dados por w; = ,u? / ,u? = 1, de modo que el proceso iterativo asume la
forma simplificada

B+l — (x TxX)71x T2, (2.40)

en que z = (21,...,2,) " con z; = n; = (i — i)/ i v ps = exp(n;). La varianza asintética de
B esta dada por Var(B) = ¢ (X" X)~!. En particular, si las columnas de la matriz X son
ortogonales, esto es X ' X = I, en que I, es la matriz de orden p, entonces Var(Bj) =¢ly
Cov(ﬁj, Bg) =0, para j # ¢, es decir, Bj y B¢ son asintéticamente independientes.

Test de hipé6tesis

Los métodos de contraste de hipdtesis tienen como objetivo comprobar si determinado supues-
to referido a un parametro poblacional, o a parametros andlogos de dos o ma&s poblaciones, es
compatible con la evidencia empirica contenida en la muestra (Codeiro, 2000)

= Test de Wald
Para los MLG gamma el estadistico de Wald se expresa de la forma
&w = 618 — BT (XTWX)[B - 8] (2.41)
= Test score
el test score, también conocido como prueba de Rao para los MLG gamma tenemos que

Esr =0 Uz(BY) T (X TWoX) 1 Us(8%), (2.42)

en que Wy se estima en Hy, aunque tiene la forma del modelo en Hi.
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2.3.6. Seleccion del modelo

Existen varios procedimientos para seleccionar modelos de regresién, aunque ninguno de ellos
es consistente, es decir, incluso para muestras grandes selecciona con probabilidad uno las variables
explicativas con coeficiente de regresién distinto de cero (Paula, 2004)

Método akaike

El criterio de informacién de Akaike, propuesto por Akaike (1974), proporciona un método sim-
ple y objetivo que selecciona el modelo méas adecuado para caracterizar los datos experimentales.
Se describe la relacién entre el sesgo y varianza en la construcciéon del modelo, o hablando de ma-
nera general acerca de la exactitud y complejidad del modelo (Garcia, Castellana, Rapelli, Koegel
y Catalano, 2014)

AIC = D*(y; 1) + 2p, (2.43)

en que D*(y; 1) denota la devianza del modelo y p el niimero de pardmetros.
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Capitulo 3

Técnicas de diagndstico en modelo
con respuesta gamma

El capitulo 3 trata sobre las técnicas de diagndsticos en los modelos lineales generalizados.
La Seccién 3.1 define las técnicas de diagndstico del MLG, la Seccién 3.2 define las técnicas de
diagnéstico del MLG gamma y la Seccién 3.3 trata del diagnodstico de influencia, especificamente
influencia global.

3.1. Técnicas de diagnodstico

Un paso importante en el andlisis de un ajuste de regresion es verificar posibles desviaciones
de los supuestos hechos para el modelo, especialmente para la componente aleatoria y la parte sis-
tematica del modelo, asi como la existencia de observaciones discrepantes con alguna interferencia
desproporcionada o inferencial con los resultados del ajuste. Este paso, conocido como anélisis de
diagnéstico, se ha implementado durante mucho tiempo y comenzé con el andlisis de residuos para
detectar la presencia de puntos aberrantes y evaluar la adecuacién de la distribuciéon propuesta
para la variable de respuesta. Una referencia importante en este tema es el articulo de Cox y Snell
(1968) en el que se presenta una forma general de definir residuos. Belsley, Cook y Weisberg (1982)
discuten la estandarizacién de los residuos para el caso normal lineal. Pregibon (1981) propone el
componente de desviaciéon como un residuo en la clase de modelos lineales generalizados y sugiere
una estandarizacién probada por Cordeiro (1982) utilizando los enfoques propuestos por Cox y
Snell (1968). Atkinson (1981) propone la construccién mediante la simulacién de Monte Carlo de
una banda de confianza para los residuos de la regresién lineal normal, que denominé “Q-Q Plot”,
que permite una mejor comparacién entre los residuos y los percentiles de la distribucién normal
estandar.

Otro tema importante en el analisis de diagnéstico es la deteccién de observaciones influyentes,
es decir, puntos que ejercen un peso desproporcionado en las estimaciones de los parametros del
modelo. Han surgido varias propuestas relacionadas con la influencia de las observaciones en los
coeficientes estimados del modelo normal lineal. El estudio de la diagonal principal de la matriz de
proyeccion presentada por Hoaglin y Welsch (1978) motivé la definicién de los puntos de apalan-
camiento (también conocidos como puntos Leverage y son definidos a continuacién), estos puntos
tienen un perfil diferente de los otros puntos con respecto a los valores de las variables explicativas
que dependiendo de la ubicacién, pueden influir fuertemente en las estimaciones del coeficiente de
regresion. Wei, Hu y Fung (1998) extienden la definicién de los puntos de apalancamiento a modelos
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generalizados cuya variable de respuesta es continua. Esta generalizacion incluye otros métodos de
estimacién ademds de la maxima verosimilitud y otros enfoques, como el enfoque bayesiano. Paula
(1999) analiza los puntos de apalancamiento en modelos lineales normales restringidos con exten-
siones a MLG.

Sin embargo, la eliminacién de puntos es quizas la técnica mas conocida para evaluar el impac-
to de retirar una observacion particular en las estimaciones de regresion. Cook, Penia y Weisberg
(1988) comparan la distancia basada en la probabilidad con medidas tradicionales de eliminacién
de puntos como la distancia de Cook.

3.1.1. Matriz sombrero (Leverage)

La idea principal que esta detras del concepto de punto de apalanca o matriz “sombrero” Py,
es de evaluar la influencia de y; sobre el propio valor ajustado ¢; (McCullagh y Nelder, 1989). En
especial su diagonal juega un rol importante en las técnicas de diagnostico de influencia global.

Los elementos diagonales de P estan limitados de la siguiente forma:

1
— <pi; <1
n

Y proveen una medida de distancia desde el i-ésimo caso de la media, definida por:

1
pii = — + (2, — D)"(XTX) N2 — 7),
n

en que x; — T denota el vector de orden (p x 1) de predictores de la matriz de disefio para el i-ésimo
caso de la matriz sombrero (p;;).

La matriz sombrero para el MLG es:
GL=V(XTVX)'xT.

3.1.2. Residuos

El anélisis de residuos es una inspeccion grafica que ayudan a encontrar casos desviantes y pun-
tos influyentes.
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Residuo de Anscombe
Propuesto por Anscombe (1972), este trata de normalizar la diferencia entre los valores obser-

vados y ajustados de manera que la heterogeneidad en los datos sea identificable.

Se define de la siguiente manera:

_ P{y) — ()}
VY2 (i) ()

en que, Y (p f ry-1/ 3(t)dt, y que corresponde a una transformacién utilizada para normalizar
la dlstrlbucmn de Y.

7 9

Sin embargo, los residuos mas utilizados en MLG son definidos a partir de las componentes de
la funcién de devianza. La version estandarizada es la siguiente:

Residuo estandarizado

N 1 N
by, = Fis i) _ G2 d(yis i)

en que d(y;; i) = £v2{yi(0; — 0;) + (b(6;) — b(6;)) }/2.

Se verificé mediante simulaciones que la distribucién de tp, tiende a estar mas cerca de lo normal
que las distribuciones de otros residuos (Williams, 1984)
3.1.3. Grafico de variable agregada

La siguiente es la version grafica de la variable agregada para el MLG. Supongamos un MLG
con p pardmetros, 31, ..., 3, ¢ conocido, y que se estd incluyendo un pardmetro adicional 7 en el
modelo. La idea es probar Hy : v = 0 contra H; : v # 0 (Paula, 2004)

Entonces, sea n(/3,) un predictor lineal con p + 1 pardmetros, esto es:

n(B,7) =X B+72. (3.1)

Una funcién score para - estd dada por:

OL(B,7)
ol

en que z = (21, ..., zn) |, del resultado anterior se tiene que :

U, = = ¢'2ZTW 2, (3.2)

Var(y) = ¢~ HZTWV2 w2271, (3.3)
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en que, M = I, — H. Luego Var(¥) = ¢ "/ (RTWR)lcon R=Z-XCyC = (X"WX) ' XTWZ.

Por lo tanto, el estadistico score para probar Hy:~y =0 v/s Hj : 7y # 0 viene dado por:

Ry
(ZTWeMW2z)

§srR =

en que W, Tp ¥ M son evaluados en j3 (bajo Hyp). Bajo Hy, £sr ~ X2, cuando n — oo

3.1.4. Técnicas graficas

Las técnicas graficas més recomendadas para los MLG son

graficos de tp; contra el orden de las observaciones, contra los valores ajustados y contra las
variables explicativas.

grafico normal de probabilidades para tp;.

grafico de Z; contra 7); para verificar la adecuacién de la funcién de enlace.

graficos de la distancia de Cook cuando la i-ésima observacién es excluida.

3.2. Técnicas de diagnostico del MLGG

Como se mencioné en la seccién anterior, las técnicas de diagndstico son un paso importante en
el ajuste de la regresion al verificar la existencia de posibles desviaciones en los supuestos obtenidos
en el modelo. A continuacién se presentan algunas técnicas de diagnéstico del MLG con respuesta
gamma;

3.2.1. Residuos

Como ya se sabe el andlisis de residuos es una inspeccién grafica que ayudan a encontrar puntos
aberrantes y puntos influyentes.
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Residuo de Anscombe

Propuesto por Anscombe (1972). Los residuos de Anscombre utiliza la funcién de varianza pro-
pia del modelo y para el MLGG esta dado de la siguiente manera:

3pL/20, 13 _ pL/3
tai = ¢ {yil/?’ = }7 i=12,..n

(2

Residuo estandarizado

El residuo componente de la desviacion estandarizada asume para los modelos gamma la forma

tp, = i%{wymi/y» i)}, (3.4

enquey; >0y hi; es el i-ésimo elemento de la diagonal principal de la matriz.
H=W"X(XTWX)"'XTWY2 con w; = (du;/dn;)?/u?. En particular cuando hay un inter-
cepto en 7; el residuo componente de la desviacién tp, asume la forma reducida

tp, = i@{wgmi/y»}w. (35)

Los estudios de simulacién indican que el residuo tp, se aproxima a la normalidad, particular-
mente para ¢ grande.

3.2.2. Técnicas graficas

Gréficos de tp, y hi; contra los valores ajustados j; como también graficos de los indices de LD;
se recomiendan para el andlisis de diagnéstico.

3.3. Diagnéstico de influencia

Codeiro (2000) menciona que una etapa importante en el modelado estadistico es verificar po-
sibles alejamientos en las suposiciones establecidas sobre el modelo, asi como la existencia de ob-
servaciones discrepantes con alguna interferencia desproporcional sobre los resultados derivados del
ajuste de la regresién. En la literatura estadistica esta etapa se conoce como analisis de diagnéstico.
En este contexto, se han desarrollado diversos procedimientos para detectar la presencia de observa-
ciones discrepantes. entre las técnicas iniciales mas usadas se encuentran en el andlisis de residuos y
eliminacién de casos. El andlisis de residuos sugiere el uso de una inspeccion grafica de los residuos
estandarizados. La eliminacion de casos propone evaluar el impacto de cada observacién sobre las
estimaciones de la regresion mediante la retirada individual de cada observacion del conjunto de
datos (influencia global). Una observacién es influyente si el efecto de excluirla del conjunto de datos
produce diferencias significativas en el anélisis.

22



Cook (1977) propone un importante procedimiento para la deteccién de observaciones influ-
yentes en la regresién lineal; Cook y Weisberg (1982) desarrollan algunas medidas de diagnéstico
para el modelo de regresién basadas en los residuos e influencia global; Hawkins (1980) y Leroy y
Rousseeaw (1987) trata el problema de identificacién de observaciones aberrantes.

3.3.1. Diagnéstico de influencia global

Dada la importancia que tienen los estimadores de los pardmetros de un modelo en el andlisis
de regresién, es comun estudiar el cambio que se puede producir en dichos estimadores al eliminar
un caso o un subconjunto de ellos del conjunto de datos.

La idea basica es utilizar una medida que permita comparar la distancia entre el estimador de
maxima verosimilitud obtenido luego de eliminar un subconjunto de observaciones, y el correspon-
diente estimador sin eliminar observaciones (Rivas, 2019)

Sean I(0]ye) y 1(0]yc)), la funcién log-verosimilitud del vector g-dimensional de los pardmetros
0 para los datos completos y para los datos con la eliminacién del i-ésimo caso, respectivamente,

donde un subindice [i] significa la cantidad original con el caso eliminado.

En que, Q(-) para el conjunto de datos sin la i-ésima fila estd dado por

Qu(010) = B {1(01yera) lyogn: 0} (3.6)

cuyo maximo se denota por é[i}’ i=1,...,ny 0 es el estimado de 6. Zhu et al. (2001) han propuesto

el uso de la distancia de Cook generalizada de la ()—funcién. En este caso, la distancia entre 8 y
05 viene dada por

LD; =

b b {O010)) (68,
( ”){(q‘”( D et (3.7)

Usando aproximaciones lineales de un paso 6 [i](l) de 6[i] (Pregibon, 1981), se obtiene

0 =0+ {0 (010)} " @ (16). (3.8)

en que Q[i](é | ) = %w:é y Q[l](é | é)wzé del algoritmo estimado es reemplazado por Q(8 | 6).
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Luego se obtiene

) @@ 9y

LS
=
—
D>
D>
SN—
-
N——
—
|
Q
/~/
D>
D>

A N B
~(Qu@197){-G(910)}  (@u@1d).
Zhu et al. (2001) definen la ()-distancia como:

QD =2{Q(019) - Q1) } . (3.9)

Luego obtienen una aproximacion de QD;

QDY =2{Q(010) - Qb 1 0)} - (3.10)

3.3.2. Diagnéstico de influencia global para el MLGG

Cuando la i-ésima observacion es excluida la distancia de Cook aproximada para el MLG gamma
estd dado por (Pregibon, 1981)

LD; = LA LA (3.11)

24



Capitulo 4
Aplicacién

En este capitulo se aplican las técnicas de diagnédstico definidas en el Capitulo 3 a un conjunto de
datos reales en donde se evalué la resistencia (en horas) de un tipo particular de vidrio de acuerdo
con cuatro niveles de voltaje (en kilovoltios) y dos temperaturas (en grados Celsus). El anédlisis es
realizado en el paquete estadistico R. El problema puede ser encontrado en Lawless, 1982, p. 338.

4.1. Descripcion de los datos

Uno de los objetivos principales de este trabajo es implementar las metodologias de técnicas
de diagnostico en el modelo lineal generalizado con respuesta gamma. Para llevar esto a cabo se
analiza la resistencia de un tipo particular de vidrio en relaciéon con el voltaje y temperatura. Los
datos estdn compuestos por el tiempo de resistencia, el voltaje (1: 200kV, 2: 250kV, 3: 300kV y 4:
350kV) y la temperatura (1: 170°C y 2: 180°C). En este caso la variable respuesta es la resistencia
del vidrio, mientras que los factores son el voltaje y la temperatura.

Sea Yjj;i el tiempo de resistencia de la k-ésima muestra de vidrio sometida a la i-ésima tempe-
ratura y en el j-ésimo voltaje. Es habitual en este tipo de estudio asumir respuestas con alguna
distribucién asimétrica. Entonces supongamos Y, ~ G(isj, ¢).

En la Tabla 4.1 se presentan los resultados de un experimento en el que se evalué la resistencia

(en horas) de un tipo particular de vidrio de acuerdo con cuatro niveles de voltaje (en kilovoltios)
y dos temperaturas (en grados Celsus).

25



Tabla 4.1: Tiempo de resistencia del vidrio de acuerdo con los niveles de voltaje y temperatura.

Voltaje
Temperatura 200(kV) 250(kV) 300(kV) 350(kV)
170 °C 439 572 315 258
904 690 315 258
1092 904 439 347
1105 1090 628 588
180 °C 959 216 241 241
1065 315 315 241
1065 455 332 435
1087 473 380 455

4.2. Analisis descriptivo

A continuacién se realiza un analisis descriptivo de los datos, el que ayuda a comprender la
estructura que tienen, de tal manera detectar tanto un patréon de comportamiento general como
alejamientos de alguna observacién. Una forma de realizar ésto es mediante gréficos de sencilla rea-
lizacion e interpretacién. Otra forma de describir los datos es obtener medidas de resumen clasicas
(Codeiro, 2000)

Las variables consideradas en estudio son las siguientes:

= Variable Respuesta: tiempo de resistencia de los vidrios.

» Variables Independientes (Factores): voltaje y temperatura.

e Niveles de voltaje: 1=200kV, 2=250kV, 3=300kV e 4=350kV;
e Niveles de temperatura: 1=170°C e 2=180°C.

Se nota por la Figura 4.1 (ignorando los niveles de voltaje y temperatura) una cierta asimetria

a la derecha para la distribucién del tiempo de resistencia de los vidrios. Sin embargo, se puede
observar un comportamiento bimodal de la distribucién empirica.
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Figura 4.1: Densidad empirica del tiempo de resistencia de los vidros.
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En la Tabla 4.2 se tienen algunas medidas descriptivas como: Minimo, 1°, 2° e 3° Cuartiles (Q1,
Mediana y Q3, respectivamente), Media, Méximo y Coeficiente de Variacién (CV). Se puede notar
de la Tabla 4.2 que las muestras de vidrio presentan una mayor variabilidad para el tiempo de re-
sistencia cuando son evaluadas en relacién a la temperatura en comparacién cuando es evaluada de
acuerdo con el voltaje. Especificamente, en el segundo nivel de temperatura la dispersién del tiempo
de resistencia de las muestras de vidrio puede ser considerada alta(63 %). Ahora, cuando el tiem-
po es evaluado en consideracion al voltaje, es en el nivel 2 (250kV) que ocurre la mayor variabilidad.

Tabla 4.2: Medidas de resumen de la variable tiempo de resistencia del vidrio de acuerdo con los
niveles de voltaje y temperatura.

Voltaje Temperatura

1 (200kV) 2 (250kV) 3 (300kV) 4 (350kV) | 1 (170°C) 2 (180°C)
Minimo 439 216 241 241 258 216
Q1 9452 420 315 253,8 339 296,5
Mediana 1065 522.5 323.5 302,5 580 407,5
Media 964,5 589,4 370,6 3529 621,5 517,2
Q3 1088 743,5 394,8 440 904 594.5
Maximo 1105 1090 628 588 1105 1087
CV 23,22 49,94 32,02 36,41 49,79 62,97

27



Por los boxplots de la Figura 4.2 se nota un mayor tiempo de resistencia de las muestras de
vidrios cuando son evaluadas en el nivel 1 del voltaje (200kV). Ademads, se observa que la varianzas
de los cuatro niveles del voltaje no parecen homogéneas pues en este caso, a nivel descriptivo, la
variabilidad central y total son diferentes en los cuatro grupos. También puede ser observado que
los niveles 1 (200kV) y 3 (300kV) del voltaje hay puntos marcados como potencialmente atipicos y
que corresponden al caso #1 y #15 respectivamente.

Figura 4.2: Box-plots de la resistencia segin niveles de voltaje.
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De acuerdo con los boxplots de la Figura 4.3 se nota que la tendencia central del tiempo de
resistencia de las muestras de vidrios parece ser levemente mayor en el primer nivel de temperatura
(170°C) con relacién al segundo nivel. No son observadas grandes diferencias respecto a la variabi-
lidad entre los dos niveles de temperatura.
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Figura 4.3: Box-plots de la resistencia segin niveles de temperatura.
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Con el objetivo de visualizar una posible interaccién entre los factores voltaje y temperatura fue
construido el grafico de perfiles medios muestrales el cual esta representado en la Figura 4.4. Se nota
que no hay un paralelismo entre las rectas, o sea hay indicios de interaccion entre los factores voltaje
y temperatura. Lo anterior, quiere decir que existe indicio, a nivel descriptivo, que el coportamiento
de la resistencia media del vidrio, segiin voltaje, no es el mismo para los dos niveles de temperatura
lo que sugiere efecto de interaccién entre los factores. Por ejemplo, se puede apreciar que cuando
se pasa de la temperatura 1 (170 °C) para temperatura 2 (180 °C) en nivel 2 de voltaje (250 kV)
ocurre una disminucién en el tiempo de resistencia medio del vidro muy superior a la disminucién
correpondiente dentro de los niveles 3 (300 kV) y 4 (350 kV) de voltaje.
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Figura 4.4: Perfiles muestrales de la resistencia media segun niveles de kV y °C.
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4.3. Analisis inferencial

Sea y;;1, el tiempo de resistencia de la k-ésima muestra de vidro sometida a la i-ésima tempera-
tura y al j-ésimo voltaje (k = 1,2,3,4, i = 1,2, j = 1,2,3,4). Vamos a suponer inicialmente que
Yijk ~ G, @), o sea ignorar los efectos voltaje y temperatura. Se obtienen las siguientes estimacio-
nes:

o~

7i = 569,34(56,03) e & =3,54(0,85).

Por lo tanto se confirma por la estimacién de ¢ (valor no tan pequeno) una cierta asimetria
en la distribuicién empirica del tiempo de resistencia de los vidros. Los nimeros entre paréntesis
corresponden a los errores estandar de las estimaciones
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4.3.1. Ajuste de modelos.

En este caso los modelos que consideran la variable respuesta como gamma (con funcién enlace
identidad) son ajustados para explicar el tiempo de resistencia (en horas) de los vidrios por medio
de los fatores voltaje y temperatura. Como estamos trabajando solo con fatores la funcién de enlace
no interfiere ni en las estimacones de los pardmetros ni en los resultados inferenciales (Codeiro,

2000)

A continuacion se realiza el ajuste de dos modelos, el primero considera los factores voljate y
temperatura, mientras que el segundo modelo incluye ambos factores pero a la vez considera una
interaccion entre ellos. Luego se evalua la calidad del ajuste y las estimaciones de cada uno de los
modelos para posteriormente ser comparados y realizar la seleccién de modelos.

(Modelo 1: M1) Vamos a suponer que ;i ~ G(fij, ¢) con parte sistemdtica dada por

pij = o+ B+, Ml

en que f; (con j =1,2,3,4) y 7 (con i = 1,2) denotan, respectivamente, los efectos de voltaje y
temperatura y que lo llamaremos Modelo 1

Fue adoptado el modelo de casilla de referencia (Salgado, Néaas, Pereira y Moura, 2007) con las
siguientes restricciones:

fr=0 e m=0.
El ajuste de M1 (ejecutado en paquetee estadistico R) es presentado en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3: Resumen del ajuste del Modelo 1

Parametro | Estimacién | E. Estandar | Z-valor | P valor
« 1039,94 122,50 8,489 | < 0,0001
Bo -426,49 135,61 -3,145 0,00402
53 -608,81 126,21 -4,824 | < 0,0001
B4 -612,89 126,04 -4,863 | < 0,0001
Yo -117,77 56,43 -2,087 0,04644
10} 9,49 2,33 4,073 | < 0,0001

La devianza del M1 esta dado por

D} = ¢D; = (9,49)3,43 = 32,55 (27g.1.)

P-valor dado por P = 0,21 (no rechazamos el modelo M1). Ademads, se observa que el valor de
Akaike es AICT = 428, 53.
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Como todos los parametros del M1 son significativos, podemos tener las siguientes interpreta-
ciones:

» La interseccion indica la hora resistencia media cuando el voltaje es de 200kV y la temperatura
es de 170°C;

= Para un nivel de temperatura fijo tenemos que: La disminuciéon promedio en el tiempo de
resistencia de 200kV a 250 kV es de 426,49 horas; La disminuciéon promedio en el tiempo
de resistencia de 200kV a 300kV es 608,81 horas; La disminucién promedio en el tiempo de
resistencia de 200kV a 350 kV es de 612,89 horas.

= Para un nivel de voltaje fijo, la disminucién promedio en el tiempo de resistencia cuando
pasamos de 170°C a 180°C es de 117.77 horas;

= El alto valor de la estimacion ¢ confirma la asimetria correcta para la distribucién del tiempo
de resistencia del vidrio.

(Modelo 2: M2) Considerando ahora que ;1 ~ G(fj, ¢) con parte sistematica dada por

pij = a+ Bj+ v+ 0y, M2

en que 3; (con j =1,2,3,4), v; (con i =1,2) e §;; denotan, respectivamente, los efectos de voltaje,
temperatura e interaccién, llamado Modelo 2

El modelo de casilla de referencia se adopté con las siguientes restricciones:

B1=0, v =0, 011 =20312=2013=014=021 =0.

El ajuste M2 (realizado en el paquete estadistico R) se presenta en la tabla 4.4
La devianza de M2 esta dado por

Dj = ¢Dy = (13,35)2,43 = 32,44 (24¢.1.)

P-valor dado por P = 0,12 (no rechazamos el modelo M2). Ademas, se observa que el valor de
Akaike es AICy = 423.29.

4.3.2. Seleccién del modelo.

Una forma de elegir un modelo apropiado es realizar la prueba de razén de probabilidad. En este
caso, utilizaremos la funcién “ rv.gama (y, fitl, fit2) ” del paquete estadistico R. Esta funcién
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Tabla 4.4: Resumen del ajuste del Modelo 2.

Parametro | Estimacién | E. Estandar | Z-valor | P valor
« 885,0 137,8 6,424 | < 0,0001
Bo -71,0 187,2 -0,379 0,70780
53 -460,8 152,8 -3,016 0,00598
B4 -522,3 148.,9 -3,508 0,00181
Y2 159.,0 213,1 0,746 0,46275
622 -608,3 254,3 -2,392 0,02496
023 -266,3 228.,4 -1,165 0,25529
024 -178,8 226,8 -0,788 0,43831
10} 13,35 3,3 4,045 | < 0,0001

calcula el valor estadistico de la razén de probabilidad para probar dos modelos anidados gamma.
Las hipotesis estadisticas para contrastar son:

Hy : 022 = d23 = 624 = 0 ( no hay efecto de interaccion)
v/s
Hj : Al menos uno do; # 0,5 = 2,3,4.
En nuestro caso para usar la funcién de paquete estadistico R, “rv.gama (y, fitl, fit2)”, dado

por “y”denota la variable de respuesta (resistencia), “fit1.¢! modelo se ajusta bajo la hip6tesis nula
(M1) y “fit2.¢! modelo se ajusta a la hipétesis alternativa M2

El valor estadistico de la razén de verosimilitud es

RV =11,22995 (3¢.1.).

P-valor dado por P = 0,01054527 (rechazamos Hy). Por lo tanto, el El modelo elegido es el que
tiene interaccion, es decir, M2

Ademas, el modelo elegido tiene un valor méas bajo (algo deseable) de Akaike (AICy = 423,29)
en comparacion con el modelo bajo Hy (AIC] = 428,53)
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4.4. Analisis de diagndstico

En la Figura 4.5, se muestran algunos gréaficos de diagnédstico con el objetivo de revelar en
presencia de observaciones extremas con alguna interferencia desproporcionada Al ajustar el modo,
se verificard cémo verificar los supuestos del modelo ajustado. En este caso le diremos lo siguiente:

» El gréfico 4.5 (a) muestra un valor constante para los puntos de apalancamiento en todos los
casos (indices) debido a trabajar solo con factores.

» El grafico 4.5 (b) muestra que los casos #1, #15 y #16 se destacan entre otros, siendo posibles
puntos de influencia que pueden cambiar la inferencia

» El gréfico 4.5 (¢) que los casos #1 y #16 estan fuera del rango (—2,2) y, por lo tanto, se
consideran puntos aberrantes o discrepantes.

= Se puede ver en el gréfico 4.5 (d) que la funcién de enlace utilizada es adecuada.

Figura 4.5: Gréficos de diagndstico.
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La siguiente es la identificacion de casos comentados previamente:

1. Caso #1 (439 horas): Tiempo de resistencia de una muestra de vidrio cuando se somete a una
temperatura de 170°C y un voltaje de 200kW. Es la observaciéon que presenta la resistencia
mas baja dentro de esta categoria.

2. Caso #15 (628 horas): Tiempo de resistencia de una muestra de vidrio cuando se somete a
una temperatura de 170°C y un voltaje de 300kW. Es la observacién que presenta la mayor
resistencia dentro de esta categoria.

3. Caso #16 (588 horas): Tiempo de resistencia de una muestra de vidrio cuando se somete a
una temperatura de 170°C y un voltaje de 350kW. Es la observacién que presenta la mayor
resistencia dentro de esta categoria.

Es de destacar que todos estos casos estan dentro del nivel de temperatura de 170°C.

Tenga en cuenta que los casos #1 y #15 también fueron resaltados por los gréficos de los gréficos
de caja (Figura 4.2). Sin embargo, el caso #16 solo se descubrié en el andlisis de diagnéstico.

La Figura 4.6 muestra el grafico de Q-Q Plot. Observamos en el grafico que no hay evidencia de
desviaciones graves en base a la suposicién de que el tiempo de resistencia del vidrio tiene una dis-
tribucién gamma. Sin embargo, hay ocurrencias de “ barrigas ” dentro de las bandas de confianza,
lo que indica que puede existir heterocedasticidad.

Figura 4.6: Gréafico de Q-Q Plot.
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4.5. Analisis confirmatorio

A continuacién, se realiza el andlisis confirmatorio para evaluar si el impacto de la eliminacién
de los casos descritos anteriormente, caracterizados entre influyentes y aberrantes, tiene algin grado
de influencia en el modelo ajustado.

Las Tablas 4.5, 4.6 y 4.7 presentan las estimaciones del modelo ajustado y las inferencias re-
sultantes cuando se toman los casos #1, #15 y #16 respectivamente. La Tabla 4.8 presenta las
estimaciones del modelo ajustado y las inferencias resultantes cuando los tres casos se toman juntos.
Se observa en cada situacién que el resultado inferencial no tiene cambios (a un nivel de significancia
del 10 %) en comparacién con los resultados cuando se incluyen todas las observaciones (Tabla 4.4)

Tabla 4.5: Resumen del ajuste del Modelo 2 sin el caso #1.

Parametro | Estimacién | E. Estandar | Z-valor | P valor
« 1033,67 175,07 5,904 | < 0,0001
Bo -219,67 211,90 -1,037 | 0,31068
53 -609,42 185,80 -3,280 0,00328
B4 -670,92 182,97 -3,667 | 0,00128
Yo 10,33 232,59 0,044 0,96495
) -459,58 266,86 -1,722 0,09846
023 -117,58 245,21 -0,480 0,63610
024 -30,08 243,84 -0,123 0,90288
10} 16,00 4,02 3,980 | < 0,0001

Tabla 4.6: Resumen del ajuste del Modelo 2 sin el caso #15.

Parametro | Estimacién | E. Estandar | Z-valor | P valor
« 885,0 131,9 6,711 | < 0,0001
B -71,0 179,2 -0,396 0,69556
B3 -528,7 145,4 -3,635 0,00139
B4 -522,3 142.5 -3,664 0,00129
Yo 159,0 203,9 0,780 0,44355
620 -608,3 243.,4 -2,499 0,02005
023 -198,3 218,1 -0,909 0,37265
624 -178,8 217,1 -0,823 0,41872
10} 14,5 3,6 4,028 | < 0,0001
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Tabla 4.8: Resumen del ajuste del Modelo 2 sin el caso #1, #15 y #16.

La Tabla 4.9 presenta los valores de los walor-P excluyendo los casos citados en el andlisis de
diagndstico. Tenga en cuenta en esta tabla que el nivel de significancia del 10 % no hubo cambio
inferencial ya que los parametros no significativos siguen siendo no significativos y, por lo tanto, los
parametros significativos siguen siendo significativos incluso cuando se eliminan los casos #1, #15

Tabla 4.7: Resumen del ajuste del Modelo 2 sin el caso #16.

Parametro | Estimaticion | E. Estandar | Z-valor | P valor
« 885,0 125,0 7,079 | < 0,0001
Bo -71,0 169,9 -0,418 | 0,679840
B3 -460,8 138,7 -3,323 | 0,002960
B4 -597,3 133.,5 -4,473 | 0,000173
Y2 159.,0 193,3 0,822 | 0,419317
622 -608,3 230,8 -2,636 | 0,014781
023 -266,3 207,3 -1,284 | 0,211835
024 -103,7 204,8 -0,506 | 0,617501
10} 15,6 3,9 4,000 | < 0,0001

Parametro | Estimacién | E. estandar | Z-valor | P valor
Q 1033,67 142,96 7,231 | < 0,0001
B9 -219,67 173,04 -1,269 | 0,218166
B3 -677,33 151,22 -4,479 | 0,000207
B4 -746,00 148,39 -5,027 | < 0,0001
D) 10,33 189,93 0,054 | 0,957126
090 -459,58 217,92 -2,109 | 0,047124
093 -49,67 199,86 -0,249 | 0,806155
024 45,00 198,35 0,227 | 0,822720
¢ 23,01 6,00 3,875 | 0,000107

y #16 individualmente o juntos.

Tabla 4.9: P valores de las estimaciones de los pardmetros excluyendo los casos citados.

P valor
Casos a B2 B3 B V2 922 023 24 ¢
Todos < 0,0001 0,70780 0,00598 0,00181 0,46275 0,02496 0,25529 0,43831 < 0,0001
-#1 < 0,0001 0,31068 0,00328 0,00128 0,96495 0,09846 0,63610 0,90288 < 0,0001
-#15 < 0,0001 0,69556 0,00139 0,00129 0,44355 0,02005 0,37265 0,41872 < 0,0001
-#16 < 0,0001 0,67984 0,00296 0,00017 0,41932 0,01478 0,21184 0,61750 < 0,0001
-#1#154#16 | < 0,0001 0,21817 0,00021 < 0,0001 0,95713 0,04712 0,80616 0,82272  0,00011

37



En general, podemos concluir que el tiempo de resistencia del vidrio estd influenciado por la
temperatura y el voltaje, con interacciones entre ellos y, por lo tanto, se puede inferir que el tiempo
de resistencia del vidrio no es el mismo para todas las combinaciones de los dos factores.

Los casos #1, #15 y #16 se destacan en los analisis realizados y cambian ligeramente las
estimaciones del modelo elegido, pero no producen cambios significativos en las inferencias del
modelo.
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Capitulo 5

Conclusion

5.1. Consideraciones finales

En este trabajo de titulo se estudiaron las técnicas de diagnéstico de influencia en el modelo
lineal generalizado con respuesta gamma. Uno de los principales aspectos abordados fue el desarrollo
e implementacién de técnicas de estimacién clasicas y también el estudio de la influencia global. El
Capitulo 3 ofrece varias herramientas y técnicas de diagndstico para aplicar sobre el modelo senialado
en el Capitulo 2. El capitulo 4 es la aplicaciéon de datos reales en donde existen 3 casos que destacan
en los andlisis de diagnostico de influencia realizados y cambian ligeramente las estimaciones del
modelo elegido.

5.2. Sugerencias para futuras investigaciones

= Extender el modelo presentado en el Capitulo 2 a la distribuciéon Birnbaum Saunders.

= Externder las técnicas propuestas en el Capitulo 3 incluyendo el diagnéstico de influencia
local.
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Capitulo 7
Apéndice

Cddigo R

» Lectura de datos
vidros < —scan(“C : /Users/croja/OneDrive/ Escritorio/ Ej _Vidrios_-Camila/vidros_datos.tzt”,
list(resist = 0,voltagem = 0,tempera = 0)) attach(vidros)

» Grafico densidad cruda de la variable repuesta omitiendo las covariables
plotl < —plot(density(resist), xlab =" Resistencia(horas)”, ylab =" Densidad”,””)
savePlot("C : /Users/croja/Downloads/tesisl /17, type = " ps”)

voltaje < — factor(voltagem)

voltaje < —C(voltagem, treatment)
temperatura < — factor(tempera)
temperatura < —C'(tempera, treatment)

= Gréficos Box plots y perfiles muestrales

plot2 < —boxplot(split(resist,voltaje),ylab = “Resistencia”, xlab = “Voltaje(kV)”)
title(“”)

savePlot(“C : /Users/croja/Downloads/tesisl/2”  type = “png”)

plot3 < —boxplot(split(resist, temperatura),ylab = “Resistencia” , xlab = “Temperatura(°C)”)
title(*”)

savePlot(“C : /Users/croja/Downloads/tesisl /3", type = “png”)

plotd < —interaction.plot(temperatura,voltaje, resist, trace.label = deparse(substitute(Vol.(kV))), xlab =
“Temperatura(°C)”,ylab = “Resistenciamediamuestraldelvidrio”)
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savePlot(“C : /Users/croja/Downloads/tesisl /4" type = "png”)

Ajustar modelo ignorando los fatores
fit0.vidros < —glm(resist ~ 1, family = Gamma(link = identity))
summary( fit0.vidros)

Estimacién del parametro de dispersiéon
library(MASS)
gamma.shape( fit0.vidros)

Ajustar modelo considerando los fatores sin interaccion
fitl.widros < —glm(resist ~ voltaje + temperatura, family = Gamma(link = identity))
summary( fitl.vidros)

Estimacién del pardametro de dispersién
library(M ASS)
gamma.shape( fitl.vidros)

Ajustar modelo considerendo los fatores con interaccién

fit2.vidros < —glm(resist ~ voltaje+temperatura+voltaje*temperatura, family = Gamma(link =
identity))

summary( fit2.vidros)

Estimacion del parametro de dispersiéon
library(MASS)
gamma.shape( fit2.vidros)

source(“C : /Users/croja/OneDrive/Escritorio/ Ej_Vidrios_Camila/rv_gama.R")
rv.gama(resist, fitl.vidros, fit2.vidros)

pvalor < —1 — pchisq(11,22995, 3)
pvalor

fit.model < — fit2.vidros

attach(vidros)

source(“C : /Users/croja/OneDrive/Escritorio/ Ejyidrioscamila/diag-gama.R”)
savePlot(“C : /Users/croja/Downloads/tesisl/diag-gama”, type = “png”)

fit.model < — fit2.vidros

attach(vidros)

source(“C : /Users/croja/OneDrive/Escritorio/ Ej_Vidrios_-Camila/sobre_gama.R”)
savePlot(“C : /Users/croja/Downloads/tesisl/sobre_gama”, type = “png”)
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Graficos de diagnostico

X < —model.matriz(fit.model)

n < —nrow(X)

p < —ncol(X)

w < — fit.model$weights

W < —diag(w)

H < —solve(t(X) %* %W %* %X)

H < —sqrt(W) %* %X %* %H %* %t(X) %* Y%sqrt(W)

h < —diag(H)

library(M ASS)

fi < —gamma.shape( fit.model)$alpha

ts < —resid( fit.model, type = “pearson”)*sqrt(fi/(1 — h))
td < —resid(fit.model, type = “deviance” )*sqrt(fi/(1 — h))
di < —(h/(1 — h))*(ts?)

par(mfrow = ¢(2,2))

a < —maz(td)

b < —min(td)

plot(fitted(fit.model), h,xlab = “Valores Ajustados”,ylab = “Medida h”,pch = 16,
ylim = ¢(0,1))

title(sub = ")

title(“(a)Puntos de Leverage”)

identify(fitted(fit.model),h,n = 1)

plot(di, zlab = “Indice”, ylab = “Distancia de Cook” ,pch = 16)
title(sub = ")

title(“(b) Puntos In fluyentes”)

identify(di,n = 3)

plot(td, zlab = “Indice” ,ylab = “Residuo Componente de Desvo”,
ylim = c(b—1,a + 1), pch = 16)

title(sub = ")

title(“(c) Puntos Aberrantes”)

abline(2,0,lty = 2)

abline(—2,0,lty = 2)

identify(td,n = 2)

tsi, xlab = “Indice”,

plot(predict( fit.model), td, zlab = “Predictor Lineal”,

ylab = “Residuo Componente de Desvio”,ylim = c¢(b—1,a+ 1), pch = 16)
title(sub*”)

title(“(d)Funcion de Ligacion™)

abline(2,0,lty = 2)

abline(—2,0,lty = 2)

lines(smooth.spline(predict( fit.model), td, df = 2))
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identify(predict( fit.model),td,n = 2)

Grafico de sobre

phi < —(n — p)/sum((ro/(fitted(fit)))?)
el,i] < —sort(resid(fit,type = “deviance”)*sqrt(phi/(1 — h)))

el < —numeric(n)
e2 < —numeric(n)

for(iinl : n){

eo < —sort(eli,])

el[i] < —(eo[2] + eo]3])/2
e2[i] < —(eol97] + €0]98])/2}

med < —apply(e, 1, mean)

rango < —range(td, el, e2)

par(pty = “s”)

gqnorm td, zlab = “PercentilesN(0,1)”,

ylab = “Componente de Desvio”, ylim = rango, pch = 16

par(new =T)

qqnorm(el,axes = F,xlab = 7, ylab = 7 type = “I”,ylim = rango, Ity = 1)
par(new =T)

qgqnorm(e2,axes = F,zlab = 7, ylab = 7 type = “I”,ylim = rango,lty = 1)
par(new =T)

gqnorm(med, axes = F,xlab = “" ylab = " type = “I”,ylim = rango, lty = 2)

(1%

gqnorm(med, axes = F,zlab = " ylab = " type = “I",ylim = rango, lty = 2)
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