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Índice de tablas VIII

1. Introducción 1
1.1. Descripción de los objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Organización del trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Aspectos preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3.1. Distribución normal multivariada . . . . . . . . . . 7
1.3.2. Distribución t-Student multivariada . . . . . . . . . 8
1.3.3. Distribución exponencial potencia . . . . . . . . . . 10

2. Modelo mixto vector spline bajo distribuciones eĺıpticas 13
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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian los modelos mixtos vector spline bajo distribucio-

nes de contornos eĺıpticos, que son una extensión del modelo propuesto por Ibacache et

al. (2012). Este enfoque permite flexibilizar la curtosis de la distribución de los errores,

posibilitando la elección de distribuciones con colas más pesada y livianas que la distri-

bución normal. La función de verosimilitud penalizada es introducida para obtener los

estimadores de máxima verosimilitud penalizada, que en el caso de las distribuciones con

colas pesadas son más robustos contra observaciones aberrantes, en el sentido de la dis-

tancia de Mahalanobis. Finalmente, se presenta un ejemplo ilustrativo en que los ajustes

están basados sobre errores normal y t-Student multivariados.
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4.5. Gráficos de la curva estimada y sus bandas de confianza bajo los modelos normal

y t-Student con ν = 5 grados de libertad, respectivamente. . . . . . . . . . . . . . 48
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los modelos estad́ısticos son ecuaciones matemáticas que reproducen los fenómenos

que observamos de la forma más exacta posible, considerando los datos suministrados y

la influencia que tiene el azar en estos datos. Estos modelos pueden ser utilizados para

las siguientes acciones: describir (o explicar) los datos; y/o predecir futuras observaciones.

En el caso que las observaciones predictivas están en desacuerdo con la predicciones, el

modelo debe ser remplazado o refinado.

El análisis de regresión lineal normal es una de las técnicas estad́ısticas más utilizadas

para estudiar y modelar relaciones lineales entre una variable de interés (variable de

respuesta) y un conjunto de variables predictoras. Estas relaciones, se pueden identificar

con claridad a través de diagramas de dispersión, donde da la impresión que los datos

caen casi en ĺınea recta. Es por esta razón, que es conveniente suponer que existe un error

estad́ıstico en la ecuación, es decir, una variable aleatoria (que sigue una distribución

normal) que explica por qué el modelo no se ajusta exactamente a los datos.

Los modelos de regresión lineal normal se pueden aplicar a diferentes campos, en-

tre ellos: economı́a, administración, ciencias sociales, ciencias f́ısicas y qúımicas, entre

otros. Sin embargo, existen situaciones en los campos de ingenieŕıa y ciencias donde no

es adecuado modelar asumiendo relaciones lineales. Esto nos conduce a utilizar modelos

de regresión no lineales, es decir, la variable de respuesta y una variable predictora se

relacionan a través de una función suave desconocida.

Hastie y Tibshirani (1990) presentan una extensa teoŕıa sobre los modelos aditivos,

que es una generalización de los modelos lineales y no lineales. La idea de esta clase de

1
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modelos, es remplazar las relaciones lineales de la variables predictoras con la variable

dependiente por, funciones suaves desconocidas que contribuyen de manera aditiva a la

variable dependiente. Una clase particular de estos modelos son los modelos lineales semi-

paramétricos, que en su forma más simple, consideran relajar el supuesto de linealidad en

una variable predictora y mantenerla en las otras variables predictoras. Para más detalles

de estos modelos, ver por ejemplo, Green y Silverman (1994).

Otra herramienta poderosa en el modelamiento estad́ıstico son los modelos lineales

mixtos, que cuantifican la relación entre una variable dependiente continua y varias va-

riables predictoras. El nombre se debe a que pueden incluir parámetros fijos y aleatorios

asociados con uno o más covariables continuas o categóricas y efectos aleatorios asociados

con uno o más factores aleatorios (Verbeke y Molenberghs, 2011). Estos se pueden utilizar

en diferentes estructuras de datos, tales como: datos agrupados, medidas repetidas, datos

longitudinales, entre otras. Otras ventajas que poseen son su flexibilidad para modelar

estructuras de varianza y covarianza entre unidades muestrales y, capacidad de tratar con

datos balanceados y desbalanceados (Ibacache-Pulgar, 2009).

Debido a la necesidad de representar fenómenos más complejos, se han construido

modelos que llevan diversas caracteŕısticas, entre ellas las mencionadas en los párrafos

anteriores. Un ejemplo de esto, es el trabajo propuesto por Ibacache et al. (2012), donde

extiende los modelos lineales mixtos semiparamétricos con errores normales a errores que

pertenecen a la clase de distribuciones eĺıpticas.

En este trabajo de tesis se propone una nueva clase de modelos denominados modelos

mixtos vector spline bajo distribuciones eĺıpticas, que es una extensión del modelo pro-

puesto por Ibacache et al. (2012). Esta clase de modelos permiten explicar la dependencia

entre unidades muestrales a través de efectos de las variables explicativas, que pueden

contribuir de manera lineal y no lineal. La ventaja que otorgan los errores eĺıpticos es

que acomodan observaciones anómalas a través de distribuciones con colas más pesadas

y livianas que la normal.

1.1. Descripción de los objetivos

El principal objetivo de este trabajo de tesis es estudiar los modelos mixtos vector

spline bajo la clase de distribuciones eĺıpticas, espećıficamente, el problema de estimación e

Isaac Cortes Olmos Universidad de Valparáıso, Chile
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inferencia estad́ıstica. En este contexto, se han definido los siguientes objetivos espećıficos:

(i) Definir la función de verosimilitud penalizada para los modelos vector spline bajo

distribuciones eĺıpticas, calcular la función escore y matriz de información de Fisher

penalizada para los parámetros involucrados en los modelos;

(ii) Proporcionar e implementar computacionalmente, un método para estimar los coe-

ficientes de regresión, las funciones no paramétricas y los componentes de varianza

del modelo; y

(iii) Aplicar los resultados a un conjunto de datos reales para ilustrar su aplicabilidad.

1.2. Organización del trabajo

Este trabajo de tesis se encuentra organizado en cuatro caṕıtulos, cuya descripción se

presenta a continuación. En el Caṕıtulo 2 se describen las caracteŕısticas fundamentales

del modelo mixto vector spline bajo distribuciones eĺıpticas. Además, se define la función

log-verosimilitud penalizada. En el Caṕıtulo 3 se obtienen la función escore y la matriz

de información de Fisher basadas en la log-verosimilitud penalizada. A partir de estos

resultados, se deriva un proceso iterativo para estimar los coeficientes de regresión, las

funciones no paramétricas y los componentes de varianza. También, se describe un proce-

dimiento para calcular el error estándar de los parámetros, se derivan bandas de confianza

y se propone un método para estimar los efectos aleatorios. Al final del caṕıtulo, se discute

el problema de estimación de los parámetros de suavizamiento y calidad del ajuste del

modelo. Finalmente, en el Caṕıtulo 4, se ilustran los resultados de estimación e inferencia

a través de una aplicación a un conjunto de datos reales.

1.3. Aspectos preliminares

Las distribuciones de contornos eĺıpticos (también denominadas distribuciones eĺıpti-

cas) son una clase de distribuciones simétricas cuyos contornos de sus densidades tienen

la misma forma eĺıptica de la normal, pero además, contienen distribuciones de colas más

y menos pesadas que las de ésta. Algunos elementos particulares que pertenecen a esta

clase de distribuciones son: distribución Cauchy, normal, exponencial potencia, normal

contaminada, t-Student, loǵıstica, entre otras.

Isaac Cortes Olmos Universidad de Valparáıso, Chile
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En el modelamiento estad́ıstico, las distribuciones eĺıpticas ofrecen una alternativa más

viable a la otorgada por el modelamiento con errores aleatorios normales, debido a que

sus colas son más realistas. Algunas aplicaciones que utilizan las distribuciones eĺıpticas,

se han realizado en diferentes campos de las ciencias, tales como: bioloǵıa, genética, hidro-

loǵıa, f́ısica, economı́a, medicina, gestión de riesgos, psicoloǵıa, entre otros. Un ejemplo es

el modelo eĺıptico con efectos mixtos propuesto por Osorio (2006), que es aplicado a un

conjunto de datos dentales.

Con el objetivo de introducir a los modelos mixtos vector spline bajo distribuciones

eĺıpticas, se presenta esta sección con algunas definiciones y propiedades útiles para el

desarrollo de este trabajo de tesis. Un estudio detallado de las propiedades de las dis-

tribuciones eĺıpticas (o algunos de sus elementos particulares) pueden ser encontrados,

por ejemplo, en: Fang et al. (1990), Gupta y Varga (1993), Kotz y Nadaraya (2004) y

Absanullah et al. (2014).

Definición 1 (Distribución de contornos eĺıpticos). Se dice que un vector aleatorio y ∈ Rn

(n ≥ 2) sigue una distribución de contornos eĺıpticos si su función caracteŕıstica tiene la

siguiente forma

ψy(t) = exp{i tT µ}ϕ(tT Σ t), (1.1)

donde µ ∈ Rn denota el parámetro de posición, Σ ∈ Rn×n denota el parámetro de escala

(matriz simétrica y semidefinida positiva), ϕ : Rn → R es una función generadora de

funciones caracteŕısticas, i =
√
−1 y t ∈ Rn.

Denotaremos y ∼ E ln(µ,Σ, ϕ) para indicar que y tiene distribución eĺıptica con la

función caracteŕıstica dada por la expresión (1.1) y, además, que y pertenece a la clase

de distribuciones eĺıpticas multivariadas. En el caso particular que µ = 0 y Σ = In, la

distribución de y es denominada esférica n-variada y la denotaremos por y ∼ Sn(ϕ). A

continuación se presentan algunas de las propiedades principales que poseen las distribu-

ciones de contornos eĺıpticos.

Propiedad 1. Sea y ∼ E ln(µ,Σ, ϕ) con rg(Σ) = r < n. En el caso que exista el valor

esperado y varianza del vector aleatorio y, entonces

(i) E(y) = µ, y
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(ii) V ar(y) = κ Σ, donde κ es una constante positiva (κ > 0) dada por

κ = −2ϕ′(0) = −2
dϕ(u)

du

∣∣∣∣
u=0

, (1.2)

donde ϕ(·) es la función generadora de funciones caracteŕısticas. En el caso de la distri-

bución t-Student, κ = υ/(υ − 2), donde υ denota los grados de libertad.

Los modelos mixtos vector spline se pueden caracterizar a través de los parámetros

de escala y posición debido a la Propiedad 1. Además, se observa que la constante κ

define la matriz varianza-covarianza del vector aleatorio, que depende directamente de la

distribución que se tome en consideración.

Propiedad 2. Suponga que y ∼ E ln(µ,Σ, ϕ) con rg(Σ) = r < n. Si B es una matriz

(n×m) y δ es un vector (n× 1), entonces

δ + BTy ∼ E lm(δ + BTµ,BTΣB, ϕ) (1.3)

En un caso particular, consideramos la partición siguiente

y =

(
y(1)

y(2)

)
,µ =

(
µ(1)

µ(2)

)
y Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
, (1.4)

obtenemos las siguientes distribuciones marginales

(i) y(1) ∼ E lm(µ(1),Σ11, ϕ) y

(ii) y(2) ∼ E l(n−m)(µ
(2),Σ22, ϕ).

La Propiedad 2 indica que la transformación lineal de un vector aleatorio con distri-

bución eĺıptica, también sigue una distribución eĺıptica. Adicionalmente, se observa que

cada elemento del vector aleatorio y también tiene una distribución eĺıptica marginal.

Propiedad 3. Asumiendo que y ∼ E ln(µ,Σ, ϕ) con Σ ≥ 0. Si consideramos una parti-

ción de (1.4), tenemos lo siguiente

(y(1)|y(2)
0 ) ∼ E lm

(
µ1.2,Σ11.2, ϕq(y(2)

0 )

)
(1.5)
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en que

µ1.2 = µ(1) + Σ12Σ
−1
22 (y

(2)
0 − µ(2)),

Σ11.2 = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21 y

q(y
(2)
0 ) = (y

(2)
0 − µ(2))Σ−1

22 (y
(2)
0 − µ(2)).

Análogamente,

(y(2)|y(1)
0 ) ∼ E lm

(
µ2.1,Σ22.1, ϕq(y(1)

0 )

)
, (1.6)

en que

µ2.1 = µ(2) + Σ12Σ
−1
22 (y

(1)
0 − µ(1)),

Σ22.1 = Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12 y

q(y
(1)
0 ) = (y

(1)
0 − µ(1))Σ−1

11 (y
(1)
0 − µ(1)).

La Propiedad 3 quiere decir que las distribuciones condicionales del vector aleatorio

y dados los valores de los subvectores de y, son también eĺıpticos. En este trabajo de tesis

se consideran las distribuciones de contornos eĺıpticos, cuyo rg (Σ) = n (caso no singular),

esto quiere decir que existe una función de densidad en relación a la medida de Lebesgue

sobre todo el espacio Rn.

Definición 2 (Función densidad). Asumiendo que rg(Σ) = n, tenemos que una función

densidad de un vector aleatorio y asume la siguiente forma

fy(y) = |Σ|−
1
2 g(u), (1.7)

en que u = (y − µ)T Σ−1 (y − µ) y g es una función escalar continua y diferenciable

de R → [0,∞], llamada función generadora de densidades, que satisface la condición

siguiente ∫ ∞
0

u−
1
2 g(u) du <∞. (1.8)

Se denotará por y ∼ E ln(µ,Σ, g) o simplemente y ∼ E ln(µ,Σ), en el caso que y

tenga una distribución eĺıptica con densidad dada por la expresión (1.7). En la Tabla 1.1
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se presentan algunas distribuciones que pertenecen a la clase de distribuciones eĺıpticas,

donde c es llamada constante de normalización.

Tabla 1.1: Distribuciones de contornos eĺıpticos.

Distribución g(u) Restricción

Normal c exp{−u
2
} u ≥ 0

Exponencial Potencia c exp{−us

2
}

t-Student c {1 + u
s
}−

(v+m)
2 m > 0

Cauchy c {1 + u
s
}− v+1

2 s > 0

Tipo Kotz c uN−1 exp{−rus} r, s > 0 y 2N + n > 2

Las distribuciones normal, t-Student y exponencial potencia son tres de las distribu-

ciones eĺıpticas más importantes en estad́ıstica y otros campos de las ciencias. Es por este

motivo que se presentará una breve descripción de éstas distribuciones.

1.3.1. Distribución normal multivariada

Si un vector aleatorio y = (y1, y2, . . . , yn)> sigue una distribución normal multivariada,

denotado por y ∼ Nn(µ,Σ), la función densidad de probabilidad del vector está dada por:

g(y;µ,Σ) =
|Σ|− 1

2

(
√

2π)n
exp

[
(y − µ)>Σ−1(y − µ)

]
, y ∈ Rn, (1.9)

donde µ es un vector (n× 1), Σ es una matriz simétrica definida positiva (n×n) y n > 1

es el número de variables. El vector de medias y matriz de varianza-covarianza de y son

dados, respectivamente, por:

E(y) = µ y Var(y) = Σ.

La distribución normal multivariada es una de las distribuciones continuas más impor-

tantes, debido a que posee caracteŕısticas bastante útiles (Absanullah, 2014), entre ellas se

destacan las siguientes: los gráficos plots bivariados de datos multivariados muestran ten-
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dencia lineal; la distribución puede ser completamente descrita utilizando sólo las medias,

varianzas y covarianzas; si las variables no son correlacionadas, ellas son independientes;

la forma conveniente de la función densidad se presta para la derivación de muchas pro-

piedades y estad́ısticas de prueba; y cuando los datos no siguen una distribución normal

multivariada, ésta puede ser útil como una aproximación, especialmente en inferencias que

implican vectores de medias muestrales, que son aproximadamente normal por el teorema

del ĺımite central.

En la Figura 1.1, se presenta el gráfico de densidad normal bivariada (n = 2) con sus

correspondientes contornos, donde µ = 0 y Σ = I2×2.

(a) Densidad conjunta (b) Contornos de la densidad

Figura 1.1: Gráficos de la distribución normal bivariada.

1.3.2. Distribución t-Student multivariada

Si un vector aleatorio y = (y1, y2, . . . , yn)> sigue una distribución t-Student multi-

variada con υ grados de libertad, denotado por y ∼ tn(µ,Σ, υ), la función densidad de

probabilidad del vector está dada por

g(y;µ,Σ, υ) =
Γ(υ+n

2
) |Σ|− 1

2

Γ(υ
2
) (υπ)

n
2

[
1 + 1

v
(y − µ)>Σ−1(y − µ)

] , y ∈ Rn, (1.10)

donde µ es un vector (n× 1), Σ es una matriz simétrica definida positiva (n× n), υ son

los grados de libertad y n > 1 es el número de variables. El vector de medias y matriz de
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varianza-covarianza de y son dados, respectivamente, por:

E(y) = µ y Var(y) =
υ

(υ − 2)
Σ (υ > 2).

La distribución t-Student multivariada es otra de las distribuciones continuas impor-

tantes, ya que posee caracteŕısticas bastante útiles, entre ellas se destacan las siguientes:

la curtosis es controlada por sus grados de libertad, es decir, υ; tiene la propiedad de pre-

sentar colas más pesadas que la distribución normal multivariada; a medida que aumentan

los grados de libertad, se aproxima a la distribución normal multivariada; cuando υ = 1,

la distribución t-Student multivariada se reduce a la distribución Cauchy multivariada; y

una vez que la distribución t-Student es simétrica, su media y mediana son iguales. Para

más detalles sobre esta distribución, ver por ejemplo, Borssoi (2014) y Lange et al. (1989).

En las Figuras 1.2-1.3 se presentan los gráficos de densidad t-Student y Cauchy biva-

riadas con sus correspondientes contornos, donde µ = 0 y Σ = I2×2 para ambas distribu-

ciones, y υ = 4 para el caso de la t-student bivariada.

(a) Densidad conjunta (b) Contornos de la densidad

Figura 1.2: Gráficos de la distribución t-Student bivariada.
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(a) Densidad conjunta (b) Contornos de la densidad

Figura 1.3: Gráficos de la distribución Cauchy bivariada.

1.3.3. Distribución exponencial potencia

Si un vector aleatorio y = (y1, y2, . . . , yn)> sigue una distribución exponencial po-

tencia, denotado por y ∼ PEn(µ,Σ, s), la función densidad de probabilidad del vector

está dada por:

g(y;µ,Σ, s) =
n Γ
(
n
2

)
π
n
2

√
|Σ| Γ

(
1 + n

2 s

)
21+ n

2 s

exp

{
−1

2

[
(y − µ)>Σ−1(y − µ)

]s
}
, (1.11)

donde y ∈ Rn, µ es un vector (n×1), Σ es una matriz simétrica definida positiva (n×n),

s es el parámetro de curtosis y n > 1 es el número de variables. El vector de medias y

matriz de varianza-covarianza de y son dados, respectivamente, por:

E(y) = µ y Var(y) =
2

1
s Γ
(
n+2
2 s

)
n Γ

(
n

2 s

) Σ.

La distribución exponencial potencia multivariada es un miembro de la familia de

contornos eĺıpticos multivariados, que ofrece una generalización útil de la distribución

normal multivariada. Además, posee otras caracteŕısticas interesantes, entre las cuales se

destacan las siguientes: abarca las distribuciones de colas livianas y pesadas, por lo que

puede ser comprobado para robustez; el parámetro de localización (media) en los modelos

lineales y no lineales puede ser fácilmente construido; y la curtosis es controlada por el

parámetro s.
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La distribución dada en (1.11) tiene algunos casos particulares, por ejemplo: cuan-

do s = 1, se obtiene la distribución normal multivariada; cuando s = 1
2
, se obtiene la

distribución Laplace multivariada; cuando s −→ ∞, se obtiene la distribución uniforme

multivariada; y si s < 1, la distribución posee colas más pesadas que la normal, proporcio-

nando robustez contra outliers. Para más detalles sobre esta distribución, ver por ejemplo,

Gómez et al. (1998) y Lindsey (1999).

En las Figuras 1.4-1.5 se presentan los gráficos de densidad exponencial potencia bi-

variado (n = 2) con sus respectivos contornos, para los casos s = 0, 4 y s = 5, respectiva-

mente. En ambos casos se consideran µ = 0 y Σ = I2×2.

(a) Densidad conjunta (b) Contornos de la densidad

Figura 1.4: Gráficos de la distribución exponencial potencia bivariada.

(a) Densidad conjunta (b) Contornos de la densidad

Figura 1.5: Gráficos de la distribución exponencial potencia bivariada.
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Caṕıtulo 2

Modelo mixto vector spline bajo

distribuciones eĺıpticas

En este caṕıtulo se estudian los modelos mixtos vector spline (MMVS) bajo distri-

buciones eĺıpticas. En la primera sección, se realiza una breve discusión sobre algunos

trabajos relacionados con esta clase de modelos, se describe el modelo mixto vector spline

y mencionan algunos casos particulares de éste. Luego, en la segunda sección, se pre-

senta el modelo mixto vector spline en su versión matricial y compacta. Posteriormente,

en la tercera sección, se define el enfoque para introducir las distribuciones de contornos

eĺıpticos en los MMVS, y se mencionan algunas de sus ventajas. Finalmente, en la cuarta

sección, se muestra el criterio para obtener los estimadores de los parámetros involucrados

en los MMVS.

2.1. Descripción del modelo

Por muchos años, los modelos lineales mixtos normales han sido utilizados como he-

rramientas para analizar conjuntos de datos de medidas repetidas, ver por ejemplo, Laird

y Ware (1982). Sin embargo, la distribución normal ha sido criticada por proporcionar

estimadores de máxima verosimilitud sensibles a observaciones aberrantes, por lo que

diversos autores sugieren el uso de las distribuciones eĺıpticas para acomodar tales obser-

vaciones potencialmente influyentes. Entre esos autores, se encuentra Savalli et al. (2006)

que proponen una clase de modelos lineales mixtos eĺıpticos, donde la distribución del vec-

tor de respuestas también sigue una distribución eĺıptica. Esta clase de modelos permite
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desarrollar procedimientos de estimación, métodos de diagnóstico y test de componentes

de varianza, flexibilizando la curtosis de la distribución de los errores; en el caso que las

distribuciones de los errores tengan colas más pesadas que la normal, los estimadores de

máxima verosimilitud son más robustos contra observaciones aberrantes, en el sentido de

la distancia de Mahalanobis. Posteriormente, Osorio et al. (2007) derivan curvaturas nor-

males de influencia local para el modelo lineal con efectos mixtos sobre diferentes esquemas

de perturbación, y examinan su conexión con la matriz de alavancas generalizadas.

Recientemente, Ibacache et al. (2012) proponen la clase de modelos mixtos semipa-

ramétricos eĺıpticos, que consisten en agregar una componente no paramétrica a los efectos

fijos, generalizando la clase de modelos propuesto por Savalli et al. (2006). La propuesta

de este trabajo es extender el modelo propuesto por Ibacache et al. (2012), en el sentido

de incluir tantas funciones no paramétricas a los efectos fijos, como unidades de tiempo

que contribuyen en la media del perfil del individuo o clúster (en el contexto longitudinal).

La formulación matemática del modelo propuesto en este trabajo de tesis es la siguien-

te:

yij = x>ijβ + fj(ti) + z>ijbi + εij, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m, (2.1)

donde yij denota la j-ésima medida asociada con el i-ésimo clúster en el tiempo ti, xij y

zij son, respectivamente, vectores (p× 1) y (q× 1) de valores de variables explicativas, β

es el vector (p× 1) de parámetros fijos y bi denota el vector (q× 1) de efectos aleatorios,

{fj(·)} son funciones suaves arbitrarias que dependen de la variable t y εij son los errores

aleatorios. El modelo (2.1) es una extensión de otros modelos semiparamétricos propuestos

en la literatura, por ejemplo:

(i) cuando las funciones no paramétricas no están presentes en el modelo, el MMVS

se reduce al modelo mixto lineal clásico propuesto por Laird y Ware (1982), cuya

aplicación ha sido ilustrada por ejemplo, en estudios epidemiológicos de efectos de

la contaminación del aire sobre la salud;

(ii) cuando los efectos aleatorios no están presentes y fj(·) = f(·) para todo j = 1, . . . ,m,

el MMVS se reduce al modelo lineal parcial estudiado por Heckman (1986) y Speck-

man (1988) en el caso univariado y He et al. (2002) en el contexto de datos longi-

tudinales;

(iii) cuando β = 0 y fj(·) = f(·) para todo j = 1, . . . ,m, el MMVS se reduce al modelo
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mixto no paramétrico desarrollado por Wang (1998), quién utiliza suavizamiento

spline para modelar los efectos fijos asumiendo que la función de covarianza depende

sobre un número pequeño de parámetros; y,

(iv) cuando fj(·) = f(·) para todo j = 1, . . . ,m, el MMVS se reduce al modelo mixto

semiparamétrico estudiado por Ibacache-Pulgar et al. (2012), en el cual extienden

los modelos mixtos semiparamétricos con errores aleatorios normales a la clase de

distribuciones eĺıpticas.

En la literatura estad́ıstica, por el momento, existe un número pequeño de traba-

jos relacionados con los MMVS. Sin embargo, los trabajos existentes han sido de gran

relevancia. Por ejemplo, Yee y Wild (1996) extienden la clase de modelos aditivos genera-

lizados de manera natural a una clase de modelos de regresión multivariados, denominados

“modelos aditivos vector generalizado (MAVG)”. Esta clase de modelos abarcan muchas

distribuciones y modelos estad́ısticos, entre los que se encuentra la familia exponencial

clásica como subconjunto de esta clase. Luego, Yee y Mackenzie (2002) describen e ilus-

tran los MAVG, con ejemplos que son de particular relevancia para ecologistas de plantas.

Posteriormente, Yee y Stephenson (2007) llevan la clase de MAVG al análisis de datos de

valores extremos.

2.2. Representación matricial

El modelo (2.1) puede ser expresado matricialmente de la siguiente manera:

yi = Xiβ +
m∑
j=1

N
(j)
i f(j) + Zibi + εi, (2.2)

donde yi es un vector aleatorio (m× 1) de respuestas observadas para el i-ésimo clúster,

Xi es una matriz diseño (m×p) con filas x>ij, N
(j)
i es una matriz (m×n) de ceros con un 1

en la (j, i)-ésima posición, para j = 1, . . . ,m y i = 1, . . . , n, f(j) = (fj(t1), . . . , fj(tn))>, Zi

es la matriz de diseño (m× q) de efectos aleatorios con filas z>ij, y εi es un vector (m× 1)

de errores aleatorios dentro de los clústers.
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Para obtener una forma matricial más ventajosa computacionalmente, se adoptará una

notación similar a la propuesta por Ibacache et al. (2012), para expresar el modelo (2.2)

de la siguiente forma:

yi = µi + Zibi + εi , (2.3)

donde µi = Xiβ +
m∑
j=1

N
(j)
i f(j), para i = 1, . . . , n. Esta notación será bastante utilizada

en la siguiente sección, en la que se discuten algunos aspectos teóricos sobre el modelo

mixto vector spline bajo distribuciones eĺıpticas, fundamentalmente sobre el supuesto

distribucional.

Por otro lado, el modelo (2.2) también se puede escribir de una manera similar a

Ibacache (2009), es decir, compactamente como:

y = Xβ + Nf + Zb + ε, (2.4)

donde y = (y>1 , . . . ,y
>
n )>, X = (X>1 , . . . ,X

>
n )>, la i-ésima fila de N es (N

(1)
i , . . . ,N

(m)
i )

para i = 1, . . . , n, f = (f>(1), . . . , f
>
(m))

>, Z = diag{Z1, . . . ,Zn}, b = (b>1 , . . . ,b
>
n )> y

ε = (ε>1 , . . . , ε
>
n )>.

2.3. Supuesto distribucional

En los modelos mixtos vector spline bajo distribuciones eĺıpticas se pueden adoptar

dos formulaciones. La primera corresponde a una formulación jerárquica asumiendo que:

yi|bi ∼ E lm(µi + Zibi , Vi) ,

bi ∼ E lq(0 , D) y

εi ∼ E lm(0 , Vi) .

En este caso, la distribución conjunta de (y>i ,b
>
i )> no necesariamente sigue una distribu-

ción eĺıptica y puede provocar dificultad para obtener la distribución marginal del vector

de respuestas yi. La formulación que se adoptará en este trabajo de tesis considera la
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siguiente distribución conjunta:[
yi

bi

]
∼ E lm+q

([
µi

0

]
,

[
Σi ZiD

DZ>i D

])
, (2.5)

donde bi y εi no son correlacionadas, pero no necesariamente independientes, a excepción

de la distribución normal. Además, las matrices Σi, D, y ZiD son proporcionales a las

matrices de covarianza yi, bi y [yi,bi], respectivamente, por una cantidad ξi > 0 que puede

ser obtenida a partir de las derivadas de las correspondientes funciones caracteŕısticas.

Aśı, el modelo marginal tiene la siguente forma cerrada:

yi ∼ E lm(µi , Σi) i = 1, . . . , n, (2.6)

cuya función densidad de yi está dada por:

f(yi) = |Σi|−1/2 g(δi) , i = 1, . . . , n, (2.7)

donde δi = r>i Σ−1
i ri es la distancia de Mahalanobis, ri = yi − µi, y g(·) es la función

generadora de densidad mencionada en el Caṕıtulo 1. Para garantizar que el vector de

respuestas observadas admita una densidad para todo yi ∈ Rm, con respecto a la medida

de Lebesgue, se asumirá que Σi es definida positiva para todo i = 1, . . . , n.

Algunas de las ventajas que se obtienen al trabajar con la distribución marginal (Bors-

soi, 2014) son las siguientes:

(i) no se requieren métodos de integración numérica para obtener el modelo marginal;

(ii) se conserva la estructura de medias y varianza-covarianza de las variables yi, es

decir, E(yi) = µi y Var(yi) = ξiΣi se mantienen;

(iii) permiten derivar las funciones escore y las matrices Hessiana y de información de

Fisher en forma cerrada, facilitando la aplicación de métodos de estimación, infe-

rencia y diagnóstico de manera similar al caso normal; y

(iv) otorgan la posibilidad de predicción de las variables bi a través del método bayesiano

emṕırico.

Isaac Cortes Olmos Universidad de Valparáıso, Chile
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2.4. Función de penalización

El método de máxima verosimilitud es la técnica más conocida y más utilizada para

estimar los parámetros en un modelo estad́ıstico. Este método consiste en obtener estima-

dores de los parámetros que maximicen la función de verosimilitud, requiriendo adquirir

esta función como una función de los parámetros de un determinado modelo estad́ıstico,

basado en suposiciones acerca de las distribuciones de probabilidad.

En este trabajo, se asumirá que las matrices de escala Vi = φIm y D = D(λ) es

una matriz parametrizada por el vector λ. Por lo tanto, el vector de parámetros que

requieren ser estimados en el modelo mixto vector spline bajo distribuciones eĺıpticas

será θ = (β>, f>(1), . . . , f
>
(m), τ

>)>, cuyo espacio paramétrico está dado por:

Θ = {θ ∈ Rp∗ |β ∈ Θβ, f(1) ∈ Θf(1) , . . . , f(m) ∈ Θf(m)
, τ ∈ Θτ}, (2.8)

donde Θβ ⊆ Rp, Θf(j) ⊆ Rn (∀ j = 1, . . . ,m), Θτ ⊆ Rd+1, τ = (τ0, τ1, . . . , τd)
> para

τ0 = φ y τ` = λ` (` = 1, . . . , d), y p∗ = tr{H(α)} + d + 1, donde H(α) es definida en el

Caṕıtulo 3. Además, el logaritmo de la función de verosimilitud se puede expresar de la

siguiente forma:

L(θ) =
n∑
i=1

Li(θ), (2.9)

en que:

Li(θ) = −1

2
log |Σi|+ log{g(δi)}. (2.10)

En el contexto paramétrico, los estimadores de máxima verosimilitud son un buen

estimador puntual, ya que poseen algunas propiedades óptimas. Éstas son discutidas,

por ejemplo, en Gourieroux y Monford (1995) y Casella y Berger (2002). Sin embargo,

en el contexto semiparamétrico, si maximizamos de forma directa (2.10) sin imponer

restricciones a las funciones f(j), puede causar sobre ajuste y problemas de identificación

de los parámetros β (Green, 1987).

Una manera de resolver este problema es aplicar un procedimiento basado en la penali-

zación de la función de log-verosimilitud, es decir, incorporar una función de penalización
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al logaritmo de la función de verosimilitud por cada función f(j); espećıficamente,

Lp(θ, α1, . . . , αm) = L(θ) +
m∑
j=1

α∗jJ(fj), (2.11)

donde J(fj) es una función de penalización cuya elección depende de alguna aplicación

espećıfica o conocimiento a priori, y α∗j = α∗(αj) es un término que depende del paráme-

tro de suavizamiento αj > 0, ∀ j = 1, . . . ,m. Este último, controla el equilibrio entre la

bondad de ajuste, medida por valores grandes de L(θ), y la función estimada de suaviza-

miento, medida por pequeños valores de J(fj).

En este trabajo de tesis, se propone utilizar el siguiente término de penalización:

J(fj) = α∗j

∫ bi

ai

[f
(l)
j (ti)]

2dti, (2.12)

en que f lj = dl

dti
, ti ∈ [ai, bi], y la función fj pertenece al espacio de funciones de Sobolev

definida por:

W
(l)
2 [ai, bi] =

{
fj : f

(l)
j ∈ L2[ai, bi], f

(1)
j , f

(2)
j , . . . , f

(l−1)
j , abs.cont.

}
, (2.13)

donde L2[ai, bi] =
{
f :
∫ bi
ai
f 2(ti) <∞

}
.

En el caso que l = 2, el estimador de la función corresponde a un spline cúbico natural

(SCN) con nodos en los puntos ti (i = 1, . . . , n). Según Reinsch (1967) y Silverman (1985),

la curva f̂j tiene las siguientes propiedades:

(i) es un polinomio cúbico en cada intervalo (ti, ti+1);

(ii) la curva y sus primeras dos derivadas son continuas en los puntos ti pero puede

haber discontinuidad en la tercera derivada;

(iii) en cada uno de los rangos (−∞, t1] y [tn,∞), la segunda derivada es cero, de modo

que f̂j es lineal fuera de los dominios dados.
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De acuerdo con Green y Silverman (1994) podemos expresar el término de penalización

(2.12) para SCN de la siguiente forma:∫ bi

ai

[f
(2)
j (ti)]dti = f>(j)Kjf(j), (2.14)

donde f
(2)
j (ti) = d2

t2i
f(ti) y Kj es un matriz de suavización (n× n) definida positiva para

la j-ésima variable explicativa, que depende sólo de los nodos, con estructura dada por

Kj = QjR
−1
j Q>j , para j = 1, . . . ,m, donde Qj es una matriz tridiagonal n × (n − 2) y

Rj es una matriz simétrica tridiagonal (n−2)×(n−2) construidas de la siguiente manera:

considerando la distancia entre los nodos consecutivos i e i + 1 por hi = ti+1 − ti, los

elementos qil de Qj son dados por:

q(l−1),l = h−1
l−1

ql,l = −h−1
l−1 − h

−1
l y

ql+1,l = h−1
l

(2.15)

para l = 2, . . . , n− 1 y qil = 0 para |i− l| ≥ 2, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , n− 1. El elemento

ril de la matriz Rj es dada por:

ri,i =
1

3
(hi−1 + hi) i = 1, . . . , n− 2,

ri,(i+1) = r(i+1),i =
1

6
i = 1, . . . , n− 1

(2.16)

y ril = 0 para |i− l| ≥ 2.

Tomando en cuenta la función L(θ) definida por la ecuación (2.9), la función de pena-

lización J(fj) dada por (2.12), α∗j = −αj
2

y la forma cuadrática definida por la ecuación

(2.14), entonces, la función de log-verosimilitud penalizada asociada al modelo mixto vec-

tor spline bajo distribuciones eĺıpticas puede expresarse de la forma siguiente:

Lp(θ, α1, . . . , αm) =
n∑
i=1

Lpi(θ,α), (2.17)
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donde,

Lpi(θ,α) = Li(θ)− 1

2n

m∑
j=1

αjf
>
(j)Kjf(j), (2.18)

en que α = (α1, . . . , αm)> es el vector de parámetros de suavizamiento.

A continuación se presentarán algunos ejemplos de la función de log-verosimilitud

penalizada (2.17) para algunas distribuciones eĺıpticas multivariadas. Sean y1, . . . ,yn

vectores aleatorios independientes y si cada una de ellos tiene la función densidad de

probabilidad dada por:

(i) la ecuación (1.9), la función de log-verosimilitud penalizada es:

Lp(θ,α) =
n∑
i=1

−1

2
log |Σi| − κ1 −

1

2
δi −

1

2n

m∑
j=1

αjf
>
(j)Kjf(j)

 ,
en que κ1 = m

2
log(2 π);

(ii) la ecuación (1.10), la función de log-verosimilitud penalizada es:

Lp(θ,α) =
n∑
i=1

−1

2
log |Σi|+ κ2 − κ3 log{1 + ν−1δi} −

1

2n

m∑
j=1

αjf
>
(j)Kjf(j)

 ,
en que κ2 = log

{
Γ(m+ν

2 )
(πν)

1
2 Γ( ν2 )

}
y κ3 =

(
m+v

2

)
; y,

(iii) la ecuación (1.11), la función de log-verosimilitud penalizada es

Lp(θ,α) =

n∑
i=1

−1

2
log |Σi|+ κ4 −

1

2
δsi −

1

2n

m∑
j=1

αjf
>
(j)Kjf(j)

 ,
en que κ4 = log

{
mΓ(m2 )

π
m
2 Γ(1+m

2s)21+
m
2s

}
.

En el próximo caṕıtulo se abordará el proceso de estimación e inferencia estad́ıstica

de los parámetros involucrados en los MMVS, basadas en la función de log-verosimilitud

penalizada.
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Caṕıtulo 3

Estimación e Inferencia

En este caṕıtulo se aborda el proceso de estimación e inferencia estad́ıstica de los

parámetros involucrados en el MMVS. En la primera sección, se presenta el proceso de

estimación de los parámetros basados en la función de log-verosimilitud penalizada. Luego,

se discuten algunos aspectos de la inferencia estad́ıstica en el MMVS. Posteriormente,

se describe el proceso de selección de los parámetros de suavizamiento. Finalmente, se

sugiere un método para evaluar el ajuste del MMVS bajo errores aleatorios que siguen

una distribución normal y t-Student.

3.1. Proceso de estimación

En esta sección se discuten algunos aspectos del proceso de estimación en el MMVS.

Primero, se presenta una breve discusión bibliográfica sobre algunos trabajos relacionados

con el proceso de estimación en los modelos semiparamétricos. En segundo lugar, se deriva

la función escore penalizada, la matriz de segundas derivadas y la matriz de información

de Fisher penalizada. En tercer lugar, se presenta un procedimiento de maximización

para obtener los estimadores de máxima verosimilitud penalizada (EMVP) y algunas

condiciones de regularidad para asegurar la existencia de los EMVP. Finalmente, de la

aplicación del procedimiento de maximización, se deriva un proceso iterativo para obtener

los EMVP.
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3.1.1. Discusión bibliográfica

El problema de estimación en los modelos semiparamétricos o también llamados mo-

delos lineales parciales, ha sido estudiado por diversos autores. Por ejemplo, Heckman

(1986) estima los coeficientes paramétricos y la función no paramétrica basado en el cri-

terio de mı́nimos cuadrados penalizados. Además, estudia la normalidad asintótica para

el estimador del coeficiente de regresión. Green (1987) estudia la estimación de máxima

verosimilitud penalizada, proporcionando definiciones de la devianza, grados de libertad

y residuos. Speckman (1988) presenta un procedimiento de suavizamiento de kernel para

estimar los coeficientes de regresión y la función no paramétrica.

Los trabajos mencionados anteriormente, han sido estudiados asumiendo normalidad

para los errores aleatorios. Sin embargo, recientemente han surgido algunos estudios asu-

miendo otras distribuciones para los errores aleatorios. Por ejemplo, Ibacache-Pulgar y

Paula (2011) extienden los modelos lineales parciales con errores normales a errores t-

Student y obtienen las estimaciones del coeficiente de regresión y la función no paramétri-

ca utilizando las ecuaciones de verosimilitud penalizada. Posteriormente, Ibacache-Pulgar

y Paula (2013) proponen un algoritmo backfitting en los modelos aditivos semiparamétri-

cos bajo distribuciones simétricas para obtener las estimaciones de máxima verosimilitud

penalizada. Por otro lado, Rigby y Stasinopoulos (2005) introdujeron los modelos aditivos

generalizados para localización, escala y forma. El proceso de estimación de los paráme-

tros involucrados está basado en la función de log-verosimilitud penalizada y el algoritmo

backfitting.

En el contexto de los modelos lineales mixtos semiparamétricos, Zhang et al. (1998)

derivan estimadores de máxima verosimilitud penalizada de los coeficientes de regresión y

la función no paramétrica, mostrando que este último conduce a un spline cúbico natural.

Staudenmayer et al. (2009) desarrollan e implementan los modelos lineales mixtos utilizan-

do un enfoque jerárquico basado en la distribución t-Student. Recientemente, Ibacache-

Pulgar et al. (2012) proponen un proceso iterativo basado en el método backfitting para

la estimación de los parámetros involucrados en el modelo mixto semiparamétrico bajo

distribuciones eĺıpticas.

Por otro lado, Fessler (1991 a) presenta un algoritmo eficiente para suavizamiento

no paramétrico en funciones de valores vectoriales, con estructura de covarianza general.

Fessler (1991 b) propone un algoritmo para una función suave de valores vectoriales en
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estructuras de valores vectoriales no lineales de esa función. Además, Yee y Wild (1996)

sugieren un algoritmo backfitting para estimar los parámetros involucrados en el modelo

aditivo generalizado vector spline (MAVG). Finalmente, Yee (1998) presenta un algoritmo

backfitting que disminuye el esfuerzo computacional del proceso de estimación en los

MAVG.

3.1.2. Función escore penalizada

En esta subsección se deriva la función escore penalizada asociada al vector de paráme-

tros θ = (β>, f>(1), . . . , f
>
(m), τ

>)>. Asumiendo que la función de log-verosimilitud penali-

zada Lp(θ,α) es regular con respecto a los elementos de θ, la función escore penalizada

del MMVS es dada por

Up(θ) =
∂Lp(θ,α)

∂θ

=
n∑
i=1

∂Lpi(θ,α)

∂θ

=
n∑
i=1

Upi(θ),

donde

Upi(θ) =



Uβ
pi

(θ)

U
f(1)
pi (θ)

...

U
f(m)
pi (θ)

Uτ
pi

(θ)


,

con Uβ
pi

(θ) y U
f(j)
pi (θ), para j = 1, . . . ,m, denotando las funciones escore parciales aso-

ciadas a los efectos fijos del modelo; y Uτ
pi

(θ) denota la función escore asociada a la

componente de varianza τ .

En este trabajo, se asumirá que la función generadora de densidades g(·) presentada
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en el Caṕıtulo 1 es continua y diferenciable. Defina las siguientes cantidades:

υi = −2ζg(δi), υ′i =
∂υi
∂δi

y ζg(δi) =
g′(δi)

g(δi)
,

para i = 1, . . . , n. Las funciones escore parciales para β y f(j), asociadas a los efectos fijos

del modelo, son dadas por

Uβ
pi

(θ) =
∂Lpi(θ,α)

∂β

= υiX
>
i Σ−1

i ri

y

U
f(j)
pi (θ) =

∂Lpi(θ,α)

∂f(j)

= υiN
(j)>
i Σ−1

i ri −
αj
n

Kjf(j) (j = 1, . . . ,m).

Por otro lado, las funciones escore parciales asociadas a las componentes de varianza

están dadas por

Uτ
pi

(θ) =


Uτ1
pi

(θ)
...

U
τd+1
pi (θ)

 ,

donde sus elementos se obtienen de la siguiente manera:

Uτ`
pi

(θ) =
∂Lpi(θ,α)

∂τ`

= −1

2

[
tr{Σ−1

i Σ̇i(`)} − υir
>
i Σ−1

i Σ̇i(`)Σ
−1
i ri

]
,

con Σ̇i(`) =
∂Σi

∂τ `
para i = 1, . . . , n y ` = 1, . . . , d + 1. Los cálculos algebraicos de las

componentes de varianza y efectos fijos se presentan en el Apéndice A.1.

Se observa que las cantidades positivas υi (excepto en las distribuciones Kotz, Kotz ge-

neralizada y doble exponencial) pueden ser interpretadas como pesos. Además, la función

g(·) es una función positiva y decreciente para casi todas las distribuciones que pertene-
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cen a la clase de distribuciones eĺıpticas (Ibacache, 2009). En la Tabla 3.1 se muestran las

expresiones de las cantidades υi y υ′i para algunas distribuciones eĺıpticas multivariadas.

Tabla 3.1: Cantidades υi y υ′i para algunas distribuciones eĺıpticas multivariadas

Distribución υi υ′i

Normal 1 0

t-Student υi+m
(υi+δi)

υi+m
(υi+δi)2

Cauchy 1+m
(1+δi)

1+m
(1+δi)2

3.1.3. Matriz de segundas derivadas

La matriz de segundas derivadas o también denominada matriz Hessiana es de su-

ma importancia en la literatura estad́ıstica por diversas razones. Por ejemplo, la matriz

Hessiana en conjunto con la función escore permiten obtener las soluciones a ecuaciones

normales que no tengan soluciones expĺıcitas, mediante un proceso iterativo. Éste proceso

iterativo es llamado Newton-Raphson. Por otro lado, permite el estudio de la concavi-

dad de la función de log-verosimilitud penalizada, propiedad necesaria para asegurar la

existencia de los estimadores de máxima verosimilitud penalizada en el contexto semi-

paramétrico. Además, la matriz Hessiana es una herramienta esencial en el análisis de

diagnóstico de influencia local, el que permite evaluar la sensibilidad de los estimadores

de máxima verosimilitud penalizada, ver por ejemplo, Ibacache y Paula (2013).

Al utilizar álgebra y derivadas matriciales (ver Apéndice A.2), la matriz Hessiana

está dada por la siguiente expresión:

L̈p(θ,α) =
∂2Lp(θ;α)

∂θ∂θ>

=

 L̈ββ
p L̈βf

p L̈βτ
p

L̈fβ
p L̈ff

p L̈fτ
p

L̈τβ
p L̈τ f

p L̈ττ
p

 . (3.1)

Isaac Cortes Olmos Universidad de Valparáıso, Chile
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En particular, los elementos de la matriz (3.1) son los siguientes:

L̈ββ
p = −

n∑
i=1

[
X>i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Xi

]
,

L̈βf
p = −

n∑
i=1

[
X>i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i N

(j)
i

]
,

L̈βτ
p = −

n∑
i=1

[
X>i Σ−1

i

{
υiΣi + υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i ri

]
,

L̈fβ
p = −

n∑
i=1

[
N

(j)>
i Σ−1

i

{
υiΣi + υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Xi

]
,

L̈fτ
p = −

n∑
i=1

[
N

(j)>
i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i ri

]
,

L̈τβ
p = −

n∑
i=1

[
r>i Σ−1

i Σ̇
−1

i (`)Σ−1
i

{
υiΣi + υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Xi

]
,

L̈τ f
p = −

n∑
i=1

[
r>i Σ−1

i Σ̇
−1

i (`)Σ−1
i

{
υiΣi + υ′irir

>
i

}
Σ−1
i N

(j)
i

]
,

L̈ff
p =


−

n∑
i=1

[
N

(j)>
i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i N

(k)
i

]
si j 6= k

−
n∑
i=1

[
N

(j)>
i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i N

(j)
i

]
− αj

n
Kj si j = k,

y

L̈ττ
p =

1

2
tr
{

Σ−1
i

[
Σ̇i(`)Σ

−1
i Σ̇i()− Σ̈i(, `)

]}
− 1

2
r>i Σ−1

i

{
Σ̇i(`)Σ

−1
i

(
υ′irir

>
i Σ−1

i + 2υiIm
)

Σ̇i() + υiΣ̈i(, `)
}

Σ−1
i ri,

donde Σ̈i(, `) =
∂2Σi

∂τ∂τ`
, para  = 1, . . . , d+ 1 y ` = 1, . . . , d+ 1.

3.1.4. Matriz de información de Fisher penalizada

En general, la matriz de información de Fisher tiene un rol importante en el proce-

so de estimación de los parámetros y el análisis inferencial paramétrico, ya que permite

obtener un proceso de estimación para los parámetros del modelo y estimar de manera
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aproximada el error estándar de los estimadores de máxima verosimilitud. En el contexto

semiparamétrico, su aplicabilidad es similar, ya que permite derivar el algoritmo esco-

ring de Fisher y aproximar el error estándar de los estimadores de máxima verosimilitud

penalizada a partir de la matriz de información de Fisher penalizada.

Sea bi(j,l) = tr
{

Σ−1
i Σ̇i()

}
tr
{

Σ−1
i Σ̇i(`)

}
, Σ̇i() = ∂Σi

∂τ
, Σ̇i(`) = ∂Σi

∂τ`
, dgi = E[ζ2

g (δi)δi]

y Fgi = E[ζ2
g (δi)δ

2
i ], con δi = (yi − µi)>Σ−

1
2 Σ−

1
2 (yi − µi) = r>i ri y ri ∼ E l(0, Im). Para

el MMVS bajo distribuciones eĺıpticas, la matriz de información de Fisher penalizada

asociada al vector de parámetros θ está dada por

Ip(θ) = −E

{
∂2Lp(θ,α)

∂θ∂θ>

}

=

(
Iβf
p (θ) 0

0 Iττp (θ)

)
,

(3.2)

en que

Iβf
p (θ) =

n∑
i=1

Iβf
pi

(θ)

y

Iττp (θ) =
n∑
i=1

Iττpi (θ)

son matrices de orden [(p+mn)× (p+mn)] y (d∗ × d∗), respectivamente.

Los elementos de la matriz Iβf
pi

(θ) están dados por

Iβf
pi

(θ) =


Iββpi (θ) Iβf(1)

pi (θ) . . . Iβf(m)
pi (θ)

If(1)β
pi (θ) If(1)f(1)

pi (θ) . . . If(1)f(m)
pi (θ)

...
...

. . .
...

If(m)β
pi (θ) If(m)f(1)

pi (θ) . . . If(m)f(m)
pi (θ)

 ,
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donde

Iββpi (θ) =
4dgi
m

X>i Σ−1
i Xi,

Iβf(j)
pi (θ) =

4dgi
m

X>i Σ−1
i N

(j)
i ,

If(j)f(j)
pi (θ) =

4dgi
m

N
(j)>
i Σ−1

i N
(j)
i + αjKj

y

If(j)f(k)
pi (θ) =

4dgi
m

N
(j)>
i Σ−1

i N
(k)
i ,

para i = 1, . . . , n y j = 1, . . . ,m, con j 6= k.

Por otra parte, el elemento (j, l)-ésimo de la matriz Iττpi (θ) está dado por

Iττpi(j,l)(θ) =

[
bi(j,l)

4

{
4Fgi

m(m+ 2)
− 1

}
+

2Fgi
m(m+ 2)

tr
{

Σ−1
i Σ̇i()Σ

−1
i Σ̇i(`)

}]
.

Note que las cantidades Fgi y dgi que aparecen en las ecuaciones anteriores tienen una

forma cerrada para algunas distribuciones eĺıpticas multivariadas. Por ejemplo, para la

distribución normal, t-student y Cauchy, sus expresiones son presentadas en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Cantidades dgi y Fgi para algunas distribuciones eĺıpticas multivariadas

Distribución dgi Fgi
Normal m

4
m(m+2)

4

Cauchy m
4

(
1+m
3+m

) m(m+2)
4

(1+m)
(3+m)

t-Student m
4

(
υi+m
υi+m+2

)
m(m+2)

4

(
υi+m
υi+m+2

)
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Finalmente, cabe señalar que debido a la propiedad de ortogonalidad de los elementos

de τ con respecto a β y f(1), . . . , f(m), se obtiene lo siguiente:

Iβτp (θ) = −E

{
∂2Lp(θ,α)

∂β∂τ>

}
= 0

y

If(m)τ
p (θ) = −E

{
∂2Lp(θ,α)

∂f(j)∂τ>

}
= 0.

Este resultado facilita la construcción del proceso iterativo de escoring de Fisher para

estimar el vector de parámetros θ.

3.1.5. Maximizaciones sucesivas para obtener EMVP

Debido a que fj(·) es un parámetro de dimensión infinita, se consideran los estima-

dores de máxima verosimilitud penalizada (EMVP) de θ, que conduce a un estimador

spline cúbico natural de fj(·). Espećıficamente, el valor de θ que maximiza Lp(θ,α) sobre

Θ, denotado por θ̂, satisface la desigualdad Lp(θ̂,α) ≥ supθ∈Θ Lp(θ,α). Ahora, la de-

terminación de θ̂ puede efectuarse considerando maximizaciones sucesivas, descritas, por

ejemplo, por Gourieroux y Monford (1995). En particular, para el vector α fijo y j = 2,

la solución θ̂ al problema de maximización Lp(θ,α) = máxβ,f(1),f(2),τ ,α Lp(β, f(1), f(2), τ ,α)

se puede obtener mediante los siguientes pasos:

(i) Primero, se maximiza la función Lp(β, f(1), f(2), τ ,α) sobre β manteniendo los paráme-

tros f(1), f(2) y τ fijos. El valor máximo, β̂(f(1), f(2), τ ), es alcanzado para valores de

β en un conjunto B(f(1), f(2), τ ) dependiendo de los parámetros f(1), f(2) y τ . Aśı, si

β ∈ B(f(1), f(2), τ ), el valor de la log-verosimilitud penalizada es Lcp(f(1), f(2), τ ,α) =

máxβ Lp(β, f(1), f(2), τ ,α). Aqúı, Lcp es llamada la log-verosimilitud penalizada con-

centrada en β.

(ii) Luego, se maximiza Lcp(f(1), f(2), τ ,α) sobre f(1) manteniendo f(2) y τ fijos. El máximo

valor, f̂(1) = f̂(1)(f(2), τ ) es alcanzado para valores de f(1) en un conjunto F1(f(2), τ )
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dependiendo sobre los parámetros f(2) y τ . Por lo tanto, si f(1) ∈ F1(f(2), τ ), el valor

de la log-verosimilitud penalizada es Lcp(f(2), τ ,α) = máxf(1) L
c
p(f(1), f(2), τ ,α). Aqúı,

Lcp es llamada la log-verosimilitud concentrada en β y f(1).

(iii) Ahora, se maximiza Lcp(f(2), τ ,α) sobre f(2) manteniendo τ fijo. El máximo valor,

f̂(2) = f̂(2)(τ ) es alcanzado para valores de f(2) en un conjunto F2(f(2), τ ) dependiendo

sobre el parámetro τ . Por lo tanto, si f(2) ∈ F2(τ ), el valor de la log-verosmilitud pe-

nalizada es Lcp(τ ,α) = máxf(2) L
c
p(f(2), τ ,α). Aqúı, Lcp es llamada la log-verosimilitud

concentrada en β, f(1) y f(2).

(iv) Finalmente, se maximiza la función log-verosimilitud penalizada concentrada Lcp(τ ,α) =

Lp(β̂, f̂(1), f̂(2), τ ,α) sobre τ . El máximo valor τ̂ es alcanzado sobre un conjunto de

C de valores τ .

Este procedimiento permite determinar de manera aproximada los estimadores de

máxima verosimilitud penalizada, considerando maximizaciones sucesivas. Algunas apli-

caciones de este procedimiento en la clase de los modelos semiparamétricos pueden en-

contrarse, por ejemplo, en Ibacache et al. (2013).

3.1.6. Estudio de la concavidad

El estudio de la concavidad permite asegurar la existencia de los estimadores de máxi-

ma verosimilitud penalizada. Aqúı se derivan las condiciones suficientes para garantizar

la concavidad de la función log-verosimiltud penalizada Lp(β, f(1), f(2), τ ,α) en β, f(1), f(2)

y τ . En efecto, se debe garantizar lo siguiente:

(i’) En el paso (i) (ver Subsección 3.1.5), la concavidad (en β) de Lp(β, f(1), f(2), τ ,α)

es garantizada si y sólo si la matriz L̈ββ
p ≤ 0 (semidefinida negativa) o, equivalente-

mente si y sólo si −L̈ββ
p ≥ 0 (definida no negativa). Uno tiene que −L̈ββ

p ≥ 0 si y

sólo si {υiΣi + 2υ′irir
>
i } ≥ 0, esto es, si υi ≥ 0 y υ′i ≥ 0, para i = 1, . . . , n.

(ii’) Para el paso (ii) (ver Subsección 3.1.5), uno tiene concavidad (en f(1)) de Lcp(f(1), f(2), τ ,α)

si y sólo si la matriz L̈
f(1)f(1)
p ≤ 0 o, equivalentemente, si y sólo si −L̈

f(1)f(1)
p ≥ 0. Con-

secuentemente, −L̈
f(1)f(1)
p ≥ 0 si y sólo si {υiΣi + 2υ′irir

>
i } ≥ 0 y α1K1 ≥ 0. Además,

tenemos que α1 es un escalar positivo y K1 ≥ 0, por lo tanto α1K1 ≥ 0. Por otra

parte, {υiΣi + 2υ′irir
>
i } ≥ 0 si y sólo si υi ≥ 0 y υ′i ≥ 0, para i = 1, . . . , n.
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(iii’) De manera similar, en el paso (iii) (ver subsección 3.1.5), uno tiene concavidad (en

f(2)) de Lcp(f(2), τ ,α) si y sólo si la matriz L̈
f(2)f(2)
p ≤ 0 o, equivalentemente si y sólo

si la matriz −L̈
f(2)f(2)
p ≥ 0. Consecuentemente, −L̈

f(2)f(2)
p ≥ 0 si y sólo si la matriz

{υiΣi + 2υ′irir
>
i } ≥ 0 y α2K2 ≥ 0. Además, tenemos que α2 es un escalar positivo y

K2 ≥ 0, por lo tanto α2K2 ≥ 0. Por otra parte, {υiΣi + 2υ′irir
>
i } si y sólo si υi ≥ 0

y υ′i ≥ 0, para i = 1, . . . , n.

(iv’) Finalmente, en el paso (iv) (ver subsección 3.1.5), la concavidad (en τ ) de Lcp(τ ,α)

es garantizada si y sólo si
∂2Lcp(τ ,α)

∂τ `∂τ `
< 0, para ` = 1, . . . , d+ 1.

Algunos autores que han realizado este tipo de estudio son: Ibacache y Paula (2011) en

los modelos semiparamétricos t-Student, e Ibacache et al. (2013) para la clase de modelos

aditivos semiparamétricos con errores simétricos.

3.1.7. Proceso iterativo

Cuando j = 2 y el vector de parámetros de suavizamiento α es fijo, el procedimiento de

4 pasos descrito en la Subsección 3.1.5 es equivalente a resolver las siguientes ecuaciones:

∂Lp(θ,α)

∂β
= 0 ,

∂Lcp(f(1), f(2), τ ,α)

∂f(1)

= 0 ,
∂Lcp(f(2), τ ,α)

∂f(2)

= 0 (3.3)

y

∂Lcp(τ ,α)

∂τ
= 0.

La solución a este conjunto de ecuaciones conlleva al siguiente proceso iterativo:

Paso 1 (Algoritmo backfitting)

Sean θ(0) y θ(s+1) los valores iniciales y actuales de θ, respectivamente (s = 0, 1, . . .).

En esta etapa, las ecuaciones actuales para β, f(1) y f(2), que se obtienen del conjunto

de ecuaciones (3.3), inducen a un algoritmo backfitting interno con ponderaciones

dadas por W
(s)
i = υiΣ

−1
i

∣∣
θ(s) (∀ i = 1, . . . , n), donde la solución es el ĺımite de la
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iteración obtenida al repetir ćıclicamente las siguientes tres ecuaciones:

β(s+1,s∗+1) = D0

n∑
i=1

X>i W
(s)
i (yi −N

(1)
i f

(s+1,s∗)
(1) −N

(2)
i f

(s+1,s∗)
(2) ), (3.4)

f
(s+1,s∗+1)
(1) = D1

n∑
i=1

N
(1)>
i W

(s)
i (yi −Xiβ

(s+1,s∗+1) −N
(2)
i f

(s+1,s∗)
(2) ) (3.5)

y

f
(s+1,s∗+1)
(2) = D2

n∑
i=1

N
(2)>
i W

(s)
i (yi −Xiβ

(s+1,s∗+1) −N
(1)
i f

(s+1,s∗+1)
(1) ), (3.6)

donde

D0 =

{
n∑
i=1

X>i W
(s)
i Xi

}−1

,

D1 =

{
n∑
i=1

N
(1)>
i W

(s)
i N

(1)
i +

α1

n
K1

}−1

y

D2 =

{
n∑
i=1

N
(2)>
i W

(s)
i N

(2)
i +

α2

n
K2

}−1

,

para s∗ = 0, 1, . . .. En esta etapa, se puede tomar como valores iniciales f
(s+1,0)
(1) = f

(0)
(1)

y las estimaciones de máxima verosimilitud penalizada del MMVS bajo distribución

normal. El conjunto de ecuaciones (3.4)-(3.6) se iteran hasta converger.

Paso 2 (log-verosimilitud penalizada)

Sea β(s+1) = β̂
(s+1,s∗+1)

, f
(s+1)
(1) = f̂

(s+1,s∗+1)
(1) y f

(s+1)
(2) = f̂

(s+1,s∗+1)
(2) . Actualizar los

parámetros τ maximizando la log-verosimilitud penalizada concentrada Lcp(τ ,α) =

Lp(β
(s+1), f

(s+1)
(1) , f

(s+1)
(2) , τ ,α), con respecto a τ , esto es,

τ (s+1) = máx
τ

Lcp(τ ,α). (3.7)

De manera análoga a Ibacache et al. (2012), se sugiere utilizar el algoritmo escoring
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de Fisher para resolver la ecuación (3.7), esto es,

τ (s+1) = τ (s) −
[
E
{

L̈ττ
p

}]−1 ∂Lp(τ ,α)

∂τ

∣∣∣∣
θ(s)

, (3.8)

donde L̈ττ
p es definida en la Subsección 3.1.3.

Aśı, alternando entre los Pasos 1 y 2, se obtienen aproximadamente las estimaciones

de máxima verosimilitud penalizada de θ.

3.2. Inferencia estad́ıstica

En esta sección se discuten algunos aspectos de la inferencia estad́ıstica en el MMVS.

Primero, se describe un procedimiento para calcular el error estándar aproximado para

los estimadores de máxima verosimilitud penalizada de los parámetros. Luego, se derivan

bandas de confianza para las funciones no paramétricas. Posteriormente, se propone un

método para estimar los efectos aleatorios. Finalmente, se discute sobre los grados de

libertad y la selección de los parámetros de suavizamiento.

3.2.1. Error estándar

De acuerdo a lo mencionado en la Subsección 3.1.4, el error estándar de los estimadores

de máxima verosimilitud penalizada se obtiene a través de la matriz de varianza-covarianza

asintótica de θ̂. Esta última, se deriva de la inversa de la matriz de información de Fisher

penalizada, considerando la función de verosimilitud penalizada como una función de

verosimilitud usual. Entonces, la matriz de varianza-covarianza asintótica de θ̂ para el

MMVS toma una estructura diagonal en bloque como sigue:

I−1
p =

I
1
p I2

p 0

I3
p I4

p 0

0 0 Iττ−1
p

 , (3.9)
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donde

I1
p =

(
Iββp − Iβf∗

p Iff−1
p Iβf∗>

p

)−1

,

I2
p = −Iββ−1

p Iβf∗

p

(
Iff
p − Iβf∗>

p Iββ−1
p Iβf∗

p

)−1

,

I3
p = −Iff−1

p Iβf∗>

p

(
Iββp − Iβf∗

p Iff−1
p Iβf∗>

p

)−1

y

I4
p =

(
Iff
p − Iβf∗>

p Iββ−1
p Iβf∗

p

)−1

,

en que

Iββp =
n∑
i=1

4dgi
m

X>i Σ−1
i Xi,

Iβf∗

p =

(
n∑
i=1

4dgi
m

X>i Σ−1
i N

(1)
i . . .

n∑
i=1

4dgi
m

X>i Σ−1
i N

(m)
i

)
,

Iβf∗>

p =



n∑
i=1

4dgi
m

N
(1)>
i Σ−1

i Xi

...
n∑
i=1

4dgi
m

N
(m)>
i Σ−1

i Xi


y

Iff
p =



n∑
i=1

4dgi
m

N
(1)>
i Σ−1

i N
(1)
i + α1K1 . . .

n∑
i=1

4dgi
m

N
(1)>
i Σ−1

i N
(m)
i

...
. . .

...
n∑
i=1

4dgi
m

N
(m)>
i Σ−1

i N
(1)
i · · ·

n∑
i=1

4dgi
m

N
(m)>
i Σ−1

i N
(m)
i + αmKm


.

Por lo tanto, si se desea realizar inferencia para cada uno de los elementos del vector de

parámetros θ, las matrices de varianza-covarianza aproximada pueden ser estimadas de
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la siguiente manera:

V̂araprox(β̂) =
{
Iββp − Iβf∗

p Iff−1
p Iβf∗>

p

}−1
∣∣∣∣
θ=θ̂

,

V̂araprox(f̂(1), . . . , f̂(m)) = {Iff
p − Iβf∗>

p Iββ−1
p Iβf∗

p }−1
∣∣∣
θ=θ̂

y

V̂araprox(τ̂ ) = Iττ−1
p

∣∣
θ=θ̂

.

3.2.2. Bandas de confianza

En este trabajo de tesis se propone utilizar las bandas de confianza estudiadas por

Wahba (1983) y empleadas posteriormente por Ibacache et al. (2013) en el contexto se-

miparamétrico; esto es,

BC(fj(ti)) = f̂j(ti)± 2

√
V̂araproxf̂j(ti),

donde V̂araproxf̂j(ti) denota la varianza aproximada estimada de f̂j(ti), para i = 1, . . . , n

y j = 1, . . . ,m.

3.2.3. Efectos aleatorios

Uno de los aspectos importantes de los modelos lineales mixtos tiene relación con la

predicción del vector de efectos aleatorios bi, el cual se asume que sigue una distribución

eĺıptica multivariada.

En este trabajo se propone utilizar el método de Bayes emṕırico para predecir los

efectos aleatorios, siguiendo la misma idea empleada por Laird y Ware (1982) e Ibacahe

et al. (2012) en los modelos lineales mixtos semiparamétricos eĺıpticos. Aśı, se tiene que

la distribución de bi|yi es dada por

bi|yi ∼ E lq(DZ>i Σ−1
i ri,D−DZ>i Σ−1

i ZiD).

Por lo tanto, asumiendo que Σi es fijo, el estimador emṕırico de Bayes de bi toma la
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siguiente forma:

b̂i = E(b̂i|yi) = DZ>i Σ̂
−1

i

(
yi −Xiβ̂ −

m∑
j=1

N
(j)
i f̂(j)

)
, (3.10)

donde f̂(j), β̂ y Σ̂i son los estimadores de máxima verosimilitud penalizada. Por lo tanto,

el vector de efectos aleatorios estimado es dado por b̂ = (b̂>1 , . . . , b̂
>
n )>.

Consecuentemente, el valor ajustado para el i-ésimo clúster se puede expresar de la

siguiente forma:

ŷi = Xiβ +
n∑
i=1

N
(j)
i f̂(j) + Zib̂i

= V̂iΣ̂
−1

i

(
Xiβ +

n∑
i=1

N
(j)
i f̂(j)

)
+
(
Im − V̂iΣ̂

−1

i

)
yi. (3.11)

Note que se puede interpretar de la ecuación (3.11), que ŷi corresponde a la media

entre el perfil de la población

(
Xiβ̂ +

n∑
i=1

N
(j)
i f̂(j)

)
y los datos observados yi, con pesos

V̂iΣ̂
−1

i e
(
Im − V̂iΣ̂

−1

i

)
, respectivamente.

3.3. Selección de los parámetros de suavizamiento

En el proceso de estimación e inferencia se consideraron los parámetros de suavizamien-

to α1, . . . , αm fijos para realizar inferencia sobre las funciones f(1), . . . , f(m). Sin embargo,

en la práctica estos parámetros deben ser selecccionados a través de algún método.

En el contexto semiparamétrico Green y Silverman (1994) proponen dos maneras de

escoger los parámetros de suavizamiento. La primera es considerar una forma libre de

escoger los parámetros, que generalmente son escogidos después de probar varios valores

para un mismo conjunto de datos y analizando las curvas obtenidas. Una segunda manera

es utilizar algún método automático en el que los parámetros de suavizamiento se obtienen

a través de los datos. Otra manera de seleccionar los parámetros, es aplicar el criterio de

Akaike (1973), ver por ejemplo, Rigby y Stasinopoulos (2005).

En esta sección se detalla el método automático de validación cruzada generalizada
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(Craven y Wahba, 1979) y el criterio de Akaike.

3.3.1. Validación cruzada generalizada

La validación cruzada generalizada es uno de los procedimientos automáticos más

conocidos, y su objetivo es estimar el error de predicción de un modelo ajustado a los

datos. Bajo el MMVS (cuando j = 2), la expresión del escore de validación cruzada

generalizada es dada por

VCG(α) =
‖y − ŷ‖2

(1− n−1tr {H(α)})2 , (3.12)

donde H(α) es una matriz tal que ŷ = H(α)y, con y definida en la Subsección 2.2 y

H(α) = H1 + H2 + H3, en que

H1 =

{
n∑
i=1

N
(1)>
i WiA1N

(1)
i +

α1

n
K1

}−1{ n∑
i=1

N
(1)>
i WiA1

}
,

H2 =

{
n∑
i=1

N
(2)>
i WiA2N

(2)
i +

α2

n
K2

}−1{ n∑
i=1

N
(2)>
i WiA2

}

y

H3 =

{
n∑
i=1

X>i (Im −B2)Xi

}−1{ n∑
i=1

X>i (Im −B2)

}
.

Además, las matrices A1, A2 y B2, respectivamente, están dadas por

A1 =

{
Im −N

(2)
i D2

n∑
i=1

N
(2)>
i Wi

}
,

A2 =

{
Im −N

(1)
i D1

n∑
i=1

N
(1)>
i Wi

}
,

y

B2 =
(
N

(1)
i N

(2)
i

)
C−1

(
N

(1)
i N

(2)
i

)>
Wi,
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en que

C =


n∑
i=1

{
N

(1)>
i WiN

(1)
i +

α1

n
K1

} n∑
i=1

{
N

(1)>
i WiN

(2)
i

}
n∑
i=1

{
N

(2)>
i WiN

(1)
i

} n∑
i=1

{
N

(2)>
i WiN

(2)
i +

α2

n
K2

}
 ,

para i = 1, . . . ,m y j = 1, 2.

La idea de la validación cruzada generalizada es escoger el vector de parámetros α que

minimice el escore VCG(α). Sin embargo, no se puede garantizar que la función escore

VCG(α) tiene un único mı́nimo, aśı que se debe tener cuidado con su minimización.

3.3.2. Criterio de Akaike

El criterio de Akaike consiste en seleccionar el vector de parámetros de suavizamiento

que minimicen la siguiente expresión:

AIC(α) = −2Lp(θ̂,α)
∣∣∣
θ=θ̂

+ 2tr {H(α)} ,

donde α = (α1, α2)>, Lp(θ̂,α) es el logaritmo de la función de verosimilitud penalizada

y tr {H(α)} son la cantidad de parámetros involucrados en el modelo.

3.4. Calidad del ajuste

En esta Sección se sugieren los gráficos de las distancias transformadas para evaluar

el ajuste de los modelos normal y t-Student multivariados. Estos han sido utilizados

previamente por Lange et al. (1989), Borssoi (2014) y de Castro y Galea (2010). En el

caso normal, se tiene que la distancia de Mahalanobis

δi = (yi − µi)>Σ−1
i (yi − µi) (3.13)

sigue una distribución chi-cuadrado con m grados de libertad, es decir, δi ∼ χ2
m. Análoga-

mente, se puede probar que δ̂i = (yi − µ̂i)>Σ̂
−1

i (yi − µ̂i) también sigue una distribución

asintótica χ2
m, para i = 1, . . . , n. Luego, al utilizar la transformación de Wilson-Hilferty

Isaac Cortes Olmos Universidad de Valparáıso, Chile
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se obtienen las siguientes distancias transformadas:

d
[N ]
i =

{
(δ̂i/m)

1
3 − (1− 2

9 m
)
}

(2/9)
1
2

, (3.14)

las cuales siguen una distribución normal estándar, es decir, d
[N ]
i ∼ N(0, 1).

Para el caso t-Student multivariado, se tiene que Fi = δi
m

sigue una distribución F(m,v).

Además, F̂i tiene asintóticamente la misma distribución de Fi, para i = 1, . . . , n. De

manera análoga al caso normal, al aplicar la transformación Wilson-Hilferty, se obtiene

d
[t]
i =

(1− 2
9 m

)F̂
1
3
i − (1− 2

9 m
){(

2
9 m

)
F̂

2
3
i +

(
2

9 m

)}1/2
, (3.15)

que sigue aproximadamente una distribución normal estándar, es decir, d
[t]
i ∼ N(0, 1),

para i = 1, . . . , n. Los gráficos normales de probabilidad de las distancias transformadas

d
[N ]
i y d

[t]
i se pueden utilizar para evaluar la calidad del ajuste de los modelos mixtos

vector spline bajo distribuciones normal y t-Student, respectivamente.
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Caṕıtulo 4

Aplicación

En este caṕıtulo se presenta una aplicación del modelo mixto vector spline bajo dis-

tribuciones eĺıpticas a un conjunto de datos reales. En la primera sección, se realiza una

breve descripción de los datos. Luego, en la segunda y tercera sección, se propone y ajusta

un modelo no paramétrico bajo distribuciones eĺıpticas para los datos, con el objeto de

introducir el modelo vector spline. Finalmente, en la cuarta sección, se propone y ajusta

un modelo vector spline.

4.1. Descripción de los datos

Para la aplicación se considera un conjunto de datos reales correspondientes a los

fondos de pensiones Chilenos. Estos datos corresponden a la rentabilidad mensual de

los fondos de pensiones de dos AFP, Habitat y Planvital, en el periodo comprendido

entre Enero del 2009 a Diciembre del 2013. Las rentabilidades mensuales de ambas AFP

corresponden al vector de respuestas, y el Índice de Precios Selectivos de Acciones (IPSA)

a la variable explicativa (paramétrica) en el modelo vector spline.

En la Tabla 4.1 se presentan algunas estad́ısticas descriptivas básicas, tales como:

media, mı́nimo, máximo, percentil 25, mediana, percentil 75 y coeficiente de variación

para las variables IPSA, AFP’s Habitat y Planvital. Se observa de esta tabla que la media

y mediana de la AFP Habitat son bastante similares, indicando posible simetŕıa en la

distribución de los datos. Un comportamiento similar se observa con los datos de la AFP

Planvital y la variable IPSA.
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Tabla 4.1: Estad́ısticas descriptivas para las variables IPSA, AFP Habitat y AFP Planvi-
tal.

Estad́ıstico descriptivo AFP Habitat AFP Planvital IPSA

Media 0,8777 0,8960 0,0117

Desviación estándar 0,8598 0,8070 0,0473

Mı́nimo -0,8938 -0,7121 -0,0929

Máximo 2.9761 2.9417 0,1534

Percentil 25 0,2944 0,2389 -0,0230

Mediana 0,7502 0,8612 0,0077

Percentil 75 1,4113 1,4779 0,0429

Coeficiente de Variación 0,9795 0,9007 4,0334

En la Figura 4.1 se presentan los gráficos box-plot para cada una de las variables en

estudio. Se observa del gráfico izquierdo de la Figura 4.1, que las variables presentan cierto

grado de simetŕıa, confirmando lo mencionado de la Tabla 4.1. Esto mismo se presenta

en el gráfico derecho de la Figura 4.1 con la variable IPSA.

Figura 4.1: Box-plot para las variables IPSA, AFP Habitat y Planvital.

En el gráfico izquierdo de la Figura 4.2, se muestra el diagrama de dispersión entre

la rentabilidad de la AFP Habitat e IPSA, donde se observa una tendencia lineal en los

datos y consecuentemente, se sugiere incorporar el efecto de la variable IPSA de manera

paramétrica. Por otro lado, el gráfico derecho de la Figura 4.2 muestra el comportamiento

de las rentabilidades de la AFP Habitat a través del tiempo, donde se observa una ten-
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dencia no lineal que sugiere incorporar el efecto del tiempo a través de una función no

paramétrica.

Figura 4.2: Diagrama de dispersión entre las rentabilidades de la AFP Habitat y el IPSA
(izquierda), y las rentabilidades de la AFP Habitat y el tiempo.

En el gráfico izquierdo de la Figura 4.3, se muestra el diagrama de dispersión entre las

rentabilidades de la AFP Planvital y el IPSA, donde se observa una tendencia lineal en

los datos, lo que sugiere incorporar el efecto de la variable IPSA de manera paramétrica.

Por otro lado, el gráfico derecho de la Figura 4.3 muestra el comportamiento de las

rentabilidades de la AFP Planvital a través del tiempo, donde se observa una tendencia

no lineal que sugiere cuantificar este efecto a través de una función no paramétrica.

Figura 4.3: Diagrama de dispersión entre las rentabilidades de la AFP Planvital y el IPSA
(izquierda), y las rentabilidades de la AFP Habitat y el tiempo.
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4.2. Modelo no paramétrico para AFP Habitat

Inicialmente se propone ajustar el siguiente modelo no paramétrico a los datos de la

AFP Habitat:

yi = xiβ + f(ti) + εi, (4.1)

donde yi denota el valor observado de la rentabilidad de la AFP Habitat en el tiempo

ti, xi denota la rentabilidad del IPSA en el mismo peŕıodo, β es el parámetro asociado

al coeficiente de regresión que determina el incremento en el valor de la rentabilidad

AFP Habitat cuando el IPSA aumenta en una unidad, f(·) es una función arbitraria que

depende del tiempo, y εi es un error aleatorio (i = 1, . . . , 60). El modelo (4.1) puede ser

expresado vectorialmente de la siguiente forma:

y = Xβ + Nf + ε,

en que y es un vector (60 × 1) de respuestas observadas, X es un vector (60 × 1) cuyos

elementos corresponden a los valores de la variable explicativa x, N es una matriz de

incidencia (60 × 60) que, en este caso, es igual a la matriz identidad, f es un vector

(60× 1) cuyos componentes corresponden a la evaluación funcional de f(·) en los valores

de la variable explicativa t que pertenecen al conjunto {t1 = 1, t2 = 2, . . . , t60 = 60}, y ε

representa un vector (60× 1) de errores aleatorios.

En este caso, se asume que el valor observado de la rentabilidad en el tiempo ti (i =

1, . . . , 60) sigue una distribución eĺıptica, es decir

yi ∼ E l1(xiβ + f(ti), φ).

De esta manera, el vector de parámetros que debe ser estimado es θ = (β, f>, φ)>. Con el

objeto de comparar las estimaciones de máxima verosimilitud penalizada, se consideran

las distribuciones normal y t-Student.

El parámetro de suavizamiento α fue escogido a través del método de validación cru-

zada generalizada para ambos modelos. Se escogieron ν = 5 grados de libertad para

asegurar la existencia de los cuatros primeros momentos en la distribución t-Student. El

error estándar de los estimadores del vector de parámetros θ fueron estimados a través de
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la matriz de información de Fisher penalizada. Estos resultados se presentan en la Tabla

4.2.

Tabla 4.2: Estimaciones de máxima verosimilitud penalizada, error estándar (e.e) y

Lp(θ̂, α̂), para los modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad ajustados a
los datos de la AFP Habitat.

normal t-Student

Parámetro estimación e.e Lp(θ̂, α̂) estimación e.e Lp(θ̂, α̂)

β 3,3390 4,7336 -67,4754 2,9949 11,3014 -69,0308

φ 0,5478 0,01 0,4098 0,009

α 1113,4 1113,4

Se nota de la Tabla 4.2, que los parámetros de pendiente y escala son diferentes en las

estimaciones de los modelos ajustados, y que el error estándar de φ̂ es más pequeño en el

modelo t-Student que en el normal. Lo contrario ocurre con el error estándar de β̂.

Debido a la dimensión alta de f en ambos modelos, las estimaciones de máxima ve-

rosimilitud penalizada y error estándar son presentadas mediante un gráfico de ajuste y

bandas de confianza, en las Figuras 4.4 y 4.5, respectivamente. Los gráficos de la Figura

4.5 exhiben la curva estimada y sus correspondientes bandas de confianza bajo ambos

modelos. A través de estos gráficos, se observa que el ajuste del modelo normal parece ser

más adecuado.

Figura 4.4: Gráficos del ajuste no paramétrico a los datos de la AFP Habitat bajo los
modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad, respectivamente.
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Figura 4.5: Gráficos de la curva estimada y sus bandas de confianza bajo los modelos
normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad, respectivamente.

Para evaluar el ajuste de los modelos normal y t-Student, se construyeron los gráficos

de distancias transformadas sugeridas en la Sección 3.4, para el caso univariado. Basados

en los valores Lp(θ̂, α̂) de la Tabla 4.2 y los gráficos normales de probabilidad de las

distancias transformadas presentadas en la Figura 4.6, no hay certeza de que un modelo

sea más adecuado que el otro.

Figura 4.6: Gráficos normales de probabilidad para las distancias transformadas, bajo los
modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad ajustados a los datos de la AFP
Habitat.
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4.3. Modelo no paramétrico para AFP Planvital

Inicialmente se propone ajustar el siguiente modelo no paramétrico a los datos de la

AFP Planvital:

yi = xiβ + f(ti) + εi, (4.2)

donde yi denota el valor observado de la rentabilidad de la AFP Planvital en el tiempo

ti, xi denota la rentabilidad del IPSA en el mismo peŕıodo, β es el parámetro asociado al

coeficiente de regresión que determina el incremento en el valor de la rentabilidad AFP

Planvital cuando el IPSA aumenta en una unidad, f(·) es una función arbitraria que

depende del tiempo, y εi es un error aleatorio (i = 1, . . . , 60). El modelo (4.2) puede ser

expresado vectorialmente de la siguiente forma:

y = Xβ + Nf + ε,

en que y es un vector (60 × 1) de respuestas observadas, X es un vector (60 × 1) cuyos

elementos corresponden a los valores de la variable explicativa x, N es una matriz de

incidencia (60 × 60) que, en este caso, es igual a la matriz identidad, f es un vector

(60× 1) cuyos componentes corresponden a la evaluación funcional de f(·) en los valores

de la variable explicativa t que pertenecen al conjunto {t1 = 1, t2 = 2, . . . , t60 = 60}, y ε

representa un vector (60× 1) de errores aleatorios.

En este caso, se asume que el valor observado de la rentabilidad en el tiempo ti (i =

1, . . . , 60) sigue una distribución eĺıptica, es decir

yi ∼ E l1(xiβ + f(ti), φ).

De manera análoga a la Sección 4.2, el vector de parámetros que debe ser estimado es

θ = (β, f>, φ)>. Con el objeto de comparar las estimaciones de máxima verosimilitud

penalizada, se consideran las distribuciones normal y t-Student.

El parámetro de suavizamiento α fue escogido a través del método de validación cru-

zada generalizada. Se escogieron ν = 5 grados de libertad para asegurar la existencia de

los cuatros primeros momentos en la distribución t-Student. El error estándar de los esti-

madores del vector de parámetros θ fueron estimados a través de la matriz de Información
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de Fisher penalizada. Estos resultados se presentan en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3: Estimaciones de máxima verosimilitud penalizada, error estándar (e.e) y

Lp(θ̂, α̂), para los modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad ajustados a
los datos de la AFP Planvital.

normal t-Student

Parámetro estimación e.e Lp(θ̂, α̂) estimación e.e Lp(θ̂, α̂)

β 3,2588 4,2715 -66,3547 3,1230 10,4287 -68,3316

φ 0,5306 0,0094 0,4080 0,0089

α 33449 33449

Se nota de la Tabla 4.3, que los parámetros de pendiente y escala son diferentes en las

estimaciones de los modelos ajustados, y que el error estándar de φ̂ es más pequeño en el

modelo t-Student que en el normal. Lo contrario ocurre con el error estándar de β̂.

Debido a la dimensión alta de f en ambos modelos, las estimaciones de máxima ve-

rosimilitud penalizada y error estándar son presentadas mediante un gráfico de ajuste y

bandas de confianza, en las Figuras 4.7 y 4.8, respectivamente. Los gráficos de la Figura

4.8 exhiben la curva estimada y sus correspondientes bandas de confianza bajo ambos

modelos. A través de estos gráficos, se observa que el ajuste del modelo normal parece ser

más adecuado.

Figura 4.7: Gráficos del ajuste no paramétrico a los datos de la AFP Habitat bajo los
modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad, respectivamente.
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Figura 4.8: Gráficos de la curva estimada y sus bandas de confianza bajo los modelos
normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad, respectivamente.

De manera análoga a la Subsección 4.2.1, se construyeron los gráficos de distancias

transformadas para los modelos normal y t-Student. Basados en los valores Lp(θ̂, α̂) de

la Tabla 4.3 y los gráficos normales de probabilidad de las distancias transformadas pre-

sentadas en la Figura 4.9, existe un grado de certeza de que el modelo normal es más

adecuado.

Figura 4.9: Gráficos normales de probabilidad para las distancias transformadas, bajo los
modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad ajustados a los datos de la AFP
Planvital.
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4.4. Modelo vector spline

En esta sección, se propone un modelo que permite analizar de manera conjunta los

modelos propuestos en las Secciones 4.2 y 4.3, es decir, se propone ajustar el siguiente

modelo vector spline:

yij = xiβ + fj(ti) + εij, (4.3)

donde yij denota la j-ésima rentabilidad de AFP asociada a la i-ésima rentabilidad del

IPSA en el periodo ti, xi denota la rentabilidad del IPSA en el mismo periodo, β es el

parámetro asociado al coeficiente de regresión que determina el incremento en el valor de

rentabilidad de la AFP cuando el IPSA aumenta en una unidad, fj es la j-ésima función

arbitraria que depende del tiempo ti, y εij es un error aleatorio (i = 1, . . . , 60 y j = 1, 2).

El modelo (4.3) puede ser expresado de la siguiente forma

yi = Xiβ + N
(1)
i f(1) + N

(2)
i f(2) + εi, (4.4)

donde yi es un vector (2 × 1) que contiene las respuestas observadas de la i-ésima ren-

tabilidad de las AFP, Xi = 1xi, N
(1)
i y N

(2)
i son matrices de incidencia (2 × 60), f(1) y

f(2) son vectores (60× 1) cuyas componentes son la funciones evaluadas en los valores del

tiempo en el conjunto {t1 = 1, t2 = 2, . . . , t60 = 60} y εi es un vector (2 × 1) de errores

aleatorios. En este caso, se supone que el valor observado de la rentabilidad en el tiempo

ti (i = 1, . . . , 60) sigue una distribución eĺıptica multivariada, es decir

yi ∼ E l2(Xiβ + N
(1)
i f(1) + N

(2)
i f(2), φ I2×2).

De esta manera, el vector de parámetros que debe ser estimado es θ = (β, f>(1), f
>
(2), φ)>.

Con el objeto de comparar las estimaciones de máxima verosimilitud penalizada, se con-

sideran las distribuciones normal y t-Student multivariadas.

Los parámetros de suavizamiento que se utilizan en el modelo vector spline, son los

considerados en las Secciones 4.1 y 4.2, es decir, α̂1 = 1113, 4 y α̂2 = 33.449. En tanto

a los grados de libertad de la distribución t-Student multivariada, se consideró ν = 5

para asegurar la existencia de los primeros cuatros momentos. El error estándar de los

estimadores de coeficientes de regresión, funciones no paramétricas y del parámetro de
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escala, se estimaron a través de la matriz de información de Fisher penalizada. Estos

resultados se presentan en la Tabla 4.4, sin embargo, debido a la alta dimensión de las

funciones no paramétricas, sus estimaciones y error estándar se muestran posteriormente.

Tabla 4.4: Estimaciones de máxima verosimilitud penalizada, error estándar (e.e) y

Lp(θ̂, α̂) , para los modelos normal y t-Student multivariados con ν = 5 grados de li-
bertad ajustados a los datos de las AFP.

normal t-Student

Parámetro estimación e.e Lp(θ̂, α̂) estimación e.e Lp(θ̂, α̂)

β 3,2976 2,2471 -134,4634 2,9329 2,2190 -118,6132

φ 0,5392 0,0048 0,4190 0,0051

Se nota de la Tabla 4.4, que los parámetros de pendiente y escala son diferentes en las

estimaciones de los modelos ajustados, y que el error estándar de φ̂ es más pequeño en el

modelo normal que en el t-Student. El caso contrario ocurre con el error estándar de β̂.

Los gráficos del ajuste de las funciones no paramétricas para el modelo normal se

presentan en la Figura 4.10. En tanto al ajuste de las funciones no paramétricas del

modelo t-Student, se exhiben en la Figura 4.11. En ambos casos, se observa que el ajuste

del modelo vector spline seŕıa adecuado.

Figura 4.10: Gráficos de los ajustes no paramétricos a los datos de las AFP Habitat y
Planvital bajo el modelo normal multivariado, respectivamente.
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54

Figura 4.11: Gráficos de los ajustes no paramétricos a los datos de las AFP Habitat y
Planvital bajo el modelo t-Student multivariado con ν = 5 grados de libertad, respecti-
vamente.

En la Figuras 4.12 y 4.13 se presentan los gráficos de bandas de confianza para las

funciones no paramétricas correspondientes a los modelos normal y t-Student multivaria-

dos, respectivamente. Al comparar los gráficos izquierdos de ambas figuras, se observa que

las amplitudes de las bandas de confianza son más pequeñas en el modelo normal que en

t-Student, y en que los extremos tienen una mayor amplitud debido a la dispersión de los

datos. Esto último, se repite al comparar los gráficos derechos de ambas figuras.

Figura 4.12: Gráficos de la curva estimada y sus bandas de confianza en los datos de las
AFP Habitat y Planvital bajo el modelo normal multivariado, respectivamente.
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Figura 4.13: Gráficos de las bandas de confianza de la funciones no paramétricas a los
datos AFP Habitat y Planvital, sobre el modelo t-Student con ν = 5 grados de libertad.

Basados en los valores Lp(θ̂, α̂) de la Tabla 4.4 y los gráficos de las distancias trans-

formadas presentadas en la Figura 4.14, tenemos que el modelo normal parece presentar

un ajuste más adecuado en relación al modelo t-Student con ν = 5 grados de libertad.

Figura 4.14: Gráficos normales de probabilidad para las distancias transformadas, bajo
los modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de libertad ajustados a los datos de las
AFP.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis se desarrollaron varios aspectos del proceso de estimación e

inferencia estad́ıstica para el MMVS bajo distribuciones eĺıpticas. A continuación presen-

tamos los principales resultados y conclusiones.

En el Caṕıtulo, 2 se presentó el MMVS en la clase de distribuciones eĺıpticas de

contornos eĺıpticos, asumiendo que el vector de respuestas, vector de efectos aleato-

rios y el vector de errores aleatorios de cada clúster sigue una distribución conjunta

eĺıptica. Luego, se derivó la distribución marginal del vector de respuestas y su

correspondiente función de densidad, permitiendo obtener una expresión anaĺıtica

para la función de log-verosimilitud penalizada (ecuación 2.17).

En el Caṕıtulo 3, se derivó la función escore penalizada, las matrices de segun-

das derivadas e Información de Fisher penalizadas a partir de la función de log-

verosimilitud penalizada. Además, se llevó a cabo un estudio de la concavidad de la

función de log-verosimilitud penalizada y un procedimiento que a través de maxi-

mizaciones sucesivas sobre la misma función se obtienen los EMVP. A partir de este

procedimiento, se derivó un proceso iterativo escoring de Fisher y backfitting para

estimar los componentes de varianza y fijos (coeficientes de regresión y funciones

no paramétricas) del MMVS, respectivamente. Luego, se propuso estimar el error

estándar de los EMVP mediante la matriz de información de Fisher penalizada y

construir bandas de confianza para las funciones no paramétricas. También, fue su-

gerido el estimador emṕırico de Bayes para la predicción de los efectos aleatorios.

Finalmente, se propusieron dos métodos para escoger los parámetros de suaviza-
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miento y gráficos de distancias modificadas para evaluar la calidad del ajuste del

MMVS bajo errores normal y t-Student.

En el Caṕıtulo 4 se presentó una aplicación con datos reales para ilustrar la aplicabi-

lidad del MMVS. Estos datos corresponden a la rentabilidad mensual de los fondos

de pensiones de las AFP Habitat y Planvital, y el Índice de Precios Selectivos de

Acciones (IPSA). Se ajustaron los modelos normal y t-Student con ν = 5 grados de

libertad y se observó que en ambos casos el ajuste es similar.

Es importante mencionar que el proceso iterativo basado en el método de máxima

verosimilitud penalizada desarrollado para estimar los coeficientes de regresión, fun-

ciones no paramétricas y componentes de varianza en el MMVS fue implementado

en el software Matlab.

Finalmente, a través del estudio del MMVS bajo distribuciones eĺıpticas, observa-

mos que esta clase de modelos permiten analizar datos de experimentos relacionados

a fenómenos en que es preciso modelar la dependencia de medidas entre unidades

muestrales, modelar los efectos de las covariables que contribuyen de manera pa-

ramétrica y no paramétrica sobre la variable de respuesta, y extender el modelado

a otras distribuciones eĺıpticas además de la normal.

5.1. Trabajos futuros

Una primera perspectiva de trabajo futuro es extender el modelo propuesto en esta

tesis, en el sentido de incorporar una estructura de covarianza para los errores aleatorios

que tenga en consideración la dependencia en el tiempo de las observaciones. Por ejem-

plo, considerar una estructura autoregresiva de orden uno, AR(1), o una estructura de

equicorrelación, según sea el caso.

Otra perspectiva de trabajo futuro es extender el modelo propuesto asumiendo que

los errores aleatorios siguen una distribución asimétrica, por ejemplo, las distribuciones

t-skew y normal-skew.
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Apéndice A

Derivadas de la log-verosimilitud

penalizada

En este apéndice se presentan los detalles de los cálculos de primera y segunda orden

del logaritmo de la función de verosimilitud penalizada en el modelo mixto vector spline

bajo distribuciones eĺıpticas. Estos cálculos requieren algunos resultados de álgebra y dife-

renciación de matrices que pueden ser encontrados, por ejemplo, en Magnus y Neudecker

(1988).

A.1. Derivadas de primer orden

En el modelo mixto vector spline bajo distribuciones eĺıpticas (2.2) el logaritmo de la

función de verosimilitud penalizada es dada por

Lp(θ,α) =
n∑
i=1

Lpi(θ,α), (A.1)

en que

Lpi(θ,α) = Li(θ)− 1

2 n

m∑
j=1

αjf
>
(j)Kjf(j), (A.2)

con Li(θ) definida por la ecuación (2.10) y θ = (β>, f>(1), . . . , f
>
(m), τ

>)>. Al utilizar resul-
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tados de diferenciación de matrices tenemos que,

∂Lp(θ,α)

∂θ
=

n∑
i=1

∂Lpi(θ,α)

∂θ
. (A.3)

Al derivar (A.2) con relación a β, f(j) y τ `, respectivamente, tenemos que

∂Lpi(θ,α)

∂β
=
∂Li(θ)

∂β

=
∂ log g(δi)

∂β

=
g′(δi)

g(δi)

∂r>i Σ−1
i ri

∂β

= υiX
>
i Σ−1

i ri,

(A.4)

∂Lpi(θ,α)

∂f(j)

=
∂Li(θ)

∂f(j)

− αj
2n

∂[f>(j)Kjf(j)]

∂f(j)

=
∂ log g(δi)

∂f(j)

− αj
n

Kjf(j)

=
g′(δi)

g(δi)

∂r>i Σ−1
i ri

∂f(j)

− αj
n

Kjf(j)

= −2ζg(δi)N
(j)>
i Σ−1

i ri −
αj
n

Kjf(j)

= υiN
(j)>
i Σ−1

i ri −
αj
n

Kjf(j), j = 1, . . . ,m,

(A.5)

y

∂Lpi(θ,α)

∂τ `
=
∂Li(θ)

∂τ `

= −1

2

∂ log |Σi|
∂τ `

+
log g(δi)

∂τ `

= −1

2
tr{Σ−1

i Σ̇i(`)}+ ζg(δi)r
>
i

∂Σ−1
i

∂τ `
ri

= −1

2
tr{Σ−1

i Σ̇i(`)} − ζg(δi)r>i Σ−1
i

∂Σi

∂τ `
Σ−1
i ri

= −1

2

[
tr{Σ−1

i Σ̇i(`)} − υir>i Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i ri

]
,

(A.6)
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donde ri = yi − Xiβ −
m∑
j=1

N
(j)
i f(j), υi = −2ζg(δi), con ζg(δi) = g′(δi)

g(δi)
, y denotando

Σ̇i(`) = ∂Σi/∂τ ` para ` = 1, . . . , d+ 1. Note que los resultados (A.4), (A.5) y (A.6), son

de dimensión (p× 1), (n× 1) y (d∗ × 1), respectivamente.

A.2. Derivadas de segundo orden

Al utilizar resultados de diferenciación de matrices, se tiene que la matriz de segundas

derivadas en relación a θ está dada por:

∂Lp(θ)

∂θ∂θ>
=

n∑
i=1

∂Lpi(θ,α)

∂θ∂θ>
. (A.7)

Aśı, al utilizar la notación ∂Σi/∂τ ` = Σ̇i(`), y derivar (A.4) con relación a β, f(j) y

τ `, respectivamente, tenemos que las matrices de derivadas parciales son dadas por

∂2Lpi(θ,α)

∂β∂β>
=
∂
[
X>i Σ−1

i riυi
]

∂β>

= X>i Σ−1
i

[
∂ri

∂β>
υi + ri

∂υi

∂β>

]
= X>i Σ−1

i

[
∂ri

∂β>
υi + ri

∂υi
∂δi

∂δi

∂β>

]
= −X>i Σ−1

i

[
υiXi + 2υ′irir

>
i Σ−1

i Xi

]
= −X>i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Xi,

∂2Lpi(θ,α)

∂β∂f>(j)
=
∂
[
X>i Σ−1

i riυi
]

∂f>(j)

= X>i Σ−1
i

[
∂ri
∂f>(j)

υi + ri
∂υi
∂f>(j)

]
= X>i Σ−1

i

[
riυ
′
ir
>
i Σ−1

i N
(j)
i − υiN

(j)
i

]
= −X>i Σ−1

i

[
υiN

(j)
i + 2riυ

′
ir
>
i Σ−1

i N
(j)
i

]
= −X>i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i N

(j)
i , j = 1, . . . ,m,
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y

∂2Lpi(θ,α)

∂β∂τ `
=
∂
[
X>i Σ−1

i υiri
]

∂τ `

= −X>i Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i υiri + X>i Σ−1

i υ′i
∂
[
tr{r>i Σ−1

i ri}
]

∂τ `
ri

= −X>i Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i υiri −X>i Σ−1

i υ′irir
>
i Σ−1

i Σ̇i(`)Σ
−1
i ri

= −X>i Σ−1
i

{
υiΣi + υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i ri, ` = 1, . . . , d+ 1.

De la misma manera, al derivar (A.5) con relación a β, f(j) y τ `, respectivamente,

tenemos que las matrices de segundas derivadas parciales, para j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . ,m,

` = 1, . . . , d+ 1, son dadas por

∂2Lpi(θ,α)

∂f(j)∂β
> =

∂
[
υiN

(j)>
i Σ−1

i ri − αj
n

Kjf(j)

]
∂β>

=
∂
[
υiN

(j)>
i Σ−1

i ri

]
∂β>

=
∂
[
N

(j)>
i Σ−1

i riυi

]
∂β>

= N
(j)>
i Σ−1

i

[
∂ri

∂β>
υi + ri

∂υi

∂β>

]
= −N

(j)>
i Σ−1

i

[
υiXi + 2riυi

′r>i Σ−1
i Xi

]
= −N

(j)>
i Σ−1

i

[
υiΣi + 2υ′irir

>
i

]
Σ−1
i Xi,

∂2Lpi(θ,α)

∂f(j)∂f>(j)
=
∂
[
N

(j)>
i Σ−1

i riυi

]
∂f>(j)

− 1

n

∂
[
αjKjf(j)

]
∂f>(j)

= −N
(j)>
i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i N

(j)
i −

αj
n

Kj,
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∂2Lpi(θ, α)

∂f(j)∂f>(k)

=
∂
[
N

(j)>
i Σ−1

i riυi

]
∂f>(k)

= N
(j)>
i Σ−1

i

ri
∂f>(k)

υi + N
(j)>
i Σ−1

i ri
∂υi
∂f>(k)

= −N
(j)>
i Σ−1

i N
(k)
i υi − 2N

(j)>
i Σ−1

i riυ
′
irir

>
i Σ−1

i N
(k)
i

= −N
(j)>
i Σ−1

i

{
υiΣi + 2υ′irir

>
i

}
Σ−1
i N

(k)
i , para j 6= k,

y

∂2Lpi(θ, α)

∂f(j)∂τ `
=
∂
[
N

(j)>
i Σ−1

i riυi

]
∂τ `

= −N
(j)>
i Σ−1

i Σ̇
−1

i (`)Σ−1
i υiri + N

(j)>
i Σ−1

i υ′i
∂
[
tr{r>i Σ−1

i ri}
]

∂τ `
ri

= −N
(j)>
i Σ−1

i Σ̇
−1

i (`)Σ−1
i υiri −N

(j)>
i Σ−1

i υ′irir
>
i Σ−1

i Σ̇
−1

i (`)Σ−1
i ri

= −N
(j)>
i Σ−1

i

{
υiΣi + υ′irir

>
i

}
Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i ri.

Por último, al utilizar la notación υ′i = ∂υi
∂δi

, ∂2Σi/∂τ `∂τ  = Σ̈i(`, ), y derivar (A.6)

con relación a β, f(j) y τ `, respectivamente, para  = 1, . . . , d+1, ` = 1, . . . , d+1, tenemos

los siguientes resultados:

∂2Lpi
∂τ `∂β

= −r>i Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i {υiΣi + υ′irir

>
i }Σ−1

i Xi,

∂2Lpi
∂τ `∂f(j)

= −r>i Σ−1
i Σ̇i(`)Σ

−1
i {υiΣi + υ′irir

>
i }Σ−1

i N
(j)
i

y

∂2Lpi(θ,α)

∂τ `∂τ 
=

1

2
tr
{

Σ−1
i

[
Σ̇i()Σ

−1
i Σ̇i(`)− Σ̈i(`, )

]}
− 1

2
r>i Σ−1

i

{
Σ̇i()Σ

−1
i

(
υ′irir

>
i Σ−1

i + 2υiIm
)

Σ̇i(`) + υiΣ̈i(`, )
}

Σ−1
i ri.
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Apéndice B

Datos de las AFP

Tabla B.1: Rentabilidades mensuales de los fondos de pensiones de las AFP Habitat y
Planvital, y el Índice de precios selectivos de acciones (IPSA) en el periodo comprendido
entre Enero del 2009 a Junio del 2010.

ti AFP Habitat AFP Planvital IPSA

1 0,9783 1,0614 0,0303

2 2,9761 2,9417 0,0606

3 1,8714 1,7194 0,0838

4 2,3228 2,298 0,0088

5 2,719 2,4601 -0,0449

6 1,9465 1,7866 0,1208

7 1,7242 1,9363 0,0079

8 -0,3647 -0,4174 -0,0056

9 1,1298 1,1656 -0,0239

10 -0,1936 -0,2038 0,0035

11 0,8441 1,1569 0,0716

12 1,8672 1,9278 0,0633

13 1,6862 1,7121 0,0232

14 1,3115 1,4919 -0,0392

15 0,0064 0,052 0,0213

16 0,3568 0,112 -0,0485

17 0,2866 0,0497 0,0457

18 1,326 1,4360 -0,0138
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Tabla B.2: Rentabilidades mensuales de los fondos de pensiones de las AFP Habitat y
Planvital, y el Índice de precios selectivos de acciones (IPSA) en el periodo comprendido
entre Julio del 2010 a Diciembre del 2012.

ti AFP Habitat AFP Planvital IPSA

19 1,2703 1,3810 -0,0306

20 0,5606 0,6301 0,0452

21 0,7910 0,8117 -0,0121

22 -0,3966 -0,5123 -0,0442

23 1,0865 1,0078 0,0243

24 0,6458 0,718 -0,002

25 1,4436 1,5067 0,0498

26 1,379 1,2791 -0,0371

27 0,6119 0,3709 -0,0309

28 0,0052 -0,0804 0,0407

29 1,8803 1,9581 0,0928

30 1,3447 1,458 -0,0323

31 0,6912 0,8791 0,0274

32 -0,154 0,218 0,0317

33 0,1855 0,1125 -0,0877

34 0,6317 0,7833 -0,0076

35 1,2562 1,1753 0,0626

36 0,2335 0,2597 -0,0075

37 0,6669 0,7037 -0,0254

38 0,3516 0,5304 -0,0075

39 1,1879 1,0946 0,0167

40 0,7094 0,7343 -0,0222

41 0,2835 0,3528 -0,0335

42 -0,1248 0,0598 -0,0616

43 -0,8938 -0,1349 0,0075

44 0,4539 1,0819 -0,0165

45 1,2499 1,7841 -0,0929

46 -0,6257 -0,3561 0,0336

47 0,8133 0,6141 0,0019

48 0,5762 0,1505 0,0413
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Tabla B.3: Rentabilidades mensuales de los fondos de pensiones de las AFP Habitat y
Planvital, y el Índice de precios selectivos de acciones (IPSA) en el periodo comprendido
entre Enero del 2013 a Diciembre del 2013.

ti AFP Habitat AFP Planvital IPSA

49 1,6901 1,4342 0,002

50 0,4069 0,6660 0,0129

51 0,6893 0,8819 -0,0057

52 1,1278 0,8433 0,1534

53 2,6802 2,1417 0,0576

54 1,868 1,6572 -0,0023

55 0,3469 0,2701 0,0759

56 1,5341 1,3618 0,0365

57 0,3022 0,3001 0,0444

58 1,7439 1,6349 0,0597

59 -0,7839 -0,7121 -0,038

60 0,1493 0,0249 0,0181
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