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Introducciéon

Esta tesis se desarrolla en el drea de Presentaciones de Grupos, es decir, es-
tudiaremos la teoria de los Grupos mediante sus generadores y relaciones. El
principal objetivo de este trabajo es: introducir, comprender y ejemplificar la
nocion de presentacién de grupo. La Teoria de Presentaciones de Grupos no so-
lo tiene motivaciones algebraicas, sino también Geométricas y Topologicas, por
ejemplo aparecen en teoria de Grafos, Grupos Fundamentales, Complejos Simpli-
ciales, etc. Una de las primeras Presentaciones de Grupo mediante generadores y
relaciones fue determinada por el matematico irlandés William Rowan Hamilton
en 1856, para el grupo Icosaédrico As X Z,. Sin embargo, el primer estudio sis-
tematico de esta teoria fue iniciado por el matematico aleman Walter von Dyck
(estudiante de Felix Klein) en la década de 1880. von Dyck es reconocido como
uno de los iniciadores de la Teoria Combinatoria de Grupos.

A continuacién paso a describir brevemente cada capitulo de la tesis.

En el Capitulo 1, introduciremos la nocién de Grupo Libre y sus propiedades.
Demostraremos, en particular, que dado cualquier conjunto X, es posible construir
un grupo libre, denotado L(X), el cual es llamado grupo libre sobre X. El grupo
L(X) tiene como caracteristica principal, que no existen relaciones no triviales de
elementos de X. Una consecuencia importante en la Teoria de Presentaciones, es
que todo grupo es isomorfo a un cociente de algin grupo libre, es decir, si G es

un grupo, existen X un conjunto y un subgrupo normal N de L(X) de modo que:

G ~ L(X)/N. (ver Corolario 1.1)

En el ano 1921 el matematico danés Jakob Nielsen demuestra que todo subgrupo
de un grupo libre de rango finito, también es de rango finito. Mas atn, en el ano
1927 el matematico austriaco Otto Schreier, prueba que si G es un grupo libre de

rango t y H es un subgrupo de indice s, entonces:

rg(H) = (t—1)s + 1. (ver Teorema 1.20)
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este resultado es estudiado en el Capitulo 1, y es conocido como el Teorema de
Nielsen-Schreier (ver [Joh97]).

El Capitulo 2, tiene como un objetivo definir el concepto de Presentacién de
Grupo y enunciar tipos y métodos para determinar la presentacién de un grupo
dado. Para comenzar es fundamental recordar que todo grupo G se puede mirar
como el cociente de un grupo libre, es decir, G ~ L(X)/R, donde R denota la
clausura normal de R en L(X). Cada vez que tengamos este isomorfismo diremos

que G tiene una presentacion con generadores X y relaciones R, denotaremos dicha

(x:Rr).

Continuamos demostrando que todo grupo tiene una presentacién por generado-

presentacion por:

res y relaciones. Asi, en adelante podremos considerar cualquier grupo definido
mediante una presentacién (esto nos permite estudiar de que manera actian los
Homomorfismos de Grupos sobre sus presentaciones respectivas). Luego podre-
mos demostrar el test de Sustitucién. El cual nos permite extender una funcién
definida soélo sobre los generadores de un grupo a un homomorfismo definido sobre
todo el grupo. El test de Sustitucién serd de mucha utilidad en el resto de este
trabajo, por ejemplo para determinar una presentacién de un producto directo
de grupos, ésto es: si consideramos dos grupos con generadores X,Y y relaciones
R, S respectivamente, una presentacion para el producto directo de estos grupos

sera:
<X,Y . R.S.IX.Y] >

En el ano 1908, el matematico austriaco Heinrich Franz Friedrich Tietze, introdujo
lo que llamaremos Transformaciones de Tietze, éstas son de gran utilidad para
reducir la cantidad de generadores y/o relaciones que definen un grupo. Luego,
en particular puede servir para decidir cuando dos grupos son isomorfos. Las
Transformaciones de Tietze es una manipulacion algoritmica de los generadores

y relaciones de una presentacion, las cuales actuaran de manera invariante sobre
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ellas, es decir, si G es un grupo y T una transformaciéon de Tietze, entonces
T(G) ~ G.

Veremos que existen distintas maneras para determinar una presentacion de
un grupo. Entre éstas se encuentra la forma directa, la cual muchas veces no
es de mayor utilidad, ya que, en general, no es trivial determinar un conjunto
generador y un sistema de relaciones para un grupo dado. Sin embargo, existen
otros métodos, derivados de los estudios de Nielsen, Schreier y el matematico
aleman Kurt Werner Friedrich Reidemeister. Este tltimo ide6 un método para
determinar una presentacion de los subgrupos de algin grupo con presentacién
conocida. Este método es conocido como el método de Reidemeister-Schreier y es
estudiado en la seccion 3. Para finalizar el capitulo 2, estudiaremos cémo calcular
una presentacién de una extension de grupos, esto entrega como consecuencia un
método para determinar una presentacion para un producto semi-directo de gru-
pos, éste método es muy 1til en el capitulo siguiente para calcular presentaciones
de grupos de matrices.

En el Capitulo 3, calcularemos presentaciones de algunos grupos conocidos.
Para comenzar estudiaremos el grupo S, y probaremos de modo directo que
este grupo tiene una presentaciéon con generadores Sy, ...,S,_1 y relaciones s?,
(sisi+1)? ¥ (sisy)? cuando [i—j| > 2, esta presentacién es conocida como Presenta-
cién de Coxeter de S,, (ver Proposicion 3.4). Ademas, utilizando transformaciones
de Tietze, veremos que S, puede también ser presentado solamente con los gene-
radores s y S = Sy ---Sn_1. Notese que ésta presentacion no se encuentra en la
bibliografia estandar. También aplicaremos el método de Reidemeister-Schreier
para determinar una presentacion del grupo de permutaciones pares A,, (ver Teo-
rema 3.2). Finalmente determinaremos presentaciones de los grupos de matrices:
Grupo de Heisenberg H,, y Grupo Unipotente U,, sobre cuerpos finitos. Para esto
notemos que H,, y U, pueden ser definidos inductivamente a partir de H,, 1 y

U,, 1, respectivamente. Luego aplicaremos el método de extensiones, en el caso
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de un producto semi-directo, para determinar una presentaciéon de H, y U, (ver
Teoremas 3.5 y 3.9).

El Capitulo 4, esencialmente, determina una Presentacién para el subgrupo
de Trenzas Puras P,, basandose en el texto de Murasugi, K., Kurpita B. L.,
A Study of Braids , Kluwer Acad Pub., 1999. Aunque este capitulo podria ser
una seccion mas del capitulo anterior, sera realizado aparte por su complejidad y
extension. Comenzaremos definiendo el grupo de Trenzas Clasicas B,, mediante
la presentacién de Artin, y luego el grupo de Trenzas Puras como el nticleo de la
proyeccion canénica 7 : B, — S,,. La idea para determinar esta presentacion, es
definir un subgrupo, denotado Ly, de By, el cual al proyectar sobre S;, (mediante

1), fija las cuerdas k,k + 1...,n. Ademds, tenemos:
P1:L1<L2<"'<Ln<8n-

Asi, de un modo inductivo, calcularemos una presentacién de L;. Primero apli-
caremos el método de Reidemeister-Schreier para encontrar una presentacién del
grupo L,, mediante B, ésta nos permitird determinar por el mismo método,
una presentacion para el grupo L, | a partir de la presentacion de L,,. Habien-
do encontrado estas presentaciones, es posible generalizar una presentacién para
L; = Py, la cual viene dada por los siguientes generadores T;; definidos como

sigue:

_ 2 —1 ,—1 .
Tjk = Ok—10k—2" " 0j410505 1 =+ O 90 g, 1<j<ksn,

y las siguientes relaciones:

(A) TrsTij = Ti,jTr,s ;o I<r<s<j<n, ol<<r<s<j<n,
(B) TnSTT)jTT_é = T;}T;jl’tsj ;o I<r<s<j<n,

(C) TrsTsjTrs = To Ty  TsjTrjTsj ; 1<T<s<j<m,

(D) T TejTijTri = TriTy  TejTij 3 1<T<s<i<j<n

No es dificil probar que los elementos T;; generan el grupo P,,. Lo que haremos

luego, serd asumir las relaciones (A), (B),(C) y (D), y demostrar, nuevamente
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mediante Reidemeister-Schreier, que toda relacion obtenida de Ly en Ly 1, es con-
secuencia de éstas relaciones. Los calculos de todas la relaciones de este capitulo
seran explicitados en el Apéndice A. Cabe destacar que en la bibliografia estandar
fue imposible encontrar una demostracién detallada de la presentacion de Pi,.
El presente trabajo de tesis es parte del proyecto FONDECYT! 1085002, el
autor fue financiado parcialmente por este proyecto. Ademas se utilizaron normas

ISO? 690, 690-2 para citas y referencias bibliograficas.

IFONDECYT: Fondo Nacional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico.

21S0: International Organization for Standardization.
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Capitulo 1

Grupos Libres

1. Preliminares

Anotaremos ec el neutro del grupo G. Para simplificar notaciéon y si no hay

peligro de confusion, anotaremos simplemente por e el elemento ec.

1.1. Generado y Clausura Normal.

Proposicién 1.1. Sea G un grupo y {Hi};c; una familia de subgrupos de G,

entonces ;cg Hi es un subgrupo de G.

DEMOSTRACION. Es claro que e = ew; para todo i € I, por lo tanto (;c; Hi

es no vacio. Si a,b € [;.; Hi entonces a,b € H; para todo i € I, luego ab,b~! €

iel

H; para todo i € I. Por lo tanto ();c; Hi es un subgrupo de G. O

Definicién 1.1. Sean G un grupo y X un subconjunto no vacio de G. Se

define el generado por X, el cual se denota < X >, de la siguiente forma:

(X )=[H donde F:={H<G ; XCH }.

HeTF

Notacion 1.1. Sea X un conjunto no vacio

= Si X es finito definido por extension X = { X1,X2, ..., X }, anotamos:

(3) = ({ xamonexn By = (o coxn )

= Si X es definido por comprensién X =

—

xelu ; px) }, anotamos:
<X>:<{XEU ; px) }>=<xeu ; p(x)>>
donde U es un conjunto y p una funcién proposicional en U.

Claramente se tienen las siguientes propiedades:

15



16 1. GRUPOS LIBRES
Propiedades 1.1.
1. (X) <G.
2. St X CH < G entonces (X) C H.
3. 51 X < G entonces (X) = X.

Proposicién 1.2. < X > es el subgrupo mas pequeno de G que contiene a X.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un subgrupo K, tal que X C K C
(X) < G. Como K € JF entonces (X) =) ;o4 H C K. Por lo tanto (X) =K. O

Proposiciéon 1.3. Sean G un grupo y X un subconjunto no vacio de G. En-

tonces

<x>:{ﬁx§i : xiEX,qi::tl,ne[N}. (1.1)
i=1

DEMOSTRACION. C) Sea K el conjunto en (1.1). Es claro que X C K, entonces

K # (). Ademés dados a,b € K de la siguiente forma:

a::Hxi‘“, b::ﬁyfj, (1.2)
j=1

entonces
ab b =x{ .. .xdny Py P € K,
Por lo tanto K es un subgrupo que contiene a X, luego (X) C K.
D) Sea a € K definido como en (1.2). Como Xq,...,X, € X, entonces a

pertenece a cualquier subgrupo que contenga a X, luego a € (X). Esto demuestra

la proposicion. O
Observacién 1.1. Si X = (), se conviene que < X > ={e}.

Definicién 1.2. Sean G un grupo y S un subconjunto no vacio de G. Se define

la clausura normal de S en G, la cual se denota S, como sigue:

g::ﬂN, donde 9::{N§1G ; SgN}. (1.3)
Neg§
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Proposicién 1.4. S es el subgrupo normal de G mas pequerio que contiene

al conjunto S.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un subgrupo normal K de G tal que
SCKcS<G. ComoK e SentoncesgzﬂNegN C K. Porlo tanto S =K. O

Proposicién 1.5. Sean G un grupo, S € G y N 9 G. Si N = (S), entonces
N =S.

DEMOSTRACION. Como S genera a N entonces S C N, luego N € G. Por lo

tanto

Esto demuestra que N = S. O]

Proposiciéon 1.6. Sean G un grupo y S un subconjunto no vacio de G. En-

tonces

§:<gsg*1 ; gEG,S€S>- (1.4)

DEMOSTRACION. Sea X el conjunto de elementos gsg~! y H el grupo generado
por X.
C) Es claro que S € X C H. Demostremos que H es normal en G. Sea h € H,

por Proposicién 1.3 sabemos que h se escribe como

— q1 —1 qn 4—1
h_glsl 91 " 9nSyi"On

donde g; € G, 5; €S, qi =+1,ne N,i=1,...,n. Entonces, para todo g € G
se tiene lo siguiente:

—1 —1

ghg™" = 9915{'9; 9285795 - gnsitg g,
= 9915797 '97'9928:°9>'g " - - ggnsingn g,
= (991)s1"(991) " (gg2)s537(9g2) " -+ (ggn)si(ggn) "
Por lo tanto ghg™! € H, asi H es normal en G y contiene a S, luego H € G. Por

Proposicién 1.4, se sigue que S C H.
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D) Como S C N para todo N € G, se tiene que X C S, ya que gsg~! € N,
para todo g € G, todo s € S y todo N € §G. Por Proposiciéon 1.2, entonces
XCcHCS. O

Lema 1.1. Sean G un grupo y X,Y dos subconjuntos de G, de modo que
X CYCG, entonces X C Y.

DEMOSTRACION. Sea a € X, entonces a = [ gxg~!, donde g € G y x € X.
Como X CY CY, se tiene x =]]Jhyh !, con h € G ey € Y. Luego,

a = [[gxg™!,
= [Tg(IThyh ") g,
= [lkyk™,
donde k € G. Por lo tanto a €Y. O

1.2. Torsién, Transversales y Subgrupos Notables.

Definicién 1.3. Un grupo G se dice libre de torsion si el uinico elemento de

orden finito es el neutro. FEs decir, si g™ = e, con n # 0, entonces g = e.

Ejemplo 1.1. R} es un grupo libre de torsién, ya que dado a € RY y n €

N\{0}, tal que a™ = e entonces a = 1.

Ejemplo 1.2. El grupo Z,, X Z es un grupo infinito que no es libre de torsion,

ya que n(1,0) = (0,0), pero (1,0) # (0,0).

Definicién 1.4. Sean G un grupo y H un subgrupo de G fijo. Llamaremos
transversal derecho o simplemente transversal de H en G, a un sistema de repre-
sentantes de las clases derechas de G segun H.

Sea U un transversal de G segun H, st w € G, anotamos
[u]:=Hunu,

al representante de la clase Hu en U, el cual no necesariamente es el mismo u.
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Definicién 1.5. Sea G un grupo. Para cada par g,h € G se define el conmu-
tador de g con h, denotado [g,hl, como el elemento ghg~*h™t. Dados S y T dos
subconjuntos no vacios de G, se define el conjunto conmutador [S,T] de S con T

como sigue:
(S, T] :z{ [s,t] : s€S,teT }
El subgrupo conmutador de G viene dado de la siguiente manera:
G'=(lgn : ghe6 )={I66 ).
Si H < G, el siguiente conjunto C(S,H) es llamado centralizador de S en H
C(S,H) ;:{ heH ; sh=hs,Vs€S$S }

Si H = G anotamos C(S) al conjunto centralizador de S en G. El centro de G,

denotado Z(G), es el centralizador de G en si mismo. Es decir Z(G) = C(G).

Observacién 1.2. Nétese que si g conmuta con h equivale a [g, h] = e.

Por lo tanto:

G es un grupo abeliano < G’ '={e} & Z(G)=0G.

1.3. Producto Directo y Semi-Directo.

Definicién 1.6 (Producto Directo Externo). Sean H, K grupos. El producto

cartestano H x K tiene estructura de grupo con el siguiente producto
(hi, ki) (he, he) = (hihg, kiks), (h1,ha € H, ki, kg € K.
Este grupo es llamado producto directo externo de H con K.

Definicién 1.7 (Producto Directo Interno). Si H, K son subgrupos normales
de G tal que HNK ={e} y G = HK, se dice que G es producto directo interno de
H con K.
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Notese que si G es un producto directo de H con K, entonces G ~ H x K,
mediante la aplicacién que envia (h, k) — hk. Por esto, en adelante hablaremos

simplemente de producto directo.

Definicién 1.8 (Producto Semi-Directo). Diremos que G es un producto
semi-directo de H con K, denotado H x K (resp. H x K), si
1. HQ G (resp. K< G).
2. G = HK.
3. HNK ={e}.

A continuaciéon, dado dos grupos H, K y @ un homomorfismo de K en Aut(H).
Estudiaremos como construir un grupo que sea producto semi-directo de H con

K.

Definicién 1.9. Sean H, K grupos y sea @ : K = Aut(H) un homomorfismo.
Para todo k € K denotamos @ = @(k). Sobre el producto cartesiano H x K

definimos el siguiente producto:
(h1, k1) (he, ko) = (hi @y, (ha), kiks). (1.5)
Lema 1.2. H x K con el producto en (1.5) tiene estructura de grupo.

DEMOSTRACION. Sean hy, hy, hs € H v ki, ko, k3 € K, entonces

((hy, ki) (ha, ko)) (hs, k3) = ( (ha), kike) (hs, k3),
(h1@x, (h2) @k, x, hs, kikaks),
(h1@x, (ha) @, (@x, (hs)), kikaks),
(h1@x, (ha@y, (hs)), kikaks),

(h1, k1) (ha @y, (k3), kaks),

(hi, k1) ((he, ko) (hs, k3)).

Es claro que enxx = (en, ex) ya que

(h,k)(en, ex) = (hoy(en), kex) = (h, k)



1. PRELIMINARES 21

(en,ex)(h, k) = (en@e, (h), kex) = (h, k).

Por tltimo (h, k)™ = (@1 (h™!), k1), pues

(ha k') ((Pk*1 (hil)a kil) = (h(Pk((Pkfl (hil))a k'kil) = (eH> eK)

(@1 (W), k(R K) = (@1 (h™Hex(h), k1K) = (en, ex).

Esto demuestra que el producto en (1.5) da estructura de grupo al conjunto

H x K. UJ

Sea G el grupo que define el Lema 1.2. Tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 1.3 (Producto Semi-Directo). G = (H x {ex}) x ({en} x K).

DEMOSTRACION. Es claro que
(H x {ex}) N ({en} x K) = {(en, ex)} = {enxx},
y también G = H x K = (H x {ex})({en} x K), ya que
(h,ex)(en, k) = (hee,(en),exk) = (h, k) € H x K.
Basta demostrar que (H x {ex}) < H x K = G. Para esto tenemos:

(hi, k) (ha,ex)(hy, k) ! = (higw(ha), kex) (@1 (hy'), k1),
= (hiox(h2)@x(@i-1(hi ), kk 1),
= (higr(ha)h ' ex) € H x {ex}.

Por lo tanto G = (H x {ex}) x ({en} x K). O

Tenemos que el grupo H es isomorfo naturalmente con el subgrupo H x{ex} de
G, mediante (h, ex) — h, andlogamente para K con {en} x K. Asi, H y K pueden
ser mirados como subgrupos de G y por lo tanto decimos que G es un producto

semi-directo de H con K

G~HxK. (1.6)
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Notacién 1.2. Denotaremos por H X, K la descomposicién en producto

semi-directo del Teorema 1.3.

La siguiente proposicion demuestra que todo producto semi-directo puede ser
construido como en el Teorema 1.3. Es decir, todo producto semi-directo H x K
induce un homomorfismo ¢ : K — Aut(H), @x(h) := khk™!, mediante el cual

puede ser construido, donde @(k)(h) =: @ (h).

Proposicién 1.7. La siguiente aplicacion es un isomorfismo

P: Hxyo K = HxK
(h,k) +— hk

para todo h € H y todo k € K.

DEMOSTRACION. Sean h;,hy € Hy ki, ky € K entonces

P((hy, ki) (he, ka)) = Plhiey, (he), kiks),
= V(hi@x, (ha), kiks),
= P(hikihoky ' kiks),
= hykihoks,
= P(hy, k)b (hy, ko).

Por lo tanto { es un homomorfismo. Es claro que 1V es epiyectiva. Ademas es
inyectiva ya que, si P(h,k) = enxx entonces (h,k) = (en,ex) = enxex, pues

H N K ={enxex}. Porlo tanto G ~ H x, K~ H x K. O

Ejemplo 1.3. El grupo Diédrico D,, de simetrias de un n-agono regular es

producto semi-directo, mediante ¢, de los grupos ciclicos

CnZ{ e,r,...,mm1 }, con Czﬁ{ €S }a

donde @4(r) =71
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1.4. Relaciones de Orden.

Definicién 1.10. Un orden parcial (estricto) sobre un conjunto S es una rela-

cion binaria <s (menor que) en S X S que cumple con las siguientes propiedades:

1. Para todo s € S, s £s s (irreflexividad).

2. SiTt<ssys<st, entonces s <s t (transitividad).
Se dice que <s es un orden total (estricto) sobre S si ademds cumple con:

3. Para todo s,t €S, s £stos=1tot<ss (ley de tricotomia).

Definicién 1.11. Diremos que S es un conjunto bien ordenado o que <s es
un buen-orden sobre S. Si <s es un orden total y ademds cada subconjunto no

vacio de S tiene un elemento minimal.
Ejemplo 1.4. Z, con el orden usual, es un conjunto bien ordenado.

1.5. Sucesiones Exactas.

Definicién 1.12. Sean {A{}, una familia de grupos y {@:}=) una familia

de homomorfismos, tal que
(pi:Ai—>Ai+1, (120,1,,T1—1)

Diremos que el siguiente diagrama:

Po P1 P2 Pn-2 Pn-1

(Aq)) Ay Aq Ay An1 — An

es una sucesion exacta de grupos, silm(@;) = Ker(@iy1) para todoi=0,1,..., n—
2. 9in=4, Ag ={ea ) y Ay ={ea,}, diremos que (A,) es una sucesion ezacta

corta de grupos:

P1 P2

{eao} = Aq As As = {ea,} .

Lema 1.4 (de los cinco). Sean {Ai}i_,, {Bi}i_, dos familias de grupos y

{o ?:0, {[3]-}33:0 dos familias de homomorfismos, de modo que (Ay),(Bg) son
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sucesiones exactas de grupos. Sea @y : Ax — By un homomorfismo, para k =
0,1,2,3,4. Consideremos el siguiente diagrama:

[ 4)) X1 X2 X3

Ag Ay Az As Ay
l Po l P1 J/ P2 l P3 l P4
BO Bl B2 B3 B4
0 1 2 3

St @i es un isomorfismo y Bi@i = Qi1 para todoi=0,1,3,4, entonces @2 es

también un isomorfismo.
DEMOSTRACION. Sea a, € Ker(@,), esto es @3(as) = es,. Aplicamos (s,

@3(z(az)) = Pal@a(as)) = Pales,) = es;.

Como @3 es un monomorfismo, entonces xs(ds) = ea,;, as € Ker(oy) = Im(oq),

luego existe a; € A; tal que «q(a;) = ap. Aplicando @,

Bilwi(al)) = @2(au(ar)) = @a(az) = es,.

Por lo tanto @1(a;) € Ker(p1) = Im(pg), es decir, existe by € Bg tal que @1(a;) =
Bo(bg). Como @ es epiyectiva, Im(¢@g) = By, entonces existe ag € Ag tal que

by = @g(ag), asi obtenemos lo siguiente

@1(ai) = Bolbo) = Bolwolag)) = @i(ag(ag)).

Como @ es inyectiva, a; = xp(ag) € Im(oy) = Ker(o), esto es
Az = xi(ar) = ey, (Ker(gz) ={ea}).

Por lo tanto 9 es un monomorfismo. Sea by € By, entonces Bo(bs) € Bs, como
@3 es epimorfismo, existe az € Az tal que Ba(bs) = @3(a3) € Im(PB2) = Ker(p3),
es decir @4(as(as)) = B3(ps(az)) = es,. Pero ¢4 es un monomorfismo, entonces
asz(az) = eay, luego a3 € Ker(az) = Im(ag), por lo que existe az € Ay con

&2(as) = as. Aplicando @3 se obtiene

Ba(@2(as)) = @3(axa(a2)) = @s(az) = Pa(ba)  /(Ba(@a2(az))) ",
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Ba(b2)(Ba(@a(as))) ™ = Pa(ba(@a(as)) ™) = es,.

Por lo tanto by(@s(as))™! € Ker(Bs) = Im(f1), luego, existe by € By tal que
ba(@a(as))™t = B1(b1). Como ¢, es un epimorfismo, existe a; € A; de modo

que by = @1(a), obteniendo
ba(@a(as)) ! = B1(b1) = @2(ai(ar)), /@2(az),

by = @a(ai(ay)az) € Im(g,).

Luego Bs = Im(,). Asi, @4 es un epimorfismo y por lo tanto un isomorfismo. [

Lema 1.5. Sean G,H grupos tal que H < G y |G| < o00. Sif: G — H es un

epimorfismo y |G| = |H|, entonces f es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Basta probar que f es inyectiva. Supongamos que existen
g1,92 € G distintos, tales que f(g;) = f(g2), entonces |G| = [H| — 1 lo cual no

puede ser. Por lo tanto f es in isomorfismo. O]

2. Grupos Libres

Definicién 1.13. Sea G un grupo y X un subconjunto no vacio de G. Diremos
que G es un grupo libre sobre X, si para todo grupo H y toda aplicacion @ : X — H
existe un inico homomorfismo @ : G — H tal que @ o § = @.

En un diagrama conmutativo:

El conjunto X se dice una base de G.

Ejemplo 1.5. (Z,+) es un grupo libre sobre X = {1}. En efecto, dado un
grupo H y una aplicacién ¢ : X — H. Existe un tinico homomorfismo @ : Z — H,

®(n) := @(1)™. Claramente @ o & = ¢@.
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Sean G, H grupos y X un subconjunto no vacio de G. Definamos la siguiente

aplicacion:
p:Hom(G,H) — F(X,H), p(f):=fo§ (f € Hom(G, H)).
Tenemos el siguiente lema:
Lema 1.6. G es libre sobre X, si y solo si, p es biyectiva.

DEMOSTRACION.
=) Sea ¢ : X — H. Como G es libre, existe un tinico homomorfismo @ : G —
H de modo que @ = @ o 1§. Asi, p(®) = @, es decir p es epiyectiva. Veamos que

p es inyectiva. Si @1, @2 : G — H son homomorfismos tales que,

@iotl =p(@1) =p(Q2) = @201,

entonces existen 1,1, : G — H homomorfismos (con \; = 1,), las respectivas
extensiones de p(@1) vy p(@2), pero @ y @, también los son, luego por unicidad
@1 =1V =Py = @,. Por lo tanto p es biyectiva.

<) Sea @ : X — H. Como p es epiyectiva, existe un homomorfismo @ : G — H
tal que p (@) = @oL§ = . Supongamos que existe un homomorfismo ) : G — H
tal que p(P) =P o 1§ = @, entonces p (@) = p(P), como p es inyectiva ¢ = .
Asi G es libre sobre X. OJ

Lema 1.7. Si G es libre sobre X, entonces X genera a G.

DEMOSTRACION. Sea H = < X >, demostraremos que G = H. Como G es
libre sobre X existe una tnica extension T} de . Asi Tl 01§ es una extensién de

(o 1§ = 1§, pero idg también lo es. Por unicidad se sigue que 1% o 1§ = idg.

T4}

=

N
CD<—CT)
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Entonces, G = Im(idg) = Im (T;* o Lﬁ) = Im (T;‘) C H, pues H C G. Por lo
tanto G = H. O

La siguiente proposicion demuestra que existen tantos grupos libres, modulo
isomorfismo, como cantidad de cardinalidades podamos considerar para su res-

pectiva base.

Proposicion 1.8. Sean Gy y Gy grupos libres sobre los conjuntos finitos Xy

y Xo respectivamente. Entonces

G1 ~ Gg, siy solo si, |Xi|=1Xsl.

DEMOSTRACION. =) Sea H = Z,. Por Lema 1.6, sabemos que p; es una

biyeccion, parai=1,2
pi : Hom(Gi,H) — F(X{,H), (i=1,2),
ya que G; y Gy son libres sobre X; y X; respectivamente. Como G; ~ Gs, entonces
[Hom(Gy, H)| = [Hom(Gs, H)|.
Por lo tanto
I = [F(X;, H)| = [Hom(G,, H)| = [Hom(Go, H)| = [F(X,, H)| = [H|™,
ya que pi es una biyeccion, luego
olXal — ’H|\X1| _ ’H|\X2| — 9lXal

Aplicando logaritmo a cada lado de la igualdad, obtenemos que |X;| = |Xs|.
<) Si |X;] = |Xs| existe una biyeccion w : X; — Xy, Sean @ : Gy — G y

: G — G .
@2 : G; — Gy las extensiones de L] o Ly lx; © U respectivamente.

X2 s G2 Xl — Gl
pt l J/ ©1 MJ/ l ©2
Xy (T> Gl X CT G2

1 2

LXl LX2
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Como @aolyl =G2opn=pny QoL = op " =pu ! paratodox; € Xy y

todo x5 € X, tenemos:

(@10 @2)(x1) = @1(p(x1)) = H(pu(x1)) = x1

(@20 @1)(x2) = @2 (x2)) = plp ' (x2)) = xa.
Luego, @10 @, extiende a L§11 y @20 @ extiende a L>(<;22 Pero también idg, extiende
a ng y idg, extiende a Li; Asi, por unicidad @1 0 @3 =1idg, ¥ @20 @1 = idg,.

Por lo tanto @9 = (pfl. En consecuencia ¢; es un isomorfismo. 0]

3. Construccién de L(X)

A continuacién probaremos la existencia de grupos libres, mostrando como

construirlos a partir de un conjunto no vacio.

Definicién 1.14. Sea X un conjunto no vacio. En correspondencia biyectiva
con X, construimos X! 1= { x ' xeX } de modo que XNX' = 0. En este

1

momento X~ es solo una etiqueta asignada a X.

Ademds, sea e € XU X, llamado elemento neutro.
Una palabra en X U X"t U{e} o simplemente en X es una sucesion
g:= {Xiqi}ie[N\{O} = (x xg?,xg% ), (xi € X, gy = £1, i € N\{0}).
Tal que existe n € N\{0}, de manera que x; = e para todo j > .
q1 qz2

g=(x{",x% ..., xi" e ee,...).

Definicién 1.15. Una palabra se dice reducida si para todo i € N, x{* no
estd proxvimo a su asociado x; ', es decir xiqfll #x; 1.
Luego, una palabra reducida se puede escribir de la siguiente forma

n
g:= Hxi‘“ =x"x?xg? - oxdn (xy €X qii=41,1=1,2,...n).
i=1

Notese que los i’es no son necesariamente distintos.
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Definicién 1.16. Diremos que una palabra reducida g tiene longitud n, de-

notado €(g), si es de la forma g = x{" -+ x4 donde q; := +1.

Definicién 1.17. Sean g1, g2 dos palabras reducidas

401 a . ,b1 bm
g1 ==Xy Xy, 92:=Y; Yy

Se define el producto de g con g como sigue

401 a b b
9192 ==Xy Xy "YooY'

Cancelando los elementos asociados proximos. Mads precisamente, supongamos
n—j _b
quen < m y k es el mayor entero (0 < k < n) tal que xflf.’ = yjH’“ para todo

j
j=0,1,...,k—1. Entonces
ai An k., brr1 bm : .
X1 Xy Yy Y st k<
._ b .
9192:=  Ynii - ynr sik=n<m;

e sik=m=m,

Andlogamente para m < n.

Ejemplo 1.6. Sea X := { a,b } un conjunto. Las siguientes son palabras

reducidas en X

aaaa, b l'abta!, b lab laaa.

Teorema 1.8. Con el producto anterior, el conjunto de palabras reducidas en

X es un grupo.

DEMOSTRACION. Sea € = (e, e, e,...) la palabra vacia, de modo que {(€) = 0.

En efecto € es el neutro, ya que
e=(xM...xdye=xM...xIn =g (x"...xI") =¢eg =
g 1 n 1 1 n g=g.

En lo que sigue anotaremos la palabra vacia € simplemente por e.

Tenemos: x™'x ! =eysi g=x{"---x9" entonces g~! = x4 ... x] 9.
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Sean g1, ga, g3 palabras reducidas, si g; = e para algtin j = 1,2, 3, entonces
obviamente gi(g293) = (g192)g3. Supongamos ahora que g; # e para cada j =
1,2,3.

Sean gy := XM ...x8n, gy =z .28 v {(gy) = 1, es decir gy == y® €

XUX! (b=d=1). Six8 £y ®+£z" entonces

(e o) (° (2 z)) = (o) y®) (20 )

Ieualmente ocurre si x&n =y~ ° # z3 o x%n —b — 74 va que solo tenemos
n 1 n 1 ya q

cancelacién por un lado.

Ahora, si x¢» =y~ ® =z entonces
ap an-1, —b b —b_ds dy _Lar an—1,,—b_ds dy
(X1 T Xn1 Y )(U (U Zo" 2y ))_Xl o Xn1 Y ZoT ot Zy

(O oy ™) y®) ("2 o zi) = Xy g

Supongamos valida la asociatividad para 2 < £(gs) < 1. Si gy :=y% - -y jybm

m

: b b . .
es palabra reducida entonces g4 = y;* -+ -y, también lo es, ademds tenemos

m

0(gs) < €(g2) y g2 = gay%r. Luego,
91 (95 (yorgs)) = (9195) (yorgs) = ((9195) yor) gs,

g1 ((gsym™) 93) = 91 (95 (Yngs)) = ((9195) ym™) 95 = (91 (goym™)) gs-
Por lo tanto

/.. bm

91(9293) = 91 ((92ur) 95) = (91 (g3ynr)) 95 = (9192)9s-

En resumen, hemos demostrado que el conjunto de palabras reducidas es un

grupo. 0

Definicién 1.18. El grupo construido en el Teorema 1.8 se llama grupo libre
sobre X, y se denota L(X). El cardinal de X se llama rango de L(X), el cual
denotamos r(L(X)).
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Ejemplo 1.7. 5i X = { (1,0),(0,1) } El grupo libre generado por X es

L(X):{ (m,m) ;: nmeZ }:Z*Z.

Este es llamado producto libre de Z con Z.

Teorema 1.9. L(X) es libre sobre X.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo y una aplicacién ¢ : X — G, definimos

@ : L(X) — G como sigue

Plxi'xg” o x M) = @) @(x2) ¥+ @(xn )T, con Ple) =e.

Es claro que @ estd bien definida ya que @ lo es. Ademds si g1, g2 € L(X) entonces

bm

gigo = (Xill . .)9%“)(9?1 e Yn ) — Xill . .Xﬁ“y}n .. ygm

Aplicando @ en cada lado de la igualdad obtenemos
)or

(/[3(9192) = (P(Xl)al---(p( n)a“(p(yl
)%) (@(yn)® -+ @(yn)®™)

X
= (e(x)* - @xn
= #(91)9(g2).
Luego @ es un homomorfismo de L(X) en G.

Sea P : L(X) — G un homomorfismo, tal que P o (§ = ¢. Tenemos

P(x) =b(E(x) = e(x) = 0(X(x)) = o(x) (x € X).

Entonces

P (@) =) T () = Pl Pl ) = § (-

Por lo tanto P = @.

X

n
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Observacién 1.3. Nétese x € X es mirado dentro de L(X) mediante 1™ (x).

Observacién 1.4. Como L(X) es un grupo, con neutro e y x9x 9 = e,

entonces (x9) ' =x"9 (x4 € XUX ).

Corolario 1.1. Para todo grupo G existe un conjunto no vacio X y un grupo

K tal que G ~ L(X)/K. Es decir, todo grupo es el cociente de un grupo libre.

DEMOSTRACION. Sea X un subconjunto generador de G. Construimos el
grupo libre L(X) generado por X. Por Teorema 1.9 existe un homomorfismo

1¢: L(X) — G que extiende a (§.

LX)
X —— L(X)
GJ g
L /
X L7 o
G
Sea g € G entonces g = x{'x5?---x9" donde x; € X,q; € Z,1=1,2,..., 1, ya

que X es un conjunto generador de G. Ademads, para todo x € X C G, x = 1§ (x).

Luego
9= 0a) " g ) =TE ()™ TR (W xa)) T
Como T¢ es un homomorfismo de L(X) en G y 15 (x;) € L(X), entonces:
Mg = 6 ()M, 67 (xg) 92 -+ 1 (%) 9 € L(X),
Asi,
g =% (1 (x) ¥ & (2] % - 4 (%)) =TE(mg)  (mg € LIX)).

Por lo tanto G = Img (TE) En consecuencia del primer teorema del isomorfismo

obtenemos

L(X)/K ~ G,

donde K = Ker (T%) O
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Observacién 1.5. Notese que X no necesariamente debe estar contenido en
G. En efecto, basta tomar Y un conjunto de simbolos con la misma cardinalidad o
en correspondencia biyectiva con X, y K’ := Ker (T$), donde 3y es la composicién
de ¥ con la aplicacion que a cada elemento de Y le asocia un tnico elemento en

X. Asi tendremos:

L(Y)/K' ~L(X)/K ~ G.

Corolario 1.2. Todo grupo finitamente generado es cociente de un grupo libre

de rango finito.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo y X un subconjunto generador de G tal que

IX| < oo. Por Corolario 1.1 sabemos que
L(X)/K ~ G, r(L(X)) < oo.
Esto concluye la demostracion. ([

Lema 1.10. 1§ : L(X) — G es un isomorfismo, si y sdlo si

1. X genera a G.
2. g € L(X) tal que £(g) > 0, implica que g # e.

DEMOSTRACION. <) Sea g € G, por (1) sabemos que
g:=x" - xdn meN,x,e€X, qi€Z,i=1,...,n),
entonces,
TS0 xdm) = )R () I =it =g,

Por lo tanto 1§ es epiyectiva.

Sih:=y;---yn € Ker(t§), entonces

t$(h)=yi---yn =e.

Por (2) del lema, se tiene £(h) = 0. Por lo tanto h = e. Luego ¢ es biyectiva.
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=) Como 1§ es epiyectiva, para todo g € G, existe X1+ X € L(X) con

meNyx; € XUX !t (1=1,2,...,m), de modo que
R xm) =€) K (xm) = %1 Xm = g

Por lo tanto < X > = G.

Es claro que, si g = e, entonces {(g) = 0, pues g es la palabra vacia. O

Proposicién 1.9. G es un grupo libre sobre X si y solo si

1. X genera a G.
2. g € L(X) tal que €(g) > 0, implica g # e.

DEMOSTRACION. Por Lema 1.10 basta demostrar que G es libre sobre X si y
sélo si, 1§ : L(X) — G es una biyeccion.

=) Sean TS, Ty™ las extensiones de 1§, 1™ respectivamente. En un diagrama

conmutativo
L L
G ° X € G
S [ s
N LX)
N Lx ~
IR £ LX)
L(X)

Sea g € G. Como G es libre sobre X, por Lema 1.7 se tiene

C X, (xi eXUX 1 i=1,2,...,n).

@
Il

x
K

Entonces

0 0T (xg - xn) =T (€ (x1) - 1€ (xn)) = K (1) - & (x) = g

Luego T3 =T¢ 1, por lo tanto T¢ es biyectiva.
<) Como t§ es biyectiva, es un isomorfismo, entonces G ~ L(X), por lo tanto

G es libre ya que L(X) lo és. Esto concluye la demostracion. O
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3.1. Propiedades de L(X).

Definicién 1.19. Sea g una palabra reducida
g :i=X1Xg " Xn, (xi e XUX L i=1,2,....,n),

Diremos que g es una palabra ciclica reducida, si X, # x;'. Anotaremos por

L. (X) al subconjunto de palabras ciclicas reducidas en X de L(X).

Observacién 1.6. Sea g = x1---Xxn € L(X) y t € N de manera que x,, , =

xr_jl para todor=0,1,...,t— 1. Entonces:

9> = (i xa)(xaexn),

= (X1 Xn_t)e(Xeq1 - Xn),

= X{ " Xn_tXts1 " Xn-

Luego £(g?) = 20(g) — 2t = 2(£(g) — t) = 2(n — t). Nétese ademds que
geL.(X), siysélosi, t=0.

Por lo tanto si g € L.(X) entonces:

Lema 1.11. Sea g € L(X) y t > 0 tal que £(g) = n y £(g?) = 2(n — 1).

Entonces t <n/2.

DEMOSTRACION. Sin =2k + 1. Entonces t <k = (n—1)/2, pues si t > k

se tendria en v =k, lo siguiente:
(Xril—k = Xk+1) A (X513+1—k = Xk+1) Ag (nglul = Xk+1) = (Xi+1 = e) )

lo cual es una contradiccién ya que L(X) es libre (Observacién 1.6).

Si n = 2k. Entonces t < k =n/2, ya que t > k implica que
(et =Xnk) € (G =Xk k) © (X, =xk) enrT=Kk

Esto contradice el hecho que g € L(X). Por lo tanto t < (n—1)/2 < n/2. O
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Proposicién 1.10. Sea g € L(X). Para todo s € N eziste p € L(X) tal que
g = n'gw,  para algin § € Lo(X).

DEMOSTRACION. Utilicemos induccién sobre s. Sea g := X1 - - - X,, de modo

que
g =x1 XnXernoxn (0< < N/2),
es decir x,,_r = X, }; para todo T < t. Definamos p y g como sigue:

—1._ _ 1 -1 _ —1
=X X =Xy Xy = (X1 Xn)

g = Xt41 " Xn—t-

Entonces,

g= (Xl T 'Xt)(xt+1 T 'Xn—t)(xn—t+1 c 'Xn) = },L_lfgu‘

Es claro que g € L.(X) ya que x,, ¢ # x;&l. Supongamos ahora que

T=utlgt

S

g9

entonces,

s s—1 —1~s—1 —1~s—1

9°=9¢"'g=(n'g" '"Wg=(n g "W (n o) = 'g  Tgu=p"'g°

Tenemos g° € L.(X) pues x_t # X, . Asi, cada palabra reducida es el conju-

gado de una palabra ciclica reducida. O

Observacién 1.7. Notar que X, X! C L.(X). También si g € L.(X) entonces
g® € L.(X) para todo s € N.
Ademsés, como {(p) = {(u ) =t y £(g°*) = s€(g) yaque g € L.(X). Entonces

0g®) =L0(g°) +2t =sL(g) +2t > (s —1)¢(g) +2t = L(g°* ). (1.7)

Proposicion 1.11. L(X) es un grupo libre de torsion.
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DEMOSTRACION. Sea e # g € L(X), pongamos ¢ := x; ---x, € L(X). Su-

pongamos que existe s € N\{0} tal que g* = e. Luego

g° = (x1-xXn) (X1 X)) (X1 xn) = e

s-veces

Por Proposicién 1.10, existe g € L.(X) y u € L(X) de manera que

lle) =0=10(g°) > g ") >--->L(g") =L(g) > 0.

Por lo tanto
Entonces 0 = £(g°) = €(g) = {(p'gn) = n— 2t + 2t = n. Luego £(g) = 0, es
decir g =e. O

Lema 1.12. Sean g1,g92 € L(X) tales que 9192 = g291. Entonces existen
g € L(X) y A, A2 € Z de modo que

g1=9g",  g=g"
DEMOSTRACION. Sean m,n € N tales que:
g1 = X1X1 - - - Xn, 92 =Y1Y2- - "Ym.

Aplicaremos induccién sobre £ := n 4+ m. Es claro que si { = 1, entonces n o m

es cero. Si n = 0 (andlogamente para m = 0), tenemos que:

gi=gy=¢e, G2=05 (g:=9gs€L(X))
Supongamos que para todo A < {, existen g € L(X) y A1, A2 € Z tales que:

A1

gi=9g, g2=4

A2
Ademas, sin pérdida de generalidad, supongamos que n < m. Sabemos que

9192 = X1 Xn—tYt+1 - *Ym = Y1 Ym—tXt+1 - Xn = G201, (1.8)
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lo cual es equivalente a tener,

91 =029192 =95 '9192, 92 = 91929; ' = g1 ' 9291

Distingamos tres casos:

Caso 1: Si t = 0. Por (1.8) tenemos que

Xl...xnyl...ym:yl...ymxl...xn’
entonces x; = y; para todo i =1,2,...,n. Cancelando obtenemos:
92 =Y1"* *Ym = Yns1' " YmX1 - Xn = hgy,

donde h :=Yni1 - Ym. Luego se deduce que:

hg: = g2 = 19297 = g1(hg1)g; ' = gih

(h) =g, ) =m—n<m.

Tomando A :=n+ (m—n) se tiene A < { = n+m. Por lo tanto, usando hipétesis

inductiva, existen g € L(X) y A1, Ay € Z tales que
gi=g"  h=g"
Asi,

A1

g1 = g™, g2 = hg; = g™gM =g

7\2-0—)\1‘
Caso 2: Si t =n. Por (1.8) tenemos que:

Yn+1"""Ym = Y1 "Ym—m,
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es decir yi = x,_;,q, (1 = 1,2,...,1n). Reemplazando en (1.8) obtenemos lo

siguiente:
9192 = X1 XnY1- - Ym,
= Xl"‘Xn(yl"'yn)yn+l"'ym
= Xl---Xn(XEI---Xfl)ynﬂ---ym
= X1 Xn(X1 - Xn) WYna1 Y
= Ynst - Ym =W
= 0201

Entonces go = wg; ', donde {(w) = {(g2) —n =m —n < m. Es decir:
A=(m—m)+n<m+n=2=»

Ademas,
Wy =02=9; 9201 =gy WGy g1 =gy W
Luego existen g € L(X) y Ay, Ay € Z tales que

A1 A2

g, =g,  w=g",

esto es

7}\1

gi=9 ™M  ga=wg =g'g"

A1 A2—Ay

=9
Caso 3: S5i 0 < t < n. Por (1.8) tenemos
9192 = X1 Xn—tYt+1 - "Ym = Y1 Ym—tXe41 " Xn = 9201,

esto implica lo siguiente:

—1 —1
X1 = Y, Ym = Xn, Xn =Yy, Ym = X1 .

Por lo tanto

—1 —1
g1 =X1 - Xp = X1(X2 .. 'Xn—l)xl =XjU1X;

9o =Y1  Yn =%X1(Y2- - Ym_1)xX; " = x3Uox;
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donde uy :=%X9---Xn_1 ¥y U2 :=Yn - Ym_1. Ademas

-1 -1 1 -1
9192 = (xawixy )(xuex; ) = (xuexy ) (xqwix; ) = g20s
-1 -1 _
g192 = XiUjUaXy = X1UU1Xq = 0201
-1 _ -1
XU UX, = XjUgUiX, /X1
. -1
X1UiUe = XUl /%
Uiy = UoU;q.

Como A :=L(u;) +4€(u) =M —2)+(Mm—2) <n+m=1{ existen g € L(X) y
A1, A2 € Z de modo que

w = u)‘l, Uy = u)‘z,
es decir
g =xuttxt = Gawg DN xg =g = (g )
Asi obtenemos lo siguiente:
g1 =xiwx; =gM, g =xupxy ! = g7,
donde g :=x;ux; *. Esto concluye la demostracién. O]

Proposicion 1.12. Sea G un grupo libre.

1. Sig1,92 € G tales que g1 = g5 (n € N\{0}), entonces g; = ga.
2. 51 g € G, entonces H heG ; h"™=g, paraalginn € N H < 00.

DEMOSTRACION. Demostremos la primera afirmacién. Por Proposicién 1.10,

existen palabras ciclicas reducidas g;, g» tales que:
o = m gt 9% =y ' Gh ke,
con {(w;) =11 y £(n2) =: 5. Por Observacién 1.7,

nl(g1) +2r =L(g7) =gy ) = nl(ga) + 272,

2nL(g1) + 211 = L(g™) = L((g1)?) = €((g2)?) = L(g3™) = 2nL(gs) + 2r».
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Se tiene luego el siguiente sistemas:

n(€(
2n(£(

1) —(g2)) +2(r1 —12)
1) —U(g2)) +2(r1 —12)

K=k

=0
=0

K=k

Obtenemos del sistema n(£(g;)—£(g2)) = 0 (n # 0) y en consecuencia 4(r;—13) =
0, entonces £(g;) = £(g2) =: € y 11 = 1 = r. También se tiene que:
Y Yp =Y =K gk =01 =05 =y G e =2 =212,

donde p = nl + 2r. Entonces {(y) = {(z) e y; = z; paratodoi=1,2,...,p, por

lo tanto:
-1 . _ .1
LW =Y Yr =Z1 " Zr = Uy
U1 =Yp—r+1 " "Yp = Zp—r41" " Zp = H2,
§1n=yr+1"'yp—rer+1"'lp—r=92-

Como g; y go son palabras ciclicas reducidas, digamos

Jdi1 ::Sl"'Skl, 92::T1"'Tk2.
Entonces,

G =G Gy = (51 s)" = (1)t = GG = O3
n—veces n—Vveces

donde nk; = nky; = p. Asi g1 = ga, por lo tanto

g1 = 1y it = K5 'Jalo = ga.

Procedamos ahora a demostrar la segunda afirmacion de la proposicion. Sea
h € G tal que h™ = g para algin n € N. Por Proposicién 1.11, si g = e, entonces

debe tenerse h = e. Ahora si g # e, entonces
0g) = t(h™) = "h"w) = nt(h) +2¢(w).
Luego n < {(g) = { < 00, es decir n € {1,2,...,{}, por lo tanto

Hne[l\l ; h“:g}‘<oo.
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Ademds por (1), si h™ = g, entonces h es tinico. Asi:

HheG ; h™ =g, paraalginn € N H<€<OO-

O

Lema 1.13. Sean g1,g9> € L(X) tales que g1g5 = g597, para r,s € Z\{0}.
Entonces existen g € L(X) y A1, A2 € Z tales que

A1

gi=9"  g=g"
DEMOSTRACION. Sabemos que
919> = 9291, siysolosi, (g1)" =97 =95979,° = (95919, )"
Entonces:
g1=95919,°, siysélosi, (g2)°=95=0:19597" =(91929;')".
Asi g1g2 = g2g1. Por Lema 1.12 existen g € L(X) y Ay, Ay € Z tal que
9g1=9, 92=9

Esto concluye la demostracion. O
Definicién 1.20. En L(X)\{e}, se define la siguiente relacion:
g1 ~c 92, iy solo si, giga = gog1, (91,92 € L(X)). (1.9)
Proposiciéon 1.13. ~;. es una relacion de equivalencia.

DEMOSTRACION. Es claro que ~. es refleja. La simetria resulta del hecho que

= lo és. Sean g1, go2, g3 € L(X)\{e}. Si g1g> = 9291 ¥ 9293 = g3gs, por Lema 1.12
existen Wy, Uy € L(X) y o1, o, &3, 4 € Z\{0} de modo que

4 &1 4 X2 1 X3 R ¥)
g1 =4, g2 =47, g2 =Uy", g3 = Uy .

X3 __

Como uf?us?® = g3 = us®u®, por Lema 1.13 existen h € L(X) y By, B2 € Z de
manera, que

w :hﬁl, U2 :hﬁz'
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Por lo tanto:
nghO(lBl’ 93:]’1“462.
Entonces ggs = h®1P1txaB2 — houbBataabs — g.g,. Luego ~. es transitiva.

Asi, ~. es una relacién de equivalencia. O]

Observacién 1.8. Note que para todo g € L(X)\{e}, la clase, mediante la
relacién de equivalencia en (1.9), es justamente C(g) el centralizador de {g} en

L(X).
Teorema 1.14. Para todo g € L(X)\{e}, C(g) es un grupo ciclico infinito.

DEMOSTRACION. Para todo g € L(X)\{e}, se tiene que g € C(g). Por Propo-
sicién 1.11 se tiene ademds que |g| = oo, por lo tanto |C(g)| = oco.

Sean g, u € C(g), con e # g, de longitud minima. Como C(g) es abeliano,
entonces g, = Ugy. Por Lema 1.12) existe w € L(X) y &, ay € Z de manera
que

gm = W™, u=w (1.10)
Como u =w*2 € C(g) entonces gw*2 = w*2g. Por Lema 1.13, gw = wg.

Ademas:
tlgm) = w™),

= [oalt(w) + 2t,

= (Joa| = 1)¢(w) + (L(W) + 2t),

= (loal = 1)t(w) + £(w),
donde w™ = pw > pu~!y £(n) = t, con |oy| # 0 pues g # e. Como w € C(g) y
£(gm) es de longitud minima, se sigue que |o;| = 1. Por lo tanto u = g%2. Luego

C(g) = < Jm > ~ 7 es un grupo ciclico infinito. O
3.2. Buen orden de L(X).

Definicién 1.21 (Orden de L(X)). Sea <x una relacion de buen-orden sobre

XUX™t y sean g1, g € L(X) como sigue:

g1 ' =X1 X, g2 =Y1-""VYs-
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Se define una relacion sobre L(X), denotada <y (x), de la siguiente manera:
g1 <r(x) g2, Stysdlosi, r<s, obien T=5 Y Xm <X Ym,
donde m = min{ i X #yYi }
Proposicién 1.14. L(X) es un conjunto bien ordenado mediante <p (x).
DEMOSTRACION. Sean g1, g2, g3 € L(X) como sigue

g1 ‘= X1+ Xy, g2 '=Y1-Ys, g3 =21 Zt.

Es claro que g1 £i(x) g1 yaque T £ 7y X5 £x Xj para todoj =1,2,...,7.

Si g1 <r(x) 92 ¥ 92 <r(x) 93, Se tienen cuatro posibilidades:

1. Sir < s <t, por transitividad en N, entonces v < s, luego g1 <r(x) 9gs-
2. SiT <s=t, entonces v < t por lo tanto g; <r(x) gs.
3. Sit=s<t, entonces v < t por lo tanto g; <p(x) gs.

4. Sir=s=t, existen m,n € N tal que X;n <x Ym ¥ Yn <x Zn, donde

m::min{i ; Xi%Ui}a n:min{i ; Ui?éli}-

Distingamos tres casos:

a) Simn < m, entonces X, = Yn <x Zn (Xn <x zn), si existe k < n tal
que zx <x Xk = Yk (zx <x Yi), es una contradiccién, por lo tanto
n= min{ 15 X #z } Luego g1 <t (x) 93-

b) Si m =n, entonces X;m <x Ym <X Zm (Xm <x Zm), Si existe k < m
tal que zx <x Xk = Yk (zx <x Yix) es una contradiccion, por lo tanto
n=m= min{ 1 X #z } Luego g1 <p(x) 93-

¢) Sim < n, entonces X <x Ym = Zm (Xm <x Zm), Sl existe k < m
tal que zx <x Xx = Yk (zx <x Yx) es una contradiccién, por lo tanto
m = min{ 1 xi#2z } Luego g1 <1 (x) 9s-

Es claro que <y (x) cumple la ley de tricotomia, ya que v < s o bien s < r, implican

g1 <r(x) 920 g2 <r(x) g1. Ahora,sit =syx; =y; paratodoi=1,2,...,1=s5,
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entonces ¢g; = g2. Ademads, como {(e) = 0, entonces e = min L(X). Por lo tanto

L(X) es un conjunto bien ordenado. O

Para simplificar notaciones, <x y < (x) seran denotadas simplemente por <.

Lema 1.15. Sean g1, g2 € L(X), donde gy := X1+ -xn (N> 1). Entonces
go < X1-:-Xn_1, implica que goxn < g1.

DEMOSTRACION. Sea k:=£(g2) y g2 < X1---Xn_1. Se tienen dos casos:

1. Si€(g2) < n—1, entonces £(gox,) < =£(gy), por lo tanto gox,, < gs.
2. Sif(gy) =n—1, exister = min{ i<n—1; yi<x } tal que y, < x,,

donde g :=Y;1 - - -Yn_1. Asi, podemos escribir

92 :yl...yn_l :Xl"'xr—lyT"'yn—l <X1"'XT‘"'XT1—1'

1

Si yn_1 = X, entonces {(goxn) =n—2 < n = {(gy), luego goxn < gi.

Si yn_1 # x,', como Y, < X,, entonces
X1 Xr—1Yr"Yn—1Xn <Xyt Xe—1 Xy Xp—1Xn = g1

Por lo tanto gox, < g1.

4. Teorema de Nielsen-Schreier

En esta seccion definiremos los conceptos necesarios para demostrar el Teo-
rema de Nielsen-Schreier los cuales, ademas serviran para aplicar el método de

Reidemesiter-Schreier en el capitulo siguiente.

4.1. Transversal de Schreier.

Definicién 1.22. Sea S un subconjunto no vacio de L(X). Diremos que S tiene
la Propiedad de Schreier (o que es un conjunto de Schreier), denotado S € (PS),

st contiene al segmento inicial de todos sus elementos, es decir, si:

X1 Xn €S, entonces, Xq---Xpn_1 €S, (n>1).
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Un transversal de H en L(X) que ademds tiene la propiedad de Schreier, se dice

un transversal de Schreier de H en L(X).
Observaciéon 1.9. Notese que e estd en todo conjunto de Schreier.
Lema 1.16. Todo subgrupo de L(X) tiene un tranversal de Schreier.

DEMOSTRACION. Sea H un subgrupo de L(X) y U el conjunto formado por
los elementos minimales con respecto a < de cada clase en L(X)/H. Veamos que
U € (PS). Supongamos que g :=x1 - - - x,, € Ude modo que x; -+ -xn_1 € U, y sea
h, :=min(Hx; - - - xn_1). Por Lema 1.15, si h,, < Xy ---X_1, entonces hyx,, < g.
Como h, € Hxq---x,_1, entonces Hh, = Hx; - - - x,_1. Multiplicando por Hx,,

obtenemos:
Hhx, = Hh,Hx;, = Hxy - - -xp1Hx = Hxy -+ - %, = Hg.

Asi, hyx,, € Hg v hyxn < g. Por lo tanto g # min(Hg), luego g ¢ U. Lo cual es

una contradiccion. Por lo tanto U es un transversal de Schreier para H. ([
Ejemplo 1.8. Sea X := { a,b } un conjunto y R := { a®, b3 } C L(X).
Definamos G de la siguiente manera

G:=L(X)/R

Es claro que G es un grupo, ya que R < L(X). Sabemos que G/G’ es un grupo

abeliano. Es facil ver que una palabra g en X es de la forma
g:=a¥b"a¥2b®...qi"b', (qi,t5€Z,1,j:==1,...,n).
Entonces, al tomar la clase en G’ obtenemos:

G/g:G/aq1bt1aq2bt2_..aqnbtn:G/arbs’ donde r::Zqi y s::th_

i=1 j=1

Pero 1,s € {0, 1,2}, lo que nos permite definir el siguiente transversal:
U := { e,a,a’ b,b? ab, ab? a’b, a’b? }

Es claro que U es un transversal de Schreier para G’ en G.
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Propiedades 1.2. Sean X un conjunto no vacio, H un subgrupo de L(X)
y U un transversal para H en L(X). Entonces, para todo g € L(X), u € U, y
x € XUX™! se tiene lo siguiente:
L [[gll=1[gl.
2. Hg=H[g].
3. [gl=g, siysdlo si, g€ U.
4. Hu = H[ux]x 1.

5 [[ux]x '] =u.

DEMOSTRACION.

1. Como [g] € Uy [H[g]NU| =1, entonces [[g]] =H[g]NnU=[g].
2. Como [g] =HgNU, entonces [g] € Hg, luego Hg = H[g].
3. =) g=I[gl=HgnNnu C U, entonces g € U.

<) Como g,[g]l € HgNUW y [HgNU| =1, entonces g = [g].

4. De (2) sabemos que Hux = H[ux], multiplicando por Hx ! obtenemos:
Hu = Huxx ! = HuxHx ! = H{ux]Hx ' = H{ux]x " !.

5. Por (4), [ux]x™' € Hu, luego [[ux]x"'l,u € HuNnUy [HuNnUl =1,

por lo tanto [[ux]x '] =u.

4.2. Generadores de Schreier.

Lema 1.17. Sea U un transversal para L(X) segin H tal que e € U. Entonces,

el siguiente conjunto Xy genera a H
Xn = { ux[ux] ! ; ueluxeXux! } .

DEMOSTRACION. Por Propiedades 1.2.2, para todou € Uy todo x € XUX ™!,

se tiene que Hux = H[ux], es decir ux[ux]~! € H, por lo tanto Xy C H.
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Seah:=x%;---Xn € H, conx; € XUX™! paratodoi=1,2,...,n. Definamos

la siguiente sucesion:
fwhil, w=e vy wn=luwxgl el
Ademas,
hi = uixiu;rll =wxilwxil teXy, (A=12,...,n).

Ahora tenemos:

_ —1 —1 —1
hihe - hy = wixg[uixg 7 uexa[uaxo 17 - - U X [UnXxn |
_ —1 —1 —1 —1
= U1X1U, u2x2u3 o Un 1 Xn—1 Uy, uanun+1
—1
= WX1X2 - XnUpiq (1.11)

— —1
= € hLL'rL—b—l

_ —1
- hU’n+1‘

Como h; € H para todo i = 1,2,...,n, entonces h = hihy---h, € H, por lo
tanto h~'h = U1 € H. Como un 1 = [upxn] € U, entonces un4q € HN U,
pero HNU = He N U = {e} (ya que e € U), luego u, 1, = e. De (1.11) tenemos

que
h=he=hu,}, =hhy - -h,.

Por lo tanto H = < Xu > 0J
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Ejemplo 1.9. Continuando con el Ejemplo 1.8 construimos la tabla de ele-

mentos ux[ux]! (x € XUX™!, u e U) como sigue

ux[ux] 1 a b a ! b!
e e e e e
a e e e e

a? e e e e
bab%a? e ba’b’a e

(1.12)

b? b%2aba? e b?a’ba e
ab abab?a e aba’b? e
ab? ab?aba e abZa’d e
a’b a’bab? e a?ba’b?a® e
a’b? a’b?ab e a?b?a’ba’® e

Notar que para construir la tabla, sabiendo que a*? = a¥' y b*? = bT!, se debe

tener en cuenta que:

ba 'G’ = a’bG’, abaG’ = a’bG’, aba 'G’ =bG’,
ab?a 'G’ = b2G’, a’va'G’ = abG’, ab%aG’ = a?b2G’,
a’baG’ = bG’, a’b?aG’ = b2G’, a’b?a"'G’ = ab?G’

Luego el conjunto de generadores de Schreier para G’ es:
XG/ = { (ba ail)a (b2a ail)a (ab> ail)a (ab2> ail)a (azba ail)a (a2b27 ail) } ?
donde cada par (u,x) representa el elemento ux[ux]*.

Por Propiedades 1.2.3, notemos que:

ux[ux] ' =e, siysolosi, uxeU. (1.13)

El siguiente lema demuestra que todo elemento no trivial en Xy tiene su inverso
en el mismo Xy. Més atn, si g = ux[ux] ™! con u € U y x € XT, entonces

g ! =vylvyl ! para alginv € U ey € XF. Esto y (1.13) nos induce a definir
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los siguientes conjuntos:

Yh ::{ ux[ux]™ ; uelUxeXuxgUu },

Yh ;:{ ux[ux] ! ; uelUxeX HhuxgUu }
Lema 1.18 (Descomposicién de Xy). Yy = Y, Ademds:
Xr\{e} = Y U Y.

DEMOSTRACION. Sea u € Uy x € X!, entonces, por Propiedades 1.2.5

(ux[ux] ™ H P =luxx "u ™t =luxIx Huxx 1T teyy (x!eX).

Tomando inversos obtenemos ux[ux ]! = ([ux]x[[ux]x 111" ¢ Y.}, por
lo tanto \A(H C Yﬁl. Ansdlogamente si x € X, entonces Yy;! C \A(H, por lo tanto

Yy = Y;,!. Es claro que Yy, Yy, € Xu\{e}, es decir:
YL UYL { ux[ux]™! ; uel,xeXUuXLuxégU } = Xn\{e}

Ahora, si k := ux[ux] € Xy\{e}, entonces x € X U X~1 por lo tanto k € Yy U
Y;,!. Por lo tanto Xp\{e} = Yn U Y. O

Lema 1.19 (Reduccién). Dados t1,t5 € Yy U Y,jl tales que
t; = ux[ux]™,  ty=vwylwyl !, (u,ve U, x,y e XuX1).

Entonces existe g € L(X) de manera que

t:=x[ux] vy = xgy,

1

excepto cuando v =[ux], y=x""', u=[vy].

DEMOSTRACION. Sean [ux] := z;--zp ¥ V:i= Wi Wpn. Si wy,, =y 1,
entonces

VYy=wi---Wn_ €U,
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ya que U € (PS) y wy---wy, € U. Luego vy = [vy], por lo tanto t; = e, lo cual
no puede ser. Entonces wy,, # y~!. De igual modo, si z, = x, por Propiedades
1.2.5, se tiene:

ux = [[ux]x!]x,

= 2y Zn1Zn =21 Zn,
= [ux],

yaque U € (PS)yz - -z, € U, por lo tanto t; = e, lo cual no puede ser. Luego

zn # x. Asf hemos demostrado que vy conserva el elemento y al final, y x[ux]™!

conserva el término x al inicio. Por lo tanto basta estudiar las cancelaciones de x

ey con [ux]?

V.

Supongamos que el término [ux]™'v no finaliza con y, es decir, existe t €
{1,...,n} tal que [ux] = vyzy---z,. Como U € (PS), y vy es un segmento
inicial de [ux] € U, entonces vy € U lo cual es una contradiccién ya que ty # e.
Andlogamente supongamos que el término x[ux]~'v no comienza con x, es decir,
existe s € {1,...,m} tal que v = [ux]x 'wg---wy. Como U € (PS), entonces

[ux]x~! € U ya que es segmento inicial de v. Esto tltimo y Propiedades 1.2.3. y

1.2.4. implican que
ux = [[ux]x 'x = [ux]x 'x = [ux].
Lo cual es nuevamente una contradiccién, pues t; # e. Por lo tanto
t=xgy, ([ux]"'v=gelL(X)).

Esto demuestra que x e y no pueden cancelarse.

En el caso que y = x ! y v = [ux], por Propiedades 1.2.4., se tiene:
vyl =[[ux]y] = [[ux]x "] =,

es decir,

t=x[ux] vy =xvlvwx ! =e.
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Esto concluye la demostracion. O

4.3. Teorema de Nielsen-Schreier.
La demostracion del siguiente teorema requiere conceptos basicos de teoria de

Grafos, para esto se recomienda ver [Bon76].

Teorema 1.20. Sea G un grupo libre y H un subgrupo de G, entonces H es

libre. Es mds, si [G:H]=s< oo y 1(G) =1t < 00, entonces
rH)=(t—1)s+ 1.

DEMOSTRACION. Sean G libre sobre el conjunto X. Por Lema 1.16, Lema 1.17
y Lema 1.18, existe U transversal de Schreier para H en G, donde Xy = Yy U
Y;,' U{e} genera a H.

Sea h € H definido como sigue:
hi=tty---t,, ti:= uixi[uixi]*l c XH\{e} (l =1,2,... 7T'I.).

De modo que, si existen i,j € {1,2,...,n} tales que,

—1

Xj =X, wy = [uyx4 ], W = [wixi ],

entonces i # j+1yj # i+ 1, es decir no pueden ser elementos adyacentes, ya que
h es reducida. Por Lema 1.19 existen gi i1 € L(X) paratodoi=1,2,...,n—1,
tales que:

h = wxg[wxg I uexe[usxo 7 o wn ixn 1 [Wnaxn 1 1 X [unxn 171

= W1X191,2X2023X3 " Xn—29n—2n—-1Xn—1 gn—l,nxn[unxn ]_1-
Como h contiene todos los elementos x;i, entonces £ (h) > n. Es claro que si
n > 1, entonces h # e, por Proposicién 1.9, H es un grupo libre sobre Y.

Ademas,
T(H) = [Yul = H uxfux]™ ; uelUxeXuxgUu }) .

Esto es,

r(H) = X[Ul —p =7(G)IG/H[—p =ts —p,
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donde p := [P, con P := { (w,x,w)eUxXxU ; ux=w }

Sea T un grafo con s vértices etiquetados por los elementos de U (con posibles
repeticiones), de modo que, existe una arista con direccién de u a w etiquetada
por x, si y sélo si, ux =w, donde u,w e Uy x e X.

X
u —sw..

Notar que las aristas de T estan en correspondencia biunivoca con los elementos
de P, ya que:

X
u—sw oy ux =w.

Como U € (PS), para todo u:=x; - --x € U, tenemos:

X1 X2 X3 X4 Xn
e X1 X1X2 X1X2X3 s X1X2Xn .

Por lo tanto T es un grafo conexo, ya que e es segmento inicial de u para todo
u € U. Supongamos que T tiene un circuito, es decir, existen uy,...,uy € Uy

X1 -+ Xy € X tales que:

wixi = Uiy, (1=1,2,...t—1), y wx=1, paraalgint<|Ul=s,

X1 X2 Xt—2 Xt—1
U U U1 —— U .

‘\//

Xt

Reemplazando obtenemos:
UiX1Xg - - X = UaXoXg -+ - X =« -+ = U1 Xg-1Xt = WXy = Uy,
cancelando u; en cada extremo, se tiene
X1Xg Xy = €.

Lo cual es una contradiccién ya que G es libre (sin relaciones). Como T es un

grafo planar conexo, por férmula de Euler !, sabemos que

v—a+T1=2, (1.14)

I ver BONDY, J.A and MURTY, U.S.R. Planar Graphs. En su: Graph Theory with Ap-
plications, Great Britain: The Macmillan Press Ltd., 1976. pp. 143.
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donde, v, a y r son, la cantidad de vértices, aristas y regiones respectivas, formadas

por el grafo T. En nuestro caso
vi=|U=s, a:=p, r:=1, (laregién exterior),
ya que T no tiene circuitos. Luego, por (1.14) tenemos:
s—p+1=2 siysélosi, p=s+1—-2=s—1.
Por lo tanto r(H) =ts —p=ts— (s —1) =ts—s+1=(t—1)s+ 1. O

Corolario 1.3. Sean H un subgrupo de indice infinito en L(X) y N un sub-

grupo normal no trivial de L(X), tal que N C H. Entonces r(H) = oo.

DEMOSTRACION. Sea U un transversal de Schreier para L(X) segiin H y sea
ve N\{e}tal que vi=x;---xn (xi €EXUX L i=1,2,....,n, n € N). Entonces

para todo u € U, como uvu~! € N C H se tiene
Huvu ' =H, siysolosi Huv=Hu.

Por lo tanto [uv] = [u] = u # uv, pues u € U y v # e, por esto uv ¢ .
Sea k := min{ 1<t<n 5 ulx-x) €U, up:=ulx;---x¢_1) el } (no-
tar que k siempre existe, ya que ue € Uy u(xy---x,) =uv € U). Como uy, € U,
le asociamos el generador de Schreier wxy [wxi] * de H. Esto nos permite con-
siderar la funcién que envia u +— k y le asocia el respectivo generador. Como U es
infinito, n < oo y k siempre existe, entonces, al menos algin kq € {1,...n} tiene
pre-imagen infinita, esto es, existe W C U infinito tal que para todo w € W, el
generador de Schreier asociado es Wy, Xi, [ Wi Xk, ] Ademéds W se inyecta en

Y, pues por Lema 1.19 tenemos:

-1 _ / / —1
Wi Xk [ WXk 170 = Wy X [y X, |
-1 / —1,,,, —1
Wiy Xieo [ Wiy Xy | [WkOXko]Xko Wio = €
-1
WiWwy, o = e
_ /
Wko —_— WkO’

entonces w = w’. Por lo tanto co = [W| < |U| = |Yy| = r(H) = co. O



Capitulo 2

Presentaciones

1. Presentaciones

Sean X un conjunto no vacio y R un subconjunto de L(X). Sea G un grupo
isomorfo a L(X)/R, mediante un isomorfismo 1 : L(X)/R — G. Como L(X) es

libre sobre X se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

L(X)
tx

X —— L(X)

donde j§ es la aplicacién que envia x — P(xR).

Claramente el siguiente conjunto X es un sistema de generadores de G.
>A<:={)§2(x) : XEX}:{GEG ; azjﬁ(x),xeX}.
Para cada palabra g := x{' - - - x9n en R tenemos la siguiente igualdad en G

3¢ (g) =a"a?---adr =e, (2.1)

donde a; =75 (x4).

Definicion 2.1.

1. La igualdad en (2.1) es llamada una relacion entre elementos de X y G.
2. Una relacioni§ (g) = e se dice trivial, si existe s € L(X) tal que ss™! = g.
3. El conjunto R constituido por todas las relaciones no triviales entre ele-

mentos de X y G se llama sistema de relaciones de G.

Ri={7slg)=c ; geR }.

55
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Por Corolario 1.1, sabemos que todo grupo es cociente de un grupo libre.
Luego, por lo anterior, todo grupo G queda completamente determinado por un
sistema de generadores y un sistema de relaciones. Mas precisamente, siguiendo la
discusiéon anterior, los conjuntos X y R se definen a partir de X y R respectivamen-
te, luego basta conocer estos tltimos para definir G. Més atin, como R es generado
por conjugados de R en L(X), entonces G queda completamente determinado, por
un conjunto de generadores X y un conjunto de relaciones { r=e ; T€R }

correspondiente a elementos de R.

Notacién 2.1. En adelante, toda relacién r = e la anotaremos simplemente

T. Diremos que R es el conjunto de relaciones que determina G.

Definicién 2.2. Si G ~ L(X)/R, diremos que G tiene la presentacion
(X ;R). (2.2)

Se conviene escribir G ~ < X : R > o bien G = < X ; R > cuando X C G.

En caso que X y R sean conjuntos finitos, se dice que G es finitamente presentado.

Observacién 2.1. Sea G presentado como en (2.2). Recordemos que X es
cualquier conjunto no vacio de objetos y el conjunto R se compone de palabras
en X, denotado a veces R(X). Por lo tanto, si Y es un conjunto no vacio tal
que |X| = |Y|, entonces G también puede ser presentado con generadores Y y
relaciones R(Y). Es decir, una presentacion, es un objeto abstracto que determina

G mediante generadores y relaciones.
Lema 2.1. La extension)§ : L(X) — G de )§ es un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Basta notar que 3§ es la composicién del isomorfismo 1

con la proyeccién canénica de L(X) sobre L(X)/R. O

Notese que, si X C G entonces )5 = 1§ y por lo tanto G = < X ; R >

Entonces en particular 1§ es un epimorfismo.
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Proposicion 2.1. Todo grupo tiene una presentacion, y cada grupo finito es

finitamente presentado.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo y X un subconjunto generador de G. Por
Teorema 1.9 y Lema 2.1, existe 1§ : L(X) — G un epimorfismo que extiende a

tg. Luego, G ~ L(X)/N con N = Ker (TE) (N = N). Por lo tanto G tiene la

G :< X ; N >
Ademas, si G tiene orden finito, digamos n, entonces X también, digamos m.

Por lo tanto N también es finito. Como N < L(X), por Teorema 1.20 (Nielsen-
Schreier), existe Y =: R C L(X) finito tal que (R) = R = N, esto es:

siguiente presentacion

TMN)=Rl=n—1m+1 < .

Por lo tanto G es finitamente presentado:

G= < X ;R >
Esto concluye la demostracion. ([

La Proposicion 2.1 nos permite suponer que X C G, en consecuencia tenemos

7% =1%. En efecto, si G tiene una presentacién con generadores Y y relaciones

R(Y), existe X C G y una biyeccién f: X — Y tal que:

Ejemplo 2.1.
1. L(X) = < X ; > = < X >, el grupo libre de rango |X|.
2. < a,b ; a™,b? (ba)? > ~ Dy, el grupo Diédrico de orden 2n.

3. < x ;X" > ~ 7., el grupo Ciclico de orden n.

Definicién 2.3 (Producto Libre). Sean G y H definidos mediante las siguien-

tes presentaciones
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Se define el producto libre de G con H, denotado G x H, mediante la siguiente

presentacion

G+H={ XY : Ri.R ).
1.1. Homomorfismos Inducidos.

Lema 2.2. Sean G,H y K grupos, con los siguientes homomorfismos:
@ :K— G, @2 : K —H,

tales que Im(@1) = G y Ker(@1) C Ker(@s). Entonces existe un homomorfismo

¢ :G — H, tal que @ o @1 = @s.
P1
H_G

K
(pzl e
» @

H

DEMOSTRACION. Sea g € G. Como Im(¢@;) = G, escogemos k € K tal que
@1(k) =g. Sea @ : G — H, tal que @(g) := @2(k).

Veamos que @ estd bien definido. Si k’ es otro elemento de K tal que (k') =
g, debemos ver que @3(k’) = @3(k). Como @i(k’) = @1(k) = g, se sigue que
@1(k’'k™!) = e. Entonces k’k~! € Ker(¢@;) C Ker(p,), luego

@2(k'k™) = @a(k)@2(k) ' =e.

Por lo tanto ¢ esta bien definido.
Sean g1 = @1(k1), g2 = @1(ka) € G, (ki, ko € K). Como ¢@; es un homomor-
fismo, @1(kiks) = g1g2. Tenemos

©(9192) = @a(kiks) = @a(ki)@a(ks) = ©(g1)@(ga).

Por lo tanto ¢ es un homomorfismo de G en H.
Es claro ademds que para todo k € K, @(@i(k)) = @2(k). Esto concluye la

demostracion. O
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Teorema 2.3 (von Dyck). Sea X un conjunto no vacio, Ry, Ry C L(X) tales

que Ry C Ry. Sean G y H definidos como sigue

G=(X: R ), H=(X;:R)

Entonces, existe un epimorfismo @ : G — H, tal que Ker(@%) = T$(R2\Ry) v

@i (x) =x, para todo x € X.

DEMOSTRACION. Notemos por Lema 1.1 que R; C R, implica que R; C R,.
Por Teorema 1.9 y Lema 2.1, existen 1§ : L(X) — G yt¥ : L(X) — H epimorfismos
que extienden a (§ y i respectivamente, donde Ker (TE) =R, C Ry, = Ker (TQ)

Por Lema 2.2, existe un homomorfismo @ : G — H de modo que @ 01§ =T¥.

Pg
% 2%
G )X € H

~ 7

N Ve

AN Ve
o v Ty
L(X)

Como 1% es un epimorfismo, dado h € H existe w € L(X) tal que T¥(w) = h.
Luego existe g := t$(w) € G tal que @f(g) = eH(t$(W)) =T¥(w) = h, v
ademés x = T¢(x) = @E(t$(x)) = @H(x) para todo x € X.

Como @f oT§ =Y, se sigue que:
g € Ker(t¥), siysolosi, 1$(g) € Ker(pH).

Por lo tanto

Ker (p4) =T¢ (Ker (V) =1¢ (R.) =% (R\Ry) .
va que T$(R;) = ey Ry C R.. O

Nétese que 1$(grig—!) = e, para todo g € L(X) y todo 11 € Ry.
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Corolario 2.1. Sea X un conjunto no vacio y Ry, Ry C L(X) tales que Ry C R,.

Sean G y H definidos como sigue

G=(X: R ), H=(X;:R)

Entonces H es isomorfo a un cociente de G.

DEMOSTRACION. Sean G ~ L(X)/R; vy H ~ L(X)/R,. Dado que R; C R, se
tiene R; C Ry, en consecuencia del tercer teorema del isomorfismo:

H~ L(X)/Ry ~ (L(X)/Ry) / (Ka/Ry) ~ G/(Ro/Ry) ~ G/T,
donde T := R,y/R;. Asi H es un cociente de G. O

Proposicién 2.2 (Sustitucién). Sean G = < X ; R > y H grupos, y una
funcién @ : X — H. Entonces, existe un homomorfismo @ : G — H que extiende

a @, sty solo si, toda relacion:

q1

X] qt

cexdt =e, implica que, @(x1)Y - @(xe) =e,

donde x; € X, qi:==x1,1=1,2,...,t.

DEMOSTRACION. Como L(X) es libre, existen ¢ : L(X) — H y 1§, homomor-
fismos que extienden a ¢ y 1 respectivamente.

=) Supongamos que existe @ : G — H que extiende a ¢. En un diagrama

Sea 1 :=x{"---
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Entonces,
L) - lx)® = ) - Blxe) %,
= o0 xl),
= (e),
e.
<) Supongamos que

xMtoxdt =e, implica que, @(x;)9 - @(x) =e.

LX) = @(K(x)) = o(x) = @(x).
Por lo tanto ¢ es un homomorfismo de G en H que extiende a ¢. O]

Observacion 2.2. Claramente @ es tnica, ya que @ y t$ lo son. Ademds, @
es epiyectiva, si y sélo si, H es generado por @(X). En efecto, si h € H es tal que

h = @(g) para algin g € G, entonces:
h=(g) = pEE(K) = Bk) = ) - B(xI) = @(x1)¥ -+ @(x,) .
1.2. Producto Directo.

Proposicién 2.3 (Producto directo). Sean G y H grupos definidos mediante

las siguientes presentaciones:

G:<X; m>, H:<Y; m>.

Entonces G x H es presentado como sigue

GxH:<XN; mmﬁxw>. (2.3)
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DEMOSTRACION. Sea F el grupo con la presentacién en (2.3). Sean T y s

relaciones en G y H respectivamente

TI=X1,...,X =€, S =1Yi,...,Ys = €.
Es decir,

X1+ %Ry =Ry y Y1 -YsRa =Ro.

Como Ry, Ry € Ry URy U [X,Y] se tiene:

L;(Xl) "'L;(XT)Rl URQU [X,Y] :Xl"'XrRl URQU [X,Y] = Rl URQU [X,Y],

Por lo tanto,

Gxi)-- k) =e y o Gyl dlys) =e

Luego, por Proposicién 2.2 existen homomorfismos t§ : G — Fy ¢} : H — F que
extienden a Ly y U} respectivamente.

Observemos ahora que:
LG WL Gy =xyx Ty =, (2.4)

para todo x € Xy todoy € Y.
A continuacién construimos @ : G x H — F tal que @(g,h) :=1%(g)t
Veamos que @ es un isomorfismo:

Sean x1,%2 € X, Y1,Y2 € Y, usando (2.4) se tiene

@ ((x1,y1)(x2,42)) = @(x1x2, Y1y2),
= tkxax)th (yrya),
= Glx)k(x2) i (Y)W (y2),
= G(x)W (Y1) (x2) (ya),
= tk(xayaJuk(
= @xiy1)e(x2ys).

X2yz)
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Como G xH es generado por Xx Y, entonces @((g1, h1)(g2, ha)) = @(g1, h1)@(gs, ho)

63

para todo g1,g € G y todo hy, hy € H. Por lo tanto ¢ es un homomorfismo.

Sea P : XUY — G x H tal que paratodox e Xey eY

P(x) = (x,en) y W(y):=(es,y).

Por Proposicion 2.2 existe un homomorfismo 1T) :F— G x H. Ademas, para todo

x € X ey €Y se tiene los siguiente

(@od)(x) = @(x,en) =1%(x) =x,

(poP)(y) =p(ec,y) =1 (y) =y,

(Wo@)(x,y) =V Ik(x)Th(y) =bxy) =b(x)b(y) = (x, en)(es,y) =

Luego 1 = @ L. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

Corolario 2.2. Sea G un grupo con la siguiente presentacion

G=(X:R).

Entonces para todo m € N\{0, 1} existen conjuntos Xi,Ri, (i = 1,..

modo que G™ tiene la siguiente presentacion

G™ ~ < Ui Xi 5 Ui Ri, Ui, [U;:ll XJ”XK} >

(x,y).

O

.,m), de

(2.5)

DEMOSTRACION. Definamos para cada 1 < m los conjuntos X; y R; de la

siguiente manera:

Xii={e}x - x{e}xXx{e}x---x{e}, xi:=(e, ...e x,e,...
—_—— —_———

(i—1)—veces (m—1i)—veces

Ri:={e}x -+ x{e} xR x{e}x---x{e}, ri:=(e,...e,r,e,...
—_———— ~—_——

(i—1)—veces (m—i)—veces
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donde x € X y r € R. Es claro existen que correspondencias biyectivas entre los
elementos de X y X; mediante x — x; (x € X, i < m), y entre los elementos de R

y Ri mediante r — 1; (r € R, 1 < m). Asi, para todo i < m se tiene

G12:<Xi ; Ri>2<X ; R>:G.

Por lo tanto H:=G; X -+ - x G, ¥ G X ---x G = G™. Luego, basta probar que H
es presentado como en (2.5), para esto ocuparemos induccién sobre m mediante

el metodo de la Proposicién 2.3. Si m = 2, tenemos que
Gy x Gy < X1,Xa2 5 Ry, Ry, [Xq, Xal >
Ahora, supongamos valido el enunciado para m — 1, esto es
G x G = (U Xe 5 U R Uy [Sh=e ).

como H=(G; x --- X Gn_1) X Gy, por Proposicién 2.3 se tiene que

Hoo (U X Xo 5 U R R URS [URE X5, X] L [UES X X )
~ (UMX s UDRGUE (Ui xxd ).
~ @Qm,

Esto prueba que G™ es presentado como en (2.5). O

Ejemplo 2.2. Si G:=C,, = < c ; c" >, entonces

2~ ( (eoelfec) 5 (e e)(ecm) (e, el ec)] ).

En general,

Ch ~ < C1,C2 ..y Cm 5 el et U, [U‘f;ll{ci}, ck] > (2.6)
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1.3. Transformaciones de Tietze.
En esta subseccion estudiaremos un método para manipular los generadores
y relaciones de una presentacion, de modo que ésta manipulacion sea invariante

moédulo isomorfismos de grupo.

Proposicién 2.4. Sean G = < X ;R >, heL(X)yre R\R. Siy & X,

entonces existen isomorfismos:
:6-Ci=(X ; Rr), W:6-D=(Xy : Ry'h),
que extienden a g y Y respectivamente.

DEMOSTRACION. Sea x;---x¢ = €. Como R € RU{r} y R ¢ RU{y 'h}

tenemos
(X)) xg) =xoxg =€,y (X)) R(xe) =% % = e

Por Proposicion 2.2 existen homomorfismos 1§ : G — C y (¥ : G — D que
extienden a Ly y LY respectivamente.

Sean @c : X = Gy oo : XU{y} — G, tal que @c(x) = @o(x) = x para
todo x € X, y ademéas ¢@o(y) :=h € G. Ahora, si x;---X, =€, Yy;---ys =e, y

h =2z;---z4, es claro que:

oc(x1) - @c(x) =%x1---x, =e, TR=R (reR\R),

@o(y1) - o(Ys) =Yy1---ys = e,

ooy Neo(z)) - @o(zq) =h7'zi---zg=h 'Th=e.

Luego, por Proposicién 2.2 existen homomorfismos @c : C -+ Gy @o : D — G
que extienden a @c y @b respectivamente.

Sean g := XXy, € G, c:=y1--Yy, € C, y d:i=21---y---zy, €D,

C

entonces:

((’5C OT;)(XI ...Xug) = (ﬁc(Lg(Xl) "'L)(E(Xug)) =X ~.~X_ug =g,
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(o otR) (X1 Xuy) = @ (R (x1) - - R (X)) = %1+ X0, = G,

((so@c)(yr- - Yu) =Y1) - K (Yu) =Y1-+Yu. =,

(LRo@o)(zy -y zy) =R(z1) - R(W) - Rzy ) =21y -z, = d

~ . ~e—1 ~ . 1 ~c—1 _~p—1
Por lo tanto @c es la inversa de'ty ~ vy @o eslainversa det? . Asitgy ~y (Y

son isomorfismos. O

Los isomorfismos de la Proposicion 2.4 entregan cuatro maneras para, a partir
de una presentacion < X; ; Ry > de G, obtener otra presentacion < Xy ; Ry >
de G. Estas se llaman Transformaciones de Tietze, las cuales se denotaran T](QH,
T](;), Té“ y Téf); y se definen de la siguiente forma:

Fijemos G := < Xi ;7 Ry >, entonces:

(T,({’) Sea T € Ry \Ry, es decir 7 := 1,---T¢ € Ry, con 1y € R; para todo i =

1,2,...,k, entonces:

T]({’(G) = Tl(;(:) << X1 5 Ry >> 5:< X1 5 Ry > ~ G,
haciendo X, := X; y Ry := Ry U{r}.
(Tx') Sea € RiNR;\{r}, es decir r:=7 -1 € Ry, con 13 € Ry\{r} para todo
i=1,2,...,k, entonces:
ToE =T (xR = (X ;R ) =G,
haciendo X, := X; y Ry := Ry \{r}.
(T(G”) Seay € Xy h € L(X), entonces:
(+) T . f— . — ~
T06):=T5, ((x : R ))={(X.y : Ruy=h )=G,
haciendo Xy := X; U{y}, R;:=RyU{y'h}ey:=h.
(T(G’)) Seay € Xy h € L(X\{y}), entonces:
T6'(G) = T(G1)y,h) (< X1 5 Ry >) = < XMy} 5 RiMy'h} > ~ G,
donde y~'h es el tnico elemento en R; que involucra a y, esto es Xy :=

Xi\{y} ¥ Rz := Ri\{y 'h}.
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Ejemplo 2.3. Por (3.5) sabemos que S3 tiene la presentacion de Coxeter

S3 =< $1,82 ; S%,85,(s189)3 > con sy:=(12)y sy:=(23),

aplicando T := T’ 0Ty oTy’ o Ty’ o Ty oTg) obtenemos
(52:515) (s3) ((s15)2) ((s159)3) (s3) (s:5152)

la siguiente presentacion:
T(S3) = < s1,s ; s%,8% (s18)? > ~ S;, donde s:=(123).

La siguiente tabla explica como obtener T(S3) en sus seis etapas. En la primera
linea agregamos el generador s, utilizando la transformacion Tgr), donde h = s;55.
En la segunda linea agregamos la relacién s® = e, y as{ podemos eliminar (s;s,)3.
Luego, s = s18y y S2 nos permite agregar la relaciéon (s;s)? mediante T](;), y
asi eliminar s3 en la sexta linea. Por tltimo, resta solo una relacién que involucra
a S, reescribiendo y utilizando la transformacion Té_), eliminamos la relacion

$1S = Sy v el generador sy, donde h = s;s.

2 2 3
S3 S1 S si s; (sis2)
T S1 So s |s? s (sys9)® s=s;s
G(s,slsz) 1 2 1 2 ( 1 2) 192
+) 2 2 3 o 3
TR(Sg) S1 S2 S|S7 s3 (s182)° s=ws189 s
) 2 2 3
S1 So s|s? s S=2581Sy S
R((5152)3) 1 2 1 2 192
T s Sy s|s? s s =518 s° (s18)2
((s15)2)
- - S Sy S|s? s 818 =85 s (s15)?
T{{(L) S1 Sy s|s? $15 =55 s° (s18)2
S2
— - S Sy §|s? sy'sis s (s18)?
) 2 3 2
TG<52.515> S1 s | sy s®  (s18)

Asi, por Proposicién 2.4, la presentacién de Coxeter y T(S3) son equivalentes.
Ejemplo 2.4. Sea G un grupo definido por la siguiente presentacién

G=(abcd ; abe,bed ) cda’,dab ! ). (2.7)
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Mediante una secuencia finita de transformaciones de Tietze, demostraremos que

G ~ C5. Primero notar que (2.7) es equivalente a:
(abed; ab=cbe=ded=ada=b ).

La siguiente tabla muestra detalladamente como, mediante transformaciones de

Tietze, el grupo G presentado en (2.7) es el grupo ciclico Cs.

G |a b ¢c d{ab=c bc=d cd=a da=b

T ]a b ¢ dlab=c bec=d cd=a da=b bl=d

T |a b ¢ d bc=d cd=a da=b bl=d

T a b ¢ d bc=d cd=a da=b bl=d cl=a

T ]a b ¢ d bc=d cd=a bl=d cl=a

T |a b ¢ d bc=d cd=a bl=d cl=a c2=b
T |a b ¢ d bc=d cd=a bl=d 2=b
TS b ¢ d be =d bl =d 2=b
T\ b ¢ d be =d bl =d 2=b ¢
T, b ¢ d be=d 2=b ¢°
TS b ¢ c2=b ¢°
TS c c’

Teorema 2.4. Sea G un grupo y secm< X: ; Ry >, < Xa : Ry > dos pre-
sentaciones finitas de G. Entonces, exvisten ti,...,tn € { T]({),T]({),Tg),Tg) }

(n < 00), de manera que

(i R =t (b (- (e (0 (Ox0 s R)))) )

Es decir, dadas dos presentaciones arbitrarias finitas de un grupo, una de ellas
puede ser llevada en la otra mediante una secuencia finita de Transformaciones

de Tietze.

DEMOSTRACION. Como R; C L(X;) y Ry C L(X3), anotamos ambas presen-

taciones como sigue:

Gy 3:<X1 ; Ri(Xy) >:G, ep 3:< Xa ;5 Ra(Xy) >2G-
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Anotemos también X; = X;(X3) y Xo = X5(X;) cada conjunto generador reescrito
en términos del otro. Ahora aplicamos transformaciones de Tietze (por bloques)

en la tabla a continuacién, donde X7 (X;) denota X; = Xi(X;) (i,j =1,2)

G | X Ri(X3)
TS | Xe Xo | Ri(Xy) X3 (Xy)
T [ Xe Xo [Ri(Xy) XT(X1) XT(Xo)
T | X0 Xo | Ri(Xq) XT(X1) XT(X2) Ri(Xi(X2))
T [ X1 Xy X7 (X1) XF(Xa) Ri(Xi(Xz))
T [ X Xy X3 (X1) X{(X2) Ri(Xi(Xa)) XF(Xi(Xa))
T [ X1 Xy XF(X2) Ri(Xi(X2)) XF(Xi(X2))
Ts' Xs Ri(Xi(X2)) X3 (X1(X2))
Ty X Ri(X1(X2)) XF(X1(X2)) Ra(Xs)
T,({’ Xa Ry (X3)

Por Proposicion 2.4, las presentaciones G; y Gg son equivalentes mediante trans-

formaciones de Tietze. O

2. Calculo de Presentaciones

Dado un grupo G. Un problema fundamental es encontrar una presentacién
para G, es decir, conocer los generadores y relaciones que determinan el grupo.
En teoria, bastaria encontrar X un conjunto de generadores y R un conjunto de

relaciones suficientes para definir G, esto es:
Hi=(X ; R)=LX)/R

La parte mas dificil se basa en encontrar la cantidad justa de relaciones, ya que
estas haran variar la cantidad de elementos en R v asi la cantidad de elemen-
tos no triviales en G. Para esto utilizaremos el homomorfismo ¢ definido en la
Proposicién 2.2, de tal forma que, si hemos encontrado la cantidad necesaria de
relaciones, entonces G ~ H mediante @ y por lo tanto ambos grupos tendran

presentaciones equivalentes, habiendo encontrado una presentacion de G.
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Resumamos lo anterior en un método que tiene los siguientes tres pasos:

1. Encontrar X un conjunto de generadores para G.
2. Encontrar R un conjunto de relaciones suficientes para definir G.

3. Demostrar que @ : H — G es un isomorfismo.

Por Lema 1.5, notemos que, si |G| < oo basta ver que @ es inyectiva, demostrando

que |G| = |H|, pues @ ya es un epimorfismo.

Ejemplo 2.5. Sea C, el grupo ciclico de orden 2. Encontremos una presen-

tacion para el grupo de Klein V := Cy x Cs. Sabemos que este grupo tiene la

Gi=(c:e)y={ec}

Nétese que mediante la Proposicion 2.3 (Producto directo), calcular una presen-

presentacion

tacion de V es bastante sencillo, sin embargo, encontraremos una presentacioén de
V usando el método recién descrito.
Sea (a,b) € C, x Co =V, (a,b € Cy), es claro que:

;

(e,e)(e,e) =(e,e), a=b=e
(@b) = (a.e)(e.b) = (c,e)(e,e) =(c,e), a=c,b=e

(e,e)(e,c) =(e,c), a=e,b=c

(c,e)(e,c) =(c,c), a=b=c

\

Por lo tanto X := { (c,e), (e, c) } es un conjunto generador de V. Por otra parte

es facil ver que
(c,e)
(e,c)® = (e,c)(e,c) = (e,c®) = (e,e), (2.8)

(c,e)(e,c)(c,e) M(e,c) " =(c,e)(e,c)(c,e)(e,c) = (c? c?) = (e, e).

> =
> =

Consideremos R := { (c,e)? (e, c)? [(c,e), (e, c)] } un sistema de relaciones sufi-

ciente para definir H := < X R > con los generadores y relaciones encontradas.

)
Consideremos @ = 1y : X — V, es claro que toda relacion en H lo es en

V, luego por Proposicién 2.2 existe un homomorfismo @ =1 : H — V el cual
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extiende a 1Y, que mas aun es un epimorfismo (por definicién de 1Y). Sea h €
Ker(¢) C H, entonces h := x;---xn (x; € XUX1,i=1,...,n), aplicando @
obtenemos

e=0Mh) =0 xn) =0 - Oxn) = x(x1) - K(xn) =%x1 - xn =h,

por lo tanto Ker(@) = {e}, asi @ es un isomorfismo. Luego, V = C, x Cj tiene la

misma presentacién de H.

Ejemplo 2.6. Encontremos una presentacion para el grupo de Heisenberg Hj

con entradas en el anillo de enteros Z. Este grupo se define como sigue.

1 ap as
H3 — 0 1 ao ; Q1,090,003 € Z C GLg(Z)
0 0 1

Anotaremos todo elemento h € Hj de la siguiente forma:

1 a; Qs
[a17a27a3] = 0 1 as =he Hg.
0 0 1

Luego, Hj3 = { lai,az,a3] ; aj,az,a3€Z } Sean hq, hy, hy € Hs definidos

de la siguiente forma
h; :=[1,0,0], hy:=1[0,1,0], hs3:=10,0,1].
Es claro que para todo ny,ng, n3 € Z, se tiene:
hi'" :=[ny,0,0], hy?:=1[0,n,,0], h3?®:=10,0,n3].
Luego, cada elemento h € Hs se puede escribir de la siguiente manera
h = hi""hy?h3® = [ng, Ny, ng + nymnal.

Por lo tanto X := { hi, ho, hs } es un conjunto generador de Hs. Por otra parte

las siguientes relaciones son validas en Hs

[hl, hg] — hg, [hg, hl] — [hg, h2] — 13. (29)
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Sea el grupo G = < Y ; R >, donde Y := {k1,k2,k3} es un conjunto de

simbolos y R := {ﬁ, Ty, r3} de manera que
= [ky kolks Y, 1= (ks kel 3= [k, kol

Sea @ : Y — Hj definida por @(k;) := h; parai=1,2,3. Por (2.9) y Proposicién

2.2, existe @ : G — Hs, el cual es un epimorfismo, ya que:
M1, M2, n3 + inal = h{"hy?hy® = (ki)™ @(ke) ™2 @(ks)™ = @ (ki ky?ky?).

Sea L := { KMKkPPkE® 5 my,ng,n3 € Z } C G y h:=k{"kj?k;?® un elemento

cualquiera en L, entonces:

hki! = kMkEPkEekg! = kKD kgt e L

hkF = kM kP ke ke = KMk F ks € L, por .
De la definicién de 13 y 1 sabemos que:
kikoki 'k, = k3, siysélosi, ki'kok; = koks .
Similarmente, de la definicion de 13 se tiene:
kikok; kot = ks, siysélosi, kikok;! = koks.
Entonces para todon € Z

(ki 'kake)™ = k7 'kPky = kPks™ = (kok3 )™, por 13, (2.10)

kikhk b =kyky, por 13, (2.11)
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respectivamente. Luego,
Rk = KRRk,
KM KPPKEKSE, por T,
=
= K R,
= KME(kP2KI™)KE, por (2.10) y (2.11),
= KM ER KT e L
Esto demuestra que Lkiil < L parai=1,2,3, es decir Lk < L para todo k €
YUY
Sea t € (Y), si {(t) = 1, entonces t € Y por lo tanto Lt C L. Suponga-
mos que t = k'kd*---kI™ (m e N,Ki, € Y, q5 = £1,1,j = 1,2,...,m) y
Lk{kd .- k™ ") < L. Todo elemento en L(k{'k?---ki™!) es de la forma
h = k{"ky?ky®, como Ki™ € Y, entonces hk{™ € L, luego Lt C L. Ademas,

e = kikjk} € L, entonces t = et € Lt C L, asi t € L. Por lo tanto
G C(Y)CL, (G=1L).

Ahora, se tiene lo siguiente:

kitkg? ks # KTk,
kitkg? ks ks Tk, kT £ e /o,
@ (ki k kg ks Tk T ) # @fe),
O(ki)™ (k)™ @(ks)™ @ (ks) ™ (ko) 2@k )™ F# s,
(ki)™ e(ka)2@(ks)™ @ (ks) ™ @(ke) ™ (k)™ # I,
hithy?hy®hy ™hy ™ hy ™ # 15,

hi"hy?hy? # hi™hy?hg™.
Luego @(ki"ky?k3?) # @©(k{"'ky2ks™). Por lo tanto @ es inyectiva y as{ un
isomorfismo. Esto es G ~ Hjs, tomando k; := h; para i = 1,2, 3 obtenemos la

siguiente presentacion de Hg

Ho=( X 1 R)=(hihohy o [ holhg Ty bl g hal ). (212)
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3. El Método de Reidemeister-Schreier

Sea G un grupo con una presentacion conocida y H un subgrupo de G. Un
problema a estudiar es encontrar una presentacién de H a partir de la presentacion
conocida de G. Directamente esto puede ser bastante engorroso, sin embargo, el
método de Reidemeister-Schreier nos muestra como encontrar una presentacioén
del subgrupo H.

Nuestro principal objetivo es demostrar el Teorema 2.6, el cual nos muestra
cémo determinar una presentacién de H.

En lo que sigue suponemos que G = < X ;R >

Lema 2.5. Sea H un subgrupo de G de modo que R C H. Entonces, R es

también la clausura normal en H del siguiente conjunto:

~

R::{ uru! ; uel,reR },
donde U es un transversal de L(X) segun H.

DEMOSTRACION. Por Proposicién 1.6 sabemos que R es generado por el con-
junto { grg! ; geG,TeR } Ademas, como U es un transversal, se tiene

que:

G= UHu.

uelu
Entonces, para todo g € G, existe u € Uy h € H tal que g = hu. Luego R es

generado por el siguiente conjunto:
{ (hu)r(hu)™ ; ueU reR heH }

Por lo tanto, la clausura normal de Ren H es:

({hwruht s wel heH rer })=R

Esto concluye la demostracion. O
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Teorema 2.6. Con las notaciones del Lema 2.5, el subgrupo H de G tiene la

(Yo 5 R ).

DEMOSTRACION. Por Lema 1.18, sabemos que Yy genera a H, luego supon-
gamos que H = < Yu ; R > es decir H ~ L(Yy)/R. Como R C H C G, entonces

siguiente presentacion:

por Lema 2.5, R es la clausura normal de R en H. Por lo tanto
Esto concluye la demostracion. O

Corolario 2.3. Sea H un subgrupo de G tal que [G : H] < oco. Si G es

finitamente presentado, entonces H también lo es.

DEMOSTRACION. Como G = < X ; R >, por Teorema 2.6, sabemos que

H= < Yy : R > Recordemos ademds que

YH:{ux[ux]*l : ueU,XEX}

~

R::{uru_l ; ueU,reR}-

Como [G : H] = U], |X] y |R]| son finitos, entonces |Yy], !/lil < 00. Por lo tanto H

es finitamente presentado. O

El método de Reidemeister-Schreier puede resumirse en cuatro pasos:

1. Encontrar U transversal de Schreier para H en G.
2. Encontrar Yy un sistema de generadores de H.
3. Definir R := /li(X) un conjunto de relaciones para H como en Teorema 2.6.

4. Redefinir R := ﬁ(YH) como sistema de relaciones para H en Y.
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3.1. Proceso de Reescritura de Reidemeister-Schreier.

El Lema 2.5 determina la forma que deben tener las relaciones del subgrupo H,
es decir, conjugados uru~! de elementos de R por elementos de U. Sin embargo,
en la practica, no es facil explicitar estas relaciones en término de los generadores
de H, de la forma ux[ux]~' de Yy. A continuacién veremos una manera de

reescribir éstas relaciones dentro de H.

Observacion 2.3. S i H< G = < X ; R > y W un transversal de Schreier
para G seqin H. Entonces, para todo x; € XUX 1, 1=1,...,t, y todou € U se

tiene lo siguiente:
[ux; ]~ e U, [Tuxi ]x; ] = [uxixg ] 1<1,j <t

en general,

[lTuxg)xa ] o xeog Ixe ] = [uxixg - - - X (2.13)

Proposicién 2.5. Sea H < G = < X ;R > y W un transversal de Schreier

para G segiin H. Entonces, para todor € Ryu e U (uru! € ﬁ) tal que {(r) =n,

1

existen Yi,...,Yn € Yy tal que uru™ =y - -Yn.

DEMOSTRACION. Utilizando la Observacién 2.3, procedemos como en (1.11).

Supongamos que {(r) = m, es decir, T = X;---Xn, con x; € XU X!, para
i=1,...,n. Entonces:

-1 _ —1
urw T = uxiXg- XU o,

= uxq[uxy ] Huxg Ixg - oxqul

1

“Huxg Ixal [uxg Ixg I Tuxy Ixo - - [ [ Tuxg Ixg -+ - Ixn 171,

= ux;[ux,]

1 1

= wxg[uxg 7 uxg Ixo[uxgxo 7 HHuxgxa |- - [uxgxg - xn 171,
= WUy MUXoUs MUsXg - Un XU g,

= YiY2- - Yn,
(2.14)

donde,

U i=u, u = [U.X1 c 'Xifl]a yJ = uJXJ [ujxj]il’
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parai=2....nyj=1,...,n. Esto demuestra la proposicién. O

Esta forma de escribir las relaciones de H en (2.14) es llamada “Proceso de

reescritura de Reidemeister-Schreier” .

3.2. Ejemplos A, y Ps.

Ejemplo 2.7. En particular por (3.5) conocemos la presentacién de Coxeter

para el grupo Sy la cual viene dada de la siguiente manera:
< $1,82,83 3%7337537 (s152)%, (s283)%, (s183)? >> (2.15)

donde X, := { S1,8283 } y Ry:= { 53,83, 53, (s182)%, (s5283)°, (s183)° }
Aplicaremos el método de Reidemeister-Schreier para el subgrupo alternador

A, de S;. Sabemos que [S; : Ayl = 2, mds ain
S4/A4 ~ CQ.

Tenemos que si s; € Ay, entonces Ays; # Ay = Aye. Luego U; = {e,s;} es
una transversal de Schreier para A, en S;. Tomaremos el transversal U; (1 = 1).
Nétese que Aysi = Aysj y Agsis; = Ay (1,j =1,2,3).

El siguiente paso es explicitar el conjunto Y, := YA, de generadores para Ay,

el cual esta definido como sigue:
Yy = { uxfux] 7t ; ue U, xe X, uX;! } :

Como s; = s; (1 =1,2,3), basta estudiar Y, sobre X,. Para esto aplicaremos los

Lemas 1.17 y 1.18 en la siguiente tabla:

U1 X X4 S1 So S3
e e Sps; ! s3s;t (2.16)
3 s? s1Sy 8183

Para encontrar un conjunto de relaciones para A4 ocuparemos el Lema 2.5. Sea

Rel conjunto definido en Lema 2.5. Mas precisamente:

ﬁi:ﬁbi{ uru ! ; uel;, reRy }
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Explicitemos este conjunto mediante la tabla siguiente

2 2 2 3 3 1.1
U; x Ry | s7 s3 3 (s182) (s283) S, S3 S1S3
2 2 2 3 3 1.1
e sq s5 o (s182) (s253) S1 81 8183
2 2e—1 2e—1 3e—1 3e—1 -1 —1
3 ST S28587 818587 S1(81S2)°s; s1(S283)°s;  S3 S1S38)

Por lo tanto se tiene

_ —1 —1
Yy U{e}_{ €,828] ', 8387 |, 82,8182, 8183 }

R, — 2e—1 2e—1 3e—1 3e—1 o—1 -1
Ry = R4U{ $18587 1, 518357 1, S1(S182)%s7 ", s1(s283)%s7 ", 85 'S1S38] }

Por ultimo debemos reescribir Ry en términos de Yy, para esto redefinimos los

elementos de Y, U{e} que aparecen en la tabla (2.16) como sigue:

— S| e | 2 — ._
{ Y1 = €, Y2 1= 8281 ', Y3 1= 8381, Y4 = 87, Y5 = 8182, Yp ‘= S1S3 } .

Entonces podemos escribir los elementos de §4 de la siguiente forma:

T1:=1Y4 Ty i=YaYs | T3 :=YsYe | T4 := Y3 15 1= (Yays)’

To = YeYs s | T7=VYsYo | Ts = YeYs | To = (Yay2)® | 110 = (Ysys)’

T = 9(5_19493 T12 ==Yy

Por lo tanto,

R(Y,) - Ya, Y2Ys, YsYe: U3, (U2ye)®, Yeys 'us '
4) =
YsY2, YeYs, (Uay2)®, (Ysys)®, g 'yays, ys

Asi, obtenemos que A, es presentado por
< Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ye 5 T1, T2, T3, T4, T5, Te, T7, T8, Tg, T10, T11, T12 >
Ahora, como T, = T15 =Yy, = 87 = e = y;, entonces
A4 - < Y2, Y3, Y5, Ys ; T2, T3, Ty, T5, T, T7, T8, T, T10, T11 > )
ademas,

Te =UeYs Us =VYselUs =UeYs . To = (Usy2)’ = (eys)’ =3,
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T = 9(5_19493 = U@Tleys = 96_19&

Por lo tanto

Ya2Ys, YsYs: Y2, (Y2Ys)®, YsYs ' >

Ayg= < Y2,Y3, Y5, Ys X s
YsY2, YsY3, Ys, (YsYs)®, Y Ys

Pero ys =y, ' e ys =Yg ', entonces la presentacién anterior se puede reducir a:

vl (ys'ys')? >

Ay = < Ys,Ys ;
(9593)37 U%

Ahora
(y5y3)3 =e, siy sdlo si, sl_l(y5y3)3sl = sl_lsl =e,
y por otra parte
sp (1828387 1)%s1 = 87 's1(s283)%s7 's1 = (5283)% = (s257 's183)° = (yays)®.
Asi obtenemos que

s1 ' (Ysys)®s1 = sy (81828387 1)%s1 = (Yaye)® = (Y5 'y3 ') =e.

Por lo tanto, hemos encontrado una presentacién para A4 a partir de la presen-

tacion de Coxeter del grupo simétrico S4. Resumiendo:

Ay = < Ys,Ys 3 yé,yé, (ysys)® > = < a,b ; a® b? (ab)? > (2.17)

En la subseccion 3.1.1.4, usando el método de Reidemeister-Schreier determina-

remos en general una presentacién de A, a partir de la presentaciéon de Coxeter

de S,,.
Ejemplo 2.8. Sea Bj el grupo de trenzas (3-cuerdas) presentado como sigue:
Bs ::< 01,02 ; 010207 = 0207102 >=

con X := { 01, 09 } y sea 7t : Bg — S3 la proyeccién natural (epimorfismo) tal

que 7(0;) = s; (i:=1,2), anotamos P3 := Ker(7r) < B3 el subgrupo de trenzas
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puras de Bj. Utilizaremos el método de Reidemeister-Schreier para calcular una

presentacion de este grupo. Como 7t es un epimorfismo se tiene
B3/P3 ~ S3 = { €, 81, S2, S1S52, 5281, S15251 } )
luego, es claro que U := { e, 01, 0y, 0109, 0507, 010207 } es un transversal de

Schreier para P3 en B;. A continuacién encontraremos Xp, posteriormente Yp, el

conjunto generador de P3 de elementos de la forma ux[ux]™! (x € X, u € U)

1 1
U x X o1 02 0] 05
2 2
e e e 0} o
o1 o? e e o1(0102)7t
09 e o3 020, 209 e
0105 e o10%07 ! 0102(010902) 7! e
Oo0 2 —1 ( )—1 ( )—2
2071 0'20'10'2 0207102(0710201 (54 0207107102
2 —1 2 —1 - —1 —1
0102071 | 010207(0102) (0102)%07 "0y e 010201(020102)

Asi tenemos que Yp, es definido como sigue:

2 e 2 2 —1 . . 2 —1 . . 2 —1
Ty := 07, Ty := 03, T3 := 01050, , T4 := 020705 ,T5 := 010207(0102) ",

T := (0102)%(0201) !, T7 := 0,0102(070207) !

Como en Lema 2.5 construimos la tabla de elementos uru™! (u € U, 1 =

01020,0, ‘07 "0, 1) como sigue:

U x {r} 010307 (0207103) "
e 010201 (020705)
01 070307 (0707) 2
02 (0201)%(050103) "
0102 (0102)%01(01050103)
0207 02070201 ((0201)%03) "
010507 | 01020302071 ((07103)%0105) !
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Entonces R := { T1,To, T3, T4, Ts, Tg }, donde

Ty = 010501(020703) ", 14 = (0102)%01(01050102) 7,
Ty 1= 070201 (0103) %, s 1= 05010501 ((0501)%05) ™,
T3 1= (0'20'1)2(0'%0'10'2)717 Tg = 0'10—20—%0—2(71((0'10-2)20—10—2)71'

Usando los elementos de Yp, se obtiene /li(ng) de la siguiente manera:

—1 —1 —1
T =177, To = T1Tg T3 = Tr 5Ty

Ty = TeTy(T3T1) ! T = Ty To(T7T5T3) T6 = T5T3T1 (TeTaT2) 7,

ademas ocupando 1 se tiene que T; = e, entonces

—1 —1
T =€, To =T1Tg T3 =TTy

Ty = TeTa(T3T) ! Ts = TyTo(T5T3) ! Te = T5T3T1(TeTaT2) '

Por 15 y T3 tenemos que T = T ¥ T5 = T2 en P3, en consecuencia,
T1Ty = TaTy, TyT2 = TaT3, ToT3T1 = T1TyTo,

luego ﬁ(YpS) = { T3ToT1 (ToT3Ty) Y, T1ToTs (ToTyT) } Por lo tanto Pj tiene la

siguiente presentacion:

— . -1 1
P3 = < Ty, T2, T3 T3ToTi(TaT3Ty) ', T1TaT3(T2T3Ty) > )
equivalentemente,
P; = < Ty, T2, T3 ; T1TaT3 = T2T3Ty = T3T2Ty >

a <a,b,c ; abc =bca =cba >

Observacién 2.4. Notese que curiosamente la cantidad de generadores de
P3 es mayor que en Bj siendo que P3 < Bs. Recordar que el teorema de Nielsen-

Schreier no refiere ninguna restriccién para el rango de los subgrupos.
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4. Extensiones de Grupo

Definicién 2.4. Sean G y A grupos. Diremos que un grupo G es una extension

de G por A, si existe un subgrupo normal N de G tal que
A~N, G/N=~G. (2.18)

Lema 2.7. Si G es una extension de G por A, entonces:

1. Eziste un monomorfismo @ : A — G de manera que G es una ertension
de H por A, donde H := (AS/Im((p).

2. Eziste un epimorfismo \ : G — G de manera que G es una extension de
G por Ker(y).

3. El siguiente diagrama es una sucesion exacta corta de grupos:

s B
{e} ® ~ 11) G

{e} A G G {e}, (2.19)

DEMOSTRACION. Supongamos que G una extensién de G por A, y denotemos

por f1 y fy los isomorfismos respectivos que definen (2.18), es decir:

f:A—=N, f5:G/N—G.

o~

1. Sea ¢ la composicién de 1§ con fi, es decir, 1S of; = ¢ : A — G,
claramente @ es un monomorfismo, pues f; y 1§ lo sén. Por primer teorema
del isomorfismo tenemos que A/Ker(¢@) ~ Im(¢@), luego, como ¢ es un

monomorfismo, se tiene A ~ Im(¢), resumiendo:
G 2 Im(¢) ~ A/Ker(¢) ~ A =N <G,
por lo tanto G es una extension de H por A, ya que
A~Im(@)<G,  G/Im(¢)=H. (2.20)

2. Sea P la composicién de fy con la proyeccién candnica 71 de G sobre

G/N, es decir, faom =119 : G — G, claramente 1\ es un epimorfismo,

pues fy y 7t lo son. Por primer teorema del isomorfismo tenemos que
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G/Ker(w) ~ Im(1), ademas, como ¢ es un epimorfismo Im(¢p) = G,

resumiendo:
G/Ker(p) ~Im(p)=G~G/N, N<G
por lo tanto G es una extension de G por Ker(@), ya que
Ker(y) ~ N, G/N ~ G. (2.21)
3. Como @ es un monomorfismo y 1 un epimorfismo, es claro que
Im(1,) = {e} = Ker(@),  Im(1) = G = Ker(@o),

ademas,

Im(¢@) =N = Ker().

Por lo tanto, el diagrama en (2.19) es una sucesién exacta corta de grupos.

O

4.1. Presentacion de Extensiones.
En lo que sigue utilizamos las notaciones empleadas en el Lema 2.7. Conside-
remos ademads, la sucesion exacta corta de grupos en (2.19).

Sea G una extension de G por A, con las siguientes presentaciones:

G5:<XG ; RG>a A5:<XA ; RA>-

Para todo y € XA se define @a : Xao — (AS, tal que @a(y) := @(y), luego, para

toda palabra a =y; - - -y, en Xa, se define el elemento a de la siguiente manera:
a:=@aly) - oalyn), (yi € Xa UXRl, i=1,... ,n) .

Esto nos permite definir los siguientes conjuntos:

>~<A:={§eé ;yeXA}, ﬁA:={§eL(iA) : seRAcL(XA)},

nétese que para todoy € Xa, y = oal(y) = o(y).
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Como 1 es un epimorfismo, para todo x € Xg existe X € G tal que P(x) = x,

luego, para toda palabra v =x;---x,, en Xg se define el elemento v como sigue:

Vi=X1 X, (xj e XgUXghj=1,2,....,m),
es decir v =1 (x1) - - - P (X ). Esto nos permite definir el siguente conjunto:
>~<GIZ{ xeG ; x€Xg }
Ahora, para todo relacién r = x4 - - - x5 en Rg se define el elemento T como sigue:
Ti=%X X, (xi EXgUXghi=1,2,...,5), (2.22)
ademads, que para todo r € Rg, el elemento T € Ker({), pues
V(T =X %) =9xi) - d(xs) =x1---xs =T =e, (enG)

por lo tanto T € Im(¢@) (= Ker(1)). Es importante destacar también, que Im(¢)

esta generado por XA, en efecto, si g € Im(¢@), existe a =y ---yn € A tal que
g=oe(a) =01 yn) =@y1) - @Yn) =Y1- " Yn, (yi € Xa UX;\l)-
Por lo tanto, el elemento T en (2.22) también puede ser escrito como una palabra
en XA, denotado v,, es decir
T=Y1- Y ="Vy, (Yi€Xa,i=12,...,1). (2.23)
Esto nos permite definir el siguiente conjunto:

ﬁG = { ?\/:1 S L(ig)L(iA) ; T€Rg C L(XG) }

~ ~

Finalmente, como Im(¢@) < G, entonces para todo X € Xg C G y todo
y € XA C Im(@), el conjugado Xyx ! € Im(@), osea es una palabra, denotada

Wy ,y, en Xa, es decir

%ﬁ%il :fjl .- 'gk =Wy y, (yl € Xa UX;\I, 1= 1,2, .. ,k) ,
lo que nos permite definir el siguiente conjunto:

R:Z{%]?Z*lw;t ; yeXa, xe€Xg }
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Con las definiciones anteriores estamos preparados para enunciar la Proposicién
2.6 que nos muestra como encontrar una presentacién de alguna extension G de
un grupo G. En particular, determinaremos una presentacién de un grupo que es

un producto semi-directo.

Proposicién 2.6. Sea G una extension de G por A. Entonces G tiene la

siguiente presentacion:
< Xg,Xa ; Rg,Ra,R > (2.24)

DEMOSTRACION. Sea D el grupo en (2.24). Como ig,)z;\ C é, para todo

x € Xg y todoy € X se define u:)?G U)?A—>(A3talque

mR) =%, (ReXe)  mU)=y, (eXa).
Consideremos las siguientes relaciones:

’F-V;l € RG7 gl o 'gn € RA7 ’inglw;’; S R7

entonces,

HUY) - 1wUn) =1 Yn=0W1) - @(yn) = @(y1---yn) = @(e) =,

wxy) - pX)prm) ) =X XV = vev =,

LR @) G () T = XX W = weywi ) =€

Por Proposicién 2.2, existe un homomorfismo p: D — G que extiende a L.

Sea T := (XA) < Im(@). La restriccién de p a T induce un homomorfismo
o T — Im(@) =~ A de modo que w(y) :=y, (y € Xa), claramente p; es un
isomorfismo ya que todas las relaciones R5 de A se encuentran en T, reemplazando
caday € Xa por J € Xa.

Por la presencia del conjunto de relaciones R en D sabemos que T<D, ademas
como I(T) < Im(g), luego, i induce un homomorfismo p, : D/T — G/Im(@) ~
G de modo que uy(TXx) := x, claramente py es un isomorfismo, ya que las rela-

ciones Rg de G se encuentran en D/T, reemplazando cada x por Tx.



86 2. PRESENTACIONES
Tenemos ahora el siguiente diagrama conmutativo:

D
Lt 53

e} — T D\T - fe)

D
J/ ea l B l s l o l eg
{e} A G G {e}

¢ P e

7T

Por Lema 1.4, 1 es un isomorfismo, es decir G ~ D. Por lo tanto G es presentado

como en (2.24). O

4.2. Producto Semi-Directo.

Corolario 2.4. Sean G y A grupos presentados de la siguiente manera:

G:<XG ; RG>aA:<XA ; RA>,

y sea «: G — Aut(A) un homomorfismo. Denotemos (x(x))(y) :==vxy € L(XA)
(x € Xg, Yy € Xa). Entonces el producto semi-directo A X G tiene la siguiente

presentacion

ANaG:< XG>XA ; Rg,RA,RG7A >7 (225>

donde Rg A = { Xyx vy 5 x€Xg, Yy € Xa }

DEMOSTRACION. Sea G := A x4 G, luego:

SeaA/::{ (a,e) ; aEA} Aﬁé,luegoé/A’:é/A:(A-G)/A:G/,
A

donde G’ := { (e,g) ; geG } ~ G. Asi obtenemos

Por lo tanto G es una extensién de G por A. Por Proposiciéon 2.6, G tiene la

siguiente presentacién

<XG>XA ; ﬁGaﬁA7R>'
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Con las siguientes biyecciones:
XA — Xa, tal que y—(y,e) =y, (2.26)
Xg — Xg, talque x+— (e,x) =X, (2.27)

donde X := { (y,e) ; yeXa } y Xg = { (e,x) ; yeXa } Se sigue
de (2.26) que la asignacién de Ra — Ra que envia Yi - UYm — Ui+ Um
(Y1 Ym € Ra, yi € Xa, 1=1,...,m) es una biyeccién, ya que

S=Y1-UYm = (Y, €) - (Ym, €) = (yr1x(e)(ys2) - - - x(e)(Ym), €) = (s,¢€).

—1
T

También la asignacién de Rg — Rg que envia 1 — Tv r € Rg es una bi-

1 —1

yeccién, pues si vl = (e, x1) - (e, xn)v;t = (e, x1- - xp )Vt € Rg existe
T = X;---Xn € Rg tal que r — Tvi'. Ademads, si T;v' = Tov,! entonces
T vt = (e, 12)vi! luego por (2.27), 11 = 15. Es claro que Wyy > Vyy es
una correspondencia biyectiva, por lo tanto la asignacién de R — Rg A tal que

XYx~'wiy — xyx~ vy es una biyeccién. Luego
é:<>~<GaiA ; ﬁGaﬁAaR>2<XG7XA ; Rg,Ra,Rg A >
Por lo tanto A X, G es presentado como en (2.25). O

Corolario 2.5. Sea G una extension de G por A. Si G y A son finitamente

presentados, entonces G también lo és.

DEMOSTRACION. Si G := < Xc ; Rg > y A= < Xa ; Ra >, por Pro-
posicion 2.6, la extension tiene la siguiente presentacion

~

G :< Xc,Xa ; Rg,Ra,R >a
y supongamos |Xgl,|Xal,|Rgl, |IRa| < 0o, entonces

)ig) :|X6’<OO, ‘XA‘ :’XA’<007

Ra|=Ral <00, [Ra|=IRal< o0, IRI=IXcIXal

Por lo tanto G es finitamente presentado. O]
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Ejemplo 2.9. Como se dijo en el Ejemplo 1.3, el grupo Diédrico D,, de

simetrias de un n-agono regular es producto semi-directo de los siguientes grupos

ciclicos:
Cn:<a : an>, con C2—<b ; b2>
Tenemos:
(e,b)(a,e)(e,b) ™ = (@uvla),b)(e,'(e),b)
= (a1,b)(e,b 1)
= (a'@p(e),bb )
= (ale
Luego,

1

bab=a! < abab=aa! & (ab)i=e,

por lo tanto D,, ~ < a,b ; a™, b? (ab)? >

Corolario 2.6. Sean G,H grupos con H < G tal que [G : H] < co. Si H es

finitamente presentado, entonces G también lo es.
DEMOSTRACION. Sea G/H := { Huy, Hu,, ..., Hu, } (n < o0), entonces
H wHu S wHu, b u Hu ! H < 00,
y ademds
[G :uiHui_l} =|G|/uiHu = |Gl/H = [G:H] < o0, (i=1,2,...,n).

Sea N := (", (uiHu; '), sin € N, entonces n € uHu ! paratodou € G,siu €
H C G entonces n € uHu™! = H, asi N < H, ademds [N| = |, (uiHui’l) | <
luiHu | = [H| = |G|/[G : H] < oo, por lo tanto [H|/IN| = [H,N] < co. Como H
es finitamente presentado, entonces N también los és, por Corolario 2.3. Ademas
por Proposicién 2.1 G/N es finitamente presentado. Por otra parte G:= G es

una extensién de K := G/N por L := N, ya que
N~L, G/N=~K,

luego por Corolarios 2.4 y 2.5, G = G es finitamente presentado. O



Capitulo 3

Presentaciones de Grupos

1. Grupo Simétrico (S,)

En lo que sigue S, denota el grupo simétrico de n simbolos, es decir S,, es el

conjunto Biy{l,2,...,n} con la operacién compuesta de funciones.

1.1. Generadores.

Definiciéon 3.1. Sea n > 2. Para todo i = 1,2,...,n — 1 se define s; :=
(114 1) la transposicion que cambia la posicion 1 con i+ 1. Anotaremos el
conjunto de transposiciones s; por X,. De igual modo definimos z; := (1 1) la
transposicion que cambia la posicion 1 con i para todoi=1,2,...n. El conjunto

de transposiciones zi lo anotaremos por L .
Nétese que s; ' =si, ;' =2 y que s, = 2,.
Proposicion 3.1. El conjunto de transposiciones X, genera a S, (n > 2).
DEMOSTRACION. Sabemos que todo s € S, es un producto de ciclos, es decir:
s=(x1 %2 -+~ Xq) = (x1 x2)(x2 x3) - - (qul Xq)-
Por lo tanto, el conjunto in es un conjunto generador de S,,, donde
>~<n::{ (rt) ; 1<rt<n }
Es claro que para todo r,t € {1,2,...,n} se tiene lo siguiente
(Tt) =84Sy 18r42° "~ St—35t—25¢—15t—25¢-3 " * * Sy425r4+157-

Luego, se sigue que X,, es un conjunto generador de S, . ([

Proposicion 3.2. El conjunto de transposiciones Z,, genera a S, (n > 2).

89
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DEMOSTRACION. Ocuparemos induccién sobre n. Si n = 2 el caso es trivial.
Supongamos valida la proposicién para n — 1 > 2. Luego, todo z’ € S,_; se
escribe como zi,zi, - - -zi,, con ij € {2,3,...,n — 1}, para todo j = 1,2,...,m.
Sea s € S, tal que s(n) = m para algin m € {1,...,n}, y sea z := z,znS,
es claro que z(n) = n, por lo tanto z € S, ;. Entonces z = z;,z;, - - -z;, con

t

i, €1{2,3,...,n—1}, paratodoj=1,2,...,t, asi
ZiyZiy " Zi, = ZnZmS & S = ZmZnZi,Zi, ' Ziy,
Por lo tanto Z,, genera a S,,. O

Proposicién 3.3. El conjunto formado por s; := (12) ys:= (12 --- n)
genera a Sy, para todo n € N\{0, 1}.

DEMOSTRACION. Basta probar que s; (i > 1) se escribe como un producto de
los elementos s, s;. Demostraremos que para todo i > 1, se tiene si; = s's;s .
Usaremos induccion sobre 1.

Para 1 =1 es claro que
so=023)=(1---n)12)m---1)=(1---n)(12)(L---n) ' =ss;5 "
Supongamos que s; = s*'s;s~ "1, Conjugando por s obtenemos

Sit+1 = (1+11+2)7
= ssis L,
— ggilg s itlg!
= sisysh
Por lo tanto {s, s;} genera a S,,. O

1.2. Presentacién de Coxeter.
En esta subseccién estudiaremos una presentacién de S, que tenga como
generadores el conjunto de transposiciones X, las cuales particularmenre son

reflexiones, ésta sera llamada presentacién de Coxeter de S,,.
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Definicién 3.2. Sean Y, = { Ty, Tay o, Tnot } un conjunto de simbolos y

RL.R2 R2 definidos como sigue:

1

R? 3:{ (TiTip1)® 5 1<i<n—2 }a (3.1)

R;::{ﬁ 1<ig<n—1 }

R3 ::{ [ti, 5] 5 1<i,j<n—1,[i—-j>2 }v

donde como es usual [Ty, 7T;] denota el conjunto conmutador de Ty con Tj.

Sean Gy, y H grupos, dados por las siguientes presentaciones:
Gn = < Y. ; Rn > y H= < Yo\ {Tn—1} > < Go, (3.2)
donde R, :=RL URZ URS. Ademds, se define la sucesion {8:}1; mediante:
dg:=ce, 01 = Tn1Th2 - Tni (1=12,...,n—1) (3.3)
y definimos el subconjunto A = { hé; ; heH,i=0,1,....n—1 } C Gn.
Lema 3.1. AT;—Ll CA, para todoj=1,2,..., n—1.

DEMOSTRACION. Consideremos el producto (hd;)t; (hé; € A, 13 € Yy).
Tenemos seis casos:
Caso 1: Sii=0yj<n-—1, entonces hd;T; = hdgTj = heg,Tj; = h1y € H ya que
j<n—1, pero H=He=H}, C A, luego hd;T; € A.
Caso 2: Sii=0yj=mn-—1, entonces hd;T; = hth_; = hd; € Hd; C A.

Caso 3: Sii>0yj>n-—i, entonces

hoity = h(Tn_1-- T T 1To1 - Tnoi)Tj,
= th—l . 'T]'+1(Tj’fj_1’fj )Tj—l c++Th—i, poOr Ri,
= th,1 . 'Tj+1(Tj,1TjTj,1)Tj,1 coTpn—i, poOr R%L y R;,
= (thfl)Tnfl ©Tn—i, PoOr Ri,

= (thfl)éi € Ho; C A.
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Caso 4: Sii>0yj=n-—1, entonces

hé{fj = th,1 . 'T2

n—i’
— 1
— thfl ©rTh—it1, DPOr Rn7

= hd; ; € Hd; 1 CA.

Caso 5: Sii>0yj=n—1i—1, entonces
hoiTj = T+ TniTn—(it1) = Ndif1 € HO141 C AL
Caso 6: Sii>0yj<mn—1i—1, entonces por relaciones en R? tenemos:
hoiTj = hTp 1+ Thi41Tn—iTj = NTjTn_1 - Tn—i = hT1;8; € Hd; C A.

Esto prueba que ho;t; € A para todo h € H, todoi1 =0,1,...,n— 1y todo

j=1,2,...,m—1, es decir, At; C A, luego por relaciones en Rl se tiene lo
siguiente:

AT =AT;CA (j=1,2,...,n—1), (3.4)
lo cual concluye la demostracién. O

Corolario 3.1. G,, = A.

DEMOSTRACION. Por definicién, es claro que A C G,. Dado T € G, proba-
remos por induccién sobre £(t) que G, C A.

Si €(7) =1 entonces T € Yo, U Y, L. Por (3.4), AT C A.

Supongamos £(t) =m > lconT:=T;, --- Ty, (Ty; € Yn UY:hj=1,...,m),
y A(Ty, -+ Ti,,,) € A, luego, para todo t € A(Ty, ---Ti,,_,), t := hd; para algin
1i=1,2,...,n—1. Perot;,_ €Yy, U Y !, entonces por Lema 3.1, tt; = hd;iT;,. €
A, es decir AT C A para todo T € G, \(Yn U Y. 1). Comoe € H, edy=e €A,
entonces T = et € ATt C A para todo T € G,. Asi, G,, C A, por lo tanto

Gn =A. O

Notese que A = H - { 5 ; 1<ig<n—1 } por definicién, es decir el grupo
Gn es producto de elementos en H y en la sucesién dada por (3.3). Esto prueba

que |G| =nJH].
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Proposicion 3.4. S, tiene la siguiente presentacion (n = 2).

< $1,82, .-, Sn—1 5 (s1)% (si8i41)%, [Si,SjL i—ijl>2 > (3.5)

Esta presentacion de S, es conocida como la Presentacion de Coxeter de S,,.

DEMOSTRACION. Sea e = (1). Por Proposicién 3.1, X,, genera a S,,, adem4s,

es claro que en X,, son validas las siguientes relaciones:

(sisip1)’ =e, (I<i<n—2), (3.6)
sisj = 8581, (I1<i,j<n—1, i—jl>2).

Sea @ : Y, — Sy, tal que @(T;) := sy paratodoi € {1,2,...,n— 1}. Por (3.1),
(3.6) y Proposicion 2.2, existe un homomorfismo @ : G, — S,,. Es claro que @ es
un epimorfismo, pues, dado s € S, existe t € N de modo que s := sy, Sy, - - - 81, con
i €{1,2,...,n—1}, para todo j = 1,2,...,t. Luego, existe Ty, Ti, - - T, € Gn

tal que
(B(Tilrtig T 'Tit) = (P(Til)(p(Tiz) Tt (p(Tit) - 81181'.2 e Sit =S.

Como @ es un epimorfismo, |G| > |S,| = n!. Ahora probaremos por induccién
sobre n que |G| < nl.

Sin =1, entonces G,, ={e} de orden 1 < 1!.

Supongamos que n > 2 y |Gh_q1] < (n—1). Sea P : Y1 — Gn tal que
UP(T;) = Ty, por Proposicién 2.2, existe un homomorfismo 1T) :Gh1 — G, que

extiende a 1, es claro ademas que Im(\{) = H. Luego, por Corolario 3.1 se tiene:
Gl =Hn =G 1mn < (n—1)In=nl,

asi @ es un isomorfismo.
Tomando T; := s; para todo i = 1,2,...,n — 1 obtenemos la presentacién

dada en (3.5). 0

Corolario 3.2. Sea s:=s7---sn,_1 (n € N\{0,1}), entonces s™ = e.
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DEMOSTRACION. Para n = 2, entonces s = s;, luego s> = s? = e. Suponga-

mos valido el Corolario paran — 1, esto es s™ ! = (s1---s,_9)" ' =e.

Ocupando las relaciones en (3.5) se tiene lo siguiente:

st o= (s1---8n1)",
= (s1-  Sn—1)(s1---sn1)(s1---sn1)" 2
= (s1---Sn—2)sn_1(s1- - Sn_3)Sn_aSn_1(s1---sn_1)" 2,
= (s - sn2)(s1 - Sn_3)(Sn_1Sn—25n—1)(s1 " Sn—l)nfz,
—2

(
S1--Sn—2)(S1-* Sn—35n—2)(Sn—15n—2)(s1- - Sn_1)""7,
2

n—3

S1+Sn—2)7(S1" " Sn—45n—35n—2)Sn—15n—25n—3(S1 - Sn_1) )

( )
( )
( )
( )
( )
( )
— (s1---5n o)
( )
( )
( )
( )
( )
( )

= (s1--Sn—2)*(sn—18n—2)(s1---sn1)" %

(Sn—1Sn—2)(s1- - Sn_1)(s1--Spn_1)™7%,
= (s1- Sn—2)*(Sn—15n—2) (81" Sn—4)Sn—3Sn—2Sn—1(81 - - Sn—1)" %,
= (s1---sn—2)?(s1- - Sn—a)Sn—1(Sn—25n—3Sn—2)Sn—1(S1 - Sn_1)""?,
= (1 sn2)’(s1---Sn-a)(Sn 180 3)Sn2(Sn38n1)(81- - sn1)""7,
= (s1---Sn—2)?(s1- - Sn—4)Sn—3(Sn_15n—25n—1)Sn—3(s1 - -sSn_1)" %,

(

(

)n—3

S1-+Sn—2)°(Sn—1Sn—2Sn—3)(S1 - Sn—1

)

Esto prueba que s™ =e. O
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1.3. Otras Presentaciones de S,,.

Por Proposicién 3.3 sabemos que el conjunto formado por s; y s =s1---s,_1
también es un sistema de generadores para S, los cuales inducen otra presenta-
cién de S,,. En teoria, del mismo modo que en el Ejemplo 2.3, mediante trans-
formaciones de Tietze (por bloques) podemos encontrar una presentaciéon de Sy,

con generadores s; y s. Mas precisamente se tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 3.5. S, tiene la siguiente presentacion.

31(31, 3)27 (31(31, S)Si+1(sl7 S))gv (Si(sh S)Sj (317 S))2
$1,8 1 . A ) (37>
S '8152(81,8) - sn_1(s1,8), [i—jl =2
donde si(s1,s) denota la permutacion s; escrita en término de los generadores sq

ys para todoi=1,...,n—1.

DEMOSTRACION. Pongamos t; := si(s;,s) para cada i. Nétese que s; = t;.
En la siguiente tabla probaremos que (3.5) es equivalente a (3.7) aplicando la

siguiente compuesta de transformaciones de Tietze:

Téf) o TI(() o TI(QH o TI(() o TI(QH o Téﬂ o TC(;H.

Sno | st S2,...,Sno1 s? (sisit1)® (sisy)?
n
TS | st soyeosnot s |82 (sisipn)? (sis5)?  s=s1---Sn
T}(;“) S1 S2,...58n-1 S| ST (sisit1)® (sisj)? s=s1---Spo1 Si=1
+
To st sopsnor s |s? (sisie)? (si8)2 s=s1-snq si=t
2 (titi)? (ty)?
T}(Q_) S1 S2,...,8h1—-1 S S=81"""Sn—1 si =t
2 (titipr)® (tity)?
Ty N 4
R S1 S2,...,8Sn—-1 S S=298; Sn—1 si=1
2 (titie1)?® (tiy)? s=site--tng
T}(Q_) S §$2,...,8n—1 S si = ti
2 o+, 3 12 e —
ts (titig1) (tlt]) S=81ta---th1
Té:) S1 S
2 (titie1)® (tiy)? s=sitertng

Por lo tanto Sy es también presentado como en (3.7). O
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Notese que la proposicion anterior demuestra tnicamente que S, tiene una
presentacion con generadores s y s1, no necesariamente con el sistema de relacio-

nes reducido.

Proposicién 3.6. S,, tiene la siguiente presentacion:

s [sy, s, [§9 %, 8,17, (s18)™
si,8 5 ' [ 5 (1) : (3.8)

sY=3l>22, 1<i,j<n—1

DEMOSTRACION. Para demostrar la proposicién utilicemos el Corolario 3.2 y

transformaciones de Tietze de manera informal. Por (3.7) se tiene que:

t27 (tt )37 (tt)z
Shn~{ si,8 ; b 'l J . : (3.9)
sty oty H—jl>2

Utilizando la Proposicién 3.3 sabemos que para todo i =2,3,...,n— 1 se tiene
t; ;= st" s s ! luego obtenemos lo siguiente:
t7 = (s" sy s )2 = st sls T (3.10)
sty tnoy = sTlsy(ssysT ) (%5157 %)(s%sys7%) - (sM sy s MR,

= s !s;55;55185; ---8518%° ™,

= s7'(s18)(s18)(s18)(s18) -+ (s18)s™ ™,

— s l(sys)"ls L

(3.11)
(titiv1)® = (s" 'syssys71)%,
= st ls;ssy5 tst sy ss s st s s8y57H,
= s ls;85;5 1518515 ts 8857 L, (3.12)

= st !(syss157 ) (5188157 ) (518895 H)s T,

— Si—l(slssls—1)3s—i+1’
Noétese que las relaciones en (3.10), (3.11) y (3.12) son respectivamente equiva-

lentes en (3.13), (3.14) y (3.15) de la siguiente manera:

i-1.2 —i+l _

s sTs e & si=slstl=¢ (3.13)

e o (sis)Vl=ss"l=s"=p¢, (3.14)
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st l(syissisT)3sTi  =e & (syssys71 )i =slTistl=e

(3.15)
& [s,s]>=e
Ademas,
(titj)? = (stlsystsys7H)2,
e e et a1
= S s187ts s T s g sl sy s, (3.16)

_ o eitle e (e—jtlei—1 e o—j+1
= s'is ) s (s st ) s ) s s

_ eile e el e ej—ie. e—j+1
= s 818 syst s s) s s,

luego, por (3.16) se tiene que

st s sl ts st g silg st = e
s18 tsyst s silgy = slTigiTd
518 tsyst s silgy = §
sisst s st = g sy
S (sy8V Isy )1t = (535t Tsy) !
S (s18V Isy )1 (55t Isy) = e
(s (s18'7s1))? = e
(sj’isl(sj’i)’lsfl)z = e
[$H, 31}2 = e

Por tdltimo debemos agregar la relacion s™ = e del Corolario 3.2 , ya que esta fue
utilizada para determinar las relaciones anteriores.

Reemplazando en (3.9) se obtiene la presentacién en (3.8) para Sy,. O

1.4. Subgrupo Alternador (A,).

En lo que sigue, A, denota el subgrupo de permutaciones pares de S,,, también
conocido como grupo alternador.

Mediante el método de Reidemeister-Schreier generalizaremos el Ejemplo 2.7
para calcular una presentacion del subgrupo A,,. Para esto utilicemos la presen-
tacion de Coxeter de S, determinada en la Proposicién 3.4.

Tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.2. A,, tiene la siguiente presentacion.

3 2
Y, i, (Yivie)
<yl""’yk‘l’ykﬂw-,yn_l ; o ) > (3.17)
(Yiy;)°, k=il i—=jl > 2

DEMOSTRACION. Sabemos que para todo s, € X, con 1 < k < n—1,
Sk € An, luego Ansk # An = Ane. Como [Sn : Anl = S /ALl = 2, entonces
Uy = { e, Sk} es un transversal de Schreier de A,, en S, que denotaremos
simplemente U. Observemos que A, sy = A,Si v Ansksi = A para todos k, 1 =
1,2,...,n— 1. Ahora debemos explicitar el conjunto de generadores Yo, de A,

que denotaremos simplemente Y, el cual es definido como sigue:
YnIZ{ ux[ux]™" ; uel, xe Xy, uxg U }
Para esto fijemos 1 < k < — 1 y notemos que
1

esiles;]” :sisgl, SkSilsksi] ™! = sksie = s¢si, i=1,...,n—1)

lo que nos permite construir la siguiente tabla:

UxXq!| s; So S3 R R Sn_1
e S1S T SaS ' 838t v € +r Sy 1S
Sk Sk S1 Sk S2 SkS3 - e - SkSn—1

Por lo tanto se tiene Y, (k) := Y; U Y; el que seguimos anotando Y,,, donde

Y, :Z{ yii=sist 5 i=1,....,k—1Lk+1,...,n—1 }’

Y2::{ zii=sksy ; i=1....k—1Lk+1,...n—1 }

Para continuar calculemos el conjunto de relaciones R compuesto por los elemen-

1

tos conjugados uru— " con u € U y r € R,;, mediante la siguiente tabla:

Uy R, S (sisi41)° (sisj)?

o | et

(Sisi+1)3 (Sisj)2

sk | sesPs! osil(sisivn)ds! osk(sisy)?sy

(< S
1
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Luego, el conjunto de relaciones viene dado por ﬁ(k) = U?zl RY el que seguiremos

anotando R, donde R, R2 y R3 son definidos en (3.1) y
R} ;:{ sksist ; ii=1,...,n—1 },
R?\ = { Sk(sisj)%[l ) la) = ]-7' s 1a |1_]| 22 } )
REL = { Sk(SiSH_l)sSEl c1=1,...,n—2 } .
Como y; = sisgl V zi = SxSi, Se tiene entonces:
s; = (yis) (sy 'z1) = yizi, (Sisj)2 = ((Uisk)(sillj))z = (UiZj)za
(sisi41)% = ((Yisi) (s 'zi41))® = (Yizi1)?,
sisisit = (sksi)(sisy ') = ziys,
2.1 _ _ —1 -1 _ 2
Sk (518§)°s = Sk5i8j515Sk = SkSiSj(Sy Sk)sisis, = (ziY;)7,
3e—1 _ —1 —1 —1 _ 3
Sk(siSi41) S = SkSiSi+1(Sk Sk)SiSi+1(Sk Sk)sisi+13k = (Ziyi+1) .
Asi, el conjunto de relaciones en Y;, es definido como ﬁ(Yn) = U?Zl R;, donde
Ry ::{ Yizi ; izl,...,n—l },
R2 = { (yilj)z ; l,] = 1,...,TL—1 |l—)| > 2 },
R3::{ (Yizip)? 5 i=1,...,n—2, }a R4::{ ziyy ; i=1,....,.n—1 }=
R5:{(Zly])2 ) 17]:1aan_17|1_)|>2}7

Rg 3:{ (ziyi1)® ; i=1,...,n—2 }
Nétese que yizi = (sksy ') (sksk) = esi = s2, por esto se tiene si € R, ademds,
por relaciones en R; sabemos que z; = y; ! paratodoi=1,...,n—1. Por lo tanto

R; = Ry = {e} y basta tomar Y, = Y;. Reemplazando z; por y; L obtenemos:
Ro={ (yw;)? 5 ij=l...n—1fi—jl>2},
R3:{ (yiy;fl)?) ci=1,...,n—2, },

Ro={ (y'y)? 5 Lj=l..n—Lli-jl>2},
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RGZ{ (yi'yid)® 5 i=1,...,mn—2 }

pero Rg se obtiene a partir de R3, ya que

(yiyih)? = e
1 1 1
YiYi1YiYiYiYir = €
e = VYirYi 'YirV; Yiay;
e = ym(y{lym)nyl
Yi = Yir1 (Y 'Yis1)?
yi(yflym) = yi+1(y§1yi+1)3
Yoy 'yie) = (Wi'yia)?
e = (y{lym)s,
y Rs se obtiene a partir de Ry, pues
(yiy;1)? = e
Yy iy = e
e = yi(yiyy!

Yilyi'yy) = yjlyity;)?
y; iy yy) = (yityy)?
e = (y;'y;)*

Asi, obtenemos que R = Ry U R3 y en consecuencia la siguiente presentacion:

An=(Yi i RyRy ).

Por 1ultimo notemos que Yy = sksgl = e, reemplazando k por i en Ry y R3

respectivamente, tenemos

(yxy; 1)* = e (Yry,)® = e
(Y1) = e (Yl)? = e
e = (yy)™? e = (Yp)?
e = (y;)% e = (Yyxr)?,

paratodoj=1,...,.k—2,k+2,...,n—1.

Por lo tanto Ay es presentado como en (3.17). O
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2. Grupo de Heisenberg (H,)

En lo que sigue, K denota el cuerpo finito F,,, donde p es un nimero primo.

El grupo de Heisenberg H,, < U, (n > 3) sobre K se define como sigue:

1 a b
H, = 0 Ino ¢ ; a€Min oK), beK, ceMni(K) o,
0 0 1

donde “0” denota la matriz nula en su respectiva dimension.
Nétese que Hy ={1} y Hy ~ K.

Anotemos cada h € H,, como [a, b, c], donde

1 a b
h=| 0 I,o ¢ |. (3.18)
0 0 1

Luego, dados hy, hy € H,,, donde
hy == [a;,by,cil,  hyi=lay, by, ol

el producto hihy en Hy, corresponde a: [a; + as, by + by + aica, ¢ + ¢o]. En efec-

to,
hihy = lai, by, ci] - [ag, by, cal,
1 a b1 1 a2 by 1 a;+as by+by+ajce
- 0 Infz C1 0 Infg Co - 0 Infz C1 + C2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

= [a1 + Qo, b1 + b2 + a;Co,Cq1 + Cg] .

Note ademas que:
la,b,c] ! =[—a,ac —b, —c], [a,b,c] = [a,0,0][0,b,cl.
2.1. Descomposicién en Producto Semi-Directo.

Consideremos los siguientes conjuntos A y B de Hy,:

A::{[a,o,()] : aeK“*z}, BI:{[O,b,C] : beK,cteK“”}.
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Es claro que A y B son subgrupos de H,,, ya que

[a17070] [a27070]_1 - [al - a27070] S A

[0, b1, ¢4][0, by, col ' = [0,b; — ba,c1 —co €B.
Lema 3.3. H,, =B x A.

DEMOSTRACION. Nétese que [a,b,c] = [0,b,c][a,0,0] y ademds [a,0,0] =
[0, b, c] implica que a =b = ¢ =0, por lo tanto H,, = ABy ANB = {I,,}. Basta
probar que B < H,,. Sean g € B y h € H definidos como sigue

g = [07 927 93]7 h = [h17 h27 h3]7

entonces,
hgh™' = [hy, hy, h3l[0, go, g3l[—hy, hihs — hy, —hs),
= [hy,hy + g2 + hygs, hg + gsl[—hy, hyhs — hy, —hsl,
= [O, 92+h193,93—hg] € B.
Por lo tanto H,, = B x A. O

Lema 3.4. Para todo n € N\{0, 1, 2}

1A~ (K, 4+)"2,
2. B~ (K,+)™ 1,
3. Hp o~ K1 K2,

DEMOSTRACION.

1. Sea « : A — K™ 2 que envia [a,0,0] — a. Es claro que « es una funcién

biyectiva. Asi, basta probar que & es un homomorfismo:
(X([alu 07 0] [(12, 07 O]) = 0(([(11 + as, 07 0]) = + a,

por lo tanto o es un isomorfismo. Luego A ~ K™ 2,
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2. Sea 3 : B — K™ ! que envia [0,b,c] — (c,b). Nétese que
[0,b1,¢1][0,bg,c] & Dbi=by, c1=cy < (c1,b1) = (co,ba),
ademds, dado x := (X1 ...,%Xn_1) € K™ ! se tiene
B0, Xn—1, (X1, -, Xn-2)]) = (X1, -, Xn—2,Xn_1) =X.

Por lo tanto 3 es bien definida y biyectiva, probemos ahora que es un

homomorfismo
B([0, by + ba,c1 +cal) = (c1 +ca, by + ba) = (c1,b1) + (ca, ba).

Esto prueba que B ~ K™ ! ya que B es un isomorfismo.

3. Por (1) y (2) obtenemos que Hp = A x B ~ K™"2 x K1,

O

Como K es un cuerpo finito, conocemos su presentacién como grupo ciclico
(K, +), luego mediante la descomposicién anterior (Lema 3.4.3.) podemos calcular

una presentacién de H,, utilizando los Corolarios 2.2 y 2.4.

2.2. Presentacion de H;.

Por Lema 3.4 tenemos que Hs ~ K2 x K, donde K = Fp = < c ; cP > para

algiin p primo, por Proposicién 2.3 obtenemos
K? =< a,b ; aP,b? [a,b] >

Como A ~ K ~ Z,, podemos escribir los generadores a, b, ¢ como sigue

1 01 1 00 110
a=|o0o10]}], b=l o011 |, c=]1010
00 1 00 1 00 1
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Ya que K2 < Hj consideremos los siguiente conjugados

1 1 0 1 0 1 1 -1 0 1 10
cacl=1]0 1 0 010 01 0]|l=|o010]=aq,
0 0 1 0 0 1 0O 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 1 -1 0 1 0 1
cbect=1010 01 1 0 1 0]=]011][|=ab.
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Luego, por Corolario 2.4 se tiene la siguiente presentacion
Hj :< a,b,c ; aP,b? . c?, [a,bl,lc, al,lc,bla™? > (3.19)

Observacién 3.1. Si K es ahora el anillo Z, las relaciones aP, bP, cP no apa-
recen y obtenemos la presentaciéon encontrada en el Ejemplo 2.6 calculada de

forma directa.

2.3. Caso General.

Sea K = F, presentado como antes, por Corolario 2.2 podemos ver que Kty

K™2 son presentados de la siguiente manera:

n—2 __ . o) 1<ign—2
K = < Ci 5 €, [Cjack]v I<j<ksn—2 >’
-~ ) P _ 1<ig<n—2 ~
= < a 5 ay, [a],ak], 1<k<n—2 / — A,
n—1 __ . P 1<ign—1
K = < ci ; cp, e e, 1<j<k<n—1 >’

~ . P ) 1<ig<n—1 ~
— < b1 ) biv [bJabk]v 1<j\<E<n—1 ~ B.

Como K ~ Z,,, escribimos los generadores aj, bj como sigue

1 13 0 1 0 0 1 0 1
ai=10 Inz 0|, bj=1 0 Ino & [, bna=1]0 Ino 0 |,
0 0 1 0 0 1 0 0 1

donde i,j =1,...,n—2, 1;, 1 € K™ tal que

(i—1)—veces (n—1—i)—veces (j—1)—veces (n—2—j)—veces
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Consideremos los conjugados

1 1; 0 1 0 0 1 —1; O 1 0 1i15
abja;'=| 0 L, 0 0 Ino I 0 Ino 0 |=|0 Lo 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
, 0 ; i#j
Noétese que 1;1; = ~", por lo tanto
7 1=)
1 0 0 1 0 1
—1 —1
(libj a; = 0 In-2 1j - b)7 aibiai — 0 In_o 1 = bnflbi.
0 0 1 0 0 1
Ademas
1 1; 0 1 0 1 1 —1; O 1 0 1L
aibja;'=|[ 0 ., 0 0 Ino O 0 Ino 0 |=] 0 Lio 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Asi, obtenemos las siguientes relaciones
1yl —13,—173,—1 11
(libj a; b. ' = e, aibiai bi bnfl =e, aibnflai bn,1 = e.

)

Definamos los conjuntos X, R, S como a continuacién

._ 4. 1<ign—2
X:= { ai, by ; 1<jen—1 },
. P . . 1<ig<n—2 P . . 1<ig<n—1
R '_{ af, laj, axl 1<j<k<n—2 Uy bt [y, bid 1<j<k<n—1 [

. — 1<i,jsn—2, (j#k
Si={ laubbyy. fay b 5 SR04 ]
Luego, por Corolario 2.4, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5. H, :< X ; RS >



106 3. PRESENTACIONES DE GRUPOS

3. Grupo Unipotente (U,,)

Sea U,, el grupo de matrices triangulares superiores con coeficientes en K,

denominado grupo Unipotente, este es definido de la siguiente manera:

un2 (ai) (bj)
ai), (b;) € Min_9)x1 (K
W, . . ; (ai), (b;) (n—2)x1(K) |
0 0 1 Un—2 € un—2> bn—l e K

donde “07 representa la matriz nula en su respectiva dimensién. Notese que

U, =H,, (m=1,2,3), ademss si |K| = q, entonces [U,| = qn™—1/2.

Consideremos A, B C U,, definidos como sigue:

Un2 (ai) 0
A = 0 1 0 l€eU, ; up2€Uy o, a,€K
0 0 1
In2 0 (by)
y B:= 0 1 bag €U, ; bjyby €K
0 0 1

3.1. Descomposicion en Producto Semi-Directo.
Lema 3.6. U, :=B x A.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que A, B < U,. Sean ¢, gs € A defi-

nidos como sigue

Un—2 (al) 0 Vn—2 (Cl) 0
g1 = 0 1 0|, ga:= o 1 o [,
0 0 1 0 0 1

donde un_9,vn_2 € Un o, ai,ci € K. Y sean g3, g4 € B de la siguiente forma

In_g 0 (bJ) In—2 0 (d])
gs = 0 1 bag |, ga:= 0 1 dna
0 0 1 0o 0 1
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Ademas notemos que

V;‘_ig —V;ig(ci) 0 Iho O _(d])
-1, —1.
g, = 0 1 o, g;t= 0 1 —dn.
0 0 1 0 0 1

Lueg07 9192_17 g3, 94_1 S uﬂ ya que

Un—2Vyily —Un_2v; s(ci)+(ai) 0
—1
gigs = 0 1 o |,
0 0 1

Ino 0 (bj—dj)
Y oog39 =] 0 1 bui—dua
0 0 1
Por lo tanto A, B < U,,. Probemos que B < U,,, sean u € U,, y g € B tales que

Un—2 (ai) (b;) In.o 0 (dj)
ui= 0 1 bn, g=| 0o 1 dw: |,
0 0 1 0 0 1

donde un_» € Uy _9, bj, dj, b1, dn—1 € K. Entonces

Un—2 (ai) un72(d]') + (ai)dnfl + (bj)
ug = 0 1 bn_1 ) y

u - 0 1 _bnfl )
0 0 1

como u, 'y ((ay)bn 1 —* (bj)) € Mn—2)x1(K) entonces

T2 O u;ig(ai)bnfl _ur:£2(bj)

0 O 1

Por lo tanto B < U,,. Dados (ai), (bj) € Mn_2)x1(K) y b1 € K

Un—2 (ai) (bj) In.2 0 (by) Un2 (ai) O
0 1 bn_1 = 0 1 bn_1 0 1 0 ,
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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luego U, = B-A. Por tltimo nétese que ANB = () ya que, si u € ANB, entonces

Ii2 O (bj ) Un2 (ai) 0
0 1 bno1 =u= 0 1 0 ,
0 0 1 0 0 1

luego un_9 =1In 9, (a;) =0, (bj) =0, an—1 =0, por lo tanto u = I,,. Asi hemos

probado que U,, =B x A. O

Lema 3.7. Para todo n € N\{0, 1}
1. A~U,_1.
2. B~ (K1 4).
3. Uy 2K x U, .

DEMOSTRACION.

1. Sea «: B — U,,_; definida por:

Un—2 (ai) 0 ( )
o 0 1 0 = ( o M ) €Uy,
1

0 1
0 0
donde Un—2 € unf2 y (ai) € M(n—2)><1- Sean Un—2,Vn_2 € unf2 y

(ai), (ci) € Mm_2)x1 tal que un_9 = vy y a; = ¢; para todo i =

1,...,m— 2, entonces
Un2 (ai) 0 Vo2 (ci) O
g = 0 1 0 = 0 1 0 | = go, (3.20)
0 0 1 0 0 1
Un—2 (ai) Vn—2 (Ci)
(91) ( 0 ) 0 ) ) (g2) ( )

Se ve claramente que (3.20) es equivalente con (3.21), Por lo tanto o es
bien definida e inyectiva, ya que solo depende de los elementos defini-
dos anteriormente, por lo mismo « es epiyectiva. Probemos que « es un

homomorfismo

Un—2Vn—2 Un_2(ci)+ (ay) Un—2 (ai) Vno2 (ci)
“(9192) B 0 1 - 0 1 0 1
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Luego « es un isomorfismo. Asi A ~ U,, .

2. Sea 3 : K" ! — B tal que, para todo (by,...,bn_1)t € K" ! se define

by In.oa 0 (bj) by
(o8 = 0 1 bp |, con (bj) =
bn-1 0 0 1 bn_2
Como la definicién de 3 depende tnicamente de b; (j =1,...,n—1), por

el mismo argumento anterior 3 es bien definida y biyectiva. Probemos que

B es un homomorfismo:

by +di Inooa 0  (bj+d;)
B : = 0 1 bpi+dn |,
bno1+dn1 0 0 1
Ino 0 (b;) Lo 0 (dj)
= 0 1 bn, 0 1 dn
0 0 1 0 0 1

Por lo tanto  es un isomorfismo. Asi B ~ K™ 1,

3. Por Lema 3.6, (1) y (2) se tiene que U, =B x A ~ K™t x U,_;.
O
Observacién 3.2. Note que, por Lema 3.7.3, podemos obtener una descom-

posicion generalizada de U,, de la siguiente manera:

u, -~ Kn—t Nun,l,

K1 s (K2 % -+ x (K? % Ug))),
K1 s (K2 % (--- % (K3 % Hy))), (3:22)
KL s (K2 % (- % (K3 % (K2 x Hy)))),

~ K (K25 (-0 @ (K3 % (K2 %0 K)))).

Asi, mediante el método para calcular presentaciones de un producto semi-directo
(Corolario 2.4), podemos calcular una presentaciéon de U,, conociendo la presen-
tacion de Uz = Hs. Mas ain, como Hs ~ K basta conocer la presentacion de

(K, +) la cual en nuestro caso (finito) es sencilla.
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3.2. Presentacion de Uy y Us.

A modo de ejemplo estudiaremos los casos n = 4,5 para luego determinar, el
Teorema 3.9, una presentacion de U, para todo n € N\{0,1}. Los casos n =
4,5 seran de utilidad para demostrar el Teorema 3.9, el cual se demuestra por
induccion sobre n.

Por Lema 3.7.3., Uy ~ K3 x Us, también sabemos que Us es presentado como

en (3.19) y por Corolario 2.2, K? tiene la presentaciéon que sigue:
K? ~ < XY,z 5 xPyP 2P Iyl Ix, 2 [y, 2 >

Digamos R := { xP,yP, 2P, [x,yl, [x, 2], [y, z] } Como K = F, ~ Z, podemos

considerar los generadores de K* y Uz de forma matricial

1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0

01 0 0 01 01 01 00
X: s y: s Z: s

0 0 10 0 010 00 11

0 0 01 0 0 01 0 0 01

1100 1 010 10 00

01 00 01 00 0 1.1 0
a= , b= , C=

0 010 0 01 0 0 01 0

0 0 01 0 0 01 0 0 01

Nétar que al conjugar cada uno de los elementos x, Yy, z por cada a, b, c obtenemos
las siguientes relaciones

-1 _ 1 -1 _

axa ! =x, aya ! =xy, aza ! =z,
bxb~! =x, byb~! =y, bzb~! = xz, (3.23)
exe !t =x, cyc ! =y, cze !t =yz.

Denotemos por S el conjunto de elementos en (3.23). Luego, usando Corolario

2.4, el grupo Uy tiene la siguiente presentacion:
Uy ~ < a,b,c,x,y,z ; aP,b? cP [a,bl,[c,al,lc,blaR,S > (3.24)

Digamos V := { aP,b?, c?, [a,bl,[c,al,lc,bla" R, S }
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Como Us ~ K* x Uy, podemos encontrar una presentacién de Us ocupando

(3.24). Para esto consideremos cada v; (i=1,...,6) como una matriz de 5 x 5
1 1.0 0 0 1 01 0 O 1 0 0 0 O
01 0 0 O 01 0 0 O 01 1 0 O

Vv = 001 0 0|, Vo= 001 0 0|, v3= 0O 01 o0 0],
00 0 1 0 00 0 1 0 0 0 01O
00 0 0 1 00 0 01 0O 0 0 0 1
1 0 01 0 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
01 0 0 O 01 0 1 0 01 0 0 O
vy = 0010 0], vs= 001 0 0|, vg= 0 01 1 0
00 0 1 0 00 0 1 0 0 0 01O
00 0 0 1 00 0 01 0O 0 0 0 1

Nuevamente por Corolario 2.2, se sigue que K* es presentado como sigue:

kY, kY kP K [k, ko], [ki, ksl,
K4 = <k17k’27k’37k4 ; ' ? ’ ! b b )

(Ko, ksl, [k1, Kal, [Ko, Kal, [k3, K4
(Ko ke 5 KEREKE KD, [k kil T<i<j<d ).

12

y también consideremos cada k; (1 = 1,2, 3,4) de forma matricial

100 01 1 0000
0100 0 0100 1
ki=|100 10 0|, kxe=| 001 0 0 |,
00010 00010
00001 00001
1 0000 1 0000
0100 0 0100 0
ks=|100 10 1], ksy=| 001 0 0
00010 00011
00001 00001



ulklufl = ki,
U2]<1U51 = ki,

usklugl = ki,
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U1k2U«f1 = kiko,

Uokouy b = ko,

uzkous b = ko,

ulksufl = ks,

Al conjugar los generadores wikju; ' obtenemos las siguientes relaciones

wksuy = Ky,

—1
u2k3u2 = Kkiks, uskqus = ky,

—1
u3k3u3 = Kkoks, usksus = ky,

(3.25)
u4k1UZ1 = ki, u4k2u4_1 = ko, U4k3UZ1 = ka, ugkquy = KKy,
u5k1u5_1 = ki, u5k2u5_1 = ko, u5k3u5_1 = ka, uskgus = Koky,
uﬁkluﬁ_l = kl, u6k2u6_1 = kg, uﬁkguﬁ_l = kg, u6k4u6 = k3k4.

Sea T el conjunto de relaciones en (3.25) y sean
R — v]l:’7v]237v§7 [vla V5]V21, [v2a VG]VZI, [V3>V6]Vgl> [Vg,Vg]Vfl,
Vi, val, [v1,val, [vi, val, Vi, vel, [Va, val, Vo, V5], [vs, val, [V3, V5]
y
k11)7k12)7 kga kE) [k17k2]a [kla k3]7
[k27 k3]7 [k17 k4]7 [k27 k4]7 [k'37 k4]
Luego, por Corolario 2.4, obtenemos la siguiente presentacion
u5 = < vl>v27v3av47v57v67klak2>k3>k4 ) R,S,T,V > (326)

3.3. Caso General.
Lema 3.8. U,, puede ser generado por n(n—1)/2 elementos.

DEMOSTRACION. Anotemos gen(G) la cantidad de generadores de cualquier
grupo G. Por Lema 3.7.3. sabemos que U, ~ K™ x U,,_, luego por Corolario
2.4, gen(U,) = gen(Un_1) + gen(K™ ). Sabemos que K = F,, entonces por
Corolario 2.2, gen(K™ ') = n— 1. Recordando la descomposicién en Observacién
3.2 aplicaremos induccion sobre n para probar el lema. Sabemos que U; = {e} y
U; ~ K =F, por lo tanto

1(1—1)
2 )

2(2—1)

gen(Us) =0 = —,

(n=1), gen(Uy) =1=

Supongamos que gen(U,, 1) = (n—1)(n —2)/2 entonces

MmM—1)(n—2) - n’—n_ nn-1)
2 fin-l=——=—"

gen(un) =



3. GRUPO UNIPOTENTE (U,) 113

Proposicién 3.7. Sean los grupos K™ ! y U,,_; presentados como sigue:

n—1 __ . P 1<ign—1
K = < Yi ;5 Yis Y5y, 1< <k<n—1 >’

U,y :< Xn—1 ) Rn—1 >’

donde X1 := { xi ; 1<i<(n—1)(n—2)/2 }
Entonces, el conjunto V,, de elementos conjugados xiy]-xfl es igual al siguien-

te subconjunto de K1

{layud lagydy! 1550 ) (3.27)

DEMOSTRACION. Para comenzar consideremos la siguiente matriz de dimen-
sion n — 1. Nétese que la cantidad de elementos a;j sobre la diagonal es igual a

la cantidad de ceros bajo la diagonal

1 a1 a3 -+ aAin-1
0 1 asg - az n—1
a:= STl el : . (3.28)
0 0 0 1 an—ona
0 O 0 0 1

Como a tiene (n — 1)2-elementos y su diagonal (n — 1)-elementos, entonces la
cantidad de ceros es:

H 0 1<i<j<n_1H:((n—l)?;(n—l)):(n—1)2(n—2)’

que es la misma cantidad de elementos de X,,_1, por lo tanto podemos presentar

U, 1 con generadores a;; (1 <i<j<n—1). ComoK=F, ~7Z,, por Lema 3.6

podemos considerar los elementos generadores a;j e y; de la siguiente manera:
qi; O L1 L

ai,j = s Yi =
0 1 0 1
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donde q;; es igual a la matriz identidad de dimensién n — 1 salvo que en la

posicién (1,j) tieneun 1,y 1;:=( 0,...,0 ,1, 0,...,0 )% Con lo anterior
——— ———
(i-1)—veces  (n—I—i)—veces

podemos calcular los elementos conjugados aijyxa; jl como sigue

i3 i .1 -_-1 0 Inf i i1
Qijyap; = Ao Gt i = o ,
0 1 0 1 0 1

donde qij1x = 1y sij # k y es igual a 1; + 1; en caso contrario.

Por lo tanto se tiene lo siguiente:

. | PN Y 1 L1 Li+1
aijYdy; = 0 ] =Yk, Aijyjay; = 0 1 =YiYyj.

Tenemos las relaciones
1, -1 __ -1, -1 —1 _
aijYx ;Y =6, aijyja;;Y; Yi = ¢
Esto concluye la demostracion. O

Por Corolario 2.2 sabemos que K™ = < Y ; Tm >, donde

Yo={ v um bo T={ o0 ypwd 155, J 629

Ademas, Uy ~ K = < Y, ; T > Utilizando la descomposiciéon de U, en la
Observacién 3.2 podemos determinar una presentacion para U,,.

Mas precisamente:
Teorema 3.9. U,, tiene la siguiente presentacion.

<Y1a"'>Yn—1 ; Tl)"'aTTL—lav3a-"avn>'

DEMOSTRACION. Para probar el teorema ocuparemos induccién sobre n ya
que particularmente conocemos los casos n = 1,2, 3, 4. Primero es necesario notar

que Vi =V, = (), esto es claro al intentar construir la matriz en (3.28). Los casos
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triviales son U; y Us, ocupando la presentacién de Uz en (3.19) se tiene
Us; ~ < a,b,c ; aP,bP,cP, [a,bl,lc,al,lc,bla?! >,
= < Y1,Y2, Q12 yr,ys, (132, (Y1, Yal, [a12, Y1, [(11,2792]91_1 > )
= < (112, ; a]l:,727T2av3 >7
= < Yi,Yy 5 Ty, To, Vs >a
yaqueu22K:<y1 : y]f>2<a172 : af72>y
T = { 9110791237 Y1, Y2l }> V3 = { [ai2, Y1, [(11,2792]91_1 } .

Para n = 4 utilicemos la presentacién en (3.24) como sigue

u, ~ <a,b,c,x,y,z : ap,bp,cp,[a,b],[c,a],[c,b]afl,R,S>,

12

<Y1,Y2,Y3 ;o T, To, T3, Vs, Vg >>

donde T3 =R, V, =S,y

le{c}, YQZ{a,b}, YsZ{x,y,z},
Vi={ le.alle.bla }. Ti={¢ |, L={ abr[ab] }.

Noétese que al definir los conjuntos Yi, Ty, V; basta tomar conjuntos en correspon-
dencia biyectiva. Ahora supongamos valido el teorema hasta n —1 y probaremos
para n. Por Lema 3.7 sabemos que U,, ~ K™ ! x U,,_, ademds respectivamente

por Corolario 2.2 e hipotesis inductiva se tiene

anl ~ < Yn—l 3 Tn_l >7

un,1 = < Yla"'aYn—Z ) Tl?“‘7TTL—27v17"'7VTL—1 >
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Asi, por Corolario 2.4 se obtiene que

u, -~ Kt Nun,l,

= (Vi Ve Ve T T T Vi Ve Vi )
= <Y1a"'>Yn—1 ) Tl)"'aTn—lavla"'7Vn>'
(3.30)
n—1
Notar que U Y = { ai; ; 1<i<j<n } Esto concluye la demostracion.
k=1

O



Capitulo 4

Grupo de Trenzas Puras (Py)

1. Trenzas

1.1. Grupo de Trenzas (B,,).

Definicién 4.1. Sea n un entero positivo. Denotemos por By el grupo de

trenzas de n-cuerdas. FEs decir, By, es el grupo presentado con generadores
01,092,...,0n—1, (41)

y las relaciones

010 = 0;0; b= o= i)l > 1,
{ 10} = 0j0; j ) (4.2)

0i0i10i = 0i410i0i+1 ; 1=1,...,n—2.
FEstas relaciones son llamadas relaciones de trenzas.
Se conviene que By :={e}.

Observacién 4.1. Nétese que By es un grupo ciclico infinito isomorfo a Z y

B, no es conmutativo para n > 3.
Proposicion 4.1. La siguiente aplicacion es un epimorfismo de grupos
7:Bn — Sn, (o) = sy, i=1,...,n—1). (4.3)
El cual se llama epimorfismo canonico de By, en S,,.

DEMOSTRACION. Sea X el conjunto de generadores o; de B,,. Definamos la
aplicacion ¢ : X — S, tal que @(0y) := s;. Notese que al aplicar ¢ a cada o en
las relaciones de trenzas, obtenemos relaciones en la presentaciéon de Coxeter de

117
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Sn. Por Proposicién 2.2 existe @ : B,, — S,, denotada 7, que extiende a ¢, esto

~B LX) _ _ : :
esTmoly" oLy =@ (m, = ¢). En un diagrama conmutativo

Sea si, - - Si,, € Sn, existe oy, --- 0y, € By, tal que
n(oy, - -+ 01,) =70y, ) (o, ) = @(oy,) - @(0y,) =si, - sq,,-
Esto demuestra que 7t es un epimorfismo. O]

Definicién 4.2. El homomorfismo 1 definido en (4.3) se llama proyeccion de

B, en S,..

Mediante la Proposicion 2.2 es facil ver que la aplicacién de B,, en B,, .1 que
envia 0; — 0; es un monomorfismo de grupos. Esta es llamada inclusion natural

y se denota L. Asi, tenemos la siguiente cadena de inclusiones de grupos:
B1CBQC"'CBkCBk+1C"' (44)

Geométricamente podemos representar cada oy, respectivamente O'i_l, mediante

el siguiente diagrama:

1 i

-1 i i+l i+2 n
0y

1 i—1 i i+1 i+2 n

X
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1 i—1 i i+l i+2 i+3 n

\

3\

0i+10%
Para obtener més informacion acerca de la construccién geométrica de B,, se

recomienda ver [Kas08] y [Kur99].

1.2. Grupo de Trenzas Puras (P,,).

Definiciéon 4.3. El grupo de trenzas puras de n-cuerdas, denotado Py, es el

nicleo de la proyeccion 1 de By, en Sy, en (4.3), esto es:
Pn::Ker(Tc):{ BeB, ; m(P)=e }

Los elementos de P,, son llamados trenzas puras y pueden ser representados
geométricamente como las trenzas en que cada cuerda con inicio en el lugar i
termina en el mismo lugar i, para todo i =1,...,n. A continuacién un ejemplo

de trenza pura:
j+1 n

1 1
it1° " 952051

Este elemento se denota T; j, posteriormente veremos que los elementos T; j forman

2
0j—10j—2---0i{4+10i0

un sistema de generadores del grupo de Trenzas Puras.

Noétese que P,, es un subgrupo normal de B,,. Ademas:
B,./Pn ~S,, [Bn : Pul =nl.

Esto nos permitird determinar un transversal de Schreier para B, segin P,
el cual seréd usado para calcular una presentacion para P, segin el método de

Reidemeister-Schreier.
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2. Una Presentacion del Grupo de Trenzas Puras

En lo que sigue estudiaremos como determinar una presentacién para el grupo
de Trenzas Puras P,, guiados por el trabajo realizado por Kunio Murasugi y Boh-
dan I. Kurpita. Para esto comencemos definiendo un conjunto (grupo), denotado

L., el cual nos permitira calcular inductivamente esta presentacion.
Definiciéon 4.4. Para todo 1 < k < n se define el siguiente conjunto:
Lo={ BeBy ; m(p)(i)=L k<i<n |. (4.6)
Lema 4.1. Ly es un grupo, mds aun Ly < Lyiq.

DEMOSTRACION. Es claro que Ly # ), ya que e € Ly. Consideremos 1, B2 €

Ly, como 7t(B1)(i) = 7(P2) (i) =1 para todo 1 =k, ..., n, entonces:
m(B1By ) (1) = m(B1)(m(B2) (1)) = m(B1) (1) = 1.
Luego Ly < By, es claro ademéas que Ly C Lxq, por lo tanto Ly < Ly, . O

2.1. Presentacién de L,,.
A continuacién calcularemos una presentacion del grupo L,,, para luego, me-

diante esta misma, determinar una presentacion del grupo L,,_;.

Lema 4.2.
1. [B,: L. =n.
2. Los siguientes elementos W, forman un transversal de Schreier para By
sequn Ly
Ui = 0n_10n_2"""On_is+1, (1<ign). (4.7)

DEMOSTRACION. Consideremos 1, B2 € Bnentonces::
Ban = B2Ln ~ [51651 € Lna

& m(BiBy)(M) =n,

< m(B1)(n) =7(P2)(n).
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Como 7t(f31)(n) se encuentra entre 1 y n, entonces [B, : L,,] =n.

Llamemos U el conjunto de elementos en (4.7). Notemos lo siguiente:

m(wi) = 7(0n 100 2 On_iy1),
= Sn-1Sn—2° " Sn—it+1,
= m—Innmn—-2n—-1)---Mm—i+1n—-1i+2),
= mMn—-1)n—1n—-2)---Mm—i4+2n—-1i+1),
= Mn—1i+1).
Por lo tanto m(u;))(n) =n—1+1,como 1 <i<nentonces ] <n—1i+1<n.
Luego, U es un sistema de representantes de L,, en B,,. Es claro que U € (PS),

ademas u; = e. Asi, U es un transversal de Schreier para B,, segun L,,. ]

Con lo anterior tenemos todos los ingredientes para determinar una presen-
tacion del subgrupo L,, mediante el método de Reidemeister-Schreier. Primero
calcularemos un sistema de generadores para L,, segtin B, es decir, calcularemos

los elementos u(fil[u(ffl]*l del Lema 1.17, dondeue Uei=1,...,n—1.

i
Lema 4.3. El subgrupo L,, es generado por los siguientes elementos:
01,...,0n—9, ayg,...,Qn—1, (48)

donde

aj = (Ono1--03)oi (05 0 ly),  (I<j<n—1).  (49)

DEMOSTRACION. Calculemos primero los representantes de clase [u;0j ], néte-
se antes que 7t(03)(n) #n, si y sélosi, j #n —1.
Distingamos cuatro casos:

Caso 1: Sij<mn—1i. Comoi> 1 entonces j #n— 1, tenemos:

m(uo;!) (M) = m(0n10n - On_i410; ) (1),
(Sn—1Sn—2-" “Sn—i+1Sj )(n),

= (Sn_1Sn-2-" 'Sn—i+1)((8j)(n))>
(Sn—18n—2 " Sn_it1)(n),

= n—1i+1.
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Por lo tanto [uicrjﬂ] =U{ =0pn_10n 2 On_ii1.

Caso 2: Sij>n—1i+41. Notar que |(j —1) — (n—1i+1)] > 2, tenemos:

m(uo;!) (M) = 7(0n10n - On_i410; ) (1),
(Sn—1Sn—2- " Sn—i4+18j )(n),

(Sn—1Sn—2- " $58j—185 - - “Sn—iv1)(n),
(Sn—1Sn—2- " $5—-18j8j—1" " Sn—it1) (M),
(Sj—lsn—lsn—z s Sn_ig1) (M),

= sj(n—i+1),

= n—i+1.

Por lo tanto [uicrjﬂ] =U{ =0pn_10n 2 On_ii1.

Caso 3: Sij =mn —1, entonces:

m(uio;!) (M) = m(On10n - On_i410; ) (1),
= T (Gn—l On—2"""On—i+1 0:1_1) (Tl),
= T (Gn—ldn—2 te O‘n—i+10:£(i+1)+1) (Tl),

(Sn—1Sn—2 " 'Sn—i+1sn7(i+1)+1)(n)>
= n—(i+1)+1,
— )
+1

Por lo tanto [uicrj } =UWit1 = Un—j4+1 = O0n—-10n—2---0j4+10j.

Caso 4: Sij=mn—1i+41, entonces

m(uo;!) () = m(0n_10n o On 14107 ) (1),
= T (Gn—lgn—2 s Un—i+10f1_i+1) (n),

= (Sn-1Sn-2" " Sn_it1Sn-it1)(N),

= (Sn-1Sn-2""-Sn_is2)(n),

= (Sn—1Sn—2-"" Snf(ifl)Jrl)(n)v

= n—i+2,

= j+1

Por lo tanto [uicjﬂ] =Uj_| =Up_j = 0Opn_10n_2" " 0j41.
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Luego, los representantes de clase son:

Ui =0n—-1"""0n—i+1 ;

Ui—1=0n-1"""0j41 ;

Uit1 = On—1-""0j ;

j:n_iu

j=n—i+1.

123

j<n—1i,o0j>n—i+1,

(4.10)

Calculemos ahora el sistema de generadores para L, en cuatro posibles casos:

Caso 1: Sij < n —1i, entonces:

uiO']?tl

+1

S

[uio

+1 _—1
On—10n—2°" On—it+1 0']- o

n—i+1’

—1 —1
0900 15

o+l —1 —1 -1
- (T]- On—10n—2--- Gn—i+10n_i+1 © 00200y,
|
= 0 .
Caso 2: Sij >m —1i+4 1, entonces:
+1 +171-1 +1 _—1 -1 1
U;0; [ui(rj } On—10n—2""*On—i110; Opi 1 0 50y,
_ +1 —1 -1 1
= On-10n—2"""050;-105 -~ On—i410 447" " On_20n 1,
_ +1 —1 —1 1
= On-10n—2--- O—j—lo—j Oj—1"On—it+105 417" " O0n_20n_1;
41 —1 1 1
== Gj_lan—lan—2 T Gn—i+10n_i+1 0900,
41
= 0.
Caso 3: Sij =mn —1, entonces:
u,o—.[u.o—.]_l = O o e 0 . 0—.0-_10'_1 ...0‘_1 0‘_1
iV iV — n—19Yn-2 n—i+1%jY; j+1 n—2%n—1»
f— DY . . _1 _1 DY _1 _1
= On-10n-2°"0j410;05 050y 20n_1,
= e.
—1 —11-1 _ _ 1, —1._—1 1 _—1
u;0; [uicrj ] = On 10n 9+ On 1110; 0 05} o l00
_ —2 1 -1 1
= Opn—-10n—2--- 0—j+10—j 0—j+1 0200,
-1
= a5 .
Caso 4: Sij=n—1i+1, entonces:
W; O; [u.o—.]il = O o ) . 0—.0—71 ...0‘71 0‘71
1Y 1Y — n—1Y9Yn—-2 n—i+1Yj j+1 n—2Yn—1»
— —1 1 1
= On-10n—2""" 0541050505, -+ 090,
_ 2( 1 -1 -1
- (Gn—lan—2"'0j+1)0j(0‘j+1"'0‘n720‘n71)7

Clj.
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—1 _ RS R |
[wioy '] = on10n 2O 11107 07 0y 0t

_ 1,1 1 1
= On—10n—2-"0j410505 05,405 90y,

= €.

Por lo tanto L,, es generado por los siguientes elementos:

0j ;o j<mn—i,
_ o1 ; j>n—i+1,
woj [ugoy] = 7 yon (4.11)
e ; j=n—i
a ; j=n—i+1L
0].’1 Dj<n—i,
—1 . .
1 11— o, ;1 ; j>m—i+1,
wioy ! [woy ] =9 0T . (4.12)
a5 j=n—i
e 7 j=n—1+1.
Como 1 < 1< n, entonces
0<n—1is<n—1, 1<n—1i+1<n
Luego, por Lema 1.18, los elementos en (4.11), generan a L,,, estos son:
O1,---,0n-2, ap, ..., Qn-1.
Esto demuestra el lema. 0

Por Lema 4.3 sabemos que L, estd generado por los elementos o y a;. Luego,
para determinar una presentacion de L, basta encontrar el conjunto de relaciones
R en (4.14), utilizando el método de Reidemeister Schreier. Asi, debemos calcular
los elementos uru~! del Corolario 2.3, con u € U y 1 variando en las relaciones

de B,,. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.4. El grupo L, tiene la siguiente presentacion:

Ln=<01,...,Gn_2,a1,...,an_1 ; R>, (413)
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donde R viene dado por las siguientes relaciones:

(1) 0j0x = O} 0j ;o =k >1,

(2) 0014101 = 014+10i0i41 ; i=1,...,n—3,

(3) oiaj0; ! = qj DAL, (4.14)

(4) 01ai0; ' = aiy1 ci=1,...,n—2,

(5) UiaiHG{l = a-ljrllaiawl ;oi=1,...,n—2.
DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O

Observacién 4.2. Noétese que tenemos la siguiente cadena de inclusiones:
B.DOL. DLy 1D DL 1 DLkD--- DLy DL =Py,
ademas L; = Ly = P,,.

Nuestro objetivo principal es determinar una presentacion para el grupo de
Trenzas Puras P,,. Por lo tanto, a continuacién calcularemos una presentaciéon del
grupo L,,_;, de esta manera podremos generalizar inductivamente, como son los
generadores y relaciones para cualquier k entre 1 y n. En particular, determina-

remos una presentacién para L; = P;.

2.2. Presentacién de L,,_;.
Antes de comenzar a calcular una presentacién de L,, 1, estudiemos en general,

cual es el indice y de que forma es un transversal de Schreier para Ly segin L.

Lema 4.5.
1. [Lyyr: Lyl =Kk, para todok =1,...,n—1.
2. Lo siguientes elementos wy i forman un transversal de Schreier para Ly

segun Ly.
Wy,i == O0k—-10x—2"-'0i, Wgk = ¢€, (1 < i < k) (415)

DEMOSTRACION. Veamos la primera afirmacién. Consideremos B+, B2 € L1,

entonces:

Bilk = B2l & m(B1By")(Kk) =k,
& m(Bi)(k) = 7m(B2) (k).
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Como 7t(f1)(t) = t para todo k < t < n, se tiene 1 < 7t(p1) < k, por lo tanto
[Lisr: Ll = k.
Para demostrar la segunda afirmacion notemos lo siguiente:
n(wyi) = m(ox 10x 2 01),
= m(ox_1)7(0ox2) - 7t(01),
= Sk—1Sk—2"" " Si,
= (k—1k)(k—2k—1)--- (114 1),
= (kk—1)(k—1k—=2)---(1+11),
= (k1.
Es claro ahora que los elementos wy ; forman un transversal de Schreier para

Ly, 1 segun L. Luego el lema queda demostrado. O

Definicién 4.5. Para 1 <i<j < n se define el siguiente elemento:
Ty = (07102 Oun)o 0T -+ 0707, (1.16)
Por convencion T;; == e.
Observacién 4.3. Para todoi=1,...,n—1 se tiene:
Wn i = Un—it+1, Tin = Q4.
El siguiente es un lema técnico, el cual nos ayudara en el resto de este capitulo.

Lema 4.6. Tenemos:
LS1<r<s<i<j<nol<r<i<j<s<n, entonces:

£1, 41 _ 41 1
T Trs = TrsTh - (4.17)

2. 511 <r<i<s<j<mn, entonces:

+1

—1 -1 —1 _ _—1_41
L0 000 =TT Ts e (4.18)

051052+ 0;T s,j ti—1,j

3. 511 <i<k<j<n, entonces:

+1 _—1 —1 —1 +1
Ok—10k—2" "+ 04T ; 0y *++ O 904 = Ty ;. (4.19)
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4. 11 <i<t<k<j<n, entonces:
Gk,lck,y-ﬂt'rfjlot’l 0,00 = Til
DEMOSTRACION.
1. Si1<r<s<i<j<n, entonces
T<T+1< - <s—1<s<i<it+l< - <j—1<]j.

Notemos que parar+1<a<s—1yi+1<b<

|a_b|>37 |a_1|>27 |r_b|>37 |r_l|>2
Asi, se obtiene lo requerido.
+1 +2 - _
Ti,j Tﬁi = (O—jf 0—1+1)0— (0—1+1"'0—j,11)(0—571 'O—r+1)0—$2(0—r-&1"'
_ _ + _
= (0571"'Gr+1)0ri2(0r+11"'Usfl)(UjA 'Ui+1)(712(0 !
+1, 41
TrsTi
Sil<r<i<j<s<n Notemos que para todo i < k <
+ - +
ildkl - (Gs 1"'Gr+1)01:~l:2(0r+11 'G - )lea
_ + _
= (o, 1"'Gr+1)01:!:2(0r+11"'0-k Gkilakl"'dsi1)>
_ + _
= (01 0pa) oy (ory o oy oy o
+1 _ _
= (051 " Ok 10k Oy -+ Opr1) 02 (07 - - 05 L),
+ _ _
= (051" 'Gk10k+10k'"0—r+1)0—$2(0—1~_&1"'0—5_11)7
+1 _ _
= 0Ok (0—571"'0—T+1)0—$2(0—ri1"'Gs—ll)v
+1,_+1
- Gk Trs
Por lo tanto
Til,r:izl _ (0_ ) i2( -1 -1 )( . ) i( —1
sty = s—1° " 0r41)037(0041 - 05 91)J{0j—1 - 0i41)0; (O
+2 — -
= (O—jf 0—1+1)0— (0—1+1 te 0—]‘,11)(0—571 ce O—r+1)0—$2(0—r-&1 te

= T;T

j — 1, se tiene

it1 "

)7

it
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(4.20)

j — 1 se tiene
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2. 8511 <r<i<s<j<n, entonces:

= (0 0a)0s2(05 ) - 0 ) (05 - oot (07 0y )
(0 1+ 00 )02(0s oy ),
= (05— 100 0s41)05 (051 01)031(011' Oy 1)Gs(05i1 Gj_,ll
= (0j_1++ 0511)0g (Ogy -+ o) ol (05 -+ ooy b0 o
(o7 11)0—5(0—5_i1"'0—j_—11)7
= (G] 1 0s1)05 (01 - 07) (05 - 0 070y - 0y 07 L
01,0} 10-i1 "'021)(0;1"'0};11)05(0‘511"'0';11)>
= (051 0641) 05 (01 -+ 03) (0 -+ 0301107 -+ - 00, e
oo oyt o (ot 0t 1)05(0;11.-.0;11),
= (0j_1--0g41)05 Yogo1---01)(0s UrGﬂU_l "Gs_l)
(07! - ot)os(og) - 05 s
= (0j_1---0s41)0y Wog—1 - 0141) (05 - 0101107 - - Urdﬂff*l
o tog ot o ) (op o oo - 0;51%
= (0j_1---0s41)0y Yog—1 -+ 0141) (05 - 0441070441 - - Urdizdfl

s_l)(o—i_l v O—S_—ll)o—S(O—S_—&l e G;jl)7

= (051 0541)0y (01 0141 (05 - 01410 -+ 07014107

’ Gi+10i 0—iJrl Y

1

! . Gs 1)08(05+1 G;—11)7

11 11 1
010, *++0y 0405 )(o; -

= (051 +0511)0, 105105051059 Op(Og_1 - Ul+1)0i2
(00 ooyt oot o o og (o - 0;11)

= (O—jfl"'0—s+1)0—s_10—50—5710—50—572"'O—r(o—sfl' 0—1+1)0—i2
(Gi_jl' o )oy oo ooy Us(gsh Gj__ll)a

= (051 0541)05 0505105 o 0405 Oi41) 07
(o0t ooyt o lyo 0 o (o -0y ),

= (Gj—l---Gs+1)0s—1ds—2---0r(0 - 0i41)0r (0 oY)
o7 ooy (oo,

= O—sfl"'()—r(o—jfl"'0—i+1)0—ii2(0—1_+11"'0—]‘_,11)0—:1"'0—5__117

_ £1 1 -1 1
= 051059 0yT;0, "0 50 .
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3. 511 <i<k<j<n, entonces:

= (051 ) 0F2 (0L o)

= (oj_ 1"'Uk+1)0f1(0k 10k 0y Uk 1)Ui1(0[+1"'0j111),

= (0j_1+ Oks1)0%— 1(7k(71j<E 1(71j<E 10k Gk 1(Gk+1 '0;11)

= (051 Or1) Ok 10%0 " (Ok 20103 1 0y ) ot ot oyt
(o, o] ),

= (0j_1-" - Ok41)Ok—10KkOk_20%— 10%120#2% 10390y oy
(o) o).

= (0j_1- - Oks1)(Ok_10k_2)(0OxOK— 1)Uf120312(% 10% )(U{igff[il)
(0l o),

= ((7] 1+ Ok1)(Oxk—10k—2) (O OK— 1)0f Q(Gk 30k— 2Uk 20— 3)0f12
(o0 Dot yot 1)(GE+1"'G;—11)

= (U] 17 Oks1)(0xk—10k—2) (OkOK—1) O30k 2Uflgﬁf130k gffk 3
(003 Dot ot 1)((7{“”'0;211)

= (U] 17 Oky1)(0Ok—10k_20k_3) (Ok Ok _10%— 2)01%1301%13(Uk ggk 10% )
(031505000 1)(GE41F1"'G;'_*11)7

= (01 "0—k+1)0—k71"'0—i+1(0—k"'0—i+2)0—1i+101i4}1(0;_&2"'O—El)
01111 "Ugil(cgil"'a;—ll)a

= (Uj—l "Uk+1)0k—1"'Ui+1(0k"'Ui+2)01i+1(0101+101+10 )Uill
(Oi42 "01?1)01111"'Giil(giil""’j_—ll)’

= (0j_1 " Ok41)Ok—1 - 0341 (0% - - 0101+1)0i10i1(01_+110;1 oY)
O—i_+11"'O—l:il(o—l;ltl"'o—j_—ll)v

= (O—jfl"'o—k+1)0—k71"'Ui+1Gi(Gk"'GL+ )Gilﬁil(ﬁwl "UEI)
0y 01+1 'Uiil(ggil"'a;—ll)a

= (0j_1- Ok41)0k—1- - O[O} - 01+1)0i2(01+1 "UEI)UII'“U[L
(Uk+1 05 )

= oi(0j_1 - _ ..0—i+1)0-ii2(0i—+11...g]:il...o—;ll)o-i—l. ()‘]Zil’

= Ok 10k - 05T 0y oot

129
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4. Sil<i<t<k<j<n, entonces:

T = (oy 0o (0T o7,

= (05101407 (Ok -+ O 0 - o ) or (o) - o),

= (051 0u1) Ok 0105200, - op (0T <o o7 ),

= (Uj—l 0ROk 10k Oi41)0k 1" Ut+101i20;i1 s U[il
(000 oy ol ot o),

= (Uj—l © Ok_10KOk 1" O141)0k 1" " Ut+10it20;31 s U{il
(05 ooy oy ly oy h),

= 0x-1(0j_1--0141)0K 1" ()—t+10—{JE2O—t_Ji1 T Gzil((f;&l T Uj__ll)(ﬁila

= O—k—l(o—j—l Ok 10k 20k 1" Oi41)0k 2" Gt+1(7§t20;11 e O—Eig
(G;Lll 0 L0y 00t G;—ll)ggil’

= Uk—l((fj—l “++Ok—20k_10k—2- " Oi41)0k—2" " Ut+101i20;31 e U{ig
(Gi_+11 oo oty O—j_—ll)o—lzilv

= Ok—10k—2(05-1--0441)0k_2- - Ut+101ﬂ(7;31 e 0[2(01111 e Uj:ll)
0150t

= O 1 Oy (05 1 041) 00107 0 (0 U;ﬂ)“;h o,

= C71<—1"'C7t+1((7j—1"'C7t+1(ft(ft+1"'Ui+1)(71jE2
(00l oo ol ool oy,

= Uk—l"'Ut+1(0'j71"'O't(7t+10—t"'0'i+1)0—1i2
(Gi_+11 o toghot O—j_—ll)o—t_il ol

= Ox_10k_2- - 0051 "Ui+1)0§t2(0;31 : "U;fl)ﬁfl : "U[ig(f[ip

= Ok 10k _9--- Gt'tfjl(ft’l Y P

Esto concluye la demostracion. 0

Nuevamente, mediante el método de Reidemeister-Schreier, determinaremos
una presentacion del L,,_;. Por Lema 4.5 sabemos que los elementos wy,_; ; for-
man un transversal de Schreier para L, segin L, i, recordemos ademas que

aj = Tjn para todo j = 1,...,mn — 1. En el lema que sigue calcularemos los

+1

; ], utilizando el Lema 4.6.

representantes de clase [wn_1 0
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Lema 4.7. Los representantes de clases para Ly, segiun L,_1 son los elementos

[Wn—l,i’ffﬂ =Wn_1i ¥y [Wn—l,inﬂ}; donde

On_2°-- 0} ; j<i—1o1<j,
+1 . .
[Wn—l,io—j ]: On—2---0i1 ; 1—1=j,
On—2-0it1 ; 1=j.

DEMOSTRACION. Recordemos que 7t(wy_11)(n—1) =1.

Para los generadores o; distingamos cuatro casos:

Caso 1: Sij <1i—1, entonces:

Mwn 105 ) —1) = 7(on - 0i0F)(n—1),

il]_

Por lo tanto [wn_l,icrj

Caso 2: Si i< j, entonces:

mwn1:0;)(n—1) = 7(on o---05--- 0105 ) (n— 1),
Snoz -85 8isi)(n—1),
Sn—2 - 8jSj_185 - si)(n—1),

Sn—2- - 8j-18jSj_1 - Si)(n—1),

= Sj—l(sn—2"'si)(n_1)a
= Sj—l(i)a
= 1

Y

ya que j —1 < n — 2. Por lo tanto [wn,l,i(rjﬂ] =Wn_14i=0n_2" - 0j.
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Caso 3: Sii—1=j, entonces:

W(Wn—l,igjﬂ)(n— 1) = n(opo---0j- "Uiffjﬂ)(n— 1),
= (Sn2--85--sisj)(n—1),
= (Sn—2---85---8i8i1)(n—1),
— i1

:I:l]

Por lo tanto [Wn—l,igj =Wn_1,i-1 = 0Opn—2---0i—1.

Caso 4: Sii=j, entonces:

MWa 107 )M —1) = m(0n -0y 0108 ) (n— 1),
Snozee 8o sisy)(n— 1),
Sn—2- -85+ 8i8¢)(n—1),
Sno2 0 §j e Siasi)(n—1),

Sno2 8 Sir)(n— 1),
+1

Por lo tanto [anl,io—j } =Wn—1,i+1 = On—2"-0i+1.

Para el generador Tj, (= a;j) notemos lo siguiente:

+1y 2.—1 -1
TT ) = Sn—17 " 8$j4+18]8551 " " Sy = €,

luego,
7T(Wn—1,i’fjﬂ;11)(n —1)=(sn2--siJ(n—1)=1
+17 _ _
Por lo tanto [wn,l,{cj ] =wni=0n 2 0u O

Calculemos ahora, mediante el siguiente lema, un sistema de generadores para
el grupo L1, para esto utilicemos el Lema 1.17, es decir, debemos encontrar los
+1 ]—1

elementos wnflﬂxil[wnfl,ix con x variando en los generadores de L,,.

Lema 4.8. El grupo L,, 1 es generado por los siguientes elementos:
01,02,...,0n-3, Tin-15---3Tn—2n-1, Tin,T2n,---,Tn-1n (421)

DEMOSTRACION. Parai=1,...,n—1yj=1,...,n— 2 distingamos siete

Casos.
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Caso 1: Sij <1i—1, entonces:

+1
Wn 1105 [Wn 140

Caso 2: Si i< j, entonces:

+1
anl,io—j [anl,i 0']-

Caso 3: Sii—1=j, entonces:

—1
Wn_1,i0j [anl,io—j ]

Wi1105 ! [wn15070 ]

)

Caso 4: Sii=j, entonces

-1
Wn_1,i0j [anl,io-j]

Wi1105 ! [Wn15070 ]

il]—l

_ 1 1
= Onp_o-"* O—io—j 0‘1,'_1 “ 09,
_ —1 1
oy Gn_2"'01010] ...0'n72’
= e.
— - 71 71 CECE) 71
= Op_9-*" 0‘10']. O—i—l 0—n72,
1 1 —1
= On-2-0i05 105 ;" 0pn 9,
2 1 1
f— Gn—2‘.‘010‘1710i ...o'n_2’
1
= Tjni-
1 1
0—T172"'0—10—)0—i+1”'0—n_27
2 —1 1
On—2-"-0i4+1070; 1 "0y 9,
2 —1 —1
Gn_2...o']+10] Gj+1...0n72’
T]'7Tl.—l'
_ 1,1 1
= ()—n72~-.0—10—] ()—i+1.'.0—n—27
1,1 1
P (T_n._2...0'10'1 Gi-’-l ...0'n72’
_ —1 1
oy Gn_2--.0'1+10i+1 ...0'n72’

= On_2 O'iO'J?HO';1 : 0—:11,2,

— crjil(fn_g 0107 oy,

= ol
Ong--- 0505 oy -0l
On o -O'jO'jflo‘jiLHO'iO‘;l-~-0';12,
On_o-- Gji—llo_j 0y p o‘io‘;1 . g;iz’
Gjifl On_g+ 0107 - 0ty
0;{11.
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Utilicemos el Lema 4.6 para determinar los generadores restantes. Como

aj = Tjn, parai,j =1,...,n— 1 se tiene:
Caso 5: Sij <1i. Notemos que 1 <j<i< (n—1)<mn<n. Este caso se divide
en dos:

Caso 5.1: Sii#n—1, por (4.20) tenemos:

+1 +1 +1 —1
Wn— 11T]n [Wn 11’(]“} = Gn—2"'GlTJnG Gn—2>
+1 —1
On—1)—1"""0iTy, no— 011
+1
Tn:
Caso 5.2: Sii=mn—1, entonces:
+1 +17-1 _ +1,,,-1
anl,iTLn [anl,iTLn] — Wﬂ*LiTj,an—l,i’
— +1,,—1
= Wn-in 1Tj,n n—1n—1»
+1
Tj,n‘

Caso 6: Sij =1i. Notemos que 1 <j < (n—1) <n < n. Este caso se divide en

dos:

Caso 6.1: Sij#n—1, por (4.19) tenemos:

Wn_1 1TJ:|:n [Wn 1 1TJ:|:711} = On—2-- GlTJiTllG 0':11_2,
= O(n1)—1 O T a0; O
= T:1—1,n'
Caso 6.2: Sij=mn—1, entonces:
anl,iTjiﬂll [anl,iTjiﬂll ] - — WnA,ﬂlelW;l_l,v

= Wi TnWnli,
= Wn-in- 1T]:t711w;£1,n717
— Tizrlw
= Trjiil,n‘

Caso 7: Sij>1i Notemosque I <i<j<(n—1)<n<n
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Caso 7.1: Sij#n—1, por (4.18) tenemos:

+1 +1 71
anl,iij [anl,iij :|

Caso 7.2: Sij =n — 1, entonces:

+1 +1 711
anl,iTLn [anl,iij}

+1 1 1
j,nGi " O0ng

+1 1 1

imOi O

On—92--04T

Om—1)—1'""0iT

—1 +1
Tnfl,nTj—l,nTn—l,n-

[anl,iTiiLn ] - )

—1
[Wn—l,i’fn—l,n] )

—1
n—2»

Wn—1iTq 1n

+1
n—1ln

+2
n—1

Op_9:-0;iT

Gn—Z"'GiG 0‘;1...0

+2 —1
On—20,"10n—3'--010; " -

—1 —1
i 030, 9,

—1

+2
On—201"10, "9,

—1 +2
0n—10n—20n-1,

—2 +2 —1 2
0r-10m-105 90,105 1,

—1 +2 —1
Thi1nOn-101"920,"1Tn-1n,

—1 +1
Tnfl,nTnf2,nT‘n—l,na

—1 +1
Tn_17nT(n,1),17nTn—1,n>

—1 +1
Tn—l,nijl,nTﬂ*Ln‘

Por lo tanto los elementos generadores para L, | son:

—1
Wn—1,10; [Wn—l,iU

)

+1
jm

+1

—1
Wn_14T [Wn—l,iij} =

—1

j<i—1,
o1 ; 1<,
1_1217

i=j,

j<i—1,

i<j,

j<i,
j=1

j>1i

+1 .
TnflmTj_l)nTnfl,n )
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De (4.22) obtenemos los siguientes generadores para L, 4

01,02,...,0n-3, Tl,n—la T2,n—17 s aTTL—Z,n—l-

Notese ademés que los elementos del caso 7 son productos de elementos en los

casos 5 y 6. Luego de (4.24) obtenemos los siguientes generadores:

Tl,na T2,Tl.> cee aTTL—l,n-
Por Lema 1.18, concluye la demostracion. O

Ahora solo resta calcular el conjunto de relaciones que definen L, ;. Para

esto, utilizando los generadores encontrados en Lema 4.8, basta reescribir los

—1

wo1iparai=1---n—1, en término de los generadores en

conjugados Wy _1iTW
(4.21), donde T € R, el conjunto de relaciones en (4.14) para L.

Comencemos agrupando las relaciones de L, del siguiente modo:

(D (1) 0i0x = 0k 0} : i,k=1,....,n—2, i—Kk| > 2,

(2) o0i0y110{ =0i{410i0i11 ; i=1,...,n—2,

(1) UiTkmel:Tkm ; i=1,....n—2,k=1,....n—1,
(D)., k#1i,i+1,

(2) GiTi,nGi_l =Titin ;oi=1,....,n—2,

(3) OiTiy1n0] = T;¢17nTi7nTi+17n ci=1,...,n—2,

(4.25)

donde Ty, = aj.
En las Proposiciones 4.2 - 4.6 que siguen, calcularemos un conjunto de rela-
ciones para L,,_1, es decir encontraremos las relaciones producidas por R en L,,,
segun la agrupacion realizada en (4.25), mediante el método de Reidemeister-

Schreier.

Proposicion 4.2. (1),,(1) produce las siguientes relaciones:

1 0; 0K = O O; : j<k<n-=3,k—jl>2,
1) 0% = 00y ) . (4.26)
n—3

1
1 L 1<k<n—2,k#j,j+1,

NN

—1

(2) 0jTkn-10; " =Tkn-1 3 j <
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DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O

Proposicion 4.3. (1),,(2) produce las siguientes relaciones:

(1) 0j0j+10j = 0j410;0j41 ;o l<jsn—4,
(2) 03Tjn-10; ' = Tj41,n-1 ; 1<j<n—3, (4.27)
(3) UjTj+1,n—10;1 = T#Ln,l’fjm—l’fjﬂm—l ;o I<jisn—=3,
en Lh_1.
DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O

Proposicion 4.4. (I1), (1) produce las siguientes relaciones:

(1) 0jTkn0; ' = Tn ; 1<j<n=3,
I<k<n—1,k#j,j+1,
(2) Tin—1Tkn = TknTjn—1 ;o I<k<js<n—2,
) 1 -1 1 . <i<n—
) n— ) ) n— — ) ’
(3) Tin—1Th 1 nTknTn—1 nTL 1= T nTknTn-1n 3 1<j<n-2,
\ 1<k<n-—1,j<k.
(4.28)
en Lh_1.
DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O
Proposicion 4.5. (1), (2) produce las siguientes relaciones:
(1) GjTj,nGj_l =Tj+in ; ] :1,,1’1—3, (4 29)
(2) TGno1TnT 1 =Tt nTmTnoin 5 j=1,...,n—2. '
)5 )
en I—n—l-
DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O
Proposiciéon 4.6. (I1),(3) produce las siguientes relaciones:
(1) OjTi+1,n0; ' =T nTnTisin ; 1<j<n=3, (4.30)
(2) T]}n—lTn—LnT]‘_’Tll,l = T;il)nTj_’iTn—l,nTj,nTn—l,n ;o j=1,...,n—2

en Lh_1.

DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O
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El siguiente Teorema es consecuencia directa de Lema 4.8 y las Proposiciones
4.2,4.3,4.4, 4.5y 4.6. Estas definen los generadores y relaciones que presentan

al subgrupo L,, ;.
Teorema 4.9. El grupo L,,_ tiene una presentacion con generadores:
01,02,...,0n_3, Tl,nflv Ton—1,--- 7Tn72,n717 Tin, T2n,--- 7Tn71,n7

y las siguientes relaciones:

(D)n_1: (relaciones clasicas)

(1) ojox =oxoj, 1<j<k<n—-3,[j—kl>2

(2) 05051105 = 0j41050541, j=1,2,....,n—4.
(I 1 :
(1) O'ka,nO'j_l =Tkn, 1<j<n—3,1<k<n—1,k#j,j+1.
(2) G]-Tk,n,lcj_l =Ten1, 1<j<n—3,1<k<n—2 k#j,j+1.
(1), :
(1) 0T n0; " = 0j11n, 1<j<n—3.
(2) crj’rjvn_l(fj’l =0ji1n-1, 1<j<n—3
(IV)n_1:
(1) 05T11n0; ' = T4 nTinTirin, 1<j<n—3.
(2) Gj’rjﬂ,n,lcj_l = Tj_jlvn_lﬂcjm,l’rjﬂm,l, 1<j<n—3.
(V)n
(1) Tjm—1Tkn = TknTjn-1, l1s<k<j<n—2.
(VD
(1) Tj,n—lTj,nT]‘_’Tll,l = Tgl_l,n’fjm’tn_lm, ji=1,2,...,n—2.
(VD) :
(1) ij,lﬂcn,lmﬂc;_l = Tr_ll_lmT;TlLTn,LnTjan,Ln, i=1,2,...,n-2.
(VIID),,_; :
(1) T:ll—l,n’tkm’tn—l,nTj,n—l = Tj,n—lT;£17nTk,nTn—l,na 1 <j < n—

2,1<k<n—1,j<k
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La presentacién anterior de L,,_; nos permite en principio obtener los primeros
resultados e intuir como es una presentacién del grupo Ly para todo k. Esto nos
permitira, en particular, conocer una presentacion de Ly = Py,.

A continuacién estudiemos el caso general.

2.3. Caso Principal P,,.

Si observamos las relaciones de L,, 1 en el Teorema 4.9, cabe destacar que éstas
pueden ser divididas en dos tipos: el primer conjunto de relaciones entre (1), 1
y (IV)n_1 que involucra los generadores o; y Tjx; el otro conjunto de relaciones
entre (V)n_1 y (VIII)n_1 que involucra tnicamente los elementos Tj k. Sabemos
también que cada o; no es un elemento en P, por esto, basta estudiar solo el
segundo conjunto de relaciones, ya que el anterior desaparece cuando k = 1.

A continuacién enunciaremos el teorema principal de esta seccién, el cual

determina una presentacién para el grupo de Trenzas Puras P, .

Teorema 4.10. El grupo de n-trenzas puras P, tiene una presentacion con

generadores:
_ 2 1 -1 1 :

Tjk = Ok—10k—2° " 0j410;05 1 """ 0,0y, 1 <j<ks<m, (4.31)
y las siguientes relaciones:

(A) TrsTij = TijTrs ; I<r<s<j<n, ol<r<s<j<<n,

_ 1 _—1 .

(B) Tr,sTrjTr,s = Toj Trj Ts,] ; I<r<s<j<n,

(C) TrsTsjTrs = To Ty Ts,jTrjTsj 5 1<T<s<j<m,

(D) T:jl’tsj’ti)j’tni = TT)iT:leSJTLj ;o I<r<s<i<jg<n

(4.32)

2.3.1. Demostracion del Teorema 4.10.

El grupo Ly es definido para todo k entre 1 y n, por lo tanto, podemos escribir
Ly como L, g, donde 0 < s < n. Para demostrar el teorema utilizaremos una
vez mas el método de Reidemeister-Schreier, aplicando induccién sobre s, ya que

por los Teoremas 4.4 y 4.9 conocemos los casos s = 0, 1.
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Para comenzar encontraremos un sistema de generadores para Ly (respecti-
vamente P,), donde 0 < k < n — 2. Luego, asumiendo que las relaciones de
L1 son consecuencia de (4.32), probaremos que todas las relaciones producidas
por Ly, para Ly son consecuencia de las relaciones (A), (B), (C) y (D). Esto
demostrard el Teorema 4.10.

Asumiendo las relaciones en (4.32), tenemos el siguiente lema:

Lema 4.11. Sea la relacion:

(E): Tr,iTs,jT;il = [T;jl,T;jl} Te [T;jl,T;jl} , I<r<s<i<j<n.

Entonces (D) y (E) son equivalentes.

DEMOSTRACION. Tenemos

1 _ —1
TiiTsiTiiTri = TriTy5Ts,iTij

_1 — . _1 . . . _1
TijTsiTij = TraTiTsiTiiTe g

T;les,jTi,j (Tr,iT;:le;il ) (Tr,iTs,jT;%) (Tr,iTi,jT;%)

(TT,iTi,jT;il)T::les,jTi,j(TT,iT;le;%) = (Tr,i’fs,j’f;il)

11 1 _ |
(T3 T T TrjTi) Ty Tsj Ty = (TriTejTig)
—1 . —1._—1
(Ti,j T iy TrjTi5)

CRESIENE

—1 —1]
i7]. ) ‘r7

— . . _1
i Tl = TriTsiThg

Esto demuestra el lema. O

Las Proposiciones 4.2 hasta 4.6 muestran que para cada paso de Ly 1 a Ly,
las relaciones (I),, hasta (IV),, producen el mismo tipo de relaciones entre (I)n_1
y (VIII),,_;. Por lo tanto, para demostrar el teorema es necesario ver que las
relaciones (V)xy: hasta (VIII)i,q1 en Lyq, no producen relaciones adicionales
(de distinto tipo) ademés de (V)y, (VI)k, (VII)x y (VIII)y, las cuales ya han sido
obtenidas de (I)it1, (IDk+1, (D1 y (IV)k41.
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Proposicion 4.7. Ly es generado por los elementos o1, 0, ..

con los siguientes elementos:

Tik T2k, - - Tk—1,k)
T1k+15 T2, k+15 - - -5 Tk k+1)
T k+25 T2,k+2) « - -5 Th+1,k+2)
Tl,nfh T2,n717 s 7Tnf2,n—17
TI,TM T2,n7 s 7Tn71,n-

DEMOSTRACION. Por Lemas 4.3 y 4.8, la proposicién se cumple

141

., Ox_2, jJunto

(4.33)

paras =0, 1.

Supongamos ahora vélido para Lyy; = Ly_(n—k—1), (s = n —k —1). Es decir,

supongamos que Ly, es generado por:

01,092,...,0k—1,
T1,k+15 T2, k+15 - - -5 Tk, k+1,
Tl,na T2,Tl.> cee 7TTL—1,T1-

(4.34)

Por Lema 4.5 sabemos que los elementos wy ; con 1 < i < k, forman un trans-

versal de Schreier para Ly en Ly, ;. Luego del mismo modo que en

representantes de clase [wkicrjﬂ] y [Wk,iT?-_Lé] son:

Lema 4.7, los

Wk i =On_2: 0} i J<i—-loi<j,
+1 . . +1
[Wk,idj ] = Wk i-1=0n-2--"0i-1 ; J=1— 1, [Wk,iTr,s ] = Wgi.
Wi itl = On_2---0i11 ; 1=7,
donde, i=1,....k,j=1,...,k—1, 1 <r<syk+1<s<n
Nuevamente, como en Lema 4.8, los elementos generadores son:

o ;o j<i-—1,

-1 Oj—1 i< j,
Wi 10j [Wi105] = . ' (4.35)

e ; i—1 =),

Tx ; 1=7,
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0; ;o j<i—1,
1 . .
1 -1 oty 1 i<y,
Wk,i0j [Wk,idj } = 1 .
Tk 5 1= 1=j,
e ; i=j,
y
H cor<i,s>k4+1,
+1 +171—1 .
Wi i s [Wk,iTT,s } = Tfls ;o or=1,s>k+1, (4.36)
T Tl oTes 5 T>1s>k+1
De (4.35) obtenemos 07y, 0, ..., Ok—2, T1 k; T2k, - - - s Tk—1,k ¥ de (4.36) los elemen-
tos T s con s > k+1y1<r<s. Esto demuestra la proposicion. OJ

Noétese que los generadores en (4.35) eliminan el generador oy _; y agregan los
elementos T, x faltantes para Ly, los cuales no aparecen en Ly ;. Como P,, =L,

el siguiente corolario es consecuencia directa de la proposicién anterior.

Corolario 4.1. P,, es generado por los siguientes elementos:

2 —1 —1 —1 .
Tjk = Ok—10k—2" " 0j410;05 1 - Oy 50, 1<j<k<mn (4.37)

Para encontrar en principio una presentacién de Ly, consideremos Ly, ; gene-
rado por los elementos en (4.34).

El siguiente lema demuestra que cada generador T, s en Ly no produce otro
tipo al conjugar por los elementos del transversal de Schreier wy , de generadores

en las relaciones L.

Lema 4.12. Seap =1,2,...,k, entonces:

Caso 1: Sir <Xk, se tiene:

—1 .
(1) Wi pTr,s Wi, = Trs ; T<p<k<s,
—1
(2) Wi pTr,sWy , = Tis ; T=p<k<s,
—1 —1 :
(3) WipTrsWip, = T (Tr1sTks 3 P <T< k <s.

Caso 2: Sir =Xk, se tiene:

-1 _ -1
(1) Wk,pTr,sWKp - Tk,sTk—l,sTk,y
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Caso 3: Sir >k, se tiene:
—1
(1) Wk,pTr,kum = Tr,s

-1 _ —1
donde Wk’anSWKP = Wk pTrs [Wk,pTr,s ] .

DEMOSTRACION. Para hacer la demostracién utilizaremos el Lema 4.6 dis-

tinguiendo cuatro casos:

Caso 1: Sir <Kk, se tiene:
Caso 1.1: Sir <p < k < s, entonces:
Caso 1.1.1: Sip < k. Por Lema 4.6.4, tenemos:

-1 _ 1 —1
WkpTrsWyp = Ok—1"""0pTrs0p7 - Oy g,

= Trs-
Caso 1.1.2: Si p =k, tenemos:

-1 —1
Wk,pTr,ku,p - WkkTr,ku,ka

= Trs.
Caso 1.2: Sir=p < k < s, entonces:
Caso 1.2.1: Sip < k. Por Lema 4.6.3, tenemos:

—1

—1
Wi pTrsWip Ok—1°"OpTrsO, = - Oy,

= Tk,s-
Caso 1.2.2: Si p =k, tenemos:
-1 _ —1
Wk,pTr,ku,p - Wk,kTr,ku,ka
= Trs,
= Tk,

Caso 1.3: Sip <1<k <s. Por Lema 4.6.2, entonces:

Wk,pTT,SWE}, = Ok—1"""0pTrs G; . O‘Eila
= Tg,lsTr—l,sTk,y
Caso 2: Sit=k. Por (4.36), se tiene:
WipTrsWi, = Ok 1 0pTrs0, -0yl

—1
Tk7sTr71,sTk,s-
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Caso 3: Sir >k, se tiene:

-1 —1 —1
WipTrsWy, = Ok—1°' " OpTrs0p - - Oy _y,
_ 1 1
— TT,sGk—l e 0‘p GP e Gk—l’
= Trgs
Esto demuestra el lema. O

En lo que sigue utilizaremos |:| para encerrar la palabra que estaremos

manipulando.

Lema 4.13. Consideremos las relaciones (A), (B), (C) y (D), entonces:

(1) T;lsﬁrt,s*rk’s’rkvj = Tk,jT]Z)lsTt,sTk,s c 1<t<k<s<j<n,
—1 —1 —1 1 .
(2) T 3T Thi T s Tmus Theys = T s Tmus Thes T T Thyj 5 I1<t<m<k<s<j<n,
(3) TrjTk,jTr,k = TrkTr,j Tk,j ; 1<r< k < ) <n.
(4.38)
DEMOSTRACION.

Para 1 <t <k < s <j<n tenemos:

1 1
Tk,j Tk, s Tt,s Tk,s Ti s Tt s The,s Tk,

—1
Tt,s Tk,sTk,ka,s Tt s

)

—1
Ti,sTk,j Ty s

=

1 —1 —1
Ts,j T Ts.j TtsTs i Thei T T

!
j

— -1
TS, TkJTS,jTt,S TtvsTS,j Tk,jTS,j
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Paral <t<m< k< s <j<n tenemos:

(2)

1 1 1 1
T, Tt Tk, T s Tm,s Tk,s Tre,sTm,s T, s Ty 5T, Tk

(B)

—1| —1 _ —1 —1
TtvatJTt,k Tk,sTm,sTKs = Tk,sTm,sTk,s Tt,th,jTtk
(D)

TekTeiTe T s Tk sTrv =  TexTo iTm s Tk s TeiTr o
tkttjtks tmstks ek tktr,s tm,s ks btttk
Tt j T s TmsThs = Ty Tm,sTk,sTt,j

—1 -1 _ -1
Ttvak7SvasTkvsTt,j - Tk7sTm,STk7S
(A)
—1.—1 _ —1
TeiTej TisTmsThs = T sTmsThs
T sTmsThks = T sTm,sTk,s-
Para 1 <1 <k <j < n tenemos:
(3)
TrkTr i Tk, j = Tr,i T, Trk
-1
TrkTrj T, Ty ke = Tr,i Tk
-1 -1 _
Tr kT Tk || TrkTh,j Tk = TrjTk,j
(B) (C)
-1 —1.-1 B o
T Tri T Ty T T, Ty T = Tr,j Tk,j
TrjTk,j = TrjTh,j-

O

A continuacién veremos que las relaciones producidas por (V)4 hasta (VIII),q
para Ly, son consecuencia de las relaciones (A), (B), (C) y (D). Para esto calcu-
laremos las conjugados wkmrw[’; con 1 en las relaciones de Ly 1, reescribiendo
en los generadores de Ly, del mismo modo que se hizo anteriormente para los

casos k =n,n — 1.

Y . . 1.1
Proposicion 4.8. Las relaciones producidas por TrsTijTr Ty €N Lk, son

consecuencia de (4.32).
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DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O

Observacién 4.4. Las relaciones producidas por (V)1 son:

Caso 1: r<k<s

;

(1) Tr,s"ti,j = Ti,jTrs P
(2) Tk,sTij = Ti,jTk,s ;o p=T,
(3) (T s Tr1,sTh,s)Tij = Tij (T Tr 1,5 Thys) ; i<p,
(4) (The s Tr—1,8Thk,s)Thj = T (Ty 4 Tr—1,6Thes) ; i=p,
(5) (T[j’fi—lj’fk,j)(T[}s’fr—LsTk,s) = (T[}s’fr—LsTk,s)(T[j’fi—l,j’fkj) ;o p<i
Caso 2: r=k
(1) (T[}s’fk—l,s’fk,s)(T[j’fi—Lka,j) = (T[j’fi—Lka,j)(T[}s’fk—LsTk,s) ;oi<p<r,
(2) (T[}s’fk—l,s’%s)’fk,j = Ty,j (TElsTk—LsTk,s) ;o i=p,
(3) (T s Th1,sTh,s)Tij = Tij (T ST 1,6 Thes) ;op<i
Caso 3: i<k<r
(1) TrsTij = TijTr,s ;o 1<,
(2) Tr,sTk,j = Tk,jTr,s ;o 1=p,
(3) Tr,s(’f[j’fi—l,j’fkj) = (T[j’fi—LkaJ)Tr,s ;o p<i
Caso4: k=1
(1) s (T i1 Te5) = (T Tio1,5Tij) Trs.
Caso 5: k<i

(1) Tr,sTi,j = Ti,jTrs-

Noétese que las relaciones anteriores son del tipo de (V)i - (VIII)y.

Proposicion 4.9. Las relaciones producidas por ’trvs’tnj’tzi’t;jl’t;jl’rs,j en Ly,
son consecuencia de (4.32).
DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O

Observacién 4.5. Las relaciones producidas por (V1)1 son:
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Caso 1: T<k<s<j

11 .

(1) TT,STTJTns - Ts,j TrjTs,j ;o T<Pp < kv
—1 _ -1 . _

(2) Tis T j T s = T Thj Ts,j ;i T=DP,

1

1 —1 —1.—1 — 11 . . P
(3) T, s Tr—1,5Th,s Ty 5 Tr—1,5Th,j Ty s Tr—1,Thys = T j T jTr—1,5Tk,jTs,j 5 P <T.

Caso 2: r=k
1 1 [ 11 o
(1) T, s Th—1,5Tk,s Ty 5Th—1,5Tk,j Ty s Tre "1 s Tk,s = T 5Ty jTk—1,§ Tk,j Ts,j-

Caso 3: k<

-1 _ —1
(1) TrsTrjTr s = Ts7j Tr,jTs,j-

. . » . . 71 71 71 71
Proposicion 4.10. Las relaciones producidas por TrsTs i TrsTs i Trj Ts TrjTs,j

en Ly, son consecuencia de (4.32).
DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O

Observacién 4.6. Las relaciones producidas por (VII)y; son:

Caso 1: T<k<s<j

—1 _ ——1.-1 .
(1) TrsTs,jTrs = TsjTr i Ts,jTrjTs ; T<p<Kk,
I R ) _
(2) T,sTs,j T s = Ts,j Tk,j Ts,iTh,j Ts,j P P=T
1

1 1,1 11,1 1 .
(3) Ty,s Tr—1,5Thk,sTs,i Ty s Tr 1,5 Thys = T 5T 5T 11 5 Th,j Ts j Ty jTr—1,i Tk,jTs,j 5 P <T.

Caso 2: r=k
—1 —1.—1 o1 —1,.—1 —1
(1) T s Th—1,5Th,s Ts,i Tie s T 1,5 Thys = T Thes Tom1,s Ths Ts,j Tie s Th— 1,5 The s T -

Caso 3: k<

St ST b ot ¥ S R
(1) TrsTsjTrs = TgjTrj Ts,i Tr Ts -

Proposicién 4.11. Las relaciones producidas por T;’jl'rs,jTUT;%T;;T;].IQJT;%
en Ly, son consecuencia de (4.32).
DEMOSTRACION. (ver Apéndice A) O

Observacién 4.7. Las relaciones producidas por (VIII)y; son:
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Caso 1: s<k<1i

—1.—1 1

)

—1

TsjTijTri T i ;

i L]Ts, =TjTriT

(nglTk,jTi,j JTri = Tr,i(TZlekJTnj) ;

—1_—1 _ 1. -1 L. .
(Tm- Ty 5 Ts—1,Th,j Tij )Tk i = Tni(Tw TkJTs,l_]‘Tk’jTl’]) ;

(1)
(2)
(3) (T;;T;j’rs—l.j'rk,j'ti,j)Tr,i:Tr,i(T;;T;j'rs—l.j'tkj'rij) ;
(4)
(5)

(T;leEst—Lka,jTi,j)(Tgli'tr—lﬂ'rk,i) = (T[}i’fr—l@’fk@) ;
(T4} T Ts—1,j Tk j T §)-

Caso 2: k=s

(1) (T Ty T 1, T T )Tt = Tt (T T T 1, T j Tag) 5
(2) (T;leEka—l,kajTLj)Tkﬂ = Tk7i(T;lengk—l,kajTLj) ;
(3) (T:leEka—l,kajTij)(TZ}LTr—LiTk,i) = (TZ}LTr—LiTk,i) ;

—1.—1 STL s s
(T3j Thej Th—1,i Tk, T )

\

Caso 3: r<k<s

(1) (T;lesJTLj)Tr,i = Tr,i(TZlesJTnj)
(2) (T;;Ts,jTLj)Tk,i = Tk,i(T:leszLj)

1o Ti)

(3) (T;les,jTi,j)(T]Z};Trfl,i”fk,i) = (T]Z};T‘rfl,iﬁfk,i)(’rzj

Caso 4: k=r

s <p <Kk,
p=s,
T<p<s,
p=r
p<T.

T<p<s,
p=r,
p<T.

; T<p,
; T=p,
;o op<T.

(1) (T;;Ts,j”fi,j)(T{,liqu,iTk,i) = (T]Z){;kal,i”fk,i)(T:les,jTi,j)-

Caso 5: k<

(1) (T Ts ) Trt = T (T3 T T 3)-

Las Proposiciones 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 demuestran inductivamente, que las
relaciones de Ly (en particular de P,,) son del mismo tipo que las anteriores. Més

atn, éstas relaciones son consecuencia de las relaciones (A), (B), (C) y (D). Esto

demuestra el Teorema 4.10.

Hemos demostrado que el grupo de Trenzas Puras P,, tiene una presentaciéon con

los elementos generadores en (4.31) y las relaciones en (4.32).



Apéndice A: Calculo de Relaciones

El calculo de relaciones en este apéndice se hard utilizando el proceso de

reescritura de Reidemeister-Schreier.

Demostracién (Teorema 4.4).

1

Para comenzar, calculemos el conjugado u;0;010; 1(7]: 1“1_ reescribiéndolo en los

generadores de L,, dados en (4.11) y (4.12). Definamos los siguientes elementos:

b, = Ui 0j [ui(f]- ]_1,

by = [wiojJow[uiojor] (4.39)
b3 = [uicrj Uk]d;l[uiaj O‘ko‘jil]il?
b, = [uiO'jO'kO'j_l]Uzl[uio—jo-ko—j_lo—zl]il‘

Nétese que los elementos en (4.39) son generadores de Ly, y

.710'2114'71 = b1b2b3b4.

uiGijG] 1

Utilizando (4.10), (4.11) y (4.12) reconoceremos cual generador representa cada
elemento en (4.39). Para esto distingamos los siguientes ocho casos:
Caso 1: j =n — 1. Entonces b; =e.
Caso 1.1: k < n—1i— 2. Tenemos:

Comok<n—i—-2<n—i—1=n-—(i+1), entonces

by = [Uin]Uk[uinUk]*lj
= U 0o ],
= Ok.

149
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Comoj=n—i=n—(i+1)+1entonces j+1=n—1i+1, luego

bs; = [uwojox]o; w0500

—171—
j ']1’

j
= [ui+10k]0j_l[[ui+10k]0j_l]_la
1 17—
Ui+10; [Ui+1(7j ] 17
= e.
Como k< n—1—2=mn—1, entonces

by = [ui(rj(fk(rj_l]G[l[ui(rjcfkoj_lcf[l]_1,

= [Ui+10;1]0[1[[Ui+10;1]021]_1,
= wop [uo 17,

= o
1
j

Caso 1.2: k > n —1i+ 2. Tenemos:

—1,,—1
0 U,

_ —1 _
. =eoyeo, =e.

Por lo tanto ujojor0

Comok>n—i+2>n—1=n—(i+ 1)+ 1, entonces

by = [Uin]Uk[uinUk]*lj
= Uip0k[uipok]

= Ok—1-
Comoj=n—i=n—(i+1)+1entoncesj+1=n—1i+1, luego

—171-—1
;]

Y

by = [uicrj(fk]crj’l[uiaj(fka
= [ui+10k]0j_l[[ui+10‘k]0—j_1]71a
1

17—
j ']1’

[Ui+1 0;

Ui+10

= e.
Comok>n—1+2=n—1+1, entonces

by = [ui(rj(fk(rj_l]G[l[ui(rjcfkoj_lcf[l]_1,

= [ui+10—j_1]0—]:1[[ui+10—j_1]0—]:1]7

= wop [uo 17,

—1
= 0y 4

Por lo tanto ;050,05 "oy 'uy | = eoy_jeoy ) =e.
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Caso 2: k = n — 1. Entonces
Caso 2.1: j < n—1i— 2. Tenemos:
Como j <M —1—2<n—1, entonces b; = oj.

Como k =n — 1, se tiene

by = [wojlo[uiojor] ™,
= wop[uor ],

= e
Comoj<n—i—2<n—i—1=n-—(i+ 1), entonces

17—
P
—11-1
i
= Uip10; U0 ',

by = [uicrjcrk](fj’l[uicrj(fka

= [woloj ' [[wox]o

Y

_ —1
—0']-.

Como, k=n—1i=n—(i+ 1)+ 1, entonces

—1
)

ot

fl](f[l[uiﬁj(fk(f 0[1]71,

b4 = ['LLiO']' (Tk(T]

o w0

[Ui+1 0;

uiyi0y w0t

= €.

—1 1

j
Caso 2.2: j > n—1i+ 2. Tenemos:

= 0je0; 'e =e.

1. —
o u ;

Por lo tanto ujojo10 "
Comoj>2n—1+2>n-—1i+1, entonces b; = 0j_;.

Como k =n — 1, se tiene

by = [Uin]Uk[uinUk]*lj
= wo[uo ],

= e.
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Comoj>n—i+2>n—-1i=n—(i+1)+ 1, entonces

—1
by = [uiojox]o; ‘[uioj0k0

j
= [Uiﬁk]ﬁj_l[[ui(fk]ﬁj_l]_la

—17—1
;]

Y

1 11—
= W05 (w0t

_ —1
= 0j.

Como, k=n—1i=n—(i+ 1)+ 1, entonces
by = [uicrjcrkcrj’l]Ggl[uicrj(fkaj’lagl]_1,
= (w0 oy Huioy o,
1 17—
= U410y [Ui+10'k ] 1>
= e.

S i 1, _
Por lo tanto u;05010; 0y Uy = 0j_1€0; e =e.
Caso 3: j =n —1i+ 1. Entonces b; = a;.

Caso 3.1: k < n—1—1. Tenemos:

Comok<n—i—1l<n—i+1=n—(i—1), entonces

b2 = [ui()'j]()'k[UiO—jo—k]_lu
= w0 [uiq0o 7Y,

= Ok.
Comoj=n—i+1=n—(i—1), entonces

by = [uinUk]U;l[uinUkﬁfl]*1,

= [ui—lﬁk]U;l[[Ui—lffk]U;l]*l,
= w05 w057
—1

Como k<n—1—1<mn-—1, entonces

by, = [ui(rj(fk(rj’l]Ggl[uicjokoj’logl]_1,

= [uiU;I]O'EI[[uiG;I]O‘EI]il,
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—1 —1. —1
Por lo tanto u;oj 0K0j 0} Uy

o —1,—1
1 —CIJO'ka]- Oy -

Caso 3.1: k 2 n —1i+ 3. Tenemos:

Comok>n—i+3>n—1+2=n—(i—1)+ 1, entonces

by = [uwojlo[uiojor] !,
= w0 [ui o7

= Ox—1-

Comoj=n—i+1=n—(i—1), entonces

by = [uinUk]U;l[uinUkﬁfl]*1,
= [ui_lo‘k]O‘;I[[Ui—lffk](f;l]*l,
= Ui 10; ug 0,
1
= a; .
Comok>n—1+3>n—1+1, entonces
by = [ui(f]-crkcrj’l]Ggl[uicrj(fkaj’la[l]*1,
= (w05 o w0y o Y

= woy [uioy 17,

—1
= 0Oy 4.

—1 —1. —1
Por lo tanto u;oj 0k0; Oy U

o —1,—1
1 —a]crk_laj Oy _q-

Caso 4: k =n—1i+ 1. Entonces
Caso 4.1: j < n—1i— 1. Tenemos:
Como j <n—1—1<n-—1, entonces b; = oj.

Como k=n—1i+1, se tiene

by = [Uin]Uk[uinUk]*lj
= wo[uo ],

= 0,
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Comoj<n—i—1l<n—i+1=n—(i—1), entonces

by = [uiajak]aj’l[uicrjcrkcr
1

= [uwiox]oj [[uiox]o

—1
i

—1
i
= w05 (w05,

—1

Comok=n—1+1=n—(i— 1), entonces

b, = [ui(f]-(fk(fj’l]Ggl[uicrjcrkcrj’lcrgl],

= [ui—lff;l](f[l[ [ui—lﬁfl]Uil],

._1
)

Caso 4.2: j > n —1i+ 3. Tenemos:

Por lo tanto u;0j0%0; "oy 'uy ' = ojako; fay

Comoj>n—1+3>n—1i+1, entonces by = 0j_;.
Como k =n—1+41, se tiene

by = [wojlox[uiojo ],
= woluo]

= 0,
Comoj>n—i+3>n—-1i+2=n—(i—1)+ 1, entonces

by = [uinUk]U;l[uinUkU;l],

= [uiak]g;l[[uiak]d;l],

—1 —1
= Wi—10; [uiq10j ],
1

Comok=n—1+1=n—(i— 1), entonces

by, = [uiGijGj’l]Ggl[uicj(rkcj’lcgl],

= [ui—lff;l](f[l[ [ui—lﬁfl]Uil],
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—1 —1
Por lo tanto u;oj Ok0; Oy U

-1 _ —1 -1
1 —cr]_lak(fj_lak .

Caso 5: j < n —1i. Entonces b; = o0j.

Caso 5.1: k < n —1i. Tenemos:

by

Por lo tanto u;oj

by

by =

= [wojlox[uiojor ],
= uidk[uick]ila

= Ok.

—17-1
;]

[[wiow]oj '],

['LLiO_]' (Tk]O'j_l[uin 0K O

Y

[uio oy

w0 uioj '],
—1

0;

[uioj(rk(rj_l]G[l[ui(rjokoj_lcf[l]_

[wioj oy lwio; o',

“1_ g g lg—1
= 0j0%x0; 0} .

Caso 5.2: k >n —1+ 1. Tenemos:

by

Por lo tanto u;oj010

by

by =

= [wojlox[uiojor ]t

= wop[uor Y,

= Ox—1-

[UinUk]U;l[uinUkU;1]_1,

[wiow oyt

[uio—;l ]7

[[uiok]oj ],
uicrj’1

17,1 1
; oy [uicrj(fk(fj

= [uwo; o ' lwoy Moy ',

._1
)

~1
o u

)

-1 _ —1,—1

1

Y

—17—
o 1Y

155
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Caso 6: j >n —1i+ 1. Entonces by = 0j_;.

Caso 6.1: k < n —1i. Tenemos:

by = [Uin]Uk[uinUk]_1,
= wo[uo] ™,

= Ok.

by = [UinUk]U;l[uinUkU;1]_1,

—1
i

= [woloj [ [wox]o
= w0 [woj '],
_ —1

by = [uicrjcrkcrj’l]Ggl[uicrj(fkaj’lagl]_1,

= [woj o ' [Two; oy,

—1
)

Caso 6.2: k >n —1i+ 1. Tenemos:

1,1 _ -1 1
Por lo tanto u;050%0; 0y Uy = 05-10k0;_; 0y .

by = [Uin]Uk[uinUk]*lj
= wox[uor ]t

= Ox—1-

by = [uicrjcrk](fj’l[uicrj(fkaj’l]*l
= [uin]Uj_l[[uin]Uj_l],

= u;0; [0y '],

Y

1
= 0j.

by = [uicrjcrkcrj’l]Ggl[uicrj(fkaj’lagl]*1,

= [wo; oy [[wioy o],

= woy uo ],
_ —1
— Gk—l’

Por lo tanto w;oj010; "oy 'uy !

— —1 1
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Caso 7: k < n — 1. Entonces

Caso 7.1: j < n —1i. Tenemos:

Por lo tanto ujojo10

[ujojor0

b1:Gj

= [Uin]Uk[uinUk]*lj
= uidk[uick]ila

= Ok.

[UinUk]U;I[uinUkU;1]*1,
[uio oy T [uwioJoj '],
w0 uio; '],

—1
0']- .

._1
)

loy [0 OkO;

[wio; oy Tuo; Moy ',

)

-1 _—1.. —
. O'k W

1 —1,—1

Caso 7.2: j >n —1i+ 1. Tenemos:

by

bl = Gj—l

= [wojlox[uiojor ],
= wop[uor Y,

= Ok.

[uwiojorJoj [wiojoio; 17,

[uin]U;l[[uin]U;l],
uio; Huog ],
—1

05 -

0.;1]—17

157
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._1
)

= [wo; o ' lwoj Moy ',

by = [wojox0 ]G[l[ui(rjokoj_lcf[l]_l,

—1,,-1
O W

—1
Por lo tanto u;0;0%0; :

j
Caso 8: k >n—1i+ 1. Entonces

— 7. —1 —1
= (T]_lo'kO'jil(Tk .

Caso 8.1: j < n —1i. Tenemos:
b1 = O'j

by = [Uin]Uk[uinUk]*lj
= wo[uo] ™,

= Ok—1-

b; = [wojo]o; [uojoro; 7Y
= [wox]lo; [[uiox oy '],
) )
= w0 [ugo; ],
—1

by = [wo; chj_l]ogl[uicj Gkoj_lcf[l]_l,
= [woj oy [ [woj oyt
= woy [wo '],
1
= O
1
j
Caso 8.2: j >n —1i+ 1. Tenemos:

1, -1 _ —1

~1
Por lo tanto ujojor0 " O -

b1 =051

by = [Uin]Uk[uinUk]*lj
= wo[uo]

= Ok-—1-
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by = [wojorlo; ' [uojoo; '],

= [wo]oy ' [Twow]oy !,
= wo; [uo; ],

—1

= 0j.

by = [uioj(rk(rj_l

= [wo; o [ lwo; Moy ',

Joy wiojoro; toy 1,

= wo, [ugo '],

—1
= 0y 4.

11,1
i O Wy

Por lo tanto u;0; 0% 0;

— 7. —1 +—1
= U]_lo'k_lﬁjilo'kil.

Obtenemos los resultados a continuacién:

. 1 1 j=n—i+1, ) 11 k=n—i+1,
a;oxa; "oy, Kk<n—i—1, 054k 05 " ay j<n—i—1,
. 1 1 j=n—i+1, ) -1 .—1 k=n—i+1,
Aj0x—1a5 Oy_15 k>n—i+3, 0j-10k0;5 1ty jzn—i+3,
) 1 1 j<n-—i, . —1 -1 j<n-—i,
050%0; Oy, Kot 0j0%k—105 Oy g, k>n—itl,
) -1 —1  j>n—i+l, . -1 —1 j>n—i+l,
0]_1Gk0j_1crk ) k<n—i, 0‘]—1Gk—1(rj—1(rk—l> k>n—i+1.

Es facil ver ambas relaciones en la primera y segunda linea son respectivamente

equivalentes. Esto es

, 11 j=n—i+1,
ajoxa; Oy, k<n—i—1,
, 1,1 j<n—i,
0;01k0; Oy k<n-—i,

. -1 —1 j>n—i+l,
05-10%0; 1015 ken—i,

. -1 —1 j=n—i+1,
aj0k—10a5 Oy g, k>n—i+3,

. 1,1 j<n—i,
0j0k-105 Oy, k>n—itl,

. -1 —1 j>n—i+1,
05-10k-105_10k 15 k>n—i+1.

Ast oj0%05 Yo ! induce las siguientes relaciones en L,

-1 -1, —1 __

-1 -1
O‘J(lk(Tj a, )

-1 1 i—k[>2,

Ok 5 1< k<n—2,
1<j<n—2,
1<k<n—1, |j—k|>2.

(4.40)
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. . 1 -1, 1.1 .
Para continuar, calculemos el conjugado u;050j41050;,,0; 0;;u; " reescri-
biéndolo en los generadores de L, dados en (4.11) y (4.12). Definamos los siguien-

tes elementos:

1

¢ == wojluio5] 7,
¢z := [ui05]oj 1 [uio5054 177,
C3 = [uiO—jO—jJrl]o—j[uio—jo—j+10—j]_17 (4.41)
cs = [1i0505105 107 [uioj051050; 1 17, '
cs == [1i05051050; 10y [uioj05 410507, 051171,

= [u10j0j.410; G;+1G;1]O‘J+1[u10‘] 0j.+10j GJHGJ GJH]*l.

Nétese que los elementos en (4.39) son generadores de Ly, y

uicrj 0—j+10—j 0—]+1 G) 0—J+1u = C1C2C3C4C5C¢q.

Utilizando (4.10), (4.11) y (4.12) reconoceremos cual generador representa cada
elemento en (4.41). Para esto distingamos cinco casos:
Caso 1: j <n —1i— 1. Entonces ¢; = o0j.

Como j+ 1 < n —1i, entonces

Ca = [uin]UjH[uidejH]*l,
u10j+1[u10j+1]71,

- 0—j+1.

C3 = [u10j0j+1]0j[u10j0j+10j]71>

= [u10j+1]0j[[u10j+1]dj]71,

= uin[uin]fla

= Gj.

cs = [wojoj105l07) [wiojo510507 17

- [‘u‘lgj ]G]—O—l[ [ula] ]G]+1 ]71a

1 71—
- u16]+1[ulgj+1] 1’

—1

= 041
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_ A 1171
Cs = [ul()']()']JdO'JO']Jrl]O'j [uIGJG]HGJGjHGJ. =,

loy [[uIG]H]G_

17—-1
i

— [ulo— )

j+1

= uio; [ulc -1

Y

_ —1
—0']-.

— O O oL 571 1
Cg = [u10]0‘1+1010‘j+10j o ulo‘]G]+10‘]G]+10‘J GJH] ,

[[uio;

o

1

= [woj oy} R [C 'l

j j+1

_ —1 7—1
= wo; L lwop 17

"
= 0Oj41-

Por lo tanto 1;050j5410;0;. 10 0‘]+1u = 0j0j410;0;, 10 (T]+1
Caso 2: j = n —1i— 1. Entonces ¢; = o0j.

Como j + 1 =n —1i, entonces

Ca = [uio‘j]o‘j+l[uio-j0j+1]71a
u10j+1[u10j+1]71,

= e.
Comoj=n—1i—1=n—(i+ 1), entonces

¢z = [wojojilojluiojojiop]
= [wioji1lojlluiojii]oy]
= ui+10j[ui+10j]_1v

= e.
Comoj+l=n—i=n—(1+2)+2>n—(i+2)+ 1, entonces

ci = [wojoi4105l05 Y [wojoy0507,, 17,
1 — _
= [ui+10j]0j+1[[ui+10j]Gj_|_1] 17

= u1+2(7]+1[u1+20}+1]71>

_ —1
—Uj.
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Comoj=n—1i—1=n—(i+2)+ 1, entonces

1 _
Cy = [ui0j0j+10'j(7- ]G)

1 —1 _—171-—1
i+ ['LLiO']'(Tj+10']'(T (O ]

j+1%) ’

= (w207 Joy ' Tuie0y ) Jog ',
= U205 [uige0; ],

= €.

Comoj+1l=n—i=n—(i+1)+1, entonces

— O O gL 571 1
Cg = [u10]0]+10]0j+10j ]G]+1[u10‘](7]+10‘]0 105 0‘]+1] ,

_ —17,.—1 —17.—1 11
- [ui+20j ]0-j+1[[ui+20-j ]0j+1:| )

U105 (w00t 7t

1Y LRi+1IY 5400 )
= e.

—1 _
Por lo tanto uiO'jO'j+10'j0']+10'J G]Hu —O'j€€0'j ee =e.

Caso 3: j =n — 1. Entonces ¢; =e.

Comoj+l=n—i+1l=n—(i+1)+2>n—(i+1)+1, entonces

Cy = [uin]UjH[uidejH]*l,
= ui+10j+1[ui+10j+1]71>

= Gj.
Comoj=n—1i=n—(i+ 1)+ 1, entonces

C3 = [ui0j0j+1]0j[ui0j0j+10j]_17
= [ui+10j+1]0j[[ui+10j+1]0j]_17
= ui+10j[ui+10j]71,

= ;.
Como j+1=n—1i+ 1, entonces

c, = [uiO‘jO'jJrlO'j]G;_&l[uIGJ(T]+1O'J(T]+1] L
1 1 71—
= [ui+10j]0j+1[[ui+10j]0j+1] 17

1 ]71’

= U0, [ulcr].+1

j+1

= e.
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Comoj=n—i=n—(1—1)—1<n—(i—1), entonces

_ 17,1 —1  —17-1
Cs = [ul()']()']JdO'JO']Jrl]O'j [uioj(rjﬂojcjﬂoj =,
1
j+1

1

171-1
j+1 ]

loo

Joj w0y, o

= [uio;,

)
= Ui 10j w0t

_ —1
—0']-.

Comoj+1l=n—1i+1=n—(i—1), entonces

— O O oL g1 —1
Cg = [u10]0]+10]0j+10j ]0‘]+1[u10‘]0‘]+10‘10 105 0‘]+1] ,
_ —1 —1 — —1 71-1
= (w05 lop [lwiaoy o 17,
_ [ ] 1
= Ui 10—J+1 Ui 10—J+1 )
|
Por lo tanto 1;0505410;0;, 10 cr]+1u —O‘JCIJO‘ a]+1

Caso 4: j =n —1i+ 1. Entonces ¢; = a;.

Comoj+1l=n—1i+2=n—(i—1)+ 1, entonces

Cy = [uiﬁj]0j+1[uidj0j+1]_l,
= ui—10j+1[ui—10j+1]71>
— a]'_|_1.

Comoj=n—i+1l=n—(1—2)—1<n—(i—2), entonces

¢z = [wiojo51]o5luiojoji05] Y,

= (w1050 [wi10551]05]7,

= uif20—j[uif20—j]_lv

= Gj.
Comoj+1l=n—1i+2=n— (i— 2), entonces

cs = [wojoj4105l07) [wiojo500507] 17

1 _
= [ui—ZGj]0j+1[[u1 ZG]]GJ+1] 1,

= ul 2GJ+1[ul 20-J+1:|717

—1

= Q-
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Comoj=n—1i+1=n—(i—1), entonces

Cs = [uiO‘jO'jJrlO'jO'-_l]O' [LLIO'J(T]+10'J(T+1O' -1
1]—1

Y

= [ul 2014_1]0 [[ul 2G]+1]0;
= Ui10j [Ui—lﬁf -4
1

Comoj+1=n—1i+2>n—1i+ 1, entonces

ce = [wioj05,10505} 05 oy [uioj05,10507) 05 oy 17,
= [ui_10;1]0J+1[[u1 107 oy 17
= wop ) [woy ) 17,
= ol

)

—1 1
Por lo tanto u;050j.10507 ;0]

Caso 5:j >n—1i+ 1. Entonces ¢; = 0j_;.

11 g oalale
05Uy = 0j0541050;,,05 0]

Comoj+1>n—1i+2>n—1i+ 1, entonces

c; = [wojlojluiojojq ],
= u10j+1[ui0j+1]_17

= Gj.
Como j >n —1i+ 1, entonces

C3 = [ui0j0j+1]0j[ui0j0j+10j]_17

= [wiojiilojlluiojii]oy]

= uin[uin]_1,

= 0j—1.
Comoj+1>n—1i+2>n—1i+ 1, entonces

cs = [wojoj105l07) [wiojo500507 17

- [‘u‘lgj ]G]+1[ [ula] ]G]+1 ]717

1 71—
- u10]+1[u10j+1] 1’

_ —1
—Uj.
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Como j >n —1i+ 1, entonces

Cs = [uIG]GJHGJGJH]G [LLIO'J(T]+10'J(T+1O' -t
= [woj} Joy lwoy ) oy 7Y
= wo; lwoj 7Y
1
= 05,

Comoj+1>n—1i4+2>n—1i+ 1, entonces

_ 1
Cg = [ul()'JO'J+1O']0'+1O' ]0']+1[u10'J(T]+10'JG+10' 0']+1] ,

= [woj oy [Tuo; oy 17,

1 ]71’

[u10]+1

- u10)+1

_ —1
—(Tj.

Por lo tanto ;05054105 0;, 10 cr]+1u —0]_10]0]_10 cr 10

Obtenemos los resultados a continuacién:

O . j<n—i-—1, ISjsn—2,
0505+10j 0)+10] U]H’ 0;Q;05 a)+1’
1< <n-2, oo o lgl gl 2<j<n—1
;041030 +1a 0‘ 0j-100j-10; 05,05 , :
Ast 050511 05075 1(7 0' 1 induce las siguientes relaciones en L,
O‘j0‘j+1GjG]+1(T] (Y]_H ;1 <j<n—=3,
U0j0j410505 10 G]+1u 05a;0; 'ajly o 1<j<n—2, (4.42)
-1 -1 -1 .
aja 410500, 050 5 I<jsn—2
Utilizando la segunda relacién en (4.42) notemos que:
—1 -1 -1 _
a]-a]-+10jaj+1aj (T]- = €,
1 -1 1 -1 1
a0y = 05 a;,,05 0j,
S |
0; a]H(a] o5 h = a,q;
S |
0; aJH(GJ a; ) = a9
e = 050,410, ‘a;}a;ta;
- JEI+1Y j+1% j+1,
por lo tanto
0'j0'j+10'j0']+10'] G]H ;o 1<j<n—-3,
OO . —1_—1 . 3
;0305110505405 o5 ug ! 05a;0; taj ; 1<j<n—2, (4.43)
O‘j(lj+10‘; a;la; ajr1 ;3 1<js<n—2
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Sea R el conjunto de relaciones en (4.40) y (4.43). Esto demuestra el teorema. [

Demostracién (Proposicién 4.2).

Del mismo modo que en Teorema 4.4, reescribiremos cada conjugado en los ge-

neradores de L,,_;.

Para calcular las relaciones definamos los siguientes elementos:

d, = Wn—1,i0j [anl,io—j ]_ ’
d2 = [anl,io—j ]O—k[anl,io—j 0—](]_17
d3 := [wn 15050k ]0] Wy 15050107 1],

dy = [wn 11050007 oy w1 5050005 oy ]

1

1 (4.44)

1

Notar que los elementos en (4.44) son generadores de L,, 1, ademads:

-1 —1...—1
Wn-1,i0j0x0; O W 14 = d1d2d3d4.

) n

Distingamos estos elementos en 4 casos:

Caso 1: Sij <1i—1, se tiene:

Caso 1.1: Si k <j—2, entonces, k <i1—3 <i—1, luego:

Por lo tanto d;dydsdy = o500

do = [Wn_1105]ok[[Wn_1i05]ok ],

= Wn—l,iUk[Wn—l,iUk 1,

= Ok.

= [wni0j0 o [ [wn 1050k o
= Wn140; [wno107 ]
_ —1
= G]' .

—1 —17~—17-1
j j ]O—k ] ’

[Wn1:07 1oy Iwn 1507 Moyt

[Wn_110j0%0; "oy ' [[Wn_1i0j0k0

Wn 110y {wn 110007

—1
oy -
._1

—1
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Caso 1.2: Si k > j + 2, entonces:

Caso 1.2.1: Si k <1—1, tenemos:

d = [anl,io—j]o—k[[wnfl,io—j]O—k]_la
= an1,10k[an1,iﬁk]_1,

= Ok.

ds = [anl,iﬁjﬁk]ﬁj_l[[an1,10j0k]0j_1]_17

= [Wn—l,io-k]G;I[[Wn—l,io-k]d

Y

—17-1
]

Por lo tanto d;d2dsdy = 0j Gk(fj’l(f[l.
Caso 1.2.2: Si k =1—1, tenemos:
dy = [wn_1:i05]ox[[wn_1:05]o ],

= Wn_1i0x[Wn_1i0% |

d3 = [Wn—l,io-jgk]d;l[[Wn—l,igjgk]a;

—1 11—
= Wn_1,i-10; [Wn—l,i—lffJ ] 1,
-1
— 0—J .
dy = [Wn—l,io‘ijG;l]O‘EI[[Wn—l,idjo_ko_jil]ggl]il,
—17..—1 —17,.—17—
= [Wn—l,i—ldj ]Uk [[Wn—l,i—lcj ]Uk ] 1,

- —1 —17-1
= Wn_1i-10y [Wn—l,i—lffk 1=,

= €.

1,
j e =e.

Por lo tanto d;d,dsdy = oje0
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Caso 1.2.3: Si i =k, tenemos:

do = [Wn_1105]ok[[Wn_1i05]ok ],
= an1,10k[an1,iﬁk]71,

= Tkn-—1-

d; = [Wn—l,idjdk]a;l[[Wn—l,idjdk]gjil]ila

j_l[[Wn—l,iUk]Uj_l]*l

Y

= [Wn—l,iUk]U
= anl,i+10—j_l[wnfl,i+10—j_l]_17
1

ds = [Wn—l,io-j UKU;I]O'EI[ [wn_l,icr]- Ukﬁ;l ]Ugl ]71,

—1 —1 -1 17—
j ]Uk [[Wn—li—i—ldj ]Gk ] 1>

- —1 —17-1
= Wn—_1,i+10 [anl,i+10—k -,

= [Wn—l,i+10

—1
- Tk,nfl‘

1,1
Por lo tanto d;dydsdy = 05Tkn—10; Typ_1-

Caso 1.2.4: Si i<k, tenemos:

d, = [anl,io—j]o—k[[wnfl,io—j]O—k]_la

= Wn_1i0x[Wn_1i0% |

= Ok-—1-
ds = [anl,iﬁjﬁk]ﬁj_l[[an1,10j0k]0j_l]_1a

= [wn ooy wn ooyt

di = [wno1i05010; oy HIwn 1 i050005 oyt

= [wno1i0; o w05 oyt
1 17—

= Wn_1,i0y [Wn—l,in ] 1>

_ —1

= O'k_l.

Por lo tanto didydsdy = 050%10; "oyt
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Caso 2: Sii<j, se tiene:

Caso 2.1: Sik <j

dl = 0j—1.

— 2, entonces:

Caso 2.1.1: Si k <1—1, tenemos:

ds

dy = [anl,io—j]o—k[[wnfl,io—j]O—k]_la
= Wn—l,iUk[Wn—l,iUk]_1>

= Ok.

Por lo tanto d1d2d3d4 = Gj,lcrk(rj_flcf[l.

Caso 2.1.2: Si k =1—1, tenemos:

dy = [Wn_1105]ok[[Wn_1:05]ok ],

= Wn_1i0k[Wn_1i0% 1,

= [Wn—l,io-k]G;I[[Wn—l,iak]d;l] L
-1 11—
= Wn—l,l—lgj [Wn—l,i—laj ] 17
o !
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dy = [wno1i05010; oy HIwn 15050005 Moyt

= (w105 o Iwn 105 o Y,

— —1 —17-—1
- anl,iflo—k [anl,iflo—k ] )

= e.
Por lo tanto 0 _1e0; ! e = e.
Caso 2.1.3: Si k =1, tenemos:
dy = [wn1:i05]o[[wWn_1:05]o ],

= Wn_1i0k[Wn_1i0% 1,

= Tkn-—1-

ds = [anl,iﬁjﬁk]ﬁj_l[[an1,10j0k]0j_l]_1a

= [wnorioi]oy Iwn g0 ]oy 7Y

_ -1 —17-1
= Wn_1,i+10j [Wn—l,i+10j -

_ —1
= 05,

di = [wn 11050105 o T Iwn 105005 o T,

= [Wn—1,1+10;1]0[1[ [Wn—l,i+10;1]021]_1,
= Wn—1,1+10[1[wn—1,1+10[1]*1,

= Tﬁm—r

Por lo tanto d 1 d1d2d4 = O—jflTk’nflo—j__llTE’h_l.

Caso 2.1.4: Si k > 1, tenemos:

d = [anl,io—j]o—k[[wnfl,io—j]O—k]_la

= Wn_1i0k[Wn_1i0% 1,

= Ok-—1-

ds = [anl,iﬁjﬁk]ﬁ;l[[an1,10j0k]0;1]_17

= [Wn—l,io-k]G;I[[Wn—l,io-k]o_jil]ilg

—17-1
i

il[wn—l,ig 9

= Wn_1,i0;
I
= 0.
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dy = [wn_11050%0;

Joy w1 5050105 Moy 117
= (w07 o w05 oyt

= Wn 110} [Wn 10117

1
= 0,
-1 1
Por lo tanto d1d2d3d4 = Gj,l(rk,l(rjil(fkil.
Caso 2.2: Sik > j+ 2, entonces:
d1 = 0']',1.
_ -1
dy = [anl,io-j]o—k[[wnfl,io—j]Gk] )
= W, 1i0k[Wn_1i0k ]!
n—1,iVk n—1,i1Yk )
= Ok-—1-
d; = [w, q1i0:00]0 [[wh 10501 o]t
3 n—1iYjYk 1Y n—1i0j Pk 1Y )

= [Wn—l,io-k]G;I[[Wn—l,iak]d;l]_lg

—17-1

—1
= Wn_1,i0; [Wn—l,iU]

)

Y

j—1

1

dy = [Wn—l,io‘ijG;l]O‘EI[[Wn—l,idjo_ko_jil]ggl]i,

o wn 07 ot

= [Wn—l,iGJ j

— —1 —17-1
= Wno1i0 [Wno130y ],
_ —1
= Ox—1-
—1 —1
Por lo tanto d1d2d3d4 = (Tj_lo'k_lo‘j_l(fk_l.

Caso 3: Sij=1—1, se tiene:
d, = e.
Caso 3.1: Si k < j — 2, entonces:
d = [Wn—l,iaj]ak[[wn—l,idj]O—k]71>

= Wnp_1i-1 Uk[Wn—l,i—l ox ],

= Ok.
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d3 = [anl,iﬁjﬁk]ﬁj_l[[qu,iﬁjﬁk]ﬁj_l]_la
= [wnriaodoy wn ooyt
= an1,if10;1[wnf1,if10;1]_1,
= e

~1

)
= (w105 o Iwn 105 o Y,

= —1 —17~—17-1
di = [Wnoi050k0;5 Joy [[wni 05007 Joy 170,
_ —1 —171—1
= Wn_1,i+10} [Wn—l,i+10k 1=,
_ —1
= O'k .
Por lo tanto d;dydsd, = eoreo, ! =e.

Caso 3.2: Sik > j+ 2, entonces:

d, = [anl,io—j]o—k[[wnfl,io—j]O—k]_la

= Wn_1i-10k[Wn_1i-10% |

= Ok—1-
d3 = [anl,iﬁjﬁk]ﬁj_l[[anl,iﬁjﬁk]ﬁj_l]_l,
= [wnriaodoy Iwn ooyt
= Wn-1,i-10j [Wn—1,1—10] 1,
= e.
d, = [anLiGjUkUj_l]G[l[[an1,10j0k0j_1]0{1]_1,
= Wn 10 [Wn_130 ]
1
= 04
Por lo tanto d1d2d3d4 = eGk,leG]Zil = €.
Caso 4: Sij =1, se tiene:
d1 = ij,l.
Caso 4.1: Si k < j — 2, entonces:
d, = [Wn—1710j]ak[[wn—l,10j]O-k]71>

—1
= Wn_1i+1 Gk[wn—l,i—H ox] ™,

= Ok.
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ds = [anl,iﬁjﬁk]ﬁj_l[[an1,10j0k]0j_l]_1a

= [anl,iJrlo—k]o—j_l[[anl,i+10—k]0—j_1]_17
= Wn 1,105 {wno1i05 7Y

—1

= Tj,n—l‘

d, = [an1,10j0k0;1]0[1[[an1,10j0k0;1]0[1]_1,
—17,.—1 17, —17—
= [Wn—l,i(fj ]Uk [[Wn—l,i(f]- ]Uk ] 1,

_ —1 —17-1
= Wn—1,i+10 [Wn—1,1+10k 1=

= o "
Por lo tanto d1 d2d3d4 = Tj7n,10—kT;1}L_10—E1.
Caso 4.2: Si k > j + 2, entonces:
d, = [Wn—l,iaj]ak[[wn—l,igj]Gk]71>

_ —1
= Wn_1i+1 Gk[wn—l,i—H ox] ™,

= Ox-—1-

d; = [Wn—l,inUk]Uj 1[[Wn—1,10j0-k]0j_1]71,

= [anl,iJrlo—k]o—j_l[[anl,i+10—k]0—j_1]_17

_ —1 —171-1
— anl,i+10—j [anl,i+10—j ] )

—1
T],Tl—l '

d, = [an1,10j0k0j_1]0[1[[an1,10j0k0j_1]0{1]_1,
= [anl,i+10—;1]o—il[[anl,i+10—;1]0—£1]_17
1 11—
= Wn_1,i0y [Wn—l,iUk ] 1>

_ —1
= 04

—1 —1
Por lo tanto d1 d2d3d4 = Tj7n,1()—k,1Tj7n_10—k_1.
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Asi obtenemos las siguientes relaciones:

(1) crjakoj’lcr;l:e D j<i—1,k<j—2,
(2) ojako;loglze Dj<i-Lk>2j+2, k<i—1,
(3)  OTkn-10; 'L =e 5 j<i-lLkZj+2,i=Kk
(4) 00K 107 ‘0 =e D j<i—1,k=j+2, i<k,
(5) Gj_lcfkcrjjllcr[l =e i<jk<j—2,k<i—1, (4.45)
(6) oj1Tkn-10; 4 s =e 5 i<jk<j—2, k=1,
(1) oj1ok10; oty =e 5 i<jk<j—2,k>1,
(8) Gj_lak_laj’llcf[il =e ; i<j, k=j+2,
(9) TJnlcrkTJn ot=e  ; j=1i,k<j-2,
| (10) Tjno10k- 11”1116];1:6 D=1k >j+2.
Uniendo los casos obtenemos las relaciones en (4.26). O

Demostracién (Proposicién 4.3).
Calculemos las relaciones inducidas por (1), (2) definiendo los siguientes elemen-

tos:

fo := [Wn_1,105]0j41[Wn_110j0541]7",

f3 1= [Wn_110;05+1]05[Wn_1:10505:105] 1, (4.46)
fy = [wn 110;05,:105]0; . [Wn 1105051105054 177, '
fy 1= [wn,lﬂojchGJG]jl]G (W, MoJGJHGJGHG -t

fo := [Wn_1,10;0j110; 0']-_+110']-_1]0']+1[Wn 1,103 05110 0']+10' 0']+1] 1

Notar que los elementos en (4.46) son generadores de L,,_, ademads:

Wn—1,i05034+10j GJ+1G] 0—]+1Wn 14— f1f2f3f4f5f6.

Distingamos estos elementos en 4 casos:

Caso 1: Sij <1i—1, se tiene:
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Caso 1.1: Sij+1<1i—1, entonces:

fo = [Wn_o1105]0551 [ [Wn_1,105]0j41]7

_ —1
= anl,io—j+1[wn71,i0—j+1] )

= 0Oj41.

)

fs = [Wn_11050541]05[[Wn_11050511]05] 71,

= [wn_110511 o[ [wn_110541 1051

= Wn_1,i0j [anl,io—j ]

= (T]'.

-1

Y

)

—1 71—
fy = [Wn—l,inUjHUj]UJH[[Wn 110]U]+1U]]0j+1] 1>

= [Wn—li(fj](f;ll[[wn—li(fj](f

= Wn 10—]+1[
—1

= 0Oj41-

1 1 —
f5 - [Wn 110—)0—]+10—)0—]+1]0—] [[Wn 1,i050541050

- [Wn 110 ]G

J+1 j

= Wn 105 j
1
= 0j .

f— . . . . _1 _1
fe = [Wn71,1010)+10—]0—j+10—j ]O—J+1[[Wn 110—)0—)+10—)0—J+10—] ]G

= [wn 105 o}

Wn— 110—

[Wn—l,iUf

[[Wn 110—

[[Wn 116

-

— —1
= Wn_ 110—]+1[Wn 110—]4_1] )

—1

= 0Oj41-

Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = 0j 0'j+10j0'

Caso 1.2:

fy = [Wn1:05]051 (W 150510511

Sij+1=1—1, entonces:

L1

No

1

Y

j+1

—1

j+1

Lo

—1 7-1
T

)

71]—1

Y

I

)+

Lo oy

_ —1
= Wn_1,i0j+1 [Wn—1,10j+1 -

= €.

) ]+1

1
)

o.

)

1]—1

)

—1
j+1

175
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fy = [Wn_110j0541]05[ [wn 11050541 ]05] 1,
= [Wn1,i0541]0j[ [Wn_1:0541 10517,
= Wn_1i-10j[Wn_1,i-10j I

= e.

1 —1 1—
fa = [wno 11G]GJ+1G]]U]+1[[Wn—l,idj0j+10j]Gj+1] L
—1 —
= [Wn—li—lﬁj]GHI[[Wn—l,i—lUj]UjH
= Wn_1i- 2G]+1[Wn 11— 2G]+1]71>
—1

]0—_1[ [Wn—l iGj 0—j+1 Gj Gj_+11 ]0‘]._1 ]71

— —1
fs = [Wn 10505410505, o]

)+

)

- [Wn 1,i— 20—]+1]0—] [[Wn 1,i— 20—]+1]0—]_1]_17

= Wn_1i20j [anl,if20—j_ 1,

= e.

fo = [wn 110j0j510505 05 oy [[wn 15050510505 05 Hlog ! 170,

—17,—1 —17,—1 17—
= [Wn—li—20' ]Uj+1[[Wn—1i—2Uj ]Gj+1] Y

1
= Wn-1i— 1GJ+1[Wn 1,i— 1GJ+1] s
= e.
Por lo tanto f,fafsfyfsfs = 0je0; 'eee =e.

Caso 2: Sii<j, se tiene:

fl = O'jfl.

fa = [Wn_110j]10551[[Wn_1:105]0541 17,
= anl,io—j+1[wn71,i0—j+1]_17

= O']'.

fs = [wn 110j0j11]05[[Wn_1:1050541]0; 1=t
= [Wn—l,i0j+l]0j[[Wn—l,idj+1]0-j]71,
= Wn_1,i0j [Wn—l,in |

= 0j—1.
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fa = [Wn_110j0j410j ]Gj_fl[ [Wn1,10}0510j ]Gj_fl I

= [anl iGj ]G]+1[ [Wn 1 10) ]0—]’__._11 ]_17

1

= Wp_1,i0 ]+1] )

]+1[Wn 1,i0

_ —1
—0']-.

1 17—
f5 = [Wn 110]G]+1G]G]+1]G] [[Wn 110]G]+1G]G]+1]G] ] 17

11—
o5 Iwn-1:05} Jog ]

= [Wn 110J+1] j
—1
[

Y

= Wn_1i0j5 [Wn—l,in_
1

-1 _—1 -1 71—
fo = [Wn 110505410505 05 1oy [Twa 110505110505 05 Mo 17

= [wno1i07 oy [Twni05 o 1,

j

— —1
= Wn_ 110—]+1[Wn 110—]4_1] )

j+1 )

_ —1
—O']-.

Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = 0—)710—] O—Jflo— 0— 10

) =14

Caso 3: Sii—1=j, se tiene:

flze.

fo = [wn_110j]0501[[Wn_1:105]051 177,
= Wn—l,i—10j+1[Wn—l,i—10j+1]71a

= O'j.

fs = [wWn_110j0j41]05[[Wn_1:10505,1]0; -1,
= [Wn_1i210j41 o5l [Wn_1110541]05 171,
= Wn_1i-10j[Wn_1,i-10j I

- T]'7Tl.—l'

fs = [Wn_110j0j410j ]0]-111[ [Wn_1,10j0410j ]G]-:Lll |

—1 1—
= [wn_ Li— 1(7]]UJ+1[[Wn—1i—10j]0j+1] L
= Wn_ 11(T]+1[Wn 110J+1] 1’

= e.
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f; = [Wn 110—)0—]+10—J0—]+11]0—] [[Wn 110—J0—J+10—J0—J+11]0—J_1]_1

)
= [Wn 110—]_._1]0— [[Wn 110]+1]G]_1]_17

_ — —17—-1
— anl,i+10—j [anl,i+10—j ] )

_ —1
= Gj .
1171 1171 71—
fo = [Wn1:0505110505,505 " oy 4 [[wn 11050510505 )05 Moy T,
] 11—
- [Wn—l,i+10j ]UJ+1[[Wn 11—0—16] ]Gj+1:| 1a
1 11—
- Wn—l,i+10_j+1[Wn—l,i+10-j+1] 1>
_ —1
= Ttin-1-

Por lo tanto f;fofsfafsfs = 05T n— 105 ’L']+1n 1

Caso 4: Sii=j, se tiene:

fl = Tn-1-

fa = [Wn_110j]10551[[Wn_1:105]0541 17,
= anl,i+10—j+1[anl,i+10—j+1]_17

= T+in-1-

fs = [Wn_11050541]05[[Wn_1,10505:1]0; |
= [Wn—l,i+10j+l]0j[[Wn—l,i+10j+1]0j]71a
= Wn—1,1+20j[Wn—1,i+2Uj I

= O'j.

fa = [Wn_11050j410j ]Uj_fl[ [Wn_1,10}0310j ]Uj_fl I,

= [Wn_1i420j ]G]H[ [Wn—1,1+20j ]Ujjrll |

—1 — —1
- anl,i+20—j+1[anl,i+20—j+1] )

—1

= Tiin-1

[ [Wn 1,i0507410j G]+1 ]0—71 ]_17

—1
fs = [anliO-jO—jJrlo—jO—' lo- j

)
—171-—1

= [Wn 11+2G]+1]G] [[Wn 11—0—26]_,_1]0] ]

= Wn-1i+10j [Wn—1,1+10; I,

Y

— —1
- Tj7n71'
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-1 1 -1 71—
fo = [wn 110505410505 ),05 o) [[wn 110505410505, 05 Mo 170,

)

= [Wn—l,i+10-_1](7]+1[[wn 1i+105 ](7]:31]_17

— —1
= Wn_ 110—]+1[Wn 110—]4_1] )
—1

_ —1 —1 —1
Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = ijn—lTJ""l,n—lGjTj+l,n—1Tj,n—10j

Asi obtenemos las siguientes relaciones:

(1) 0j0j410j J_HO‘J O‘H_l e ;o j<i—1,j+1<i—1,
1 . .
(2) 0j-10j0j-105 0']7 o, =e ;o 1<, (4 47)
(3) 0jTjin-10j = Tj+1,n—1 ;o i—1=j,
(4) GjTj,nflTjJrl,nflGj_l =Tn-1Tj+1n-1 ; 1=].
Utilizando (4.47)(3) notemos que:
—1 _
O—jTj,nflTj+1,n71 0']- — Tj,nflTj+1,n71
—1 —1
0jTjn—105 0jTj+1,n-10j = Tn-1Tj+1n-1
—1
T+1n-10jTj+1n-10; ° = Tn-1Tj+1n-1
1 -1
05Ti+1n—105 " = Ti1n 1T n-1Tj+1n-1
Luego tenemos
(1) 0j0j410j J+1O‘J O‘J+1—€ ;o j<i—1,j+1<i—1,
-1 — 1 . .
(2) 0j—100j-10; 0].710]. =e ;i< (4.48)
(3) 05T, n,10‘j = Tj+1,n—1 ; i—IZj,
(4) 0jTj+1,n— 1(7J TJ+1n 1Gn-1Tj+1,n—-1 3 1:]
Uniendo los casos obtenemos las relaciones en (4.27). O

Demostracién (Proposicién 4.4).
Calculemos las relaciones inducidas por (II),, (1) definiendo los siguientes elemen-

tos:

g1 :=Wn_1,105[Wn_1,:05]7,

g2 :[Wn 110]]Tkn[wn 110]Tkn] 1’ (4 49)
g3 := [Wn_ 110]Tkn]0; [Wn—l,io‘j’tk,no-;l]ila
g4 = [Wn_ 1,i0jTk,n 05 ]T[ﬁl[Wn—1,inTk,nt_lT[ﬁl]71-
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Notar que los elementos en (4.49) son generadores de L,,_, ademads:

—1.—1 —1
Wn—1,i0jTkn0j T nWn_1i = 91929394.

Distingamos estos elementos en 4 casos:

Caso 1: Sij <1i—1, se tiene:

Caso 1.1: Si k <j— 1, entonces:

g2 = [anl,io—j]Tk,n[[wnfl,io—j]ﬂrk,n]_la

= Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk,n]_1a

= Tk,n-

gs = [Wn 11057 lo; Iwn 1i05Tcnlo; 17

- [anl,iTk,n]o—j_l[ [anl,iTk,n]o—j_l]_%

1 17—
- Wn—l,iG]’ [Wn—l,igj ] 1a

gs = [Wn—l,inTk,nt_l]T[;[[Wn—l,inTk,nt_l]Tgh]*l,
—1

= (w105 I [Iwn a0y M 170,

— —1 —1 1—1
- anl,iTkm[anl,iTkm] )

= T
Por lo tanto g1g2g3gs = crj’rk,ncrj’l’r;’;.
Caso 1.2: Si k > j + 2, entonces:
Caso 1.2.1: Si k < 1, tenemos:
g2 = [Wn—l,in]Tk,n[[Wn—l,in]Tk,n]*lj

= Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk,n] )

= Tkn-

— —1 —17-1
g3 = [Wn—l,iTk,n]Uj [[Wn—l,iTk,n]Uj -,
-1 17—

= Wn_1i0; [Wn_1:0; ] 1,

) )
. ~1
—Uj.
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gs = [Wn 1105Tcn0; T [IWn 10T oy I LT

= [wn1:05 I [Iwni0y I 170,

— —1 -1 1-—1

- anl,iTkm[anl,iTkm ] )
—1

= Tk,n‘

—1, -1
Por lo tanto g19293g94 = 05Tk, 0; Ty -

Caso 1.2.2: Si k =1, tenemos:

g2 = [anl,io—j]Tk,n[[wnfl,io—j]ﬂrk,n]_la
- anl,iTk,n[anl,iTk,n]_17

= Tn—1n-

gs = [Wn 11057 lo; Iwn 1i05Tcnlo; 17

= [anl,iTk,n]o—j_l[[anl,iTk,n]o—j_l]_%

1 — 17—
= Wn-1i0; [Wn—l,in ] 1>

g1 = [Wn 11057 0; T L [Iwn 1105 T o) T

—1,—1
Por lo tanto g19293g94 = 0jTn—-1n0; Tn_1n-

Caso 1.2.3: Si k > 1, tenemos:

g = [Wno1i05]tkn[[Wn_1:105]Tkn -1

= Wn—_1iTkn [ Wn—1,iTkn ]_17

—1
TnanTk—l,nTn—l,n .

g5 = [Wn 1:105Tcn oy wn 1i05TicnJoy 7Y,

= [Wn—LiTkm]G;l[ [Wn—17iTk,n]G;1 11
= Wn—l,in*l[Wn—l,infl]fl,
1
= oj .
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17,1 11 1—
g1 = [Wn 1i0Tin0; 1T W 1i05Tn0; T, 177,
17,1 11—
= [wn 0 I Hwn a0y T, 17,
= Wn 11T [ WnoiTi, 17
—1 -1
= TainTe—1nTn-1n-

_ —1 —1.—1 —1
Por lo tanto 91929394 = Uanfl,nTk—LnTn—Lnt Tnfl,nTk—l,nTTl—l,Tl'

Caso 2: Sii<j, se tiene:
91 = Oj-1.

Caso 2.1: Si k <j— 1, entonces:

Caso 2.1.1: Si k < 1, tenemos:

g2 = [anl,io—j]Tk,n[[wnfl,io—j]ﬂrk,n]_la

= Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk,n]71a

= Tk,n-

gs = [Wn—l,iGka,n]Gj1[[Wn—l,i0-ka,n]0‘j_1]71a

= [anl,iTk,n]o—j_l[ [anl,iTk,n]o—j_l]_%

1 17—
= anl,io—j [anl,io—j ] 17

_ —1
= 0.

g1 = [Wn 1:105Tcn0; I [Iwn 1105 Tno; T 17

_ —11-.—1 —11+—1 71—1
= [wn110; Ity [[wnri0; It 177
. -1 —1 7—1
= Wn_17iTk7n[Wn—l,iTk,n] )
—1
- Tk,n‘
—1 1
Por lo tanto 91929394 = 0j—1Tkn 05 1Ty n-

Caso 2.1.2: Si k =1, tenemos:

gs = [Wn—l,in]Tk,n[[wn—l,io-j]’tk,n]ila
= Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk,n]71a

- Tn—l,n~
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gs = [Wn 11057 lo) Iwn 1i05Tcnloy 1

- hmnglﬂThn]G;w[MﬁhiﬂThn]G;1T%7

= Wn 1,105 {wn 1057

_ —1
= 0j.

g1 = [Wn 11057 0; I L [Iwn 1105 Teno; T 17

= [wn 1105 In L Hwn oy L 17,

1, -1
Por lo tanto 91929394 = 05—-1Tn—1mn0 1 Th_1n-

Caso 2.1.3: Si k > 1, tenemos:

g = [Wno1105]tkn[[Wn_1:105]Tkn I,

- MﬁrﬂﬂThn[“ﬁhiﬂThn]_%

—1
TnanTk—LnTn—Ln-

g5 = [Wn 1:105Tcn oy wn 1i05Tcn oy 7Y,

—1 11—
= [Wn—LiTkm]G]’ [[Wn—l,i’fk,n](f]- ] 1,

—17-1
i

ilhmn—lﬁg 9

= Wn_1,i0;
-1

—11.—1 —171—1 71—

ko R AIERY el

)

_ —1 —1 7-1
= Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk’n] )

= [Wn—l,iU

—1 —1
n—LnkaLnTn*Lﬂ'

= T
Por lo tanto —0 1T ', T T o tr o ol g
r 91929394 = 05 1Tn 1 nTk—1nTn-1n0; 1T 1 nTk—1nTn-1n-

Caso 2.2: Sik > j+ 2, entonces:

gs = [Wn—17idj ]Tk;n[ [Wn—l,i(fj ]Tk,n ]71,
= Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk,n]71a

—1
Tn_LnTk—LnTn—Ln-
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gs = [Wn 11057 lo) Iwn 1i05Tcnloy 1

j
- [anl,iTk,n]o—j_l[ [anl,iTk,n]o—j_l]_%
= Wn 1405 [wn 05t

_ —1
= 0‘]._1

g1 = [Wn 1:105Tcn0; T [Iwn 1105 Tno; T 17

_ —1 —1 . —1 —1
Por lo tanto g1929394 = Gj—1Tn71,nTk—1,nTTl—1,TlO‘j—lTnfl,nTk—l,nTn—lﬂ’l'

Caso 3: Sii—1=j, se tiene:
g = e

Caso 3.1: Si k <j— 1, entonces:

g2 = [anl,io—j]Tk,n[[wnfl,io—j]ﬂrk,n]ila
anl,iflTk,n[anl,iflTk,n ]_17

- Tk,n-

gs = [Wn 11057l Iwn 1i05Tcn oy 1

= Wi Tken oy HIwn it loy 7Y

_ -1 —17-1
= Wn-1,i-10; [Wn—l,i—lgj 1=

g1 = [Wn 11057 0; I [Iwn 1105 Tino; T 17

1
= Tn

Por lo tanto g19293g4 = €Tk,n€’f[,1n =€
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Caso 3.2: Si k > j + 2, entonces:

g3

gs = [Wn—17idj ]Tk;n[ [Wn—l,i(fj ]Tkm ]71,

—1
Tn_l,nkal,nTnfl,n-

—1

-1
= Wn—l,i—lTk,n[Wn—l,i—l’fk,n] )

= [Wn_1i0jTkn]0; [[Wn—l,idka,n]G;l]_l,

)

j
fl[Wn—l,i—lff;l 1!

= Wn_1,i-10;

Y

= €.

[Wn 1105 Tin0; ' 1T [TWn 1,405Tn 0 I, 10

[vvn41@710;1]TEﬁJ[VVnglﬂflc;l]TEh]_ )

-1 —11-1
Wn—l,i—2Tk7n[Wn—l,i—2’tk7n] )

1

— —1
TnankaLnTn—Ln-

1

= [Wn_1i-1Tkn]0; 1[[Wn—l,i—1Tk,n]0‘;1]71a

1

Y

185

—1 —1 —1
Por lo tanto g19293g94 = T nTk—1nTn-1nTn 1 n T g nTn-1n = €.

Caso 4: Sii=j, se tiene:

91 = TJvnfl

Caso 4.1: Si k <j— 1, entonces:

g3

gs = [Wn—17idj ]Tk;n[ [Wn—l,i(fj ]Tkm ]71,

_ —1
— an71ﬂ+1Tkaan41ﬂ+1TkJ1] )

= Tkn-

—1

= [Wn—l,inTk,n]U- [[Wn—l,idka,n]G'

j
-1
j
— —1 —17-1
= Wn-1,i+10j [anl,i+10—j 1=,
-1
Tin_1-

—1
)

(Wi 1105 Tn 0 1T [[Wn 1105 Tk n 0] ']

—17,.—1 -1

[Wn—1,1+10j ]Tk,n[ [Wn—l,i—i—lcj ]
-1 —1 71—

Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk’n] 1>

Ten:

—1
Tkn

-,

-,

= [Wn—l,i+1Tk,n]U~ [[Wn—l,i+lTk,n]G;1]71a

—1
Thn

]—l



186 APENDICE A: CALCULO DE RELACIONES

_ —1 —1
Por lo tanto g19293g4 = Tmn-1Tkn T 1T

Caso 4.2: Si k > j + 2, entonces:

gs = [Wn—lj,o—j ]Tk,n[ [Wn—l,i(fj ]Tkm]_l,

= Wn—l,i+1Tk,n[Wn—l,i+lTk,n] )

—1
Tn_l,nTk—l,nTn—l,n-

1 17—
gs = [Wn—l,inTk,n]Uj [[Wn—l,inTk,n]Uj 1,
= [Wn—l,i+1Tk,n]U;1[[Wn—1,1+1Tk,n]U;1]71,
1 11—
= Wn—l,i+10j [Wn—l,i+10j ] 1>
—1

— T]‘ ,T\.*l’

g1 = [Wn 110iTin0; T [Iwn 11050y T 17,

—17.—1 —17,—1 7—

= [(Wnori107 Il Iwnorioy In o, 170
-1 —1 71—

= Wn—l,iTk,n[Wn—l,iTk,n] g

1

_ — —1
- Tn—l,nkal,nT'ﬂ—lyn‘

_ —1 —1 —1 —1
Por lo tanto 71929394 = Tj,nflTn—l,nkal,nTnfl,nT]’7n_1Tn—1,nTk_1,nTnfl,n-

Asi obtenemos las siguientes relaciones:

(1) 0jTkn0; = Tkn ;o j<i—1,k<j—1,
(2) 0jTkn0; | = Tin D j<i—1,k=j+2, k<i,
(3) Gan,17n0;1 =Tn 1n D i<i—1Lk>j+2 k=i,
(4) o-jT:liLnTk—l,nTn—Lno-; = T:liLnTk—l,nTn—l,n ; ) <i—1,k> ] +2, k >1,
(5) 051 Tkn 0} ) = Tkon ;i< k<j—1, k<,
(6) 0 1Tn-1,n0; 4y =Tn-1n ;o i<, k<j—1 k=1,
(7) O-j—lT-,:il)nTk—lan—lmo—;,ll = T{ilm’fk—l,n’fn—l,n ;o 1<, k<j—1,k>1,
(8) O-j—lT'[:il)nTk_lfnTn_lﬂlo-j_*l = T;anTk—l,nTn—l,n ;i< jv k > ) +1,
(9) Tn-1Tkn = TknTjn-1 ;o i=g, k<j—1,

(10) T 1Tl n T 1nTn1nTn g = Tnign Tk 1nTn1n ; t=j, k>j+2.
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Ademas,
—1 -1 _ 1
O—an—l,nkal,nTnfl,no—j = Tn—l,nkal,nTnfl,n
—1 —1 -1 1
0iTh-1nTk—1n0; 0jTn—1n0; = Tn 3 nTk—1nTn-1n
—1 —1 1
O‘JTn717nTk_l7n’0‘] Tn_lvn - Tnfl,n’tk—l,n’tn—l,n
- -1 1
G]'Tnfl,n’tk—l,ngj = ThitnTk—1n
ot b, o toiT ool = .t ot
j'n—1nYj jrk—1,nYy - 'n—-1n‘k-1mn
Tl ooyt ol = vl 1
n—1nvjtk—1nY; - n—1ntk—1mn
_1 _
03 Tk—1,n0; = Tk—1n-
y
—1 -1 1
0i—1Th—1nTk—1nTn-1n05 1 = TngnTk—1nTn-1n
1 —1 -1 1
05 1T 1nTk—1n0;10;-1Tn—1n05 7 = Th_ 1nTk—1nTn-1n
—1 —1 -1
05 1Tn1nTk=1n0; 1Tn-1n = TrngnTk—1nTn-1n
o 4Tt T ol = 1!l T
j—1*n—-1ntk=1n%j1 — n—1ntk—1mn
o 4T L, o Lo T ol = 1!l T
j—1*n—-1n"j—-1Yj-1*k=1n%_1 — ‘tn-intk-1n
- -1 1
Tho1n0j—1Tk—1n05 7 = TninTk—1n
—1
0j—1Tk—1n057 = Tk—1n-
Luego tenemos:
—1 . . .
(1) 0jTkn0; = Tkn ;o j<i—Lk<j—1,
(2) 0jTkn0; | = Tn P j<i—1L,k=j+2,k<i,
1 . . . .
(3) 0jTn—1n0; = Tn-1n ; j<i—1L k>2j+2, k=1,
(4) Uka—l,nU;l =Tk—1,n ;p I<i—-LkZ>2j+2 k>i,
—1 . . . .
(5) 0j—1Tk,n 05" = Tin i<y k<i—1, k<,
(6) Gj,lTn,LnGj__l =Tn_1,n ;o 1<y, k<j—1, k=1,
1 . . . .
(7) 0j—1Tk—1,n0j_1 = Tk—1,n ; i<jk<j—1,k>1,
—1 . . .
(8) 0j—1Tk—1,n0j "3 = Tk—1,n ;o i<y, k>2j+1,
(9) Tin-1Tkn = TknTjn-1 ;o i=j,k<i—1,
-1 -1 -1 . .
. (10) Tj7n*1Tn71,nTk*17nTn*17nT]’711—1 =ThianTk—1nTn—1n ; 1=, k>j+2.
(4.51)
Combinando los casos, se tienen las relaciones en (4.28). O]
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Demostracién (Proposicién 4.5).
Calculemos las relaciones inducidas por (1I),(2) definiendo los siguientes elemen-
tos:

Ky i=wWn_1:0j [Wn—l,i(fj 1,

ko :
ks

[Wn 110—]]T)n[wn ILG)T]n] 17

(4.52)

[Wn 110—]T)n]0— [Wn ILG)T]nG ] 17

k4 = [Wn—l,iGjTj,nG; ]Ti

j+1,n[Wn 1,i05Tj,n0; It

-1
]+1n] :

Notar que los elementos en (4.52) son generadores de L,,_, ademads:

Wn—1,i05Tj, nG T wW_ = k1k2k3k4

]+1n n— 11

Distingamos estos elementos en cuatro casos:

Caso 1: Sij <1i—1, se tiene:

ks = [Wn IIO—)T)TI]O—J [[Wn 110—]T]n] ]_

17,1 —1 —1
]TjJrl,n ] )

]Tj+1,n

—1
[[Wn—l,inTj,nt

—1 ]71
j+1ln )

ky = [Wn—l,io-j’tj,no-;

It}

j+1, n[ [anl,io—_l ]T

= [wn io-_l j

j
-1
= Wn_ 11T]+1n[wn llT]+1n] )

—1

= T]'+1,n'

Por lo tanto k1k2k3k4 05Tj, n(T T]+1 n
Caso 2: Sii<j, se tiene:

kl = 0j—1.
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ky = [anl,io—j]Tj,n[[anl,io—j]Tj,n]_la

- anl,iTj,n[anl,iTj,n]_17

—1
Tnfl,nijl,nTnfl,n-

ks = [Wn IIO—)T)TI]O—J [[Wn 110—]T]n] ]_1]_17
—1] 1

Y

= [Wn 11T]n] [[Wn llT]Tl]

= Wn_1i0j5 [Wn—l,iU; |

= 05,
ki = [wn1:05T5m05 Tl HIwn1i05 T oy Tl 0 170
17,1 —17.— -
= [wn_liG- ]Tj+1n[[Wn—1,inI]Tj+11,n] g
= Wn_— 11TJ+1n[Wn 11T)+1n]71’

—1
= Tho 1'rLT)nTn In:

Por lo tanto kikoksky = 0]_1'tn 1nTi—1nTn-1 nO‘JilTn 1T, n’l,'n In-
Caso 3: Sij=1—1, se tiene:

klze.

ke = [Wno1105]Tn[[Wn1i05]T0 17,

_ —1
= Wn—l,i—lTj,n[Wn—l,i—lTj,n] )

= Tn—-1n-
k3 - [Wn 110‘]T]'r1]0‘J [[Wn 110]’[’]“]0;1]71,
= [Wn 1,i— 1’17]71]0‘J [[Wn 1,i— 1T]n]0;1] 1’

= Wn 1i-10j [anl,i&(fj_ 1

= €.
k4 = [Wn 1161’[:] nGJ ]T]Jrlln[[Wn—l,iGjTj,nGj_l]Tj_jl’n]il,
= [wn 1105 ]Tj_Jrll nl [Wn—l,iqﬁj_l ]Tj_fl,n]_l,

—1
Wn— 11T]+1n[wn 11T]+1n] )

—1

= Tnfl,n‘

Por lo tanto kikoksks = Ty 1 net,t; =
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Caso 4: Sij =1, se tiene:

k1 Tin—1-

ky = [Wn—l,io—j]Tj,n[[Wn—l,io—j]Tj,n]

_ —1
— anl,i+1Tj,n[anl,i+1Tj,n] )

Tj,n~

[Wn 110]T] n]G

) )

— —17-1
Wn—1,i+10j [Wn—l,i+10j 1=,

—1
T].,T\.fl .

—1

]TjJrl,n

-1
[anl,io-jTj,no-j

1

1]T]'_+1n[[wn71,i+10—j_ !

— 1
[anl,i+10—j ]Tj+1,n
Wn— 11T]+1n[wn 11T]+1n]_1,

Tn 1 nT] nTn In-

[[Wn 1,105, n]Gi

1 —
[Wn 11+1T]n]G] [[Wn 11+1T]n](7]

[[anl,inTj,nGj_l

-1

Y

—1
j+ln

I,

s

— —1 —1 —1
Por lo tanto k1k2k3k4 = ijnflTLnTj,nflTn—l,nTj,nTnfl,ﬂ'

Asi obtenemos las siguientes relaciones:

(1)
(2)
(3)

05—

Utilizando (4.28)(1) se tiene:

O—JflT

—1
05Tin0; = =Tj+in ;
-1 -1 _ 1 .
T nT—1nTn-1n05_ 1 = Ty nTnTn-1,n 3
Tn—1Tj, nT]Tll 1= Tﬁil,nTJ’,nTn*Ln ;
0‘]—1Tn 1nT]— nTn— 1nG], - Tn—l,n
n— 1nT)71 no—] O—JflTn 1n0—], = Thiin
O-JflTn 1nTJ*1n0— 1Tn In = Tn
i 4Tty Tiqn0iy = T..
j—1 n Intj—1n%j_-1 — n—1mn
_ —1
G]—lTn an' 0']_1T]_1 n(T = Tnfl,n
Tl 04T a0 = Tt
n—1nvj—-14-1n%_1 — n—1in

—1 _ .
05-1Tj—1n05; = Tjn

=

j<i—1,

1<,

(4.53)
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Luego tenemos:

(1) 05T5,n0; L = Tjiin poj<i—1,
—1 . .
(2) O-j—lTj—Lno-jfl =Tjn 1<), (454)
-1 1 . .
B) GG 1 = ThoinTnT-tn 5 j=1
Combinando los casos obtenemos las relaciones en (4.29). O]

Demostracién (Proposicién 4.6).
Calculemos las relaciones inducidas por (1I),(3) definiendo los siguientes elemen-
tos:
. —1
ty = wWno1,105[wn_1105] 7,
t w o; T [w 0:T 1t
2 n—LiYj I'Y+1n n—LiY%j H+1In )
1
Wn— 110—]T)+1n]0—] [Wn IIO—)T)+1 nGJ ] )

1

=
=

ty = [wn_ 110']TJ+1n0' ]T]+1n[wn 11(7]T]+1n0 T]+1n]_l’
= [Wn 1.105Tj11.n 05 ' T 0 I T A W 1403 11 n 05 ' T 1T
=

Wn_— 1161T]+1n0 T]+1nT]n]T]+1n[Wn 110']’[,']4_1“0 TJ+1nTJ nT]—l—ln]
(4.55)

Notar que los elementos en (4.55) son generadores de L, ademaés:

—1
Wn—-1,i05Tj41, nG] T)+1 nT] nTH‘l an 11— = titytgtytsts.
Distingamos estos elementos en cuatro casos:
Caso 1: Sij <i—1, se tiene:
t, = 0—]
— —1
t, = [Wn—lj,o—j ]Tj+1,n[ [Wn—l,i(fj ]Tj+1,n] )
— —1
= Wn—l,iTj+1,n[Wn—l,i’fj+1,n] )
= Tj+in-
_ —17-1
t3 — [Wn 110—]T)+1n]0— [[Wn ILG)T)+1n]G] ] ’

—1 71—
= [Wn 11T]+1n](7] [[Wn 11T]+1n](7] ] 1,

= Wn_1,i0; I,

i [Wn—l,io-'i

)
_ —1
= O'j .
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—17.—1 —17.—1 —
ty = [Wn 1105751105 T [[Wn 110500 m0y T 07
!
1=,

= [wn 1407 15 i

—1
j_._ln[[wnfl,io—j ]T
= Wn_ 11T]+1n[wn 11T1+1n]_17

—1

= T]'+1,n‘

1 11—
t5 — [Wn 110']’[,']4_1“0 TJ+1n]TJn[[Wn 110]T]+1ng T)+1n]Tj,n] 1’

17—
- [Wn 11TJ+1n]TJn[[Wn 11T)+1n]Tj,n] 1,

= Wn_— 11T]n[wn 11TJn] 17

_ —1
= T

te = Wn 110571105 T T I [Wn 110540005 ' T 0 T
= [anl,iTj_ﬂll It [anl,iTj_’Tll]TjJrl,n 1,

= anl,iTjJrl,n[anl,iTj+1,n]_17

= Tjiin-

Por lo tanto titotstyitsts = 05Tj+1, nO—] T +1 nT] nT]+1 n-

Caso 2: Sij > 1, se tiene:

t, = 0j5—1-

to = [Wn—lﬁﬁj]Tj+1,n[[Wn—l,io'j]’fj+17n]71,

_ —1
= Wn—l,iTj+1,n[Wn—l,i’fj+1,n] )

—1
TTL—l,TlTj nTn—1n-

1[ [Wn 1 1G]TJ+1 n]G_

ty = [Wn 11(T]T]+1n]0 j

)
= [Wn 11T)+1n]0—] [[Wn 11T)+1n]GJ_1]_17
= W10} w1057,
_ —1
= 0.
ty = [Wn 1105751105 T [[Wn 110500 m0y Tl 7Y

—11_—1 —11—1 —
= [wnori0y It p wnerioy g L 170,

— —1
= Wn_ 11T]+1n[wn 11T]+1n] )
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_ —17—1
t5 — [Wn 110—)T1+1n0—] TJ+1n]TJn[[Wn ILG)T)+1nG] T)+1n]Tj,n] )
_ —17-1
- [Wn 11T1+1n]T]n[[Wn 11T]+1n]T]’,n] )
_ — —17-1
- anl,iTLn [ anl,iij ] )
1 —1
- Tnfl,nTj—l,nTTL—l,n-
_ —1,.—1 —1 —1.—1 —1 —1
te = [Wn1:05T11m05 T G I Grn [ [Wn1405T01m 05 T G I Tean 170
o -1 —1 —1
= [Wn—l,iij]Tj—o—l,n[[Wn—l,i’tj’n]’tj—kl,n] )
_ —1
= Wn—l,i’fj+1,n[Wn—l,i’fj+1,n] )
I
= ThoanaTGnTn-1n.
Por lo tanto titatstytstg = 0‘]_1’tn 1nTjnTn—1,n0} 1’tn 1T, nT]—lnTLTlTTl—LT‘-‘

Caso 3: Sij=1—1, se tiene:

t1 = e

ty = [Wno1,i05 1Ty nl[Wn1i05 IT5000 17,
= anl,iflTjJrl,n[anl,iflTj+1,n]_17

—1
TnanTj ,nTn—l,n~

11—
ts = [Wn 11(T]T]+1n](7] [[Wn 110]T]+1n]01 ] 17

11—
— [Wn 1,i— 1T]+1n](7] [[Wn 1,i— 1T]+1n](7] ] 1,

= Wn_1i-10j [Wn—l,i—ld; 171,
= €.
—17.—1 —17—1 —
t4 = [Wn—l,idjTj+17nGj ]Tj+1’n[[Wn—l,iGjTj+1,n0j ]Tj+1,n] 1a
—171.—1 —17,.—1 —
= [anli—lo—j ]TjJrln[[Wﬂ*Li*lo—j ]Tjﬂ,n] 1’
= Wn_— 11T]+1n[wn 11T]+1n]_17
—1
= Thlin
ts = [Wn ILGJTJ+1nG T]+1n]T]n[[Wn 110)T)+1n0 T]+1“]T;T11]_1’

19—
- [Wn 11T]+1n]T]n[[Wn 11T)+1n]Tj,n] 1,

= Wn_— 11T]n[wn 11TJn] 17

_ —1
= T
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11 -1 11 1 .
[(Wn—1,105 T4 1,005 T2 0T [T n [ IWn1105T 1m0 05 T 1 T 1 T4n ]

[anl,iTj_Jll ]Tj+1,n[ [anl,iTj_Jll]TjJrl,n ]_17
anl,iTjJrl,n[anl,iTj+1,n]_17
Tn—l,n-

Por lo tanto titotstatsts = Tn 1 nTJ nTh-1 nTn 1 nT) nTn 1m = €.

Caso 4: Sij =1, se tiene:

t, = Tjn—1-

t, = [anl,iﬁj]Tj+1,n[[an1,10j]’fj+1,n]71,
= anl,i+1Tj+1,n[anl,i+1Tj+1,n]_17

= Tn—-1n-

t3 = [Wn 110—]T)+1n]0— [[Wn ILO—)T)+IH]G;1]_17
= [wn_ 11+1T]+1n](7] [[Wn 11+1T]+1n:|0;1]717

— - —17-1
= Wn-1i+10j [Wn—1,1+10j 1=,

_ —1
- Tj,ﬂ*l.
17,1 R
ty = [Wn 1105751105 T [[Wn 110500 m0y Tl 07

= [anl,i+10—'_l ]T]:Lll al [anl,iﬂffj_l ]T]-_Jrll,n]_la

—1
= Wn_ 11T]+1n[wn llT]+1n] )
- Tn lnT] nTn In-

11—
= [Wn 110']’[,']4_1“0 TJ+1n]TJn[[Wn 110]T]+1ng T)+1n]Tj,n] 1,

11—
- [Wn 11TJ+1n]TJn[[Wn 11T)+1n]Tj,n] 1,

= Wn— 11T]n[wn 11TJn] 17

—1

= Tn—l,n‘

11 -1 11 1 .
[(Win—1,105 T4 1,005 T2 0T [T n [ IWn1005T 1m0 05 T 1 T 1 T4n

—1 —1 _
[anl,iij ]Tj+1,n[ [anl,iij ]Tj+1,n ] 17
Wn_1,iTj+1,n [Wn—l,iTj+l,n 1,

—1
Tnfl,nTj,nTn—l,n-

Por lo tanto titotstatsts = Tin—1Tn— 1nTJ n— lTn 1nTJ nTn 1nTj,nTn—1,n-

)

)
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Asi obtenemos las siguientes relaciones:

-1 _ 1 RSN
(1) 05T+1,n0; = Tj11 nTnTj+1,n i <i—1,

1 1 e
(2) o5t t LT Tn-1n0) ) = Tl o T T inTinTnoin 5 > 1, (4.56)

(3) Tj,n—lTn—LnT]‘Tn,l = T;_l)nT;nTn—l,nTj,nTn—l,n ; ] =1i.

Ademds, utilizando (4.28)(1) se tiene:

Gl—lTn 1 nTJ nTn-1 nG]* = Tn 1nT) nTJ— nTJ nTn-1n
1 _ .
Tn—lmgiflTi,ngj—lTnfl,n = Tl 1nTj, nT;— InTnTn-1n
0j—1T, nGJ— = Tj,nijl,nTJ‘,n
Luego tenemos:
—1 —1 RS
(1) 0jTj+1,n0; = Tj11 nTinTi+1n ;o <i—1,
—1 —1 . .
(2) 05-1T,n0;_; = T 1 T-1,nTjn ;g >, (4.57)
—1 -1 -1 .
(3) TGn-1Tn—1nTn 1 =Tl nTGnTm-1nTGnTh-1n 5 ) =1
Combinando los casos obtenemos las relaciones en (4.30). O

Demostracién (Proposicién 4.8).

Consideremos los siguientes elementos:

P1y = WipTrs[WiepTrs 17,

P1, = [Wkars]le[Wkar STI,]] 17
Pis = [WkarsTl]]T [WkaT‘STl,]T 1] la
Piy = Wi pTo, sTiiTrs ]T ][WkarsTLJTrS ”1]*1

donde 1 < 1 < s <j. Notemos que

Tr STl]Trs 1] = P1,P1.P13P14-

Para 1 <1 <s <j < n distingamos cinco casos:

Caso 1: SirT <k <s, se tiene:

Caso 1.1: Sip > 7, entonces:
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P, = [Wk,pTr,s ]Ti,j [ [Wk,pTr,s ]Ti,j ]_17
= WigpTij [ WipTij ]
= Ty
P, = [WipTrsTij 1T s[IwipTrsTig 1T s 17,

= [WipTi; ]T:,i[ [ Wi pTi; ]T:,i |

= Wk,pTr_,i[kaTr_,i -,

—1

- Tr,s'

1

_ — —11—1
P = [WipTrsTijTrs =,

—1 B
I LW p T s T T 1T

= [wipToslt lIwipts It 17,
= WipTy; [WiepTi 17

—1

= Ti-

— —1.—1
Por lo tanto dy,dy,d;,dy, = TrsTij Ty s Thj -

Caso 1.2: Sip =T, entonces:
pll = Tk,S’

P, = [Wk,pTr,s]Ti,j[[Wk,pTr,s]Ti,j]_17
= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]_l,
= T
P, = [Wk,pTr,sTi,j]Tr_é[[wk,p’fr,s”fi,j]Tr_,i]_l,
= [wipti It IwipTilt 170
= WipT [ wipT sl
I
= T
P, = [Wk,pTr,sTi,jT;i ]Ti_’jl[ [Wk,pTr,sTi,jT;i ]T
= [wiptilt wept il 1

1 11—
= WipTy Wity 17

—17-1
i’?j ] )

—1
= Ti,j .
—1

_ —1
Por lo tanto dy,dy,d;,dy, = Th,sTij T s Th j -
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Caso 1.3: Sii< p <, entonces:
_ 1
pll - Tk’sTT—l,STk,S'

P, = [Wk,pTT,s ]Ti,j[ [Wk,p’fr,s ]Ti,j 11,

= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]*l,

= Ty
Prs = [(WipTrsTiy [T Wi pTrsTig I T 170,
= [Wk,p’fi,j ]TT_,S [ [Wk,pTi,j ]Tr_i |
= WipTrs[WipTig1 ™
= T[,ls’frill,s’fk,s-
P = (Wi TrsTiy Tt 1T [Iwip Tr o Ty Tt I 177,
= [wiptilt w17
= WipTy; [WipTi 17
= T

Por lo tanto dq, di,di,d1, = Ty STT 1,sTk,s T Ty STT 15Tk, ST”

Caso 1.4: Sii=p, entonces:
_ 1
P1, = Tk,sTr—l,sTk,y

P, = [Wk,pTr,s ]Ti,j[ [Wk,pTr,s ]Ti,j ]_17

= Wi pTij[ Wi pTi; =,
= Tk,;j-
1] 1

P, = [WkaT’STl]]T [[WkarsTLJ]T

Y

= [Wk,pTi,j]Ti [[Wkai,j]T;i]il,

= WipTalwiptil

- Tk,sTr—l,sTkys '
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P, = [Wk,pTT,STi,jT;i]TJ[[WkaTSTl]T ]Ti_’jl]_lv
= [wipT il wept it 17

= Wxg pT [Wk pT ] 17

= Wx ‘pT [Wk 'pT ] 17

= ’tgj.

Por lo tanto d,,dy,d;,dy, = Ty s’tr 1,sTk,s Tk,j Ty, STT 15Tk, STkJ

Caso 1.5: Si p < i, entonces:

1
P = T sTr—1sTks:

P, = [Wk,pTr,s]Ti,j[[Wk,pTr,s]Ti,j]_17

= WigpTij [ WipTij ]

f— 71 . . .
= TxTi-1Tkj-

P1; = [Wk,pTr STLJ]T [[Wkar STl]]T 1] 17
= [WipTi; ]TT_,S[ [ Wi pTi; It i
= kapTr_,i[kaTr_,é -,
—1,.—1
= Tk,sTrfl,sTk,S'
P, = [Wk,pTr,sTi,jT:i ]T [ [Wk pTr sTi ]T ]Tl ]1 ]_17

—1 —17-1
= [wk,PTr s ]T i,j [[wk,PT ]Ti,j ] )

_ 1 1]-1

= Wy pT Wi pT s

= Tk]T J’tk]

1 S |
Por lo tanto dy,dy,d;,dy, = T s Tr—1,5 T, s T Ti1,) T Tie s Tr—1,
Tk sTk]T ]Tk]

Caso 2: Si r =Kk, se tiene:

Caso 2.1: Sii< p <, entonces:

—1
Pui = TsTe-1sTks:

P, = [Wk,pTT,s ]Ti,j [ [Wk,pTr,s ]Ti,j 1,

= Wi pTii[WipTijl ™,

f— _1 . . .
= TiTi-15Tk,j-
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P1; = [Wk,pTr,sTi,j ]T:,i[ [Wk,pTr,sTi,j ]T:,i 11,
= [wipTi It wiptilt 17,

= Wk,pTr_,i[Wk,pTr_é 17,

11
= TsTk-1,sTk,s-

_ 1 _ 17—
P = [WipTreTiy T It [Hwip s Ty Trg I 171

—1

= [Wk,pT;i ]TL]' [ [Wk,pT;i ]Til ]71,

i,j
‘_1

—17-1
17j|: ‘.] ’

= kaPT i,)

Wk7p’f

[ P .
= TiTit1,; Tk

_ 1 —1 —1, -1
Por lo tanto d11d12 d13d14 = Tk,sTk*LSTk,STk,jTi*17]'Tk7]'Tk,sTk—1,sTk,S
1,1
TriTio1, Tk,
Caso 2.2: Sii=p, entonces:
R
P = T sTk—1,5Tk,s-
_ —1
P = [WipTrs Tl Wi pTrslTijl ™,
= W T; [W T s ]_1
k‘7p 1) k,P 1) ?
= WipTii [ Wi pTii] !
k,p *1j k,p i, )

= Txj-

P, = [WipTrsTij It sl IwipTr st 1T s 17,
= [Wk,p’fi,j ]T:; [ [Wk,p’fi,j ]T:; ]71,
= WipTrs[WipTig] ™

11
= T sT1,sTk,s-

P, = [(WipTrsTiy Tt 1T LW p Tr o T T T 17
= [wiptt T Uwiptidt 17,

= WipTy [WipTif 17

= T;

1 =11 —1
Por lo tanto dy,dy,d;,dy, = T s Tr—1,5Th,s T Tie s Tr1,5 The,s T -
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Caso 2.3: Sip < i, entonces:
_ 1
P = T sTk—1,5Tk,s-

P, = [Wk,pTT,s ]Ti,j [ [Wk,pTr,s ]Ti,j 11,

= Wi pTii[WipTigl ™,

= Tij-

P = [Wk,pTT,sTi,j ]T;i[ [Wk,pTT,sTi,j ]T;i ]71a

= [Wk,pTi,j ]TI;[ [Wk,p’fi,j ]T:; ]71,
= kapT;i[kapT;i]ia

_ —1.,.—1
- Tk,skal,sTKS‘

_ 1 _ 11—
P = WipTrsTii T 1T Wi ptr sty Ty 170,

—1

- [Wk,pT;i ]TL]' [ [Wk,pT;i ]Til ]717

i
_ ~1 ~171-1
= WipT [WipTi 17,

—1

—1

_ 1 —1.,.—1
Por lo tanto d11d12 d13 d14 = Tk,skal,STk,STi,jTk,skal,sTKSTL,J .

Caso 3: Sii< k<, se tiene:g

Caso 3.1: Sii< p, entonces:
P, = Tr,s~

P = [WipTrs Tl IwipTes T 17
= WipTij[wipTiil ™

= T

Prs = [(WipTrsTiy Tl Wi pTrsTig Tt 171

= [wiptijlt s[IwipTiglt 170

= WipTrs[WipTigl™

—1

- Tr,s'
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_ —1 _ 17—

P, = [Wk,pTr,sTi,jTT,i ]Ti,j [[Wk,pTr,sTi,jTré ]Tid ] 17
_ —1 _ 17—

= [Wk,PTr,i]Ti,j [[kaTr,i]Ti,j] g

= Wip T;:jl [ Wk p T;:jl ] ! ’

—1

= Ty

—1le

Por lo tanto d;,dy,d;,dy, = Trs T T s Tpj -

Caso 3.2: Sii=p, entonces:

P, = TT,S'

P, = [Wk,pTr,s]Ti,j[[Wk,pTr,s]Ti,j]_17
= WigpTij [ WipTiy |7

= Tk

P, = [WipTrsTij It s[IwipTrsTig It s 17,

= [wiptijlT sl wipTiylr 170
= WipTrslWipTis ™,

—1

- Tr,s'

_ 1 _ 11—
P = [(WipTrsTii T 1T Wi p Tr oy Trg It 170,

_ 1 _ 17—
= [kapTT,i]Ti,j [[kapTT,i]Ti,j] Y
1
i”j

1

= Wg,pT [Wk,p’t;’jl]7>

—1
= Ty

—1.—1
Por lo tanto dy,dy,d;,dy, = Trs T Trs The -

Caso 3.3: Sip < i, entonces:

P = [WipTes 1Tl IwipTrs ITi; 171
= WipTij[wipTii ™

—1
T Ti-1,5Tk -
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Prs = [WipTrsTij 1T Wi p T sy I T 0 170,
= [Wk,pTi,j ]TT_,S[ [Wk,p’fi,j ]Tr_l I,
= WipTroWip Tl
= T...
P = [(WipTrsTiy Tt 1T LW p Tr o Ty T It 17
= [wipT il wept il 1

_ 1
= Wx pT [Wk pT ] ’
= Tk,j Ti—l,j Tk,j-
_ S P R p | ,
Por lo tanto d;,d;,d;,di, = Trs T 5 Tim 1,5 The Tros iy Tio1, T -

Caso 4: Si k =1, se tiene:

— _1 . . . .
= T3 Ti-1,Tij-

Pz = [WkarsT1]]T 1[[WkarsT1]]T

Y
- [Wk,pTrsT1]]T [[WkarsT1]]T 1] 1,

= [wiptijlt s[IwipTiglt 170

= WipTrs[WipTig] ™

_ —1
- TT’,S'
_ —11-
‘p14 = [Wk,pTT,STi,jT I]T ][[Wk‘pTT ST1]T I]Tij] 17

= il Hwept dt 17

= Wka [Wka ] 17

Por lo tanto dy, di,di,d1, = Trs T Tio1Tij Ty oTo i To

T,s "i,j “i— l)TlJ

ij
Caso 5: Si k < 1, se tiene:
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P, = [Wk,pTr,s]Ti,j[[Wk,pTr,s]Ti,j]_17

= WigpTij [ WipTiy |7,

= Ty
= | el Tl !
p13 - Wk,pTY,STl,J TT,S kaPTﬁSTlv] TT,S Y
_ —1 —17-1
= [wipTijlt slIwipTislt I
_ —1 —11-1
= WikpTis [kapTY,S] )
|
- Tr,s'
_ 171 1 —11-1
P14 — [Wk,pTr,sTi,jTT,s ]Ti,j [[Wk,pTr,sTi,ans ]Tid ] )
_ 171 1 —11-1
= [WipT,s ]Ti,j [[WipTrs ]Ti,j =,
_ 1 —17-1
= WipTy [WipTiy 177,
1
= T
Por lo tanto d;,d;,d;,d;, = TT,STUT;;T;;
Luego, obtenemos las siguientes relaciones:
Casol: r<k<s
(1) TrsTij = TijTr,s ;op>
(2) Ti,sTi,j = TijTk,s ;op=r,
(3) (T;ls’l'r—LsTk,s)Ti)j = Tij (Tg,lsTT—LSTKS) ;o 1<y,
(4) (T]:)lsTr—l,sThs)Tk,j = Ty j (T[}s’fr—LsTk,s) ; i=p,
[ (5) (T Tim1,i T ) (T s Tr1,sThs) = (T S Tro 1,6 Thes) (T j Tim1,5Ty) 3 P <L

Las relaciones (1), (2) y (3) son consecuencia de (A), las relaciones (4) y
(5) son consecuencia de Lema 4.13.1 y 4.13.2.

Caso 2: r=k

(1) (T[}s’fk—LsTk,s)(T[j”fi—LkaJ) = (T[j”fi—Lka,j)(T[}s’fk—LsTk,s) ;o i<p<r,
(2) (T[}sTk—l,sThs)TkJ = Ty,j (TElsTk—LsTk,s) ; i=p,

(3) (T]Z)lskal,sTk,s)Ti,j =Ty (Tilskal,sTk,s) ;o p<i

La relacién (1) es consecuencia de 4.13.2, la relacion (2) es consecuencia

de 4.13.1 y (3) es consecuencia de (A).
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Caso 3: i<k<r

(1) Tr,sTij = TijTrs ;i< P,
(2) Tr,sTk,j = Tk,jTr,s ) 1= P,
(3) Trs(TiTi1jTi) = (T jTi1jTie)Trs 5 P <1

Las relaciones (1), (2) y (3) son consecuencia de (A).

Caso4: k=1
{ (1) Tr7s(T;j1Ti—1,jTi,j) = (T::lei—LjTLj)Tr,s-

Esta relacion es consecuencia de (A).

Caso b: k<i
{ (1) Tr,sTi,j = Ti,jTrs-
Esta relacion es consecuencia de (A).

El caso r < s <1< j es andlogo. Esto demuestra la proposicion.
Demostracién (Proposicién 4.9).
Consideremos los siguientes elementos:

. -1
P2y = Wi pTr s [ Wi pTrs ] 77,
1

P2, = [Wiep T [T [Wiep TrsTrj 177,

P2s = [WipTrsTrj Ty, [wkaTSTT]T S

P2, == [WkarsTr]T I]TS}[WKPTT'STT']TT‘STS,]] 1’

P2s = [ Wi pTr s Trj Ty, STS]] J[Wk’PTT sTrjTr, STS]T ,J] E

P2 1= [Wiep Tr s T Tr 4T T j 1o [Wiep Tr o Trf T g Ty T T 71

Notemos que

—1 —1 _
WiepTr,sTr ]TT sTs Jj 'TSJWk,p = P2:P2:P25P24P2:P2-

Distingamos tres casos:

Caso 1: Sir <k < s <j, tenemos:

Caso 1.1: Sir < p <k, entonces:
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P2, = [Wk,pTr,s]Tr,j[[Wk,pTr,s]Tr,j]_17

= WipTrj[wipte; 171

= TT?J’.

P2; = [Wk,pTr,sTr,j ] [ [Wk PpTrsTrj ]T_l] 17

= [WipTr 115l [Wk,me' [

)
= Wk,pT;i[Wk,pT;i 17,

et "['71

T,

P2 = [WipTrs Ty Tt 1T Wi pTr s Ty Tt JT 171

4 P ET,8 513) s,j k,ptrstrj S,) )
= [wk,p'rfl]'ts][[wkp'r ]’t;jl]*l,
= WipTej [ WipTo 171
_ —1
— TS7]'¢

P2s = [WkarsTr]TrsTS]]Tr][[wkarsTr)Trs S’Jl]T:’jl]717

= Wit ltHwept it 17

= Wka [Wka ] 17

_ —1

= Ty

P2s = [WkarsTr]TrsTS]T ]Ts,][[wkarsTr,)TrsTs]T ]Ts,]] 17

= [Wka ]TS][[Wk‘pT ]Ts,]] 1a

= WipTsj [ WipTsjl ™,

= Ts,j~

Por lo tanto pa2, P2, P2:P2,P2: P26 = Tr,sTr JTr STSJT ]TSJ

Caso 1.2: Si r = p, entonces:

p21 - Tk,S’

P2, = [Wk,pTr,s]Tr,j[[Wk,pTr,s]Tr,j]71,

= WipTrjlwipTe; 177,

= Tk,j .
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P2 = [WipTrsToj 1Tt Wi pTr s T IT LT
= [ wWipT It Wi ety It s 170,
= Wk,pTr_é[kaTr_é]_la
= T
Par = [WipTrsTry Tt 1T Wi p T s T T 1T 17

= [wipTilt w1

= WipTej [ WipTo 171,

—1

= Tsj

P2s = [WkarsTr]T T ]T

T,8 Us,j [[Wk‘pTT sTr Ty T ]T;

] T,s S,)
= [ wipto It Hwieptei T 17!

Y

= Wk,pT [Wka ] 17

= TE’]-.
P2s = [WkarsTr]TrsTS]T ]TS][[Wk‘pTTSTT,]TTSTSJT ]Ts,]] 17
- [Wka ]]TS][[Wk‘pT J]Ts,]] la

— —1

= WipTsj[WipTsi] ™,

= Ts,j-

Por lo tanto pa, P2, P2:P2,P2: P26 = Tk.sTk JTr STS F Tk JTSJ

Caso 1.3: Sip < 7, entonces:

1
P2 = T sTr—1sTks-

P2 = [WipTos I Tej Wi pTrs I 171,

= WipTrj [ WipTe; 171,

—1
- Tk,jTrij Tk’v] :

P2, = [WipTrsTrj 1Tl [WipTrs Ty 1T 0 171,

= [ WigpTrj 1T LW pTej It 171

)
= Wk,pT;i [kaT;i 17,

—1
- Tk,sTr—l,sTk,s .
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_ —11—
P2y = [Wk,PTr,sTr,J’TT,i]T ][[VkaTr sTrjTr, ]TSJ] E

= [wipT il HwipT it 1

= WipTy; [wipto 17

—= ’[71

S,
Pas = [(WipTrsTrTraTo 1T (Wi p Tr o T Trd e 1T 170,
= [wipTe It w170,
= WipT, I Wipt; 17
= TI:,jT:—l,kaJ"
P2s = [WipTrsTri T T g 1Tsi LW p T s Ty T AT ST S 15 177,

- [Wkp’tr] ]Ts][[wkaTJ ]Ts,]] 1,

_ 1
= WipTsjWipTs; ],
= Tsj-
Por lo tanto =T T Tk s Ty Ty 1T Ty o T
p21p22p23p24p25p26 - k.,S T—].,S k'vs k,) T_]-v] kv] k.,S T_17S
1,1
Te,sTs )3 T j Tr—1, Tk, Ts j -

Caso 2: Si r =Kk, se tiene:

_ —1
p21 - Tk’STT—l,STk,S'

P2, = [Wk,pTr,s]Tr,j[[Wk,pTr,s]Tr,j]717

= WipTrj[WipTr] T,

—1
= T Te-1iTk,j-

p23 = [Wk pTr STr] ] [[Wk pTr STT,) ]T 1] 17
= [kapTrJ ]TTT,S [ [Wk,PTrJ ]T:i ]_17
= Wk,pTr_,i [Wk,pTr_,i |
— —1.—1
= T sTk—1,sTk,s-
P2, = [Wk pTr, sTr,)T ]T [ [Wk pTr, sTr,)T ]T;JI ]_17

= [WipTrs ]TS][[wka S
= WkaS)[kapTS)] 1’

—1

= Ty
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P2s = [Wk pTr, sTr]TT sTs] ]T T [ [Wk P, sTr,)TT sTs Jj ]T:’Jl ]_17
= (Wit 1t Hwepte It 170
= Wk,pT [Wk pT ] 17
= TE,]' T;—l,j Tk.j-
P2s = [Wkar sTr]Tr STS]T ]Tsj[[wkar sTr,)TT STSJT ]Ts,j]ilv

= [Wka ]TS][[Wka ]Ts,]] 17

= WipTsj [ WipTsjl !,

= Ts,j-

_ 1 —1 —1.—1
Por lo tanto P2:P2:P2:P2.P2:P2 = Tk,sTT'_lysTkysTk,jTk_ly]'Tkijk,skal,s
-1 —-1_-1
Te,s T T, i Tr—1,§ Th,j Ts i -

Caso 3: Si k <, se tiene:
p21 - TT’,S'

P2 = [WipTos 1Tej [ Wi pTrs I 171,

= Wi pTrjl Wi pTrj I,

= TT?J’.

P2; = [WkarsTr]]T [[WkarsTr]]T 1] 1,
= [Wk,pTr,j]T [[Wkar]]T 1] 1,

= Wk,pT;i [kaT;s 17,

—1

= T

P2, = [kapTTvsTTJ'T_l ]Ts ) [ [Wk PTT STTJT s ]Ts ) ]_1’

= [wipti g Hwptiltg 1

S,j
= W oT Wyt ti]t
kpts,j kptsj )

1
- Ts,j’

P2 = [WipTrsTrjTr iTe 1T, ] [[wkp’crs’cr,)’c It !t

71]—1
T,S's,j T8 s,

T?j

)
= [ wipTe It w170,
= Wk,PTr][WkPTr]] 1>

—1

= Ty
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11 11 -
P2 = [WKPTTVSTT’JTréTs,jTr,j ]TSJ[[WKPTTVSTT,J'Tr,iTs,jTr,j Jts 5177,

= [Wk,pT;jl ]Ts,j [ [Wk,pT;jl ]Ts,j ]_17

= WipTsj [ WipTs il !,

_ —1
- kastvj [kastJ ] ’
= Ts,j~
Por lo tanto =T T T oo T L s
P2,P2,P23P24P2:P26 = Tr,sTrj T sTs 5T 5 Ts -
Luego, obtenemos las siguientes relaciones:

Caso 1: T1<k<s<j

1 -1 )
(1) TT75TTJTr7s - Ts,j TTJTSJ o T<p < k"
-1 _ -1 R
(2) The,s T i Tie,s = T Thej Ts,j PTEP
1 —1 —1,—1 11 . . . .
(3) Ty, s Tr—1,sTh,s Ty JTr—1,5 Tk j Tie s Tr—1,sThys = Tg jTi jTr—1,jTk,jTsj 5 P <T.

Las relaciones (1) y (2) son consecuencia de (B)

Caso 2: 1=k
{ (1) T T 1,5 T, s T Th 1,5 Tk T s T 1,6 Thos = Toj T Tk 1,j T j Ts -
Caso 3: k<
{ (1) T sTrjTrs = T TrjTs -

Esta relacion es consecuencia de (B).

Basta demostrar ahora que las relaciones en Caso 1.(3) y Caso 2.(1) son conse-
cuencia de (4.32). Como r —1 < k en Caso 1.(3) y k—1 < k en Caso 2.(1),

consideremos ambos casos, tomando t < k como r —1 o k — 1, entonces:
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Caso 1.(3)/Caso 2.(1):

1 1 11 _ | B
TesTsThos || T Tei T || Trs TesThs | = T T j T, Thj | Ts,j
(B)
1 1 _ 1 1
Tk Te,s Ty 1 Te kT, Ty, KTeRT, sTtk = T Ttk |Tej| Te,kTsj
(A)
1 1 1
TekTesTejTesTew = TekTsTeiTs,iTex
1 1
TtvsTtvat,S = TS,jTtvaSJ
(B).

Esto demuestra la proposicion.

Demostracién (Proposicién 4.10).

Consideremos los siguientes elementos:

P3; = Wi pTrs [Wk,pTr,s ]_17

P3, = [Wk pTr s ]Ts J [Wk pTr sTs,] ] 17

P3s = [WkaT STS]]T 1[Wk‘pTT‘STS]T 1] 17

P3, = [WkaT STS]T 1]TSJ[WkaT STS]TT' sTs,] ] 1,

P3s = [WkaTSTS]T T J]T ][WkaTSTS]T T ’JT ]] 17

P35 = [ Wi pTr,s T j Ty T, JTTJ T I W pTr s Ty T, STS]TTJT 1 h

P3; ‘= [Wk,pTr sTs,)T T T T ]Tr ) [Wk,pTr sTs,]Tr sTs ) 'Ts_l'lTr,j ]_17

P3s = [Wk,pTr sTs,)T T;j T;j T Tr,) ]Ts ) [Wk pTr sTs,)Tr sTs ) 'IT;]'lTr,st,j ]_1

Notemos que

Wi, pTr, STSJTr sTs Jj - )T ]TT‘ iTs, ka p — P31P3:P33P3,P3;P36 P37 P3s-

Distingamos tres casos:

Caso 1: Sir <k < s <j, se tiene:

Caso 1.1: Sirt < p <k, entonces:
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P3, = [Wk,pTr,s]Ts,j[[Wk,pTr,s]Ts,j]_lu

= WipTsj [ WipTsjl !,

= Ts,j-

P3;s = [WkarsTs,J]T [[WkarsTs,]]T 1] 17

= [WipTs ]T;,s [[WipTsilTr s 17!

)
= Wk,pTEi[Wk,pTr_,i 17,

—1

- Tr,s‘

—17-1

P3s = [kapTT’vsTS,jTil ]Ts ) [ [Wk PTT‘ STSJT : ]Ts,j

Y

= [wipt it w17

= WipTg, Jj [Wk,PTs J I~ 17

—1

= Ts5-

11 —171—
P3s = [Wk,PTT,STSJTT sTs, ) ]Tr] [ [Wk T, STS,JTT iTs Jj ]Tr,j ] 17

_ —1 —17-1
= [wipTe It [Iwiptef Ity 170,
= Wkp’tr][wkp’tr]] 17

= T_l

"
D3, = [wkp’rrs’r&]’rrs’cs]’r ko [[wkp’rrs’cs,)’crs’cs]l’r_l] 7]1]_1,
= I wipT ] I [Iwie Ty ]T;jl]_l,
= WipTeWipte; 17
= T
P3, = [wkp’rrs’cs,)’crs’cs]’r T ]Tr][[wkp’rrs’cs,)’crs’cs]’r T ]Tr]] L
= [WipTo I I p o ey 170,
= WkpTrj [Wk,pTT,j ]_1,
= T,
P3s = [WipTrsTejTyaT SJT T Tr]]TS,J[[WkarSTSJTrSTS]T T Tr]]’cs,)] L

= [WipTej 1T [ [WiepTejlTe 171,

= WipTsj [ WipTsj] !,
= Ts;-

Por lo tanto P31P3:P33P34P3:P3sP3,P3s = Trr STSJTT sTs )Tr j i ]TT,]TSJ
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Caso 1.2: Sip =T, entonces:

p31 = Tk,S‘
Pa. = [WipTos ITs LWk pTrs 1T 171,
= WipTsj [ WipTsjl ™,

= Ts,j-

P3;s = [WkarsTs,J]T [[WkarsTs,]]T 1] 17

= [WipTs, ]T:,s[ (Wi pTs 1Ty

Y

= WipTlwipt il

_ —1
= Tk,s'
Ps, = [WipTrsTey Tyt 1T Wi p T sToy T b T3 170,
= [wipt It Hwiptriltg 17
= Wip Ty [wipte 177,
_ —1
= Ty
— 1—1 —171—1
Ps, = [WkaTSTSJTTSTS]]Tr][[wkaTSTSJTTSTSJ]’tm-] ,
_ —17-1
= [wipto It w1,
= Wka [Wka ] 17
= Tij
_ —17-1
P3s = [wkp’rrs’rs]’rrs’cs)’r ]TS][[WkaTSTSJTTSTSJT Nt J] ,
= [Tl Hwept it 17
= WipTg; [Wk,pT i
_ —1
= Ty
_ 1 71 —1
Ps; = (Wi TrsTejTraTe Ty Tos 1Tl Wk pTr s T j T 4 Te Ty To g 1Ty 17,

— [wk,p'r;j 1T Wi p T N1l

= WipTrj[WipTri 1

= Tk,j .
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P3s = [WkarsTs,JTrs SJT T Tr]]Ts,)[[wkarsTs,JTrsTsz T Tr]]Ts,)] 17

= [WipTej 1T i [ [WiepTejlTe 171

= WipTsj [ WipTs il !,

= Ts,j-

_ 1,1, 1,1
Por lo tanto ps, P3,P3, P53, P35 P36 P3-P3s = Th,sTs,j T s s T j Ts,j Tk Ts,j-

Caso 1.3: Sip < 1, entonces:

—1
p31 = Tk’STT—l,STk,S'

Ps, = [(WipTrs1Tojl IwipTrs It 170,

= WipTejlWiptei]

= Ts-

P3; = [Wkar STSJ]T [[Wkar sTs,]]T 1] 1,
= [Wk7PT57] ]TTT,S [ [Wk,PTSJ ]T;i ]_17
= Wk,pTr_,i [Wk,pTr_,i =

—1 -1
- Tk,sTrfl,sTKS‘

17—
P = [WipTrsTaiTrg 1T LW Trs Ty T 1T 171
= [wkvp’tfl]’t;jl[[Wk,p’frf,s]'t;jl]i ’
= wipTgjlwipt; 17
_ 1
= Ty
11—
P3s = [WipTrsTsjTy, STSJ ]Trl[[wkar sTsjTr, sTs,J It.5] E
B 17-1
= [Wka J]T ][[Wka ]]T )] )
— Wk‘pT ][Wka ]] 17
= TjTr15 T
P3s = [Wkar sTs,]Tr STS]T ]T [[WKPT" STSJTT iTS?JIT?I] ’]1]_17

= [kap’ti. ]TS j [[wy pT ]T;]-l]il,
= WipT, Jj [kast J I~ 1’

—1

= Ts
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P33, = [Wk,pTr sTs,i Ty, sTs JT T ]Tr Jj [[wyk pTrsTs,iTr s T J
- [Wk,pT ]TT,) [ [Wk,pT ]Tr] ] 17
_ | 11
= WipTrjlWikpTrjl
I R |
= T Tro1,i Tk,
_ -1
P3s = [Wk T, STS,JTr sts ]T Ts,j Trj ]TSJ [ [Wk pTr, STSJTr sTs )

= [WipTrj s IwipTry 1755

= WipTsj [ WipTsj] ™,

= Ts,j-

Por lo tanto s, P3,P3,P3,P35P3sP3,Pss

—1

Y

—1—1 11,1
Tsj T Tr—1, T Ts 5 T Tr—1,5 T Ts -

Caso 2: Sir =Kk,

P3s

Ps,

se tiene:

—1
P31 = TisTe—1,sTks:

P3, = [Wk,pTr,s ]Ts,j [ [Wk,pTT,s ]Ts,j ]7 )

= WipTsj [ WipTsjl ™,

= Ts,j-

P3;s = [Wk‘pTT'STS]]T

= [WipTs,jl

_ —1 —
= WikpTis [Wk,PTr,

11
= T sTk—1,sTk,s-

= [wipT it Hwe, T,

[ [Wk ‘pTT sTs ) ]T

S7]

= Wi Ty [wipto 17

_ —1
= Ts,j .

[(WiepTr s Ts i Tr s T 5 1T

[WiepTo; 1T Hwiep e 17,5 ]

Wk‘pTr] [Wkp’tr] ] 17

T]ZSTk—l,sTk,s-

[ [wi pTrsTsjTr T

—1

Y

Trsl [WiepTs 15177

7

1

Y

—1—1
T,5 °S,j

lr= T T ]Tm-]_,

1]1

= [Wk,pTT,sTS,jTr_,i]TSJ [[Wk Pl STSJT ]T;]'l]_l

It 1Y

1

-1
T TS,j TY,]. ]Ts7j ]

1 11
= T s Tr—1,5Tk,sTs i Ty s Tr—1,sThs

Y

Y

—171—1
]T‘nj ] )

-1

)
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Pse = [WipTrsToyTraTe T 1T [IWipTr s Te T 4T T 1 170,
= [wipT It Hwiept It 17
= Wi pTy; [wipte 17

et "['71

s?j :
Psr = (Wi TreTe i TraTe i Tr i Toy T LWk pTr o Te T e To Ty T 1Ty 171,
= [Wk,pT;]’ ]Tr,j [ [Wk,pT ]Tr]] 17
= WipTrj[WipTry] ™!,
11
= TrsTk-1,sTk,s-
P3s = [WKPTT‘ STSJTr STS)T ]T )TT‘J ]TSJHWKPTT STSJTr STS]T ]T )TT‘J ]TSJ] 1>

= [WipTej 1T [ [WiepTejlTe 171,

= Wi pTsj [Wk,st,j ]_17

= Ts,j-

_ 1 —1 . —1 —1
Por lo tanto ps, P3,P3:P3,P3:P3s P3.P3s = T, s T 1,5 Th,s Ts i Tie s Tie 1,6 Thys T
—1 —1—1,—1
The,s The—1,Thk,s Tg 5 Tie s Ti—1,5Tk,sTs -

Caso 3: Si k <, se tiene:

P3s = Trs:

P3, = [Wk,pTr,s]Ts,j[[ka’tr,s]’fs,j]ila

= WipTsj [ WipTsjl ™,

= Ts,j-

P3; = [WkarsTs,J]T 1[[WkarsTs,]]T 1] 1,
= [WipToj It sl i pts T s 171,

= WipTrs[WipTisl ™

— —1
= Tns.

D3, = [ WipTrsTo T ITo Wi pTr s Ty Trd I 17

= [wipTos ]TS][[wka S
= kapTS)[wkvaS)] 1’

—1

= Ty
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P3; = [Wk,pTr sTs,]TT STS] ]T T [[Wk pTr, sTs,)T T s, ]T:l ]_17

—1]—1

= [Wk,st_' ]Tr_' [[Wk,st_,j 1T,

Y

= Wka [Wka ] 17

—1

= Ty

[[Wk‘pTT sTs,]T T , T ]Ti'l]ila

P3s = [WkarsTs,JT T, T ]T sj i lts

T,s S) ] ]

= [Tt Hwept it 17

= Wk,PT [Wk7PTS)]_17

R
= Ty
1
P3, = [WkaT sTs,]T T T T ]TT‘][[Wk‘pTT STS]T T T T ]Tr]] )
_ - 1
— [wk,p'rs’]. ]Tm-[[wkp’t ]’tr]] ,
= Wi pTr: [ Wi pTri ]
k,ptrj k,p 1, )
- Tr7j.
= [ Wi pTreTsiTr T 1T, T_1T~]T Wk pTr s Ts jTr LT i T, T_1T~]T']_1
P3s = kptrsts,j 1’5 s,j s,j TSy kptrstsjtrsts; s,j T)A4TSy) ’
_ —1
— [Wk,pTr,j]Ts,j[[wk,pTr,j]Ts,j] ’
= Wy oTei[ W pTei ]t
kpts,jLlWkpts,j )
= Tsj.
—1,—1
Por lo tanto P31P3:P33P34P35P3P3:P3s = Trr STSJTr STS] 'Ts,j TriTs,j-
Luego, obtenemos las siguientes relaciones:
Caso 1: T<k<s<j
(1) TT>STS>J'T:75_TSJTTJTSJT‘"JTSJ ; T<p<Kk,
—1 —1.—1
(2) TkVSTSJTl@s Ts J Tk ]TS iTk,jTs,j ;o P=T
-1 —1, -1 -1, —1, — -1
(3) T TrLsThs To i T s Tr1,6 Ths = To T Tyoy Th Toj Ta j Tro1,i T Tsj 5 P <T.

Las relaciones (1) y (2) son consecuencia de (C).

Caso 2: r=k

1 11 111 1
{ (1) T sTh—1,5Thk,s Ts,i Tie s T 1,5 Thys = T T T 1,5 Tk, T, The s Th—1,5 Tk, s Ts -
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Caso 3: k<r
{ (1) TrsTsjTrs = To Ty Ts,iTrTs j-
Esta relacion es consecuencia de (C).

Basta demostrar ahora que las relaciones en Caso 1.(3) y Caso 2.(1) son conse-

cuencia (4.32). Para esto consideremos t < k < s < j, tenemos:

Caso 1.(3):
T Ty o Ties | To | To L Tp o =  r ittt | Tes| T b T T | Ts
k,s 'tstks | tsjl teos tes ks - s, "k vty TR | S| Ykt Yk | bS]
(B)
—1 —1, -1 —1 —1
TekTe,s| TeTsj | TekTe,sTex = | TsjTek|Ty, Ttk Tsj Ttk | Te,5| Te,k Ts,j
(A)
—1 1.1 _ -1
Tt,th,STS,jTt,th,th,sTt,k = Tt,kT T T thkTS)Tt]TSJ tk
-1 o 11—
Tt,STS,j Tt,S - TS,j Tt,j TSJ Ttvj TS,j
(C).
Andlogamente para Caso 2.(1). Esto demuestra la proposicién. 0J

Demostracién (Proposicién 4.11).
Consideremos los siguientes elementos:

P4y = Wi ple [Wk,pTll ] la

Pay = (Wi Ty 1T sl wie p T Te 5 170,

P4y = [Wka Ts;]le[Wka TS,jTi,j]_l,

Pay = [ Wi pTy [T T T, [wka T T Tl

Pas = (Wi p T Te i ToyTrd 1T [Whp T To T Tri Ty 1

Pag = [Wiep T Te i Ty Tri Ty 1To ) [Wiep T Te i Ty T Ty Toy 1

Pay = [WipTi TS,]Tl,]TTlTIJTSJ]Tll[wkalJTsJTl]T T”T ]TU] L

Pas = (Wi pTy TSJTI,]T”TUTSJTIJ]T 1[Wkal]TS7]TmTTlTUT ST L

Notemos que

Wi p Ty, ij TS 3T, ]Tr 1T1 Jj N )Tl ]Tr ka p — P4, P4,P45P4,P4;P46 P4, P4s-

Distingamos cinco casos:
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Caso 1: Si s <k < 1, se tiene:

Caso 1.1: Si s < p <k, entonces:

_ 1
Pu = Ty

P, = [kapTl] ]TSJ[[WKPTLJ ]TSJ]71>

= WipTsj[WipTsjl ™,

= Tg,j-

—1 —1 _
Pay = [WipTi; o 1 Tui [ Wi pTiy Toy T 171,

= [WipTsj Tl IwipTs i 171
= WipTij[wipTii ™

= TiJ .

Pa, = [Wk,pT TSJTI,J]T [[Wka TSvJTMJ]Til] !

)
= [wypTi ]Tf- [[Wi pTi; ]T;il I,
= Wx ‘pT [Wk,pT ] 17

—1

— Tr7i-

Pa;, = [Wk,pT;:les,jTijTi'l]T'i'l[[Wk,pT;les,jTi,jT;il]T;jl]_lv

= [kap’fi.l]’tl] [[Wka ]T;jl]il,

= WipT; IWipt 17
_ —1
— TlJ .

P1e = [WipTi; TSJTI,JTrlTl]]T [[Wka Ts,jTi,JT;iT:]l]T;}]_lv

= [wiptey It [ Iwipty It 177,

1

= WkaS)[kapTS) =,

_ —1
= Ts,j .

P4 = [kapT TS,JTUTrlTl]T ]T”[[WKPT TSv]TlJTTlTl]T ]Tll] 1’

= [Wka ]Tl][[wk‘pT ]T1]] la

= Wi pTijlWipTiyl ™

= Tij-
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Pas = [WipTo) Ty T T To g Tig 1Tt LW p T Toy T T T To Ty 1T 170,

T,i 1]

= [WipTi; ]T_- (Wi pTi; ]T:,il It

)

= Wip T WipTi]l

—1

= Ti

—1
Por lo tanto p4, P4, P4, P4, P45 P P4, Pag = T TS JTii T 1T1 ; T TI,JTT’i

Caso 1.2: Sip =s, entonces:

—1
Pa = Ty
Pa, = [Wk,pT ]TS][[Wk,pT;jl]TS,j]_:L’
= WigpTsj[WipTsj 1,
= Tk,j~
P4 = [Wkal)TSJ]TIJ[[WKPTUTSJ]TU] 1’
= [WipTs, ITil IwipTs 1T,
= WipTij[WipTig I,
= TL]"
—17—
Pa, = [Wk,vT]TSJTl,J]T [[WKPTJTSJTU]T I
= [wypTi ]T_-l[ (Wi pTij ]T;il 1,
= WipTilwipTii 17
R
= T
—1 —1 1. —17—
P4 = [kapTi,jTSjTijTri]Tl][[Wkal]TS]TllTrl]le] 1>
= [Wkp’ti‘l]’f J[[Wk‘pT ]lel]il,
_ 1
- Wka J[Wka J] )
I
= Tij-
P1s = [WipTi; TSJTI,JTrlTl]]T [[Wka TSJTUTr%T;]l]T;]'l]_17

= [wk,p’r.’. ]TSJ[[Wk,pT ]’t;jl]*l,

= WkaS)[kapTS)] 1’

= Ty
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P = [WipTi; FTo T Ty ITU T, ]TLJ[[Wk,pT i TsjTij Ty, 1T1;T s)j Pl
= [Wka ]Tl)[[wka ]Tl]] 17
= WipTij[WipTi; 1
= Tij-
Pas = [Wk PTl J TSJTl ]Tr 1T1] T, )lel ]T 1[ [Wk PTl J TSJTl ]Tr 1T1] T, )lel ]T_l]
= [Wk,pTi,j]T_-[[Wk pTij ]T;il]_l,
= WipTiwipt i1
1
= T

Por lo tanto pa, P4, Pa; P4, P15 P1s P4 Pag = Ty 'rk]'r1 JTT oy TKJTI,JT

Caso 1.3: SirT < p < s, entonces:
—1

Pu = T

P4, =

= WipTsj[WipTsj]™

= T Ts—1jTk,j-

P4y = [WKPT)

[Wk,pT ]Ts,][[wk pT i,j ]Ts,)] ’

Ts,] ]T1 ) [ [Wk 'pT

1

Y

]Ts,] ]le] 1a

= [WipTsj Tl IwipTs ;i 171

= WigpTij [ WipTiy |7,

= TiJ .

—1
Pa = [WipTijTsjTiglT
= [wiptislt

— —1
- Wk’vaT,i [kapT

—11-1
r,i] )
_ —1
— Tk,i'
Pa; =
= [wipT It [Iwip T It ]
= Wk,PTl) [Wkal)] 1’
—1

= Ty

1 1 _
r,i[ [WKPTL]’ Ts,jTij ]Tr,i

1 171
cilwipTiy T ]

[Wk,pT;:les,jTi ij-l ]T-*-l[ [Wk,pT;les,jTi,jT;il ]T;jl 1=

1]71

Y

Y

1

—1

Y

Y
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P1s = [Wk,PT TSJTIJTTLTI)]T ][[WkPT TSJTUTrlTl;]T_,jl]_lv
= [wipt; It Hwiept It 17

= WipTy; [wipto 17

1
= Tijs—l,kaJ‘

P4 = [WKPT TS,JTUTrlTl]T ]TIJ[[WKPT TSJTUTrlTl]T ]Tll] 17
- [Wka ]Tl][[wk,pT ]le] la
= WipTij[WipTii 17
= Tij-
71 _
P4 = [WkPT )TSJTllTrlTLJT ]lel]’t [[WkPT )TSJTllTrlTLJT )lel]’t ] 1’

= [WipTi; ]Tf' [[WipTi; ]T;il I

= WipT,j [Wk,pT S

1

= T.i

Por lo tanto Sl P A SR Y Y s st o
P4, P4, P43 P44 P45 P46 P47 Pas = Ty 5 Tie 3 Ts—1,i The,i Tij Tie 1Ty j T

1 1

Ts—1,i Tk Ti,i Ty i -

Caso 1.4: Si p =, entonces:

1
Pa = Ty-
Pay = [WipTiy 1Tel Wit Ites 17
= WipTsj[WipTsjl ™,
1
= TKJTS*LJTkJ
P4y = [Wka TS)]TI)[[Wk,pT:leS,j]Ti,j]_:l?
= [Wk,st,j ]Ti,j [ [Wk,st,j ]Ti,j ]_17
= WipTij[WipTiz ]
= Tij-
Pa, = [Wk,pT Ts,]Tl,)]T [[Wka TS,]Tl]]Til] 17

= [wypTi ]Tf- [[Wi pTi; ]T;il I,
= Wk‘pT [Wk,pT ] 17

= ’tkﬂ.
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Pas = [WipTiy ToyTuy T 1T LW p T Toy Tyt I 171,
= [wipT It wiept e 177,
= Wk,pT [Wka ]1,
= T
Pag = [WipTi T TiiTriTig 1o Wi pT) To i T T Ty T 170

— [wk,p’ri It ][[wk,pT ]’t;jl]*l,

= WkaS)[kapTS)] 1’
= le,j'fs:1,j'fk7j-
P4 = [WKPT )TSJTUTrlTLJT ]]TU[[WKPT ]TSJTLJTTLTUT )]TLJ’]71>

= [WkaS]]Tl][[WkaS]]le] la

= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]717

= TL]"

Pl = Wi T T Tyt e s ey 1o i T o s b 0
= [WipTij ]T‘- [ [Wk PTL ]T;% =1,

= WipTiwipt i1

= T[,i-
Por lo tanto P41 P4:P43P44P45P46P4,P4s = T Tk )TS* 3Tk, JTI,JTk lTl] Tk]
Ts_fl,kaJTiJle,i‘

Caso 1.5: Si p < 7, entonces:

—1
Pu = T
Pay = [WipTiy 1Tel Wit 1Ty,
= Wk,st,j[Wk,st,j]_lu
—1
= T Ts—1,iTkj-
Pas = [WipTiyTsj T Wit ts 1177,

= [WipTs Tl IwipTsslTig I

= WipTij[wipTii ™

= Tij-
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Py, = [Wk,pT;les,jTi,j]Tr_,il[[wk,p'f TSJTU]T_l] Y

= [wipTiy It w117

b
= Wip T WipTi]

= T;i'fr—l,i'fki-

P4y = [Wka TS,)Tl]T ]TJ[[Wka Ts,]TLJT ]1]1]717
= (Wit I [wipt i 17
= Wk,pT [Wka ] 17
I
= Tij-
Py = [WipT; TSJTI,JTTlTIJ]TS][[Wka TSJT”THTU]T;}]*H
= [wiptiy It et It 177,
= WipT,; [wk,p’c -1
= TE,jTE—l,ka,j-
Pa, = [WipTy JTSJTUT L ]’t ]]'tl][[wkp't JTSJTUT“TUT J]Tm-]*l,
= [Wka ]Tl)[[wk,pT ]Tl]] 17
= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]_17
= TL]"
1,1 —17—
Pay = [WipTy JTSJTUT T]’t ]’tl,]]’t [[Wkp’t JTSJTUT TLst’j’ti,j]’tni] L

= [wipTij It il Iwiepti; It 17

= WipTi [ WipTil

= Tk,iTr—l,iTk,i-

1,1 —1
Por lo tanto pa, Pa, P4, P4, P45 PasP4-Pas = Tij T Ts—1,Th,j Tij T i Tr—1,i Tk,
1,1, 1 1,1
T T T 1, T T T i Tr 1,1 T
Caso 2: Si k =s, se tiene:

Caso 2.1: SirT < p < s, entonces:

_ 1
Pa = T-
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P4,

P4s

P4

= [wka TS5 Ti T, Lo T ]Tm[[wk,p’c ST T,

= [Wk PT ]Tl )[ [Wk,st,j ]Tivj ]_

APENDICE A: CALCULO DE RELACIONES

Pay = [WipTi) 1Tel Wit It 170,

1

= WipTsj[WipTejl

Pay = [WipTiTo; 1Tl Iwip Ty 7o 1715 ]
= [WipTej Tl IwipTs T 177,

= WipTij[WipTijl™

= Tij-

P = [Wk,pT]TSJTl,J]T

= [WipTi ]T_-l[ (Wi pTi; ]Tni

= WipTi[WipTil

—1
Tk7] TS*LJ’ TkJ .

[[Vvka

1

Y

i
1]71

Y

—1

Y

Ts,jTi,j ]Til] g

_ —1
- i
Pa; = [Vvk1fr TSJTLJT ]T J[[Vvk1ft TsziJT;%]T;;]_la
= IwipT It wiept i lo 177,

= WipTy [wiptif 17

_ —1
= Ty

= [wka ST T T, Lo ]’t ][[wkp’r TTs T

i i)

11—
= [Wk,Ple I, J[[kaPTll ]TSJ I~

= Wi pTo i [WipTo il ™l

S, $,)

= Tk,stijTkJ-

T,ii,j

= WipTij[WipTiy

= Tij-

1-—1
(Wi p T Te i T Tri oy To Tig 1T

[ Wi pTij ]Tf- [[Wi pTij ]T;il -,
Wiep Tt [WipTii 17,

—1

T ;-

1

—1
il [wkm’r T jTijT

-1 —17,—17-1
TrlTL]]TsJ] )

T T T

T,ii,j

1-—1
AT Te TiglT

1

)

—171-1
ni] )
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Por lo tanto P4, P4,P43P44 P45 P46 P4, Pasg = Ty, Tk ]TS— 1,5 Tk,j T4, ]Tr 1T1 Jj Tk]

—1 —1
Ts—1,i T Ti,i Ty i -

Caso 2.2: Sip =T, entonces:

_ 1
Pau = Ty

Pi, = [wka”]TS][[wkaU]TSJ] L

= Wk,st,j[Wk,st,j]*lj

T{j’rk,l,j’rk,j.

Pay = [WipTi; Toy 1Ty Wi p T Tey 1Ty,
= (Wi pTsj T Wi pTs 5 1T 5 =,
= Wk pTij [Wk,p’fi,j 1,
= Tij.

1 17—
Pa, = [Wk,vTi,jTSJTiJ]T [[WKPTJTSJTU]T I

= [Wk,pTij]T_-l[[wkai,j]T;il]il,
= WipTi[WipTil

_ —1
- Tr,i‘

1 11 1 17—
P4 = [Wk,pTi,j Ts,jTiJTr,i]Ti,j[[kaTi,st,jTiJTr,i]Ti,j] Y

71]—1

= [wm,’r’-1 ]T7-1[ [Wk,p’f;il ]Ti,j

’
= Wk,pT [Wk 'pT ] 17

_ —1
= Ty

1
Pas = [WkPTLJTS]TllTT lTl) ]TSJ[[Wkal)TS]TllTr 1T1,) ]T ,]] 1’

= [wipt; It Hwiepty g 17

= WipTej [ WipTo 171,

= Tk,ka—l,kaJ’

P4, = [kapT TS,JTUTrlTl]T ]TIJ[[WKPT TSJTUTrlTl]T ]Tll] 1’

= [Wka ]Tl][[wk,pT ]T1]] la

= Wi pTijlWipTiyl ™,

= Tij-
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Pas = [wka T T Tyt ”T T 1T [[wka g T T T T, Tm]’r_l] L

T,i 1]
= [wipTi It [IwiepTi It 170

= WipT; [Wk,pT S

—1

= T,

—1—1
Por lo tanto P4, P4, P43 P4, P45 P46 P4, Pag = Ty, Tk )Tk 1,5 Tk, ]TI,JTT lTl Jj Tk Jj
Tk—l,kaJTi,jTr,i

Caso 2.3: Sip < 1, entonces:

1
Pau = Ty
Pa = [WipTy 1TelIwipti ITes 170,
= WipTsj[WipTsjl ™,
1
= i Te—1,jTk,j-
Pas = [WipTiyTo T [ Iwieptijts 1177,
= [Wk,st,j ]Ti,j [ [Wk,st,j ]Ti,j I,
= WipTij[wipTii ™
= TL]"
P, = [Wka”Ts,JTl]]T [[Wka”Ts,JTl,]]T 1]717
= [wypTi ]T_- [[Wi pTi; ]T;il 171,
= WipTi[WipTil
= Tl:,iTr_—l,iTkﬂ'
Pa = [wka T T Ty ]TJ[[Wka TSJTi,jTT_’il]T;jl]_l,
= [wipT It Hwiept i le 17,
= Wk,pT [Wka ] 17
1
= Tij-
Pas = [WipTy; TSJTI,JTrlTl]]T [[Wka Ts,jTi,JT;iT:]l]T;}]_lv
1

= [wiptyy It [Iwiptiy It 177,
= WipT, Jj [kast Jj I~ 1’

= Tk,kaijTk,j-
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Par = [Wip Ty Ty T Ty Tog 1Tl IWi p T Te Ty T 1T Ty 1Ty 177,
= [Wka ]Tl)[[wk,pT ]Tl]] 17
= Wi pTij[ Wi pTij 1,
= Tij-
p48 = [kapT TSJTUTrl 1]T TIJ]T HWk,PT TSJTUTrl 1]T TIJ]T 1]_17

= [Wk,pTij]Ti'[[Wkai,j]T;il]71>
= WipToi [ WipTi]l

= Tk,iTrfl,iTk,i'

11 1,1
Por lo tanto p4, Pa, P4s P4y P15 PagP4-Pag = T T3 Th—1, Tk i To T 1 Tr1,1 Tt
111 1,1
T T i Te—1, T T T i Tr 1,1 T
Caso 3: SirT <k <s, se tiene:

Caso 3.1: Sir < p, entonces:

—1
Pau = Ty
P4, = [Wk,pT ij ]TS][[Wk‘pT J]Ts,]] 17
= Wk,st,j[Wk,st,j]_lu
= Tg,j-
P4y = [Wka TS)]TI)[[Wk,pT:leS,j]Ti,j]_:l?
= [WipTsj il IwipTsltig ]
= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]_lv
= Tij-
P = [WipTi; TSJTI,J]T [[WkPT TSJTU]Til] g

= [wypTi ]Tf- [[Wi pTi; ]T;il 1,
= Wk‘pT [Wk,pT ] 17

—1

= T.i
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Pas = [WipTiy ToyTuy T 1T LW p T Toy Tyt I 171,
= [wipT It wiept e 177,
= WipTij [Wka ]1,
= Ty
Pag = [WipTo Ty Ty T Toy 1T Wi p T o T Tty It 171

— —17-1
= [wiptyy It w170

= WipTej [ WipTo 171,

o1
= T

P, = [WipTL JTSJTUT“T”T ]]’rl][[wkp’r ]TS]T”TTlTIJT J]Tm-]*l,

- [WkaS]]Tl][[WkaS]]le] la

= WipTij[WipTiy

= Tij-

1,1 1,1 ~1

P4 = [ka’t TSJTllTrlTl]T Tl,J]T [[WKPT TSJTllTrlTl]T Tl,J]T ]1’

_ 11—
= [wipTij T w1t 17,

- kapTT,i [kapTT,l ] 1’

—1

- Tr,i .

1
Por lo tanto p4, P4, P45P1,P1: P4 P4, P1s = T; ]TS,]Tl,]TT l’t1 3 I JTMT

Caso 3.2: Sir =p, entonces:

_ 1
Pa = Ty

P4, = [Wka ij ]TS][[Wk‘pT ij ]Ts,j]71>

= WipTsj[WipTsjl ™,

= Tsj-

Pas = [WipTiyTsy T Wity ts 1177,

= [WipTsj Tl IwipTs i 17
= WipTij[wipTii ™

= Tij-
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Py, = [Wk,pT;les,jTi,j]Tr_,il[[wk,p'f TSJTU]T_l] Y

= [wypTi ]T_-l[ (Wi pTij ]T;% 1=t

)

= Wip T WipTi]

= T;i'
P4s = [Wkal)TSv]TllT 1]T1J1[[Wka1JTS’]T1]T 1]T;j1]71’
_ [WkﬁpT—. It J[[Wkp’t o1,
1
= T
1
Pa, = [WipTi ]TS]TllTT 1T1J Ity ][[Wka JTSJTUTrITl,J Ity 17
= [y g lwipt g 17
B 1
— Wk st J [Wk’st J ] )
1
= Tsy
P4, = [Wk,pT Ts,]TllTrlleT ]Tll[[wkvprt TSJTUTT‘LTUT ]Ti’j]il’
= [Wi,pT, J]Tll[[waf’T J]T”] g
= WipTij[WipTiy 17
= Ti‘7j'
p48 — [Wk.,pT TS,JTl]TT‘lTl]T Tl ]T;%[[Wk’pﬂr TSJTl]TT‘lTl]T Tl ]T;%]_:L?

= [WipTi; ]Tf- [[WipTi; ]T;il I
= WigpToi [ Wip T 17

= Tk’i.

Por lo tanto p4, P4, P4, P4, P45 PagP4-Pas = Ty Ts,iTij T i Tij Tsj Ti T

Caso 3.3: Sip < 1, entonces:

Py = T;jl'
Pu, = [WipTi; ]TSJ[[WKPT e

= Wi pTej[WipTey 71,

= Ts,j .
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P4,

Pas

P4
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Pay = [WipTi; Toy I LI p T Ts 170

- [Wk,st,j ]Ti,j [ [Wk,st,j ]Ti,j ]_17

= WigpTij [ WipTij |7,

= Tij-

Pa, = [Wk,pT TS]TI,)]T [[Wka TS]TI,)]T

= [WipTi; ]T7~ [[wi pTi; ]T;il I

Y

= Wx ‘pT [Wk,pT ] 17

-1 _—
- Tler llTkl

—1

Y

—1] 1

1 —1 S o
Pas = [Wiep T Toy Ty T T L Iwiep i w5y I 177
— [ka’fi-l]’fl][[wk‘ppr ]T;,jl]ia
— Wk,pT J[Wka J] 1)
o —1
= Ty
11—
= [Wka ]TS]TUTT lTlJ ]T ][[VVka JTS]THTT 1T1’J It ’]] 1’
17.—17—
= [WkPTl] ]TS)HWKPTLJ ]TSJ] E
et Wka J[Wk,PT J] 17
o —1
= Tsy
= [Wkprt )Ts,JTUTmTLJT ]]TU[[WKPT JTSJTIJTT 1TI,JT J]Ti’j]il’

= [Wka ]Tl)[[wka ]Tl]] )

1

= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]_17

= TiJ .

[wka TSJT”T T ’rm]’r [[wka TSJT”T

T,i 1]
[ Wi pTi; ]T_- [[WipTi; ]T:,il It

)

Wiep T [ Wip T 17,

.
TleT 11Tk1

_ 1 —1,-1 -
Por lo tanto pa, Pa, Pas P4, Pas PasPar Pas = Ty Tsj T T iTro1,iThiTi; T

11
T T iTr 1,1 Thod

T,i 1]

T T T

1.—1

s,j

1

Y
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Caso 4: Si k =7, se tiene:

P4,

P4s

P4;

P4y

-1
Pu = Ty
Pu, = [WipTi; ]TSJ[[WKPT e
= WipTsj[WipTsj] ™,
= Tsj-
Pa; = [Wk‘pT JTSJ]Tl][[Wk‘pT JTSJ]Tl]] la

= [WigpToj i LWk pTslTi; 171

= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]_l7

= TiJ .

= [WipTi To T 1T Wi p T Toy T T 170,
= [wypTi ]T_-l[ (Wi pTij ]T;% 1=
= Wk‘pT [Wk,pT ] 17

= Tk,iTk—l,iTk,i-

[Wiep T T To T 1T LIWiep T Toy Tog Tt 5 171
[wWicpTri I Lwiep o It 171

Wip Ty (Wit 17,

T

[wk,p’c I T T AT T, ][[wkp’r S P e ]Tf].l]*l,

[Wk:pTl] ]Ts J [ [Wk:pTl] ]Ts,jl] )

i i) it

-1

WipTo i [WiepTe i 177,

Tg5-

[Wka ]Tl][[wk,pT ]T1]] )

TL]' .

[wkm’r ST Ti T, I T ]TIJ[[WKPT STs 3T T, I T ]T”]

i) it

1

Wi pTij [ Wi pTi; 177

1
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Pas = [WipTo) Toy T To Tig 1Tt LW p T Toy T T T To Ty 1T 170,

T,i 1]

= (Wi pTi; ]T_- [[WiepTi; ]Tr_ﬁl It

b
_ 1
= WipTi[WipTi]l ™
= Tk,iTk—l,iTk,i-
Por lo tanto p4, P4, P4sP1,P1:P1s P4, Ps = T; ]TSJTMTK 1’tk 1iTeAiTy ]’t ]
1,1
Tij T, iT—1,iTk,i-
Caso 5: Si k <, se tiene:

_ 1
Pau = Ty

= Wk,st,j[Wk,pTSJ]_lv

= Tg,j-

1 -1 _
Pay = [WipTi;Tsj Tl [wipTiy Toy i 171,

= [Wk,st,j ]Ti,j [ [Wk,st,j ]Ti,j |

= Wi pTij[ Wi pTi -1,

= TL]"

1]-1

—1 —1 —1 _
Pa = [WipTijTsiTig 1T [Iwip T T 3Ty 1705

)
= (Wit It Hwipt It 17

Y

= Wk’vaT,i [kapTT,l ] 1’

o1
- Trfl,i'
1 —1 S ol
Pas = [ WiepTi T Tug Tt 1T LW p T T T T 1T 177
— [Wk;p’fi-l]’f][[wkppr ]T;,jl]ia
= Wk,PTlJ[WkaIJ] E
1
= Tij-
Pis = [WipTi ToTugTri T 1T LIWip T Ty Ty T Ty 1 17
1

= [wiptyy It [ Iwiptiy It 177,

= WkaS)[kapTS)] 1’

—1

= Ty
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_ S p . S P P T |
Par = [Wip Ty TsiTii Ty i Ty Toj JTig L IWiop Ty Ts T Ty Toj Ty 1 Tig s

= [Wk,pT;jl Izl [Wk,pT;jl Ity 5 171

= Wk,pTi,j[Wk,pTi,j]_17

= Tij-
1 111 1 1 111 19—
Pas = [kaTi,jTs,jTiJTr,iTi,jTs,jTi,J’]Tr,i[[wk,pTi,jTs,jTiJTr,iTi,jTs,jTi,j]Tr,i] .
1 11—
= [wipTij It il Iwie et It 17
1 11—
= kapTT'7'i. [kapTT,l ] 1’
1
= T

_ 1 1 1.1 ~1
Por lo tanto p4,Pa, P45 P4, P15 PagPa-Pag = Ty Tsi TijTr11Tij T TojTri-

Luego, obtenemos las siguientes relaciones:

Caso 1: s<k<1i

(1) To T Ty i Tes Tof = TojTriTs L os<p<k,
(2) (T:lekJTLj)Tr,i = Tr [Ty T, o j) ; p=s,
(3) (TZ;T{stﬂ.ka,jTi,j)Tr,i = Tr,i(T;;T]:)%Tsfl.j'fk,jﬁfi,j) ; T<p<s,
(4) (T T T 15T T ) Tt = TralTh T Tom 1T Tig) 5 P =T
(5) (T;leEst—Lka,jTi,j)(Tgli'tr—lﬂ'rk,i) = (T[}i’fr—LiTk,i) ;o p<m.
| (T3 e Ts— 1,5 T T )-
Caso 2: k=s
(1) (nglTEka—Lka,jTi,j)Tni = Tr@(T{jl’f[j”fk—l,j’fkj”fnj) ; T<p<s,
(2) (T;;T[j’fk—lj”fk,j’fi,j)Tk@ = Tk7i(T;;sz'rk—l,j'tkjﬂfij) ; P=T,
(3) (T;;T;jﬁfkfl,j'fk,j’fi,j)(T]Z{;Trfl,i”fk,i) = (T]Z){;Trfl,ipfk,i) ;o p<T.
(T4 Ty Th—1,§ Tk, Ti )
Caso 3: r<k<s
(1) (T4 Ts T ) Tr i = T (T3] T3 T ) ; T<p,
(2) (5§ Te i Ti i) Thoi = Tt (T4 T T ) ; T=D,
(3) (Tiles,jTLj)(T[}{fr—LiTk,i) = (TE}LTr—LiTk,i)(T;;Tszi,j) ;o p<m.

Caso 4: k=r

{ (1) (T;lesJTLj)(T[)liTk—l,iTk,i) = (T{}iTk—l,iTk@)(Tfjl’fs,j’fi,j)-
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Caso 5: k<

{ (1) (T e T Trt = T (T3] T T 5)-

Para terminar la demostracion basta ver que las siguientes relaciones son conse-

cuencia de (4.32):

(1) (T;jl’f;j’fmJTk)jTi)j)Tt)i = th(Ti]‘lTE%Tm,kaJTLj) ;o t<m<k<i<]j,
(2) (T;;TE%Tm,kaJTLj)(TZ}LTt,iTkJ) = (TE}LTLiTk,i) ;o t<m<k<i<y,
1,1
(Tej Tie,j Tm,j Th,i Tisj)

(3) (T;leEij,ka,jTi,j)Tk,i = Tk,i(T;leEij,ka,jTi,j) ;o m<k<i<j,

[ (4) (T;lesJTi,j)(TE}LTLiTk,i):(TE}LTt,iTkﬂ)(T;les,jTLj) ;o t<k<s<i<y.
(4.58)
Tenemos:
(4.58)(1):
T b T T T = TeaTe o T i T (Tas
il Yk,j gtk L) e - titij| tk,j tmyj k)
(B)
T T Tl T T Tl = T STk | T T2 Tis
i,j m,k | fmj| tm kMt - titij myk | fmjl tm kM)
(A)
Tr ke STy T Ty 1T = Tk TiTi ST i T Tt
mvk 'i.,] m,) ) tvl m,k - mvk tvl 17] m,) *,) m,k
—1 —1
(Ti,j Tm,iTi,j JTen = Tt,i(TiJ Tm,j’fi,j)



(4.58)(2):

—1.—1
T T, Tmi Ty Ty

—1
T 1 TtiTk,i

—1._—1 -1
Tij T, T, T T Tk [T iTe

17]

1
Tij| T, Tm,i T j

—1
T kT TeiTe

—1

—1
T,i Tm,i Tk j

TijTe i Ty

—1
Tiv]. Tm,k

Tm,j

—1
T TLiTei

—1

—1
T kTi 5 Tm,i TijTeiTm x

(4.58)(3):

)

1,1
Tij i Tm,j

-1
Ty Tm,iTijTei
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—1.—1
Ti 5 T T Tj| Tii Troi

1—1 —1| —1,—1
T T Tmui T Tieif Tagg T, TS

Tk,jTi,j

—1 1
T, T, 1 Tk, i Ty

1
Tm,j Ty i
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—1 —1,.—1
T, i Te,iThe, | T i Tie jTm i T, Ta

L

1 —1|_—
Tk Tei Te kT | T,y Tm,iT,iTij

11—
Te kT iTj Te x| T,y Tm,j Tkj [T

11
[T ] TeaT | Ty T T | Tag

1 1
Te,iT 5 Tk | Tmj| T T

—1 —1
Tm’th’iTi,j Tm,jTi; Tm,k

1
Tt,iTl,j TmJ Tlv]

p— . 71 71 . . . .
= DTy T i Tm,i T, Ty

(C)

= | TeaTii T vaj
= T T T Tmj

(B) Lema 4.13(3)

_ 1
= TiTm,j
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(4.58)(4):

—1 -1 —1 —1
Ty TsiTij T iTeiTei = T TeiTii Ty Ts,iTiy
(D)

_1 _1 . . . . . f— _1 . _1 . . . .
TeiTiy TsiTijTeiTei = T TeiTij TsjTijThi
—1 _ —1
(Ti,j Ts,iTijj JTei = Tt,i(TiJ’ Ts,jTi,j)



Indice alfabético

indice, 5, 125
infinito, 54
induccién, 37, 64, 90, 92, 93, 110, 112, 114,
139

anillo de enteros, 71, 104
arista, 53, b4

asociatividad, 30

biyeccién, 27, 34, 57, 87

céalculo, 9, 69, 149

cardinalidad, 27, 30, 33

circuito, 53, 54

clase, 18, 43, 46, 121, 123, 130, 131, 141
derecha, 18

clausura normal, 6, 15, 16, 74, 75

cociente, 5, 6, 32, 33, 56, 60

conjunto, 17, 19, 21, 23, 25, 55, 56, 63, 74,

83, 84, 90, 101, 105, 113, 115, 120

de relaciones, 85
bien ordenado, 23, 44, 45
Centralizador, 19
Conmutador, 19, 91
de elementos, 110, 121
de generadores, 49, 56, 69, 70, 98, 117
de palabras, 29, 30

237

de relaciones, 56, 69, 70, 75, 77, 98, 99,
112, 124, 136, 139, 166
de simbolos, 33, 91
de Schreier, 45, 46
de transposiciones, 89
finito, 27, 56
generador, 7, 32, 69-71, 80, 89
no vacio, 28, 32, 47, 55, 56, 59, 60
simbolos, 72
transposiciones, 90
conmutativo, 117
correspondencia biyectiva, 28, 33, 53, 64,
87, 115
cuerpo finito, 7, 101, 103

descomposicién, 50, 103, 109, 112, 114
en producto semi-directo, 22, 101, 106

diagrama, 23, 24, 60, 82, 83, 118
conmutativo, 25, 34, 55, 86, 118

elemento
adyacente, 52
asociado, 29
conjugado, 98, 113, 114
de orden finito, 18
generador, 113, 135, 141

minimal, 23, 46



238 Indice alfabético

neutro, 28
no trivial, 49, 69
extensién, 8, 26, 56

de grupo, 7, 82, 83, 85-88

férmula de Euler, 53

familia
de grupos, 23
de homomorfismos, 23
de subgrupos, 15

funcién, 6, 54, 60
biyectiva, 26, 33, 34, 102, 103, 109
epiyectiva, 22, 24, 26, 33, 34, 61, 108
inyectiva, 22, 24-26, 70, 73, 108

generador, 6-8, 15, 17, 31-33, 49, 54-57,
61, 63, 65, 67, 69, 70, 74-77, 80, 81,
84, 89, 90, 95, 96, 103, 104, 110, 112,

113, 119, 121, 123-125, 132, 134, 136,
138-142, 145, 149, 160, 166, 174, 180,

188, 191
de Schreier, 47, 54
de un grupo, 6
grafo, 5, 52-54
conexo, 53
planar conexo, 53
grupo, 6-8, 15-21, 25, 26, 29-33, 46,
55-58, 60—63, 65, 67-72, 74, 80, 82,
83, 85, 86, 88, 91, 92, 112, 113, 117,
118, 120, 124, 125, 132, 138, 139
abeliano, 19, 46
Alternador, 97
ciclico, 57, 68, 70, 103, 117
infinito, 43

conocido, 7

de Heisenberg, 7, 71, 101
de Klein, 70
de matrices, 7
triangulares, 106
de permutaciones, 7
de Tranzas, 79
de Trenzas, 117
de Trenzas Clasicas, 8
de Trenzas Puras, 8, 117, 119, 120, 125,
139
Diédrico, 22, 57, 88
finitamente generado, 33
finitamente presentado, 57
finito, 57
Icosaédrico, 5
infinito, 18
libre, 15, 25, 27, 28, 31-34, 40, 52, 56, 57
libre de torsion, 18, 36
Simétrico, 7, 77, 79, 89
Unipotente, 7, 106, 110

hipotesis, 61

inductiva, 38, 115

homomorfismo, 6, 20, 22, 24-26, 31, 32,

58-63, 65, 69, 70, 85, 86, 93, 102, 103,
108, 109, 118

epimorfismo, 24, 25, 56, 57, 59, 70-72,
79, 80, 82-84, 93, 117, 118
canénico, 117

isomorfismo, 6, 22, 24, 25, 27, 28, 32-34,
55, 56, 60, 62, 63, 65, 66, 70, 71, 73,
82, 85, 86, 93, 102, 103, 109

monomorfismo, 24, 82, 83, 118

induccién, 36



Indice alfabético 239

ley de tricotomia, 44 arbitraria, 68
logaritmo, 27 producto, 19-21, 29, 90-92, 101, 136
longitud, 29 cartesiano, 19, 20

minima, 43 de ciclos, 89

directo, 6, 19, 20, 61, 70

método, 6-8, 65, 70, 109 externo, 19

de extensiones, 7

interno, 19
de Reidemeister-Schreier, 7, 8, 45, 74, interno, 19
75, 77,79, 80, 97, 119, 121, 124, 130, libre, 31, 57, 58
136, 139 semi-directo, 7, 19-22, 85, 86, 88, 101,
matriz, 7, 111, 113, 114 106, 109
identidad, 114 propiedad, 5, 15, 23, 35, 47, 49-51
nula, 101, 106 de Schreier, 45-47

triangular, 106 proyeccién, 118, 119

canonica, 8, 56, 82
nucleo, 8, 119

Nielsen, 5-7, 45, 52, 57, 81

natural, 79

rango, 5, 30, 57, 81

palabra, 28, 46, 55, 56, 83, 84, 144 finito, 5, 33

ciclica reducida, 35, 36, 40, 41
reducida, 28-30, 35, 36
vacia, 29, 34

region, 54

relacién, 5-9, 42, 44, 53, 55-57, 60, 62, 65,
67, 69-71, 75-77, 84, 85, 92-94, 96,
97, 99, 104, 105, 110, 112, 114, 117,
124, 125, 136-140, 142, 144-149, 159,
165, 166, 174, 179, 186-188, 190, 191,
195, 203, 209, 216, 217, 233, 234

permutacién, 95
par, 97
presentaciéon, 59, 55-58, 61-63, 6571,
73-75, 79-81, 83, 85-87, 89-91, 93,
95-98, 100, 103, 104, 109-112, 114,
115, 119-121, 124, 125, 130, 138, 139,
142

binaria, 23
de buen orden, 43

de equivalencia, 42, 43
conocida, 7

de Coxeter, 7, 67, 77, 79, 90, 93, 97, 117

de orden, 23

relaciéon clasica, 138
de un producto semi-directo, 6, 7, 109

de un subgrupo, 7, 74 Schreier, 5, 7, 9, 45, 46, 49, 52, 54, 74-77,
de una extensién de grupos, 7, 83, 85 80, 97, 98, 119-121, 125, 126, 130,
finita, 68 141, 142, 149



240 Indice
segmento inicial, 45, 51, 53
simetria, 22, 42, 88
sistema, 41
de generadores, 55, 56, 75, 95, 119, 121,
123, 132, 140
de relaciones, 7, 55, 70, 75, 96
de representantes, 18, 121
subconjunto, 18, 55, 91, 113
de palabras, 35
generador, 32, 33, 57
no vacio, 15-17, 19, 23, 25, 26, 45
subgrupo, 5, 7, 8, 15-18, 21, 46, 47, 52, 54,
74-76, 81, 102, 121, 138
Alternador, 77, 97
Conmutador, 19
de permutaciones, 97
de Trenzas Puras, 8, 79
normal, 5, 17, 19, 54, 82, 119
notable, 18
sucesion, 28, 48, 91, 92
exacta, 23, 24
corta, 23, 82, 83

sustitucién, 6, 60

tabla, 49, 67-69, 77, 78, 80, 95, 98
torsién, 18, 36
transformacion, 67
de Tietze, 6, 7, 65, 66, 68, 69, 95, 96
transposicion, 89
transversal, 18, 46, 47, 74, 77
de Schreier, 45-47, 52, 54, 75-77, 80, 98,
119-121, 125, 126, 130, 141, 142
derecho, 18
trenza, 79, 117, 119

alfabético
clésica, 8

pura, 8, 80, 117, 119, 120, 125, 139

vértice, 53, b4
von Dyck, 5, 59



Bibliografia

[Bon76] BONDY, J.A and MURTY, U.S.R. Planar Graphs. En su: Graph Theory with Appli-
cations, Great Britain: The Macmillan Press Ltd., 1976. pp. 135-170.

[Gon06] GONZALEZ, Javier. Grupos de Heisenberg y Unipotente. Trabajo de graduacién (Li-
cenciatura en Matemadticas). Valparaiso: Departamento de Matemdticas, Universidad de

Valparaiso, 2006. 142 p.

[Hun74] HUNGERFORD, Thomas W. Algebra. United States of América: Springer-Verlag New
York Inc., 1974. 502 p.

[Joh80] JOHNSON, D. L. Topics in the Theory of Group Presentations. 1st. ed. Great Britain:
Cambridge University Press England, 1980. 311 p.

[Joh97] JOHNSON, D. L. Presentations of Groups. 2nd. ed. United Kingdom: Cambridge Uni-
versity Press England, 1997. 216 p.

[Kas08] KASSEL, Christian and TURAEV, Vladimir. Braids and Braids Groups. En su: Braid
Groups. New York: Springer Science+Business Media, LLC., 2008. pp. 1-46.

[Mag76] MAGNUS, W., KARRAS, A. and SOLITAR D. Combinatorial Group Theory: Pre-
sentations of Groups in Terms of Generators and Relations. 2nd. rev. ed. New York: Dover

Publications, Inc., 1976. 444 p.

[Kur99] MURASUGI, K. and KURPITA, B. I. Word Problem. En su: A Study of Braids.
Netherlands: Kluwer Academic Publishers, 1999. pp. 31-56.

[Obr73] O’BRIEN, Horacio H. Propiedades Elementales. En su: Estructuras Algebréicas I11
(Grupos Finitos). Washington, D.C.: Departamento de Asuntos Cientificos de la Secretaria
General de la Organizacién de los Estados Americanos, 1973. pp. 1-22.

241



