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X Dr. Roberto Johnson (Pontificia Universidad Católica de Valparáıso)
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Índice de notaciones

Śımbolo Significado

e Elemento Neutro.

eG Elemento Neutro de G.

êG Función nula sobre G.

iBA Inclusión de A en B.

F(A,B) Funciones de A en B.

Hom(A,B) Homomorfismos de A en B.

Aut(A,B) Automorfismos de A en B.

A Clausura Normal de A.

L(X) Grupo Libre generado por X.

Lc(X) Palabras Ćıclicas Reducidas sobre X.

rg(G) Rango del grupo G.

ℓ(g) Longitud de la palabra g.

C(a) Centralizador de {a}.

[a ] Representante de la Clase de a.〈
A ; B

〉
Presentación de L(A)/B.

[A,B] Conjunto Conmutador entre A y B.

<G Relación de Orden en G.

A ∈ (PS) Propiedad de Schreier en A.

idG Función Identidad en G.

T
(±)

R , T
(±)

G Transformaciones de Tietze.

Cn Grupo Ćıclico de orden n.

Sn Grupo Simétrico de orden n!.

Xn Conjunto de Transposiciones si = (i i+ 1).

Zn Conjunto de Transposiciones zi = (1 i).
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Śımbolo Significado

Dn Grupo Diédrico de orden 2n.

An Grupo Alternador de orden n!/2.

Hn Grupo de Heisenberg de tamaño n.

Un Grupo Unipotente de tamaño n.

Bn Grupo de Trenzas de n-cuerdas.

Pn Grupo de Trenzas Puras de n-cuerdas.

Lk Subgrupo de Bn que fija las cuerdas con eti-

queta mayor o igual a k al proyectar en Sn.

gen(G) Cantidad de generadores del grupo G.
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Introducción

Esta tesis se desarrolla en el área de Presentaciones de Grupos, es decir, es-

tudiaremos la teoŕıa de los Grupos mediante sus generadores y relaciones. El

principal objetivo de este trabajo es: introducir, comprender y ejemplificar la

noción de presentación de grupo. La Teoŕıa de Presentaciones de Grupos no so-

lo tiene motivaciones algebraicas, sino también Geométricas y Topológicas, por

ejemplo aparecen en teoŕıa de Grafos, Grupos Fundamentales, Complejos Simpli-

ciales, etc. Una de las primeras Presentaciones de Grupo mediante generadores y

relaciones fue determinada por el matemático irlandés William Rowan Hamilton

en 1856, para el grupo Icosaédrico A5 × Z2. Sin embargo, el primer estudio sis-

temático de esta teoŕıa fue iniciado por el matemático alemán Walter von Dyck

(estudiante de Felix Klein) en la década de 1880. von Dyck es reconocido como

uno de los iniciadores de la Teoŕıa Combinatoria de Grupos.

A continuación paso a describir brevemente cada caṕıtulo de la tesis.

En el Caṕıtulo 1, introduciremos la noción de Grupo Libre y sus propiedades.

Demostraremos, en particular, que dado cualquier conjunto X, es posible construir

un grupo libre, denotado L(X), el cual es llamado grupo libre sobre X. El grupo

L(X) tiene como caracteŕıstica principal, que no existen relaciones no triviales de

elementos de X. Una consecuencia importante en la Teoŕıa de Presentaciones, es

que todo grupo es isomorfo a un cociente de algún grupo libre, es decir, si G es

un grupo, existen X un conjunto y un subgrupo normal N de L(X) de modo que:

G ≃ L(X)/N. (ver Corolario 1.1)

En el año 1921 el matemático danés Jakob Nielsen demuestra que todo subgrupo

de un grupo libre de rango finito, también es de rango finito. Más aún, en el año

1927 el matemático austriaco Otto Schreier, prueba que si G es un grupo libre de

rango t y H es un subgrupo de ı́ndice s, entonces:

rg(H) = (t− 1)s+ 1. (ver Teorema 1.20)
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este resultado es estudiado en el Caṕıtulo 1, y es conocido como el Teorema de

Nielsen-Schreier (ver [Joh97]).

El Caṕıtulo 2, tiene como un objetivo definir el concepto de Presentación de

Grupo y enunciar tipos y métodos para determinar la presentación de un grupo

dado. Para comenzar es fundamental recordar que todo grupo G se puede mirar

como el cociente de un grupo libre, es decir, G ≃ L(X)/ R, donde R denota la

clausura normal de R en L(X). Cada vez que tengamos este isomorfismo diremos

que G tiene una presentación con generadores X y relaciones R, denotaremos dicha

presentación por:
〈
X ; R

〉
.

Continuamos demostrando que todo grupo tiene una presentación por generado-

res y relaciones. Aśı, en adelante podremos considerar cualquier grupo definido

mediante una presentación (esto nos permite estudiar de que manera actúan los

Homomorfismos de Grupos sobre sus presentaciones respectivas). Luego podre-

mos demostrar el test de Sustitución. El cual nos permite extender una función

definida sólo sobre los generadores de un grupo a un homomorfismo definido sobre

todo el grupo. El test de Sustitución será de mucha utilidad en el resto de este

trabajo, por ejemplo para determinar una presentación de un producto directo

de grupos, ésto es: si consideramos dos grupos con generadores X, Y y relaciones

R, S respectivamente, una presentación para el producto directo de estos grupos

será:
〈
X, Y ; R, S, [X, Y]

〉
.

En el año 1908, el matemático austriaco Heinrich Franz Friedrich Tietze, introdujo

lo que llamaremos Transformaciones de Tietze, éstas son de gran utilidad para

reducir la cantidad de generadores y/o relaciones que definen un grupo. Luego,

en particular puede servir para decidir cuando dos grupos son isomorfos. Las

Transformaciones de Tietze es una manipulación algoŕıtmica de los generadores

y relaciones de una presentación, las cuales actuarán de manera invariante sobre
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ellas, es decir, si G es un grupo y T una transformación de Tietze, entonces

T(G) ≃ G.

Veremos que existen distintas maneras para determinar una presentación de

un grupo. Entre éstas se encuentra la forma directa, la cual muchas veces no

es de mayor utilidad, ya que, en general, no es trivial determinar un conjunto

generador y un sistema de relaciones para un grupo dado. Sin embargo, existen

otros métodos, derivados de los estudios de Nielsen, Schreier y el matemático

alemán Kurt Werner Friedrich Reidemeister. Éste último ideó un método para

determinar una presentación de los subgrupos de algún grupo con presentación

conocida. Éste método es conocido como el método de Reidemeister-Schreier y es

estudiado en la sección 3. Para finalizar el caṕıtulo 2, estudiaremos cómo calcular

una presentación de una extensión de grupos, esto entrega como consecuencia un

método para determinar una presentación para un producto semi-directo de gru-

pos, éste método es muy útil en el caṕıtulo siguiente para calcular presentaciones

de grupos de matrices.

En el Caṕıtulo 3, calcularemos presentaciones de algunos grupos conocidos.

Para comenzar estudiaremos el grupo Sn y probaremos de modo directo que

este grupo tiene una presentación con generadores s1, . . . , sn−1 y relaciones s2i ,

(sisi+1)
3 y (sisj)

2 cuando |i−j| > 2, esta presentación es conocida como Presenta-

ción de Coxeter de Sn (ver Proposición 3.4). Además, utilizando transformaciones

de Tietze, veremos que Sn puede también ser presentado solamente con los gene-

radores s1 y s = s1 · · · sn−1. Nótese que ésta presentación no se encuentra en la

bibliograf́ıa estándar. También aplicaremos el método de Reidemeister-Schreier

para determinar una presentación del grupo de permutaciones pares An (ver Teo-

rema 3.2). Finalmente determinaremos presentaciones de los grupos de matrices:

Grupo de Heisenberg Hn y Grupo Unipotente Un sobre cuerpos finitos. Para esto

notemos que Hn y Un pueden ser definidos inductivamente a partir de Hn−1 y

Un−1, respectivamente. Luego aplicaremos el método de extensiones, en el caso
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de un producto semi-directo, para determinar una presentación de Hn y Un (ver

Teoremas 3.5 y 3.9).

El Caṕıtulo 4, esencialmente, determina una Presentación para el subgrupo

de Trenzas Puras Pn, basándose en el texto de Murasugi, K., Kurpita B. L.,

A Study of Braids , Kluwer Acad Pub., 1999. Aunque este caṕıtulo podŕıa ser

una sección más del caṕıtulo anterior, será realizado aparte por su complejidad y

extensión. Comenzaremos definiendo el grupo de Trenzas Clásicas Bn mediante

la presentación de Artin, y luego el grupo de Trenzas Puras como el núcleo de la

proyección canónica π : Bn → Sn. La idea para determinar esta presentación, es

definir un subgrupo, denotado Lk, de Bn, el cual al proyectar sobre Sn (mediante

π), fija las cuerdas k, k + 1 . . . ,n. Además, tenemos:

P1 = L1 6 L2 6 · · · 6 Ln 6 Bn.

Aśı, de un modo inductivo, calcularemos una presentación de L1. Primero apli-

caremos el método de Reidemeister-Schreier para encontrar una presentación del

grupo Ln mediante Bn, ésta nos permitirá determinar por el mismo método,

una presentación para el grupo Ln−1 a partir de la presentación de Ln. Habien-

do encontrado estas presentaciones, es posible generalizar una presentación para

L1 = Pn, la cual viene dada por los siguientes generadores τi,j definidos como

sigue:

τj,k = σk−1σk−2 · · ·σj+1σ
2
jσ

−1
j+1 · · ·σ

−1
k−2σ

−1
k−1, 1 6 j < k 6 n,

y las siguientes relaciones:






(A) τr,sτi,j = τi,jτr,s ; 1 6 r < s < j 6 n, o 1 6 r < s < j 6 n,

(B) τr,sτr,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,j ; 1 6 r < s < j 6 n,

(C) τr,sτs,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,jτr,jτs,j ; 1 6 r < s < j 6 n,

(D) τ−1
i,j τs,jτi,jτr,i = τr,iτ

−1
i,j τs,jτi,j ; 1 6 r < s < i < j 6 n.

No es dif́ıcil probar que los elementos τi,j generan el grupo Pn. Lo que haremos

luego, será asumir las relaciones (A), (B), (C) y (D), y demostrar, nuevamente
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mediante Reidemeister-Schreier, que toda relación obtenida de Lk en Lk+1, es con-

secuencia de éstas relaciones. Los cálculos de todas la relaciones de este caṕıtulo

serán explicitados en el Apéndice A. Cabe destacar que en la bibliograf́ıa estándar

fue imposible encontrar una demostración detallada de la presentación de Pn.

El presente trabajo de tesis es parte del proyecto FONDECYT1 1085002, el

autor fue financiado parcialmente por este proyecto. Además se utilizaron normas

ISO2 690, 690-2 para citas y referencias bibliográficas.

1FONDECYT: Fondo Nacional de Desarrollo Cient́ıfico y Tecnológico.

2 ISO: International Organization for Standardization.
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Caṕıtulo 1

Grupos Libres

1. Preliminares

Anotaremos eG el neutro del grupo G. Para simplificar notación y si no hay

peligro de confusión, anotaremos simplemente por e el elemento eG.

1.1. Generado y Clausura Normal.

Proposición 1.1. Sea G un grupo y {Hi}i∈I una familia de subgrupos de G,

entonces
⋂
i∈IHi es un subgrupo de G.

Demostración. Es claro que eG = eHi para todo i ∈ I, por lo tanto
⋂
i∈IHi

es no vaćıo. Si a,b ∈
⋂
i∈IHi entonces a,b ∈ Hi para todo i ∈ I, luego ab,b−1 ∈

Hi para todo i ∈ I. Por lo tanto
⋂
i∈IHi es un subgrupo de G. �

Definición 1.1. Sean G un grupo y X un subconjunto no vaćıo de G. Se

define el generado por X, el cual se denota
〈
X

〉
, de la siguiente forma:

〈
X

〉
:=
⋂

H∈F

H, donde F :=
{

H 6 G ; X ⊆ H
}

.

Notación 1.1. Sea X un conjunto no vaćıo

Si X es finito definido por extensión X =
{

x1, x2, . . . , xn

}

, anotamos:

〈
X

〉
=
〈{

x1, x2, . . . , xn

}〉
=
〈
x1, x2, . . . , xn

〉

Si X es definido por comprensión X =
{

x ∈ U ; p(x)

}

, anotamos:

〈
X

〉
=
〈{

x ∈ U ; p(x)

}〉
=
〈
x ∈ U ; p(x)

〉
,

donde U es un conjunto y p una función proposicional en U.

Claramente se tienen las siguientes propiedades:

15



16 1. GRUPOS LIBRES

Propiedades 1.1.

1. 〈X〉 6 G.

2. Si X ⊆ H 6 G entonces 〈X〉 ⊆ H.

3. Si X 6 G entonces 〈X〉 = X.

Proposición 1.2.
〈
X

〉
es el subgrupo mas pequeño de G que contiene a X.

Demostración. Supongamos que existe un subgrupo K, tal que X ⊆ K ⊂

〈X〉 6 G. Como K ∈ F entonces 〈X〉 =
⋂
H∈FH ⊂ K. Por lo tanto 〈X〉 = K. �

Proposición 1.3. Sean G un grupo y X un subconjunto no vaćıo de G. En-

tonces
〈
X

〉
=

{
n∏

i=1

xqii ; xi ∈ X, qi = ±1, n ∈ N }

. (1.1)

Demostración. ⊂) Sea K el conjunto en (1.1). Es claro que X ⊂ K, entonces

K 6= ∅. Además dados a,b ∈ K de la siguiente forma:

a :=

n∏

i=1

xqii , b :=

m∏

j=1

y
pj
j , (1.2)

entonces

ab−1 = xq1

1 · · ·xqnn y
−pm
m · · ·y−p1

1 ∈ K.

Por lo tanto K es un subgrupo que contiene a X, luego 〈X〉 ⊂ K.

⊃) Sea a ∈ K definido como en (1.2). Como x1, . . . , xn ∈ X, entonces a

pertenece a cualquier subgrupo que contenga a X, luego a ∈ 〈X〉. Esto demuestra

la proposición. �

Observación 1.1. Si X = ∅, se conviene que
〈
X

〉
= {e}.

Definición 1.2. Sean G un grupo y S un subconjunto no vaćıo de G. Se define

la clausura normal de S en G, la cual se denota S, como sigue:

S :=
⋂

N∈G

N, donde G :=
{

NEG ; S ⊆ N
}

. (1.3)
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Proposición 1.4. S es el subgrupo normal de G mas pequeño que contiene

al conjunto S.

Demostración. Supongamos que existe un subgrupo normal K de G tal que

S ⊆ K ⊂ S E G. Como K ∈ G entonces S =
⋂
N∈GN ⊂ K. Por lo tanto S = K. �

Proposición 1.5. Sean G un grupo, S ⊆ G y N E G. Si N = 〈S〉, entonces

N = S.

Demostración. Como S genera a N entonces S ⊆ N, luego N ∈ G. Por lo

tanto

N =
〈
S

〉
=
⋂

H∈F

H ⊆
⋂

H∈G

H = S ⊆ N.

Esto demuestra que N = S. �

Proposición 1.6. Sean G un grupo y S un subconjunto no vaćıo de G. En-

tonces

S =
〈
gsg−1 ; g ∈ G, s ∈ S

〉
. (1.4)

Demostración. Sea X el conjunto de elementos gsg−1 yH el grupo generado

por X.

⊂) Es claro que S ⊂ X ⊂ H. Demostremos que H es normal en G. Sea h ∈ H,

por Proposición 1.3 sabemos que h se escribe como

h = g1s
q1

1 g
−1
1 · · ·gns

qn
n g

−1
n ,

donde gi ∈ G, si ∈ S, qi = ±1, n ∈ N, i = 1, . . . ,n. Entonces, para todo g ∈ G

se tiene lo siguiente:

ghg−1 = gg1s
q1

1 g
−1
1 g2s

q2

2 g
−1
2 · · ·gns

qn
n g

−1
n g

−1,

= gg1s
q1

1 g
−1
1 g

−1gg2s
q2

2 g
−1
2 g

−1 · · ·ggns
qn
n g

−1
n g

−1,

= (gg1)s
q1

1 (gg1)
−1(gg2)s

q2

2 (gg2)
−1 · · · (ggn)s

qn
n (ggn)

−1.

Por lo tanto ghg−1 ∈ H, aśı H es normal en G y contiene a S, luego H ∈ G. Por

Proposición 1.4, se sigue que S ⊂ H.
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⊃) Como S ⊂ N para todo N ∈ G, se tiene que X ⊂ S, ya que gsg−1 ∈ N,

para todo g ∈ G, todo s ∈ S y todo N ∈ G. Por Proposición 1.2, entonces

X ⊂ H ⊂ S. �

Lema 1.1. Sean G un grupo y X, Y dos subconjuntos de G, de modo que

X ⊆ Y ⊆ G, entonces X ⊆ Y.

Demostración. Sea a ∈ X, entonces a =
∏
gxg−1, donde g ∈ G y x ∈ X.

Como X ⊆ Y ⊆ Y, se tiene x =
∏
hyh−1, con h ∈ G e y ∈ Y. Luego,

a =
∏
gxg−1,

=
∏
g (

∏
hyh−1)g−1,

=
∏
kyk−1,

donde k ∈ G. Por lo tanto a ∈ Y. �

1.2. Torsión, Transversales y Subgrupos Notables.

Definición 1.3. Un grupo G se dice libre de torsión si el único elemento de

orden finito es el neutro. Es decir, si gn = e, con n 6= 0, entonces g = e.

Ejemplo 1.1. R×
+ es un grupo libre de torsión, ya que dado a ∈ R×

+ y n ∈N\{0}, tal que an = e entonces a = 1.

Ejemplo 1.2. El grupo Zn×Z es un grupo infinito que no es libre de torsión,

ya que n(1, 0) = (0, 0), pero (1, 0) 6= (0, 0).

Definición 1.4. Sean G un grupo y H un subgrupo de G fijo. Llamaremos

transversal derecho o simplemente transversal de H en G, a un sistema de repre-

sentantes de las clases derechas de G según H.

Sea U un transversal de G según H, si u ∈ G, anotamos

[u ] := Hu ∩U,

al representante de la clase Hu en U, el cual no necesariamente es el mismo u.
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Definición 1.5. Sea G un grupo. Para cada par g,h ∈ G se define el conmu-

tador de g con h, denotado [g,h], como el elemento ghg−1h−1. Dados S y T dos

subconjuntos no vaćıos de G, se define el conjunto conmutador [S, T ] de S con T

como sigue:

[S, T ] :=
{

[s, t] ; s ∈ S, t ∈ T
}

.

El subgrupo conmutador de G viene dado de la siguiente manera:

G ′ :=
〈

[g,h] ; g,h ∈ G
〉
=
〈

[G,G]
〉
.

Si H 6 G, el siguiente conjunto C(S,H) es llamado centralizador de S en H

C(S,H) :=
{

h ∈ H ; sh = hs, ∀s ∈ S
}

.

Si H = G anotamos C(S) al conjunto centralizador de S en G. El centro de G,

denotado Z(G), es el centralizador de G en si mismo. Es decir Z(G) = C(G).

Observación 1.2. Nótese que si g conmuta con h equivale a [g,h] = e.

Por lo tanto:

G es un grupo abeliano ⇔ G ′ = {e} ⇔ Z(G) = G.

1.3. Producto Directo y Semi-Directo.

Definición 1.6 (Producto Directo Externo). Sean H,K grupos. El producto

cartesiano H× K tiene estructura de grupo con el siguiente producto

(h1, k1)(h2,h2) = (h1h2, k1k2), (h1,h2 ∈ H, k1, k2 ∈ K.)

Este grupo es llamado producto directo externo de H con K.

Definición 1.7 (Producto Directo Interno). Si H,K son subgrupos normales

de G tal que H∩K = {e} y G = HK, se dice que G es producto directo interno de

H con K.
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Nótese que si G es un producto directo de H con K, entonces G ≃ H × K,

mediante la aplicación que env́ıa (h, k) 7→ hk. Por esto, en adelante hablaremos

simplemente de producto directo.

Definición 1.8 (Producto Semi-Directo). Diremos que G es un producto

semi-directo de H con K, denotado H⋊ K (resp. H⋉ K), si

1. H E G (resp. K E G).

2. G = HK.

3. H ∩ K = {e}.

A continuación, dado dos grupos H,K y ϕ un homomorfismo de K en Aut(H).

Estudiaremos como construir un grupo que sea producto semi-directo de H con

K.

Definición 1.9. Sean H,K grupos y sea ϕ : K→ Aut(H) un homomorfismo.

Para todo k ∈ K denotamos ϕk = ϕ(k). Sobre el producto cartesiano H × K

definimos el siguiente producto:

(h1, k1)(h2, k2) = (h1ϕk1(h2), k1k2). (1.5)

Lema 1.2. H× K con el producto en (1.5) tiene estructura de grupo.

Demostración. Sean h1,h2,h3 ∈ H y k1, k2, k3 ∈ K, entonces

((h1, k1)(h2, k2))(h3, k3) = (h1ϕk1(h2), k1k2)(h3, k3),

= (h1ϕk1(h2)ϕk1k2h3, k1k2k3),

= (h1ϕk1(h2)ϕk1(ϕk2(h3)), k1k2k3),

= (h1ϕk1(h2ϕk2(h3)), k1k2k3),

= (h1, k1)(h2ϕk2(k3), k2k3),

= (h1, k1)((h2, k2)(h3, k3)).

Es claro que eH×K = (eH, eK) ya que

(h, k)(eH, eK) = (hϕk(eH), keK) = (h, k)
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y

(eH, eK)(h, k) = (eHϕeK (h), keK) = (h, k).

Por último (h, k)−1 = (ϕk−1(h−1), k−1), pues

(h, k)(ϕk−1(h−1), k−1) = (hϕk(ϕk−1(h−1)), kk−1) = (eH, eK)

y

(ϕk−1(h−1), k−1)(h, k) = (ϕk−1(h−1)ϕk(h), k
−1k) = (eH, eK).

Esto demuestra que el producto en (1.5) da estructura de grupo al conjunto

H× K. �

Sea G el grupo que define el Lema 1.2. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.3 (Producto Semi-Directo). G = (H× {eK})⋊ ({eH}× K).

Demostración. Es claro que

(H× {eK}) ∩ ({eH}× K) = {(eH, eK)} = {eH×K},

y también G = H× K = (H× {eK})({eH}× K), ya que

(h, eK)(eH, k) = (hϕeK (eH), eKk) = (h, k) ∈ H× K.

Basta demostrar que (H× {eK}) E H× K = G. Para esto tenemos:

(h1, k)(h2, eK)(h1, k)
−1 = (h1ϕk(h2), keK)(ϕk−1(h−1

1 ), k−1),

= (h1ϕk(h2)ϕk(ϕk−1(h−1
1 )), kk−1),

= (h1ϕk(h2)h
−1
1 , eK) ∈ H× {eK}.

Por lo tanto G = (H× {eK})⋊ ({eH}× K). �

Tenemos que el grupo H es isomorfo naturalmente con el subgrupo H×{eK} de

G, mediante (h, eK) 7→ h, análogamente para K con {eH}× K. Aśı, H y K pueden

ser mirados como subgrupos de G y por lo tanto decimos que G es un producto

semi-directo de H con K

G ≃ H⋊ K. (1.6)
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Notación 1.2. Denotaremos por H ⋊ϕ K la descomposición en producto

semi-directo del Teorema 1.3.

La siguiente proposición demuestra que todo producto semi-directo puede ser

construido como en el Teorema 1.3. Es decir, todo producto semi-directo H⋊ K

induce un homomorfismo ϕ : K → Aut(H), ϕk(h) := khk−1, mediante el cual

puede ser construido, donde ϕ(k)(h) =: ϕk(h).

Proposición 1.7. La siguiente aplicación es un isomorfismo

ψ : H⋊ϕ K → H⋊ K

(h, k) 7→ hk

para todo h ∈ H y todo k ∈ K.

Demostración. Sean h1,h2 ∈ H y k1, k2 ∈ K entonces

ψ((h1, k1)(h2, k2)) = ψ(h1ϕk1(h2), k1k2),

= ψ(h1ϕk1(h2), k1k2),

= ψ(h1k1h2k
−1
1 , k1k2),

= h1k1h2k2,

= ψ(h1, k1)ψ(h2, k2).

Por lo tanto ψ es un homomorfismo. Es claro que ψ es epiyectiva. Además es

inyectiva ya que, si ψ(h, k) = eH⋊K entonces (h, k) = (eH, eK) = eH⋊ϕK , pues

H ∩ K = {eH⋊ϕK}. Por lo tanto G ≃ H⋊ϕ K ≃ H⋊ K. �

Ejemplo 1.3. El grupo Diédrico Dn de simetŕıas de un n-ágono regular es

producto semi-directo, mediante ϕ, de los grupos ćıclicos

Cn ≃
{

e, r, . . . , rn−1

}

, con C2 ≃
{

e, s
}

,

donde ϕs(r) = r
−1.
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1.4. Relaciones de Orden.

Definición 1.10. Un orden parcial (estricto) sobre un conjunto S es una rela-

ción binaria <S (menor que) en S×S que cumple con las siguientes propiedades:

1. Para todo s ∈ S, s 6<S s (irreflexividad).

2. Si r <S s y s <S t, entonces s <S t (transitividad).

Se dice que <S es un orden total (estricto) sobre S si además cumple con:

3. Para todo s, t ∈ S, s 6<S t o s = t o t 6<S s (ley de tricotomı́a).

Definición 1.11. Diremos que S es un conjunto bien ordenado o que <S es

un buen-orden sobre S. Si <S es un orden total y además cada subconjunto no

vaćıo de S tiene un elemento minimal.

Ejemplo 1.4. Z+ con el orden usual, es un conjunto bien ordenado.

1.5. Sucesiones Exactas.

Definición 1.12. Sean {Ai}
n
i=0 una familia de grupos y {ϕi}

n−1
i=0 una familia

de homomorfismos, tal que

ϕi : Ai → Ai+1, (i = 0, 1, . . . ,n− 1).

Diremos que el siguiente diagrama:

(Aϕ) : A0

ϕ0

A1

ϕ1

A2

ϕ2

· · ·
ϕn−2

An−1

ϕn−1

An

es una sucesión exacta de grupos, si Im(ϕi) = Ker(ϕi+1) para todo i = 0, 1, . . . ,n−

2. Si n = 4, A0 = {eA0 } y A4 = {eA4 }, diremos que (Aϕ) es una sucesión exacta

corta de grupos:

{eA0 }
ϕ0

A1

ϕ1

A2

ϕ2

A3

ϕ3

{eA4 } .

Lema 1.4 (de los cinco). Sean {Ai}
4
i=0, {Bi}

4
i=0 dos familias de grupos y

{αj}
3
j=0, {βj}

3
j=0 dos familias de homomorfismos, de modo que (Aα) , (Bβ) son
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sucesiones exactas de grupos. Sea ϕk : Ak → Bk un homomorfismo, para k =

0, 1, 2, 3, 4. Consideremos el siguiente diagrama:

A0

ϕ0

α0

A1

ϕ1

α1

A2

ϕ2

α2

A3

ϕ3

α3

A4

ϕ4

B0
β0

B1
β1

B2
β2

B3
β3

B4

Si ϕi es un isomorfismo y βiϕi = ϕi+1αi para todo i = 0, 1, 3, 4, entonces ϕ2 es

también un isomorfismo.

Demostración. Sea a2 ∈ Ker(ϕ2), esto es ϕ2(a2) = eB2 . Aplicamos β2,

ϕ3(α2(a2)) = β2(ϕ2(a2)) = β2(eB2) = eB3 .

Como ϕ3 es un monomorfismo, entonces α2(a2) = eA3 , a2 ∈ Ker(α2) = Im(α1),

luego existe a1 ∈ A1 tal que α1(a1) = a2. Aplicando ϕ2,

β1(ϕ1(a1)) = ϕ2(α1(a1)) = ϕ2(a2) = eB2 .

Por lo tantoϕ1(a1) ∈ Ker(β1) = Im(β0), es decir, existe b0 ∈ B0 tal queϕ1(a1) =

β0(b0). Como ϕ1 es epiyectiva, Im(ϕ0) = B0, entonces existe a0 ∈ A0 tal que

b0 = ϕ0(a0), aśı obtenemos lo siguiente

ϕ1(a1) = β0(b0) = β0(ϕ0(a0)) = ϕ1(α0(a0)).

Como ϕ1 es inyectiva, a1 = α0(a0) ∈ Im(α0) = Ker(α1), esto es

a2 = α1(a1) = eA2 , (Ker(ϕ2) = {eA2 }).

Por lo tanto ϕ2 es un monomorfismo. Sea b2 ∈ B2, entonces β2(b2) ∈ B3, como

ϕ3 es epimorfismo, existe a3 ∈ A3 tal que β2(b2) = ϕ3(a3) ∈ Im(β2) = Ker(β3),

es decir ϕ4(α3(a3)) = β3(ϕ3(a3)) = eB4 . Pero ϕ4 es un monomorfismo, entonces

α3(a3) = eA4 , luego a3 ∈ Ker(α3) = Im(α2), por lo que existe a2 ∈ A2 con

α2(a2) = a3. Aplicando ϕ3 se obtiene

β2(ϕ2(a2)) = ϕ3(α2(a2)) = ϕ3(a3) = β2(b2) /(β2(ϕ2(a2)))
−1,
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β2(b2)(β2(ϕ2(a2)))
−1 = β2(b2(ϕ2(a2))

−1) = eB3 .

Por lo tanto b2(ϕ2(a2))
−1 ∈ Ker(β2) = Im(β1), luego, existe b1 ∈ B1 tal que

b2(ϕ2(a2))
−1 = β1(b1). Como ϕ1 es un epimorfismo, existe a1 ∈ A1 de modo

que b1 = ϕ1(a1), obteniendo

b2(ϕ2(a2))
−1 = β1(b1) = ϕ2(α1(a1)), /ϕ2(a2),

b2 = ϕ2(α1(a1)a2) ∈ Im(ϕ2).

Luego B3 = Im(ϕ2). Aśı, ϕ2 es un epimorfismo y por lo tanto un isomorfismo. �

Lema 1.5. Sean G,H grupos tal que H 6 G y |G| <∞. Si f : G → H es un

epimorfismo y |G| = |H|, entonces f es un isomorfismo.

Demostración. Basta probar que f es inyectiva. Supongamos que existen

g1, g2 ∈ G distintos, tales que f(g1) = f(g2), entonces |G| = |H| − 1 lo cual no

puede ser. Por lo tanto f es ún isomorfismo. �

2. Grupos Libres

Definición 1.13. Sea G un grupo y X un subconjunto no vaćıo de G. Diremos

que G es un grupo libre sobre X, si para todo grupo H y toda aplicación ϕ : X→ H

existe un único homomorfismo ϕ̂ : G→ H tal que ϕ̂ ◦ ιGX = ϕ.

En un diagrama conmutativo:

X

ϕ

ιGX

G

ϕ̂

H

El conjunto X se dice una base de G.

Ejemplo 1.5. (Z,+) es un grupo libre sobre X = {1}. En efecto, dado un

grupo H y una aplicación ϕ : X→ H. Existe un único homomorfismo ϕ̂ : Z→ H,

ϕ̂(n) := ϕ(1)n. Claramente ϕ̂ ◦ ιZX = ϕ.
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Sean G,H grupos y X un subconjunto no vaćıo de G. Definamos la siguiente

aplicación:

ρ : Hom(G,H) → F(X,H), ρ(f) := f ◦ ιGX (f ∈ Hom(G,H)).

Tenemos el siguiente lema:

Lema 1.6. G es libre sobre X, si y sólo śı, ρ es biyectiva.

Demostración.

⇒) Sea ϕ : X→ H. Como G es libre, existe un único homomorfismo ϕ̂ : G→

H de modo que ϕ = ϕ̂ ◦ ιGX . Aśı, ρ(ϕ̂) = ϕ, es decir ρ es epiyectiva. Veamos que

ρ es inyectiva. Si ϕ1,ϕ2 : G→ H son homomorfismos tales que,

ϕ1 ◦ ιGX = ρ(ϕ1) = ρ(ϕ2) = ϕ2 ◦ ιGX ,

entonces existen ψ1,ψ2 : G → H homomorfismos (con ψ1 = ψ2), las respectivas

extensiones de ρ(ϕ1) y ρ(ϕ2), pero ϕ1 y ϕ2 también los son, luego por unicidad

ϕ1 = ψ1 = ψ2 = ϕ2. Por lo tanto ρ es biyectiva.

⇐) Sea ϕ : X→ H. Como ρ es epiyectiva, existe un homomorfismo ϕ̂ : G→ H

tal que ρ (ϕ̂) = ϕ̂◦ ιGX = ϕ. Supongamos que existe un homomorfismo ψ : G→ H

tal que ρ(ψ) = ψ ◦ ιGX = ϕ, entonces ρ (ϕ̂) = ρ(ψ), como ρ es inyectiva ϕ̂ = ψ.

Aśı G es libre sobre X. �

Lema 1.7. Si G es libre sobre X, entonces X genera a G.

Demostración. Sea H =
〈
X

〉
, demostraremos que G = H. Como G es

libre sobre X existe una única extensión ι̂ HX de ιHX . Aśı ι̂
H
X ◦ ιGH es una extensión de

ιHX ◦ ιGH = ιGX , pero idG también lo es. Por unicidad se sigue que ι̂ HX ◦ ιGH = idG.

X

ιHX

ιGX

G

ι̂HX

idG

H
ιGH

G
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Entonces, G = Im(idG) = Im
(
ι̂ HX ◦ ιGH

)
= Im

(
ι̂ HX
)
⊆ H, pues H ⊆ G. Por lo

tanto G = H. �

La siguiente proposición demuestra que existen tantos grupos libres, módulo

isomorfismo, como cantidad de cardinalidades podamos considerar para su res-

pectiva base.

Proposición 1.8. Sean G1 y G2 grupos libres sobre los conjuntos finitos X1

y X2 respectivamente. Entonces

G1 ≃ G2, si y sólo śı, |X1| = |X2|.

Demostración. ⇒) Sea H = Z2. Por Lema 1.6, sabemos que ρi es una

biyección, para i = 1, 2

ρi : Hom(Gi,H) → F(Xi,H), (i = 1, 2),

ya que G1 y G2 son libres sobre X1 y X2 respectivamente. Como G1 ≃ G2, entonces

|Hom(G1,H)| = |Hom(G2,H)| .

Por lo tanto

|H||X1| = |F(X1,H)| = |Hom(G1,H)| = |Hom(G2,H)| = |F(X2,H)| = |H||X2|,

ya que ρi es una biyección, luego

2|X1| = |H||X1| = |H||X2| = 2|X2|.

Aplicando logaritmo a cada lado de la igualdad, obtenemos que |X1| = |X2|.

⇐) Si |X1| = |X2| existe una biyección µ : X1 → X2. Sean ϕ1 : G2 → G1 y

ϕ2 : G1 → G2 las extensiones de ιG1
X1

◦ µ−1 y ιG2
X2

◦ µ respectivamente.

X2

µ−1

ι
G2
X2

G2

ϕ1

X1

ι
G1
X1

G1

X1

µ

ι
G1
X1

G1

ϕ2

X2

ι
G2
X2

G2
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Como ϕ2 ◦ ι
G1
X1

= ι
G2
X2

◦ µ = µ y ϕ1 ◦ ι
G2
X2

= ι
G1
X1

◦ µ−1 = µ−1, para todo x1 ∈ X1 y

todo x2 ∈ X2 tenemos:

(ϕ1 ◦ϕ2)(x1) = ϕ1(µ(x1)) = µ
−1(µ(x1)) = x1

y

(ϕ2 ◦ϕ1)(x2) = ϕ2(µ
−1(x2)) = µ(µ

−1(x2)) = x2.

Luego, ϕ1◦ϕ2 extiende a ι
G1
X1

y ϕ2◦ϕ1 extiende a ι
G2
X2
. Pero también idG1

extiende

a ιG2
X2

y idG2
extiende a ιG1

X1
. Aśı, por unicidad ϕ1 ◦ ϕ2 = idG1

y ϕ2 ◦ ϕ1 = idG2
.

Por lo tanto ϕ2 = ϕ
−1
1 . En consecuencia ϕ1 es un isomorfismo. �

3. Construcción de L(X)

A continuación probaremos la existencia de grupos libres, mostrando como

construirlos a partir de un conjunto no vaćıo.

Definición 1.14. Sea X un conjunto no vaćıo. En correspondencia biyectiva

con X, construimos X−1 :=
{

x−1 ; x ∈ X
}

de modo que X∩X−1 = ∅. En este

momento x−1 es solo una etiqueta asignada a x.

Además, sea e 6∈ X ∪ X−1, llamado elemento neutro.

Una palabra en X ∪ X−1 ∪ {e} o simplemente en X es una sucesión

g := {xqii }
i∈N\{0}

:= (xq1

1 , xq2

2 , xq3

3 . . .) , (xi ∈ X, qi = ±1, i ∈ N\{0}).
Tal que existe n ∈ N\{0}, de manera que xj = e para todo j > n.

g = (xq1

1 , xq2

2 , . . . , xqnn , e, e, e, . . .) .

Definición 1.15. Una palabra se dice reducida si para todo i ∈ N, x+1
i no

está próximo a su asociado x−1
i , es decir x

qi+1

i+1 6= x−qii .

Luego, una palabra reducida se puede escribir de la siguiente forma

g :=

n∏

i=1

xqii = xq1

1 x
q2

2 x
q3

3 · · ·xqnn (xi ∈ X, qi := ±1, i = 1, 2, . . .n).

Nótese que los i’es no son necesariamente distintos.



3. CONSTRUCCIÓN DE L(X) 29

Definición 1.16. Diremos que una palabra reducida g tiene longitud n, de-

notado ℓ(g), si es de la forma g = xq1

1 · · ·xqnn , donde qi := ±1.

Definición 1.17. Sean g1, g2 dos palabras reducidas

g1 := x
a1

1 · · ·xann , g2 := y
b1

1 · · ·ybmm .

Se define el producto de g1 con g2 como sigue

g1g2 := x
a1

1 · · ·xann y
b1

1 · · ·ybmm .

Cancelando los elementos asociados próximos. Más precisamente, supongamos

que n 6 m y k es el mayor entero (0 6 k 6 n) tal que x
an−j
n−j = y

−bj+1

j+1 para todo

j = 0, 1, . . . , k− 1. Entonces

g1g2 :=






xa1

1 · · ·xan−kn−k y
bk+1

k+1 · · ·ybmm si k < n;

y
bn+1

n+1 · · ·ybmm si k = n < m;

e si k = n = m,

Análogamente para m 6 n.

Ejemplo 1.6. Sea X :=
{

a,b
}

un conjunto. Las siguientes son palabras

reducidas en X

aaaa, b−1ab−1a−1, b−1ab−1aaa.

Teorema 1.8. Con el producto anterior, el conjunto de palabras reducidas en

X es un grupo.

Demostración. Sea ê = (e, e, e, . . .) la palabra vaćıa, de modo que ℓ(ê) = 0.

En efecto ê es el neutro, ya que

g ê = (xq1

1 · · ·xqnn ) ê = xq1

1 · · ·xqnn = ê (xq1

1 · · ·xqnn ) = ê g = g.

En lo que sigue anotaremos la palabra vaćıa ê simplemente por e.

Tenemos: x+1x−1 = e y si g = xq1

1 · · ·xqnn entonces g−1 = x−qnn · · ·x−q1

1 .
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Sean g1, g2, g3 palabras reducidas, si gj = e para algún j = 1, 2, 3, entonces

obviamente g1(g2g3) = (g1g2)g3. Supongamos ahora que gj 6= e para cada j =

1, 2, 3.

Sean g1 := xa1

1 · · ·xann , g3 := zd1

1 · · · zdkk y ℓ(g2) = 1, es decir g2 := yb ∈

X ∪ X−1 (b = ±1). Si xann 6= y−b 6= zd1

1 , entonces

(xa1

1 · · ·xann )
(
yb
(
zd1

1 · · · zdkk
))

=
(
(xa1

1 · · ·xann )yb
) (
zd1

1 · · · zdkk
)
.

Igualmente ocurre si xann = y−b 6= zd1

1 o xann 6= y−b = zd1

1 ya que solo tenemos

cancelación por un lado.

Ahora, si xann = y−b = zd1

1 , entonces

(
xa1

1 · · ·xan−1

n−1 y
−b
) (
yb
(
y−bzd2

2 · · · zdkk
))

= xa1

1 · · ·xan−1

n−1 y
−bzd2

2 · · · zdkk

y

((
xa1

1 · · ·xan−1

n−1 y
−b
)
yb
) (
y−bzd2

2 · · · zdkk
)
= xa1

1 · · ·xan−1

n−1 y
−bzd2

2 · · · zdkk .

Supongamos válida la asociatividad para 2 6 ℓ(g2) < n. Si g2 := y
b1

1 · · ·ybm−1

m−1 y
bm
m

es palabra reducida entonces g ′
2 = yb1

1 · · ·ybm−1

m−1 también lo es, además tenemos

ℓ(g ′
2) < ℓ(g2) y g2 = g

′
2y
bm
m . Luego,

g1
(
g ′
2

(
ybmm g3

))
= (g1g

′
2)
(
ybmm g3

)
=
(
(g1g

′
2)y

bm
m

)
g3,

g1
((
g ′
2y
bm
m

)
g3
)
= g1

(
g ′
2

(
ybmm g3

))
=
(
(g1g

′
2)y

bm
m

)
g3 =

(
g1
(
g ′
2y
bm
m

))
g3.

Por lo tanto

g1(g2g3) = g1
((
g ′
2y
bm
m

)
g3
)
=
(
g1
(
g ′
2y
bm
m

))
g3 = (g1g2)g3.

En resumen, hemos demostrado que el conjunto de palabras reducidas es un

grupo. �

Definición 1.18. El grupo construido en el Teorema 1.8 se llama grupo libre

sobre X, y se denota L(X). El cardinal de X se llama rango de L(X), el cual

denotamos r(L(X)).
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Ejemplo 1.7. Si X =
{

(1, 0), (0, 1)
}

. El grupo libre generado por X es

L(X) =
{

(n,m) ; n,m ∈ Z }

= Z ∗ Z.
Este es llamado producto libre de Z con Z.

Teorema 1.9. L(X) es libre sobre X.

Demostración. Sea G un grupo y una aplicación ϕ : X → G, definimos

ϕ̂ : L(X) → G como sigue

ϕ̂(xq1

1 x
q2

2 · · ·xqnn ) := ϕ(x1)
q1ϕ(x2)

q2 · · ·ϕ(xn)
qn , con ϕ̂(e) = e.

Es claro que ϕ̂ está bien definida ya que ϕ lo es. Además si g1, g2 ∈ L(X) entonces

g1g2 = (xa1

1 · · ·xann )(yb1

1 · · ·ybmn ) = xa1

1 · · ·xann y
b1

1 · · ·ybmn .

Aplicando ϕ̂ en cada lado de la igualdad obtenemos

ϕ̂(g1g2) = ϕ(x1)
a1 · · ·ϕ(xn)

anϕ(y1)
b1 · · ·ϕ(yn)

bm

= (ϕ(x1)
a1 · · ·ϕ(xn)

an)
(
ϕ(y1)

b1 · · ·ϕ(yn)
bm
)

= ϕ̂(g1)ϕ̂(g2).

Luego ϕ̂ es un homomorfismo de L(X) en G.

Sea ψ : L(X) → G un homomorfismo, tal que ψ ◦ ιGX = ϕ. Tenemos

ψ(x) = ψ(ιGX (x)) = ϕ(x) = ϕ̂(ι
G
X (x)) = ϕ̂(x) (x ∈ X).

Entonces

ψ (xq1

1 · · ·xqnn ) = ψ(x1)
q1 · · ·ψ(xn)

qn = ϕ̂(x1)
q1 · · · ϕ̂(xn)

qn = ϕ̂ (xq1

1 · · ·xqnn ) .

Por lo tanto ψ = ϕ̂.

X

ϕ

ι
L(X)
X

L(X)

ϕ̂

G

�
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Observación 1.3. Nótese x ∈ X es mirado dentro de L(X) mediante ιL(X)X (x).

Observación 1.4. Como L(X) es un grupo, con neutro e y xqx−q = e,

entonces (xq)
−1

= x−q (xq ∈ X ∪ X−1).

Corolario 1.1. Para todo grupo G existe un conjunto no vaćıo X y un grupo

K tal que G ≃ L(X)/K. Es decir, todo grupo es el cociente de un grupo libre.

Demostración. Sea X un subconjunto generador de G. Construimos el

grupo libre L(X) generado por X. Por Teorema 1.9 existe un homomorfismo

ι̂ GX : L(X) → G que extiende a ιGX .

X

ιGX

ι
L(X)
X

L(X)

ι̂GX

G

Sea g ∈ G entonces g = xq1

1 x
q2

2 · · ·xqnn , donde xi ∈ X,qi ∈ Z, i = 1, 2, . . . ,n, ya

que X es un conjunto generador de G. Además, para todo x ∈ X ⊆ G, x = ιGX (x).

Luego

g = ιGX (x1)
q1 · · · ιGX (xn)

qn = ι̂ GX
(
ι
L(X)

X (x1)
)q1 · · · ι̂ GX

(
ι
L(X)

X (xn)
)qn

.

Como ι̂ GX es un homomorfismo de L(X) en G y ιL(X)X (xi) ∈ L(X), entonces:

ηg := ι
L(X)

X (x1)
q1 , ιL(X)X (x2)

q2 · · · ιL(X)X (xn)
qn ∈ L(X).

Aśı,

g = ι̂ GX
(
ιL(X)X (x1)

q1ιL(X)X (x2)
q2 · · · ιL(X)X (xn)

qn
)
= ι̂ GX (ηg) (ηg ∈ L(X)).

Por lo tanto G = Img
(
ι̂ GX
)
. En consecuencia del primer teorema del isomorfismo

obtenemos

L(X)/K ≃ G,

donde K = Ker
(
ι̂ GX
)
. �
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Observación 1.5. Nótese que X no necesariamente debe estar contenido en

G. En efecto, basta tomar Y un conjunto de śımbolos con la misma cardinalidad o

en correspondencia biyectiva con X, y K ′ := Ker
(
̂ GY
)
, donde  GY es la composición

de ιGY con la aplicación que a cada elemento de Y le asocia un único elemento en

X. Aśı tendremos:

L(Y)/K ′ ≃ L(X)/K ≃ G.

Corolario 1.2. Todo grupo finitamente generado es cociente de un grupo libre

de rango finito.

Demostración. Sea G un grupo y X un subconjunto generador de G tal que

|X| <∞. Por Corolario 1.1 sabemos que

L(X)/K ≃ G, r(L(X)) <∞.

Esto concluye la demostración. �

Lema 1.10. ι̂ GX : L(X) → G es un isomorfismo, si y sólo śı

1. X genera a G.

2. g ∈ L(X) tal que ℓ(g) > 0, implica que g 6= e.

Demostración. ⇐) Sea g ∈ G, por (1) sabemos que

g := xq1

1 · · ·xqnn , (n ∈ N, xi ∈ X, qi ∈ Z, i = 1, . . . ,n),

entonces,

ι̂ GX (x
q1

1 · · ·xqnn ) = ιGX (x1)
q1 · · · ιGX (xn)

qn = xq1

1 · · ·xqnn = g.

Por lo tanto ι̂ GX es epiyectiva.

Si h := y1 · · ·yn ∈ Ker(̂ι GX ), entonces

ι̂ GX (h) = y1 · · ·yn = e.

Por (2) del lema, se tiene ℓ(h) = 0. Por lo tanto h = e. Luego ι̂ GX es biyectiva.
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⇒) Como ι̂ GX es epiyectiva, para todo g ∈ G, existe x1 · · ·xm ∈ L(X) con

m ∈ N y xi ∈ X ∪ X−1 (i = 1, 2, . . . ,m), de modo que

ι̂ GX (x1 · · ·xm) = ιGX (x1) · · · ιGX (xm) = x1 · · ·xm = g.

Por lo tanto
〈
X

〉
= G.

Es claro que, si g = e, entonces ℓ(g) = 0, pues g es la palabra vaćıa. �

Proposición 1.9. G es un grupo libre sobre X si y sólo śı

1. X genera a G.

2. g ∈ L(X) tal que ℓ(g) > 0, implica g 6= e.

Demostración. Por Lema 1.10 basta demostrar que G es libre sobre X si y

sólo śı, ι̂ GX : L(X) → G es una biyección.

⇒) Sean ι̂ GX , ι̂
L(X)

X las extensiones de ιGX , ι
L(X)

X respectivamente. En un diagrama

conmutativo

G X
ιGX ιGX

ι
L(X)
X

G

ι̂
L(X)
X

L(X)
ι̂GX

Sea g ∈ G. Como G es libre sobre X, por Lema 1.7 se tiene

g := x1 · · ·xn, (xi ∈ X ∪ X−1, i = 1, 2, . . . ,n).

Entonces

(̂ι GX ◦ ι̂ L(X)X )(x1 · · ·xn) = ι̂ GX ((ι
L(X)

X (x1) · · · ι
L(X)

X (xn)) = ι
G
X (x1) · · · ιGX (xn) = g,

y

(̂ι L(X)X ◦ ι̂ GX )(x1 · · ·xn) = ι̂
L(X)

X ((ιGX (x1) · · · ιGX (xn)) = ι
L(X)

X (x1) · · · ι
L(X)

X (xn) = g.

Luego ι̂ L(X)X = ι̂ GX
−1, por lo tanto ι̂ GX es biyectiva.

⇐) Como ι̂ GX es biyectiva, es un isomorfismo, entonces G ≃ L(X), por lo tanto

G es libre ya que L(X) lo és. Esto concluye la demostración. �
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3.1. Propiedades de L(X).

Definición 1.19. Sea g una palabra reducida

g := x1x2 · · ·xn, (xi ∈ X ∪ X−1, i = 1, 2, . . . ,n),

Diremos que g es una palabra ćıclica reducida, si xn 6= x−1
1 . Anotaremos por

Lc(X) al subconjunto de palabras ćıclicas reducidas en X de L(X).

Observación 1.6. Sea g = x1 · · ·xn ∈ L(X) y t ∈ N de manera que xn−r =

x−1
r+1 para todo r = 0, 1, . . . , t− 1. Entonces:

g2 = (x1 · · ·xn)(x1 · · ·xn),

= (x1 · · ·xn−t)e (xt+1 · · ·xn),

= x1 · · ·xn−txt+1 · · ·xn.

Luego ℓ(g2) = 2ℓ(g) − 2t = 2(ℓ(g) − t) = 2(n− t). Nótese además que

g ∈ Lc(X), si y sólo śı, t = 0.

Por lo tanto si g ∈ Lc(X) entonces:

ℓ(g2) = ℓ(g)2.

Lema 1.11. Sea g ∈ L(X) y t > 0 tal que ℓ(g) = n y ℓ(g2) = 2(n − t).

Entonces t 6 n/2.

Demostración. Si n = 2k + 1. Entonces t 6 k = (n − 1)/2, pues si t > k

se tendŕıa en r = k, lo siguiente:

(
x−1
n−k = xk+1

)
⇔
(
x−1
2k+1−k = xk+1

)
⇔
(
x−1
k+1 = xk+1

)
⇔
(
x2k+1 = e

)
,

lo cual es una contradicción ya que L(X) es libre (Observación 1.6).

Si n = 2k. Entonces t 6 k = n/2, ya que t > k implica que

(
x−1
k+1 = xn−k

)
⇔
(
x−1
k+1 = x2k−k

)
⇔
(
x−1
k+1 = xk

)
en r = k.

Esto contradice el hecho que g ∈ L(X). Por lo tanto t 6 (n− 1)/2 < n/2. �
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Proposición 1.10. Sea g ∈ L(X). Para todo s ∈ N existe µ ∈ L(X) tal que

gs = µ−1g̃sµ, para algún g̃ ∈ Lc(X).

Demostración. Utilicemos inducción sobre s. Sea g := x1 · · ·xn de modo

que

g2 = x1 · · ·xn−txt+1 · · ·xn (0 6 t 6 n/2),

es decir xn−r = x
−1
r+1 para todo r < t. Definamos µ y g̃ como sigue:

µ−1 := x1 · · ·xt = x
−1
n · · ·x−1

n−t+1 = (xn−t+1 · · ·xn)
−1,

g̃ := xt+1 · · ·xn−t.

Entonces,

g = (x1 · · ·xt)(xt+1 · · ·xn−t)(xn−t+1 · · ·xn) = µ
−1g̃µ.

Es claro que g̃ ∈ Lc(X) ya que xn−t 6= x
−1
t+1. Supongamos ahora que

gs−1 = µ−1g̃s−1µ,

entonces,

gs = gs−1g = (µ−1g̃s−1µ)g = (µ−1g̃s−1µ)(µ−1g̃µ) = µ−1g̃s−1g̃µ = µ−1g̃sµ.

Tenemos g̃s ∈ Lc(X) pues xn−t 6= x−1
t+1. Aśı, cada palabra reducida es el conju-

gado de una palabra ćıclica reducida. �

Observación 1.7. Notar que X,X−1 ⊂ Lc(X). También si g ∈ Lc(X) entonces

gs ∈ Lc(X) para todo s ∈ N.
Además, como ℓ(µ) = ℓ(µ−1) = t y ℓ(g̃s) = s ℓ(g̃) ya que g̃ ∈ Lc(X). Entonces

ℓ(gs) = ℓ(g̃s) + 2t = s ℓ(g̃) + 2t > (s− 1)ℓ(g̃) + 2t = ℓ(gs−1). (1.7)

Proposición 1.11. L(X) es un grupo libre de torsión.
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Demostración. Sea e 6= g ∈ L(X), pongamos g := x1 · · ·xn ∈ L(X). Su-

pongamos que existe s ∈ N\{0} tal que gs = e. Luego
gs = (x1 · · ·xn)(x1 · · ·xn) · · · (x1 · · ·xn)︸ ︷︷ ︸

s-veces

= e.

Por Proposición 1.10, existe g̃ ∈ Lc(X) y µ ∈ L(X) de manera que

gs = µ−1g̃sµ = e,

donde ℓ(g̃) = ℓ(xt−1 · · ·xn−t) = n− t− (t− 1) + 1 = n− 2t. Pero,

ℓ(e) = 0 = ℓ(gs) > ℓ(gs−1) > · · · > ℓ(g1) = ℓ(g) > 0.

Por lo tanto

ℓ(gs) = ℓ(gs−1) = · · · = ℓ(g1) = ℓ(g) = 0.

Entonces 0 = ℓ(gs) = ℓ(g) = ℓ(µ−1g̃µ) = n − 2t + 2t = n. Luego ℓ(g) = 0, es

decir g = e. �

Lema 1.12. Sean g1, g2 ∈ L(X) tales que g1g2 = g2g1. Entonces existen

g ∈ L(X) y λ1, λ2 ∈ Z de modo que

g1 = g
λ1, g2 = g

λ2.

Demostración. Sean m,n ∈ N tales que:

g1 = x1x1 · · ·xn, g2 = y1y2 · · ·ym.

Aplicaremos inducción sobre ℓ := n +m. Es claro que si ℓ = 1, entonces n o m

es cero. Si n = 0 (análogamente para m = 0), tenemos que:

g1 = g
0
2 = e, g2 = g

1
2, (g := g2 ∈ L(X)).

Supongamos que para todo λ < ℓ, existen g ∈ L(X) y λ1, λ2 ∈ Z tales que:

g1 = g
λ1, g2 = g

λ2 .

Además, sin pérdida de generalidad, supongamos que n 6 m. Sabemos que

g1g2 = x1 · · ·xn−tyt+1 · · ·ym = y1 · · ·ym−txt+1 · · ·xn = g2g1, (1.8)
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lo cual es equivalente a tener,

g1 = g2g1g
−1
2 = g−1

2 g1g2, g2 = g1g2g
−1
1 = g−1

1 g2g1.

Distingamos tres casos:

Caso 1: Si t = 0. Por (1.8) tenemos que

x1 · · ·xny1 · · ·ym = y1 · · ·ymx1 · · ·xn,

entonces xi = yi para todo i = 1, 2, . . . ,n. Cancelando obtenemos:

g2 = y1 · · ·ym = yn+1 · · ·ymx1 · · ·xn = hg1,

donde h := yn+1 · · ·ym. Luego se deduce que:

hg1 = g2 = g1g2g
−1
1 = g1(hg1)g

−1
1 = g1h

y

ℓ(h) = ℓ(g2g
−1
1 ) = m− n < m.

Tomando λ := n+(m−n) se tiene λ < ℓ = n+m. Por lo tanto, usando hipótesis

inductiva, existen g ∈ L(X) y λ1, λ2 ∈ Z tales que

g1 = g
λ1, h = gλ2.

Aśı,

g1 = g
λ1, g2 = hg1 = g

λ2gλ1 = gλ2+λ1 .

Caso 2: Si t = n. Por (1.8) tenemos que:

yn+1 · · ·ym = y1 · · ·ym−n,
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es decir yi = x−1
n−i+1, (i = 1, 2, . . . ,n). Reemplazando en (1.8) obtenemos lo

siguiente:

g1g2 = x1 · · ·xny1 · · ·ym,

= x1 · · ·xn(y1 · · ·yn)yn+1 · · ·ym

= x1 · · ·xn(x
−1
n · · ·x−1

1 )yn+1 · · ·ym

= x1 · · ·xn(x1 · · ·xn)
−1yn+1 · · ·ym

= yn+1 · · ·ym =: w

= g2g1

.

Entonces g2 = wg
−1
1 , donde ℓ(w) = ℓ(g2) − n = m− n < m. Es decir:

λ := (m− n) + n < m+ n = ℓ.

Además,

wg−1
1 = g2 = g

−1
1 g2g1 = g

−1
1 wg−1

1 g1 = g
−1
1 w.

Luego existen g ∈ L(X) y λ1, λ2 ∈ Z tales que

g−1
1 = gλ1, w = gλ2 ,

esto es

g1 = g
−λ1 , g2 = wg1 = g

λ2g−λ1 = gλ2−λ1 .

Caso 3: Si 0 < t < n. Por (1.8) tenemos

g1g2 = x1 · · ·xn−tyt+1 · · ·ym = y1 · · ·ym−txt+1 · · ·xn = g2g1,

esto implica lo siguiente:

x1 = y1, ym = xn, xn = y−1
1 , ym = x−1

1 .

Por lo tanto

g1 = x1 · · ·xn = x1(x2 · · ·xn−1)x
−1
1 = x1u1x

−1
1

y

g2 = y1 · · ·yn = x1(y2 · · ·ym−1)x
−1
1 = x1u2x

−1
1 ,
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donde u1 := x2 · · ·xn−1 y u2 := yn · · ·ym−1. Además

g1g2 = (x1u1x
−1
1 )(x1u2x

−1
1 ) = (x1u2x

−1
1 )(x1u1x

−1
1 ) = g2g1

g1g2 = x1u1u2x
−1
1 = x1u2u1x

−1
1 = g2g1

x1u1u2x
−1
1 = x1u2u1x

−1
1 / x1

x1u1u2 = x1u2u1 / x−1
1

u1u2 = u2u1.

Como λ := ℓ(u1) + ℓ(u2) = (n − 2) + (m − 2) < n +m = ℓ, existen g ∈ L(X) y

λ1, λ2 ∈ Z de modo que

u1 = u
λ1 , u2 = u

λ2,

es decir

x1u1x
−1
1 = x1u

λ1x−1
1 = (x1ux

−1
1 )λ1, x1u2x

−1
1 = x1u

λ2x−1
1 = (x1ux

−1
1 )λ2.

Aśı obtenemos lo siguiente:

g1 = x1u1x
−1
1 = gλ1, g2 = x1u2x

−1
1 = gλ2,

donde g := x1ux
−1
1 . Esto concluye la demostración. �

Proposición 1.12. Sea G un grupo libre.

1. Si g1, g2 ∈ G tales que gn1 = gn2 (n ∈ N\{0}), entonces g1 = g2.
2. Si g ∈ G, entonces

∣∣∣
{

h ∈ G ; hn = g, para algún n ∈ N }∣∣∣ <∞.

Demostración. Demostremos la primera afirmación. Por Proposición 1.10,

existen palabras ćıclicas reducidas g̃1, g̃2 tales que:

gn1 = µ−1
1 g̃

n
1 µ1, gn2 = µ−1

2 g̃
n
2 µ2,

con ℓ(µ1) =: r1 y ℓ(µ2) =: r2. Por Observación 1.7,

nℓ(g̃1) + 2r1 = ℓ(g
n
1 ) = ℓ(g

n
2 ) = nℓ(g̃2) + 2r2,

y

2nℓ(g̃1) + 2r1 = ℓ(g
2n
1 ) = ℓ((gn1 )

2) = ℓ((gn2 )
2) = ℓ(g2n2 ) = 2nℓ(g̃2) + 2r2.
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Se tiene luego el siguiente sistema:

n(ℓ(g̃1) − ℓ(g̃2)) + 2(r1 − r2) = 0

2n(ℓ(g̃1) − ℓ(g̃2)) + 2(r1 − r2) = 0





.

Obtenemos del sistema n(ℓ(g̃1)−ℓ(g̃2)) = 0 (n 6= 0) y en consecuencia 4(r1−r2) =

0, entonces ℓ(g̃1) = ℓ(g̃2) =: ℓ y r1 = r2 =: r. También se tiene que:

y1 · · ·yp = y = µ−1
1 g̃

n
1 µ1 = g

n
1 = gn2 = µ−1

2 g̃
n
2 µ2 = z = z1 · · · zp,

donde p = nℓ+ 2r. Entonces ℓ(y) = ℓ(z) e yi = zi para todo i = 1, 2, . . . ,p, por

lo tanto:

µ−1
1 = y1 · · ·yr = z1 · · · zr = µ

−1
2 ,

µ1 = yp−r+1 · · ·yp = zp−r+1 · · · zp = µ2,

g̃n1 = yr+1 · · ·yp−r = zr+1 · · · zp−r = g̃
n
2 .

Como g̃1 y g̃2 son palabras ćıclicas reducidas, digamos

g̃1 := s1 · · · sk1 , g̃2 := r1 · · · rk2 .

Entonces,

g̃n1 = g̃1 · · · g̃1︸ ︷︷ ︸
n−veces

= (s1 · · · sk1)
n = (r1 · · · rk2)

n = g̃2 · · · g̃2︸ ︷︷ ︸
n−veces

= g̃n2 ,

donde nk1 = nk2 = p. Aśı g̃1 = g̃2, por lo tanto

g1 = µ
−1
1 g̃1µ1 = µ

−1
2 g̃2µ2 = g2.

Procedamos ahora a demostrar la segunda afirmación de la proposición. Sea

h ∈ G tal que hn = g para algún n ∈ N. Por Proposición 1.11, si g = e, entonces

debe tenerse h = e. Ahora si g 6= e, entonces

ℓ(g) = ℓ(hn) = ℓ(µ−1h̃nµ) = nℓ(h̃) + 2ℓ(µ).

Luego n 6 ℓ(g) =: ℓ <∞, es decir n ∈ {1, 2, . . . , ℓ}, por lo tanto

∣∣∣
{

n ∈ N ; hn = g

}∣∣∣ <∞.



42 1. GRUPOS LIBRES

Además por (1), si hn = g, entonces h es único. Aśı:
∣∣∣
{

h ∈ G ; hn = g, para algún n ∈ N }∣∣∣ 6 ℓ <∞.

�

Lema 1.13. Sean g1, g2 ∈ L(X) tales que gr1g
s
2 = gs2g

r
1, para r, s ∈ Z\{0}.

Entonces existen g ∈ L(X) y λ1, λ2 ∈ Z tales que

g1 = g
λ1, g2 = g

λ2 .

Demostración. Sabemos que

gr1g
s
2 = g

s
2g
r
1, si y sólo śı, (g1)

r = gr1 = g
s
2g
r
1g

−s
2 = (gs2g1g

−s
2 )r.

Entonces:

g1 = g
s
2g1g

−s
2 , si y sólo śı, (g2)

s = gs2 = g1g
s
2g

−1
1 = (g1g2g

−1
1 )s.

Aśı g1g2 = g2g1. Por Lema 1.12 existen g ∈ L(X) y λ1, λ2 ∈ Z tal que

g1 = g
λ1, g2 = g

λ2.

Esto concluye la demostración. �

Definición 1.20. En L(X)\{e}, se define la siguiente relación:

g1 ∼c g2, si y sólo śı, g1g2 = g2g1, (g1, g2 ∈ L(X)). (1.9)

Proposición 1.13. ∼c es una relación de equivalencia.

Demostración. Es claro que ∼c es refleja. La simetŕıa resulta del hecho que

= lo és. Sean g1, g2, g3 ∈ L(X)\{e}. Si g1g2 = g2g1 y g2g3 = g3g2, por Lema 1.12

existen u1,u2 ∈ L(X) y α1,α2,α3,α4 ∈ Z\{0} de modo que

g1 = u
α1

1 , g2 = u
α2

1 , g2 = u
α3

2 , g3 = u
α4

2 .

Como uα2

1 u
α3

2 = g22 = uα3

2 u
α2

1 , por Lema 1.13 existen h ∈ L(X) y β1,β2 ∈ Z de

manera que

u1 = h
β1 , u2 = h

β2.
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Por lo tanto:

g1 = h
α1β1 , g3 = h

α4β2 .

Entonces g1g3 = h
α1β1+α4β2 = hα4β2+α1β1 = g3g1. Luego ∼c es transitiva.

Aśı, ∼c es una relación de equivalencia. �

Observación 1.8. Note que para todo g ∈ L(X)\{e}, la clase, mediante la

relación de equivalencia en (1.9), es justamente C(g) el centralizador de {g} en

L(X).

Teorema 1.14. Para todo g ∈ L(X)\{e}, C(g) es un grupo ćıclico infinito.

Demostración. Para todo g ∈ L(X)\{e}, se tiene que g ∈ C(g). Por Propo-

sición 1.11 se tiene además que |g| = ∞, por lo tanto |C(g)| = ∞.

Sean gm,u ∈ C(g), con e 6= gm de longitud mı́nima. Como C(g) es abeliano,

entonces gmu = ugm. Por Lema 1.12, existe w ∈ L(X) y α1,α2 ∈ Z de manera

que

gm = wα1 , u = wα2 . (1.10)

Como u = wα2 ∈ C(g) entonces gwα2 = wα2g. Por Lema 1.13, gw = wg.

Además:

ℓ(gm) = ℓ(wα1),

= |α1|ℓ(w̃) + 2t,

= (|α1|− 1)ℓ(w̃) + (ℓ(w̃) + 2t),

= (|α1|− 1)ℓ(w̃) + ℓ(w),

donde wα1 = µw̃α1µ−1 y ℓ(µ) = t, con |α1| 6= 0 pues gm 6= e. Como w ∈ C(g) y

ℓ(gm) es de longitud mı́nima, se sigue que |α1| = 1. Por lo tanto u = gα2
m . Luego

C(g) =
〈
gm

〉
≃ Z es un grupo ćıclico infinito. �

3.2. Buen orden de L(X).

Definición 1.21 (Orden de L(X)). Sea <X una relación de buen-orden sobre

X ∪ X−1 y sean g1, g2 ∈ L(X) como sigue:

g1 := x1 · · ·xr, g2 := y1 · · ·ys.
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Se define una relación sobre L(X), denotada <L(X), de la siguiente manera:

g1 <L(X) g2, si y sólo śı, r < s, o bien r = s y xm <X ym,

donde m := mı́n
{

i ; xi 6= yi

}

.

Proposición 1.14. L(X) es un conjunto bien ordenado mediante <L(X).

Demostración. Sean g1, g2, g3 ∈ L(X) como sigue

g1 := x1 · · ·xr, g2 := y1 · · ·ys, g3 := z1 · · · zt.

Es claro que g1 6<L(X) g1 ya que r 6< r y xj 6<X xj para todo j = 1, 2, . . . , r.

Si g1 <L(X) g2 y g2 <L(X) g3, se tienen cuatro posibilidades:

1. Si r < s < t, por transitividad en N, entonces r < s, luego g1 <L(X) g3.
2. Si r < s = t, entonces r < t por lo tanto g1 <L(X) g3.

3. Si r = s < t, entonces r < t por lo tanto g1 <L(X) g3.

4. Si r = s = t, existen m,n ∈ N tal que xm <X ym y yn <X zn, donde

m := mı́n
{

i ; xi 6= yi

}

, n = mı́n
{

i ; yi 6= zi

}

.

Distingamos tres casos:

a) Si n < m, entonces xn = yn <X zn (xn <X zn), si existe k < n tal

que zk <X xk = yk (zk <X yk), es una contradicción, por lo tanto

n = mı́n
{

i ; xi 6= zi

}

. Luego g1 <L(X) g3.

b) Si m = n, entonces xm <X ym <X zm (xm <X zm), si existe k < m

tal que zk <X xk = yk (zk <X yk) es una contradicción, por lo tanto

n = m = mı́n
{

i ; xi 6= zi

}

. Luego g1 <L(X) g3.

c) Si m < n, entonces xm <X ym = zm (xm <X zm), si existe k < m

tal que zk <X xk = yk (zk <X yk) es una contradicción, por lo tanto

m = mı́n
{

i ; xi 6= zi

}

. Luego g1 <L(X) g3.

Es claro que <L(X) cumple la ley de tricotomı́a, ya que r < s o bien s < r, implican

g1 <L(X) g2 o g2 <L(X) g1. Ahora, si r = s y xi = yi para todo i = 1, 2, . . . , r = s,



4. TEOREMA DE NIELSEN-SCHREIER 45

entonces g1 = g2. Además, como ℓ(e) = 0, entonces e = mı́nL(X). Por lo tanto

L(X) es un conjunto bien ordenado. �

Para simplificar notaciones, <X y <L(X) serán denotadas simplemente por <.

Lema 1.15. Sean g1, g2 ∈ L(X), donde g1 := x1 · · ·xn (n > 1). Entonces

g2 < x1 · · ·xn−1, implica que g2xn < g1.

Demostración. Sea k := ℓ(g2) y g2 < x1 · · ·xn−1. Se tienen dos casos:

1. Si ℓ(g2) < n− 1, entonces ℓ(g2xn) < n = ℓ(g1), por lo tanto g2xn < g1.

2. Si ℓ(g2) = n−1, existe r = mı́n
{

i 6 n− 1 ; yi < xi

}

tal que yr < xr,

donde g2 := y1 · · ·yn−1. Aśı, podemos escribir

g2 = y1 · · ·yn−1 = x1 · · ·xr−1yr · · ·yn−1 < x1 · · ·xr · · ·xn−1.

Si yn−1 = x−1
n entonces ℓ(g2xn) = n − 2 < n = ℓ(g1), luego g2xn < g1.

Si yn−1 6= x
−1
n , como yr < xr, entonces

x1 · · ·xr−1yr · · ·yn−1xn < x1 · · ·xr−1xr · · ·xn−1xn = g1.

Por lo tanto g2xn < g1.

�

4. Teorema de Nielsen-Schreier

En esta sección definiremos los conceptos necesarios para demostrar el Teo-

rema de Nielsen-Schreier los cuales, además servirán para aplicar el método de

Reidemesiter-Schreier en el caṕıtulo siguiente.

4.1. Transversal de Schreier.

Definición 1.22. Sea S un subconjunto no vaćıo de L(X). Diremos que S tiene

la Propiedad de Schreier (o que es un conjunto de Schreier), denotado S ∈ (PS),

si contiene al segmento inicial de todos sus elementos, es decir, si:

x1 · · ·xn ∈ S, entonces, x1 · · ·xn−1 ∈ S, (n > 1).
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Un transversal de H en L(X) que además tiene la propiedad de Schreier, se dice

un transversal de Schreier de H en L(X).

Observación 1.9. Nótese que e está en todo conjunto de Schreier.

Lema 1.16. Todo subgrupo de L(X) tiene un tranversal de Schreier.

Demostración. Sea H un subgrupo de L(X) y U el conjunto formado por

los elementos minimales con respecto a < de cada clase en L(X)/H. Veamos que

U ∈ (PS). Supongamos que g := x1 · · ·xn ∈ U de modo que x1 · · ·xn−1 6∈ U, y sea

hx := mı́n(Hx1 · · ·xn−1). Por Lema 1.15, si hx < x1 · · ·xn−1, entonces hxxn < g.

Como hx ∈ Hx1 · · ·xn−1, entonces Hhx = Hx1 · · ·xn−1. Multiplicando por Hxn

obtenemos:

Hhxxn = HhxHxn = Hx1 · · ·xn−1Hxn = Hx1 · · ·xn = Hg.

Aśı, hxxn ∈ Hg y hxxn < g. Por lo tanto g 6= mı́n(Hg), luego g 6∈ U. Lo cual es

una contradicción. Por lo tanto U es un transversal de Schreier para H. �

Ejemplo 1.8. Sea X :=
{

a,b
}

un conjunto y R :=
{

a3,b3
}

⊂ L(X).

Definamos G de la siguiente manera

G := L(X)/ R.

Es claro que G es un grupo, ya que R E L(X). Sabemos que G/G ′ es un grupo

abeliano. Es fácil ver que una palabra g en X es de la forma

g := aq1bt1aq2bt2 · · ·aqnbtn, (qi, tj ∈ Z, i, j := 1, . . . ,n).

Entonces, al tomar la clase en G ′ obtenemos:

G ′g = G ′aq1bt1aq2bt2 · · ·aqnbtn = G ′arbs, donde r :=

n∑

i=1

qi y s :=

n∑

j=1

tj.

Pero r, s ∈ {0, 1, 2}, lo que nos permite definir el siguiente transversal:

U :=
{

e,a,a2,b,b2,ab,ab2,a2b,a2b2
}

.

Es claro que U es un transversal de Schreier para G ′ en G.
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Propiedades 1.2. Sean X un conjunto no vaćıo, H un subgrupo de L(X)

y U un transversal para H en L(X). Entonces, para todo g ∈ L(X), u ∈ U, y

x ∈ X ∪ X−1 se tiene lo siguiente:

1. [ [ g ] ] = [ g ].

2. Hg = H[ g ].

3. [ g ] = g, si y sólo śı, g ∈ U.

4. Hu = H[ux ]x−1.

5. [ [ux ]x−1 ] = u.

Demostración.

1. Como [ g ] ∈ U y |H[ g ] ∩U| = 1, entonces [ [ g ] ] = H[ g ] ∩U = [ g ].

2. Como [ g ] = Hg ∩U, entonces [ g ] ∈ Hg, luego Hg = H[ g ].

3. ⇒) g = [ g ] = Hg ∩U ⊂ U, entonces g ∈ U.

⇐) Como g, [ g ] ∈ Hg ∩U y |Hg ∩U| = 1, entonces g = [ g ].

4. De (2) sabemos que Hux = H[ux ], multiplicando por Hx−1 obtenemos:

Hu = Huxx−1 = HuxHx−1 = H[ux ]Hx−1 = H[ux ]x−1.

5. Por (4), [ux ]x−1 ∈ Hu, luego [ [ux ]x−1 ],u ∈ Hu ∩ U y |Hu ∩U| = 1,

por lo tanto [ [ux ]x−1 ] = u.

�

4.2. Generadores de Schreier.

Lema 1.17. Sea U un transversal para L(X) según H tal que e ∈ U. Entonces,

el siguiente conjunto XH genera a H

XH :=
{

ux[ux ]−1 ; u ∈ U, x ∈ X ∪ X−1

}

.

Demostración. Por Propiedades 1.2.2, para todo u ∈ U y todo x ∈ X∪X−1,

se tiene que Hux = H[ux ], es decir ux[ux ]−1 ∈ H, por lo tanto XH ⊆ H.
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Sea h := x1 · · ·xn ∈ H, con xi ∈ X∪X
−1, para todo i = 1, 2, . . . ,n. Definamos

la siguiente sucesión:

{uk}
n+1

k=1 , u1 := e y ui+1 := [uixi ] ∈ U.

Además,

hi := uixiu
−1
i+1 = uixi[uixi ]

−1 ∈ XH, (i = 1, 2, . . . ,n).

Ahora tenemos:

h1h2 · · ·hn = u1x1[u1x1 ]
−1u2x2[u2x2 ]

−1 · · ·unxn[unxn ]
−1

= u1x1u
−1
2 u2x2u

−1
3 · · ·un−1xn−1u

−1
n unxnu

−1
n+1

= u1x1x2 · · ·xnu
−1
n+1

= e hu−1
n+1

= hu−1
n+1.

(1.11)

Como hi ∈ H para todo i = 1, 2, . . . ,n, entonces ĥ := h1h2 · · ·hn ∈ H, por lo

tanto ĥ−1h = un+1 ∈ H. Como un+1 = [unxn ] ∈ U, entonces un+1 ∈ H ∩ U,

pero H ∩U = He ∩U = {e} (ya que e ∈ U), luego u−1
n+1 = e. De (1.11) tenemos

que

h = h e = hu−1
n+1 = h1h2 · · ·hn.

Por lo tanto H =
〈
XH

〉
. �
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Ejemplo 1.9. Continuando con el Ejemplo 1.8 construimos la tabla de ele-

mentos ux[ux ]−1 (x ∈ X ∪ X−1, u ∈ U) como sigue

ux[ux ]−1 a b a−1 b−1

e e e e e

a e e e e

a2 e e e e

b bab2a2 e ba2b2a e

b2 b2aba2 e b2a2ba e

ab abab2a e aba2b2 e

ab2 ab2aba e ab2a2b e

a2b a2bab2 e a2ba2b2a2 e

a2b2 a2b2ab e a2b2a2ba2 e

(1.12)

Notar que para construir la tabla, sabiendo que a±2 = a∓1 y b±2 = b∓1, se debe

tener en cuenta que:

ba−1G ′ = a2bG ′, abaG ′ = a2bG ′, aba−1G ′ = bG ′,

ab2a−1G ′ = b2G ′, a2ba−1G ′ = abG ′, ab2aG ′ = a2b2G ′,

a2baG ′ = bG ′, a2b2aG ′ = b2G ′, a2b2a−1G ′ = ab2G ′

Luego el conjunto de generadores de Schreier para G ′ es:

XG ′ :=
{

(b,a±1), (b2,a±1), (ab,a±1), (ab2,a±1), (a2b,a±1), (a2b2,a±1)

}

,

donde cada par (u, x) representa el elemento ux[ux ]−1.

Por Propiedades 1.2.3, notemos que:

ux[ux ]−1 = e, si y sólo śı, ux ∈ U. (1.13)

El siguiente lema demuestra que todo elemento no trivial en XH tiene su inverso

en el mismo XH. Más aún, si g = ux[ux ]−1 con u ∈ U y x ∈ X±, entonces

g−1 = vy[ vy ]−1 para algún v ∈ U e y ∈ X∓. Esto y (1.13) nos induce a definir
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los siguientes conjuntos:

YH :=
{

ux[ux ]−1 ; u ∈ U, x ∈ X,ux 6∈ U
}

,

ŶH :=
{

ux[ux ]−1 ; u ∈ U, x ∈ X−1,ux 6∈ U
}

.

Lema 1.18 (Descomposición de XH). ŶH = Y−1
H . Además:

XH\{e} = YH
·
∪ Y−1

H .

Demostración. Sea u ∈ U y x ∈ X−1, entonces, por Propiedades 1.2.5

(ux[ux ]−1)−1 = [ux ]x−1u−1 = [ux ]x−1[ [ux]x−1 ]−1 ∈ YH (x−1 ∈ X).

Tomando inversos obtenemos ux[ux ]−1 = ([ux ]x−1[ [ux]x−1 ]−1)
−1

∈ Y−1
H , por

lo tanto ŶH ⊂ Y−1
H . Análogamente si x ∈ X, entonces Y−1

H ⊂ ŶH, por lo tanto

ŶH = Y−1
H . Es claro que YH, Y

−1
H ⊂ XH\{e}, es decir:

YH
·
∪ Y−1

H ⊂
{

ux[ux ]−1 ; u ∈ U, x ∈ X
·
∪ X−1,ux 6∈ U

}

= XH\{e}.

Ahora, si k := ux[ux ] ∈ XH\{e}, entonces x ∈ X
·
∪ X−1, por lo tanto k ∈ YH

·
∪

Y−1
H . Por lo tanto XH\{e} = YH

·
∪ Y−1

H . �

Lema 1.19 (Reducción). Dados t1, t2 ∈ YH
·
∪ Y−1

H tales que

t1 := ux[ux ]
−1, t2 := vy[ vy ]

−1, (u, v ∈ U, x,y ∈ X ∪ X−1).

Entonces existe g ∈ L(X) de manera que

t := x[ux ]−1vy = xgy,

excepto cuando v = [ux ], y = x−1, u = [ vy ].

Demostración. Sean [ux ] := z1 · · · zn y v := w1 · · ·wm. Si wm = y−1,

entonces

vy = w1 · · ·wm−1 ∈ U,
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ya que U ∈ (PS) y w1 · · ·wm ∈ U. Luego vy = [ vy ], por lo tanto t2 = e, lo cual

no puede ser. Entonces wm 6= y−1. De igual modo, si zn = x, por Propiedades

1.2.5, se tiene:

ux = [ [ux ]x−1 ]x,

= [ z1 · · · znx
−1 ]x,

= [ z1 · · · zn−1 ]zn,

= z1 · · · zn−1zn = z1 · · · zn,

= [ux ],

ya que U ∈ (PS) y z1 · · · zn ∈ U, por lo tanto t1 = e, lo cual no puede ser. Luego

zn 6= x. Aśı hemos demostrado que vy conserva el elemento y al final, y x[ux ]−1

conserva el término x al inicio. Por lo tanto basta estudiar las cancelaciones de x

e y con [ux ]−1v.

Supongamos que el término [ux ]−1v no finaliza con y, es decir, existe t ∈

{1, . . . ,n} tal que [ux ] = vyzt · · · zn. Como U ∈ (PS), y vy es un segmento

inicial de [ux ] ∈ U, entonces vy ∈ U lo cual es una contradicción ya que t2 6= e.

Análogamente supongamos que el término x[ux ]−1v no comienza con x, es decir,

existe s ∈ {1, . . . ,m} tal que v = [ux ]x−1ws · · ·wm. Como U ∈ (PS), entonces

[ux ]x−1 ∈ U ya que es segmento inicial de v. Esto último y Propiedades 1.2.3. y

1.2.4. implican que

ux = [ [ux ]x−1 ]x = [ux ]x−1x = [ux ].

Lo cual es nuevamente una contradicción, pues t1 6= e. Por lo tanto

t = xgy,
(
[ux ]−1v =: g ∈ L(X)

)
.

Esto demuestra que x e y no pueden cancelarse.

En el caso que y = x−1 y v = [ux ], por Propiedades 1.2.4., se tiene:

[ vy ] = [ [ux ]y ] = [ [ux ]x−1 ] = u,

es decir,

t = x[ux ]−1vy = xv−1vx−1 = e.
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Esto concluye la demostración. �

4.3. Teorema de Nielsen-Schreier.

La demostración del siguiente teorema requiere conceptos básicos de teoŕıa de

Grafos, para esto se recomienda ver [Bon76].

Teorema 1.20. Sea G un grupo libre y H un subgrupo de G, entonces H es

libre. Es más, si [G : H] = s <∞ y r(G) = t <∞, entonces

r(H) = (t− 1)s+ 1.

Demostración. Sean G libre sobre el conjunto X. Por Lema 1.16, Lema 1.17

y Lema 1.18, existe U transversal de Schreier para H en G, donde XH = YH
·
∪

Y−1
H ∪ {e} genera a H.

Sea h ∈ H definido como sigue:

h := t1t2 · · · tn, ti := uixi[uixi ]
−1 ∈ XH\{e} (i = 1, 2, . . . ,n).

De modo que, si existen i, j ∈ {1, 2, . . . ,n} tales que,

xj = x
−1
i , ui = [ujxj ], uj = [uixi ],

entonces i 6= j+1 y j 6= i+1, es decir no pueden ser elementos adyacentes, ya que

h es reducida. Por Lema 1.19 existen gi,i+1 ∈ L(X) para todo i = 1, 2, . . . ,n− 1,

tales que:

h = u1x1[u1x1 ]
−1u2x2[u2x2 ]

−1 · · ·un−1xn−1[un−1xn−1 ]
−1unxn[unxn ]

−1,

= u1x1g1,2x2g2,3x3 · · ·xn−2gn−2,n−1xn−1gn−1,nxn[unxn ]
−1.

Como h contiene todos los elementos xi, entonces ℓ (h) > n. Es claro que si

n > 1, entonces h 6= e, por Proposición 1.9, H es un grupo libre sobre YH.

Además,

r(H) = |YH| =
∣∣∣
{

ux[ux ]−1 ; u ∈ U, x ∈ X,ux 6∈ U
}∣∣∣ .

Esto es,

r(H) = |X||U| − p = r(G)|G/H|− p = ts− p,
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donde p := |P|, con P :=
{

(u, x,w) ∈ U× X×U ; ux = w

}

.

Sea T un grafo con s vértices etiquetados por los elementos de U (con posibles

repeticiones), de modo que, existe una arista con dirección de u a w etiquetada

por x, si y sólo śı, ux = w, donde u,w ∈ U y x ∈ X.

u
x

w .

Notar que las aristas de T están en correspondencia biuńıvoca con los elementos

de P, ya que:

u
x

w ! ux = w.

Como U ∈ (PS), para todo u := x1 · · ·xn ∈ U, tenemos:

e
x1

x1
x2

x1x2
x3

x1x2x3
x4

· · ·
xn

x1x2 · · ·xn .

Por lo tanto T es un grafo conexo, ya que e es segmento inicial de u para todo

u ∈ U. Supongamos que T tiene un circuito, es decir, existen u1, . . . ,ut ∈ U y

x1 · · ·xt ∈ X tales que:

uixi = ui+1, (i = 1, 2, . . . t− 1), y utxt = u1, para algún t < |U| = s,

u1

x1
u2

x2
· · ·

xt−2

ut−1

xt−1

ut

xt

.

Reemplazando obtenemos:

u1x1x2 · · ·xt = u2x2x3 · · ·x1 = · · · = ut−1xt−1xt = utxt = u1,

cancelando u1 en cada extremo, se tiene

x1x2 · · ·xt = e.

Lo cual es una contradicción ya que G es libre (sin relaciones). Como T es un

grafo planar conexo, por fórmula de Euler 1, sabemos que

v − a+ r = 2, (1.14)

1 ver BONDY, J.A and MURTY, U.S.R. Planar Graphs. En su: Graph Theory with Ap-

plications, Great Britain: The Macmillan Press Ltd., 1976. pp. 143.
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donde, v,a y r son, la cantidad de vértices, aristas y regiones respectivas, formadas

por el grafo T . En nuestro caso

v := |U| = s, a := p, r := 1, (la región exterior),

ya que T no tiene circuitos. Luego, por (1.14) tenemos:

s− p+ 1 = 2, si y sólo si, p = s + 1− 2 = s− 1.

Por lo tanto r(H) = ts− p = ts− (s− 1) = ts− s + 1 = (t− 1)s+ 1. �

Corolario 1.3. Sean H un subgrupo de ı́ndice infinito en L(X) y N un sub-

grupo normal no trivial de L(X), tal que N ⊆ H. Entonces r(H) = ∞.

Demostración. Sea U un transversal de Schreier para L(X) según H y sea

v ∈ N\{e} tal que v := x1 · · ·xn (xi ∈ X ∪ X−1, i = 1, 2, . . . ,n, n ∈ N). Entonces
para todo u ∈ U, como uvu−1 ∈ N ⊂ H se tiene

Huvu−1 = H, si y solo si Huv = Hu.

Por lo tanto [uv] = [u] = u 6= uv, pues u ∈ U y v 6= e, por esto uv 6∈ U.

Sea k := mı́n
{

1 6 t 6 n ; u(x1 · · ·xt) 6∈ U, ut := u(x1 · · ·xt−1) ∈ U
}

(no-

tar que k siempre existe, ya que ue ∈ U y u(x1 · · ·xn) = uv 6∈ U). Como uk ∈ U,

le asociamos el generador de Schreier ukxk[ukxk]
−1 de H. Esto nos permite con-

siderar la función que env́ıa u 7→ k y le asocia el respectivo generador. Como U es

infinito, n <∞ y k siempre existe, entonces, al menos algún k0 ∈ {1, . . .n} tiene

pre-imagen infinita, esto es, existe W ⊂ U infinito tal que para todo w ∈ W, el

generador de Schreier asociado es wk0xk0 [wk0xk0 ]
−1. Además W se inyecta en

YH, pues por Lema 1.19 tenemos:

wk0xk0 [wk0xk0 ]
−1 = w ′

k0
xk0 [w

′
k0
xk0 ]

−1

wk0xk0 [wk0xk0 ]
−1[w ′

k0
xk0 ]xk0

−1w ′
k0

−1
= e

wk0w
′
k0

−1
= e

wk0 = w ′
k0
,

entonces w = w ′. Por lo tanto ∞ = |W| 6 |U| = |YH| = r(H) = ∞. �



Caṕıtulo 2

Presentaciones

1. Presentaciones

Sean X un conjunto no vaćıo y R un subconjunto de L(X). Sea G un grupo

isomorfo a L(X)/ R, mediante un isomorfismo ψ : L(X)/ R → G. Como L(X) es

libre sobre X se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

X

GX

ι
L(X)

X

L(X)

̂GX

G

donde GX es la aplicación que env́ıa x 7→ ψ(xR).

Claramente el siguiente conjunto X̂ es un sistema de generadores de G.

X̂ :=
{

GX (x) ; x ∈ X
}

=
{

a ∈ G ; a = GX (x), x ∈ X
}

.

Para cada palabra g := xq1

1 · · ·xqnn en R tenemos la siguiente igualdad en G

̂ GX (g) = a
q1

1 a
q2

2 · · ·aqnn = e, (2.1)

donde ai = GX (xi).

Definición 2.1.

1. La igualdad en (2.1) es llamada una relación entre elementos de X̂ y G.

2. Una relación ̂ GX (g) = e se dice trivial, si existe s ∈ L(X) tal que ss
−1 = g.

3. El conjunto R̂ constituido por todas las relaciones no triviales entre ele-

mentos de X̂ y G se llama sistema de relaciones de G.

R̂ :=
{

̂ GX (g) = e ; g ∈ R
}

.

55
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Por Corolario 1.1, sabemos que todo grupo es cociente de un grupo libre.

Luego, por lo anterior, todo grupo G queda completamente determinado por un

sistema de generadores y un sistema de relaciones. Más precisamente, siguiendo la

discusión anterior, los conjuntos X̂ y R̂ se definen a partir de X y R respectivamen-

te, luego basta conocer estos últimos para definir G. Más aún, como R es generado

por conjugados de R en L(X), entonces G queda completamente determinado, por

un conjunto de generadores X y un conjunto de relaciones
{

r = e ; r ∈ R
}

correspondiente a elementos de R.

Notación 2.1. En adelante, toda relación r = e la anotaremos simplemente

r. Diremos que R es el conjunto de relaciones que determina G.

Definición 2.2. Si G ≃ L(X)/ R, diremos que G tiene la presentación

〈
X ; R

〉
. (2.2)

Se conviene escribir G ≃
〈
X ; R

〉
o bien G =

〈
X ; R

〉
cuando X ⊆ G.

En caso que X y R sean conjuntos finitos, se dice que G es finitamente presentado.

Observación 2.1. Sea G presentado como en (2.2). Recordemos que X es

cualquier conjunto no vaćıo de objetos y el conjunto R se compone de palabras

en X, denotado a veces R(X). Por lo tanto, si Y es un conjunto no vaćıo tal

que |X| = |Y|, entonces G también puede ser presentado con generadores Y y

relaciones R(Y). Es decir, una presentación, es un objeto abstracto que determina

G mediante generadores y relaciones.

Lema 2.1. La extensión ̂ GX : L(X) → G de GX es un epimorfismo.

Demostración. Basta notar que ̂ GX es la composición del isomorfismo ψ

con la proyección canónica de L(X) sobre L(X)/ R. �

Nótese que, si X ⊆ G entonces GX = ιGX y por lo tanto G =
〈
X ; R

〉
.

Entonces en particular ιGX es un epimorfismo.
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Proposición 2.1. Todo grupo tiene una presentación, y cada grupo finito es

finitamente presentado.

Demostración. Sea G un grupo y X un subconjunto generador de G. Por

Teorema 1.9 y Lema 2.1, existe ι̂ GX : L(X) → G un epimorfismo que extiende a

ιGX . Luego, G ≃ L(X)/N con N = Ker
(
ι̂ GX
)
(N = N). Por lo tanto G tiene la

siguiente presentación

G =
〈
X ; N

〉
.

Además, si G tiene orden finito, digamos n, entonces X también, digamos m.

Por lo tanto N también es finito. Como N 6 L(X), por Teorema 1.20 (Nielsen-

Schreier), existe YN =: R ⊂ L(X) finito tal que 〈R〉 = R = N, esto es:

r(N) = |R| = (n− 1)m+ 1 <∞.

Por lo tanto G es finitamente presentado:

G =
〈
X ; R

〉
.

Esto concluye la demostración. �

La Proposición 2.1 nos permite suponer que X ⊆ G, en consecuencia tenemos

̂GX = ι̂GX . En efecto, si G tiene una presentación con generadores Y y relaciones

R(Y), existe X ⊂ G y una biyección f : X→ Y tal que:

G =
〈
X ; R(X)

〉
≃
〈
Y ; R(Y)

〉
.

Ejemplo 2.1.

1. L(X) =
〈
X ;

〉
=
〈
X

〉
, el grupo libre de rango |X|.

2.
〈
a,b ; an,b2, (ba)2

〉
≃ Dn, el grupo Diédrico de orden 2n.

3.
〈
x ; xn

〉
≃ Zn, el grupo Ćıclico de orden n.

Definición 2.3 (Producto Libre). Sean G y H definidos mediante las siguien-

tes presentaciones

G =
〈
X ; R1

〉
y H =

〈
Y ; R2

〉
.
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Se define el producto libre de G con H, denotado G ∗ H, mediante la siguiente

presentación

G ∗H =
〈
X, Y ; R1,R2

〉
.

1.1. Homomorfismos Inducidos.

Lema 2.2. Sean G,H y K grupos, con los siguientes homomorfismos:

ϕ1 : K→ G, ϕ2 : K→ H,

tales que Im(ϕ1) = G y Ker(ϕ1) ⊆ Ker(ϕ2). Entonces existe un homomorfismo

ϕ̃ : G→ H, tal que ϕ ◦ϕ1 = ϕ2.

K

ϕ2

ϕ1

G

ϕ

H

Demostración. Sea g ∈ G. Como Im(ϕ1) = G, escogemos k ∈ K tal que

ϕ1(k) = g. Sea ϕ : G→ H, tal que ϕ(g) := ϕ2(k).

Veamos que ϕ está bien definido. Si k ′ es otro elemento de K tal que ϕ1(k
′) =

g, debemos ver que ϕ2(k
′) = ϕ2(k). Como ϕ1(k

′) = ϕ1(k) = g, se sigue que

ϕ1(k
′k−1) = e. Entonces k ′k−1 ∈ Ker(ϕ1) ⊆ Ker(ϕ2), luego

ϕ2(k
′k−1) = ϕ2(k

′)ϕ2(k)
−1 = e.

Por lo tanto ϕ está bien definido.

Sean g1 = ϕ1(k1), g2 = ϕ1(k2) ∈ G, (k1, k2 ∈ K). Como ϕ1 es un homomor-

fismo, ϕ1(k1k2) = g1g2. Tenemos

ϕ(g1g2) = ϕ2(k1k2) = ϕ2(k1)ϕ2(k2) = ϕ(g1)ϕ(g2).

Por lo tanto ϕ es un homomorfismo de G en H.

Es claro además que para todo k ∈ K, ϕ(ϕ1(k)) = ϕ2(k). Esto concluye la

demostración. �
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Teorema 2.3 (von Dyck). Sea X un conjunto no vaćıo, R1,R2 ⊂ L(X) tales

que R1 ⊂ R2. Sean G y H definidos como sigue

G =
〈
X ; R1

〉
, H =

〈
X ; R2

〉
.

Entonces, existe un epimorfismo ϕHG : G → H, tal que Ker(ϕHG) = ι̂ GX (R2\R1) y

ϕHG(x) = x, para todo x ∈ X.

Demostración. Notemos por Lema 1.1 que R1 ⊆ R2 implica que R1 ⊆ R2.

Por Teorema 1.9 y Lema 2.1, existen ι̂ GX : L(X) → G y ι̂ HX : L(X) → H epimorfismos

que extienden a ιGX y ιHX respectivamente, donde Ker
(
ι̂ GX
)
= R1 ⊆ R2 = Ker

(
ι̂ HX
)
.

Por Lema 2.2, existe un homomorfismo ϕHG : G→ H de modo que ϕHG ◦ ι̂ GX = ι̂ HX .

G

ϕHG

X
ιGX ιHX

H

L(X)
ι̂GX ι̂HX

Como ι̂ HX es un epimorfismo, dado h ∈ H existe w ∈ L(X) tal que ι̂ HX (w) = h.

Luego existe g := ι̂ GX (w) ∈ G tal que ϕHG(g) = ϕHG (̂ι
G
X (w)) = ι̂ HX (w) = h, y

además x = ι̂ HX (x) = ϕ
H
G (̂ι

G
X (x)) = ϕ

H
G(x) para todo x ∈ X.

Como ϕHG ◦ ι̂ GX = ι̂ HX , se sigue que:

g ∈ Ker(̂ι HX ), si y sólo śı, ι̂ GX (g) ∈ Ker(ϕHG).

Por lo tanto

Ker
(
ϕHG
)
= ι̂ GX

(
Ker

(
ι̂ HX
))

= ι̂ GX
(
R2

)
= ι̂ GX

(
R2\R1

)
,

ya que ι̂ GX (R1) = e y R1 ⊆ R2. �

Nótese que ι̂ GX (gr1g
−1) = e, para todo g ∈ L(X) y todo r1 ∈ R1.
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Corolario 2.1. Sea X un conjunto no vaćıo y R1,R2 ⊂ L(X) tales que R1 ⊂ R2.

Sean G y H definidos como sigue

G =
〈
X ; R1

〉
, H =

〈
X ; R2

〉
.

Entonces H es isomorfo a un cociente de G.

Demostración. Sean G ≃ L(X)/ R1 y H ≃ L(X)/ R2. Dado que R1 ⊆ R2 se

tiene R1 ⊆ R2, en consecuencia del tercer teorema del isomorfismo:

H ≃ L(X)/ R2 ≃
(
L(X)/ R1

)
/
(
K2/ R1

)
≃ G/(R2/R1) ≃ G/T ,

donde T := R2/R1. Aśı H es un cociente de G. �

Proposición 2.2 (Sustitución). Sean G =
〈
X ; R

〉
y H grupos, y una

función ϕ : X→ H. Entonces, existe un homomorfismo ϕ̃ : G→ H que extiende

a ϕ, si y sólo śı, toda relación:

xq1

1 · · ·xqtt = e, implica que, ϕ(x1)
q1 · · ·ϕ(xt)

qt = e,

donde xi ∈ X, qi := ±1, i = 1, 2, . . . , t.

Demostración. Como L(X) es libre, existen ϕ̂ : L(X) → H y ι̂ GX , homomor-

fismos que extienden a ϕ y ιGX respectivamente.

⇒) Supongamos que existe ϕ̃ : G→ H que extiende a ϕ. En un diagrama

X

ιGX

ιL
(X)

X

ϕ

L(X)

ϕ̂

ι̂GX

H G
ϕ̃

Sea r := xq1

1 · · ·xqtt ∈ L(X) (xi ∈ X ∪ X−1, qi := ±1, i = 1, . . . , t), tal que

xq1

1 · · ·xqtt = ι GX (x1)
q1 · · · ι GX (xt)

qt = ι̂ GX (r) = e.
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Entonces,

ϕ(x1)
q1 · · ·ϕ(xt)

qt = ϕ̃(x1)
q1 · · · ϕ̃(xt)

qt ,

= ϕ̃(xq1

1 · · ·xqtt ),

= ϕ̃(e),

= e.

⇐) Supongamos que

xq1

1 · · ·xqtt = e, implica que, ϕ(x1)
q1 · · ·ϕ(xt)

qt = e.

Sea w := x1 · · ·xn ∈ Ker
(
ι̂ GX
)
, es decir, ι̂ GX (w) = ι(x1) · · · ι(xn) = x1 · · ·xn = e.

Por hipótesis, ϕ̂(w) = ϕ(x1) · · ·ϕ(xn) = e. Por lo tanto Ker(̂ι GX ) ⊆ Ker(ϕ̂).

Luego, por Lema 2.2, existe un homomorfismo ϕ̃ : G → H, tal que ϕ̃ ◦ ι̂ GX = ϕ̂.

Además, dado x ∈ X se tiene

ϕ̃(x) = ϕ̃( ι̃ GX (x)) = ϕ̃(ι
G
X (x)) = ϕ̂(x) = ϕ(x).

Por lo tanto ϕ̃ es un homomorfismo de G en H que extiende a ϕ. �

Observación 2.2. Claramente ϕ̃ es única, ya que ϕ̂ y ι̂ GX lo son. Además, ϕ̃

es epiyectiva, si y sólo śı, H es generado por ϕ(X). En efecto, si h ∈ H es tal que

h = ϕ̃(g) para algún g ∈ G, entonces:

h = ϕ̃(g) = ϕ̃(̂ι GX (k)) = ϕ̂(k) = ϕ̂(x
q1

1 ) · · · ϕ̂(xqrr ) = ϕ(x1)
q1 · · ·ϕ(xr)

qr .

1.2. Producto Directo.

Proposición 2.3 (Producto directo). Sean G y H grupos definidos mediante

las siguientes presentaciones:

G =
〈
X ; R1

〉
, H =

〈
Y ; R2

〉
.

Entonces G×H es presentado como sigue

G×H ≃
〈
X, Y ; R1,R2, [X, Y]

〉
. (2.3)



62 2. PRESENTACIONES

Demostración. Sea F el grupo con la presentación en (2.3). Sean r y s

relaciones en G y H respectivamente

r := x1, . . . , xr = e, s := y1, . . . ,ys = e.

Es decir,

x1 · · ·xrR1 = R1 y y1 · · ·ysR2 = R2.

Como R1,R2 ⊂ R1 ∪ R2 ∪ [X, Y] se tiene:

ιFX(x1) · · · ιFX(xr)R1 ∪ R2 ∪ [X, Y] = x1 · · ·xrR1 ∪ R2 ∪ [X, Y] = R1 ∪ R2 ∪ [X, Y],

y

ιFY (y1) · · · ιFY (ys)R1 ∪ R2 ∪ [X, Y] = y1 · · ·ys(X ∪ Y ∪ [X, Y]) = R1 ∪ R2 ∪ [X, Y].

Por lo tanto,

ιFX(x1) · · · ιFX(xr) = e y ιFY (y1) · · · ιFY (ys) = e.

Luego, por Proposición 2.2 existen homomorfismos ι̃ FX : G→ F y ι̃ FY : H→ F que

extienden a ιFX y ιFY respectivamente.

Observemos ahora que:

ιFX(x)ι
F
Y (y)ι

F
X(x

−1)ιFY (y
−1) = xyx−1y−1 = e, (2.4)

para todo x ∈ X y todo y ∈ Y.

A continuación construimos ϕ : G × H → F tal que ϕ(g,h) := ι̃ FX(g) ι̃
F
Y (h).

Veamos que ϕ es un isomorfismo:

Sean x1, x2 ∈ X, y1,y2 ∈ Y, usando (2.4) se tiene

ϕ ((x1,y1)(x2,y2)) = ϕ(x1x2,y1y2),

= ι̃ FX(x1x2)̃ι
F
Y(y1y2),

= ιFX(x1)ι
F
X(x2)ι

F
Y (y1)ι

F
Y (y2),

= ιFX(x1)ι
F
Y(y1)ι

F
X(x2)ι

F
Y (y2),

= ι̃ FX(x1y1)̃ι
F
X(x2y2),

= ϕ(x1y1)ϕ(x2y2).
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ComoG×H es generado por X×Y, entonces ϕ((g1,h1)(g2,h2)) = ϕ(g1,h1)ϕ(g2,h2)

para todo g1, g2 ∈ G y todo h1,h2 ∈ H. Por lo tanto ϕ es un homomorfismo.

Sea ψ : X ∪ Y → G×H tal que para todo x ∈ X e y ∈ Y

ψ(x) := (x, eH) y ψ(y) := (eG,y).

Por Proposición 2.2 existe un homomorfismo ψ̃ : F→ G×H. Además, para todo

x ∈ X e y ∈ Y se tiene los siguiente

(ϕ ◦ψ)(x) = ϕ(x, eH) = ι̃ FX(x) = x,

(ϕ ◦ψ)(y) = ϕ(eG,y) = ι̃ FY (y) = y,

y

(ψ ◦ϕ)(x,y) = ψ(̃ι FX(x)̃ι FY (y)) = ψ(xy) = ψ(x)ψ(y) = (x, eH)(eG,y) = (x,y).

Luego ψ = ϕ−1. Por lo tanto ϕ es un isomorfismo. �

Corolario 2.2. Sea G un grupo con la siguiente presentación

G =
〈
X ; R

〉
.

Entonces para todo m ∈ N\{0, 1} existen conjuntos Xi,Ri, (i = 1, . . . ,m), de

modo que Gm tiene la siguiente presentación

Gm ≃
〈 ⋃m

i=1 Xi ;
⋃m
i=1 Ri,

⋃m
k=2

[⋃k−1

j=1 Xj,Xk

] 〉
. (2.5)

Demostración. Definamos para cada i 6 m los conjuntos Xi y Ri de la

siguiente manera:

Xi := {e}× · · · × {e}
︸ ︷︷ ︸

(i−1)−veces

×X× {e}× · · · × {e}
︸ ︷︷ ︸
(m−i)−veces

, xi := (e, . . . e, x, e, . . . , e),

Ri := {e}× · · · × {e}
︸ ︷︷ ︸

(i−1)−veces

×R× {e}× · · · × {e}
︸ ︷︷ ︸
(m−i)−veces

, ri := (e, . . . e, r, e, . . . , e),
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donde x ∈ X y r ∈ R. Es claro existen que correspondencias biyectivas entre los

elementos de X y Xi mediante x 7→ xi (x ∈ X, i 6 m), y entre los elementos de R

y Ri mediante r 7→ ri (r ∈ R, i 6 m). Aśı, para todo i 6 m se tiene

Gi :=
〈
Xi ; Ri

〉
≃
〈
X ; R

〉
= G.

Por lo tanto H := G1×· · ·×Gm ≃ G×· · ·×G = Gm. Luego, basta probar que H

es presentado como en (2.5), para esto ocuparemos inducción sobre m mediante

el metodo de la Proposición 2.3. Si m = 2, tenemos que

G1 ×G2 ≃
〈
X1,X2 ; R1,R2, [X1,X2]

〉
.

Ahora, supongamos válido el enunciado para m− 1, esto es

G1 × · · · ×Gm−1 ≃
〈 ⋃m−1

i=1 Xi ;
⋃m−1

i=1 Ri,
⋃m−1

k=2

[⋃k−1

j=1 Xj,Xk

] 〉
,

como H = (G1 × · · · ×Gm−1)×Gm, por Proposición 2.3 se tiene que

H ≃
〈 ⋃m−1

i=1 Xi,Xm ;
⋃m−1

i=1 Ri,Rm,
⋃m−1

k=2

[⋃k−1

j=1 Xj,Xk

]
,
[⋃m−1

t=1 Xt,Xm

] 〉
,

≃
〈 ⋃m

i=1 Xi ;
⋃m
i=1 Ri,

⋃m
k=2

[⋃k−1

j=1 Xj,Xk

] 〉
,

≃ Gm.

Esto prueba que Gm es presentado como en (2.5). �

Ejemplo 2.2. Si G := Cn =
〈
c ; cn

〉
, entonces

C2
n ≃

〈
(c, e), (e, c) ; (cn, e), (e, cn), [(c, e), (e, c)]

〉
.

En general,

Cmn ≃
〈
c1, c2, . . . , cm ; cn1 , c

n
2 , . . . , c

n
m,
⋃m
k=2

[⋃k−1

i=1 {ci}, ck

] 〉
. (2.6)
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1.3. Transformaciones de Tietze.

En esta subsección estudiaremos un método para manipular los generadores

y relaciones de una presentación, de modo que ésta manipulación sea invariante

módulo isomorfismos de grupo.

Proposición 2.4. Sean G =
〈
X ; R

〉
, h ∈ L(X) y r ∈ R \R. Si y 6∈ X,

entonces existen isomorfismos:

ι̃ CX : G→ C :=
〈
X ; R, r

〉
, ι̃ DX : G→ D :=

〈
X,y ; R,y−1h

〉
,

que extienden a ιCX y ιDX respectivamente.

Demostración. Sea x1 · · ·xt = e. Como R ⊂ R ∪ {r} y R ⊂ R ∪ {y−1h}

tenemos

ιCX(x1) · · · ιCX(xt) = x1 · · ·xt = e, y ιDX (x1) · · · ιDX (xt) = x1 · · ·xt = e.

Por Proposición 2.2 existen homomorfismos ι̃ CX : G → C y ι̃ DX : G → D que

extienden a ιCX y ιDX respectivamente.

Sean ϕC : X → G y ϕD : X ∪ {y} → G, tal que ϕC(x) = ϕD(x) = x para

todo x ∈ X, y además ϕD(y) := h ∈ G. Ahora, si x1 · · ·xr = e, y1 · · ·ys = e, y

h = z1 · · · zq, es claro que:

ϕC(x1) · · ·ϕC(xr) = x1 · · ·xr = e, rR = R (r ∈ R \R),

ϕD(y1) · · ·ϕD(ys) = y1 · · ·ys = e,

y

ϕD(y−1)ϕD(z1) · · ·ϕD(zq) = h
−1z1 · · · zq = h−1h = e.

Luego, por Proposición 2.2 existen homomorfismos ϕ̃C : C → G y ϕ̃D : D → G

que extienden a ϕC y ϕD respectivamente.

Sean g := x1 · · ·xug ∈ G, c := y1 · · ·yuc ∈ C, y d := z1 · · ·y · · · zud ∈ D,

entonces:

(ϕ̃C ◦ ι̃ CX)(x1 · · ·xug) = ϕ̃C(ι
C
X(x1) · · · ιCX(xug)) = x1 · · ·xug = g,
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(ϕ̃D ◦ ι̃ DX )(x1 · · ·xug) = ϕ̃D(ι
D
X (x1) · · · ιDX (xug)) = x1 · · ·xug = g,

(̃ι CX ◦ ϕ̃C)(y1 · · ·yuc) = ι
C
X(y1) · · · ιCX(yuc) = y1 · · ·yuc = c,

y

(̃ι DX ◦ ϕ̃D)(z1 · · ·y · · · zud) = ι
D
X (z1) · · · ι̃ DX (h) · · · ιDX (zud) = z1 · · ·y · · · zud = d.

Por lo tanto ϕ̃C es la inversa de ι̃ CX
−1

y ϕ̃D es la inversa de ι̃ DX
−1
. Aśı ι̃ CX

−1
y ι̃ DX

−1

son isomorfismos. �

Los isomorfismos de la Proposición 2.4 entregan cuatro maneras para, a partir

de una presentación
〈
X1 ; R1

〉
de G, obtener otra presentación

〈
X2 ; R2

〉

de G. Éstas se llaman Transformaciones de Tietze, las cuales se denotarán T
(+)

R ,

T
(−)

R , T
(+)

G y T
(−)

G ; y se definen de la siguiente forma:

Fijemos G :=
〈
X1 ; R1

〉
, entonces:

(
T

(+)

R

)
Sea r ∈ R1 \R1, es decir r := r1 · · · rk 6∈ R1, con ri ∈ R1 para todo i =

1, 2, . . . , k, entonces:

T (+)

R (G) := T (+)

R(r)

(〈
X1 ; R1

〉)
:=
〈
X1 ; R1, r

〉
≃ G,

haciendo X2 := X1 y R2 := R1 ∪ {r}.
(
T

(−)

R

)
Sea r ∈ R1 ∩ R1\{r}, es decir r := r1 · · · rk ∈ R1, con ri ∈ R1\{r} para todo

i = 1, 2, . . . , k, entonces:

T (−)

R (G) := T (−)

R(r)

(〈
X1 ; R1

〉)
:=
〈
X1 ; R1\{r}

〉
≃ G,

haciendo X2 := X1 y R2 := R1\{r}.
(
T (+)

G

)
Sea y 6∈ X y h ∈ L(X), entonces:

T
(+)

G (G) := T
(+)

G(y,h)

(〈
X1 ; R1

〉)
:=
〈
X1,y ; R1,y = h

〉
≃ G,

haciendo X2 := X1 ∪ {y}, R2 := R1 ∪ {y−1h} e y := h.
(
T (−)

G

)
Sea y ∈ X y h ∈ L(X\{y}), entonces:

T (−)

G (G) := T (−)

G(y,h)

(〈
X1 ; R1

〉)
:=
〈
X1\{y} ; R1\{y

−1h}

〉
≃ G,

donde y−1h es el único elemento en R1 que involucra a y, esto es X2 :=

X1\{y} y R2 := R1\{y
−1h}.
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Ejemplo 2.3. Por (3.5) sabemos que S3 tiene la presentación de Coxeter

S3 =
〈
s1, s2 ; s21, s

2
2, (s1s2)

3

〉
con s1 := (1 2) y s2 := (2 3),

aplicando T := T (−)

G(s2,s1s)
◦ T (−)

R
(s2

2
)
◦ T (+)

R
((s1s)

2)
◦ T (−)

R
((s1s2)

3)
◦ T (+)

R
(s3)

◦ T (+)

G(s,s1s2)
obtenemos

la siguiente presentación:

T (S3) :=
〈
s1, s ; s21, s

3, (s1s)
2

〉
≃ S3, donde s := (1 2 3).

La siguiente tabla explica como obtener T(S3) en sus seis etapas. En la primera

linea agregamos el generador s, utilizando la transformación T
(+)

G , donde h = s1s2.

En la segunda linea agregamos la relación s3 = e, y aśı podemos eliminar (s1s2)
3.

Luego, s = s1s2 y s22 nos permite agregar la relación (s1s)
2 mediante T

(+)

R , y

aśı eliminar s22 en la sexta linea. Por último, resta solo una relación que involucra

a s2, reescribiendo y utilizando la transformación T
(−)

G , eliminamos la relación

s1s = s2 y el generador s2, donde h = s1s.

S3 s1 s2 s21 s22 (s1s2)
3

T (+)

G(s,s1s2)
s1 s2 s s21 s22 (s1s2)

3 s = s1s2

T (+)

R
(s3)

s1 s2 s s21 s22 (s1s2)
3 s = s1s2 s3

T
(−)

R
((s1s2)

3)
s1 s2 s s21 s22 s = s1s2 s3

T
(+)

R
((s1s)

2)
s1 s2 s s21 s22 s = s1s2 s3 (s1s)

2

– – s1 s2 s s21 s22 s1s = s2 s3 (s1s)
2

T (−)

R
(s2

2
)

s1 s2 s s21 s1s = s2 s3 (s1s)
2

– – s1 s2 s s21 s−1
2 s1s s3 (s1s)

2

T (−)

G(s2,s1s)
s1 s s21 s3 (s1s)

2

Aśı, por Proposición 2.4, la presentación de Coxeter y T(S3) son equivalentes.

Ejemplo 2.4. Sea G un grupo definido por la siguiente presentación

G =
〈
a,b, c,d ; abc−1,bcd−1, cda−1,dab−1

〉
. (2.7)
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Mediante una secuencia finita de transformaciones de Tietze, demostraremos que

G ≃ C5. Primero notar que (2.7) es equivalente a:

〈
a,b, c,d ; ab = c,bc = d, cd = a,da = b

〉
.

La siguiente tabla muestra detalladamente como, mediante transformaciones de

Tietze, el grupo G presentado en (2.7) es el grupo ćıclico C5.

G a b c d ab = c bc = d cd = a da = b

T
(+)

R a b c d ab = c bc = d cd = a da = b b−1 = d

T
(−)

R a b c d bc = d cd = a da = b b−1 = d

T
(+)

R a b c d bc = d cd = a da = b b−1 = d c−1 = a

T
(−)

R a b c d bc = d cd = a b−1 = d c−1 = a

T
(−)

R a b c d bc = d cd = a b−1 = d c−1 = a c2 = b

T
(−)

R a b c d bc = d cd = a b−1 = d c2 = b

T
(−)

G b c d bc = d b−1 = d c2 = b

T
(+)

R b c d bc = d b−1 = d c2 = b c5

T
(−)

R b c d bc = d c2 = b c5

T
(−)

G b c c2 = b c5

T
(−)

G c c5

Teorema 2.4. Sea G un grupo y sean
〈
X1 ; R1

〉
,
〈
X2 ; R2

〉
dos pre-

sentaciones finitas de G. Entonces, existen t1, . . . , tn ∈
{

T (+)

R , T (−)

R , T (+)

G , T (−)

G

}

(n <∞), de manera que

〈
X2 ; R2

〉
= tn

(
tn−1

(
· · ·
(
t2

(
t1

(〈
X1 ; R1

〉)))
· · ·
))

.

Es decir, dadas dos presentaciones arbitrarias finitas de un grupo, una de ellas

puede ser llevada en la otra mediante una secuencia finita de Transformaciones

de Tietze.

Demostración. Como R1 ⊂ L(X1) y R2 ⊂ L(X2), anotamos ambas presen-

taciones como sigue:

G1 :=
〈
X1 ; R1(X1)

〉
≃ G, G2 :=

〈
X2 ; R2(X2)

〉
≃ G.
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Anotemos también X1 = X1(X2) y X2 = X2(X1) cada conjunto generador reescrito

en términos del otro. Ahora aplicamos transformaciones de Tietze (por bloques)

en la tabla a continuación, donde X∓
i (Xj) denota Xi = Xi(Xj) (i, j = 1, 2)

G X1 R1(X1)

T (+)

G X1 X2 R1(X1) X∓
2 (X1)

T (+)

R X1 X2 R1(X1) X∓
2 (X1) X∓

1 (X2)

T (+)

R X1 X2 R1(X1) X∓
2 (X1) X∓

1 (X2) R1(X1(X2))

T (−)

R X1 X2 X∓
2 (X1) X∓

1 (X2) R1(X1(X2))

T (+)

R X1 X2 X∓
2 (X1) X∓

1 (X2) R1(X1(X2)) X∓
2 (X1(X2))

T (−)

R X1 X2 X∓
1 (X2) R1(X1(X2)) X∓

2 (X1(X2))

T
(−)

G X2 R1(X1(X2)) X∓
2 (X1(X2))

T (+)

R X2 R1(X1(X2)) X∓
2 (X1(X2)) R2(X2)

T (−)

R X2 R2(X2)

Por Proposición 2.4, las presentaciones G1 y G2 son equivalentes mediante trans-

formaciones de Tietze. �

2. Cálculo de Presentaciones

Dado un grupo G. Un problema fundamental es encontrar una presentación

para G, es decir, conocer los generadores y relaciones que determinan el grupo.

En teoŕıa, bastaŕıa encontrar X un conjunto de generadores y R un conjunto de

relaciones suficientes para definir G, esto es:

H :=
〈
X ; R

〉
= L(X)/ R.

La parte más dif́ıcil se basa en encontrar la cantidad justa de relaciones, ya que

estas harán variar la cantidad de elementos en R y aśı la cantidad de elemen-

tos no triviales en G. Para esto utilizaremos el homomorfismo ϕ̃ definido en la

Proposición 2.2, de tal forma que, si hemos encontrado la cantidad necesaria de

relaciones, entonces G ≃ H mediante ϕ̃ y por lo tanto ambos grupos tendrán

presentaciones equivalentes, habiendo encontrado una presentación de G.
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Resumamos lo anterior en un método que tiene los siguientes tres pasos:

1. Encontrar X un conjunto de generadores para G.

2. Encontrar R un conjunto de relaciones suficientes para definir G.

3. Demostrar que ϕ̃ : H→ G es un isomorfismo.

Por Lema 1.5, notemos que, si |G| <∞ basta ver que ϕ̃ es inyectiva, demostrando

que |G| = |H|, pues ϕ̃ ya es un epimorfismo.

Ejemplo 2.5. Sea C2 el grupo ćıclico de orden 2. Encontremos una presen-

tación para el grupo de Klein V := C2 × C2. Sabemos que este grupo tiene la

presentación

C2 :=
〈
c ; c2

〉
=

{

e, c
}

.

Nótese que mediante la Proposición 2.3 (Producto directo), calcular una presen-

tación de V es bastante sencillo, sin embargo, encontraremos una presentación de

V usando el método recién descrito.

Sea (a,b) ∈ C2 × C2 = V, (a,b ∈ C2), es claro que:

(a,b) = (a, e)(e,b) =






(e, e)(e, e) = (e, e), a = b = e

(c, e)(e, e) = (c, e), a = c, b = e

(e, e)(e, c) = (e, c), a = e, b = c

(c, e)(e, c) = (c, c), a = b = c

Por lo tanto X :=
{

(c, e) , (e, c)
}

es un conjunto generador de V. Por otra parte

es fácil ver que

(c, e)2 = (c, e)(c, e) = (c2, e) = (e, e),

(e, c)2 = (e, c)(e, c) = (e, c2) = (e, e),

(c, e)(e, c)(c, e)−1(e, c)−1 = (c, e)(e, c)(c, e)(e, c) = (c2, c2) = (e, e).

(2.8)

Consideremos R :=
{

(c, e)2, (e, c)2, [(c, e), (e, c)]
}

un sistema de relaciones sufi-

ciente para definir H :=
〈
X ; R

〉
con los generadores y relaciones encontradas.

Consideremos ϕ := ιVX : X → V, es claro que toda relación en H lo es en

V, luego por Proposición 2.2 existe un homomorfismo ϕ̃ = ι̃VX : H → V el cual
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extiende a ιVX , que más aún es un epimorfismo (por definición de ιVX ). Sea h ∈

Ker(ϕ̃) ⊆ H, entonces h := x1 · · ·xn (xi ∈ X ∪ X−1, i = 1, . . . ,n), aplicando ϕ̃

obtenemos

e = ϕ̃(h) = ϕ̃(x1 · · ·xn) = ϕ̃(x1) · · · ϕ̃(xn) = ιVX(x1) · · · ιVX (xn) = x1 · · ·xn = h,

por lo tanto Ker(ϕ̃) = {e}, aśı ϕ̃ es un isomorfismo. Luego, V = C2 ×C2 tiene la

misma presentación de H.

Ejemplo 2.6. Encontremos una presentación para el grupo de Heisenberg H3

con entradas en el anillo de enteros Z. Este grupo se define como sigue.

H3 :=









1 a1 a3

0 1 a2

0 0 1


 ; a1,a2,a3 ∈ Z 




⊂ GL3(Z).

Anotaremos todo elemento h ∈ H3 de la siguiente forma:

[a1,a2,a3] :=




1 a1 a3

0 1 a2

0 0 1


 = h ∈ H3.

Luego, H3 :=
{

[a1,a2,a3] ; a1,a2,a3 ∈ Z }

. Sean h1,h2,h3 ∈ H3 definidos

de la siguiente forma

h1 := [1, 0, 0], h2 := [0, 1, 0], h3 := [0, 0, 1].

Es claro que para todo n1,n2,n3 ∈ Z, se tiene:

hn1

1 := [n1, 0, 0], hn2

2 := [0,n2, 0], hn3

3 := [0, 0,n3].

Luego, cada elemento h ∈ H3 se puede escribir de la siguiente manera

h = hn1

1 h
n2

2 h
n3

3 = [n1,n2,n3 + n1n2].

Por lo tanto X :=
{

h1,h2,h3

}

es un conjunto generador de H3. Por otra parte

las siguientes relaciones son válidas en H3

[h1,h2] = h3, [h3,h1] = [h3,h2] = I3. (2.9)
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Sea el grupo G :=
〈
Y ; R

〉
, donde Y :=

{

k1, k2, k3

}

es un conjunto de

śımbolos y R :=
{

r1, r2, r3

}

de manera que

r1 := [k1, k2]k
−1
3 , r2 := [k3, k1], r3 := [k3, k2].

Sea ϕ : Y → H3 definida por ϕ(ki) := hi para i = 1, 2, 3. Por (2.9) y Proposición

2.2, existe ϕ̃ : G→ H3, el cual es un epimorfismo, ya que:

[n1,n2,n3 + n1n2] = h
n1

1 h
n2

2 h
n3

3 = ϕ(k1)
n1ϕ(k2)

n2ϕ(k3)
n3 = ϕ̃(kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 ).

Sea L :=
{

kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 ; n1,n2,n3 ∈ Z }

⊆ G y h := kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 un elemento

cualquiera en L, entonces:

hk±1
3 = kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 k
±1
3 = kn1

1 k
n2

2 k
n3±1
3 ∈ L,

hk±1
2 = kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 k
±1
2 = kn1

1 k
n2±1
2 kn3

3 ∈ L, por r3.

De la definición de r3 y r1 sabemos que:

k1k2k
−1
1 k

−1
2 = k3, si y sólo śı, k−1

1 k2k1 = k2k
−1
3 .

Similarmente, de la definición de r3 se tiene:

k1k2k
−1
1 k

−1
2 = k3, si y sólo śı, k1k2k

−1
1 = k2k3.

Entonces para todo n ∈ Z
(k−1

1 k2k1)
n = k−1

1 k
n
2 k1 = k

n
2 k

−n
3 = (k2k

−1
3 )n, por r3, (2.10)

y

k1k
n
2 k

−1
1 = kn2 k

n
3 , por r3, (2.11)
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respectivamente. Luego,

hk±1
1 = kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 k
±1
1 ,

= kn1

1 k
n2

2 k
±1
1 k

n3

3 , por r1,

= kn1±1
1 k∓1

1 k
n2

2 k
±1
1 k

n3

3 ,

= kn1±1
1 (k∓1

1 k
n2

2 k
±1
1 )kn3

3 ,

= kn1±1
1 (kn2

2 k
∓n2

3 )kn3

3 , por (2.10) y (2.11),

= kn1±1
1 kn2

2 k
n3∓n2

3 ∈ L.

Esto demuestra que Lk±1
i 6 L para i = 1, 2, 3, es decir Lk 6 L para todo k ∈

Y ∪ Y−1.

Sea t ∈ 〈Y〉, si ℓ(t) = 1, entonces t ∈ Y por lo tanto Lt ⊆ L. Suponga-

mos que t = kq1

i1
kq2

i2
· · ·kqmim (m ∈ N, Kii ∈ Y, qj = ±1, i, j = 1, 2, . . . ,m) y

L(kq1

i1
kq2

i2
· · ·kqm−1

im−1
) 6 L. Todo elemento en L(kq1

i1
kq2

i2
· · ·kqm−1

im−1
) es de la forma

h = kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 , como Kqmim ∈ Y, entonces hkqmim ∈ L, luego Lt ⊆ L. Además,

e = k01k
0
2k

0
3 ∈ L, entonces t = et ∈ Lt ⊆ L, aśı t ∈ L. Por lo tanto

G ⊆ 〈Y〉 ⊆ L, (G = L).

Ahora, se tiene lo siguiente:

kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 6= km1

1 km2

2 km3

3 ,

kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 k
−m3

3 k−m2

2 k−m1

1 6= e /ϕ̃,

ϕ̃(kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 k
−m3

3 k−m2

2 k−m1

1 ) 6= ϕ̃(e),

ϕ̃(k1)
n1ϕ̃(k2)

n2ϕ̃(k3)
n3ϕ̃(k3)

−m3ϕ̃(k2)
−m2ϕ̃(k1)

−m1 6= I3,

ϕ(k1)
n1ϕ(k2)

n2ϕ(k3)
n3ϕ(k3)

−m3ϕ(k2)
−m2ϕ(k1)

−m1 6= I3,

hn1

1 h
n2

2 h
n3

3 h
−m3

3 h−m2

2 h−m1

1 6= I3,

hn1

1 h
n2

2 h
n3

3 6= hm1

1 hm2

2 hm3

3 .

Luego ϕ̃(kn1

1 k
n2

2 k
n3

3 ) 6= ϕ̃(km1

1 km2

2 km3

3 ). Por lo tanto ϕ̃ es inyectiva y aśı un

isomorfismo. Esto es G ≃ H3, tomando ki := hi para i = 1, 2, 3 obtenemos la

siguiente presentación de H3

H3 =
〈
X ; R

〉
=
〈
h1,h2,h3 ; [h1,h2]h

−1
3 , [h3,h1], [h3,h2]

〉
. (2.12)
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3. El Método de Reidemeister-Schreier

Sea G un grupo con una presentación conocida y H un subgrupo de G. Un

problema a estudiar es encontrar una presentación deH a partir de la presentación

conocida de G. Directamente esto puede ser bastante engorroso, sin embargo, el

método de Reidemeister-Schreier nos muestra cómo encontrar una presentación

del subgrupo H.

Nuestro principal objetivo es demostrar el Teorema 2.6, el cual nos muestra

cómo determinar una presentación de H.

En lo que sigue suponemos que G =
〈
X ; R

〉
.

Lema 2.5. Sea H un subgrupo de G de modo que R ⊆ H. Entonces, R es

también la clausura normal en H del siguiente conjunto:

R̂ :=
{

uru−1 ; u ∈ U, r ∈ R
}

,

donde U es un transversal de L(X) según H.

Demostración. Por Proposición 1.6 sabemos que R es generado por el con-

junto
{

grg−1 ; g ∈ G, r ∈ R
}

. Además, como U es un transversal, se tiene

que:

G =
⋃

u∈U

Hu.

Entonces, para todo g ∈ G, existe u ∈ U y h ∈ H tal que g = hu. Luego R es

generado por el siguiente conjunto:

{

(hu)r(hu)−1 ; u ∈ U, r ∈ R, h ∈ H
}

.

Por lo tanto, la clausura normal de R̂ en H es:

〈{
h(uru−1)h−1 ; u ∈ U, h ∈ H, r ∈ R

}〉
= R.

Esto concluye la demostración. �
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Teorema 2.6. Con las notaciones del Lema 2.5, el subgrupo H de G tiene la

siguiente presentación:

〈
YH ; R̂

〉
.

Demostración. Por Lema 1.18, sabemos que YH genera a H, luego supon-

gamos que H =
〈
YH ; R

〉
es decir H ≃ L(YH)/R. Como R ⊆ H ⊆ G, entonces

por Lema 2.5, R es la clausura normal de R̂ en H. Por lo tanto

H =
〈
YH ; R̂

〉
.

Esto concluye la demostración. �

Corolario 2.3. Sea H un subgrupo de G tal que [G : H] < ∞. Si G es

finitamente presentado, entonces H también lo es.

Demostración. Como G =
〈
X ; R

〉
, por Teorema 2.6, sabemos que

H =
〈
YH ; R̂

〉
. Recordemos además que

YH =
{

ux[ux]−1 ; u ∈ U, x ∈ X
}

y

R̂ :=
{

uru−1 ; u ∈ U, r ∈ R
}

.

Como [G : H] = |U|, |X| y |R| son finitos, entonces |YH|, | R̂ | < ∞. Por lo tanto H

es finitamente presentado. �

El método de Reidemeister-Schreier puede resumirse en cuatro pasos:

1. Encontrar U transversal de Schreier para H en G.

2. Encontrar YH un sistema de generadores de H.

3. Definir R̂ := R̂(X) un conjunto de relaciones para H como en Teorema 2.6.

4. Redefinir R̂ := R̂(YH) como sistema de relaciones para H en YH.
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3.1. Proceso de Reescritura de Reidemeister-Schreier.

El Lema 2.5 determina la forma que deben tener las relaciones del subgrupo H,

es decir, conjugados uru−1 de elementos de R por elementos de U. Sin embargo,

en la práctica, no es fácil explicitar estas relaciones en término de los generadores

de H, de la forma ux[ux ]−1 de YH. A continuación veremos una manera de

reescribir éstas relaciones dentro de H.

Observación 2.3. Si H 6 G =
〈
X ; R

〉
y U un transversal de Schreier

para G según H. Entonces, para todo xi ∈ X∪X−1, i = 1, . . . , t, y todo u ∈ U se

tiene lo siguiente:

[uxi ]
−1 ∈ U, [ [uxi ]xj ] = [uxixj ] 1 6 i, j 6 t,

en general,

[ [ [ux1]x2 ] · · ·xt−1 ]xt ] = [ux1x2 · · ·xt] (2.13)

Proposición 2.5. Sea H 6 G =
〈
X ; R

〉
y U un transversal de Schreier

para G según H. Entonces, para todo r ∈ R y u ∈ U (uru−1 ∈ R̂ ) tal que ℓ(r) = n,

existen y1, . . . ,yn ∈ YH tal que uru−1 = y1 · · ·yn.

Demostración. Utilizando la Observación 2.3, procedemos como en (1.11).

Supongamos que ℓ(r) = n, es decir, r = x1 · · ·xn, con xi ∈ X ∪ X−1, para

i = 1, . . . ,n. Entonces:

uru−1 = ux1x2 · · ·xnu
−1,

= ux1[ux1 ]
−1[ux1 ]x2 · · ·xnu

−1,

= ux1[ux1 ]
−1[ux1 ]x2[ [ux1 ]x2 ]

−1[ [ux1 ]x2 ] · · · [ [ [ux1 ]x2 ] · · · ]xn ]
−1,

= ux1[ux1 ]
−1[ux1 ]x2[ux1x2 ]

−1[ux1x2 ] · · · [ux1x2 · · ·xn ]
−1,

= u1x1u
−1
2 u2x2u

−1
3 u3x3 · · ·unxnu

−1
n+1,

= y1y2 · · ·yn,

(2.14)

donde,

u1 := u, ui := [ux1 · · ·xi−1 ], yj := ujxj[ujxj]
−1,
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para i = 2, . . . ,n y j = 1, . . . ,n. Esto demuestra la proposición. �

Esta forma de escribir las relaciones de H en (2.14) es llamada “Proceso de

reescritura de Reidemeister-Schreier”.

3.2. Ejemplos A4 y P3.

Ejemplo 2.7. En particular por (3.5) conocemos la presentación de Coxeter

para el grupo S4 la cual viene dada de la siguiente manera:

〈
s1, s2, s3 ; s21, s

2
2, s

2
3, (s1s2)

3, (s2s3)
3, (s1s3)

2

〉
, (2.15)

donde X4 :=
{

s1, s2s3

}

y R4 :=
{

s21, s
2
2, s

2
3, (s1s2)

3, (s2s3)
3, (s1s3)

2

}

.

Aplicaremos el método de Reidemeister-Schreier para el subgrupo alternador

A4 de S4. Sabemos que [S4 : A4] = 2, más aún

S4/A4 ≃ C2.

Tenemos que si si 6∈ A4, entonces A4si 6= A4 = A4e. Luego Ui := {e, si} es

una transversal de Schreier para A4 en S4. Tomaremos el transversal U1 (i = 1).

Nótese que A4si = A4sj y A4sisj = A4 (i, j = 1, 2, 3).

El siguiente paso es explicitar el conjunto Y4 := YA4
de generadores para A4,

el cual está definido como sigue:

Y4 :=
{

ux[ux]−1 ; u ∈ U1, x ∈ X4 ∪ X
−1
4

}

.

Como si = s
−1
i (i = 1, 2, 3), basta estudiar Y4 sobre X4. Para esto aplicaremos los

Lemas 1.17 y 1.18 en la siguiente tabla:

U1 × X4 s1 s2 s3

e e s2s
−1
1 s3s

−1
1

s1 s21 s1s2 s1s3

(2.16)

Para encontrar un conjunto de relaciones para A4 ocuparemos el Lema 2.5. Sea

R̂ el conjunto definido en Lema 2.5. Más precisamente:

R̂ := R̂4 :=
{

uru−1 ; u ∈ U1, r ∈ R4

}

.
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Explicitemos este conjunto mediante la tabla siguiente

U1 × R4 s21 s22 s23 (s1s2)
3 (s2s3)

3 s−1
1 s

−1
3 s1s3

e s21 s22 s23 (s1s2)
3 (s2s3)

3 s−1
1 s

−1
1 s1s3

s1 s21 s2s
2
2s

−1
1 s1s

2
3s

−1
1 s1(s1s2)

3s−1
1 s1(s2s3)

3s−1
1 s−1

3 s1s3s
−1
1

Por lo tanto se tiene

Y4 ∪ {e} =
{

e, s2s
−1
1 , s3s

−1
1 , s21, s1s2, s1s3

}

y

R̂4 = R4 ∪
{

s1s
2
2s

−1
1 , s1s

2
3s

−1
1 , s1(s1s2)

3s−1
1 , s1(s2s3)

3s−1
1 , s−1

3 s1s3s
−1
1

}

.

Por último debemos reescribir R̂4 en términos de Y4, para esto redefinimos los

elementos de Y4 ∪ {e} que aparecen en la tabla (2.16) como sigue:

{

y1 := e, y2 := s2s
−1
1 , y3 := s3s

−1
1 , y4 := s

2
1, y5 := s1s2, y6 := s1s3

}

.

Entonces podemos escribir los elementos de R̂4 de la siguiente forma:

r1 := y4 r2 := y2y5 r3 := y3y6 r4 := y
3
5 r5 := (y2y6)

3

r6 := y6y
−1
4 y

−1
3 r7 := y5y2 r8 := y6y3 r9 := (y4y2)

3 r10 := (y5y3)
3

r11 := y
−1
6 y4y3 r12 := y4

Por lo tanto,

R̂(Y4) :=






y4, y2y5, y3y6, y
3
5, (y2y6)

3, y6y
−1
4 y

−1
3 ,

y5y2, y6y3, (y4y2)
3, (y5y3)

3, y−1
6 y4y3, y4





.

Aśı, obtenemos que A4 es presentado por

〈
y1, y2, y3, y4, y5, y6 ; r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9, r10, r11, r12

〉
.

Ahora, como r1 = r12 = y4 = s
2
1 = e = y1, entonces

A4 =
〈
y2, y3, y5, y6 ; r2, r3, r4, r5, r6, r7, r8, r9, r10, r11

〉
,

además,

r6 = y6y
−1
4 y

−1
3 = y6ey

−1
3 = y6y

−1
3 , r9 = (y4y2)

3 = (ey2)
3 = y32,
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y

r11 = y
−1
6 y4y3 = y

−1
6 ey3 = y

−1
6 y3.

Por lo tanto

A4 =

〈
y2,y3,y5,y6 ;

y2y5, y3y6, y
3
5, (y2y6)

3, y6y
−1
3

y5y2, y6y3, y
3
2, (y5y3)

3, y−1
6 y3

〉
.

Pero y5 = y
−1
2 e y3 = y

−1
6 , entonces la presentación anterior se puede reducir a:

A4 =

〈
y3,y5 ;

y35, (y
−1
5 y

−1
3 )3

(y5y3)
3, y23

〉
.

Ahora

(y5y3)
3 = e, si y sólo śı, s−1

1 (y5y3)
3s1 = s

−1
1 s1 = e,

y por otra parte

s−1
1 (s1s2s3s

−1
1 )3s1 = s

−1
1 s1(s2s3)

3s−1
1 s1 = (s2s3)

3 = (s2s
−1
1 s1s3)

3 = (y2y6)
3.

Aśı obtenemos que

s−1
1 (y5y3)

3s1 = s
−1
1 (s1s2s3s

−1
1 )3s1 = (y2y6)

3 = (y−1
5 y

−1
3 ) = e.

Por lo tanto, hemos encontrado una presentación para A4 a partir de la presen-

tación de Coxeter del grupo simétrico S4. Resumiendo:

A4 =
〈
y5,y3 ; y35,y

2
3, (y5y3)

3

〉
≃
〈
a,b ; a3, b2, (ab)3

〉
. (2.17)

En la subsección 3.1.1.4, usando el método de Reidemeister-Schreier determina-

remos en general una presentación de An a partir de la presentación de Coxeter

de Sn.

Ejemplo 2.8. Sea B3 el grupo de trenzas (3-cuerdas) presentado como sigue:

B3 :=
〈
σ1,σ2 ; σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2

〉
,

con X :=
{

σ1,σ2

}

y sea π : B3 → S3 la proyección natural (epimorfismo) tal

que π(σi) = si (i := 1, 2), anotamos P3 := Ker(π) E B3 el subgrupo de trenzas
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puras de B3. Utilizaremos el método de Reidemeister-Schreier para calcular una

presentación de este grupo. Como π es un epimorfismo se tiene

B3/P3 ≃ S3 =
{

e, s1, s2, s1s2, s2s1, s1s2s1

}

,

luego, es claro que U :=
{

e,σ1,σ2,σ1σ2,σ2σ1,σ1σ2σ1

}

es un transversal de

Schreier para P3 en B3. A continuación encontraremos XP3 posteriormente YP3 el

conjunto generador de P3 de elementos de la forma ux[ux ]−1 (x ∈ X, u ∈ U)

U× X σ1 σ2 σ−1
1 σ−1

2

e e e σ−2
1 σ−2

2

σ1 σ21 e e σ1(σ1σ
2
2)

−1

σ2 e σ22 σ2σ
−2
1 σ2 e

σ1σ2 e σ1σ
2
2σ

−1
1 σ1σ2(σ1σ2σ

2
1)

−1 e

σ2σ1 σ2σ
2
1σ

−1
2 σ2σ1σ2(σ1σ2σ1)

−1 e σ2σ1(σ1σ2)
−2

σ1σ2σ1 σ1σ2σ
2
1(σ1σ2)

−1 (σ1σ2)
2σ−1

1 σ−1
2 e σ1σ2σ1(σ2σ1σ2)

−1

Aśı tenemos que YP3 es definido como sigue:






τ1 := σ
2
1, τ2 := σ

2
2, τ3 := σ1σ

2
2σ

−1
1 , τ4 := σ2σ

2
1σ

−1
2 , τ5 := σ1σ2σ

2
1(σ1σ2)

−1,

τ6 := (σ1σ2)
2(σ2σ1)

−1, τ7 := σ2σ1σ2(σ1σ2σ1)
−1





,

Como en Lema 2.5 construimos la tabla de elementos uru−1 (u ∈ U, r :=

σ1σ2σ1σ
−1
2 σ

−1
1 σ

−1
2 ) como sigue:

U× {r} σ1σ2σ1(σ2σ1σ2)
−1

e σ1σ2σ1(σ2σ1σ2)
−1

σ1 σ21σ2σ1(σ1σ2)
−2

σ2 (σ2σ1)
2(σ22σ1σ2)

−1

σ1σ2 (σ1σ2)
2σ1(σ1σ

2
2σ1σ2)

−1

σ2σ1 σ2σ
2
1σ2σ1((σ2σ1)

2σ2)
−1

σ1σ2σ1 σ1σ2σ
2
1σ2σ1((σ1σ2)

2σ1σ2)
−1
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Entonces R̂ :=
{

r1, r2, r3, r4, r5, r6

}

, donde

r1 := σ1σ2σ1(σ2σ1σ2)
−1,

r2 := σ
2
1σ2σ1(σ1σ2)

−2,

r3 := (σ2σ1)
2(σ22σ1σ2)

−1,

r4 := (σ1σ2)
2σ1(σ1σ

2
2σ1σ2)

−1,

r5 := σ2σ
2
1σ2σ1((σ2σ1)

2σ2)
−1,

r6 := σ1σ2σ
2
1σ2σ1((σ1σ2)

2σ1σ2)
−1.

Usando los elementos de YP3 se obtiene R̂(YP3) de la siguiente manera:

r1 = τ
−1
7 , r2 = τ1τ

−1
6 , r3 = τ7τ5τ

−1
2 ,

r4 = τ6τ4(τ3τ1)
−1 r5 = τ4τ2(τ7τ5τ3)

−1 r6 = τ5τ3τ1(τ6τ4τ2)
−1,

además ocupando r se tiene que τ7 = e, entonces

r1 = e, r2 = τ1τ
−1
6 , r3 = τ5τ

−1
2 ,

r4 = τ6τ4(τ3τ1)
−1 r5 = τ4τ2(τ5τ3)

−1 r6 = τ5τ3τ1(τ6τ4τ2)
−1.

Por r2 y r3 tenemos que τ1 = τ6 y τ5 = τ2 en P3, en consecuencia,

τ1τ4 = τ3τ1, τ4τ2 = τ2τ3, τ2τ3τ1 = τ1τ4τ2,

luego R̂(YP3) :=
{

τ3τ2τ1(τ2τ3τ1)
−1, τ1τ2τ3(τ2τ3τ1)

−1

}

. Por lo tanto P3 tiene la

siguiente presentación:

P3 =
〈
τ1, τ2, τ3 ; τ3τ2τ1(τ2τ3τ1)

−1, τ1τ2τ3(τ2τ3τ1)
−1

〉
,

equivalentemente,

P3 =
〈
τ1, τ2, τ3 ; τ1τ2τ3 = τ2τ3τ1 = τ3τ2τ1

〉

≃
〈
a,b, c ; abc = bca = cba

〉
.

Observación 2.4. Nótese que curiosamente la cantidad de generadores de

P3 es mayor que en B3 siendo que P3 6 B3. Recordar que el teorema de Nielsen-

Schreier no refiere ninguna restricción para el rango de los subgrupos.
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4. Extensiones de Grupo

Definición 2.4. Sean G y A grupos. Diremos que un grupo Ĝ es una extensión

de G por A, si existe un subgrupo normal N de Ĝ tal que

A ≃ N, Ĝ/N ≃ G. (2.18)

Lema 2.7. Si Ĝ es una extensión de G por A, entonces:

1. Existe un monomorfismo ϕ : A → Ĝ de manera que Ĝ es una extensión

de H por A, donde H := Ĝ/Im(ϕ).

2. Existe un epimorfismo ψ : Ĝ→ G de manera que Ĝ es una extensión de

G por Ker(ψ).

3. El siguiente diagrama es una sucesión exacta corta de grupos:

{e}
ιA
{e}

A
ϕ

Ĝ
ψ

G
êG

{e}, (2.19)

Demostración. Supongamos que Ĝ una extensión de G por A, y denotemos

por f1 y f2 los isomorfismos respectivos que definen (2.18), es decir:

f1 : A→ N, f2 : Ĝ/N→ G.

1. Sea ϕ la composición de ιĜN con f1, es decir, ιĜN ◦ f1 =: ϕ : A → Ĝ,

claramente ϕ es un monomorfismo, pues f1 y ιĜN lo són. Por primer teorema

del isomorfismo tenemos que A/Ker(ϕ) ≃ Im(ϕ), luego, como ϕ es un

monomorfismo, se tiene A ≃ Im(ϕ), resumiendo:

Ĝ ⊇ Im(ϕ) ≃ A/Ker(ϕ) ≃ A ≃ NE Ĝ,

por lo tanto Ĝ es una extensión de H por A, ya que

A ≃ Im(ϕ)E Ĝ, Ĝ/Im(ϕ) = H. (2.20)

2. Sea ψ la composición de f2 con la proyección canónica π de Ĝ sobre

Ĝ/N, es decir, f2 ◦ π =: ψ : Ĝ → G, claramente ψ es un epimorfismo,

pues f2 y π lo són. Por primer teorema del isomorfismo tenemos que
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Ĝ/Ker(ψ) ≃ Im(ψ), además, como ϕ es un epimorfismo Im(ϕ) = G,

resumiendo:

Ĝ/Ker(ψ) ≃ Im(ψ) = G ≃ Ĝ/N, NE Ĝ

por lo tanto Ĝ es una extensión de G por Ker(ϕ), ya que

Ker(ψ) ≃ N, Ĝ/N ≃ G. (2.21)

3. Como ϕ es un monomorfismo y ψ un epimorfismo, es claro que

Im(ιA{e}) = {e} = Ker(ϕ), Im(ψ) = G = Ker(êG),

además,

Im(ϕ) = N = Ker(ψ).

Por lo tanto, el diagrama en (2.19) es una sucesión exacta corta de grupos.

�

4.1. Presentación de Extensiones.

En lo que sigue utilizamos las notaciones empleadas en el Lema 2.7. Conside-

remos además, la sucesión exacta corta de grupos en (2.19).

Sea Ĝ una extensión de G por A, con las siguientes presentaciones:

G :=
〈
XG ; RG

〉
, A :=

〈
XA ; RA

〉
.

Para todo y ∈ XA se define ϕA : XA → Ĝ, tal que ϕA(y) := ϕ(y), luego, para

toda palabra a = y1 · · ·yn en XA, se define el elemento ã de la siguiente manera:

ã := ϕA(y1) · · ·ϕA(yn),
(
yi ∈ XA ∪ X−1

A , i = 1, . . . ,n
)
.

Esto nos permite definir los siguientes conjuntos:

X̃A :=
{

ỹ ∈ Ĝ ; y ∈ XA

}

, R̃A :=
{

s̃ ∈ L(X̃A) ; s ∈ RA ⊂ L(XA)
}

,

nótese que para todo y ∈ XA, ỹ = ϕA(y) = ϕ(y).
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Como ψ es un epimorfismo, para todo x ∈ XG existe x̃ ∈ Ĝ tal que ψ(x̃) = x,

luego, para toda palabra v = x1 · · ·xm en XG se define el elemento ṽ como sigue:

ṽ := x̃1 · · · x̃m,
(
xj ∈ XG ∪ X−1

G , j = 1, 2, . . . ,m
)
,

es decir v = ψ(x̃1) · · ·ψ(x̃m). Esto nos permite definir el siguente conjunto:

X̃G :=
{

x̃ ∈ Ĝ ; x ∈ XG

}

.

Ahora, para todo relación r = x1 · · ·xs en RG se define el elemento r̃ como sigue:

r̃ := x̃1 · · · x̃s,
(
xi ∈ XG ∪ X−1

G , i = 1, 2, . . . , s
)
, (2.22)

además, que para todo r ∈ RG, el elemento r̃ ∈ Ker(ψ), pues

ψ(r̃) = ψ(x̃1 · · · x̃s) = ψ(x̃1) · · ·ψ(x̃s) = x1 · · ·xs = r = e, (en G)

por lo tanto r̃ ∈ Im(ϕ) (= Ker(ψ)). Es importante destacar también, que Im(ϕ)

está generado por X̃A, en efecto, si ĝ ∈ Im(ϕ), existe a = y1 · · ·yn ∈ A tal que

ĝ = ϕ(a) = ϕ(y1 · · ·yn) = ϕ(y1) · · ·ϕ(yn) = ỹ1 · · · ỹn, (yi ∈ XA ∪ X−1
A ).

Por lo tanto, el elemento r̃ en (2.22) también puede ser escrito como una palabra

en X̃A, denotado νr, es decir

r̃ = ỹ1 · · · ỹt =: νr, (yi ∈ XA, i = 1, 2, . . . , t) . (2.23)

Esto nos permite definir el siguiente conjunto:

R̃G :=
{

r̃ν−1
r ∈ L(X̃G)L(X̃A) ; r ∈ RG ⊂ L(XG)

}

.

Finalmente, como Im(ϕ) E Ĝ, entonces para todo x̃ ∈ X̃G ⊂ Ĝ y todo

ỹ ∈ X̃A ⊂ Im(ϕ), el conjugado x̃ỹx̃−1 ∈ Im(ϕ), osea es una palabra, denotada

wx,y, en X̃A, es decir

x̃ỹx̃−1 = ỹ1 · · · ỹk =: wx,y,
(
yi ∈ XA ∪ X−1

A , i = 1, 2, . . . , k
)
,

lo que nos permite definir el siguiente conjunto:

R :=
{

x̃ỹx̃−1w−1
x,y ; y ∈ XA, x ∈ XG

}

.
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Con las definiciones anteriores estamos preparados para enunciar la Proposición

2.6 que nos muestra como encontrar una presentación de alguna extensión Ĝ de

un grupo G. En particular, determinaremos una presentación de un grupo que es

un producto semi-directo.

Proposición 2.6. Sea Ĝ una extensión de G por A. Entonces Ĝ tiene la

siguiente presentación:

〈
X̃G, X̃A ; R̃G, R̃A,R

〉
. (2.24)

Demostración. Sea D el grupo en (2.24). Como X̃G, X̃A ⊂ Ĝ, para todo

x ∈ XG y todo y ∈ XA se define µ : X̃G ∪ X̃A → Ĝ tal que

µ(x̃) := x̃, (x̃ ∈ X̃G), µ(ỹ) := ỹ, (ỹ ∈ X̃A).

Consideremos las siguientes relaciones:

r̃ν−1
r ∈ R̃G, ỹ1 · · · ỹn ∈ R̃A, x̃ỹx̃−1w−1

x,y ∈ R,

entonces,

µ(ỹ1) · · ·µ(ỹn) = ỹ1 · · · ỹn = ϕ(y1) · · ·ϕ(yn) = ϕ(y1 · · ·yn) = ϕ(e) = e,

µ(x̃1) · · ·µ(x̃s)µ(ỹk)
−1 · · ·µ(ỹ1)

−1 = x̃1 · · · x̃sν
−1
x = νxν

−1
x = e,

µ(x̃)µ(ỹ)µ(x̃)−1µ(ỹk)
−1 · · ·µ(ỹ1)

−1 = x̃ỹx̃−1w−1
x,y = wx,yw

−1
x,y = e.

Por Proposición 2.2, existe un homomorfismo µ̃ : D→ Ĝ que extiende a µ.

Sea T := 〈 X̃A〉 6 Im(ϕ). La restricción de µ̃ a T induce un homomorfismo

µ1 : T → Im(ϕ) ≃ A de modo que µ1(ỹ) := y, (y ∈ XA), claramente µ1 es un

isomorfismo ya que todas las relaciones RA deA se encuentran en T , reemplazando

cada y ∈ XA por ỹ ∈ X̃A.

Por la presencia del conjunto de relaciones R en D sabemos que TED, además

como µ̃(T) 6 Im(ϕ), luego, µ̃ induce un homomorfismo µ2 : D/T → G̃/Im(ϕ) ≃

G de modo que µ2(T x̃ ) := x, claramente µ2 es un isomorfismo, ya que las rela-

ciones RG de G se encuentran en D/T , reemplazando cada x por Tx̃.
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Tenemos ahora el siguiente diagrama conmutativo:

{e}
ιTT

êA

T
ιDT

µ1

D
π

µ̃

D\T
êD\T

µ2

{e}

êG

{e}
ιAA

A
ϕ Ĝ

ψ
G

e
{e}

Por Lema 1.4, µ̃ es un isomorfismo, es decir Ĝ ≃ D. Por lo tanto Ĝ es presentado

como en (2.24). �

4.2. Producto Semi-Directo.

Corolario 2.4. Sean G y A grupos presentados de la siguiente manera:

G =
〈
XG ; RG

〉
,A =

〈
XA ; RA

〉
,

y sea α : G→ Aut(A) un homomorfismo. Denotemos (α(x))(y) := vx,y ∈ L(XA)

(x ∈ XG, y ∈ XA). Entonces el producto semi-directo A ⋊α G tiene la siguiente

presentación

A⋊α G =
〈
XG,XA ; RG,RA,RG,A

〉
, (2.25)

donde RG,A :=
{

xyx−1v−1
x,y ; x ∈ XG, y ∈ XA

}

.

Demostración. Sea Ĝ := A⋊α G, luego:

A E Ĝ, Ĝ = A ·G, A ∩G = {e}.

Sea A ′ :=
{

(a, e) ; a ∈ A
}

≃ A E Ĝ, luego Ĝ/A ′ ≃ Ĝ/A ≃ (A ·G)/A ≃ G ′,

donde G ′ :=
{

(e, g) ; g ∈ G
}

≃ G. Aśı obtenemos

Ĝ D A ′ ≃ A, Ĝ/A ′ ≃ G ′ ≃ G.

Por lo tanto Ĝ es una extensión de G por A. Por Proposición 2.6, Ĝ tiene la

siguiente presentación
〈
X̃G, X̃A ; R̃G, R̃A,R

〉
.
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Con las siguientes biyecciones:

XA → X̃A, tal que y 7→ (y, e) =: ỹ, (2.26)

XG → X̃G, tal que x 7→ (e, x) =: x̃, (2.27)

donde X̃A :=
{

(y, e) ; y ∈ XA

}

y X̃G :=
{

(e, x) ; y ∈ XA

}

. Se sigue

de (2.26) que la asignación de RA → R̃A que env́ıa y1 · · ·ym 7→ ỹ1 · · · ỹm

(y1 · · ·ym ∈ RA, yi ∈ XA, i = 1, . . . ,m) es una biyección, ya que

s̃ = ỹ1 · · · ỹm = (y1, e) · · · (ym, e) = (y1α(e)(y2) · · ·α(e)(ym), e) = (s, e).

También la asignación de RG → R̃G que env́ıa r 7→ r̃ν−1
r , r ∈ RG es una bi-

yección, pues si r̃v−1
r = (e, x1) · · · (e, xn)v

−1
r = (e, x1 · · ·xn)v

−1
r ∈ R̃G existe

r := x1 · · ·xn ∈ RG tal que r 7→ r̃ν−1
r . Además, si r̃1ν

−1
r1

= r̃2ν
−1
r2

entonces

r1 7→ r̃2ν
−1
r2

= (e, r2)ν
−1
r2

luego por (2.27), r1 = r2. Es claro que wxy ↔ νxy es

una correspondencia biyectiva, por lo tanto la asignación de R → RG,A tal que

xyx−1w−1
xy 7→ xyx−1ν−1

xy es una biyección. Luego

Ĝ =
〈
X̃G, X̃A ; R̃G, R̃A,R

〉
≃
〈
XG,XA ; RG,RA,RG,A

〉
.

Por lo tanto A⋊α G es presentado como en (2.25). �

Corolario 2.5. Sea Ĝ una extensión de G por A. Si G y A son finitamente

presentados, entonces Ĝ también lo és.

Demostración. Si G :=
〈
XG ; RG

〉
y A :=

〈
XA ; RA

〉
, por Pro-

posición 2.6, la extensión tiene la siguiente presentación

Ĝ =
〈
X̃G, X̃A ; R̃G, R̃A,R

〉
,

y supongamos |XG|, |XA|, |RG|, |RA| <∞, entonces
∣∣∣X̃G

∣∣∣ = |XG| <∞,
∣∣∣X̃A

∣∣∣ = |XA| <∞,

y ∣∣∣R̃G
∣∣∣ = |RA| <∞,

∣∣∣R̃A
∣∣∣ = |RA| <∞, |R| = |XG||XA|.

Por lo tanto Ĝ es finitamente presentado. �
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Ejemplo 2.9. Como se dijo en el Ejemplo 1.3, el grupo Diédrico Dn de

simetŕıas de un n-ágono regular es producto semi-directo de los siguientes grupos

ćıclicos:

Cn =
〈
a ; an

〉
, con C2 =

〈
b ; b2

〉
.

Tenemos:

(e,b)(a, e)(e,b)−1 = (ϕb(a),b)(ϕ
−1
b (e),b−1)

= (a−1,b)(e,b−1)

= (a−1ϕb(e),bb
−1)

= (a−1, e).

Luego,

bab = a−1 ⇔ abab = aa−1 ⇔ (ab)2 = e,

por lo tanto Dn ≃
〈
a,b ; an,b2, (ab)2

〉
.

Corolario 2.6. Sean G,H grupos con H 6 G tal que [G : H] < ∞. Si H es

finitamente presentado, entonces G también lo es.

Demostración. Sea G/H :=
{

Hu1,Hu2, . . . ,Hun

}

(n <∞), entonces

∣∣∣
{

u1Hu
−1
1 ,u2Hu

−1
2 . . . ,unHu

−1
n

}∣∣∣ <∞,

y además

[
G : uiHu

−1
i

]
= |G|/|uiHu

−1
i | = |G|/|H| = [G : H] <∞, (i = 1, 2, . . . ,n).

Sea N :=
⋂n
i=1

(
uiHu

−1
i

)
, si n ∈ N, entonces n ∈ uHu−1 para todo u ∈ G, si u ∈

H ⊆ G entonces n ∈ uHu−1 = H, aśı N 6 H, además |N| = |
⋂n
i=1

(
uiHu

−1
i

)
| 6

|uiHu
−1
i | = |H| = |G|/[G : H] <∞, por lo tanto |H|/|N| = [H,N] <∞. Como H

es finitamente presentado, entonces N también los és, por Corolario 2.3. Además

por Proposición 2.1 G/N es finitamente presentado. Por otra parte Ĝ := G es

una extensión de K := G/N por L := N, ya que

N ≃ L, Ĝ/N ≃ K,

luego por Corolarios 2.4 y 2.5, Ĝ = G es finitamente presentado. �



Caṕıtulo 3

Presentaciones de Grupos

1. Grupo Simétrico (Sn)

En lo que sigue Sn denota el grupo simétrico de n śımbolos, es decir Sn es el

conjunto Biy{1, 2, . . . ,n} con la operación compuesta de funciones.

1.1. Generadores.

Definición 3.1. Sea n > 2. Para todo i = 1, 2, . . . ,n − 1 se define si :=

(i i + 1) la transposición que cambia la posición i con i + 1. Anotaremos el

conjunto de transposiciones si por Xn. De igual modo definimos zi := (1 i) la

transposición que cambia la posición 1 con i para todo i = 1, 2, . . .n. El conjunto

de transposiciones zi lo anotaremos por Zn.

Nótese que s−1
i = si, z

−1
j = zj y que s1 = z2.

Proposición 3.1. El conjunto de transposiciones Xn genera a Sn (n > 2).

Demostración. Sabemos que todo s ∈ Sn es un producto de ciclos, es decir:

s = (x1 x2 · · · xq) = (x1 x2)(x2 x3) · · · (xq−1 xq).

Por lo tanto, el conjunto X̃n es un conjunto generador de Sn, donde

X̃n :=
{

(r t) ; 1 6 r, t 6 n
}

Es claro que para todo r, t ∈ {1, 2, . . . ,n} se tiene lo siguiente

(r t) = srsr+1sr+2 · · · st−3st−2st−1st−2st−3 · · · sr+2sr+1sr.

Luego, se sigue que Xn es un conjunto generador de Sn. �

Proposición 3.2. El conjunto de transposiciones Zn genera a Sn (n > 2).

89
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Demostración. Ocuparemos inducción sobre n. Si n = 2 el caso es trivial.

Supongamos válida la proposición para n − 1 > 2. Luego, todo z ′ ∈ Sn−1 se

escribe como zi1zi2 · · · zim con ij ∈ {2, 3, . . . ,n − 1}, para todo j = 1, 2, . . . ,m.

Sea s ∈ Sn tal que s(n) = m para algún m ∈ {1, . . . ,n}, y sea z := znzms,

es claro que z(n) = n, por lo tanto z ∈ Sn−1. Entonces z = zi1zi2 · · · zit con

ij ∈ {2, 3, . . . ,n− 1}, para todo j = 1, 2, . . . , t, aśı

zi1zi2 · · · zit = znzms ⇔ s = zmznzi1zi2 · · · zit ,

Por lo tanto Zn genera a Sn. �

Proposición 3.3. El conjunto formado por s1 := (1 2) y s := (1 2 · · · n)

genera a Sn, para todo n ∈ N\{0, 1}.
Demostración. Basta probar que si (i > 1) se escribe como un producto de

los elementos s, s1. Demostraremos que para todo i > 1, se tiene si+1 = s
is1s

−i.

Usaremos inducción sobre i.

Para i = 1 es claro que

s2 = (2 3) = (1 · · · n)(1 2)(n · · · 1) = (1 · · · n)(1 2)(1 · · · n)−1 = ss1s
−1.

Supongamos que si = s
i−1s1s

−i+1. Conjugando por s obtenemos

si+1 = (i+ 1 i+ 2),

= (1 · · · n)(i i+ 1)(n · · · 1),

= ssis
−1,

= ssi−1s1s
−i+1s−1,

= sis1s
−i.

Por lo tanto {s, s1} genera a Sn. �

1.2. Presentación de Coxeter.

En esta subsección estudiaremos una presentación de Sn que tenga como

generadores el conjunto de transposiciones Xn las cuales particularmenre son

reflexiones, ésta será llamada presentación de Coxeter de Sn.
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Definición 3.2. Sean Yn :=
{

τ1, τ2, . . . , τn−1

}

un conjunto de śımbolos y

R1
n,R

2
n,R

2
n definidos como sigue:

R1
n :=

{

τ2i ; 1 6 i 6 n − 1
}

,

R2
n :=

{

(τiτi+1)
3 ; 1 6 i 6 n− 2

}

,

R3
n :=

{

[τi, τj] ; 1 6 i, j 6 n − 1, |i− j| > 2
}

,

(3.1)

donde como es usual [τi, τj] denota el conjunto conmutador de τi con τj.

Sean Gn y H grupos, dados por las siguientes presentaciones:

Gn =
〈
Yn ; Rn

〉
y H =

〈
Yn\ {τn−1}

〉
6 Gn, (3.2)

donde Rn := R1
n ∪ R2

n ∪ R3
n. Además, se define la sucesión {δi}

n−1
i=0 mediante:

δ0 := e, δi := τn−1τn−2 · · · τn−i (i = 1, 2, . . . ,n− 1) (3.3)

y definimos el subconjunto A :=
{

hδi ; h ∈ H, i = 0, 1, . . . ,n− 1
}

⊂ Gn.

Lema 3.1. Aτ±1
j ⊆ A, para todo j = 1, 2, . . . ,n− 1.

Demostración. Consideremos el producto (hδi)τj (hδi ∈ A, τj ∈ Yn).

Tenemos seis casos:

Caso 1: Si i = 0 y j < n− 1, entonces hδiτj = hδ0τj = heGnτj = hτj ∈ H ya que

j < n− 1, pero H = He = Hδ0 ⊂ A, luego hδiτj ∈ A.

Caso 2: Si i = 0 y j = n− 1, entonces hδiτj = hτn−1 = hδ1 ∈ Hδ1 ⊂ A.

Caso 3: Si i > 0 y j > n− i, entonces

hδiτj = h(τn−1 · · · τj+1τjτj−1τj−1 · · ·τn−i)τj,

= hτn−1 · · · τj+1(τjτj−1τj)τj−1 · · · τn−i, por R3
n,

= hτn−1 · · · τj+1(τj−1τjτj−1)τj−1 · · · τn−i, por R2
n y R1

n,

= (hτj−1)τn−1 · · · τn−i, por R3
n,

= (hτj−1)δi ∈ Hδi ⊆ A.
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Caso 4: Si i > 0 y j = n− i, entonces

hδiτj = hτn−1 · · · τ
2
n−i,

= hτn−1 · · · τn−i+1, por R1
n,

= hδi−1 ∈ Hδi−1 ⊆ A.

Caso 5: Si i > 0 y j = n− i− 1, entonces

hδiτj = hτn−1 · · · τn−iτn−(i+1) = hδi+1 ∈ Hδi+1 ⊆ A.

Caso 6: Si i > 0 y j < n− i− 1, entonces por relaciones en R3
n tenemos:

hδiτj = hτn−1 · · · τn−i+1τn−iτj = hτjτn−1 · · · τn−i = hτjδi ∈ Hδi ⊆ A.

Esto prueba que hδiτj ∈ A para todo h ∈ H, todo i = 0, 1, . . . ,n − 1 y todo

j = 1, 2, . . . ,n − 1, es decir, Aτj ⊆ A, luego por relaciones en R1
n se tiene lo

siguiente:

Aτ−1
j = Aτj ⊆ A (j = 1, 2, . . . ,n− 1), (3.4)

lo cual concluye la demostración. �

Corolario 3.1. Gn = A.

Demostración. Por definición, es claro que A ⊆ Gn. Dado τ ∈ Gn, proba-

remos por inducción sobre ℓ(τ) que Gn ⊆ A.

Si ℓ(τ) = 1 entonces τ ∈ Yn
·
∪ Y−1

n . Por (3.4), Aτ ⊆ A.

Supongamos ℓ(τ) = m > 1 con τ := τi1 · · · τim (τij ∈ Yn
·
∪ Y−1

n , j = 1, . . . ,m),

y A(τi1 · · · τim−1
) ⊆ A, luego, para todo t ∈ A(τi1 · · · τim−1

), t := hδi para algún

i = 1, 2, . . . ,n−1. Pero τim ∈ Yn
·
∪ Y−1

n , entonces por Lema 3.1, tτim = hδiτim ∈

A, es decir Aτ ⊆ A para todo τ ∈ Gn\(Yn
·
∪ Y−1

n ). Como e ∈ H, eδ0 = e ∈ A,

entonces τ = eτ ∈ Aτ ⊆ A para todo τ ∈ Gn. Aśı, Gn ⊆ A, por lo tanto

Gn = A. �

Notese que A = H ·
{

δi ; 1 6 i 6 n− 1
}

por definición, es decir el grupo

Gn es producto de elementos en H y en la sucesión dada por (3.3). Esto prueba

que |Gn| = n|H|.
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Proposición 3.4. Sn tiene la siguiente presentación (n > 2).

〈
s1, s2, . . . , sn−1 ; (si)

2, (sisi+1)
3, [si, sj], |i− j| > 2

〉
(3.5)

Esta presentación de Sn es conocida como la Presentación de Coxeter de Sn.

Demostración. Sea e = (1). Por Proposición 3.1, Xn genera a Sn, además,

es claro que en Xn son válidas las siguientes relaciones:

s2i = e, (1 6 i 6 n − 1),

(sisi+1)
3 = e, (1 6 i 6 n − 2),

sisj = sjsi, (1 6 i, j 6 n− 1, |i − j| > 2).

(3.6)

Sea ϕ : Yn → Sn, tal que ϕ(τi) := si para todo i ∈ {1, 2, . . . ,n− 1}. Por (3.1),

(3.6) y Proposición 2.2, existe un homomorfismo ϕ̃ : Gn → Sn. Es claro que ϕ̃ es

un epimorfismo, pues, dado s ∈ Sn, existe t ∈ N de modo que s := si1si2 · · · sit con

ij ∈ {1, 2, . . . ,n− 1}, para todo j = 1, 2, . . . , t. Luego, existe τi1τi2 · · · τit ∈ Gn

tal que

ϕ̃(τi1τi2 · · · τit) = ϕ(τi1)ϕ(τi2) · · ·ϕ(τit) = si1si2 · · · sit = s.

Como ϕ̃ es un epimorfismo, |Gn| > |Sn| = n!. Ahora probaremos por inducción

sobre n que |Gn| 6 n!.

Si n = 1, entonces Gn = {e} de orden 1 6 1!.

Supongamos que n > 2 y |Gn−1| 6 (n − 1)!. Sea ψ : Yn−1 → Gn tal que

ψ(τi) = τi, por Proposición 2.2, existe un homomorfismo ψ̃ : Gn−1 → Gn que

extiende a ψ, es claro además que Im(ψ) = H. Luego, por Corolario 3.1 se tiene:

|Gn| = |H|n = |Gn−1|n 6 (n− 1)!n = n!,

aśı ϕ̃ es un isomorfismo.

Tomando τi := si para todo i = 1, 2, . . . ,n − 1 obtenemos la presentación

dada en (3.5). �

Corolario 3.2. Sea s := s1 · · · sn−1 (n ∈ N\{0, 1}), entonces sn = e.
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Demostración. Para n = 2, entonces s = s1, luego s
2 = s21 = e. Suponga-

mos válido el Corolario para n − 1, esto es sn−1 = (s1 · · · sn−2)
n−1 = e.

Ocupando las relaciones en (3.5) se tiene lo siguiente:

sn = (s1 · · · sn−1)
n,

= (s1 · · · sn−1)(s1 · · · sn−1)(s1 · · · sn−1)
n−2,

= (s1 · · · sn−2)sn−1(s1 · · · sn−3)sn−2sn−1(s1 · · · sn−1)
n−2,

= (s1 · · · sn−2)(s1 · · · sn−3)(sn−1sn−2sn−1)(s1 · · · sn−1)
n−2,

= (s1 · · · sn−2)(s1 · · · sn−3sn−2)(sn−1sn−2)(s1 · · · sn−1)
n−2,

= (s1 · · · sn−2)
2(sn−1sn−2)(s1 · · · sn−1)

n−2,

= (s1 · · · sn−2)
2(sn−1sn−2)(s1 · · · sn−1)(s1 · · · sn−1)

n−3,

= (s1 · · · sn−2)
2(sn−1sn−2)(s1 · · · sn−4)sn−3sn−2sn−1(s1 · · · sn−1)

n−3,

= (s1 · · · sn−2)
2(s1 · · · sn−4)sn−1(sn−2sn−3sn−2)sn−1(s1 · · · sn−1)

n−3,

= (s1 · · · sn−2)
2(s1 · · · sn−4)(sn−1sn−3)sn−2(sn−3sn−1)(s1 · · · sn−1)

n−3,

= (s1 · · · sn−2)
2(s1 · · · sn−4)sn−3(sn−1sn−2sn−1)sn−3(s1 · · · sn−1)

n−3,

= (s1 · · · sn−2)
2(s1 · · · sn−4sn−3sn−2)sn−1sn−2sn−3(s1 · · · sn−1)

n−3,

= (s1 · · · sn−2)
3(sn−1sn−2sn−3)(s1 · · · sn−1)

n−3,
...

= (s1 · · · sn−2)
i(sn−1 · · · sn−i)(s1 · · · sn−1)

n−i,
...

= (s1 · · · sn−2)
n−1(sn−1 · · · sn−n−1)(s1 · · · sn−1)

n−n−1,

= (s1 · · · sn−2)
n−1(sn−1 · · · s1)(s1 · · · sn−1),

= (s1 · · · sn−2)
n−1(s1 · · · sn−1)

−1(s1 · · · sn−1),

= e.

Esto prueba que sn = e. �
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1.3. Otras Presentaciones de Sn.

Por Proposición 3.3 sabemos que el conjunto formado por s1 y s = s1 · · · sn−1

también es un sistema de generadores para Sn, los cuales inducen otra presenta-

ción de Sn. En teoŕıa, del mismo modo que en el Ejemplo 2.3, mediante trans-

formaciones de Tietze (por bloques) podemos encontrar una presentación de Sn

con generadores s1 y s. Más precisamente se tiene la siguiente proposición:

Proposición 3.5. Sn tiene la siguiente presentación.
〈
s1, s ;

si(s1, s)
2, (si(s1, s)si+1(s1, s))

3, (si(s1, s)sj(s1, s))
2

s−1s1s2(s1, s) · · · sn−1(s1, s), |i− j| > 2

〉
, (3.7)

donde si(s1, s) denota la permutación si escrita en término de los generadores s1

y s para todo i = 1, . . . ,n− 1.

Demostración. Pongamos ti := si(s1, s) para cada i. Nótese que s1 = t1.

En la siguiente tabla probaremos que (3.5) es equivalente a (3.7) aplicando la

siguiente compuesta de transformaciones de Tietze:

T
(−)

G ◦ T
(−)

R ◦ T
(+)

R ◦ T
(−)

R ◦ T
(+)

R ◦ T
(+)

R ◦ T
(+)

G .

Sn s1 s2, . . . , sn−1 s2i (sisi+1)
3 (sisj)

2

T
(+)

G s1 s2, . . . , sn−1 s s2i (sisi+1)
3 (sisj)

2 s = s1 · · · sn−1

T
(+)

R s1 s2, . . . , sn−1 s s2i (sisi+1)
3 (sisj)

2 s = s1 · · · sn−1 si = ti

T
(+)

R s1 s2, . . . , sn−1 s s2i (sisi+1)
3 (sisj)

2 s = s1 · · · sn−1 si = ti

t2i (titi+1)
3 (titj)

2

T
(−)

R s1 s2, . . . , sn−1 s s = s1 · · · sn−1 si = ti

t2i (titi+1)
3 (titj)

2

T
(+)

R s1 s2, . . . , sn−1 s s = s1 · · · sn−1 si = ti

t2i (titi+1)
3 (titj)

2 s = s1t2 · · · tn−1

T
(−)

R s1 s2, . . . , sn−1 s si = ti

t2i (titi+1)
3 (titj)

2 s = s1t2 · · · tn−1

T
(−)

G s1 s

t2i (titi+1)
3 (titj)

2 s = s1t2 · · · tn−1

Por lo tanto Sn es también presentado como en (3.7). �
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Nótese que la proposición anterior demuestra únicamente que Sn tiene una

presentación con generadores s y s1, no necesariamente con el sistema de relacio-

nes reducido.

Proposición 3.6. Sn tiene la siguiente presentación:
〈
s1, s ;

s21, [s1, s]
3
,
[
sj−i, s1

]2
, (s1s)

n−1,

sn, |i − j| > 2, 1 6 i, j 6 n− 1

〉
. (3.8)

Demostración. Para demostrar la proposición utilicemos el Corolario 3.2 y

transformaciones de Tietze de manera informal. Por (3.7) se tiene que:

Sn ≃

〈
s1, s ;

t2i, (titi+1)
3, (titj)

2

s−1t1t2 · · · tn−1, |i− j| > 2

〉
. (3.9)

Utilizando la Proposición 3.3 sabemos que para todo i = 2, 3, . . . ,n − 1 se tiene

ti := s
i−1s1s

−i+1, luego obtenemos lo siguiente:

t2i = (si−1s1s
−i+1)2 = si−1s21s

−i+1, (3.10)

s−1t1t2 · · · tn−1 = s−1s1(ss1s
−1)(s2s1s

−2)(s3s1s
−3) · · · (sn−2s1s

−n+2),

= s−1s1ss1ss1ss1 · · · ss1s
2−n,

= s−1(s1s)(s1s)(s1s)(s1s) · · · (s1s)s
−n+1,

= s−1(s1s)
n−1s−n+1.

(3.11)

(titi+1)
3 = (si−1s1ss1s

−i)3,

= si−1s1ss1s
−isi−1s1ss1s

−isi−1s1ss1s
−i,

= si−1s1ss1s
−1s1ss1s

−1s1ss1s
−i,

= si−1(s1ss1s
−1)(s1ss1s

−1)(s1ss1s
−1)s−i+1,

= si−1(s1ss1s
−1)3s−i+1,

(3.12)

Nótese que las relaciones en (3.10), (3.11) y (3.12) son respectivamente equiva-

lentes en (3.13), (3.14) y (3.15) de la siguiente manera:

si−1s21s
−i+1 = e ⇔ s21 = s

1−isi−1 = e, (3.13)

s−1(s1s)
n−1s−n+1 = e ⇔ (s1s)

n−1 = ssn−1 = sn = e, (3.14)
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si−1(s1ss1s
−1)3s−i+1 = e ⇔ (s1ss1s

−1)3 = s1−isi−1 = e

⇔ [s1, s]
3 = e

(3.15)

Además,

(titj)
2 = (si−1s1s

j−is1s
−j+1)2,

= si−1s1s
j−is1s

−j+1si−1s1s
j−is1s

−j+1,

= si−1s1s
j−is1(s

−j+1si−1)s1s
j−is1s

−j+1,

= si−1s1s
j−is1s

i−js1s
j−is1s

−j+1,

(3.16)

luego, por (3.16) se tiene que

si−1s1s
j−is1s

i−js1s
j−is1s

−j+1 = e

s1s
j−is1s

i−js1s
j−is1 = s1−isj−1

s1s
j−is1s

i−js1s
j−is1 = sj−i

sj−is1s
i−js1s

j−i = s1s
j−is1

sj−i(s1s
i−js1)s

j−i = (s1s
i−js1)

−1

sj−i(s1s
i−js1)s

j−i(s1s
i−js1) = e

(sj−i(s1s
i−js1))

2 = e

(sj−is1(s
j−i)−1s−1

1 )2 = e
[
sj−i, s1

]2
= e

Por último debemos agregar la relación sn = e del Corolario 3.2 , ya que esta fue

utilizada para determinar las relaciones anteriores.

Reemplazando en (3.9) se obtiene la presentación en (3.8) para Sn. �

1.4. Subgrupo Alternador (An).

En lo que sigue, An denota el subgrupo de permutaciones pares de Sn, también

conocido como grupo alternador.

Mediante el método de Reidemeister-Schreier generalizaremos el Ejemplo 2.7

para calcular una presentación del subgrupo An. Para esto utilicemos la presen-

tación de Coxeter de Sn, determinada en la Proposición 3.4.

Tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 3.2. An tiene la siguiente presentación.

〈
y1, . . . ,yk−1,yk+1, . . . ,yn−1 ;

y3k,y
2
j , (yiyi+1)

3

(yiyj)
2, |k − j|, |i− j| > 2

〉
. (3.17)

Demostración. Sabemos que para todo sk ∈ Xn con 1 6 k 6 n − 1,

sk 6∈ An, luego Ansk 6= An = Ane. Como [Sn : An] = |Sn/An| = 2, entonces

Uk :=
{

e, sk

}

es un transversal de Schreier de An en Sn que denotaremos

simplemente U. Observemos que Ansk = Ansi y Ansksi = An para todos k, i =

1, 2, . . . ,n − 1. Ahora debemos explicitar el conjunto de generadores YAn de An

que denotaremos simplemente Yn, el cual es definido como sigue:

Yn :=
{

ux [ux ]
−1

; u ∈ U, x ∈ Xn, ux 6∈ U
}

.

Para esto fijemos 1 6 k 6 n− 1 y notemos que

esi[ esi ]
−1 = sis

−1
k , sksi[ sksi ]

−1 = sksie = sksi, (i = 1, . . . ,n− 1)

lo que nos permite construir la siguiente tabla:

U× Xn s1 s2 s3 · · · sk · · · sn−1

e s1s
−1
k s2s

−1
k s3s

−1
k · · · e · · · sn−1s

−1
k

sk sks1 sks2 sks3 · · · e · · · sksn−1

Por lo tanto se tiene Yn(k) := Y1 ∪ Y2 el que seguimos anotando Yn, donde

Y1 :=
{

yi := sis
−1
k ; i := 1, . . . , k− 1, k+ 1, . . . ,n− 1

}

,

e

Y2 :=
{

zi := sksi ; i := 1, . . . , k− 1, k+ 1, . . . ,n− 1
}

.

Para continuar calculemos el conjunto de relaciones R̂ compuesto por los elemen-

tos conjugados uru−1 con u ∈ U y r ∈ Rn, mediante la siguiente tabla:

U×Rn s2i (sisi+1)
3 (sisj)

2

e s2i (sisi+1)
3 (sisj)

2

sk sks
2
is

−1
k sk(sisi+1)

3s−1
k sk(sisj)

2s−1
k



1. GRUPO SIMÉTRICO (Sn) 99

Luego, el conjunto de relaciones viene dado por R̂(k) :=
⋃6

i=1 R
i
n el que seguiremos

anotando R̂, donde R1
n, R

2
n y R3

n son definidos en (3.1) y

R4
n :=

{

sks
2
is

−1
k ; i := 1, . . . ,n− 1

}

,

R5
n :=

{

sk(sisj)
2s−1
k ; i, j := 1, . . . ,n− 1, |i − j| > 2

}

,

R6
n :=

{

sk(sisi+1)
3s−1
k ; i := 1, . . . ,n− 2

}

.

Como yi = sis
−1
k y zi = sksi, se tiene entonces:

s2i = (yisk)(s
−1
k zi) = yizi, (sisj)

2 = ((yisk)(s
−1
k zj))

2 = (yizj)
2,

(sisi+1)
3 = ((yisk)(s

−1
k zi+1))

3 = (yizi+1)
3,

sks
2
is

−1
k = (sksi)(sis

−1
k ) = ziyi,

sk(sisj)
2s−1
k = sksisjsisjsk = sksisj(s

−1
k sk)sisjs

−1
k = (ziyj)

2,

sk(sisi+1)
3s−1
k = sksisi+1(s

−1
k sk)sisi+1(s

−1
k sk)sisi+1s

−1
k = (ziyi+1)

3.

Aśı, el conjunto de relaciones en Yn es definido como R̂(Yn) :=
⋃6

i=1 Ri, donde

R1 :=
{

yizi ; i = 1, . . . ,n− 1
}

,

R2 :=
{

(yizj)
2 ; i, j = 1, . . . ,n− 1 |i− j| > 2

}

,

R3 :=
{

(yizi+1)
3 ; i = 1, . . . ,n− 2,

}

, R4 :=
{

ziyi ; i = 1, . . . ,n− 1
}

,

R5 :=
{

(ziyj)
2 ; i, j = 1, . . . ,n− 1, |i− j| > 2

}

,

R6 :=
{

(ziyi+1)
3 ; i = 1, . . . ,n− 2

}

.

Nótese que ykzk = (sks
−1
k )(sksk) = es

2
k = s2k, por esto se tiene s2k ∈ R̂, además,

por relaciones en R1 sabemos que zi = y
−1
i para todo i = 1, . . . ,n−1. Por lo tanto

R1 = R4 = {e} y basta tomar Yn = Y1. Reemplazando zi por y
−1
i obtenemos:

R2 =
{

(yiy
−1
j )2 ; i, j = 1, . . . ,n− 1 |i− j| > 2

}

,

R3 =
{

(yiy
−1
i+1)

3 ; i = 1, . . . ,n− 2,
}

,

R5 =
{

(y−1
i yj)

2 ; i, j = 1, . . . ,n− 1, |i− j| > 2
}

,
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R6 =
{

(y−1
i yi+1)

3 ; i = 1, . . . ,n− 2
}

,

pero R6 se obtiene a partir de R3, ya que

(yiy
−1
i+1)

3 = e

yiy
−1
i+1yiy

−1
i+1yiy

−1
i+1 = e

e = yi+1y
−1
i yi+1y

−1
i yi+1y

−1
i

e = yi+1(y
−1
i yi+1)

2y−1
i

yi = yi+1(y
−1
i yi+1)

2

yi(y
−1
i yi+1) = yi+1(y

−1
i yi+1)

3

y−1
i+1yi(y

−1
i yi+1) = (y−1

i yi+1)
3

e = (y−1
i yi+1)

3,

y R5 se obtiene a partir de R2, pues

(yiy
−1
j )2 = e

yiy
−1
j yiy

−1
j = e

e = yj(y
−1
i yj)y

−1
i

yi(y
−1
i yj) = yj(y

−1
i yj)

2

y−1
j yi(y

−1
i yj) = (y−1

i yj)
2

e = (y−1
i yj)

2.

Aśı, obtenemos que R̂ = R2 ∪ R3 y en consecuencia la siguiente presentación:

An =
〈
Y1 ; R2,R3

〉
.

Por último notemos que yk = sks
−1
k = e, reemplazando k por i en R2 y R3

respectivamente, tenemos

(yky
−1
j )2 = e

(y−1
j )2 = e

e = (y−1
j )−2

e = (yj)
2,

(yky
−1
k+1)

3 = e

(y−1
k+1)

3 = e

e = (y−1
k+1)

−3

e = (yk+1)
3,

para todo j = 1, . . . , k− 2, k+ 2, . . . ,n− 1.

Por lo tanto An es presentado como en (3.17). �
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2. Grupo de Heisenberg (Hn)

En lo que sigue, K denota el cuerpo finito Fp, donde p es un número primo.

El grupo de Heisenberg Hn 6 Un (n > 3) sobre K se define como sigue:

Hn :=









1 a b

0 In−2 c

0 0 1


 ; a ∈M1,n−2(K), b ∈ K, c ∈Mn−2,1(K)





,

donde “ 0 ” denota la matŕız nula en su respectiva dimensión.

Nótese que H1 = {1} y H2 ≃ K.

Anotemos cada h ∈ Hn como [a,b, c], donde

h =




1 a b

0 In−2 c

0 0 1


 . (3.18)

Luego, dados h1,h2 ∈ Hn, donde

h1 := [a1,b1, c1], h2 := [a2,b2, c2],

el producto h1h2 en Hn corresponde a: [a1 + a2,b1 + b2 + a1c2, c1 + c2]. En efec-

to,

h1h2 = [a1,b1, c1] · [a2,b2, c2],

=




1 a1 b1

0 In−2 c1

0 0 1







1 a2 b2

0 In−2 c2

0 0 1


 =




1 a1 + a2 b1 + b2 + a1c2

0 In−2 c1 + c2

0 0 1




= [a1 + a2,b1 + b2 + a1c2, c1 + c2] .

Note además que:

[a,b, c]−1 = [−a,ac− b,−c], [a,b, c] = [a, 0, 0][0,b, c].

2.1. Descomposición en Producto Semi-Directo.

Consideremos los siguientes conjuntos A y B de Hn:

A :=
{

[a, 0, 0] ; a ∈ Kn−2

}

, B :=
{

[0,b, c] ; b ∈ K, ct ∈ Kn−2

}

.
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Es claro que A y B son subgrupos de Hn, ya que

[a1, 0, 0][a2, 0, 0]
−1 = [a1 − a2, 0, 0] ∈ A

y

[0,b1, c1][0,b2, c2]
−1 = [0,b1 − b2, c1 − c2] ∈ B.

Lema 3.3. Hn = B⋊A.

Demostración. Nótese que [a,b, c] = [0,b, c][a, 0, 0] y además [a, 0, 0] =

[0,b, c] implica que a = b = c = 0, por lo tanto Hn = AB y A ∩ B = {In}. Basta

probar que BEHn. Sean g ∈ B y h ∈ H definidos como sigue

g := [0, g2, g3], h := [h1,h2,h3],

entonces,

hgh−1 = [h1,h2,h3][0, g2, g3][−h1,h1h3 − h2,−h3],

= [h1,h2 + g2 + h1g3,h3 + g3][−h1,h1h3 − h2,−h3],

= [0, g2 + h1g3, g3 − h2] ∈ B.

Por lo tanto Hn = B⋊A. �

Lema 3.4. Para todo n ∈ N\{0, 1, 2}
1. A ≃ (K,+)n−2.

2. B ≃ (K,+)n−1.

3. Hn ≃ Kn−1
⋊ Kn−2.

Demostración.

1. Sea α : A→ Kn−2 que env́ıa [a, 0, 0] 7→ a. Es claro que α es una función

biyectiva. Aśı, basta probar que α es un homomorfismo:

α([a1, 0, 0][a2, 0, 0]) = α([a1 + a2, 0, 0]) = a1 + a2,

por lo tanto α es un isomorfismo. Luego A ≃ Kn−2.
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2. Sea β : B→ Kn−1 que env́ıa [0,b, c] 7→ (c,b). Nótese que

[0,b1, c1][0,b2, c2] ⇔ b1 = b2, c1 = c2 ⇔ (c1,b1) = (c2,b2),

además, dado x := (x1 . . . , xn−1) ∈ K
n−1 se tiene

β([0, xn−1, (x1, . . . , xn−2)]) = (x1, . . . , xn−2, xn−1) = x.

Por lo tanto β es bien definida y biyectiva, probemos ahora que es un

homomorfismo

β([0,b1 + b2, c1 + c2]) = (c1 + c2,b1 + b2) = (c1,b1) + (c2,b2).

Esto prueba que B ≃ Kn−1 ya que β es un isomorfismo.

3. Por (1) y (2) obtenemos que Hn = A⋉ B ≃ Kn−2
⋉ Kn−1.

�

Como K es un cuerpo finito, conocemos su presentación como grupo ćıclico

(K,+), luego mediante la descomposición anterior (Lema 3.4.3.) podemos calcular

una presentación de Hn utilizando los Corolarios 2.2 y 2.4.

2.2. Presentación de H3.

Por Lema 3.4 tenemos que H3 ≃ K2
⋊ K, donde K = Fp =

〈
c ; cp

〉
para

algún p primo, por Proposición 2.3 obtenemos

K2 =
〈
a,b ; ap,bp, [a,b]

〉
.

Como A ≃ K ≃ Zp podemos escribir los generadores a,b, c como sigue

a =




1 0 1

0 1 0

0 0 1


, b =




1 0 0

0 1 1

0 0 1


, c =




1 1 0

0 1 0

0 0 1


.
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Ya que K2 EH3 consideremos los siguiente conjugados

cac−1 =




1 1 0

0 1 0

0 0 1







1 0 1

0 1 0

0 0 1







1 −1 0

0 1 0

0 0 1


 =




1 1 0

0 1 0

0 0 1


 = a,

cbc−1 =




1 1 0

0 1 0

0 0 1







1 0 0

0 1 1

0 0 1







1 −1 0

0 1 0

0 0 1


 =




1 0 1

0 1 1

0 0 1


 = ab.

Luego, por Corolario 2.4 se tiene la siguiente presentación

H3 =
〈
a,b, c ; ap,bp, cp, [a,b], [c,a], [c,b]a−1

〉
. (3.19)

Observación 3.1. Si K es ahora el anillo Z, las relaciones ap,bp, cp no apa-

recen y obtenemos la presentación encontrada en el Ejemplo 2.6 calculada de

forma directa.

2.3. Caso General.

Sea K = Fp presentado como antes, por Corolario 2.2 podemos ver que Kn−1 y

Kn−2 son presentados de la siguiente manera:

Kn−2 =
〈
ci ; cpi , [cj, ck],

16i6n−2

16j<k6n−2

〉
,

≃
〈
ai ; api , [aj,ak],

16i6n−2

16j<k6n−2

〉
≃ A,

Kn−1 =
〈
ci ; cpi , [cj, ck],

16i6n−1

16j<k6n−1

〉
,

≃
〈
bi ; bpi , [bj,bk],

16i6n−1

16j<k6n−1

〉
≃ B.

Como K ≃ Zp, escribimos los generadores ai,bj como sigue

ai =




1 1i 0

0 In−2 0

0 0 1


, bj =




1 0 0

0 In−2 1j

0 0 1


, bn−1 =




1 0 1

0 In−2 0

0 0 1


,

donde i, j = 1, . . . ,n− 2, 1i, 1
t
j ∈ K

n−2 tal que

1i := ( 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

(i−1)−veces

, 1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

(n−1−i)−veces

), 1j := ( 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

(j−1)−veces

, 1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

(n−2−j)−veces

)t.
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Consideremos los conjugados

aibja
−1
i =




1 1i 0

0 In−2 0

0 0 1







1 0 0

0 In−2 1j

0 0 1







1 −1i 0

0 In−2 0

0 0 1


=




1 0 1i1j

0 In−2 1j

0 0 1




Nótese que 1i1j =

{
0 ; i 6= j

1 ; i = j
, por lo tanto

aibja
−1
i =




1 0 0

0 In−2 1j

0 0 1


 = bj, aibia

−1
i =




1 0 1

0 In−2 1i

0 0 1


 = bn−1bi.

Además

aibja
−1
i =




1 1i 0

0 In−2 0

0 0 1







1 0 1

0 In−2 0

0 0 1







1 −1i 0

0 In−2 0

0 0 1


=




1 0 1i1j

0 In−2 1j

0 0 1




Aśı, obtenemos las siguientes relaciones

aibja
−1
i b

−1
j = e, aibia

−1
i b

−1
i b

−1
n−1 = e, aibn−1a

−1
i b

−1
n−1 = e.

Definamos los conjuntos X,R, S como a continuación

X :=
{

ai, bj ; 16i6n−2

16j6n−1

}

,

R :=
{

api , [aj,ak] ; 16i6n−2

16j<k6n−2

}

∪
{

bpi , [bj,bk] ; 16i6n−1

16j<k6n−1

}

,

S :=
{

[ai,bi]b
−1
n−1, [aj,bk] ;

16i,j6n−2, (j 6=k)
16k6n−1

}

.

Luego, por Corolario 2.4, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Hn =
〈
X ; R, S

〉
.
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3. Grupo Unipotente (Un)

Sea Un el grupo de matrices triangulares superiores con coeficientes en K,

denominado grupo Unipotente, este es definido de la siguiente manera:

Un :=









un−2 (ai) (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


 ;

(ai), (bj) ∈ M(n−2)×1(K)

un−2 ∈ Un−2, bn−1 ∈ K





,

donde “ 0 ” representa la matriz nula en su respectiva dimensión. Nótese que

Um = Hm (m = 1, 2, 3), además si |K| = q, entonces |Un| = q
n(n−1)/2·

Consideremos A,B ⊂ Un definidos como sigue:

A :=









un−2 (ai) 0

0 1 0

0 0 1


 ∈ Un ; un−2 ∈ Un−2, ai ∈ K





,

y B :=









In−2 0 (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


 ∈ Un ; bj,bn−1 ∈ K





.

3.1. Descomposición en Producto Semi-Directo.

Lema 3.6. Un := B⋊A.

Demostración. Primero probaremos que A,B 6 Un. Sean g1, g2 ∈ A defi-

nidos como sigue

g1 :=




un−2 (ai) 0

0 1 0

0 0 1


, g2 :=




vn−2 (ci) 0

0 1 0

0 0 1


,

donde un−2, vn−2 ∈ Un−2, ai, ci ∈ K. Y sean g3, g4 ∈ B de la siguiente forma

g3 :=




In−2 0 (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


, g4 :=




In−2 0 (dj)

0 1 dn−1

0 0 1


 .
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Además notemos que

g−1
2 :=




v−1
n−2 −v−1

n−2(ci) 0

0 1 0

0 0 1


, g−1

4 :=




In−2 0 −(dj)

0 1 −dn−1

0 0 1




Luego, g1g
−1
2 , g3, g

−1
4 ∈ Un ya que

g1g
−1
2 =




un−2v
−1
n−2 −un−2v

−1
n−2(ci) + (ai) 0

0 1 0

0 0 1


,

y g3g
−1
4 =




In−2 0 (bj − dj)

0 1 bn−1 − dn−1

0 0 1


.

Por lo tanto A,B 6 Un. Probemos que BEUn, sean u ∈ Un y g ∈ B tales que

u :=




un−2 (ai) (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


 g :=




In−2 0 (dj)

0 1 dn−1

0 0 1


,

donde un−2 ∈ Un−2, bj,dj,bn−1,dn−1 ∈ K. Entonces

ug =




un−2 (ai) un−2(dj) + (ai)dn−1 + (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


, y

u−1 =




u−1
n−2 −u−1

n−2(ai) u−1
n−2(ai)bn−1 − u

−1
n−2(bj)

0 1 −bn−1

0 0 1


,

como u−1
n−2((ai)bn−1 −

−1 (bj)) ∈M(n−2)×1(K) entonces

ugu−1 =




In−2 0 u−1
n−2(ai)bn−1 − u

−1
n−2(bj)

0 1 0

0 0 1


 ∈ B.

Por lo tanto BEUn. Dados (ai), (bj) ∈M(n−2)×1(K) y bn−1 ∈ K



un−2 (ai) (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


 =




In−2 0 (bj)

0 1 bn−1

0 0 1







un−2 (ai) 0

0 1 0

0 0 1


,



108 3. PRESENTACIONES DE GRUPOS

luego Un = B ·A. Por último nótese que A∩B = ∅ ya que, si u ∈ A∩B, entonces



In−2 0 (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


 = u =




un−2 (ai) 0

0 1 0

0 0 1


,

luego un−2 = In−2, (ai) = 0, (bj) = 0, an−1 = 0, por lo tanto u = In. Aśı hemos

probado que Un = B⋊A. �

Lema 3.7. Para todo n ∈ N\{0, 1}
1. A ≃ Un−1.

2. B ≃ (Kn−1,+).

3. Un ≃ Kn−1
⋊Un−1.

Demostración.

1. Sea α : B→ Un−1 definida por:

α







un−2 (ai) 0

0 1 0

0 0 1





 :=

(
un−2 (ai)

0 1

)
∈ Un−1,

donde un−2 ∈ Un−2 y (ai) ∈ M(n−2)×1. Sean un−2, vn−2 ∈ Un−2 y

(ai), (ci) ∈ M(n−2)×1 tal que un−2 = vn−2 y ai = ci para todo i =

1, . . . ,n− 2, entonces

g1 :=




un−2 (ai) 0

0 1 0

0 0 1


 =




vn−2 (ci) 0

0 1 0

0 0 1


 =: g2, (3.20)

α (g1) =

(
un−2 (ai)

0 1

)
=

(
vn−2 (ci)

0 1

)
= α (g2). (3.21)

Se ve claramente que (3.20) es equivalente con (3.21), Por lo tanto α es

bien definida e inyectiva, ya que solo depende de los elementos defini-

dos anteriormente, por lo mismo α es epiyectiva. Probemos que α es un

homomorfismo

α(g1g2) =

(
un−2vn−2 un−2(ci) + (ai)

0 1

)
=

(
un−2 (ai)

0 1

)(
vn−2 (ci)

0 1

)
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Luego α es un isomorfismo. Aśı A ≃ Un−1.

2. Sea β : Kn−1 → B tal que, para todo (b1, . . . ,bn−1)
t ∈ Kn−1 se define

α







b1
...

bn−1





 :=




In−2 0 (bj)

0 1 bn−1

0 0 1


, con (bj) :=




b1
...

bn−2


.

Como la definición de β depende únicamente de bj (j = 1, . . . ,n− 1), por

el mismo argumento anterior β es bien definida y biyectiva. Probemos que

β es un homomorfismo:

β







b1 + d1
...

bn−1 + dn−1





 =




In−2 0 (bj + dj)

0 1 bn−1 + dn−1

0 0 1


,

=




In−2 0 (bj)

0 1 bn−1

0 0 1







In−2 0 (dj)

0 1 dn−1

0 0 1


.

Por lo tanto β es un isomorfismo. Aśı B ≃ Kn−1.

3. Por Lema 3.6, (1) y (2) se tiene que Un = B⋊A ≃ Kn−1
⋊Un−1.

�

Observación 3.2. Note que, por Lema 3.7.3, podemos obtener una descom-

posición generalizada de Un de la siguiente manera:

Un ≃ Kn−1
⋊Un−1,

≃ Kn−1
⋊ (Kn−2

⋊ (· · ·⋊ (K3
⋊U3))) ,

≃ Kn−1
⋊ (Kn−2

⋊ (· · ·⋊ (K3
⋊H3))) ,

≃ Kn−1
⋊ (Kn−2

⋊ (· · ·⋊ (K3
⋊ (K2

⋊H2)))) ,

≃ Kn−1
⋊ (Kn−2

⋊ (· · ·⋊ (K3
⋊ (K2

⋊ K)))) .

(3.22)

Aśı, mediante el método para calcular presentaciones de un producto semi-directo

(Corolario 2.4), podemos calcular una presentación de Un conociendo la presen-

tación de U3 = H3. Más aún, como H2 ≃ K basta conocer la presentación de

(K,+) la cual en nuestro caso (finito) es sencilla.
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3.2. Presentación de U4 y U5.

A modo de ejemplo estudiaremos los casos n = 4, 5 para luego determinar, el

Teorema 3.9, una presentación de Un para todo n ∈ N\{0, 1}. Los casos n =

4, 5 serán de utilidad para demostrar el Teorema 3.9, el cual se demuestra por

inducción sobre n.

Por Lema 3.7.3., U4 ≃ K
3
⋊U3, también sabemos que U3 es presentado como

en (3.19) y por Corolario 2.2, K3 tiene la presentación que sigue:

K3 ≃
〈
x,y, z ; xp,yp, zp, [x,y], [x, z], [y, z]

〉
.

Digamos R :=
{

xp,yp, zp, [x,y], [x, z], [y, z]
}

. Como K = Fp ≃ Zp podemos

considerar los generadores de K3 y U3 de forma matricial

x =




1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



, y =




1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1



, z =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1



,

a =




1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



, b =




1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



, c =




1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1



.

Nótar que al conjugar cada uno de los elementos x,y, z por cada a,b, c obtenemos

las siguientes relaciones

axa−1 = x, aya−1 = xy, aza−1 = z,

bxb−1 = x, byb−1 = y, bzb−1 = xz,

cxc−1 = x, cyc−1 = y, czc−1 = yz.

(3.23)

Denotemos por S el conjunto de elementos en (3.23). Luego, usando Corolario

2.4, el grupo U4 tiene la siguiente presentación:

U4 ≃
〈
a,b, c, x,y, z ; ap,bp, cp, [a,b], [c,a], [c,b]a−1,R, S

〉
. (3.24)

Digamos V :=
{

ap,bp, cp, [a,b], [c,a], [c,b]a−1,R, S
}

.
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Como U5 ≃ K4
⋊ U4, podemos encontrar una presentación de U5 ocupando

(3.24). Para esto consideremos cada vi (i = 1, . . . , 6) como una matriz de 5× 5

v1 =




1 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



, v2 =




1 0 1 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



, v3 =




1 0 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



,

v4 =




1 0 0 1 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



, v5 =




1 0 0 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



, v6 =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



.

Nuevamente por Corolario 2.2, se sigue que K4 es presentado como sigue:

K4 ≃

〈
k1, k2, k3, k4 ;

kp1 , k
p
2 , k

p
3 , k

p
4 .[k1, k2], [k1, k3],

[k2, k3], [k1, k4], [k2, k4], [k3, k4]

〉
,

≃
〈
k1, k2, k3, k4 ; kp1 , k

p
2 , k

p
3 , k

p
4 , [ki, kj], 1 6 i < j 6 4

〉
.

y también consideremos cada ki (i = 1, 2, 3, 4) de forma matricial

k1 =




1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



, k2 =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



,

k3 =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1



, k4 =




1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0 1



.
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Al conjugar los generadores uikju
−1
i obtenemos las siguientes relaciones

u1k1u
−1
1 = k1, u1k2u

−1
1 = k1k2, u1k3u

−1
1 = k3, u1k4u1 = k4,

u2k1u
−1
2 = k1, u2k2u

−1
2 = k2, u2k3u

−1
2 = k1k3, u2k4u2 = k4,

u3k1u
−1
3 = k1, u3k2u

−1
3 = k2, u3k3u

−1
3 = k2k3, u3k4u3 = k4,

u4k1u
−1
4 = k1, u4k2u

−1
4 = k2, u4k3u

−1
4 = k3, u4k4u4 = k1k4,

u5k1u
−1
5 = k1, u5k2u

−1
5 = k2, u5k3u

−1
5 = k3, u5k4u5 = k2k4,

u6k1u
−1
6 = k1, u6k2u

−1
6 = k2, u6k3u

−1
6 = k3, u6k4u6 = k3k4.

(3.25)

Sea T el conjunto de relaciones en (3.25) y sean

R :=






vp1 , v
p
2 , v

p
3 , [v1, v5]v

−1
4 , [v2, v6]v

−1
4 , [v3, v6]v

−1
5 , [v3, v2]v

−1
1 ,

[v1, v2], [v1, v3], [v1, v4], [v1, v6], [v2, v4], [v2, v5], [v3, v4], [v3, v5]





,

y

S :=






kp1 , k
p
2 , k

p
3 , k

p
4 , [k1, k2], [k1, k3],

[k2, k3], [k1, k4], [k2, k4], [k3, k4]





.

Luego, por Corolario 2.4, obtenemos la siguiente presentación

U5 =
〈
v1, v2, v3, v4, v5, v6, k1, k2, k3, k4 ; R, S, T ,V

〉
. (3.26)

3.3. Caso General.

Lema 3.8. Un puede ser generado por n(n− 1)/2 elementos.

Demostración. Anotemos gen(G) la cantidad de generadores de cualquier

grupo G. Por Lema 3.7.3. sabemos que Un ≃ Kn−1
⋊Un−1, luego por Corolario

2.4, gen(Un) = gen(Un−1) + gen(Kn−1). Sabemos que K = Fp, entonces por

Corolario 2.2, gen(Kn−1) = n− 1. Recordando la descomposición en Observación

3.2 aplicaremos inducción sobre n para probar el lema. Sabemos que U1 = {e} y

U2 ≃ K = Fp por lo tanto

gen(U1) = 0 =
1(1− 1)

2
, (n = 1), gen(U2) = 1 =

2(2− 1)

2
, (n = 2).

Supongamos que gen(Un−1) = (n− 1)(n− 2)/2 entonces

gen(Un) =
(n− 1)(n− 2)

2
+ (n− 1) =

n2 − n

2
=
n(n− 1)

2
.
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�

Proposición 3.7. Sean los grupos Kn−1 y Un−1 presentados como sigue:

Kn−1 =
〈
yi ; ypi , [yj,yk],

16i6n−1

16j<k6n−1

〉
,

Un−1 =
〈
Xn−1 ; Rn−1

〉
,

donde Xn−1 :=
{

xi ; 1 6 i 6 (n− 1)(n− 2)/2
}

.

Entonces, el conjunto Vn de elementos conjugados xiyjx
−1
i es igual al siguien-

te subconjunto de Kn−1

{

[ai,j,yk], [ai,j,yj]y
−1
i ; 16i<j6n−1

16k6n−1, (j 6=k)

}

. (3.27)

Demostración. Para comenzar consideremos la siguiente matriz de dimen-

sión n − 1. Nótese que la cantidad de elementos ai,j sobre la diagonal es igual a

la cantidad de ceros bajo la diagonal

a :=




1 a1,2 a1,3 · · · a1,n−1

0 1 a2,3 · · · a2,n−1

...
. . .

. . .
. . .

...

0 0 0 1 an−2,n−1

0 0 0 0 1




. (3.28)

Como a tiene (n − 1)2-elementos y su diagonal (n − 1)-elementos, entonces la

cantidad de ceros es:

∣∣∣
{

ai,j ; 1 6 i < j 6 n− 1
}∣∣∣ = ((n− 1)2 − (n− 1))

2
=

(n− 1)(n− 2)

2
,

que es la misma cantidad de elementos de Xn−1, por lo tanto podemos presentar

Un−1 con generadores ai,j (1 6 i < j 6 n−1). Como K = Fp ≃ Zp, por Lema 3.6

podemos considerar los elementos generadores ai,j e yi de la siguiente manera:

ai,j :=


 qi,j 0

0 1


 , yi :=


 In−1 1i

0 1


 ,
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donde qi,j es igual a la matŕız identidad de dimensión n − 1 salvo que en la

posición (i, j) tiene un 1, y 1i := ( 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

(i−1)−veces

, 1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

(n−1−i)−veces

)t. Con lo anterior

podemos calcular los elementos conjugados ai,jyka
−1
i,j como sigue

ai,jyka
−1
i,j =


 qi,j qi,j1k

0 1




 q−1

i,j 0

0 1


 =


 In−1 qi,j1k

0 1


 ,

donde qi,j1k = 1k si j 6= k y es igual a 1i + 1j en caso contrario.

Por lo tanto se tiene lo siguiente:

ai,jyka
−1
i,j =


 In−1 1k

0 1


 = yk, ai,jyja

−1
i,j =


 In−1 1i + 1j

0 1


 = yiyj.

Tenemos las relaciones

ai,jyka
−1
i,jy

−1
k = e, ai,jyja

−1
i,j y

−1
j y

−1
i = e.

Esto concluye la demostración. �

Por Corolario 2.2 sabemos que Km =
〈
Ym ; Tm

〉
, donde

Ym :=
{

y1, . . . ,ym

}

, Tm :=
{

ypi , [yj,yk] ; 16i6n,
16j<k6n

}

. (3.29)

Además, U2 ≃ K =
〈
Y1 ; T1

〉
. Utilizando la descomposición de Un en la

Observación 3.2 podemos determinar una presentación para Un.

Más precisamente:

Teorema 3.9. Un tiene la siguiente presentación.

〈
Y1, . . . , Yn−1 ; T1, . . . , Tn−1,V3, . . . ,Vn

〉
.

Demostración. Para probar el teorema ocuparemos inducción sobre n ya

que particularmente conocemos los casos n = 1, 2, 3, 4. Primero es necesario notar

que V1 = V2 = ∅, esto es claro al intentar construir la matriz en (3.28). Los casos
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triviales son U1 y U2, ocupando la presentación de U3 en (3.19) se tiene

U3 ≃
〈
a,b, c ; ap,bp, cp, [a,b], [c,a], [c,b]a−1

〉
,

≃
〈
y1,y2,a1,2 ; yp1 ,y

p
2 ,a

p
1,2, [y1,y2], [a1,2,y1], [a1,2,y2]y

−1
1

〉
,

=
〈
a1,2, Y2 ; ap1,2, T2,V3

〉
,

=
〈
Y1, Y2 ; T1, T2,V3

〉
,

ya que U2 ≃ K =
〈
y1 ; yp1

〉
≃
〈
a1,2 ; ap1,2

〉
y

T2 =
{

yp1 ,y
p
2 , [y1,y2]

}

, V3 =
{

[a1,2,y1], [a1,2,y2]y1
−1

}

.

Para n = 4 utilicemos la presentación en (3.24) como sigue

U4 ≃
〈
a,b, c, x,y, z ; ap,bp, cp, [a,b], [c,a], [c,b]a−1,R, S

〉
,

≃
〈
Y1, Y2, Y3 ; T1, T2, T3,V3,V4

〉
,

donde T3 = R, V4 = S, y

Y1 =
{

c

}

, Y2 =
{

a,b
}

, Y3 =
{

x,y, z
}

,

V3 =
{

[c,a], [c,b]a−1

}

, T1 =
{

cp
}

, T2 =
{

ap,bp, [a,b]
}

.

Nótese que al definir los conjuntos Yi, Ti,Vj basta tomar conjuntos en correspon-

dencia biyectiva. Ahora supongamos válido el teorema hasta n− 1 y probaremos

para n. Por Lema 3.7 sabemos que Un ≃ Kn−1
⋊Un−1, además respectivamente

por Corolario 2.2 e hipótesis inductiva se tiene

Kn−1 ≃
〈
Yn−1 ; Tn−1

〉
,

Un−1 ≃
〈
Y1, . . . , Yn−2 ; T1, . . . , Tn−2,V1, . . . ,Vn−1

〉
.
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Aśı, por Corolario 2.4 se obtiene que

Un ≃ Kn−1
⋊Un−1,

≃
〈
Y1, . . . , Yn−2, Yn−1 ; T1, . . . , Tn−2, Tn−1,V1, . . . ,Vn−1,Vn

〉
,

=
〈
Y1, . . . , Yn−1 ; T1, . . . , Tn−1,V1, . . . ,Vn

〉
.

(3.30)

Notar que

n−1⋃

k=1

Yk =
{

ai,j ; 1 6 i < j 6 n

}

. Esto concluye la demostración.

�



Caṕıtulo 4

Grupo de Trenzas Puras (Pn)

1. Trenzas

1.1. Grupo de Trenzas (Bn).

Definición 4.1. Sea n un entero positivo. Denotemos por Bn el grupo de

trenzas de n-cuerdas. Es decir, Bn es el grupo presentado con generadores

σ1,σ2, . . . ,σn−1, (4.1)

y las relaciones

{
σiσj = σjσi ; i, j = 1, . . . ,n− 1, |i− j| > 1,

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ; i = 1, . . . ,n − 2.
(4.2)

Éstas relaciones son llamadas relaciones de trenzas.

Se conviene que B1 := {e}.

Observación 4.1. Nótese que B2 es un grupo ćıclico infinito isomorfo a Z y

Bn no es conmutativo para n > 3.

Proposición 4.1. La siguiente aplicación es un epimorfismo de grupos

π : Bn → Sn, π(σi) := si, (i = 1, . . . ,n− 1). (4.3)

El cual se llama epimorfismo canónico de Bn en Sn.

Demostración. Sea X el conjunto de generadores σi de Bn. Definamos la

aplicación ϕ : X→ Sn, tal que ϕ(σi) := si. Nótese que al aplicar ϕ a cada σi en

las relaciones de trenzas, obtenemos relaciones en la presentación de Coxeter de

117
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Sn. Por Proposición 2.2 existe ϕ̃ : Bn → Sn, denotada π, que extiende a ϕ, esto

es π ◦ ι̂BnX ◦ ι
L(X)
X = ϕ (π|X = ϕ). En un diagrama conmutativo

X

ιBnX

ι
L(X)

X

ϕ

L(X)

ϕ̂
ι̂BnX

Sn Bn
π

Sea si1 · · · sim ∈ Sn, existe σi1 · · ·σim ∈ Bn tal que

π(σi1 · · ·σim) = π(σi1) · · ·π(σim) = ϕ(σi1) · · ·ϕ(σim) = si1 · · · sim .

Esto demuestra que π es un epimorfismo. �

Definición 4.2. El homomorfismo π definido en (4.3) se llama proyección de

Bn en Sn.

Mediante la Proposición 2.2 es fácil ver que la aplicación de Bn en Bn+1 que

env́ıa σi 7→ σi es un monomorfismo de grupos. Esta es llamada inclusión natural

y se denota ι. Aśı, tenemos la siguiente cadena de inclusiones de grupos:

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bk ⊂ Bk+1 ⊂ · · · (4.4)

Geométricamente podemos representar cada σi, respectivamente σ−1
i , mediante

el siguiente diagrama:

· · · · · ·

σi

1 i−1 i i+1 i+2 n

· · · · · ·

σ−1
i

1 i−1 i i+1 i+2 n
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· · · · · ·

σi+1σi

1 i−1 i i+1 i+2 i+3 n

Para obtener más información acerca de la construcción geométrica de Bn se

recomienda ver [Kas08] y [Kur99].

1.2. Grupo de Trenzas Puras (Pn).

Definición 4.3. El grupo de trenzas puras de n-cuerdas, denotado Pn, es el

núcleo de la proyección π de Bn en Sn, en (4.3), esto es:

Pn := Ker(π) =
{

β ∈ Bn ; π(β) = e

}

.

Los elementos de Pn son llamados trenzas puras y pueden ser representados

geométricamente como las trenzas en que cada cuerda con inicio en el lugar i

termina en el mismo lugar i, para todo i = 1, . . . ,n. A continuación un ejemplo

de trenza pura:

· · · · · · · · ·

1 i−1 i i+1 j−1 j j+1 n

σj−1σj−2 · · ·σi+1σ
2
iσ

−1
i+1 · · ·σ

−1
j−2σ

−1
j−1

(4.5)

Este elemento se denota τi,j, posteriormente veremos que los elementos τi,j forman

un sistema de generadores del grupo de Trenzas Puras.

Nótese que Pn es un subgrupo normal de Bn. Además:

Bn/Pn ≃ Sn, [Bn : Pn] = n!.

Esto nos permitirá determinar un transversal de Schreier para Bn según Pn,

el cual será usado para calcular una presentación para Pn, según el método de

Reidemeister-Schreier.
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2. Una Presentación del Grupo de Trenzas Puras

En lo que sigue estudiaremos como determinar una presentación para el grupo

de Trenzas Puras Pn guiados por el trabajo realizado por Kunio Murasugi y Boh-

dan I. Kurpita. Para esto comencemos definiendo un conjunto (grupo), denotado

Ln, el cual nos permitirá calcular inductivamente esta presentación.

Definición 4.4. Para todo 1 6 k 6 n se define el siguiente conjunto:

Lk :=
{

β ∈ Bn ; π(β)(i) = i, k 6 i 6 n

}

. (4.6)

Lema 4.1. Lk es un grupo, más aún Lk 6 Lk+1.

Demostración. Es claro que Lk 6= ∅, ya que e ∈ Lk. Consideremos β1,β2 ∈

Lk, como π(β1)(i) = π(β2)(i) = i para todo i = k, . . . ,n, entonces:

π(β1β
−1
2 )(i) = π(β1)(π(β2)

−1(i)) = π(β1)(i) = i.

Luego Lk 6 Bn, es claro además que Lk ⊂ Lk+1, por lo tanto Lk 6 Lk+1. �

2.1. Presentación de Ln.

A continuación calcularemos una presentación del grupo Ln, para luego, me-

diante esta misma, determinar una presentación del grupo Ln−1.

Lema 4.2.

1. [Bn : Ln] = n.

2. Los siguientes elementos ui, forman un transversal de Schreier para Bn

según Ln

ui := σn−1σn−2 · · ·σn−i+1, (1 6 i 6 n). (4.7)

Demostración. Consideremos β1,β2 ∈ Bnentonces::

β1Ln = β2Ln ⇔ β1β
−1
2 ∈ Ln,

⇔ π(β1β
−1
2 )(n) = n,

⇔ π(β1)(n) = π(β2)(n).



2. UNA PRESENTACIÓN DEL GRUPO DE TRENZAS PURAS 121

Como π(β1)(n) se encuentra entre 1 y n, entonces [Bn : Ln] = n.

Llamemos U el conjunto de elementos en (4.7). Notemos lo siguiente:

π(ui) = π(σn−1σn−2 · · ·σn−i+1),

= sn−1sn−2 · · · sn−i+1,

= (n− 1 n)(n− 2 n− 1) · · · (n− i+ 1 n− i+ 2),

= (n n− 1)(n− 1 n− 2) · · · (n− i+ 2 n− i+ 1),

= (n n− i+ 1).

Por lo tanto π(ui)(n) = n − i+ 1, como 1 6 i 6 n entonces 1 6 n − i+ 1 6 n.

Luego, U es un sistema de representantes de Ln en Bn. Es claro que U ∈ (PS),

además u1 = e. Aśı, U es un transversal de Schreier para Bn según Ln. �

Con lo anterior tenemos todos los ingredientes para determinar una presen-

tación del subgrupo Ln mediante el método de Reidemeister-Schreier. Primero

calcularemos un sistema de generadores para Ln según Bn, es decir, calcularemos

los elementos uσ±1
i [uσ±1

i ]−1 del Lema 1.17, donde u ∈ U e i = 1, . . . ,n− 1.

Lema 4.3. El subgrupo Ln es generado por los siguientes elementos:

σ1, . . . ,σn−2, a1, . . . ,an−1, (4.8)

donde

aj := (σn−1 · · ·σj+1)σ
2
j(σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−1), (1 6 j 6 n− 1). (4.9)

Demostración. Calculemos primero los representantes de clase [uiσj ], nóte-

se antes que π(σj)(n) 6= n, si y sólo śı, j 6= n− 1.

Distingamos cuatro casos:

Caso 1: Si j < n − i. Como i > 1 entonces j 6= n− 1, tenemos:

π
(
uiσ

±1
j

)
(n) = π

(
σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
j

)
(n),

= (sn−1sn−2 · · · sn−i+1sj)(n),

= (sn−1sn−2 · · · sn−i+1)((sj)(n)),

= (sn−1sn−2 · · · sn−i+1)(n),

= n − i+ 1.
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Por lo tanto
[
uiσ

±1
j

]
= ui = σn−1σn−2 · · ·σn−i+1.

Caso 2: Si j > n − i+ 1. Notar que |(j − 1) − (n− i+ 1)| > 2, tenemos:

π
(
uiσ

±1
j

)
(n) = π

(
σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
j

)
(n),

= (sn−1sn−2 · · · sn−i+1sj)(n),

= (sn−1sn−2 · · · sjsj−1sj · · · sn−i+1)(n),

= (sn−1sn−2 · · · sj−1sjsj−1 · · · sn−i+1)(n),

= (sj−1sn−1sn−2 · · · sn−i+1)(n),

= sj−1(n− i+ 1),

= n− i+ 1.

Por lo tanto
[
uiσ

±1
j

]
= ui = σn−1σn−2 · · ·σn−i+1.

Caso 3: Si j = n − i, entonces:

π
(
uiσ

±1
j

)
(n) = π

(
σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
j

)
(n),

= π
(
σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
n−i

)
(n),

= π
(
σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1

n−(i+1)+1

)
(n),

= (sn−1sn−2 · · · sn−i+1sn−(i+1)+1)(n),

= n− (i+ 1) + 1,

= j.

Por lo tanto
[
uiσ

±1
j

]
= ui+1 = un−j+1 = σn−1σn−2 · · ·σj+1σj.

Caso 4: Si j = n − i+ 1, entonces

π
(
uiσ

±1
j

)
(n) = π

(
σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
j

)
(n),

= π
(
σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
n−i+1

)
(n),

= (sn−1sn−2 · · · sn−i+1sn−i+1)(n),

= (sn−1sn−2 · · · sn−i+2)(n),

= (sn−1sn−2 · · · sn−(i−1)+1)(n),

= n − i+ 2,

= j + 1.

Por lo tanto
[
uiσ

±1
j

]
= ui−1 = un−j = σn−1σn−2 · · ·σj+1.
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Luego, los representantes de clase son:

[
uiσ

±1
j

]
=






ui = σn−1 · · ·σn−i+1 ; j < n− i, o j > n− i + 1,

ui+1 = σn−1 · · ·σj ; j = n− i,

ui−1 = σn−1 · · ·σj+1 ; j = n− i+ 1.

(4.10)

Calculemos ahora el sistema de generadores para Ln en cuatro posibles casos:

Caso 1: Si j < n − i, entonces:

uiσ
±1
j

[
uiσ

±1
j

]−1
= σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
j σ

−1
n−i+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σ±1
j σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

−1
n−i+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σ±1
j .

Caso 2: Si j > n − i+ 1, entonces:

uiσ
±1
j

[
uiσ

±1
j

]−1
= σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

±1
j σ

−1
n−i+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σn−1σn−2 · · ·σjσj−1σ
±1
j · · ·σn−i+1σ

−1
n−i+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σn−1σn−2 · · ·σ
±1
j−1σjσj−1 · · ·σn−i+1σ

−1
n−i+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σ±1
j−1σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

−1
n−i+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σ±1
j−1.

Caso 3: Si j = n − i, entonces:

uiσj [uiσj ]
−1

= σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σjσ
−1
j σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σn−1σn−2 · · ·σj+1σjσ
−1
j σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= e.

uiσ
−1
j

[
uiσ

−1
j

]−1
= σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

−1
j σ

−1
j σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σn−1σn−2 · · ·σj+1σ
−2
j σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= a−1
j .

Caso 4: Si j = n − i+ 1, entonces:

uiσj [uiσj ]
−1

= σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σjσ
−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σn−1σn−2 · · ·σj+1σjσjσ
−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= (σn−1σn−2 · · ·σj+1)σ
2
j(σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1),

= aj.
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uiσ
−1
j

[
uiσ

−1
j

]−1
= σn−1σn−2 · · ·σn−i+1σ

−1
j σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= σn−1σn−2 · · ·σj+1σjσ
−1
j σ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2σ

−1
n−1,

= e.

Por lo tanto Ln es generado por los siguientes elementos:

uiσj [uiσj ]
−1

=






σj ; j < n− i,

σj−1 ; j > n− i + 1,

e ; j = n− i,

aj ; j = n− i + 1.

(4.11)

uiσ
−1
j

[
uiσ

−1
j

]−1
=






σ−1
j ; j < n − i,

σ−1
j−1

; j > n − i+ 1,

a−1
j ; j = n − i,

e ; j = n − i+ 1.

(4.12)

Como 1 6 i 6 n, entonces

0 6 n− i 6 n − 1, 1 6 n− i+ 1 6 n.

Luego, por Lema 1.18, los elementos en (4.11), generan a Ln, estos son:

σ1, . . . ,σn−2, a1, . . . ,an−1.

Esto demuestra el lema. �

Por Lema 4.3 sabemos que Ln está generado por los elementos σi y aj. Luego,

para determinar una presentación de Ln, basta encontrar el conjunto de relaciones

R en (4.14), utilizando el método de Reidemeister Schreier. Aśı, debemos calcular

los elementos uru−1 del Corolario 2.3, con u ∈ U y r variando en las relaciones

de Bn. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.4. El grupo Ln tiene la siguiente presentación:

Ln =
〈
σ1, . . . ,σn−2,a1, . . . ,an−1 ; R

〉
, (4.13)
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donde R viene dado por las siguientes relaciones:





(1) σjσk = σkσj ; |j− k| > 1,

(2) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ; i = 1, . . . ,n − 3,

(3) σiajσ
−1
i = aj ; j 6= i, i+ 1,

(4) σiaiσ
−1
i = ai+1 ; i = 1, . . . ,n − 2,

(5) σiai+1σ
−1
i = a−1

i+1
aiai+1 ; i = 1, . . . ,n − 2.

(4.14)

Demostración. (ver Apéndice A) �

Observación 4.2. Nótese que tenemos la siguiente cadena de inclusiones:

Bn ⊃ Ln ⊃ Ln−1 ⊃ · · · ⊃ Lk+1 ⊃ Lk ⊃ · · · ⊃ L2 ⊃ L1 = Pn,

además L1 = L2 = Pn.

Nuestro objetivo principal es determinar una presentación para el grupo de

Trenzas Puras Pn. Por lo tanto, a continuación calcularemos una presentación del

grupo Ln−1, de esta manera podremos generalizar inductivamente, como son los

generadores y relaciones para cualquier k entre 1 y n. En particular, determina-

remos una presentación para L1 = P1.

2.2. Presentación de Ln−1.

Antes de comenzar a calcular una presentación de Ln−1, estudiemos en general,

cual es el ı́ndice y de que forma es un transversal de Schreier para Lk+1 según Lk.

Lema 4.5.

1. [Lk+1 : Lk] = k, para todo k = 1, . . . ,n− 1.

2. Lo siguientes elementos wk,i forman un transversal de Schreier para Lk+1

según Lk.

wk,i := σk−1σk−2 · · ·σi, wk,k := e, (1 6 i 6 k). (4.15)

Demostración. Veamos la primera afirmación. Consideremos β1,β2 ∈ Lk+1,

entonces:

β1Lk = β2Lk ⇔ π(β1β
−1
2 )(k) = k,

⇔ π(β1)(k) = π(β2)(k).
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Como π(β1)(t) = t para todo k < t 6 n, se tiene 1 6 π(β1) 6 k, por lo tanto

[Lk+1 : Lk] = k.

Para demostrar la segunda afirmación notemos lo siguiente:

π(wk,i) = π(σk−1σk−2 · · ·σi),

= π(σk−1)π(σk−2) · · ·π(σi),

= sk−1sk−2 · · · si,

= (k − 1 k)(k − 2 k − 1) · · · (i i+ 1),

= (k k− 1)(k− 1 k − 2) · · · (i+ 1 i),

= (k i).

Es claro ahora que los elementos wk,i forman un transversal de Schreier para

Lk+1 según Lk. Luego el lema queda demostrado. �

Definición 4.5. Para 1 6 i < j 6 n se define el siguiente elemento:

τi,j := (σj−1σj−2 · · ·σi+1)σ
2
i(σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
j−2σ

−1
j−1). (4.16)

Por convención τj,j := e.

Observación 4.3. Para todo i = 1, . . . ,n− 1 se tiene:

wn,i = un−i+1, τi,n = ai.

El siguiente es un lema técnico, el cual nos ayudará en el resto de este caṕıtulo.

Lema 4.6. Tenemos:

1. Si 1 6 r < s < i < j 6 n o 1 6 r < i < j < s 6 n, entonces:

τ±1
i,j τ

±1
r,s = τ

±1
r,sτ

±1
i,j . (4.17)

2. Si 1 6 r < i < s < j 6 n, entonces:

σs−1σs−2 · · ·σrτ
±1
i,j σ

−1
r · · ·σ−1

s−2σ
−1
s−1 = τ

−1
s,jτ

±1
i−1,jτs,j. (4.18)

3. Si 1 6 i < k < j 6 n, entonces:

σk−1σk−2 · · ·σiτ
±1
i,j σ

−1
i · · ·σ−1

k−2σ
−1
k−1 = τ

±1
k,j. (4.19)
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4. Si 1 6 i < t < k < j 6 n, entonces:

σk−1σk−2 · · ·σtτ
±1
i,j σ

−1
t · · ·σ−1

k−2σ
−1
k−1 = τ

±1
i,j . (4.20)

Demostración.

1. Si 1 6 r < s < i < j 6 n, entonces

r < r+ 1 < · · · < s− 1 < s < i < i+ 1 < · · · < j− 1 < j.

Notemos que para r+ 1 6 a 6 s − 1 y i+ 1 6 b 6 j− 1, se tiene

|a− b| > 3, |a− i| > 2, |r− b| > 3, |r− i| > 2.

Aśı, se obtiene lo requerido.

τ±1
i,j τ

±1
r,s = (σj−1 · · ·σi+1)σ

±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1)(σs−1 · · ·σr+1)σ

±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1),

= (σs−1 · · ·σr+1)σ
±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1)(σj−1 · · ·σi+1)σ

±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1),

= τ±1
r,sτ

±1
i,j .

Si 1 6 r < i < j < s 6 n. Notemos que para todo i 6 k 6 j− 1 se tiene

τ±1
r,sσ

±1
k = (σs−1 · · ·σr+1)σ

±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1)σ

±1
k ,

= (σs−1 · · ·σr+1)σ
±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
k σ

−1
k+1σ

±1
k · · ·σ−1

s−1),

= (σs−1 · · ·σr+1)σ
±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
±1
k+1σ

−1
k σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
s−1),

= (σs−1 · · ·σk+1σkσ
±1
k+1 · · ·σr+1)σ

±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1),

= (σs−1 · · ·σ
±1
k σk+1σk · · ·σr+1)σ

±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1),

= σ±1
k (σs−1 · · ·σr+1)σ

±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1),

= σ±1
k τ

±1
r,s.

Por lo tanto

τ±1
r,sτ

±1
i,j = (σs−1 · · ·σr+1)σ

±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1)(σj−1 · · ·σi+1)σ

±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σi+1)σ
±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1)(σs−1 · · ·σr+1)σ

±2
r (σ−1

r+1 · · ·σ
−1
s−1),

= τ±1
i,j τ

±1
r,s.
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2. Si 1 6 r < i < s < j 6 n, entonces:

τ−1
s,jτ

±1
i−1,jτs,j = (σj−1 · · ·σs+1)σ

−2
s (σ−1

s+1 · · ·σ
−1
j−1)(σj−1 · · ·σi)σ

±2
i−1(σ

−1
i · · ·σ−1

j−1)

(σj−1 · · ·σs+1)σ
2
s(σ

−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi)σ

±2
i−1(σ

−1
i · · ·σ−1

s−1)σs(σ
−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi)σ

±1
i−1(σs · · ·σrσ

−1
r · · ·σ−1

s )σ±1
i−1

(σ−1
i · · ·σ−1

s−1)σs(σ
−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi)(σs · · ·σ

±1
i−1σiσi−1 · · ·σrσ

−1
r · · ·

σ−1
i−1σ

−1
i σ

±1
i−1 · · ·σ

−1
s )(σ−1

i · · ·σ−1
s−1)σs(σ

−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi)(σs · · ·σiσi−1σ

±1
i · · ·σrσ

−1
r · · ·

σ±1
i σ

−1
i−1σ

−1
i · · ·σ−1

s )(σ−1
i · · ·σ−1

s−1)σs(σ
−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi)(σs · · ·σrσ

±2
i σ

−1
r · · ·σ−1

s )

(σ−1
i · · ·σ−1

s−1)σs(σ
−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi+1)(σs · · ·σiσi+1σi · · ·σrσ

±2
i σ

−1
r

· · ·σ−1
i σ

−1
i+1σ

−1
i · · ·σ−1

s )(σ−1
i · · ·σ−1

s−1)σs(σ
−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi+1)(σs · · ·σi+1σiσi+1 · · ·σrσ

±2
i σ

−1
r

· · ·σ−1
i+1σ

−1
i σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
s )(σ−1

i · · ·σ−1
s−1)σs(σ

−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s (σs−1 · · ·σi+1)(σs · · ·σi+1σi · · ·σrσi+1σ

±2
i

σ−1
i+1σ

−1
r · · ·σ−1

i σ
−1
i+1 · · ·σ

−1
s )(σ−1

i · · ·σ−1
s−1)σs(σ

−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

...

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s σs−1σsσs−1σs−2 · · ·σr(σs−1 · · ·σi+1)σ

±2
i

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
s−1)σ

−1
r · · ·σ−1

s−2σ
−1
s−1σ

−1
s σ

−1
s−1σs(σ

−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s σsσs−1σsσs−2 · · ·σr(σs−1 · · ·σi+1)σ

±2
i

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
s−1)σ

−1
r · · ·σ−1

s−2σ
−1
s σ

−1
s−1σ

−1
s σs(σ

−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σ
−1
s σsσs−1σs−2 · · ·σr(σs · · ·σi+1)σ

±2
i

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
s )σ−1

r · · ·σ−1
s−2σ

−1
s−1σ

−1
s σs(σ

−1
s+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σs+1)σs−1σs−2 · · ·σr(σs · · ·σi+1)σ
±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
s )

σ−1
r · · ·σ−1

s−2σ
−1
s−1(σ

−1
s · · ·σ−1

j−1),

= σs−1 · · ·σr(σj−1 · · ·σi+1)σ
±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1)σ

−1
r · · ·σ−1

s−1,

= σs−1σs−2 · · ·σrτ
±1
i,j σ

−1
r · · ·σ−1

s−2σ
−1
s−1.
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3. Si 1 6 i < k < j 6 n, entonces:

τ±1
k,j = (σj−1 · · ·σk+1)σ

±2
k (σ−1

k+1 · · ·σ
−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σ
±1
k (σk−1σkσ

−1
k σ

−1
k−1)σ

±1
k (σ−1

k+1 · · ·σ
−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1σkσ
±1
k−1σ

±1
k−1σ

−1
k σ

−1
k−1(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1σkσ
±1
k−1(σk−2σk−1σ

−1
k−1σ

−1
k−2)σ

±1
k−1σ

−1
k σ

−1
k−1

(σ−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1σkσk−2σk−1σ
±1
k−2σ

±1
k−2σ

−1
k−1σ

−1
k−2σ

−1
k σ

−1
k−1

(σ−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)(σk−1σk−2)(σkσk−1)σ
±1
k−2σ

±1
k−2(σ

−1
k−1σ

−1
k )(σ−1

k−2σ
−1
k−1)

(σ−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)(σk−1σk−2)(σkσk−1)σ
±1
k−2(σk−3σk−2σ

−1
k−2σ

−1
k−3)σ

±1
k−2

(σ−1
k−1σ

−1
k )(σ−1

k−2σ
−1
k−1)(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)(σk−1σk−2)(σkσk−1)σk−3σk−2σ
±1
k−3σ

±1
k−3σ

−1
k−2σ

−1
k−3

(σ−1
k−1σ

−1
k )(σ−1

k−2σ
−1
k−1)(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)(σk−1σk−2σk−3)(σkσk−1σk−2)σ
±1
k−3σ

±1
k−3(σ

−1
k−2σ

−1
k−1σ

−1
k )

(σ−1
k−3σ

−1
k−2σ

−1
k−1)(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

...

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1 · · ·σi+1(σk · · ·σi+2)σ
±1
i+1σ

±1
i+1(σ

−1
i+2 · · ·σ

−1
k )

σ−1
i+1 · · ·σ

−1
k−1(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1 · · ·σi+1(σk · · ·σi+2)σ
±1
i+1(σiσi+1σ

−1
i+1σ

−1
i )σ±1

i+1

(σi+2 · · ·σ
−1
k )σ−1

i+1 · · ·σ
−1
k−1(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1 · · ·σi+1(σk · · ·σiσi+1)σ
±1
i σ

±1
i (σ−1

i+1σ
−1
i · · ·σ−1

k )

σ−1
i+1 · · ·σ

−1
k−1(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1 · · ·σi+1σi(σk · · ·σi+1)σ
±1
i σ

±1
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
k )

σ−1
i σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
k−1(σ

−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σk+1)σk−1 · · ·σi(σk · · ·σi+1)σ
±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
k )σ−1

i · · ·σ−1
k−1

(σ−1
k+1 · · ·σ

−1
j−1),

= σk−1 · · ·σi(σj−1 · · ·σk−1 · · ·σi+1)σ
±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
k−1 · · ·σ

−1
j−1)σ

−1
i · · ·σ−1

k−1,

= σk−1σk−2 · · ·σiτ
±1
i,j σ

−1
i · · ·σ−1

k−2σ
−1
k−1.
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4. Si 1 6 i < t < k < j 6 n, entonces:

τ±1
i,j = (σj−1 · · ·σi+1)σ

±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σi+1)σ
±1
i (σk · · ·σt+1σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k )σ±1

i (σ−1
i+1 · · ·σ

−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σi+1)σk · · ·σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1),

= (σj−1 · · ·σkσk−1σk · · ·σi+1)σk−1 · · ·σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−1

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
k σ

−1
k−1σ

−1
k · · ·σ−1

j−1),

= (σj−1 · · ·σk−1σkσk−1 · · ·σi+1)σk−1 · · ·σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−1

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
k−1σ

−1
k σ

−1
k−1 · · ·σ

−1
j−1),

= σk−1(σj−1 · · ·σi+1)σk−1 · · ·σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−1(σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
j−1)σ

−1
k−1,

= σk−1(σj−1 · · ·σk−1σk−2σk−1 · · ·σi+1)σk−2 · · ·σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−2

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
k−1σ

−1
k−2σ

−1
k−1 · · ·σ

−1
j−1)σ

−1
k−1,

= σk−1(σj−1 · · ·σk−2σk−1σk−2 · · ·σi+1)σk−2 · · ·σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−2

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
k−2σ

−1
k−1σ

−1
k−2 · · ·σ

−1
j−1)σ

−1
k−1,

= σk−1σk−2(σj−1 · · ·σi+1)σk−2 · · ·σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−2(σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
j−1)

σ−1
k−2σ

−1
k−1,

...

= σk−1 · · ·σt+1(σj−1 · · ·σi+1)σt+1σ
±2
i σ

−1
t+1(σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
j−1)σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−1,

= σk−1 · · ·σt+1(σj−1 · · ·σt+1σtσt+1 · · ·σi+1)σ
±2
i

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
t+1σ

−1
t σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
j−1)σ

−1
t+1 · · ·σ

−1
k−1,

= σk−1 · · ·σt+1(σj−1 · · ·σtσt+1σt · · ·σi+1)σ
±2
i

(σ−1
i+1 · · ·σ

−1
t σ

−1
t+1σ

−1
t · · ·σ−1

j−1)σ
−1
t+1 · · ·σ

−1
k−1,

= σk−1σk−2 · · ·σt(σj−1 · · ·σi+1)σ
±2
i (σ−1

i+1 · · ·σ
−1
j−1)σ

−1
t · · ·σ−1

k−2σ
−1
k−1,

= σk−1σk−2 · · ·σtτ
±1
i,j σ

−1
t · · ·σ−1

k−2σ
−1
k−1.

Esto concluye la demostración. �

Nuevamente, mediante el método de Reidemeister-Schreier, determinaremos

una presentación del Ln−1. Por Lema 4.5 sabemos que los elementos wn−1,i for-

man un transversal de Schreier para Ln según Ln−1, recordemos además que

aj = τj,n para todo j = 1, . . . ,n − 1. En el lema que sigue calcularemos los

representantes de clase [wn−1,iσ
±1
j ], utilizando el Lema 4.6.
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Lema 4.7. Los representantes de clases para Ln según Ln−1 son los elementos
[
wn−1,iτ

±1
j,n

]
= wn−1,i y

[
wn−1,iσ

±1
j

]
, donde

[
wn−1,iσ

±1
j

]
=






σn−2 · · ·σi ; j < i − 1 o i < j,

σn−2 · · ·σi−1 ; i− 1 = j,

σn−2 · · ·σi+1 ; i = j.

Demostración. Recordemos que π(wn−1,i)(n− 1) = i.

Para los generadores σj distingamos cuatro casos:

Caso 1: Si j < i− 1, entonces:

π(wn−1,iσ
±1
j )(n− 1) = π(σn−2 · · ·σiσ

±1
j )(n− 1),

= (sn−2 · · · sisj)(n− 1),

= (sn−2 · · · si)sj(n− 1),

= (sn−2 · · · si)(n− 1),

= i.

Por lo tanto
[
wn−1,iσ

±1
j

]
= wn−1,i = σn−2 · · ·σi.

Caso 2: Si i < j, entonces:

π(wn−1,iσ
±1
j )(n− 1) = π(σn−2 · · ·σj · · ·σiσ

±1
j )(n− 1),

= (sn−2 · · · sj · · · sisj)(n− 1),

= (sn−2 · · · sjsj−1sj · · · si)(n− 1),

= (sn−2 · · · sj−1sjsj−1 · · · si)(n− 1),

= (sj−1sn−2 · · · sjsj−1 · · · si)(n− 1),

= sj−1(sn−2 · · · si)(n− 1),

= sj−1(i),

= i,

ya que j − 1 < n− 2. Por lo tanto
[
wn−1,iσ

±1
j

]
= wn−1,i = σn−2 · · ·σi.
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Caso 3: Si i− 1 = j, entonces:

π(wn−1,iσ
±1
j )(n− 1) = π(σn−2 · · ·σj · · ·σiσ

±1
j )(n− 1),

= (sn−2 · · · sj · · · sisj)(n− 1),

= (sn−2 · · · sj · · · sisi−1)(n− 1),

= i− 1.

Por lo tanto
[
wn−1,iσ

±1
j

]
= wn−1,i−1 = σn−2 · · ·σi−1.

Caso 4: Si i = j, entonces:

π(wn−1,iσ
±1
j )(n− 1) = π(σn−2 · · ·σj · · ·σiσ

±1
j )(n− 1),

= (sn−2 · · · sj · · · sisj)(n− 1),

= (sn−2 · · · sj · · · sisi)(n− 1),

= (sn−2 · · · sj · · · si+1s
2
i)(n− 1),

= (sn−2 · · · sj · · · si+1)(n− 1),

= i+ 1.

Por lo tanto
[
wn−1,iσ

±1
j

]
= wn−1,i+1 = σn−2 · · ·σi+1.

Para el generador τj,n (= aj) notemos lo siguiente:

π(τ±1
j,n) = sn−1 · · · sj+1s

2
js

−1
j+1 · · · s

−1
n−1 = e,

luego,

π(wn−1,iτ
±1
j,n)(n− 1) = (sn−2 · · · si)(n− 1) = i.

Por lo tanto
[
wn−1,iτ

±1
j,n

]
= wn−1,i = σn−2 · · ·σi. �

Calculemos ahora, mediante el siguiente lema, un sistema de generadores para

el grupo Ln−1, para esto utilicemos el Lema 1.17, es decir, debemos encontrar los

elementos wn−1,ix
±1[wn−1,ix

±1 ]−1 con x variando en los generadores de Ln.

Lema 4.8. El grupo Ln−1 es generado por los siguientes elementos:

σ1,σ2, . . . ,σn−3, τ1,n−1, . . . , τn−2,n−1, τ1,n, τ2,n, . . . , τn−1,n (4.21)

Demostración. Para i = 1, . . . ,n − 1 y j = 1, . . . ,n − 2 distingamos siete

casos.
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Caso 1: Si j < i− 1, entonces:

wn−1,iσ
±1
j

[
wn−1,iσ

±1
j

]−1
= σn−2 · · ·σiσ

±1
j σ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σ±1
j σn−2 · · ·σiσ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σ±1
j .

Caso 2: Si i < j, entonces:

wn−1,iσ
±1
j

[
wn−1,iσ

±1
j

]−1
= σn−2 · · ·σiσ

±1
j σ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σn−2 · · ·σjσj−1σ
±1
j · · ·σiσ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σn−2 · · ·σ
±1
j−1σjσj−1 · · ·σiσ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σ±1
j−1σn−2 · · ·σiσ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σ±1
j−1.

Caso 3: Si i− 1 = j, entonces:

wn−1,iσj [wn−1,iσj ]
−1

= σn−2 · · ·σiσjσ
−1
i−1 · · ·σ

−1
n−2,

= σn−2 · · ·σiσjσ
−1
j · · ·σ−1

n−2,

= e.

wn−1,iσ
−1
j

[
wn−1,iσ

−1
j

]−1
= σn−2 · · ·σiσ

−1
j σ

−1
i−1 · · ·σ

−1
n−2,

= σn−2 · · ·σiσ
−1
i−1σ

−1
i−1 · · ·σ

−1
n−2,

= σn−2 · · ·σiσ
−2
i−1σ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= τ−1
j,n−1.

Caso 4: Si i = j, entonces

wn−1,iσj [wn−1,iσj ]
−1

= σn−2 · · ·σiσjσ
−1
i+1 · · ·σ

−1
n−2,

= σn−2 · · ·σi+1σ
2
iσ

−1
i+1 · · ·σ

−1
n−2,

= σn−2 · · ·σj+1σ
2
jσ

−1
j+1 · · ·σ

−1
n−2,

= τj,n−1.

wn−1,iσ
−1
j

[
wn−1,iσ

−1
j

]−1
= σn−2 · · ·σiσ

−1
j σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
n−2,

= σn−2 · · ·σiσ
−1
i σ

−1
i+1 · · ·σ

−1
n−2,

= σn−2 · · ·σi+1σ
−1
i+1 · · ·σ

−1
n−2,

= e.
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Utilicemos el Lema 4.6 para determinar los generadores restantes. Como

aj = τj,n, para i, j = 1, . . . ,n− 1 se tiene:

Caso 5: Si j < i. Notemos que 1 < j < i 6 (n − 1) < n 6 n. Este caso se divide

en dos:

Caso 5.1: Si i 6= n− 1, por (4.20) tenemos:

wn−1,iτ
±1
j,n

[
wn−1,iτ

±1
j,n

]−1
= σn−2 · · ·σiτ

±1
j,nσ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σ(n−1)−1 · · ·σiτ
±1
j,nσ

−1
i · · ·σ−1

(n−1)−1
,

= τ±1
j,n.

Caso 5.2: Si i = n− 1, entonces:

wn−1,iτ
±1
j,n

[
wn−1,iτ

±1
j,n

]−1
= wn−1,iτ

±1
j,nw

−1
n−1,i,

= wn−1,n−1τ
±1
j,nw

−1
n−1,n−1,

= τ±1
j,n.

Caso 6: Si j = i. Notemos que 1 6 j 6 (n − 1) < n 6 n. Este caso se divide en

dos:

Caso 6.1: Si j 6= n− 1, por (4.19) tenemos:

wn−1,iτ
±1
j,n

[
wn−1,iτ

±1
j,n

]−1
= σn−2 · · ·σiτ

±1
j,nσ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σ(n−1)−1 · · ·σjτ
±1
j,nσ

−1
j · · ·σ−1

(n−1)−1
,

= τ±1
n−1,n.

Caso 6.2: Si j = n− 1, entonces:

wn−1,iτ
±1
j,n

[
wn−1,iτ

±1
j,n

]−1
= wn−1,iτ

±1
j,nw

−1
n−1,i,

= wn−1,jτ
±1
j,nw

−1
n−1,j,

= wn−1,n−1τ
±1
j,nw

−1
n−1,n−1,

= τ±1
j,n,

= τ±1
n−1,n.

Caso 7: Si j > i. Notemos que 1 6 i < j 6 (n− 1) < n 6 n.



2. UNA PRESENTACIÓN DEL GRUPO DE TRENZAS PURAS 135

Caso 7.1: Si j 6= n− 1, por (4.18) tenemos:

wn−1,iτ
±1
j,n

[
wn−1,iτ

±1
j,n

]−1
= σn−2 · · ·σiτ

±1
j,nσ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σ(n−1)−1 · · ·σiτ
±1
j,nσ

−1
i · · ·σ−1

(n−1)−1
,

= τ−1
n−1,nτ

±1
j−1,nτn−1,n.

Caso 7.2: Si j = n− 1, entonces:

wn−1,iτ
±1
j,n

[
wn−1,iτ

±1
j,n

]−1
= wn−1,iτ

±1
n−1,n

[
wn−1,iτ

±1
n−1,n

]−1
,

= σn−2 · · ·σiτ
±1
n−1,n [wn−1,iτn−1,n ]

−1
,

= σn−2 · · ·σiσ
±2
n−1σ

−1
i · · ·σ−1

n−2,

= σn−2σ
±2
n−1σn−3 · · ·σiσ

−1
i · · ·σ−1

n−3σ
−1
n−2,

= σn−2σ
±2
n−1σ

−1
n−2,

= σ−1
n−1σ

±2
n−2σn−1,

= σ−2
n−1σn−1σ

±2
n−2σ

−1
n−1σ

2
n−1,

= τ−1
n−1,nσn−1σ

±2
n−2σ

−1
n−1τn−1,n,

= τ−1
n−1,nτ

±1
n−2,nτn−1,n,

= τ−1
n−1,nτ

±1

(n−1)−1,n
τn−1,n,

= τ−1
n−1,nτ

±1
j−1,nτn−1,n.

Por lo tanto los elementos generadores para Ln−1 son:

wn−1,iσj [wn−1,iσj ]
−1

=






σj ; j < i − 1,

σj−1 ; i < j,

e ; i− 1 = j,

τj,n−1 ; i = j,

(4.22)

wn−1,iσ
−1
j

[
wn−1,iσ

−1
j

]−1
=






σ−1
j ; j < i− 1,

σ−1
j−1

; i < j,

τ−1
j,n−1 ; i− 1 = j,

e ; i = j,

(4.23)

y

wn−1,iτ
±1
j,n

[
wn−1,iτ

±1
j,n

]−1
=






τ±1
j,n ; j < i,

τ±1
n−1,n ; j = i,

τ−1
n−1,nτ

±1
j−1,nτn−1,n ; j > i.

(4.24)
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De (4.22) obtenemos los siguientes generadores para Ln−1

σ1,σ2, . . . ,σn−3, τ1,n−1, τ2,n−1, . . . , τn−2,n−1.

Nótese además que los elementos del caso 7 son productos de elementos en los

casos 5 y 6. Luego de (4.24) obtenemos los siguientes generadores:

τ1,n, τ2,n, . . . , τn−1,n.

Por Lema 1.18, concluye la demostración. �

Ahora solo resta calcular el conjunto de relaciones que definen Ln−1. Para

esto, utilizando los generadores encontrados en Lema 4.8, basta reescribir los

conjugados wn−1,irw
−1
n−1,i para i = 1 · · ·n − 1, en término de los generadores en

(4.21), donde r ∈ R, el conjunto de relaciones en (4.14) para Ln.

Comencemos agrupando las relaciones de Ln del siguiente modo:

(I)n






(1) σiσk = σkσi ; i, k = 1, . . . ,n− 2, |i− k| > 2,

(2) σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 ; i = 1, . . . ,n− 2,

(II)n






(1) σiτk,nσ
−1
i = τk,n ; i = 1, . . . ,n − 2, k = 1, . . . ,n − 1,

k 6= i, i+ 1,

(2) σiτi,nσ
−1
i = τi+1,n ; i = 1, . . . ,n − 2,

(3) σiτi+1,nσ
−1
i = τ−1

i+1,nτi,nτi+1,n ; i = 1, . . . ,n − 2,

(4.25)

donde τi,n = ai.

En las Proposiciones 4.2 - 4.6 que siguen, calcularemos un conjunto de rela-

ciones para Ln−1, es decir encontraremos las relaciones producidas por R en Ln,

según la agrupación realizada en (4.25), mediante el método de Reidemeister-

Schreier.

Proposición 4.2. (I)n(1) produce las siguientes relaciones:
{

(1) σjσk = σkσj ; 1 6 j < k 6 n− 3, |k− j| > 2,

(2) σjτk,n−1σ
−1
j = τk,n−1 ; 1 6 j 6 n− 3, 1 6 k 6 n− 2, k 6= j, j+ 1,

(4.26)

en Ln−1.
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Demostración. (ver Apéndice A) �

Proposición 4.3. (I)n(2) produce las siguientes relaciones:





(1) σjσj+1σj = σj+1σjσj+1 ; 1 6 j 6 n− 4,

(2) σjτj,n−1σ
−1
j = τj+1,n−1 ; 1 6 j 6 n− 3,

(3) σjτj+1,n−1σ
−1
j = τ−1

j+1,n−1
τj,n−1τj+1,n−1 ; 1 6 j 6 n− 3,

(4.27)

en Ln−1.

Demostración. (ver Apéndice A) �

Proposición 4.4. (II)n(1) produce las siguientes relaciones:





(1) σjτk,nσ
−1
j = τk,n ; 1 6 j 6 n − 3,

1 6 k 6 n − 1, k 6= j, j+ 1,

(2) τj,n−1τk,n = τk,nτj,n−1 ; 1 6 k < j 6 n − 2,

(3) τj,n−1τ
−1
n−1,nτk,nτn−1,nτ

−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτk,nτn−1,n ; 1 6 j 6 n − 2,

1 6 k 6 n − 1, j < k.

(4.28)

en Ln−1.

Demostración. (ver Apéndice A) �

Proposición 4.5. (II)n(2) produce las siguientes relaciones:
{

(1) σjτj,nσ
−1
j = τj+1,n ; j = 1, . . . ,n− 3,

(2) τj,n−1τj,nτ
−1
j,n−1 = τ−1

n−1,nτj,nτn−1,n ; j = 1, . . . ,n− 2.
(4.29)

en Ln−1.

Demostración. (ver Apéndice A) �

Proposición 4.6. (II)n(3) produce las siguientes relaciones:
{

(1) σjτj+1,nσ
−1
j = τ−1

j+1,nτj,nτj+1,n ; 1 6 j 6 n− 3,

(2) τj,n−1τn−1,nτ
−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,nτj,nτn−1,n ; j = 1, . . . ,n− 2.

(4.30)

en Ln−1.

Demostración. (ver Apéndice A) �
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El siguiente Teorema es consecuencia directa de Lema 4.8 y las Proposiciones

4.2, 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6. Éstas definen los generadores y relaciones que presentan

al subgrupo Ln−1.

Teorema 4.9. El grupo Ln−1 tiene una presentación con generadores:

σ1,σ2, . . . ,σn−3, τ1,n−1, τ2,n−1, . . . , τn−2,n−1, τ1,n, τ2,n, . . . , τn−1,n,

y las siguientes relaciones:

(I)n−1 : (relaciones clásicas)

(1) σjσk = σkσj, 1 6 j < k 6 n− 3, |j− k| > 2.

(2) σjσj+1σj = σj+1σjσj+1, j = 1, 2, . . . ,n− 4.

(II)n−1 :

(1) σjτk,nσ
−1
j = τk,n, 1 6 j 6 n − 3, 1 6 k 6 n− 1, k 6= j, j+ 1.

(2) σjτk,n−1σ
−1
j = τk,n−1, 1 6 j 6 n− 3, 1 6 k 6 n− 2, k 6= j, j+ 1.

(III)n−1 :

(1) σjτj,nσ
−1
j = σj+1,n, 1 6 j 6 n− 3.

(2) σjτj,n−1σ
−1
j = σj+1,n−1, 1 6 j 6 n− 3.

(IV)n−1 :

(1) σjτj+1,nσ
−1
j = τ−1

j+1,nτj,nτj+1,n, 1 6 j 6 n− 3.

(2) σjτj+1,n−1σ
−1
j = τ−1

j+1,n−1τj,n−1τj+1,n−1, 1 6 j 6 n− 3.

(V)n−1 :

(1) τj,n−1τk,n = τk,nτj,n−1, 1 6 k < j 6 n− 2.

(VI)n−1 :

(1) τj,n−1τj,nτ
−1
j,n−1 = τ

−1
n−1,nτj,nτn−1,n, j = 1, 2, . . . ,n− 2.

(VII)n−1 :

(1) τj,n−1τn−1,nτ
−1
j,n−1 = τ

−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,nτj,nτn−1,n, j = 1, 2, . . . ,n−2.

(VIII)n−1 :

(1) τ−1
n−1,nτk,nτn−1,nτj,n−1 = τj,n−1τ

−1
n−1,nτk,nτn−1,n, 1 6 j 6 n −

2, 1 6 k 6 n− 1, j < k.
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La presentación anterior de Ln−1 nos permite en principio obtener los primeros

resultados e intuir como es una presentación del grupo Lk para todo k. Esto nos

permitirá, en particular, conocer una presentación de L1 = Pn.

A continuación estudiemos el caso general.

2.3. Caso Principal Pn.

Si observamos las relaciones de Ln−1 en el Teorema 4.9, cabe destacar que éstas

pueden ser divididas en dos tipos: el primer conjunto de relaciones entre (I)n−1

y (IV)n−1 que involucra los generadores σi y τj,k; el otro conjunto de relaciones

entre (V)n−1 y (VIII)n−1 que involucra únicamente los elementos τj,k. Sabemos

también que cada σi no es un elemento en Pn, por esto, basta estudiar solo el

segundo conjunto de relaciones, ya que el anterior desaparece cuando k = 1.

A continuación enunciaremos el teorema principal de esta sección, el cual

determina una presentación para el grupo de Trenzas Puras Pn.

Teorema 4.10. El grupo de n-trenzas puras Pn tiene una presentación con

generadores:

τj,k = σk−1σk−2 · · ·σj+1σ
2
jσ

−1
j+1 · · ·σ

−1
k−2σ

−1
k−1, 1 6 j < k 6 n, (4.31)

y las siguientes relaciones:






(A) τr,sτi,j = τi,jτr,s ; 1 6 r < s < j 6 n, o 1 6 r < s < j 6 n,

(B) τr,sτr,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,j ; 1 6 r < s < j 6 n,

(C) τr,sτs,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,jτr,jτs,j ; 1 6 r < s < j 6 n,

(D) τ−1
i,j τs,jτi,jτr,i = τr,iτ

−1
i,j τs,jτi,j ; 1 6 r < s < i < j 6 n.

(4.32)

2.3.1. Demostración del Teorema 4.10.

El grupo Lk es definido para todo k entre 1 y n, por lo tanto, podemos escribir

Lk como Ln−s, donde 0 6 s < n. Para demostrar el teorema utilizaremos una

vez más el método de Reidemeister-Schreier, aplicando inducción sobre s, ya que

por los Teoremas 4.4 y 4.9 conocemos los casos s = 0, 1.
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Para comenzar encontraremos un sistema de generadores para Lk (respecti-

vamente Pn), donde 0 6 k 6 n − 2. Luego, asumiendo que las relaciones de

Lk+1 son consecuencia de (4.32), probaremos que todas las relaciones producidas

por Lk+1 para Lk son consecuencia de las relaciones (A), (B), (C) y (D). Esto

demostrará el Teorema 4.10.

Asumiendo las relaciones en (4.32), tenemos el siguiente lema:

Lema 4.11. Sea la relación:

(E) : τr,iτs,jτ
−1
r,i =

[
τ−1
i,j , τ

−1
r,j

]
τs,j

[
τ−1
i,j , τ

−1
r,j

]
, 1 6 r < s < i < j 6 n.

Entonces (D) y (E) son equivalentes.

Demostración. Tenemos

τ−1
i,j τs,jτi,jτr,i = τr,iτ

−1
i,j τs,jτi,j

τ−1
i,j τs,jτi,j = τr,iτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i

τ−1
i,j τs,jτi,j = (τr,iτ

−1
i,j τ

−1
r,i)(τr,iτs,jτ

−1
r,i)(τr,iτi,jτ

−1
r,i)

(τr,iτi,jτ
−1
r,i)τ

−1
i,j τs,jτi,j(τr,iτ

−1
i,j τ

−1
r,i) = (τr,iτs,jτ

−1
r,i)

(C)

(τ−1
i,j τ

−1
r,jτi,jτr,jτi,j)τ

−1
i,j τs,jτi,j = (τr,iτs,jτ

−1
r,i)

(τ−1
i,j τ

−1
r,jτ

−1
i,j τr,jτi,j)[

τ−1
i,j , τ

−1
r,j

]
τs,j

[
τ−1
i,j , τ

−1
r,j

]
= τr,iτs,jτ

−1
r,i

Esto demuestra el lema. �

Las Proposiciones 4.2 hasta 4.6 muestran que para cada paso de Lk+1 a Lk,

las relaciones (I)n hasta (IV)n producen el mismo tipo de relaciones entre (I)n−1

y (VIII)n−1. Por lo tanto, para demostrar el teorema es necesario ver que las

relaciones (V)k+1 hasta (VIII)k+1 en Lk+1, no producen relaciones adicionales

(de distinto tipo) además de (V)k, (VI)k, (VII)k y (VIII)k, las cuales ya han sido

obtenidas de (I)k+1, (II)k+1, (III)k+1 y (IV)k+1.
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Proposición 4.7. Lk es generado por los elementos σ1,σ2, . . . ,σk−2, junto

con los siguientes elementos:

τ1,k, τ2,k, . . . , τk−1,k,

τ1,k+1, τ2,k+1, . . . , τk,k+1,

τ1,k+2, τ2,k+2, . . . , τk+1,k+2,
...

τ1,n−1, τ2,n−1, . . . , τn−2,n−1,

τ1,n, τ2,n, . . . , τn−1,n.

(4.33)

Demostración. Por Lemas 4.3 y 4.8, la proposición se cumple para s = 0, 1.

Supongamos ahora válido para Lk+1 = Ln−(n−k−1), (s = n − k − 1). Es decir,

supongamos que Lk+1 es generado por:

σ1,σ2, . . . ,σk−1,

τ1,k+1, τ2,k+1, . . . , τk,k+1,
...

τ1,n, τ2,n, . . . , τn−1,n.

(4.34)

Por Lema 4.5 sabemos que los elementos wk,i con 1 6 i 6 k, forman un trans-

versal de Schreier para Lk en Lk+1. Luego del mismo modo que en Lema 4.7, los

representantes de clase [wk,iσ
±1
j ] y [wk,iτ

±1
r,s ] son:

[wk,iσ
±1
j ] =






wk,i = σn−2 · · ·σi ; j < i− 1 o i < j,

wk,i−1 = σn−2 · · ·σi−1 ; j = i− 1,

wk,i+1 = σn−2 · · ·σi+1 ; i = j,

[wk,iτ
±1
r,s ] = wk,i.

donde, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k− 1, 1 6 r < s y k+ 1 6 s 6 n.

Nuevamente, como en Lema 4.8, los elementos generadores son:

wk,iσj [wk,iσj ]
−1

=






σj ; j < i − 1,

σj−1 ; i < j,

e ; i− 1 = j,

τj,k ; i = j,

(4.35)
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wk,iσ
−1
j

[
wk,iσ

−1
j

]−1
=






σ−1
j ; j < i− 1,

σ−1
j−1

; i < j,

τ−1
j,k ; i− 1 = j,

e ; i = j,

y

wk,iτ
±1
r,s

[
wk,iτ

±1
r,s

]−1
=






τ±1
r,s ; r < i, s > k + 1,

τ±1
k,s ; r = i, s > k + 1,

τ−1
k,sτ

±1
r−1,sτk,s ; r > i, s > k + 1.

(4.36)

De (4.35) obtenemos σ1,σ2, . . . ,σk−2, τ1,k, τ2,k, . . . , τk−1,k y de (4.36) los elemen-

tos τr,s con s > k + 1 y 1 6 r 6 s. Esto demuestra la proposición. �

Nótese que los generadores en (4.35) eliminan el generador σk−1 y agregan los

elementos τr,k faltantes para Lk, los cuales no aparecen en Lk+1. Como Pn = L1,

el siguiente corolario es consecuencia directa de la proposición anterior.

Corolario 4.1. Pn es generado por los siguientes elementos:

τj,k = σk−1σk−2 · · ·σj+1σ
2
jσ

−1
j+1 · · ·σ

−1
k−2σ

−1
k−1, 1 6 j < k 6 n. (4.37)

Para encontrar en principio una presentación de Lk, consideremos Lk+1 gene-

rado por los elementos en (4.34).

El siguiente lema demuestra que cada generador τr,s en Lk+1 no produce otro

tipo al conjugar por los elementos del transversal de Schreier wk,p de generadores

en las relaciones Lk.

Lema 4.12. Sea p = 1, 2, . . . , k, entonces:

Caso 1: Si r < k, se tiene:

(1) wk,pτr,sw
−1
k,p = τr,s ; r < p 6 k < s,

(2) wk,pτr,sw
−1
k,p = τk,s ; r = p 6 k < s,

(3) wk,pτr,sw
−1
k,p = τ−1

k,sτr−1,sτk,s ; p < r < k < s.

Caso 2: Si r = k, se tiene:

(1) wk,pτr,sw
−1
k,p = τ−1

k,sτk−1,sτk,s.
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Caso 3: Si r > k, se tiene:

(1) wk,pτr,sw
−1
k,p = τr,s,

donde wk,pτr,sw
−1
k,p = wk,pτr,s[wk,pτr,s ]

−1.

Demostración. Para hacer la demostración utilizaremos el Lema 4.6 dis-

tinguiendo cuatro casos:

Caso 1: Si r < k, se tiene:

Caso 1.1: Si r < p 6 k < s, entonces:

Caso 1.1.1: Si p < k. Por Lema 4.6.4, tenemos:

wk,pτr,sw
−1
k,p = σk−1 · · ·σpτr,sσ

−1
p · · ·σ−1

k−1,

= τr,s.

Caso 1.1.2: Si p = k, tenemos:

wk,pτr,sw
−1
k,p = wk,kτr,sw

−1
k,k,

= τr,s.

Caso 1.2: Si r = p 6 k < s, entonces:

Caso 1.2.1: Si p < k. Por Lema 4.6.3, tenemos:

wk,pτr,sw
−1
k,p = σk−1 · · ·σpτr,sσ

−1
p · · ·σ−1

k−1,

= τk,s.

Caso 1.2.2: Si p = k, tenemos:

wk,pτr,sw
−1
k,p = wk,kτr,sw

−1
k,k,

= τr,s,

= τk,s.

Caso 1.3: Si p < r < k < s. Por Lema 4.6.2, entonces:

wk,pτr,sw
−1
k,p = σk−1 · · ·σpτr,sσ

−1
p · · ·σ−1

k−1,

= τ−1
k,sτr−1,sτk,s.

Caso 2: Si r = k. Por (4.36), se tiene:

wk,pτr,sw
−1
k,p = σk−1 · · ·σpτr,sσ

−1
p · · ·σ−1

k−1,

= τ−1
k,sτr−1,sτk,s.
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Caso 3: Si r > k, se tiene:

wk,pτr,sw
−1
k,p = σk−1 · · ·σpτr,sσ

−1
p · · ·σ−1

k−1,

= τr,sσk−1 · · ·σpσ
−1
p · · ·σ−1

k−1,

= τr,s.

Esto demuestra el lema. �

En lo que sigue utilizaremos texto para encerrar la palabra que estaremos

manipulando.

Lema 4.13. Consideremos las relaciones (A), (B), (C) y (D), entonces:






(1) τ−1
k,sτt,sτk,sτk,j = τk,jτ

−1
k,sτt,sτk,s ; 1 6 t < k < s < j 6 n,

(2) τ−1
k,jτt,jτk,jτ

−1
k,sτm,sτk,s = τ

−1
k,sτm,sτk,sτ

−1
k,jτt,jτk,j ; 1 6 t < m < k < s < j 6 n,

(3) τr,jτk,jτr,k = τr,kτr,jτk,j ; 1 6 r < k < j 6 n.

(4.38)

Demostración.

Para 1 6 t < k < s < j 6 n tenemos:

(1)

τk,jτ
−1
k,sτt,sτk,s = τ−1

k,sτt,sτk,sτk,j

τk,sτk,jτ
−1
k,s = τt,s τk,sτk,jτ

−1
k,s τ

−1
t,s

(B)

τ−1
s,jτk,jτs,j = τt,sτ

−1
s,jτk,jτs,jτ

−1
t,s

τ−1
s,jτk,jτs,jτt,s = τt,sτ

−1
s,jτk,jτs,j

(D).
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Para 1 6 t < m < k < s < j 6 n tenemos:

(2)

τ−1
k,jτt,jτk,jτ

−1
k,sτm,sτk,s = τ−1

k,sτm,sτk,sτ
−1
k,jτt,jτk,j

(B)

τt,kτt,jτ
−1
t,k τ

−1
k,sτm,sτk,s = τ−1

k,sτm,sτk,s τt,kτt,jτ
−1
t,k

(D)

τt,kτt,jτ
−1
k,sτm,sτk,sτ

−1
t,k = τt,kτ

−1
k,sτm,sτk,sτt,jτ

−1
t,k

τt,jτ
−1
k,sτm,sτk,s = τ−1

k,sτm,sτk,sτt,j

τt,jτ
−1
k,sτm,sτk,sτ

−1
t,j = τ−1

k,sτm,sτk,s

(A)

τt,jτ
−1
t,jτ

−1
k,sτm,sτk,s = τ−1

k,sτm,sτk,s

τ−1
k,sτm,sτk,s = τ−1

k,sτm,sτk,s.

Para 1 6 r < k < j 6 n tenemos:

(3)

τr,kτr,jτk,j = τr,jτk,jτr,k

τr,kτr,jτk,jτ
−1
r,k = τr,jτk,j

τr,kτr,jτ
−1
r,k τr,kτk,jτ

−1
r,k = τr,jτk,j

(B) (C)

τ−1
k,jτr,jτk,jτ

−1
k,jτ

−1
r,jτk,jτr,jτk,j = τr,jτk,j

τr,jτk,j = τr,jτk,j.

�

A continuación veremos que las relaciones producidas por (V)k+1 hasta (VIII)k+1

para Lk, son consecuencia de las relaciones (A), (B), (C) y (D). Para esto calcu-

laremos las conjugados wk,prw
−1
k,p con r en las relaciones de Lk+1, reescribiendo

en los generadores de Lk, del mismo modo que se hizo anteriormente para los

casos k = n,n− 1.

Proposición 4.8. Las relaciones producidas por τr,sτi,jτ
−1
r,sτ

−1
i,j en Lk, son

consecuencia de (4.32).
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Demostración. (ver Apéndice A) �

Observación 4.4. Las relaciones producidas por (V)k+1 son:

Caso 1: r < k < s






(1) τr,sτi,j = τi,jτr,s ; p > r,

(2) τk,sτi,j = τi,jτk,s ; p = r,

(3) (τ−1
k,sτr−1,sτk,s)τi,j = τi,j(τ

−1
k,sτr−1,sτk,s) ; i < p,

(4) (τ−1
k,sτr−1,sτk,s)τk,j = τk,j(τ

−1
k,sτr−1,sτk,s) ; i = p,

(5) (τ−1
k,jτi−1,jτk,j)(τ

−1
k,sτr−1,sτk,s) = (τ−1

k,sτr−1,sτk,s)(τ
−1
k,jτi−1,jτk,j) ; p < i.

Caso 2: r = k






(1) (τ−1
k,sτk−1,sτk,s)(τ

−1
k,jτi−1,jτk,j) = (τ−1

k,jτi−1,jτk,j)(τ
−1
k,sτk−1,sτk,s) ; i < p < r,

(2) (τ−1
k,sτk−1,sτk,s)τk,j = τk,j(τ

−1
k,sτk−1,sτk,s) ; i = p,

(3) (τ−1
k,sτk−1,sτk,s)τi,j = τi,j(τ

−1
k,sτk−1,sτk,s) ; p < i.

Caso 3: i < k < r






(1) τr,sτi,j = τi,jτr,s ; i < p,

(2) τr,sτk,j = τk,jτr,s ; i = p,

(3) τr,s(τ
−1
k,jτi−1,jτk,j) = (τ−1

k,jτi−1,jτk,j)τr,s ; p < i.

Caso 4: k = i

(1) τr,s(τ
−1
i,j τi−1,jτi,j) = (τ−1

i,j τi−1,jτi,j)τr,s.

Caso 5: k < i

(1) τr,sτi,j = τi,jτr,s.

Nótese que las relaciones anteriores son del tipo de (V)k - (VIII)k.

Proposición 4.9. Las relaciones producidas por τr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,j en Lk,

son consecuencia de (4.32).

Demostración. (ver Apéndice A) �

Observación 4.5. Las relaciones producidas por (VI)k+1 son:
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Caso 1: r < k < s < j





(1) τr,sτr,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτr,jτs,j ; r < p 6 k,

(2) τk,sτk,jτ
−1
k,s = τ

−1
s,jτk,jτs,j ; r = p,

(3) τ−1
k,sτr−1,sτk,sτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτs,j ; p < r.

Caso 2: r = k

(1) τ−1
k,sτk−1,sτk,sτ

−1
k,jτk−1,jτk,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτk−1,jτk,jτs,j.

Caso 3: k < r

(1) τr,sτr,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτr,jτs,j.

Proposición 4.10. Las relaciones producidas por τr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,jτs,j

en Lk, son consecuencia de (4.32).

Demostración. (ver Apéndice A) �

Observación 4.6. Las relaciones producidas por (VII)k+1 son:

Caso 1: r < k < s < j





(1) τr,sτs,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,jτr,jτs,j ; r < p 6 k,

(2) τk,sτs,jτ
−1
k,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτs,jτk,jτs,j ; p = r,

(3) τ−1
k,sτr−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,jτs,jτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτs,j ; p < r.

Caso 2: r = k

(1) τ−1
k,sτk−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτk−1,sτk,sτs,j.

Caso 3: k < r

(1) τr,sτs,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,jτr,jτs,j.

Proposición 4.11. Las relaciones producidas por τ−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,jτ

−1
r,i

en Lk, son consecuencia de (4.32).

Demostración. (ver Apéndice A) �

Observación 4.7. Las relaciones producidas por (VIII)k+1 son:
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Caso 1: s < k < i





(1) τs,jτi,jτ
−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j = τi,jτr,iτ

−1
i,j ; s < p < k,

(2) (τ−1
i,j τk,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τk,jτi,j) ; p = s,

(3) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1.jτk,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτs−1.jτk,jτi,j) ; r < p < s,

(4) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,j)τk,i = τr,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτs−1.jτk,jτi,j) ; p = r

(5) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,j)(τ

−1
k,iτr−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτr−1,iτk,i) ; p < r.

(τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,j).

Caso 2: k = s





(1) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j) ; r < p < s,

(2) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)τk,i = τk,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j) ; p = r,

(3) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)(τ

−1
k,iτr−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτr−1,iτk,i) ; p < r.

(τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)

Caso 3: r < k < s





(1) (τ−1
i,j τs,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τs,jτi,j) ; r < p,

(2) (τ−1
i,j τs,jτi,j)τk,i = τk,i(τ

−1
i,j τs,jτi,j) ; r = p,

(3) (τ−1
i,j τs,jτi,j)(τ

−1
k,iτr−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτr−1,iτk,i)(τ
−1
i,j τs,jτi,j) ; p < r.

Caso 4: k = r

(1) (τ−1
i,j τs,jτi,j)(τ

−1
k,iτk−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτk−1,iτk,i)(τ
−1
i,j τs,jτi,j).

Caso 5: k < r

(1) (τ−1
i,j τs,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τs,jτi,j).

Las Proposiciones 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 demuestran inductivamente, que las

relaciones de Lk (en particular de Pn) son del mismo tipo que las anteriores. Más

aún, éstas relaciones son consecuencia de las relaciones (A), (B), (C) y (D). Esto

demuestra el Teorema 4.10.

�

Hemos demostrado que el grupo de Trenzas Puras Pn tiene una presentación con

los elementos generadores en (4.31) y las relaciones en (4.32).



Apéndice A: Cálculo de Relaciones

El cálculo de relaciones en este apéndice se hará utilizando el proceso de

reescritura de Reidemeister-Schreier.

Demostración (Teorema 4.4).

Para comenzar, calculemos el conjugado uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i reescribiéndolo en los

generadores de Ln dados en (4.11) y (4.12). Definamos los siguientes elementos:

b1 := uiσj[uiσj ]
−1,

b2 := [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

b3 := [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

b4 := [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1.

(4.39)

Nótese que los elementos en (4.39) son generadores de Ln y

uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = b1b2b3b4.

Utilizando (4.10), (4.11) y (4.12) reconoceremos cual generador representa cada

elemento en (4.39). Para esto distingamos los siguientes ocho casos:

Caso 1: j = n− i. Entonces b1 = e.

Caso 1.1: k 6 n− i− 2. Tenemos:

Como k 6 n − i− 2 < n− i− 1 = n− (i+ 1), entonces

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= ui+1σk[ui+1σk ]
−1,

= σk.

149
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Como j = n− i = n− (i+ 1) + 1 entonces j+ 1 = n− i+ 1, luego

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [ui+1σk ]σ
−1
j [ [ui+1σk ]σ

−1
j ]−1,

= ui+1σ
−1
j [ui+1σ

−1
j ]−1,

= e.

Como k 6 n− i− 2 = n− i, entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k [ [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k .

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = eσkeσ

−1
k = e.

Caso 1.2: k > n− i+ 2. Tenemos:

Como k > n− i+ 2 > n− i = n− (i+ 1) + 1, entonces

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= ui+1σk[ui+1σk ]
−1,

= σk−1.

Como j = n− i = n− (i+ 1) + 1 entonces j+ 1 = n− i+ 1, luego

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [ui+1σk ]σ
−1
j [ [ui+1σk ]σ

−1
j ]−1,

= ui+1σ
−1
j [ui+1σ

−1
j ]−1,

= e.

Como k > n− i+ 2 = n− i+ 1, entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k [ [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k−1.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = eσk−1eσ

−1
k−1 = e.
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Caso 2: k = n− i. Entonces

Caso 2.1: j 6 n− i− 2. Tenemos:

Como j 6 n− i− 2 < n− i, entonces b1 = σj.

Como k = n− i, se tiene

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= e.

Como j 6 n− i− 2 < n− i− 1 = n − (i+ 1), entonces

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ]−1,

= ui+1σ
−1
j [ui+1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

Como, k = n − i = n− (i+ 1) + 1, entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k [ [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= ui+1σ
−1
k [ui+1σ

−1
k ]−1,

= e.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σjeσ

−1
j e = e.

Caso 2.2: j > n− i+ 2. Tenemos:

Como j > n− i+ 2 > n− i+ 1, entonces b1 = σj−1.

Como k = n− i, se tiene

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= e.
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Como j > n− i+ 2 > n− i = n− (i+ 1) + 1, entonces

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ]−1,

= ui+1σ
−1
j [ui+1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

Como, k = n− i = n − (i+ 1) + 1, entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k [ [ui+1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= ui+1σ
−1
k [ui+1σ

−1
k ]−1,

= e.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σj−1eσ

−1
j−1e = e.

Caso 3: j = n− i+ 1. Entonces b1 = aj.

Caso 3.1: k 6 n− i− 1. Tenemos:

Como k 6 n− i− 1 < n− i+ 1 = n − (i− 1), entonces

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= ui−1σk[ui−1σk ]
−1,

= σk.

Como j = n− i+ 1 = n − (i− 1), entonces

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [ui−1σk ]σ
−1
j [ [ui−1σk ]σ

−1
j ]−1,

= ui−1σ
−1
j [ui−1σ

−1
j ]−1,

= a−1
j .

Como k 6 n− i− 1 < n− i, entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k .
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Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = ajσka

−1
j σ

−1
k .

Caso 3.1: k > n− i+ 3. Tenemos:

Como k > n − i+ 3 > n− i+ 2 = n− (i− 1) + 1, entonces

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= ui−1σk[ui−1σk ]
−1,

= σk−1.

Como j = n− i+ 1 = n− (i− 1), entonces

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [ui−1σk ]σ
−1
j [ [ui−1σk ]σ

−1
j ]−1,

= ui−1σ
−1
j [ui−1σ

−1
j ]−1,

= a−1
j .

Como k > n − i+ 3 > n− i+ 1, entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [ui−1σ
−1
j ]σ−1

k [ [ui−1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k−1.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = ajσk−1a

−1
j σ

−1
k−1.

Caso 4: k = n− i+ 1. Entonces

Caso 4.1: j 6 n− i− 1. Tenemos:

Como j 6 n− i− 1 < n− i, entonces b1 = σj.

Como k = n− i+ 1, se tiene

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= ak,
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Como j 6 n− i− 1 < n− i+ 1 = n− (i− 1), entonces

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ],

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= ui−1σ
−1
j [ui−1σ

−1
j ],

= σ−1
j .

Como k = n− i+ 1 = n− (i− 1), entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ],

= [ui−1σ
−1
j ]σ−1

k [ [ui−1σ
−1
j ]σ−1

k ],

= ui−1σ
−1
k [ui−1σ

−1
k ],

= a−1
k ,

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σjakσ

−1
j a

−1
k .

Caso 4.2: j > n− i+ 3. Tenemos:

Como j > n− i+ 3 > n− i+ 1, entonces b1 = σj−1.

Como k = n− i+ 1, se tiene

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= ak,

Como j > n− i+ 3 > n− i+ 2 = n− (i− 1) + 1, entonces

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ],

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= ui−1σ
−1
j [ui−1σ

−1
j ],

= σ−1
j−1.

Como k = n− i+ 1 = n− (i− 1), entonces

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ],

= [ui−1σ
−1
j ]σ−1

k [ [ui−1σ
−1
j ]σ−1

k ],

= ui−1σ
−1
k [ui−1σ

−1
k ],

= a−1
k ,
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Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σj−1akσ

−1
j−1a

−1
k .

Caso 5: j < n− i. Entonces b1 = σj.

Caso 5.1: k < n− i. Tenemos:

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk.

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j .

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k .

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σjσkσ

−1
j σ

−1
k .

Caso 5.2: k > n− i+ 1. Tenemos:

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk−1.

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j .

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k−1.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σjσk−1σ

−1
j σ

−1
k−1.
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Caso 6: j > n− i+ 1. Entonces b1 = σj−1.

Caso 6.1: k < n− i. Tenemos:

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk.

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j−1.

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k .

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σj−1σkσ

−1
j−1σ

−1
k .

Caso 6.2: k > n− i+ 1. Tenemos:

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk−1.

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j−1.

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k−1.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σj−1σk−1σ

−1
j−1σ

−1
k−1.
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Caso 7: k < n− i. Entonces

Caso 7.1: j < n− i. Tenemos:

b1 = σj

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk.

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j .

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k .

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σjσkσ

−1
j σ

−1
k .

Caso 7.2: j > n− i+ 1. Tenemos:

b1 = σj−1

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk.

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j−1.



158 APÉNDICE A: CÁLCULO DE RELACIONES

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k .

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σj−1σkσ

−1
j−1σ

−1
k .

Caso 8: k > n− i+ 1. Entonces

Caso 8.1: j < n− i. Tenemos:

b1 = σj

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk−1.

b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j .

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k−1.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σjσk−1σ

−1
j σ

−1
k−1.

Caso 8.2: j > n− i+ 1. Tenemos:

b1 = σj−1

b2 = [uiσj ]σk[uiσjσk ]
−1,

= uiσk[uiσk ]
−1,

= σk−1.
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b3 = [uiσjσk ]σ
−1
j [uiσjσkσ

−1
j ]−1,

= [uiσk ]σ
−1
j [ [uiσk ]σ

−1
j ],

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ],

= σ−1
j−1.

b4 = [uiσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

k [ [uiσ
−1
j ]σ−1

k ],

= uiσ
−1
k [uiσ

−1
k ],

= σ−1
k−1.

Por lo tanto uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i = σj−1σk−1σ

−1
j−1σ

−1
k−1.

Obtenemos los resultados a continuación:

ajσka
−1
j σ

−1
k , j=n−i+1,

k6n−i−1, σjakσ
−1
j a

−1
k , k=n−i+1,

j6n−i−1,

ajσk−1a
−1
j σ

−1
k−1,

j=n−i+1,

k>n−i+3, σj−1akσ
−1
j−1a

−1
k , k=n−i+1,

j>n−i+3,

σjσkσ
−1
j σ

−1
k , j<n−i,

k<n−i, σjσk−1σ
−1
j σ

−1
k−1,

j<n−i,
k>n−i+1,

σj−1σkσ
−1
j−1σ

−1
k , j>n−i+1,

k<n−i, σj−1σk−1σ
−1
j−1σ

−1
k−1,

j>n−i+1,

k>n−i+1.

Es fácil ver ambas relaciones en la primera y segunda ĺınea son respectivamente

equivalentes. Esto es

ajσka
−1
j σ

−1
k , j=n−i+1,

k6n−i−1, ajσk−1a
−1
j σ

−1
k−1,

j=n−i+1,

k>n−i+3,

σjσkσ
−1
j σ

−1
k , j<n−i,

k<n−i, σjσk−1σ
−1
j σ

−1
k−1,

j<n−i,
k>n−i+1,

σj−1σkσ
−1
j−1σ

−1
k , j>n−i+1,

k<n−i, σj−1σk−1σ
−1
j−1σ

−1
k−1,

j>n−i+1,

k>n−i+1.

Aśı σjσkσ
−1
j σ

−1
k induce las siguientes relaciones en Ln

uiσjσkσ
−1
j σ

−1
k u

−1
i =

{
σjσkσ

−1
j σ

−1
k ;

|j−k|>2,

16j,k6n−2,

σjakσ
−1
j a

−1
k ; 16j6n−2,

16k6n−1, |j−k|>2.

(4.40)
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Para continuar, calculemos el conjugado uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i reescri-

biéndolo en los generadores de Ln dados en (4.11) y (4.12). Definamos los siguien-

tes elementos:

c1 := uiσj[uiσj ]
−1,

c2 := [uiσj ]σj+1[uiσjσj+1 ]
−1,

c3 := [uiσjσj+1 ]σj[uiσjσj+1σj ]
−1,

c4 := [uiσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[uiσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]

−1,

c5 := [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [uiσjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j ]−1,

c6 := [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 ]

−1.

(4.41)

Nótese que los elementos en (4.39) son generadores de Ln y

uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i = c1c2c3c4c5c6.

Utilizando (4.10), (4.11) y (4.12) reconoceremos cual generador representa cada

elemento en (4.41). Para esto distingamos cinco casos:

Caso 1: j < n− i− 1. Entonces c1 = σj.

Como j+ 1 < n− i, entonces

c2 = [uiσj ]σj+1[uiσjσj+1 ]
−1,

= uiσj+1[uiσj+1 ]
−1,

= σj+1.

c3 = [uiσjσj+1 ]σj[uiσjσj+1σj ]
−1,

= [uiσj+1 ]σj[ [uiσj+1 ]σj ]
−1,

= uiσj[uiσj ]
−1,

= σj.

c4 = [uiσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[uiσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]

−1,

= [uiσj ]σ
−1
j+1[ [uiσj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= uiσ
−1
j+1[uiσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j+1.
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c5 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [uiσjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j ]−1,

= [uiσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [uiσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

c6 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 ]

−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

j+1[ [uiσ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= uiσ
−1
j+1[uiσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j+1.

Por lo tanto uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i = σjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1

Caso 2: j = n− i− 1. Entonces c1 = σj.

Como j+ 1 = n− i, entonces

c2 = [uiσj ]σj+1[uiσjσj+1 ]
−1,

= uiσj+1[uiσj+1 ]
−1,

= e.

Como j = n− i− 1 = n − (i+ 1), entonces

c3 = [uiσjσj+1 ]σj[uiσjσj+1σj ]
−1,

= [uiσj+1 ]σj[ [uiσj+1 ]σj ]
−1,

= ui+1σj[ui+1σj ]
−1,

= e.

Como j+ 1 = n− i = n − (i+ 2) + 2 > n− (i+ 2) + 1, entonces

c4 = [uiσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[uiσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]

−1,

= [ui+1σj ]σ
−1
j+1[ [ui+1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= ui+2σ
−1
j+1[ui+2σ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j .
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Como j = n− i− 1 = n − (i+ 2) + 1, entonces

c5 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [uiσjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j ]−1,

= [ui+2σ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [ui+2σ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= ui+2σ
−1
j [ui+2σ

−1
j ]−1,

= e.

Como j+ 1 = n− i = n − (i+ 1) + 1, entonces

c6 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 ]

−1,

= [ui+2σ
−1
j ]σ−1

j+1[ [ui+2σ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= ui+1σ
−1
j+1[ui+1σ

−1
j+1 ]

−1,

= e.

Por lo tanto uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i = σjeeσ

−1
j ee = e.

Caso 3: j = n− i. Entonces c1 = e.

Como j+ 1 = n− i+ 1 = n− (i+ 1) + 2 > n− (i+ 1) + 1, entonces

c2 = [uiσj ]σj+1[uiσjσj+1 ]
−1,

= ui+1σj+1[ui+1σj+1 ]
−1,

= σj.

Como j = n− i = n− (i+ 1) + 1, entonces

c3 = [uiσjσj+1 ]σj[uiσjσj+1σj ]
−1,

= [ui+1σj+1 ]σj[ [ui+1σj+1 ]σj ]
−1,

= ui+1σj[ui+1σj ]
−1,

= aj.

Como j+ 1 = n− i+ 1, entonces

c4 = [uiσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[uiσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]

−1,

= [ui+1σj ]σ
−1
j+1[ [ui+1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= uiσ
−1
j+1[uiσ

−1
j+1 ]

−1,

= e.
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Como j = n− i = n− (i− 1) − 1 < n− (i− 1), entonces

c5 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [uiσjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j ]−1,

= [uiσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [uiσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= ui−1σ
−1
j [ui−1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

Como j+ 1 = n− i+ 1 = n− (i− 1), entonces

c6 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 ]

−1,

= [ui−1σ
−1
j ]σ−1

j+1[ [ui−1σ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= ui−1σ
−1
j+1[ui−1σ

−1
j+1 ]

−1,

= a−1
j+1.

Por lo tanto uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i = σjajσ

−1
j a

−1
j+1.

Caso 4: j = n− i+ 1. Entonces c1 = aj.

Como j+ 1 = n− i+ 2 = n− (i− 1) + 1, entonces

c2 = [uiσj ]σj+1[uiσjσj+1 ]
−1,

= ui−1σj+1[ui−1σj+1 ]
−1,

= aj+1.

Como j = n− i+ 1 = n − (i− 2) − 1 < n− (i− 2), entonces

c3 = [uiσjσj+1 ]σj[uiσjσj+1σj ]
−1,

= [ui−1σj+1 ]σj[ [ui−1σj+1 ]σj ]
−1,

= ui−2σj[ui−2σj ]
−1,

= σj.

Como j+ 1 = n− i+ 2 = n− (i− 2), entonces

c4 = [uiσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[uiσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]

−1,

= [ui−2σj ]σ
−1
j+1[ [ui−2σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= ui−2σ
−1
j+1[ui−2σ

−1
j+1 ]

−1,

= a−1
j+1.
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Como j = n− i+ 1 = n − (i− 1), entonces

c5 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [uiσjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j ]−1,

= [ui−2σ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [ui−2σ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= ui−1σ
−1
j [ui−1σ

−1
j ]−1,

= a−1
j .

Como j+ 1 = n− i+ 2 > n− i+ 1, entonces

c6 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 ]

−1,

= [ui−1σ
−1
j ]σ−1

j+1[ [ui−1σ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= uiσ
−1
j+1[uiσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j .

Por lo tanto uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i = ajaj+1σja

−1
j+1a

−1
j σ

−1
j .

Caso 5: j > n− i+ 1. Entonces c1 = σj−1.

Como j+ 1 > n− i+ 2 > n− i+ 1, entonces

c2 = [uiσj ]σj+1[uiσjσj+1 ]
−1,

= uiσj+1[uiσj+1 ]
−1,

= σj.

Como j > n− i+ 1, entonces

c3 = [uiσjσj+1 ]σj[uiσjσj+1σj ]
−1,

= [uiσj+1 ]σj[ [uiσj+1 ]σj ]
−1,

= uiσj[uiσj ]
−1,

= σj−1.

Como j+ 1 > n− i+ 2 > n− i+ 1, entonces

c4 = [uiσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[uiσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]

−1,

= [uiσj ]σ
−1
j+1[ [uiσj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= uiσ
−1
j+1[uiσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j .
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Como j > n− i+ 1, entonces

c5 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [uiσjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j ]−1,

= [uiσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [uiσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= uiσ
−1
j [uiσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

Como j+ 1 > n− i+ 2 > n− i+ 1, entonces

c6 = [uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 ]

−1,

= [uiσ
−1
j ]σ−1

j+1[ [uiσ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= uiσ
−1
j+1[uiσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j .

Por lo tanto uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i = σj−1σjσj−1σ

−1
j σ

−1
j−1σ

−1
j .

Obtenemos los resultados a continuación:

σjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1,

j<n−i−1, σjajσ
−1
j a

−1
j+1,

16j6n−2,

ajaj+1σjσ
−1
j+1a

−1
j σ

−1
j , 16j6n−2, σj−1σjσj−1σ

−1
j σ

−1
j−1σ

−1
j , 26j6n−1.

Aśı σjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 induce las siguientes relaciones en Ln

uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i =






σjσj+1σjσ
−1
j+1
σ−1
j σ

−1
j+1

; 1 6 j 6 n − 3,

σjajσ
−1
j a

−1
j+1

; 1 6 j 6 n − 2,

ajaj+1σja
−1
j+1
a−1
j σ

−1
j ; 1 6 j 6 n − 2.

(4.42)

Utilizando la segunda relación en (4.42) notemos que:

ajaj+1σja
−1
j+1a

−1
j σ

−1
j = e,

a−1
j+1a

−1
j = σ−1

j a
−1
j+1a

−1
j σj,

σja
−1
j+1(a

−1
j σ

−1
j ) = a−1

j+1a
−1
j ,

σja
−1
j+1(σ

−1
j a

−1
j+1) = a−1

j+1a
−1
j ,

e = σjaj+1σ
−1
j a

−1
j+1a

−1
j aj+1,

por lo tanto

uiσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1u

−1
i =






σjσj+1σjσ
−1
j+1
σ−1
j σ

−1
j+1

; 1 6 j 6 n − 3,

σjajσ
−1
j a

−1
j+1

; 1 6 j 6 n − 2,

σjaj+1σ
−1
j a

−1
j+1
a−1
j aj+1 ; 1 6 j 6 n − 2.

(4.43)
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Sea R el conjunto de relaciones en (4.40) y (4.43). Esto demuestra el teorema. �

Demostración (Proposición 4.2).

Del mismo modo que en Teorema 4.4, reescribiremos cada conjugado en los ge-

neradores de Ln−1.

Para calcular las relaciones definamos los siguientes elementos:

d1 := wn−1,iσj[wn−1,iσj ]
−1,

d2 := [wn−1,iσj ]σk[wn−1,iσjσk ]
−1,

d3 := [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [wn−1,iσjσkσ

−1
j ]−1,

d4 := [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [wn−1,iσjσkσ
−1
j σ

−1
k ]−1.

(4.44)

Notar que los elementos en (4.44) son generadores de Ln−1, además:

wn−1,iσjσkσ
−1
j σ

−1
k w

−1
n−1,i = d1d2d3d4.

Distingamos estos elementos en 4 casos:

Caso 1: Si j < i− 1, se tiene:

d1 = σj.

Caso 1.1: Si k 6 j− 2, entonces, k 6 i− 3 < i− 1, luego:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= σk.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k .

Por lo tanto d1d2d3d4 = σjσkσ
−1
j σ

−1
k .
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Caso 1.2: Si k > j + 2, entonces:

Caso 1.2.1: Si k < i− 1, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= σk.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k

Por lo tanto d1d2d3d4 = σjσkσ
−1
j σ

−1
k .

Caso 1.2.2: Si k = i− 1, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= e.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,i−1σ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,i−1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
k [wn−1,i−1σ

−1
k ]−1,

= e.

Por lo tanto d1d2d3d4 = σjeσ
−1
j e = e.
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Caso 1.2.3: Si i = k, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= τk,n−1.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
k [wn−1,i+1σ

−1
k ]−1,

= τ−1
k,n−1.

Por lo tanto d1d2d3d4 = σjτk,n−1σ
−1
j τ

−1
k,n−1.

Caso 1.2.4: Si i < k, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= σk−1.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k−1.

Por lo tanto d1d2d3d4 = σjσk−1σ
−1
j σ

−1
k−1.
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Caso 2: Si i < j, se tiene:

d1 = σj−1.

Caso 2.1: Si k 6 j − 2, entonces:

Caso 2.1.1: Si k < i− 1, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= σk.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k .

Por lo tanto d1d2d3d4 = σj−1σkσ
−1
j−1σ

−1
k .

Caso 2.1.2: Si k = i− 1, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= e.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.
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d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,i−1σ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,i−1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
k [wn−1,i−1σ

−1
k ]−1,

= e.

Por lo tanto σj−1eσ
−1
j−1e = e.

Caso 2.1.3: Si k = i, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= τk,n−1.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
k [wn−1,i+1σ

−1
k ]−1,

= τ−1
k,n−1.

Por lo tanto d :1 d1d2d4 = σj−1τk,n−1σ
−1
j−1τ

−1
k,n−1.

Caso 2.1.4: Si k > i, tenemos:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= σk−1.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.
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d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k−1.

Por lo tanto d1d2d3d4 = σj−1σk−1σ
−1
j−1σ

−1
k−1.

Caso 2.2: Si k > j + 2, entonces:

d1 = σj−1.

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,iσk[wn−1,iσk ]
−1,

= σk−1.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k−1.

Por lo tanto d1d2d3d4 = σj−1σk−1σ
−1
j−1σ

−1
k−1.

Caso 3: Si j = i− 1, se tiene:

d1 = e.

Caso 3.1: Si k 6 j − 2, entonces:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,i−1σk[wn−1,i−1σk ]
−1,

= σk.
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d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i−1σk ]σ
−1
j [ [wn−1,i−1σk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= e.

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,i−1σ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,i−1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
k [wn−1,i+1σ

−1
k ]−1,

= σ−1
k .

Por lo tanto d1d2d3d4 = eσkeσ
−1
k = e.

Caso 3.2: Si k > j+ 2, entonces:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,i−1σk[wn−1,i−1σk ]
−1,

= σk−1.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i−1σk ]σ
−1
j [ [wn−1,i−1σk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= e.

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k−1.

Por lo tanto d1d2d3d4 = eσk−1eσ
−1
k−1 = e.

Caso 4: Si j = i, se tiene:

d1 = τj,n−1.

Caso 4.1: Si k 6 j− 2, entonces:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,i+1σk[wn−1,i+1σk ]
−1,

= σk.
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d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i+1σk ]σ
−1
j [ [wn−1,i+1σk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= τ−1
j,n−1.

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
k [wn−1,i+1σ

−1
k ]−1,

= σ−1
k .

Por lo tanto d1d2d3d4 = τj,n−1σkτ
−1
j,n−1σ

−1
k .

Caso 4.2: Si k > j + 2, entonces:

d2 = [wn−1,iσj ]σk[ [wn−1,iσj ]σk ]
−1,

= wn−1,i+1σk[wn−1,i+1σk ]
−1,

= σk−1.

d3 = [wn−1,iσjσk ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjσk ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i+1σk ]σ
−1
j [ [wn−1,i+1σk ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= τ−1
j,n−1.

d4 = [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,iσjσkσ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

k [ [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

k ]−1,

= wn−1,iσ
−1
k [wn−1,iσ

−1
k ]−1,

= σ−1
k−1.

Por lo tanto d1d2d3d4 = τj,n−1σk−1τ
−1
j,n−1σ

−1
k−1.
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Aśı obtenemos las siguientes relaciones:






(1) σjσkσ
−1
j σ

−1
k = e ; j < i− 1, k 6 j− 2,

(2) σjσkσ
−1
j σ

−1
k = e ; j < i− 1, k > j+ 2, k < i− 1,

(3) σjτk,n−1σ
−1
j τ

−1
k,n−1

= e ; j < i− 1, k > j+ 2, i = k,

(4) σjσk−1σ
−1
j σ

−1
j−1 = e ; j < i− 1, k > j+ 2, i < k,

(5) σj−1σkσ
−1
j−1
σ−1
k = e ; i < j, k 6 j− 2, k < i− 1,

(6) σj−1τk,n−1σ
−1
j−1
τ−1
k,n−1

= e ; i < j, k 6 j− 2, k = i,

(7) σj−1σk−1σ
−1
j−1
σ−1
k−1

= e ; i < j, k 6 j− 2, k > i,

(8) σj−1σk−1σ
−1
j−1
σ−1
k−1

= e ; i < j, k > j+ 2,

(9) τj,n−1σkτ
−1
j,n−1

σ−1
k = e ; j = i, k 6 j− 2,

(10) τj,n−1σk−1τ
−1
j,n−1

σ−1
k−1

= e ; j = i, k > j+ 2.

(4.45)

Uniendo los casos obtenemos las relaciones en (4.26). �

Demostración (Proposición 4.3).

Calculemos las relaciones inducidas por (I)n(2) definiendo los siguientes elemen-

tos:

f1 := wn−1,iσj[wn−1,iσj ]
−1,

f2 := [wn−1,iσj ]σj+1[wn−1,iσjσj+1 ]
−1,

f3 := [wn−1,iσjσj+1 ]σj[wn−1,iσjσj+1σj ]
−1,

f4 := [wn−1,iσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[wn−1,iσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]

−1,

f5 := [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [wn−1,iσjσj+1σjσ

−1
j+1σ

−1
j ]−1,

f6 := [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 ]

−1.

(4.46)

Notar que los elementos en (4.46) son generadores de Ln−1, además:

wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1w

−1
n−1,i = f1f2f3f4f5f6.

Distingamos estos elementos en 4 casos:

Caso 1: Si j < i− 1, se tiene:

f1 = σj.
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Caso 1.1: Si j+ 1 < i− 1, entonces:

f2 = [wn−1,iσj ]σj+1[ [wn−1,iσj ]σj+1 ]
−1,

= wn−1,iσj+1[wn−1,iσj+1 ]
−1,

= σj+1.

f3 = [wn−1,iσjσj+1 ]σj[ [wn−1,iσjσj+1 ]σj ]
−1,

= [wn−1,iσj+1 ]σj[ [wn−1,iσj+1 ]σj ]
−1,

= wn−1,iσj[wn−1,iσj ]
−1,

= σj.

f4 = [wn−1,iσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,iσjσj+1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= [wn−1,iσj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,iσj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= wn−1,iσ
−1
j+1[wn−1,iσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j+1.

f5 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

f6 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= wn−1,iσ
−1
j+1[wn−1,iσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j+1.

Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = σjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1.

Caso 1.2: Si j+ 1 = i− 1, entonces:

f2 = [wn−1,iσj ]σj+1[ [wn−1,iσj ]σj+1 ]
−1,

= wn−1,iσj+1[wn−1,iσj+1 ]
−1,

= e.
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f3 = [wn−1,iσjσj+1 ]σj[ [wn−1,iσjσj+1 ]σj ]
−1,

= [wn−1,iσj+1 ]σj[ [wn−1,iσj+1 ]σj ]
−1,

= wn−1,i−1σj[wn−1,i−1σj ]
−1,

= e.

f4 = [wn−1,iσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,iσjσj+1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= [wn−1,i−1σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,i−1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= wn−1,i−2σ
−1
j+1[wn−1,i−2σ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j

f5 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i−2σ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,i−2σ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−2σ
−1
j [wn−1,i−2σ

−1
j ]−1,

= e.

f6 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= [wn−1,i−2σ
−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,i−2σ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j+1[wn−1,i−1σ

−1
j+1 ]

−1,

= e.

Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = σjeσ
−1
j eee = e.

Caso 2: Si i < j, se tiene:

f1 = σj−1.

f2 = [wn−1,iσj ]σj+1[ [wn−1,iσj ]σj+1 ]
−1,

= wn−1,iσj+1[wn−1,iσj+1 ]
−1,

= σj.

f3 = [wn−1,iσjσj+1 ]σj[ [wn−1,iσjσj+1 ]σj ]
−1,

= [wn−1,iσj+1 ]σj[ [wn−1,iσj+1 ]σj ]
−1,

= wn−1,iσj[wn−1,iσj ]
−1,

= σj−1.
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f4 = [wn−1,iσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,iσjσj+1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= [wn−1,iσj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,iσj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= wn−1,iσ
−1
j+1[wn−1,iσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j .

f5 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

f6 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,iσ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= wn−1,iσ
−1
j+1[wn−1,iσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j .

Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = σj−1σjσj−1σ
−1
j σ

−1
j−1σ

−1
j .

Caso 3: Si i− 1 = j, se tiene:

f1 = e.

f2 = [wn−1,iσj ]σj+1[ [wn−1,iσj ]σj+1 ]
−1,

= wn−1,i−1σj+1[wn−1,i−1σj+1 ]
−1,

= σj.

f3 = [wn−1,iσjσj+1 ]σj[ [wn−1,iσjσj+1 ]σj ]
−1,

= [wn−1,i−1σj+1 ]σj[ [wn−1,i−1σj+1 ]σj ]
−1,

= wn−1,i−1σj[wn−1,i−1σj ]
−1,

= τj,n−1.

f4 = [wn−1,iσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,iσjσj+1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= [wn−1,i−1σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,i−1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= wn−1,iσ
−1
j+1[wn−1,iσ

−1
j+1 ]

−1,

= e.
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f5 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

f6 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j+1[wn−1,i+1σ

−1
j+1 ]

−1,

= τ−1
j+1,n−1.

Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = σjτj,n−1σ
−1
j τ

−1
j+1,n−1.

Caso 4: Si i = j, se tiene:

f1 = τj,n−1.

f2 = [wn−1,iσj ]σj+1[ [wn−1,iσj ]σj+1 ]
−1,

= wn−1,i+1σj+1[wn−1,i+1σj+1 ]
−1,

= τj+1,n−1.

f3 = [wn−1,iσjσj+1 ]σj[ [wn−1,iσjσj+1 ]σj ]
−1,

= [wn−1,i+1σj+1 ]σj[ [wn−1,i+1σj+1 ]σj ]
−1,

= wn−1,i+2σj[wn−1,i+2σj ]
−1,

= σj.

f4 = [wn−1,iσjσj+1σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,iσjσj+1σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= [wn−1,i+2σj ]σ
−1
j+1[ [wn−1,i+2σj ]σ

−1
j+1 ]

−1,

= wn−1,i+2σ
−1
j+1[wn−1,i+2σ

−1
j+1 ]

−1,

= τ−1
j+1,n−1.

f5 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,iσjσj+1σjσ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i+2σ
−1
j+1 ]σ

−1
j [ [wn−1,i+2σ

−1
j+1 ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= τ−1
j,n−1.
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f6 = [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,iσjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

j+1[ [wn−1,i+1σ
−1
j ]σ−1

j+1 ]
−1,

= wn−1,iσ
−1
j+1[wn−1,iσ

−1
j+1 ]

−1,

= σ−1
j .

Por lo tanto f1f2f3f4f5f6 = τj,n−1τj+1,n−1σjτ
−1
j+1,n−1τ

−1
j,n−1σ

−1
j .

Aśı obtenemos las siguientes relaciones:





(1) σjσj+1σjσ
−1
j+1
σ−1
j σ

−1
j+1

= e ; j < i− 1, j+ 1 < i − 1,

(2) σj−1σjσj−1σ
−1
j σ

−1
j−1
σ−1
j = e ; i < j,

(3) σjτj,n−1σj = τj+1,n−1 ; i − 1 = j,

(4) σjτj,n−1τj+1,n−1σ
−1
j = τj,n−1τj+1,n−1 ; i = j.

(4.47)

Utilizando (4.47)(3) notemos que:

σjτj,n−1τj+1,n−1σ
−1
j = τj,n−1τj+1,n−1

σjτj,n−1σ
−1
j σjτj+1,n−1σ

−1
j = τj,n−1τj+1,n−1

τj+1,n−1σjτj+1,n−1σ
−1
j = τj,n−1τj+1,n−1

σjτj+1,n−1σ
−1
j = τ−1

j+1,n−1τj,n−1τj+1,n−1

Luego tenemos





(1) σjσj+1σjσ
−1
j+1σ

−1
j σ

−1
j+1 = e ; j < i− 1, j+ 1 < i − 1,

(2) σj−1σjσj−1σ
−1
j σ

−1
j−1
σ−1
j = e ; i < j,

(3) σjτj,n−1σj = τj+1,n−1 ; i − 1 = j,

(4) σjτj+1,n−1σ
−1
j = τ−1

j+1,n−1
τj,n−1τj+1,n−1 ; i = j.

(4.48)

Uniendo los casos obtenemos las relaciones en (4.27). �

Demostración (Proposición 4.4).

Calculemos las relaciones inducidas por (II)n(1) definiendo los siguientes elemen-

tos:

g1 := wn−1,iσj[wn−1,iσj ]
−1,

g2 := [wn−1,iσj ]τk,n[wn−1,iσjτk,n ]
−1,

g3 := [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [wn−1,iσjτk,nσ

−1
j ]−1,

g4 := [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[wn−1,iσjτk,nσ
−1
j τ

−1
k,n ]

−1.

(4.49)
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Notar que los elementos en (4.49) son generadores de Ln−1, además:

wn−1,iσjτk,nσ
−1
j τ

−1
k,nw

−1
n−1,i = g1g2g3g4.

Distingamos estos elementos en 4 casos:

Caso 1: Si j < i− 1, se tiene:

g1 = σj.

Caso 1.1: Si k 6 j− 1, entonces:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τk,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
k,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σjτk,nσ
−1
j τ

−1
k,n.

Caso 1.2: Si k > j+ 2, entonces:

Caso 1.2.1: Si k < i, tenemos:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τk,n.

g3 = [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .



APÉNDICE A: CÁLCULO DE RELACIONES 181

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
k,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σjτk,nσ
−1
j τ

−1
k,n.

Caso 1.2.2: Si k = i, tenemos:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τn−1,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
n−1,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σjτn−1,nσ
−1
j τ

−1
n−1,n.

Caso 1.2.3: Si k > i, tenemos:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .
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g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σjτ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j τ

−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Caso 2: Si i < j, se tiene:

g1 = σj−1.

Caso 2.1: Si k 6 j− 1, entonces:

Caso 2.1.1: Si k < i, tenemos:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τk,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
k,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σj−1τk,nσ
−1
j−1τ

−1
k,n.

Caso 2.1.2: Si k = i, tenemos:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τn−1,n.
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g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
n−1,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σj−1τn−1,nσ
−1
j−1τ

−1
n−1,n.

Caso 2.1.3: Si k > i, tenemos:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j−1τ

−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Caso 2.2: Si k > j + 2, entonces:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,iτk,n[wn−1,iτk,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n.



184 APÉNDICE A: CÁLCULO DE RELACIONES

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j−1τ

−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Caso 3: Si i− 1 = j, se tiene:

g1 = e.

Caso 3.1: Si k 6 j− 1, entonces:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,i−1τk,n[wn−1,i−1τk,n ]
−1,

= τk,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i−1τk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i−1τk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= e.

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
k,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = eτk,neτ
−1
k,n = e.
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Caso 3.2: Si k > j + 2, entonces:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,i−1τk,n[wn−1,i−1τk,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i−1τk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i−1τk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= e.

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,i−2τ
−1
k,n[wn−1,i−2τ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nτ

−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n = e.

Caso 4: Si i = j, se tiene:

g1 = τj,n−1.

Caso 4.1: Si k 6 j − 1, entonces:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,i+1τk,n[wn−1,i+1τk,n ]
−1,

= τk,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i+1τk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i+1τk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= τ−1
j,n−1.

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
k,n.
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Por lo tanto g1g2g3g4 = τj,n−1τk,nτ
−1
j,n−1τ

−1
k,n.

Caso 4.2: Si k > j+ 2, entonces:

g2 = [wn−1,iσj ]τk,n[ [wn−1,iσj ]τk,n ]
−1,

= wn−1,i+1τk,n[wn−1,i+1τk,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n.

g3 = [wn−1,iσjτk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτk,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i+1τk,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i+1τk,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= τ−1
j,n−1.

g4 = [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,iσjτk,nσ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

k,n[ [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

k,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
k,n[wn−1,iτ

−1
k,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Por lo tanto g1g2g3g4 = τj,n−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nτ

−1
j,n−1τ

−1
n−1,nτ

−1
k−1,nτn−1,n.

Aśı obtenemos las siguientes relaciones:






(1) σjτk,nσ
−1
j = τk,n ; j < i − 1, k 6 j− 1,

(2) σjτk,nσ
−1
j = τk,n ; j < i − 1, k > j+ 2, k < i,

(3) σjτn−1,nσ
−1
j = τn−1,n ; j < i − 1, k > j+ 2, k = i,

(4) σjτ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j = τ−1

n−1,nτk−1,nτn−1,n ; j < i − 1, k > j+ 2, k > i,

(5) σj−1τk,nσ
−1
j−1

= τk,n ; i < j, k 6 j− 1, k < i,

(6) σj−1τn−1,nσ
−1
j−1

= τn−1,n ; i < j, k 6 j− 1, k = i,

(7) σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j−1

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n ; i < j, k 6 j− 1, k > i,

(8) σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j−1

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n ; i < j, k > j+ 1,

(9) τj,n−1τk,n = τk,nτj,n−1 ; i = j, k 6 j− 1,

(10) τj,n−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nτ

−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n ; i = j, k > j+ 2.

(4.50)
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Además,

σjτ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j = τ−1

n−1,nτk−1,nτn−1,n

σjτ
−1
n−1,nτk−1,nσ

−1
j σjτn−1,nσ

−1
j = τ−1

n−1,nτk−1,nτn−1,n

σjτ
−1
n−1,nτk−1,nσ

−1
j τn−1,n = τ−1

n−1,nτk−1,nτn−1,n

σjτ
−1
n−1,nτk−1,nσ

−1
j = τ−1

n−1,nτk−1,n

σjτ
−1
n−1,nσ

−1
j σjτk−1,nσ

−1
j = τ−1

n−1,nτk−1,n

τ−1
n−1,nσjτk−1,nσ

−1
j = τ−1

n−1,nτk−1,n

σjτk−1,nσ
−1
j = τk−1,n.

y

σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτk−1,nτn−1,n

σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nσ

−1
j−1σj−1τn−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτk−1,nτn−1,n

σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nσ

−1
j−1τn−1,n = τ−1

n−1,nτk−1,nτn−1,n

σj−1τ
−1
n−1,nτk−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτk−1,n

σj−1τ
−1
n−1,nσ

−1
j−1σj−1τk−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτk−1,n

τ−1
n−1,nσj−1τk−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτk−1,n

σj−1τk−1,nσ
−1
j−1 = τk−1,n.

Luego tenemos:






(1) σjτk,nσ
−1
j = τk,n ; j < i − 1, k 6 j− 1,

(2) σjτk,nσ
−1
j = τk,n ; j < i − 1, k > j+ 2, k < i,

(3) σjτn−1,nσ
−1
j = τn−1,n ; j < i − 1, k > j+ 2, k = i,

(4) σjτk−1,nσ
−1
j = τk−1,n ; j < i − 1, k > j+ 2, k > i,

(5) σj−1τk,nσ
−1
j−1

= τk,n ; i < j, k 6 j− 1, k < i,

(6) σj−1τn−1,nσ
−1
j−1

= τn−1,n ; i < j, k 6 j− 1, k = i,

(7) σj−1τk−1,nσ
−1
j−1 = τk−1,n ; i < j, k 6 j− 1, k > i,

(8) σj−1τk−1,nσ
−1
j−1

= τk−1,n ; i < j, k > j+ 1,

(9) τj,n−1τk,n = τk,nτj,n−1 ; i = j, k 6 j− 1,

(10) τj,n−1τ
−1
n−1,nτk−1,nτn−1,nτ

−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτk−1,nτn−1,n ; i = j, k > j+ 2.

(4.51)

Combinando los casos, se tienen las relaciones en (4.28). �
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Demostración (Proposición 4.5).

Calculemos las relaciones inducidas por (II)n(2) definiendo los siguientes elemen-

tos:

k1 := wn−1,iσj[wn−1,iσj ]
−1,

k2 := [wn−1,iσj ]τj,n[wn−1,iσjτj,n ]
−1,

k3 := [wn−1,iσjτj,n ]σ
−1
j [wn−1,iσjτj,nσ

−1
j ]−1,

k4 := [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[wn−1,iσjτj,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n ]

−1.

(4.52)

Notar que los elementos en (4.52) son generadores de Ln−1, además:

wn−1,iσjτj,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nw

−1
n−1,i = k1k2k3k4.

Distingamos estos elementos en cuatro casos:

Caso 1: Si j < i− 1, se tiene:

k1 = σj.

k2 = [wn−1,iσj ]τj,n[ [wn−1,iσj ]τj,n ]
−1,

= wn−1,iτj,n[wn−1,iτj,n ]
−1,

= τj,n.

k3 = [wn−1,iσjτj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτj,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .

k4 = [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
j+1,n.

Por lo tanto k1k2k3k4 = σjτj,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n.

Caso 2: Si i < j, se tiene:

k1 = σj−1.
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k2 = [wn−1,iσj ]τj,n[ [wn−1,iσj ]τj,n ]
−1,

= wn−1,iτj,n[wn−1,iτj,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτj−1,nτn−1,n.

k3 = [wn−1,iσjτj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτj,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

k4 = [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,n.

Por lo tanto k1k2k3k4 = σj−1τ
−1
n−1,nτj−1,nτn−1,nσ

−1
j−1τ

−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,n.

Caso 3: Si j = i− 1, se tiene:

k1 = e.

k2 = [wn−1,iσj ]τj,n[ [wn−1,iσj ]τj,n ]
−1,

= wn−1,i−1τj,n[wn−1,i−1τj,n ]
−1,

= τn−1,n.

k3 = [wn−1,iσjτj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i−1τj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i−1τj,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= e.

k4 = [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
n−1,n.

Por lo tanto k1k2k3k4 = eτn−1,neτ
−1
n−1,n = e.
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Caso 4: Si j = i, se tiene:

k1 = τj,n−1.

k2 = [wn−1,iσj ]τj,n[ [wn−1,iσj ]τj,n ]
−1,

= wn−1,i+1τj,n[wn−1,i+1τj,n ]
−1,

= τj,n.

k3 = [wn−1,iσjτj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i+1τj,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i+1τj,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= τ−1
j,n−1.

k4 = [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,n.

Por lo tanto k1k2k3k4 = τj,n−1τj,nτ
−1
j,n−1τ

−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,n.

Aśı obtenemos las siguientes relaciones:






(1) σjτj,nσ
−1
j = τj+1,n ; j < i− 1,

(2) σj−1τ
−1
n−1,nτj−1,nτn−1,nσ

−1
j−1

= τ−1
n−1,nτj,nτn−1,n ; i < j,

(3) τj,n−1τj,nτ
−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτj,nτn−1,n ; j = i.

(4.53)

Utilizando (4.28)(1) se tiene:

σj−1τ
−1
n−1,nτj−1,nτn−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτj,nτn−1,n

σj−1τ
−1
n−1,nτj−1,nσ

−1
j−1σj−1τn−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτj,nτn−1,n

σj−1τ
−1
n−1,nτj−1,nσ

−1
j−1τn−1,n = τ−1

n−1,nτj,nτn−1,n

σj−1τ
−1
n−1,nτj−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτj,n

σj−1τ
−1
n−1,nσ

−1
j−1σj−1τj−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτj,n

τ−1
n−1,nσj−1τj−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτj,n

σj−1τj−1,nσ
−1
j−1 = τj,n
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Luego tenemos:





(1) σjτj,nσ
−1
j = τj+1,n ; j < i− 1,

(2) σj−1τj−1,nσ
−1
j−1

= τj,n ; i < j,

(3) τj,n−1τj,nτ
−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτj,nτn−1,n ; j = i.

(4.54)

Combinando los casos obtenemos las relaciones en (4.29). �

Demostración (Proposición 4.6).

Calculemos las relaciones inducidas por (II)n(3) definiendo los siguientes elemen-

tos:

t1 := wn−1,iσj[wn−1,iσj ]
−1,

t2 := [wn−1,iσj ]τj+1,n[wn−1,iσjτj+1,n ]
−1,

t3 := [wn−1,iσjτj+1,n ]σ
−1
j [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j ]−1,

t4 := [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n ]

−1,

t5 := [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]

−1,

t6 := [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n[wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,nτj+1,n ]

−1.

(4.55)

Notar que los elementos en (4.55) son generadores de Ln−1, además:

wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,nτj+1,nw

−1
n−1,i = t1t2t3t4t5t6.

Distingamos estos elementos en cuatro casos:

Caso 1: Si j < i− 1, se tiene:

t1 = σj.

t2 = [wn−1,iσj ]τj+1,n[ [wn−1,iσj ]τj+1,n ]
−1,

= wn−1,iτj+1,n[wn−1,iτj+1,n ]
−1,

= τj+1,n.

t3 = [wn−1,iσjτj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j .
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t4 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
j+1,n.

t5 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iτ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= wn−1,iτ
−1
j,n[wn−1,iτ

−1
j,n ]

−1,

= τ−1
j,n.

t6 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= wn−1,iτj+1,n[wn−1,iτj+1,n ]
−1,

= τj+1,n.

Por lo tanto t1t2t3t4t5t6 = σjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,nτj+1,n.

Caso 2: Si j > i, se tiene:

t1 = σj−1.

t2 = [wn−1,iσj ]τj+1,n[ [wn−1,iσj ]τj+1,n ]
−1,

= wn−1,iτj+1,n[wn−1,iτj+1,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτj,nτn−1,n.

t3 = [wn−1,iσjτj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,iτj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iτj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,iσ
−1
j [wn−1,iσ

−1
j ]−1,

= σ−1
j−1.

t4 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,n.



APÉNDICE A: CÁLCULO DE RELACIONES 193

t5 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iτ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= wn−1,iτ
−1
j,n[wn−1,iτ

−1
j,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
j−1,nτn−1,n.

t6 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= wn−1,iτj+1,n[wn−1,iτj+1,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτj,nτn−1,n.

Por lo tanto t1t2t3t4t5t6 = σj−1τ
−1
n−1,nτj,nτn−1,nσ

−1
j−1τ

−1
n−1,nτ

−1
j,nτ

−1
j−1,nτj,nτn−1,n.

Caso 3: Si j = i− 1, se tiene:

t1 = e.

t2 = [wn−1,iσj ]τj+1,n[ [wn−1,iσj ]τj+1,n ]
−1,

= wn−1,i−1τj+1,n[wn−1,i−1τj+1,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτj,nτn−1,n.

t3 = [wn−1,iσjτj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i−1τj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i−1τj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i−1σ
−1
j [wn−1,i−1σ

−1
j ]−1,

= e.

t4 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,i−1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
n−1,n.

t5 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iτ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= wn−1,iτ
−1
j,n[wn−1,iτ

−1
j,n ]

−1,

= τ−1
j,n.
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t6 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= wn−1,iτj+1,n[wn−1,iτj+1,n ]
−1,

= τn−1,n.

Por lo tanto t1t2t3t4t5t6 = τ
−1
n−1,nτj,nτn−1,nτ

−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,n = e.

Caso 4: Si j = i, se tiene:

t1 = τj,n−1.

t2 = [wn−1,iσj ]τj+1,n[ [wn−1,iσj ]τj+1,n ]
−1,

= wn−1,i+1τj+1,n[wn−1,i+1τj+1,n ]
−1,

= τn−1,n.

t3 = [wn−1,iσjτj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,iσjτj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= [wn−1,i+1τj+1,n ]σ
−1
j [ [wn−1,i+1τj+1,n ]σ

−1
j ]−1,

= wn−1,i+1σ
−1
j [wn−1,i+1σ

−1
j ]−1,

= τ−1
j,n−1.

t4 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n[ [wn−1,i+1σ
−1
j ]τ−1

j+1,n ]
−1,

= wn−1,iτ
−1
j+1,n[wn−1,iτ

−1
j+1,n ]

−1,

= τ−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,n.

t5 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j+1,n ]τ

−1
j,n[ [wn−1,iτ

−1
j+1,n ]τ

−1
j,n ]

−1,

= wn−1,iτ
−1
j,n[wn−1,iτ

−1
j,n ]

−1,

= τ−1
n−1,n.

t6 = [wn−1,iσjτj+1,nσ
−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iσjτj+1,nσ

−1
j τ

−1
j+1,nτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= [wn−1,iτ
−1
j,n ]τj+1,n[ [wn−1,iτ

−1
j,n ]τj+1,n ]

−1,

= wn−1,iτj+1,n[wn−1,iτj+1,n ]
−1,

= τ−1
n−1,nτj,nτn−1,n.

Por lo tanto t1t2t3t4t5t6 = τj,n−1τn−1,nτ
−1
j,n−1τ

−1
n−1,nτ

−1
j,nτ

−1
n−1,nτj,nτn−1,n.
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Aśı obtenemos las siguientes relaciones:






(1) σjτj+1,nσ
−1
j = τ−1

j+1,nτj,nτj+1,n ; j < i − 1,

(2) σj−1τ
−1
n−1,nτj,nτn−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτ
−1
j,nτj−1,nτj,nτn−1,n ; j > i,

(3) τj,n−1τn−1,nτ
−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,nτj,nτn−1,n ; j = i.

(4.56)

Además, utilizando (4.28)(1) se tiene:

σj−1τ
−1
n−1,nτj,nτn−1,nσ

−1
j−1 = τ−1

n−1,nτ
−1
j,nτj−1,nτj,nτn−1,n

τ−1
n−1,nσj−1τj,nσ

−1
j−1τn−1,n = τ−1

n−1,nτ
−1
j,nτj−1,nτj,nτn−1,n

σj−1τj,nσ
−1
j−1 = τ−1

j,nτj−1,nτj,n

Luego tenemos:






(1) σjτj+1,nσ
−1
j = τ−1

j+1,nτj,nτj+1,n ; j < i − 1,

(2) σj−1τj,nσ
−1
j−1

= τ−1
j,nτj−1,nτj,n ; j > i,

(3) τj,n−1τn−1,nτ
−1
j,n−1

= τ−1
n−1,nτ

−1
j,nτn−1,nτj,nτn−1,n ; j = i.

(4.57)

Combinando los casos obtenemos las relaciones en (4.30). �

Demostración (Proposición 4.8).

Consideremos los siguientes elementos:

p11 := wk,pτr,s[wk,pτr,s ]
−1,

p12 := [wk,pτr,s ]τi,j[wk,pτr,sτi,j ]
−1,

p13 := [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]

−1,

p14 := [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,sτ

−1
i,j ]

−1.

donde i < r < s < j. Notemos que

τr,sτi,jτ
−1
r,sτ

−1
i,j = p11p12p13p14 .

Para 1 6 r < s < j 6 n distingamos cinco casos:

Caso 1: Si r < k < s, se tiene:

Caso 1.1: Si p > r, entonces:

p11 = τr,s.
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p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

Por lo tanto d11d12d13d14 = τr,sτi,jτ
−1
r,sτ

−1
i,j .

Caso 1.2: Si p = r, entonces:

p11 = τk,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

Por lo tanto d11d12d13d14 = τk,sτi,jτ
−1
k,sτ

−1
i,j .
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Caso 1.3: Si i < p < r, entonces:

p11 = τ−1
k,sτr−1,sτk,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

Por lo tanto d11d12d13d14 = τ
−1
k,sτr−1,sτk,sτi,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,sτ

−1
i,j .

Caso 1.4: Si i = p, entonces:

p11 = τ−1
k,sτr−1,sτk,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τk,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s.
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p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
k,j.

Por lo tanto d11d12d13d14 = τ
−1
k,sτr−1,sτk,sτk,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,sτ

−1
k,j.

Caso 1.5: Si p < i, entonces:

p11 = τ−1
k,sτr−1,sτk,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τ−1
k,jτi−1,jτk,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
i−1,jτk,j.

Por lo tanto d11d12d13d14 = τ
−1
k,sτr−1,sτk,sτ

−1
k,jτi−1,jτk,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,s

τk,sτ
−1
k,jτ

−1
i−1,jτk,j.

Caso 2: Si r = k, se tiene:

Caso 2.1: Si i < p < r, entonces:

p11 = τ−1
k,sτk−1,sτk,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τ−1
k,jτi−1,jτk,j.
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p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
i−1,jτk,j.

Por lo tanto d11d12d13d14 = τ
−1
k,sτk−1,sτk,sτ

−1
k,jτi−1,jτk,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s

τ−1
k,jτ

−1
i−1,jτk,j.

Caso 2.2: Si i = p, entonces:

p11 = τ−1
k,sτk−1,sτk,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τk,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
k,j.

Por lo tanto d11d12d13d14 = τ
−1
k,sτr−1,sτk,sτk,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,sτ

−1
k,j.
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Caso 2.3: Si p < i, entonces:

p11 = τ−1
k,sτk−1,sτk,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

Por lo tanto d11d12d13d14 = τ
−1
k,sτk−1,sτk,sτi,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,sτ

−1
i,j .

Caso 3: Si i < k < r, se tiene:ç

Caso 3.1: Si i < p, entonces:

p11 = τr,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.



APÉNDICE A: CÁLCULO DE RELACIONES 201

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

Por lo tanto d11d12d13d14 = τr,sτi,jτ
−1
r,sτ

−1
i,j .

Caso 3.2: Si i = p, entonces:

p11 = τr,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τk,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

Por lo tanto d11d12d13d14 = τr,sτk,jτ
−1
r,sτ

−1
k,j.

Caso 3.3: Si p < i, entonces:

p11 = τr,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τ−1
k,jτi−1,jτk,j.
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p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
i−1,jτk,j.

Por lo tanto d11d12d13d14 = τr,sτ
−1
k,jτi−1,jτk,jτ

−1
r,sτ

−1
k,jτ

−1
i−1,jτk,j.

Caso 4: Si k = i, se tiene:

p11 = τr,s.

p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τ−1
i,j τi−1,jτi,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j τ

−1
i−1,jτi,j.

Por lo tanto d11d12d13d14 = τr,sτ
−1
i,j τi−1,jτi,jτ

−1
r,sτ

−1
i,j τ

−1
i−1,jτi,j.

Caso 5: Si k < i, se tiene:

p11 = τr,s.
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p12 = [wk,pτr,s ]τi,j[ [wk,pτr,s ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p13 = [wk,pτr,sτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p14 = [wk,pτr,sτi,jτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτr,sτi,jτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

Por lo tanto d11d12d13d14 = τr,sτi,jτ
−1
r,sτ

−1
i,j

Luego, obtenemos las siguientes relaciones:

Caso 1: r < k < s






(1) τr,sτi,j = τi,jτr,s ; p > r,

(2) τk,sτi,j = τi,jτk,s ; p = r,

(3) (τ−1
k,sτr−1,sτk,s)τi,j = τi,j(τ

−1
k,sτr−1,sτk,s) ; i < p,

(4) (τ−1
k,sτr−1,sτk,s)τk,j = τk,j(τ

−1
k,sτr−1,sτk,s) ; i = p,

(5) (τ−1
k,jτi−1,jτk,j)(τ

−1
k,sτr−1,sτk,s) = (τ−1

k,sτr−1,sτk,s)(τ
−1
k,jτi−1,jτk,j) ; p < i.

Las relaciones (1), (2) y (3) son consecuencia de (A), las relaciones (4) y

(5) son consecuencia de Lema 4.13.1 y 4.13.2.

Caso 2: r = k






(1) (τ−1
k,sτk−1,sτk,s)(τ

−1
k,jτi−1,jτk,j) = (τ−1

k,jτi−1,jτk,j)(τ
−1
k,sτk−1,sτk,s) ; i < p < r,

(2) (τ−1
k,sτk−1,sτk,s)τk,j = τk,j(τ

−1
k,sτk−1,sτk,s) ; i = p,

(3) (τ−1
k,sτk−1,sτk,s)τi,j = τi,j(τ

−1
k,sτk−1,sτk,s) ; p < i.

La relación (1) es consecuencia de 4.13.2, la relación (2) es consecuencia

de 4.13.1 y (3) es consecuencia de (A).
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Caso 3: i < k < r





(1) τr,sτi,j = τi,jτr,s ; i < p,

(2) τr,sτk,j = τk,jτr,s ; i = p,

(3) τr,s(τ
−1
k,jτi−1,jτk,j) = (τ−1

k,jτi−1,jτk,j)τr,s ; p < i.

Las relaciones (1), (2) y (3) son consecuencia de (A).

Caso 4: k = i
{

(1) τr,s(τ
−1
i,j τi−1,jτi,j) = (τ−1

i,j τi−1,jτi,j)τr,s.

Esta relación es consecuencia de (A).

Caso 5: k < i
{

(1) τr,sτi,j = τi,jτr,s.

Esta relación es consecuencia de (A).

El caso r < s < i < j es análogo. Esto demuestra la proposición. �

Demostración (Proposición 4.9).

Consideremos los siguientes elementos:

p21 := wk,pτr,s[wk,pτr,s ]
−1,

p22 := [wk,pτr,s ]τr,j[wk,pτr,sτr,j ]
−1,

p23 := [wk,pτr,sτr,j ]τ
−1
r,s[wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,s ]

−1,

p24 := [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]

−1,

p25 := [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]

−1,

p26 := [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j[wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,j ]

−1.

Notemos que

wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,jw

−1
k,p = p21p22p23p24p25p26.

Distingamos tres casos:

Caso 1: Si r < k < s < j, tenemos:

Caso 1.1: Si r < p 6 k, entonces:

p21 = τr,s.
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p22 = [wk,pτr,s ]τr,j[ [wk,pτr,s ]τr,j ]
−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τr,j.

p23 = [wk,pτr,sτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p24 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p25 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
r,j .

p26 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p21p22p23p24p25p26 = τr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,j.

Caso 1.2: Si r = p, entonces:

p21 = τk,s.

p22 = [wk,pτr,s ]τr,j[ [wk,pτr,s ]τr,j ]
−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τk,j.
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p23 = [wk,pτr,sτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p24 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p25 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
k,j.

p26 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p21p22p23p24p25p26 = τk,sτk,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
k,jτs,j.

Caso 1.3: Si p < r, entonces:

p21 = τ−1
k,sτr−1,sτk,s.

p22 = [wk,pτr,s ]τr,j[ [wk,pτr,s ]τr,j ]
−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τ−1
k,jτr−1,jτk,j.

p23 = [wk,pτr,sτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτr−1,sτk,s.
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p24 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p25 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,j.

p26 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p21p22p23p24p25p26 = τ
−1
k,sτr−1,sτk,sτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτ

−1
k,sτr−1,s

τk,sτ
−1
s,jτ

−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,jτs,j.

Caso 2: Si r = k, se tiene:

p21 = τ−1
k,sτr−1,sτk,s.

p22 = [wk,pτr,s ]τr,j[ [wk,pτr,s ]τr,j ]
−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τ−1
k,jτk−1,jτk,j.

p23 = [wk,pτr,sτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s.

p24 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .
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p25 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,j.

p26 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p21p22p23p24p25p26 = τ
−1
k,sτr−1,sτk,sτ

−1
k,jτk−1,jτk,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,s

τk,sτ
−1
s,jτ

−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,jτs,j.

Caso 3: Si k < r, se tiene:

p21 = τr,s.

p22 = [wk,pτr,s ]τr,j[ [wk,pτr,s ]τr,j ]
−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τr,j.

p23 = [wk,pτr,sτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p24 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p25 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
r,j .
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p26 = [wk,pτr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτr,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
r,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p21p22p23p24p25p26 = τr,sτr,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,j.

Luego, obtenemos las siguientes relaciones:

Caso 1: r < k < s < j






(1) τr,sτr,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτr,jτs,j ; r < p 6 k,

(2) τk,sτk,jτ
−1
k,s = τ

−1
s,jτk,jτs,j ; r = p,

(3) τ−1
k,sτr−1,sτk,sτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτs,j ; p < r.

Las relaciones (1) y (2) son consecuencia de (B)

Caso 2: r = k

{

(1) τ−1
k,sτk−1,sτk,sτ

−1
k,jτk−1,jτk,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτk−1,jτk,jτs,j.

Caso 3: k < r

{

(1) τr,sτr,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτr,jτs,j.

Esta relación es consecuencia de (B).

Basta demostrar ahora que las relaciones en Caso 1.(3) y Caso 2.(1) son conse-

cuencia de (4.32). Como r − 1 < k en Caso 1.(3) y k − 1 < k en Caso 2.(1),

consideremos ambos casos, tomando t < k como r− 1 o k − 1, entonces:
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Caso 1.(3)/Caso 2.(1):

τ−1
k,sτt,sτk,s τ−1

k,jτt,jτk,j τ−1
k,sτ

−1
t,sτk,s = τ−1

s,j τ
−1
k,jτt,jτk,j τs,j

(B)

τt,kτt,sτ
−1
t,kτt,kτt,jτ

−1
t,kτt,kτ

−1
t,sτ

−1
t,k = τ−1

s,jτt,k τt,j τ
−1
t,kτs,j

(A)

τt,kτt,sτt,jτ
−1
t,sτ

−1
t,k = τt,kτ

−1
s,jτt,jτs,jτ

−1
t,k

τt,sτt,jτ
−1
t,s = τ−1

s,jτt,jτs,j

(B).

Esto demuestra la proposición. �

Demostración (Proposición 4.10).

Consideremos los siguientes elementos:

p31 := wk,pτr,s[wk,pτr,s ]
−1,

p32 := [wk,pτr,s ]τs,j[wk,pτr,sτs,j ]
−1,

p33 := [wk,pτr,sτs,j ]τ
−1
r,s[wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,s ]

−1,

p34 := [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]

−1,

p35 := [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]

−1,

p36 := [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]

−1,

p37 := [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j[wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]

−1,

p38 := [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j[wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,jτs,j ]

−1.

Notemos que

wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,jτs,jw

−1
k,p = p31p32p33p34p35p36p37p38 .

Distingamos tres casos:

Caso 1: Si r < k < s < j, se tiene:

Caso 1.1: Si r < p 6 k, entonces:

p31 = τr,s.
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p32 = [wk,pτr,s ]τs,j[ [wk,pτr,s ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p33 = [wk,pτr,sτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p34 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p35 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
r,j .

p36 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p37 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τr,j.

p38 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,j ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p31p32p33p34p35p36p37p38 = τr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,jτs,j.
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Caso 1.2: Si p = r, entonces:

p31 = τk,s.

p32 = [wk,pτr,s ]τs,j[ [wk,pτr,s ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p33 = [wk,pτr,sτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,s.

p34 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p35 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
k,j.

p36 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p37 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τk,j.
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p38 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,j ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p31p32p33p34p35p36p37p38 = τk,sτs,jτ
−1
k,sτ

−1
s,jτ

−1
k,jτ

−1
s,jτk,jτs,j.

Caso 1.3: Si p < r, entonces:

p31 = τ−1
k,sτr−1,sτk,s.

p32 = [wk,pτr,s ]τs,j[ [wk,pτr,s ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p33 = [wk,pτr,sτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s.

p34 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p35 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
k,jτr−1,jτk,j.

p36 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .
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p37 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τ−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,j.

p38 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,j ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p31p32p33p34p35p36p37p38 = τ
−1
k,sτr−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s

τ−1
s,jτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτ

−1
s,jτ

−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,jτs,j.

Caso 2: Si r = k, se tiene:

p31 = τ−1
k,sτk−1,sτk,s.

p32 = [wk,pτr,s ]τs,j[ [wk,pτr,s ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p33 = [wk,pτr,sτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s.

p34 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p35 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
k,sτk−1,sτk,s.



APÉNDICE A: CÁLCULO DE RELACIONES 215

p36 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p37 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τ−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s.

p38 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,j ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p31p32p33p34p35p36p37p38 = τ
−1
k,sτk−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,sτ

−1
s,j

τ−1
k,sτk−1,sτk,sτ

−1
s,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,sτs,j.

Caso 3: Si k < r, se tiene:

p31 = τr,s.

p32 = [wk,pτr,s ]τs,j[ [wk,pτr,s ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p33 = [wk,pτr,sτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτr,sτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τ
−1
r,s[ [wk,pτs,j ]τ

−1
r,s ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,s[wk,pτ

−1
r,s ]

−1,

= τ−1
r,s.

p34 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,s ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,s ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .
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p35 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τ

−1
r,j [ [wk,pτ

−1
s,j ]τ

−1
r,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,j [wk,pτ

−1
r,j ]

−1,

= τ−1
r,j .

p36 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
r,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p37 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τr,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τr,j ]

−1,

= wk,pτr,j[wk,pτr,j ]
−1,

= τr,j.

p38 = [wk,pτr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,sτs,jτ

−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,j ]τs,j ]

−1,

= [wk,pτr,j ]τs,j[ [wk,pτr,j ]τs,j ]
−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

Por lo tanto p31p32p33p34p35p36p37p38 = τr,sτs,jτ
−1
r,sτ

−1
s,jτ

−1
r,jτ

−1
s,jτr,jτs,j.

Luego, obtenemos las siguientes relaciones:

Caso 1: r < k < s < j






(1) τr,sτs,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,jτr,jτs,j ; r < p 6 k,

(2) τk,sτs,jτ
−1
k,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτs,jτk,jτs,j ; p = r,

(3) τ−1
k,sτr−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτ

−1
r−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,jτ

−1
r−1,jτk,jτs,jτ

−1
k,jτr−1,jτk,jτs,j ; p < r.

Las relaciones (1) y (2) son consecuencia de (C).

Caso 2: r = k

{

(1) τ−1
k,sτk−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,s = τ

−1
s,jτ

−1
k,sτ

−1
k−1,sτk,sτs,jτ

−1
k,sτk−1,sτk,sτs,j.
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Caso 3: k < r
{

(1) τr,sτs,jτ
−1
r,s = τ

−1
s,jτ

−1
r,jτs,jτr,jτs,j.

Esta relación es consecuencia de (C).

Basta demostrar ahora que las relaciones en Caso 1.(3) y Caso 2.(1) son conse-

cuencia (4.32). Para esto consideremos t < k < s < j, tenemos:

Caso 1.(3):

τ−1
k,sτt,sτk,s τs,j τ

−1
k,sτ

−1
t,sτk,s = τ−1

s,j τ
−1
k,jτ

−1
t,jτk,j τs,j τ

−1
k,jτt,jτk,j τs,j

(B)

τt,kτt,s τ
−1
t,kτs,j τt,kτ

−1
t,sτ

−1
t,k = τ−1

s,jτt,k τ
−1
t,jτ

−1
t,k τs,jτt,k τt,j τ

−1
t,kτs,j

(A)

τt,kτt,sτs,jτ
−1
t,kτt,kτ

−1
t,sτ

−1
t,k = τt,kτ

−1
s,jτ

−1
t,jτ

−1
t,kτt,kτs,jτt,jτs,jτ

−1
t,k

τt,sτs,jτ
−1
t,s = τ−1

s,jτ
−1
t,jτs,jτt,jτs,j

(C).

Análogamente para Caso 2.(1). Esto demuestra la proposición. �

Demostración (Proposición 4.11).

Consideremos los siguientes elementos:

p41 := wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

p42 := [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[wk,pτ

−1
i,j τs,j ]

−1,

p43 := [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]

−1,

p44 := [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]

−1,

p45 := [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]

−1,

p46 := [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]

−1,

p47 := [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]

−1,

p48 := [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,jτ

−1
r,i ]

−1.

Notemos que

wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,jτ

−1
r,iw

−1
k,p = p41p42p43p44p45p46p47p48 .

Distingamos cinco casos:
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Caso 1: Si s < k < i, se tiene:

Caso 1.1: Si s < p < k, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.
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p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,jτ

−1
r,i .

Caso 1.2: Si p = s, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τk,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
k,j.
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p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τk,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
k,jτi,jτ

−1
r,i .

Caso 1.3: Si r < p < s, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τ−1
k,jτs−1,jτk,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,i.

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .
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p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
s−1,jτk,j.

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
i,j τ

−1
k,j

τ−1
s−1,jτk,jτi,jτ

−1
r,i .

Caso 1.4: Si p = r, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τ−1
k,jτs−1,jτk,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,i.
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p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
s−1,jτk,j.

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,i.

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
i,j τ

−1
k,j

τ−1
s−1,jτk,jτi,jτ

−1
k,i.

Caso 1.5: Si p < r, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τ−1
k,jτs−1,jτk,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.
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p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτr−1,iτk,i.

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
k−1,jτk,j.

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,jτ

−1
k,iτr−1,iτk,i

τ−1
i,j τ

−1
k,jτ

−1
k−1,jτk,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.

Caso 2: Si k = s, se tiene:

Caso 2.1: Si r < p < s, entonces:

p41 = τ−1
i,j .
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p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τ−1
k,jτs−1,jτk,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
s−1,jτk,j.

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .
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Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
k,j

τ−1
s−1,jτk,jτi,jτ

−1
r,i .

Caso 2.2: Si p = r, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τ−1
k,jτk−1,jτk,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
k−1,jτk,j.

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.
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p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
k,j

τ−1
k−1,jτk,jτi,jτ

−1
r,i .

Caso 2.3: Si p < r, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τ−1
k,jτk−1,jτk,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
k,jτ

−1
k−1,jτk,j.
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p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i

τ−1
i,j τ

−1
k,jτ

−1
k−1,jτk,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.

Caso 3: Si r < k < s, se tiene:

Caso 3.1: Si r < p, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .
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p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,jτ

−1
r,i .

Caso 3.2: Si r = p, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.
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p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,i.

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,i.

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,jτ

−1
k,i

Caso 3.3: Si p < r, entonces:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.
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p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j

τi,jτ
−1
k,iτ

−1
r−1,iτk,i.
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Caso 4: Si k = r, se tiene:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτ

−1
k−1,iτk,i.

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .

p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.
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p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
k,iτ

−1
k−1,iτk,i.

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
k,iτ

−1
k−1,iτk,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j

τi,jτ
−1
k,iτ

−1
k−1,iτk,i.

Caso 5: Si k < r, se tiene:

p41 = τ−1
i,j .

p42 = [wk,pτ
−1
i,j ]τs,j[ [wk,pτ

−1
i,j ]τs,j ]

−1,

= wk,pτs,j[wk,pτs,j ]
−1,

= τs,j.

p43 = [wk,pτ
−1
i,j τs,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτs,j ]τi,j[ [wk,pτs,j ]τi,j ]
−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p44 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r−1,i.

p45 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
r,i ]τ

−1
i,j [ [wk,pτ

−1
r,i ]τ

−1
i,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
i,j [wk,pτ

−1
i,j ]

−1,

= τ−1
i,j .

p46 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
i,j ]τ

−1
s,j [ [wk,pτ

−1
i,j ]τ

−1
s,j ]

−1,

= wk,pτ
−1
s,j [wk,pτ

−1
s,j ]

−1,

= τ−1
s,j .
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p47 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= [wk,pτ
−1
s,j ]τi,j[ [wk,pτ

−1
s,j ]τi,j ]

−1,

= wk,pτi,j[wk,pτi,j ]
−1,

= τi,j.

p48 = [wk,pτ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i [ [wk,pτ

−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= [wk,pτi,j ]τ
−1
r,i [ [wk,pτi,j ]τ

−1
r,i ]

−1,

= wk,pτ
−1
r,i [wk,pτ

−1
r,i ]

−1,

= τ−1
r,i .

Por lo tanto p41p42p43p44p45p46p47p48 = τ
−1
i,j τs,jτi,jτ

−1
r−1,iτ

−1
i,j τ

−1
s,jτi,jτ

−1
r,i .

Luego, obtenemos las siguientes relaciones:

Caso 1: s < k < i





(1) τs,jτi,jτ
−1
r,iτ

−1
i,j τ

−1
s,j = τi,jτr,iτ

−1
i,j ; s < p < k,

(2) (τ−1
i,j τk,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τk,jτi,j) ; p = s,

(3) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1.jτk,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτs−1.jτk,jτi,j) ; r < p < s,

(4) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,j)τk,i = τr,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτs−1.jτk,jτi,j) ; p = r

(5) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,j)(τ

−1
k,iτr−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτr−1,iτk,i) ; p < r.

(τ−1
i,j τ

−1
k,jτs−1,jτk,jτi,j).

Caso 2: k = s





(1) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j) ; r < p < s,

(2) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)τk,i = τk,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j) ; p = r,

(3) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)(τ

−1
k,iτr−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτr−1,iτk,i) ; p < r.

(τ−1
i,j τ

−1
k,jτk−1,jτk,jτi,j)

Caso 3: r < k < s





(1) (τ−1
i,j τs,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τs,jτi,j) ; r < p,

(2) (τ−1
i,j τs,jτi,j)τk,i = τk,i(τ

−1
i,j τs,jτi,j) ; r = p,

(3) (τ−1
i,j τs,jτi,j)(τ

−1
k,iτr−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτr−1,iτk,i)(τ
−1
i,j τs,jτi,j) ; p < r.

Caso 4: k = r

{

(1) (τ−1
i,j τs,jτi,j)(τ

−1
k,iτk−1,iτk,i) = (τ−1

k,iτk−1,iτk,i)(τ
−1
i,j τs,jτi,j).
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Caso 5: k < r

{

(1) (τ−1
i,j τs,jτi,j)τr,i = τr,i(τ

−1
i,j τs,jτi,j).

Para terminar la demostración basta ver que las siguientes relaciones son conse-

cuencia de (4.32):






(1) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j)τt,i = τt,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j) ; t < m < k < i < j,

(2) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j)(τ

−1
k,iτt,iτk,i) = (τ−1

k,iτt,iτk,i) ; t < m < k < i < j,

(τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j)

(3) (τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j)τk,i = τk,i(τ

−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j) ; m < k < i < j,

(4) (τ−1
i,j τs,jτi,j)(τ

−1
k,iτt,iτk,i) = (τ−1

k,iτt,iτk,i)(τ
−1
i,j τs,jτi,j) ; t < k < s < i < j.

(4.58)

Tenemos:

(4.58)(1):

τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,j τi,jτt,i = τt,iτ

−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,j τi,j

(B)

τ−1
i,j τm,k τm,j τ

−1
m,kτi,jτt,i = τt,iτ

−1
i,j τm,k τm,j τ

−1
m,kτi,j

(A)

τm,kτ
−1
i,j τm,jτi,jτt,iτ

−1
m,k = τm,kτt,iτ

−1
i,j τm,jτi,jτ

−1
m,k

(τ−1
i,j τm,jτi,j)τt,i = τt,i(τ

−1
i,j τm,jτi,j)

(D).
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(4.58)(2):

τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j τ

−1
k,iτt,iτk,i = τ−1

k,iτt,iτk,i τ
−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j

(B)

τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,j τi,jτt,k τt,iτ

−1
t,k = τt,kτt,i τ

−1
t,kτ

−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j

(A)

τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,j τt,kτi,jτt,iτ

−1
t,k = τt,kτt,iτ

−1
i,j τ

−1
t,k τ

−1
k,jτm,jτk,j τi,j

(D)(A)

τt,k τ
−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,j τi,jτt,i τ

−1
t,k = τt,k τt,iτ

−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,j τi,j τ

−1
t,k

(B)

τ−1
i,j τm,k τm,j τ

−1
m,kτi,jτt,i = τt,iτ

−1
i,j τm,k τm,j τ

−1
m,kτi,j

(A)

τm,kτ
−1
i,j τm,jτi,jτt,iτ

−1
m,k = τm,kτt,iτ

−1
i,j τm,jτi,jτ

−1
m,k

τ−1
i,j τm,jτi,jτt,i = τt,iτ

−1
i,j τm,jτi,j

(D).

(4.58)(3):

τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,j τi,jτk,i = τk,iτ

−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτi,j

(C)

τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,jτk,jτ

−1
k,i τ

−1
i,j τ

−1
k,jτi,j τk,jτi,j = τ−1

k,iτ
−1
i,j τ

−1
k,j τm,j τk,jτi,j

τ−1
i,j τ

−1
k,jτm,j τk,jτ

−1
k,iτk,iτ

−1
k,j τ

−1
k,i = τ−1

i,j τ
−1
k,jτ

−1
k,iτm,j

(B) Lema 4.13(3)

τm,jτ
−1
k,i = τ−1

k,iτm,j

(A).
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(4.58)(4):

τ−1
i,j τs,jτi,j τ

−1
k,iτt,iτk,i = τ−1

k,iτt,iτk,i τ
−1
i,j τs,jτi,j

(D)

τ−1
k,iτ

−1
i,j τs,jτi,jτt,iτk,i = τ−1

k,iτt,iτ
−1
i,j τs,jτi,jτk,i

(τ−1
i,j τs,jτi,j)τt,i = τt,i(τ

−1
i,j τs,jτi,j)

(D).

�
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