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Resumen

En este trabajo abordaremos una problemética de modelamiento probabilistico/estadistico en
ecologia. Se propondra un modelo probabilistico para describir la dinamica de la riqueza de especies
en metacomunidades, y luego desde alli se derivard un modelo estadistico para el ajuste de la
distribucién de la riqueza de especies en estado estacionario. Por tanto, el objetivo de este trabajo
es proponer un modelo estadistico para el ajuste de la distribucion de especies, desde argumentos
tedricos probabilisticos, que a su vez se interpretan desde el punto de vista ecolégico. Concretamente,
se propondra la distribuciéon Beta como modelo para la distribucién de la riqueza relativa de especies,
la cual surge como la distribucién estacionaria de un proceso de difusién en [0, 1]. Este proceso de
difusion surge a su vez como una aproximacién continua de un proceso de nacimiento y muerte
que modela la proporcién de especies en un espacio de estados discreto. La evaluacién del ajuste
del modelo se llevara a cabo haciendo uso de datos reales recientemente publicados, y en donde se
analizaran distintas técnicas de estimacién de pardmetros y bondad de ajuste. Como resultado de
la validacion de este, se espera entregar informacién relevante desde el punto de vista ecoldgico,
dada la vinculacion de los parametros de nuestro modelo con cantidades relevantes e interpretables
desde aquel punto de vista.



Objetivos

Objetivo general

Proponer la distribuciéon Beta como modelo para la distribucion de la riqueza relativa de especies
a partir de una aproximacién por difusién de un proceso de nacimiento y muerte.

Objetivos especificos

1. Establecer las condiciones técnicas para aproximar el proceso de riqueza de especies modelado
como un proceso de nacimiento y muerte hacia un proceso de difusién en [0, 1].

2. Examinar las condiciones tedricas y ecoldgicas para que la distribucion estacionaria del proceso
de difusién resultante sea una Beta.

3. Estudiar distintos métodos de estimacién de pardmetros para la distribucién Beta (estimacion
de momentos y estimacién de maxima verosimilitud), y establecer métodos de estimacién de
parametros para la distribuciéon Beta-Binomial como modelo de riqueza absoluta.

4. Evaluar la bondad de ajuste de estos modelos en datos reales.



Capitulo 1

Contexto ecoldgico

En este capitulo se entregaran conceptos basicos y fundamentales en ecologia de poblaciones,
asi como también se hara una revisién historica acerca de algunos modelos en ecologia matemaética
para la descripcién de la dindmica de especies.

1.1. Dinamica de especies: conceptos basicos y contexto historico
del problema

La ecologia matematica es la disciplina cientifica dedicada al estudio de sistemas ecoldgicos uti-
lizando modelos matematicos. Basados en suposiciones bioldgicamente razonables, el planteamiento
de modelos matematicos eficaces pueden contribuir al descubrimiento de conocimientos novedosos
vy no intuitivos sobre los procesos naturales, asi como mejorar la comprensién del mundo natural
al revelar las condiciones y los procesos bioldgicos fundamentales que inciden en dinamica de las
poblaciones de especies.

Los resultados tedricos a menudo se pueden contrastar mediante estudios empiricos o de obser-
vacion, logrando asi evaluar la calidad del modelo tedrico propuesto para describir, comprender e
inferir el mundo ecoldgico, el cual es diverso, complejo y “ruidoso”.

El objeto de estudio de la ecologia matematica es principalmente la dindmica de poblaciones
de especies, en sus distintos niveles de interaccién y complejidad, aunque en muchas ocasiones esto
va a acompanado de un fuerte ejercicio matematico/computacional o demostraciones matematicas
complejas que muestren o evidencien que los modelos matematicos propuestos realmente descri-
ban lo que uno pretende que describan. En cuanto a las poblaciones de especies, podemos hacer
distincién de tres niveles o escalas de enfoque anidadas, como se muestra en Figura 1.1.

Figura 1.1: Relacién anidada entre individuos, especies y comunidades. Figura obtenida desde
(Marquet et al., 2020).



Dado un cierto conjunto de especies bajo estudio u observacion sobre algiin area geografica
delimitada (por ejemplo, el conjunto de animales vertebrados que viven en algin archipiélago de-
terminado), se distingue a los individuos como las unidades representantes de cada especie, mientras
que las comunidades representan subregiones del drea geogréfica delimitada que contienen (o que
potencialmente pueden contener) a un conjunto de estas especies (del ejemplo anterior, cada isla
del archipiélago representaria una comunidad). Al conjunto de todas estas comunidades que forman
el drea geografica delimitada bajo estudio u observacién se le conoce como metacomunidad (en el
mismo ejemplo, esta corresponderia al archipiélago).

Al nimero de individuos por especie se le conoce como abundancia de especies; mientras que al
nimero de especies en la metacomunidad se le conoce como riqueza de especies. Sin embargo, en
algunas ocasiones, y por motivo de la descripcion matematica que se pueda realizar del fenémeno
bajo estudio, se suelen identificar estos elementos de la metacomunidad utilizando graduaciones mas
convenientes, como por ejemplo identificar la abundancia de especies con la biomasa de especies
(cantidad total de materia viva presente en una comunidad), transformando la abundancia de una
graduacién discreta a una continua, como también considerar la riqueza relativa de especies en
vez de la riqueza de especies; esto es, considerar la proporcién de especies por comunidad con
respecto al maximo de especies (asociadas a cierta taxa de interés) que pueden estar presentes en
la metacomunidad, segtiin sus condiciones ecoldgicas. A este niimero maximo se le conoce como el
pool de especies.

Desde los trabajos pioneros de Humboldt, Darwin y Wallace, comprender los factores que im-
pulsan los cambios en el nimero de especies que coexisten en las comunidades locales ha sido un
objetivo importante de la ecologia y la biogeografia. A pesar de esto, todavia no tenemos una teoria
formal para describir los cambios en la riqueza de especies, ya que esta es una variable dificil de
medir debido a los multiples factores ecolégicos que inciden en ella (Marquet et al., 2020).

Uno de los primeros intentos de derivar la probabilidad de observar s especies en una comunidad
local fue el de Barton y David (1959) en el contexto de un modelo de urna simple. De hecho,
se centraron en los cambios en el niimero de especies coexistentes como un proceso similar a la
asignacién de bolas de k colores diferentes entre N cajas idénticas. Aunque su principal objetivo
era obtener una prueba para la asociacién de especies, también derivaron la expresion para la
ocurrencia esperada de s especies bajo el supuesto de independencia, donde la presencia de una
especie es independiente de la presencia de otra especie.

En un contexto ecoldgico, diferentes colores corresponden a diferentes especies y las diferentes
cajas a diferentes comunidades locales o muestras. Bajo el supuesto de que todas las especies
se comportan independientemente unas de otras y tienen la misma abundancia (es decir, tienen la
misma probabilidad de formar parte de una comunidad dada), P(s) sigue una distribucién binomial:

P(s) = <I§>ps(l—p)K_S s=0,1,.... K (1.1)

donde K corresponde al conjunto de especies disponibles para colonizar una comunidad local, p es
la probabilidad de encontrar cualquier especie dada en una comunidad local y s es la riqueza de
la comunidad local. Ademds, muestran que (1.1) es una buena aproximacién siempre que el valor
de p no varfe demasiado [ver Barton y David (1959), E. Pielou (1975)]. En caso contrario, como
consecuencia de, por ejemplo, especies que tienen diferentes abundancias, entonces la distribucién
de la riqueza se puede aproximar mediante una distribucién binomial con funcién generadora de
probabilidad dada por:

va’r;<p)7 Qzl_Pv y QIL, (12)
P e

G(z) = (Q+Pz)9 con P=p+



donde p = (1/K) YK, pi y var(p) = (1/k) L5, (i — )2

Estas expresiones se han utilizado comunmente para evaluar el nimero esperado de muestras o
comunidades con diferentes niimeros de especies para evaluar la asociacién positiva o negativa entre
especies en toda la comunidad [E. Pielou (1975), D. Pielou y Pielou (1967), Strong Jr (1982)]; es
decir, un nimero inesperadamente grande de muestras o comunidades que contienen méas o menos
especies de las esperadas, respectivamente.

El segundo intento provino de MacArthur y Wilson (1963), (1967) bajo la “teoria de la biogeo-
graffa insular” (TBI), una de las primeras teorias neutrales en ecologia comunitaria. Esta vez, sin
embargo, el interés no fue proporcionar una descripcién estadistica de la expectativa de encontrar
especies en una comunidad dada, sino comprender cémo varia la cantidad de especies segun los
procesos de colonizacién y extincién. Estos autores describieron el cambio en el niimero de especies
que se encuentra en una sola isla y mostraron que esto se puede estudiar como un simple proceso
de nacimiento/muerte. Para hacer esto, definieron Ps(t) como la probabilidad que en el momento ¢
una isla focal contenga s especies A; se define como la tasa de inmigracién de nuevas especies a la
isla (ya sea de la reserva o de otras islas) cuando s estén presentes, y ps como la tasa de extincién
de especies en la isla cuando hay s. La forma funcional de Ags y us corresponden a las curvas de
interseccion del modelo gréafico de TBI; es decir, A; es una funcion decreciente de s mientras que pig
aumenta con s. Se supone que estas dos tasas son las mismas para cualquier especie. Por lo tanto,
la probabilidad de observar s especies en una isla, o un conjunto de islas idénticas, sigue la ecuacién
maestra:

dPs(t)
dt

donde s es el nimero de especies, As; es la tasa de colonizacién o especiacion que aumenta de s a
s+ 1y us es la tasa de extincién que disminuye de s a s — 1. La ecuacién (1.3) conduce a un estado
estacionario o condicién de equilibrio que satisface Ps = Py [[;_, )‘ifl. La distribucién invariante
del proceso, si existe, dependerd de la forma funcional de As y ps (aetalles de esto se veran més
adelante).

Por otra parte, la teoria neutral de la ecologia derivé la distribucién de abundancia de especies
utilizando el siguiente proceso de nacimiento/muerte (Volkov, Banavar, Hubbell, y Maritan, 2003)

que expresa la probabilidad de que la k-ésima especie contenga n individuos:

= Ps—l(t)As—l + Ps-i—l(t)us-&-l - Ps(t)()‘s + NS)’ (1'3)

CZPTZiilj(t) = Pn-i—l,k(t)dn-i-l,k + Pn—l,k(t)bn—l,k - Pn,k(t)(dn,k + bn,k)a (1'4)
donde n es el namero de individuos, b, es la tasa de natalidad que aumenta de n an+ 1y d, es
la tasa de mortalidad que disminuye de n a n — 1. Si asumimos que todas las especies tienen las
mismas tasas de natalidad y muerte, y que estas son proporcionales a la densidad (es decir, b, = bn
y dn = dn), se obtiene que la distribucién de equilibrio es la serie logaritmica de Fisher (Kendall,
1948). Observe que la ecuacién (1.4) es idéntica en estructura a la ecuacién (1.3). Sin embargo,
ambos modelos no pueden ser “verdaderos” a la vez. En efecto, tenemos que la riqueza de especies,
S(-), es un observable de la abundancia de especies {Ng(-) }}r=1,. Kk:

K
S(t) = Z 1(0,00) Nk (1),
k=1

y luego,

{st)=st=[J {(Ni,(8),... Ni..(1)) € (0,00)°}.



Por lo tanto, bajo (1.4), S(-) ya no es Markoviano y, por lo tanto, sus estados no pueden seguir la
ecuaciéon maestra (1.3) (las consideraciones técnicas se veran en el capitulo siguiente).

Curiosamente, MacArthur y Wilson (1963), (1967) no estaban interesados en obtener explici-
tamente una distribucion estacionaria, que seria nuestra distribucién de riqueza de especies, ni
tampoco la teoria neutral de Hubbell, aunque era consciente del problema de conectar la abun-
dancia con el nimero de especies en una comunidad determinada (Hubbell, 2011). Para resolver la
ecuacién (1.3) es necesario especificar una condicién inicial Py y algunas condiciones de contorno,
que en este caso se pueden deducir al notar que cuando no hay especies presentes en la isla, g =0y
Ao # 0, y cuando la isla estd saturada de especies, es decir, el nimero de especies es igual al pool K,
entonces ux # 0y Ax = 0. Por lo tanto, el proceso estocastico asociado con el nimero de especies
esta confinado entre los dos estados reflectantes 0 y K. Una vez establecidas estas condiciones, el
paso crucial es definir la forma funcional de las tasas de extincion y colonizacion.

Goel y Richter-Dyn (2016) consideraron dos escenarios para estas tasas: (1) Ay = MK — s)
v ps = ps (2) s = MK — s8)? y us = ps®. El primer escenario considera que debido a que el
area y, por lo tanto, la cantidad de recursos presentes en la isla son fijos, y a medida que aumenta
el nimero de especies en la isla el tamano promedio de la poblacién de cualquier especie dada
disminuye proporcionalmente. De manera similar, es razonable suponer que la probabilidad que
una nueva especie esté presente en la isla dependa de las especies ya presentes, porque cuantas
mas especies se establezcan en la isla menores serdn las posibilidades de que un nuevo individuo
inmigrante pertenezca a una nueva especie, por lo tanto, la tasa de inmigraciéon deberia disminuir
monotonamente a medida que aumenta el niimero de especies establecidas en la isla, obteniendo
asi Ag = 0. El escenario 2 considera las dependencias no lineales en ambos colonizacién y extincion
apelando al hecho que cuando s es pequeno es probable que el nimero de especies que colonizan
la isla sea mayor, ya que puede que las nuevas especies en dispersion lleguen muy rapido, lo que
provocard una mayor disminucién inicial en la tasa de inmigracion, que maés tarde se nivela a
medida que aumenta s. De esta manera, la extincién puede no ser la misma para cada especie como
se supuso en el escenario 1, pero probablemente aumentard a medida que aumente el nimero de
especies debido a interacciones interespecificas negativas [MacArthur y Wilson (1963), (1967)].

Como muestran Goel y Richter-Dyn (2016) cuando ¢t — oo en el escenario 1, Ps(t) tiende a

K A S /,L K—S
P, = ;s=0,1,.... K 1.5
(8><A+u> <A+u> ’ (15)

La ecuacién (1.5) es la misma que la ecuacién (1.1) donde la probabilidad de éxito p corresponde
a la probabilidad de que ocurra un evento de inmigracion y 1 — p corresponde a la probabilidad
de un evento de extincion. Para el caso del escenario 2, la distribucion de equilibrio o de estado

estacionario es: 5
(97 (2)
« s/ \n
P! =

ZK (K )2 A\

s=0\s m
En este trabajo de tesis ahondaremos en este tipo de modelos, proponiendo una generalizacién

de tales, lo cual implicard un uso de herramientas mas avanzadas de procesos estocasticos. Es por

ello que antes de comenzar con la descripcion de nuestra propuesta, en el siguiente capitulo daremos
una breve descripcion de los principales elementos técnicos de procesos estocasticos a utilizar.

(1.6)



Capitulo 2

Modelos estocasticos

En este capitulo haremos una revisién de los modelos estocasticos Markovianos que considera-
remos para construir nuestro modelo de dinamica de especies.

Muchos sistemas biolégicos cambian de un estado a otro con el tiempo. Por ejemplo, los nervios
cambian de inactivos a excitados y viceversa, las células cambian de sanas a enfermas, o una
poblacién de plantas reemplaza a otra. Si bien los cambios entre estados pueden ser inciertos, no
obstante, se pueden asignar probabilidades de transicion de un estado al siguiente. Si conocemos
las probabilidades de transicién entre estados, podemos evaluar los cambios en el sistema a lo largo
del tiempo.

Para la formulacién matematica de un modelo con resultados inciertos, primero se definen las
cantidades matemaéticas que entraran en el modelo. Si Q es un espacio muestral (es decir, la co-
leccién de todos los resultados posibles de un experimento), F es una sigma-algebra (coleccién de
subconjuntos medibles), P una medida de probabilidad, y X es una funcién de valor real defi-
nida sobre los elementos de 2, entonces X es una variable aleatoria definida sobre el espacio de
probabilidad (€2, F, P). Por ejemplo, si X fuera la longitud a la horquilla de un pez capturado en
centimetros, entonces {2 podriamos tomarlo como el conjunto R4 y F su conjunto de Borel.

Podemos seguir el cambio en una variable aleatoria a medida que aumenta un parametro, como
el tiempo. Una familia de variables aleatorias {X ()}, indexadas por un pardmetro ¢, se denomina
proceso estocastico. Comenzaremos este capitulo con un ejemplo de un proceso estocédstico “sin
memoria” (proceso de Markov), llamado cadena de Markov. Luego, avanzaremos hacia el estudio
de procesos Markovianos mas elaborados que nos permiten abarcar el modelamiento de una mayor
generalidad de fenémenos. Podemos clasificar estos en procesos o modelos a tiempo discreto o a
tiempo continuo, como también sera de relevancia clasificar el espacio de estados del proceso bajo
estudio, el cual hara referencia a que si este tomara valores en conjuntos finitos, contables o no
numerables.

La hipdtesis de “no memoria” o de Markovianidad estara presente durante todo este capitulo,
la cual nos ofrecerd un muy elaborado y estudiado cuerpo tedrico para desarrollar modelos ma-
temadticos estocasticos. Aunque esta hipdtesis de “no memoria” o de Markovianidad podria ser
cuestionable, la ecologia matematica se ha basado en general en expresar estos tipos de modelos,
resultando en muchos casos bastante razonables en la descripcién de los fenémenos que se pretender
representar.
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2.1. Cadenas de Markov

Dentro de los procesos estocasticos mas simples que se pueden concebir estan aquellos que
pueden caracterizarse completamente por su estado actual, y donde los estados pasados de una
variable no afectan los resultados futuros. Un proceso estocastico {X(¢)} se denomina proceso de
Markov si este es independiente de su pasado dado su estado actual. Si tenemos una secuencia de
tiempos discretos ... < t;—1 < t; < t;+1 < ..., entonces un proceso es de Markov si este satisface:

P(X(tzurl) cA | X(t@) = l‘i,X(tifl) = Zi-1, ) = P(X(tlurl) cA | X(tz) = l‘i),

donde A es un evento cualquiera. Es decir, la probabilidad de cualquier evento futuro es inde-
pendiente de su “historia” dado el estado actual. Por ejemplo, si suponemos que una particula va
saltando de unidad en unidad por la linea recta de acuerdo al lanzamiento de una moneda, donde
“cara” significa un desplazamiento de una unidad hacia la derecha y “sello” un desplazamiento de
una unidad hacia la izquierda, entonces la probabilidad que la particula en el lanzamiento “n + 1-
ésimo” se encuentre en cierta posicion de la recta dado su historial de posiciones anteriores, solo
dependerd de la posicion actual en el n-ésimo instante.

Clasicamente una cadena de Markov es un modelo que describe la progresiéon de un proceso
de Markov de un paso de tiempo a otro sobre un conjunto de estados finito. Para ilustrar este
modelo, podemos considerar el siguiente ejemplo extraido desde De Vries, Hillen, Lewis, Miiller, y
Schonfisch (2006). Considere una poblacién compuesta por roble rojo y nogal, en que en cualquier
punto espacial el espacio muestral de posibles resultados es @ = {RO, HI}, donde RO representa
roble rojo (abreviatura del nombre en inglés red oak) y HI representa nogal (abreviatura del nombre
en inglés hickory). Suponemos que la vida util de los dos drboles es similar. En cada generacién, el
roble rojo puede ser reemplazado por si mismo o por un nogal, y el nogal puede ser reemplazado
por si mismo o un roble rojo. Este es un proceso de Markov, con el indice ¢ indicando la generacién.
Si suponemos que cuando un roble rojo muere, es igualmente probable que sea reemplazado por un
nogal o un roble rojo, y que cuando muere un nogal, tiene 0,74 de probabilidad de ser reemplazado
por un roble rojo y 0,26 de ser reemplazado por un nogal. Estas transiciones se expresan mediante
una matriz de transiciéon P = (p;;), la cual es una matriz estocéstica (es decir, que los elementos
de cada columna suman 1, ), p;; = 1) cuyos componentes expresan estas cantidades:

0,5 0,74
P= ( 0,5 0,26 )

Asi p11 = 0,5 y pa1 = 0,5 son las probabilidades que un roble rojo sea reemplazado por un roble
rojo y por un nogal, respectivamente, y pi2 = 0,74 y pa2 = 0,26 son las probabilidades que un
nogal sea reemplazado por un roble rojo y por un nogal, respectivamente.

Para seguir los cambios en el sistema anterior a lo largo del tiempo, definimos un vector
u; = (o4, hs)? que describe la probabilidad de la presencia de roble rojo y nogal en un lugar
determinado del bosque después de t generaciones. En el caso de un bosque grande y homogéneo, el
mismo modelo de transicién se aplicaria en todos los puntos del espacio. Por tanto, o; y hy pueden
interpretarse como las proporciones de roble rojo y nogal en un gran ecosistema forestal estadisti-
camente homogéneo. Si suponemos que el bosque es inicialmente 50 % de roble rojo y 50 % de

nogal, entonces ug = (0,5,0,5)”. Para encontrar u, calculamos de la siguiente manera, utilizado
probabilidad total:

01 = Proporcién de roble rojo al tiempo 0 x probabilidad que un roble rojo sea reempalzado
por un roble rojo
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+ Proporcién de nogal al tiempo 0 x probabilidad que un nogal sea reemplazado por un roble
rojo.

=0,5%x0,5+0,5x%x0,74 =0,62;

hi1 = Proporcién de roble rojo al tiempo 0 x probabilidad que un roble rojo sea reemplazado
por un nogal + Proporciéon de nogal al tiempo 0 x probabilidad que un nogal sea reemplazado por
nogal.

=0,5x0,5+0,5x0,26 =0,38.

En términos matriciales, esto se puede escribir como:
uy = PUQ.
De manera analoga, podemos observar que:
_ _ p2
Uo = P u; = P up,
_ _ p3
us = P Uy = P up,

etc.

Decimos que el bosque ha alcanzado un equilibrio uw* si:
Pu* =u".

Notar aca que u* es un vector propio correspondiente al valor propio A = 1. Luego, para calcular
el vector propio debemos resolver:

¥ -0,5 0,74 o*
(P D' =0 ( o ) ( o ) —o,

cuya solucion es o* = 0,597 y h* = 0,403.

Estos resultados se pueden extender sin problemas para mayores dimensiones, considerando una
matriz de transicion P = (p;j), con 4,j = 1,...,n, y donde los p;;’s representan la probabilidad de
transiciéon de un estado j a un estado ¢, con n estados posibles del sistema, y tales que >, p;; = 1,
para todo 7 = 1,...,n. Luego, si el vector n-dimensional wu; representa el estado del sistema al
tiempo t (es decir, cada componente indica la probabilidad de la presencia o manifestacién de
cierta caracteristica o cualidad inserto en algin ambiente al tiempo ¢, y son tales que la suma

de las componentes es 1 para todo t), entonces el modelo general de cadena de Markov queda
caracterizado por el sistema dindmico a tiempo discreto:

ugr1 = Puy,

dado un estado inicial ug. La garantia de la existencia de un equilibrio o estado estacionario como
distribucién limite queda establecido en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1 Si alguna potencia de P tiene todas las entradas positivas, entonces, para cualquier
vector de probabilidad ug, se tiene que, dado el modelo ugr1 = Puy, uy — u* cuando t — oo, donde
u* satisface Pu* = u*.
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El requisito de que alguna potencia de P tenga todas las entradas positivas (P es primitiva) asegura
que, dados suficientes pasos de tiempo, uno pueda pasar de cualquier estado a cualquier otro estado
y, por lo tanto, el resultado es independiente del estado original ug. Por otro lado, es sabido que
no todas las distribuciones estacionarias son distribuciones limites. Por ejemplo, en un modelo con
dos estados, si consideramos la matriz de transicién

01
P=(14)
tenemos que el sistema tiene estado estacionario u* = (0, 5,0, 5)T. Sin embargo, P! no tiene com-

portamiento limite, ya que esta va rotando de una potencia a otra entre P y la identidad I, lo cual
ilustra un comportamiento periédico de la cadena de Markov.

Comentarios importantes:

s Tal como hemos definido el modelo de cadena de Markov, consideramos que la matriz de
transicién P es igual entre cualquier par de generaciones sucesivas. Sin embargo, existen
modelos de cadena de Markov en la cual esta matriz de transicién puede depender del instante
en la cual se realiza la transicién. Por ejemplo, para cualquier par de estados (i, j) y cualquier
instante ¢, tenemos que p;; = P(X(t+ 1) =i | X(t) = j). Si esta cantidad no depende del
instante ¢ (como en el caso estudiado), decimos que la cadena de Markov es (temporalmente)
homogénea. En caso contrario, diremos que esta es una cadena de Markov no homogénea o
inhomogénea, y los resultados del teorema anterior no aplican.

= Decimos que una cadena de Markov es irreducible si desde cualquier estado se puede acceder
a otro. Por otro lado, podemos definir el periodo de un estado j de una cadena de Markov
homogénea como el nimero minimo de pasos que se requiere para acceder de j a j. Asi, si
este numero de pasos es 1, y esto se satisface para todos los estado del sistema, decimos que
la cadena de Markov es aperiédica. Luego, el teorema anterior se puede re-escribir como: Si
una cadena de Markov homogénea con matriz de transiciéon P es irreducible y aperiddica,
entonces para cualquier vector de probabilidad wug, se tiene que, dado el modelo usy1 = Puy,
u; — u* cuando t — oo, donde u* satisface Pu* = u*. La demostracién de este resultado se
deriva del teorema de Perron-Frobenius.

= Se definen también cadenas de Markov con espacio de estados contables, como también ca-
denas de Markov a tiempo continuo, siendo en estos ultimos casos usualmente denominados
como procesos Markovianos de saltos. A los procesos més generales que poseen espacios de
estados continuos los consideraremos dentro de la generalidad de los procesos de Markov que
veremos mas adelante.

2.2. El proceso de Poisson

A continuacién, introduciremos un primer proceso estocastico Markoviano a tiempo continuo,
que es de amplio uso dentro del modelamiento estocéstico: el proceso de Poisson.

Supongamos que estamos interesados en modelar los tiempos de llegadas de insectos polinizado-
res a una planta floreciente. Sean 11, 15, T3,..., los tiempos de llegadas en orden secuencial. Luego,
tenemos que los tiempos entre llegadas estan dados por T3, To —T1, T3 — T5,.... Asumamos que tales
tiempos entre llegadas son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con
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distribucién exponencial de parametro A. Es posible mostrar que el tiempo de la n-ésima llegada
tiene una distribucién de probabilidad cuya densidad estd dada por:

Anxn—l
———exp{—Az}, x>0 2.1
el (2.1)
la cual corresponde a la funcién de densidad gamma de pardametros n y A. En efecto, esta apa-
rece del siguiente hecho: tenemos que el tiempo de la n-ésima se puede escribir como T, =
T+ (T — T1) + (T3 — T2) + ... + (T, — T,—1); es decir, mediante la suma de n variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas, con distribucién exponencial de parametro A.
Asi, notar que en particular f; y(x) no es mas que funciéon de densidad exponencial de parametro
A

fn,/\(x) =

Ahora, sea {N(t)} el proceso que cuenta el nimero de insectos que ha llegado a la planta al
tiempo . Luego, se tiene que:

P(N(t) =0) = P(Th > t) = exp{—A\t}.
P(N(t)<2)=P(Ta > t) = /OO for(x)de = Atexp{—At} + exp{—At}.

t
(At)?
2!

P(N(t)<3)=P(Iz3>t) = /too faa(x)de = exp{—At} + Mt exp{—At} + exp{—A\t}.

(A1)

k

n—1
P(N(t) <n)=P(T, >t) =Y _exp{—At}
k=0

donde Fy)(n —1) = P(N(t) <n— 1) corresponde a la funcién de distribucién acumulada de una
variable con distribuciéon de Poisson de pardmetro At.

Asi, si los tiempos entre llegadas son independientes e idénticamente distribuidos, con distri-
bucién exponencial de pardmetro A, entonces el ntimero de llegadas hasta el tiempo t sigue una
distribucién de Poisson de parametro A,

(A)"

B(N(1) = n) = exp{-M} -,

Algunas propiedades importantes de este proceso son:
» Para s <t, N(s) y N(t) — N(s) son independientes.

» Para un intervalo “pequeno” de tiempo A, la probabilidad que una llegada ocurra en (¢, t+ A]
es aproximadamente proporcional al largo del intervalo (A),

P(N((t,t+A])=1)

. 1 _
ilino A = in;no A exp{—AAINA = )\,
lim PIN((t,t+A]) >1) 0
A—0 A

donde N((t,t+ A]) = N(t+ A) — N(t) ~ Poisson(AA).

En la seccién siguiente se introducen los procesos de nacimiento y muerte con los que generalizamos
los procesos de saltos markovianos.
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2.3. Procesos de nacimiento y muerte

Las poblaciones estan sujetas a dos tipos principales de estocasticidad. La estocasticidad ambien-
tal se refiere a la variacién e incertidumbre en las condiciones ambientales en las que se encuentra
una poblacién. Estas condiciones incluyen efectos de temperatura, lluvia, competencia de otras
especies, etc. La estocasticidad demogréfica se refiere a la variacién e incertidumbre que surgen
del comportamiento impredecible de los individuos que componen una poblacién. Esto tltimo es
relevante cuando el tamano de la poblacién es “pequeno”. Aqui, las poblaciones con una tasa de
crecimiento neto positivo atin pueden extinguirse debido a una “racha de mala suerte”, en la que no
se reproducen suficientes individuos antes de morir. En esta seccién, consideramos como modelar la
estocasticidad demogréfica en tiempo continuo utilizando un modelo de nacimiento y muerte. Aqui
se supone que los individuos actian independientemente unos de otros, por lo que no hay términos
de interaccién no lineal en las ecuaciones.

Usualmente se considera partir el estudio de estos modelos con un modelo lineal de nacimiento
puro, esto es, despreciando la muerte. La linealidad hace referencia a la linealidad de la tasa de
ocurrencia (en este caso, la tasa de nacimiento) con respecto al tiempo. Sin embargo, este tipo de
modelo, donde el primer nacimiento da origen al primer individuo de la poblacién, corresponde al
proceso de Poisson visto en la seccién anterior, asi que los modelos de nacimiento y muerte que
veremos a continuacién corresponden a extensiones naturales de este proceso.

Cuando ampliamos el analisis de la seccién anterior a una poblacién de individuos que nacen a
una tasa b y mueren a una tasa d, las transiciones para n individuos en un intervalo de tiempo de
duracién A (pequeno) quedan descritas por:

P(1 nacimiento en [t,t + A]) = nbA + o(A),
P(1 muerte en [t,t + A]) = ndA + o(A),
P(0 nacimiento o muerte en [t,t + A]) =1 —n(b+ d)A + o(A),

y la probabilidad de tener més de un nacimiento o una muerte en [t,t + A] es de o(A). Luego,
segun lo anterior, si definimos por p,(t + A) como la probabilidad de contar con una poblacién de
n individuos al instante ¢t + A, tenemos que:

pn(t+A) = (n—1)bAp,—1(t) + (n 4+ 1)dApp+1(t) + [1 — nA(b + d)|pn(t) + o(A),

por lo que
lim Palt + AA) —ea(t) _ dp;ft) — (0= D)bprs(t) + (1 + Ddpnyi (t) = n(b+ dpn(t).  (2.2)

A esta dltima ecuacién se le conoce como ecuacién maestra de un proceso de nacimiento y muer-
te lineal. Usualmente se le denomina ecuacién maestra a ecuaciones de este tipo, que describen las
probabilidades de transicién de un proceso Markoviano de saltos. Para que queden estas determi-
nadas, se debe contar con una condicién inicial p,(0) dada. Es decir, si inicialmente el tamano de
la poblacién es de ng > 0 individuos, entonces p,,(0) = Oy,

Este modelo puede ser generalizado considerando funciones de tasas de manera mas general, pu-
diendo permitir, entre otras cosas, relaciones no lineales entre las tasas y el tamano de la poblacion.
En efecto, pudimos haber derivado la ecuacion maestra anterior considerando ahora que la relacién
entre las tasas de nacimiento y muerte y los tamanos de poblacién se representan de manera mas
general como b, y d,, respectivamente. Es decir, en el caso lineal, la tasa de nacimiento en una
poblacion de n individuos a n + 1 individuos es b, = nb, y la tasa de muerte en una poblacién de n
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individuos a n — 1 individuos es d,, = nd. Luego, podemos re-plantear la ecuacién (2.2), ahora de
manera mas general como:

dpn (t)
dt

= bn—lpn—l(t) + dn-i-lpn-‘rl(t) - (bn + dn)pn(t)‘ (23)

Usando esta tultima expresién, derivaremos a continuacién el promedio y la varianza de un proceso
de nacimiento y muerte, como también su distribucién o ley estacionaria.

Usando la misma notacién que en el proceso de Poisson, ahora en este caso mas general, defina-
mos por N (t) el nimero de individuos presentes en la comunidad focal al tiempo t. Luego, tenemos
que el k-ésimo momento esta dado por:

E(N®Y) = 3 n*pat).
n
Por un lado, tenemos que cuando k& = 1, lo anterior satisface la ecuacién diferencial:

dEI(;Z(t)) = [; nbnlpnl_; nbnpn(t)]+[; ndn+1pn+1_; ndnpn(t)] = ; bnpn (t)_; dnpn (t),

bajo la condicién inicial E(NN(0)) = ng. Por otro lado, se puede mostrar que la ecuacién del k-ésimo
momento estd dada por:

k
W - Enz[(n +1)F = nMb,pa(t) — ET;W — (n = 1)¥]dnpn(t),

bajo la condicién inicial E(N(0)¥) = nf. Asi, la varianza del proceso queda dada entonces por
V(N(t)) = E(N(t)?) — E(N(t))*.

En Goel y Richter-Dyn (2016), se pueden hallar algunos resultados explicitos de medias y
varianzas de algunos modelos de nacimiento y muerte particulares, los cuales surgen de acuerdo a
cémo se escogen las funciones de tasas b, y d,,. Podemos notar que en el caso lineal, la ecuacién
diferencial para la esperanza queda reducida a:

dE(N(t))

= (- a)B(N (),

cuya solucién entonces queda dada por E(N(t)) = nge’=?*. El célculo de la varianza es més
complicado, pero se puede obtener utilizando la funcién generadora de probabilidad ver [Sec-
cién 5.6.2 de De Vries et al. (2006) para su calculo explicito]. Esta estd dada por V(N (t)) =

noe<b—d>f[bé;ij_l}[e‘b‘dﬁfll, sib/d#1.

Ahora bien, la estabilidad de un proceso de nacimiento y muerte se estudia a través de la
distribucién limite de (2.3), la cual nos da origen a la distribucién o ley estacionaria del proceso
limy o0 pn(t) = p}. Como esta ya no depende del tiempo, se puede hallar igualando (2.3) a cero,
cuya solucién resultante serd aquella ley estacionaria. Para hallarla, primero debemos establecer
algunas condiciones de borde adicionales con respecto a las tasas.

Cuando en una comunidad local, en un cierto instante, no contamos con individuos de nues-
tra poblacién objetivo, podemos considerar atin by > 0, cantidad que se interpreta como la tasa de
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inmigracion de un individuo, o tasa de colonizacién, si nuestra poblacién objetivo es la riqueza de es-
pecies. Luego, la cantidad b,, puede interpretarse en general como la tasa de nacimiento/colonizacién
en una poblacién con n elementos. Asi también, por otro lado, d,, puede interpretarse en general
como la tasa de muerte o extincién de una especie si la poblacién objetivo es la riqueza de especies,
en una poblacion con n elementos. Por tanto, sumaremos como condiciones de borde de la ecuacién
(2.3),bp >0y dy=0.

Bajo estas condiciones, entonces procedemos a obtener la distribucién estacionaria de un proceso
de nacimiento y muerte, igualando (2.3) a cero:

0="bn 1Py 1 +dnt1Ppi1 — (bn + dn)py, <= dni10p 11 — duby, = bupy, — bu1py, 1.

Tomando la suma en esta ultima ecuacion, por todos los estados hasta un estado i —1 > 0, tenemos
que:

bi s
dip; = bi_1pi_ <= p; = Zd Pi-1»
(

lo cual de manera recursiva obtenemos

(2.4)

donde pj; se obtiene a partir de la condiciéon de normalizacién ), p;, = 1,

-1

L= nh=p+o6 ) [l == 1+ 1]
n n n

i=1 n=1 i=1 n=1

2.3.1. Distribucién de la riqueza de especies: el modelo de MacArthur. y Wilson

A continuacién estudiaremos como un caso especial de un proceso de nacimiento y muerte, el
modelo de riqueza de especies de MacArthur y Wilson (1963), (1967), el cual bajo su “teorfa de
biogeografia insular”, presenta uno de los primeros modelos establecidos bajo la teoria neutral en
comunidades ecolégicas. La teoria neutral en comunidades ecolégicas establece que los individuos
de todas las especies de algiin determinado nivel tréfico, presentes en una cierta comunidad, pre-
sentan una equivalencia funcional; esto es, poseen equivalentes tasas de nacimiento/colonizacién y
muerte/extincién o migracion.

Tal como se vi6é en la Seccién 1.1, el interés no fue proporcionar una descripcion estadistica
de la expectativa de encontrar s especies en una comunidad dada, sino comprender cémo varia s
dependiendo de los procesos de colonizacién y extincion.

Estableciendo asi que la probabilidad de observar s especies en una isla, o un conjunto de islas
idénticas, sigue la ecuacion maestra:

PO A a0 s Prsa (1) = s 1) P,

donde s es el namero de especies, As es la tasa de colonizacién o especiacién que aumenta de s a
s+ 1 especies y us es la tasa de extincion que disminuye s a s — 1. Acd se asume que existe un
nimero maximo de especies posibles en la comunidad (es decir, un pool), la cual denotaremos por
K. Luego, se tienen como condiciones de borde Ax = pg = 0.
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Por lo visto anteriormente, tenemos que la distribucién estacionaria estard dada por P; =

b= ) /\u . Una elecciéon de funciones de tasa més sencilla, pero que a su vez da origen a un
modelo que comunmente se plantea en ecologia para modelar la riqueza de especies (Marquet et al.,
2020), es la relacién lineal; esto es, tomando A\s = A(K — s) y us = us. Colocando estas funciones

de tasa en la distribucién estacionaria anterior, tenemos que:

s

POH nl_POH M) )

n=1
_ px ﬁ K!
O ps (K —s)ls!”
. . K . K
Notar ahora que, para satisfacer la condicién ) -, P; = 1, se tiene que P; = (#“ﬁ) =
K
(1 — m) . En efecto,

S\t ps (K —s)ls!

- (i) (“aiA)“‘ (25)

Esto es, la distribucién estacionaria resultante de la riqueza es una distribucién binomial con “pro-
babilidad de éxito” igual a p = \/(\ + ).

2.4. Procesos de difusion

En esta seccién estudiaremos algunos procesos Markovianos de espacio de estados continuos, a
tiempo continuo, conocidos como procesos de difusion. Introduciremos estos procesos via limite de
un proceso Markoviano de saltos conocido como caminata o paseo aleatorio.

Sea X1, Xo, ..., X;, una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas. A la sucesién {S, } definida por S, = ;" ; X; se le conoce como caminata o paseo aleatorio.
Decimos que este es simétrico si E(S,) = E(X1) = 0. En particular, podemos definir un paseo alea-
torio sobre Z por:

P, sijg=1+1
pij=P(Spy1=7|Sn=1)=< 1—p, sij=i-1
0, en otro caso

donde p € (0,1). Notar que de esta definicién podemos deducir que {S,} es una cadena de Markov
irreducible de periodo dos. El paseo serd también simétrico si p = 1/2.

Ahora bien, asumamos que tenemos un paseo aleatorio simétrico {S,} tal que E(X?) = o2,y
consideremos el siguiente proceso re-escalado S, " = hS,, donde h = h(n) = 1/y/n. Asi, notar que a
medida que crece n los saltos de SZ son cada vez mas pequenos. Cuando n — oo, tendremos que,
por Teorema del Limite Central, S converge en distribucién (o en ley) hacia una variable aleatoria
normal de media cero y varianza 2. Pero podemos incluso ir un poco més alld, definiendo una

dindmica al paseo, definiendo S”(t) = h Zgiﬂl X, donde [-] es la funcién parte entera de un nimero
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real. Luego, obtenemos un proceso {S"(t)} de saltos, a tiempo continuo, donde el tamafio del salto
se reduce a medida que n crece. La pregunta que surge ahora es, ;qué pasa con {Sf{(t)} cuando
n — oo?

Del Teorema del Limite Central, podemos deducir también que para cada t fijo tendremos que
Sh(t) también convergera en distribucién a una variable aleatoria normal de media cero pero con
varianza ot cuando n — 00, ya que esta se trata de una variable aleatoria. Sin embargo, en caso de
considerar el proceso S(-) necesitamos un resultado funcional limite, ya que este ahora se trata de
la convergencia de S” uniformemente hacia otro proceso sobre algiin intervalo de tiempo [0, T']. Para
ello, tenemos el principio de invarianza de Donsker, el cual nos dice que sobre un intervalo compacto
[0, T el proceso S”(-) converge en distribucién hacia el proceso oW. cuando n — oo, donde W. se
conoce como proceso de Wiener o movimiento Browniano, el cual satisface lo siguiente:

= Wy =0, y para cada t, W, tiene una distribucién normal de media cero y varianza t, la que
coincide con la distribucién de Wi, s — Wy (propiedad de incrementos estacionarios).

» Para cada 0 < s < t, Wy — W es independiente de Wy (propiedad de incrementos indepen-
dientes).

= V. tiene trayectorias continuas pero no diferenciables.

Ademsds se tiene que Cov(W;, W) = min{t, s}. Otra notacién usual de este proceso es B.
(podran deducir el por qué). Este proceso presenta un comportamiento “centrado” pero muy errati-
co, lo cual dota a este de una no diferenciabilidad siendo sin embargo este continuo. Este proceso
es el fundamental para definir los procesos de difusién.

Dado lo anterior, podemos definir una primera estructura general de un proceso de difusién,
que la definimos a través de una ecuacién integral:

¢
X =Xo+ / b(Xs)ds + oW, (2.6)
0
o expresado en su forma abreviada “diferencial”,

dX; = b(Xt)dt + odW;. (27)
De esta tltima expresion, debemos tener presente lo siguiente:

= No es una expresiéon diferencial como usualmente lo entendemos en una ecuacién diferencial
ordinaria, ya que dW; no es un diferencial. Luego, debemos entender (2.7) como una expresién
abreviada de (2.6). (2.7) define un caso particular de lo que se conoce como una ecuacién
diferencial estocéstica (EDE) de difusion.

» Dado que estamos describiendo un sistema estocastico, una solucién de (2.6) se entiende
como la solucién de una realizacién; esto es, dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), una
realizacién es por cada w € €2,

Xy(w) = Xo(w) + /0 b(Xo(w))ds + oWy (w),

aunque en la practica se suele omitir w, entendiendo que de esto se trata. Asi, dado un w € €2,
la garantfa de una tnica solucién de (2.6) se da bajo la condicién usual de Lipschitz para

b(x).
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= A b(X.) se le conoce como deriva de la ecuacion (drift en inglés), y a o como coeficiente de
difusién.

= Dado que el proceso X. es estocastico, existe asociado a este un proceso que describe su
densidad de probabilidad en el tiempo. Esta se describe a través de una ecuacién diferencial
parcial, la cual vendria a ser su ecuacién maestra, pero que en difusiones esta se define a
través de la ecuacion de Fokker-Planck, que veremos mas adelante.

» Cualquier funcién f de X., f(X.) se conoce como observable del sistema, mientras que la
funcién de probabilidad del proceso describe el estado del sistema. Para ciertas funciones f,
los observables del sistema se pueden describir también a través de una EDE, mediante la
conocida férmula de Ito, la cual también veremos mas adelante.

Comenzaremos con el estudio de un caso particular simple de una EDE, donde podremos hallar
una solucién explicita facilmente. Antes, debemos definir lo que es una integral estocdstica con
respecto al movimiento Browniano, y un poco de dlgebra de integrales. Para poder llevar a cabo
formalmente todo esto se requieren de varios aspectos técnicos, los cuales son tratados en un curso
de célculo estocastico. Asi, acd simplemente daremos alguna nocién, informal en algunos casos, de
estos aspectos.

Sea H. una funcién continua. Definimos la integral estocédstica de H. con respecto a W., sobre
un intervalo [0,¢], como al limite en probabilidad de sumas del estilo

Z Hy, (Wey, — Way), (2.8)

Ui, t+1 €Mt

cuando || m ||[— 0, donde 7; designa una particién del intervalo [0,¢] (es decir, el limite de la
norma anterior se toma cuando max | tx11 — tx | en 7 tiende a cero). A este limite se le denota
como fot Hy,dWs, y que es la integral estocéstica de H. con respecto a W. sobre [0,t]. Para operar
con el producto de las diferenciales dt y dW;, podemos ocupar la regla dtdt = 0, dtdW; = 0 y
dWdW; = dt, lo cual se puede justificar formalmente utilizado también limites en probabilidad.

Consideremos ahora que b(z) = px en (2.7), con u € R. Al proceso resultante se le conoce como
proceso de Ornstein-Uhlenbeck,

Este proceso se puede resolver andlogamente al método de variacién de parametros en EDO. Sea
9(Xy,t) = Xpe H. Luego,

dg(Xy,t) = —pe M Xydt + e MdXy = oe M dW;.
Luego, tomando la integral a ambos lados, obtenemos:

t t
Xie M — Xy = / ge M AW, — X; = Xpett + o / el t=3) g,
0 0

Si suponemos que la condicién inicial Xy no es aleatoria sino fija Xo = z9 € R (en algunos casos
se suele considerar la condicién inicial como una variable aleatoria independiente del movimiento
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Browniano), tendremos que X; se distribuird normalmente debido a la normalidad del movimien-
to Browniano. Podemos justificar via sumas del estilo (2.8) que E ( fot e“(tfs)dWs) = 0. Asi, la

esperanza del proceso quedara dada por:
E(X;) = xpe!.

Para el calculo de la varianza, tendremos que tener la siguiente en cuenta la siguiente férmula, la
cual es un caso particular de la conocida isometria de It6:

t 2 t
(/ HSdWS> —/ HZds,
0 0

para una funcién H. continua, lo cual se puede también justificar via sumas del estilo (2.8) y
la toma de limites en probabilidad. Notar que en particular si H. = 1, entonces tenemos que
E(W{) = V(W) =ty Cou(Xy, X) = E[(X¢ — pux (1) (Xs — px(s))]-

E

Podemos extender el proceso descrito por (2.7), considerando un coeficiente de difusién més
general:
dX; = b(Xt)dt + O'(Xt)th (210)

donde () es ahora una funcién positiva. La existencia y unicidad de una solucién por trayectorias
de (2.10) se garantiza adicionando la condicién de Lipschitz para o(z). La integral estocastica de
o(X.) con respecto al movimiento Browniano sobre un intervalo de tiempo [0, ] se define analoga-
mente como en (2.8); consideramos el limite en probabilidad de sumas como

Z U(th)(Wtk+l - Wtk)’

te b1 €Tt

. t .
cuando || 7 || 0. Este limite se expresa entonces como [ o(X,)dWs, la cual tiene esperanza cero.
Por otro lado, la isometria de It6 queda ahora expresada como:

(/Ota(Xs)dWs>2 =F </Ota(XS)2ds> .

Pasaremos ahora a enunciar la férmula de Ito.

E

Teorema 2.4.1 Sea f una funcién en C? (conjunto de sequndas derivadas parciales continuas).
Entonces se tiene que f(X.) satisface:

df(Xt) = b(Xt)f/(Xt)dt + O'(Xt)f/(Xt)th + %O'(Xt)%f”(Xt)dt

<:>f(Xt):f(X0)+/0 b(XS)f’(XS)der/O a(Xs)f/(Xs)dWSJr;/O o (Xs)2f"(Xs)ds. (2.11)

Consideremos por ejemplo simplemente el movimiento Browniano W.. Aplicando la férmula
anterior, obtenemos:

FOW) = £(0) + /0 f’(Ws)dW5+% /0 F(Wy)ds.
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Esta formula también nos es 1til para obtener en algunos casos puntuales soluciones explicitas,
como en el caso del movimiento Browniano geométrico, descrito por:

dXy = pXydt + o X dWy, (212)

con Xy > 0. Apliquemos la férmula de It6 con f(x) = In(z),
o2
dIn(X;) = pdt + ocdW; — ?dt.

Asi, tomando la integral y luego exponenciando, obtenemos la solucién de la ecuacion:

52
Xt = Xpexp <<M— 2> t+UWt> .

Se puede mostrar que X; sigue un distribucién log-normal con media E(X;) = Xpet! y varianza
V() = Xge2ut (et~ 1)),

Es importante notar que en el proceso descrito por (2.12), dada una condicién inicial positiva,
sus trayectorias siempre se mantendran en (0, 00), a diferencia del proceso (2.9) cuyas trayectorias
se pueden mover por todo R. El haber incluido un coeficiente de difusiéon proporcional al proceso
mismo, o X., logré concebir un proceso con tales trayectorias positivas.

Dada la ecuacién de It6 (2.11), a cada difusién descrita por (2.10) se le puede asociar un operador
diferencial de segundo orden L a X., el cual se define como:

B(f(X)IXo = 2) — f(z) _,

$() | o(e) df(a)

L =1 2.13
f(z) = lim " (@)= RPN (2.13)
para todo f € C2. Es decir, L es el operador L = b(-)% + %)2%. A este se le conoce como “ge-

nerador de una difusién de It6” [ver “Stochastic Differential Equations” (@ksendal, 2003)], desde
el cual se puede carecterizar a los observables de un proceso de difusién (2.10).

En general, para EDEs de la forma (2.10), en donde se hace complejo obtener soluciones explici-
tas, y por tanto, determinar su distribucién de probabilidad, podemos plantear en general una
ecuacién diferencial parcial para hacer descripcion de la evolucion de la densidad de probabilidad
del proceso en el tiempo. Esta ecuacion es la conocida como la ecuacién de Fokker-Planck (también
conocida como ecuacién forward de Kolmogérov) para la densidad de probabilidad del proceso
p(z,t), la cual es la unica solucién de

Op(a,t) __Ob@lple,t)] | 10°lo(@)’p(,)

ot oz 2 0x? (2.14)

que satisface fR p(z,t)dr = 1, para todo t € R;. Esta ecuacién corresponde a la ecuacién de
Chapman-Kolmogérov para la ley de un proceso de difusién de It6 [ver “Brownian Motion and
Stochastic Calculus” (Karatzas y Shreve, 2012)].

Tratar de resolver explicitamente (2.14) puede ser también algo bastante complejo. Sin embargo,
la distribucién estacionaria del proceso, la cual surge como solucién de % =0, p(z), puede ser

mas facil de obtener, siempre cuando ella exista. Por ejemplo, el movimiento Browniano no posee
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una distribucién estacionaria debido a que su varianza crece en proporcion al tiempo (es decir, esta
“no se estabiliza”); también se puede mostrar que en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck (2.9), no
contaremos tampoco con una distribucién estacionaria cuando i > 0, ya que en este caso el proceso
con probabilidad 1 tendera a crecer indefinidamente a medida que ¢ crece. Cuando no estamos bajo
casos como estos, tenemos que la densidad de probabilidad invariante del proceso estara dada por:

p(x) = Cexp (W) : (2.15)

donde C es la constante de normalizaciéon C~! = fR exp (%) dx y es la tinica solucién que

satisface —a[b(?ﬂf(z)} + %32[0((;221)(1)] —0.
Asi por ejemplo, si en (2.9) tenemos p < 0, el cual podemos re-escribir como y = —v, con v > 0,

la distribucién estacionaria de este proceso estara dada por:

1% 71/3:2
— - 2
p(ﬂ?) \/ 7T0_26 )
o2

es decir, tendra una distribucién normal de media cero y varianza o
En el capitulo siguiente se detallara la construccién de nuestro modelo, basado en los principales

aspectos de modelos estocasticos usualmente utilizados en la dindmica de la riqueza de especies,
como lo son los procesos de nacimiento y muerte, y los procesos de difusién.
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Capitulo 3

El modelo propuesto

En este capitulo detallaremos la construccion matematica de nuestro modelo propuesto para
la dindmica de la riqueza de especies. Esta construccién consta de tres etapas, a decir, (1) el
planteamiento de la dindmica de la riqueza de especies vista como un proceso de nacimiento y
muerte; luego, (2) la aproximacién de este proceso a un proceso de difusién mediante un cambio
de escala espacial y temporal, y finalmente (3) la obtencién de una distribucién de probabilidad
estacionaria que nos permitird modelar los datos de riqueza de especies.

3.1. El modelo

Definamos por S el proceso el proceso que describe la proporcién de especies bajo un pool
de N especies dentro de alguna comunidad local en el tiempo. Por lo tanto, tenemos que ng €
{0,1/N,2/N,...,1} para todo t € R.

Vamos a asumir que S sigue un proceso de nacimiento y muerte con tasas de transicién dadas
por:

Byn(s)sis =s+1/N,se{0,1/N,2/N,...,(N —-1)/N} ,
Dn(s)sis =s—1/N,se€ {1/N,2/N,...,1} ,
1— (Bn(s)+ Dn(s))sis' =s,s€{0,1/N,2/N,... 1},

0 en otro caso,

Qn(s,s') = (3.1)

donde By (s) y Dn(s) son las tasas de nacimiento y muerte cuando una proporcién de s especies
estd presente. Notar que estas tasas estdn asociadas a los procesos de inmigracién/colonizacién y
emigracién/extincién de especies. Ademds, debemos imponer las condiciones de frontera By (1) =
Dy (0) = 0.

En Marquet, Espinoza, Abades, Ganz, y Rebolledo (2017) un modelo similar es propuesto, pa-
ra la abundancia relativa de una especie. Alli, el objetivo es modelar la dindmica del nimero de
individuos de una cierta especie, presente en una comunidad local. Para ello, tomaron este ntimero
relativo al niimero total de individuos de todas las especies presentes en tal comunidad local, de
manera analoga a como hemos introducido nuestra proporcién de riqueza de especies con respecto
a su pool. Luego, utilizando un cambio de escala temporal, dilatando el tiempo proporcionalmente
al nimero total considerado, se muestra que este proceso converge en distribucién a un proceso
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de difusién con valores en [0, 1]. Este resultado da cuenta el siguiente teorema, y es el cual aplica-
remos para pasar de nuestro proceso de nacimiento y muerte (3.1) a un proceso de difusién en [0, 1].

Teorema 3.1.1 Sea Zy(t) = S¥,, para todo N > 1 y t > 0. Asumir Zn(0) = z € [0,1] es
fijo, y que existen dos funciones continuas 0,0 : [0,1] — R, con o(x) > 0, para todo z €]0,1],
0 € C*(J0,1]), o € C%()0,1]), de manera que satisfagan las dos hipdtesis siguientes:

(H1) Para todo T > 0, sup,cpo ) (BN (Zn(t—)) — Dn(ZN(t—))) —0(Zn(t=))| — O en probabilidad;
1
(H2) Para todo T >0, supycio )| +=(B(Zy(t-)) + Dy(Zn(t-))) ~ 0*(Zy(t-)] — 0 en probabi-
lidad, cuando N — oo.

Entonces, el proceso Zn(-) converge en distribucion hacia un proceso de difusion Z(-) que se
puede representar como

2t /9 ds+/t (Z(s))dW,, (> 0). (3.2)

Z(t) € [0,1] con probabilidad 1 para todo t > 0, el cual tiene un generador L dado por

2
LI(@) = 50*(@) 55 1) + 0(@) 1 (@), (& € R) (33)

para cualquier f € C%([0,1]) tal que f(0) = f(1) = 0. Mds atin, la densidad de probabilidad de (3.2)
satisface la ecuacion de Fokker-Planck (“ecuacion maestra”),

- 2
ap(‘t)i ) ;dcia (0% (z)pie(x)) — % (O(z)pe(x)) - (3.4)

Comentario: Nos referiremos al proceso de limite Z(-) como “difusién asintética de riqueza
relativa”. Bésicamente, bajo un pool de N especies, tal proceso es estimado por SV, el cual es de
naturaleza discreta. El inconveniente que trae modelar datos con esta escala discreta es que debe-
mos contar la ocurrencia de cada estado de SV en una muestra de riqueza relativa a un cierto pool
de tamafio N durante el perfodo de observacién. Sin embargo, si aproximamos S~ por el proceso
Z(+), y si asumimos que estamos bajo un estado estacionario, solo nos basta ajustar la distribucién
empirica de aquellas riquezas relativas observadas en una muestra a una curva apropiada de la dis-
tribucién invariante de (3.4), cuya familia de densidades correspondera a nuestro modelo estadistico.

Es posible mostrar que bajo ciertas funciones de tasas By(s) y Dn(s) en (3.1) podemos ga-
rantizar la convergencia hacia ciertas difusiones especificas de (3.2), tales que la distribucién de
probabilidad invariante de (3.4) queda explicitamente dada. La carecterizacién de tales tasas en
nuestro contexto debe ir ligada a una interpretacion ecoldgica razonable. Una de estas elecciones,
la cual dard origen a un modelo estadistico, es la siguiente.

Paras =k/N, k=0,1,2,..., N, asumamos que las tasas de nacimiento y muerte en (3.1) tienen
la siguiente estructura:

v) (3.5)

Z\

~ &)+ 0-
Fik -4,



donde A, u, v > 0 son constantes independientes del tamano del pool N. En tal caso, los coeficientes
del proceso de difusién asintética Z(-) son 8(x) = A(1 — 2) — px v 0%(z) = ya(1 — x). El proceso
resultante en (3.2) dara origen a una particular familia de densidades invariantes de (3.4). Este
resultado se establecera en el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1.1 Bajo la estructura dada en (3.5), el proceso de difusion asintdtica Z(-) tiene
una distribucion de probabilidad invariante Beta con densidad po g dada por:

r (1 — z)f~1

(0% Tr) = ) 3.6
Pa,8() Bla.f) (3.6)
donde 9) 5
a=—, ﬁ = 71“1
v v

Para mostrar este colorario, consideramos la ecuacién invariante de (3.4):

2
0= %% (*(z)p(z)) — % (0(x)p(x)) ,

en donde se verifica que p, g(-) = p(-) es solucién. Asi, nuestro modelo estadistico estara caracteri-
zado por (3.6). La interpretacién ecoldgica del modelo se mostrard en la siguiente subseccién.

3.1.1. Conexién de (3.6) con el modelo de MacArthur y Wilson

Como se vid en las secciones 2.3 y 2.4, la ecuacién maestra de MacArthur y Wilson, cuando
An = A(N —n) y pp = pun con Ay p constantes positivas, su distribucién estacionaria, P, (00), sigue
una distribucién (2.5) de pardmetros N (el pool) y p = A/(A + p). En este sentido, tenemos una
conexion con la distribucién de probabilidad invariante de Z(-) (3.6): el pardmetro p corresponde a
la probabilidad de encontrar una especie en la comunidad focal, que coincide con la esperanza (3.6),
E,., ;(Z(t)) = a/(a+ ) = A/(A+ ). Por lo tanto, los pardmetros o y 3 de nuestro modelo estdn
relacionados proporcionalmente a las tasas de colonizacién/inmigracién y extincién/emigracion,
respectivamente. El pardmetro ~ corresponde a un parametro que cuantifica la intensidad difusiva
del proceso.

Adicionalmente, podemos aproximar la distribucién de la riqueza absoluta bajo un pool N
usando la distribucién beta-binomial:

N! B(n+a,N—n+p)
nl(N —n)! B(a, B) ’

7'('(??, | N, O‘aﬁ) = (37)
la cual es la distribucién de muestreo de hallar un cierto nimero de especies en la comunidad focal.

Notar ademaéas que este modelo podria verse como una version de parametro variante del modelo
de Barton y David establecido en (1.1) y (1.2).

En el capitulo siguiente abordaremos nuestro modelo estadistico (3.6), sus propiedades y técni-
cas de estimacién de parametros, asi como también procederemos al analisis estadistico de datos
de riqueza reales previamente publicados, en donde evaluaremos la bondad de ajuste de nuestra
propuesta.
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Capitulo 4

Analisis estadistico de datos

En este capitulo comenzaremos estableciendo nuestro modelo estadistico para la riqueza relativa
de especies a partir de los resultados obtenidos en el capitulo anterior. Posteriormente, daremos a
conocer algunas de sus propiedades distribucionales, para posteriormente dar a conocer técnicas de
estimacién de pardmetros y posterior la bondad de ajuste a datos reales previamente publicados.
Finalizaremos este capitulo, asi como el trabajo de esta investigacién, con una evaluacién y discusién
de los resultados obtenidos, asi como sus implicaciones en el contexto ecolégico.

4.1. El modelo estadistico

Como bien se senalé al final del capitulo anterior, de los resultados acerca de la distribucion
limite invariante para la riqueza relativa, asintética para un pool grande, el modelo estadistico
corresponderd a la familia de distribuciones beta dada en la ecuacién (3.6). Formalmente, nuestro
modelo estadistico corresponderd a la familia paramétrica:

B . B .’L’a_l(l _ x)ﬁ—l
3—{f(96,0é,5)— B(OJ,B)

En cuanto al rol del modelo estadistico en nuestro contexto, segun lo derivado en el capitulo
anterior, los pardmetros o y [ estdn proporcionalmente relacionados con las tasas de coloniza-
cién/inmigracién y extincién/emigraciéon de especies en una comunidad local, respectivamente.
Esto es, a o« A y 8  u. La constante comun de proporcionalidad depende de un parametro difusi-
vo desconocido 7, lo cual nos va a impedir identificar A y p a partir de nuestro modelo estadistico
(4.1). Recordar que un modelo estadistico paramétrico dado por 3= {Pg € P :0 € O}, donde
‘P corresponde a una familia de medidas de probabilidad, se dice que es identificado si para cada
01,05 € O tales 01 # 0, se tiene que Py, # Pp,. En nuestro caso, nuestro modelo (4.1) es identificado
bajo 6 = (a, 8), pero sin embargo no es identificado para (A, u1,7) € (0,00) x (0,00) x (0,00) C R3.
Por ejemplo, si tomamos (1,1,2) y (1/2,1/2,1), bajo la relacién o« = 2\/v y f = 2u/v dada
en (3.6), tenemos que generamos dos distribuciones idénticas en (4.1), pero donde tenemos que
(1,1,2) # (1/2,1/2,1). Notar que este problema puede evitarse si se asume 7 conocida. Sin embar-
go, no contamos con algiin argumento tedrico para asumir esto.

1{966(0,1)} : (Oé,,@) S (0,00) X (0,00) C R%—} . (41)

Por otro lado, algunas situaciones especiales en cuanto al esquema de muestreo utilizado y/o
a los datos como fueron recolectados pueden provocar que tengamos que considerar variantes de
nuestro modelo (4.1). Estas situaciones son:
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» Existencia de ceros: esto ocurre debido al esquema de muestreo, en donde la divisién territorial
de la metacomunidad es de tal “fineza” que existen territorios en donde no se encuentran
especies dentro del pool considerado. En tal caso, debemos considerar la distribucién beta
“inflada en cero” (Ospina y Ferrari, 2010).

» No contar con la informacién del pool: esto es, contamos con los datos de riqueza (ndmero
de especies) en cada territorio muestreado, pero el tamafio del pool (o la lista de total de las
especies consideradas) no se entrega. En tal caso, una alternativa consiste en considerar la
distribuciéon beta-binomial para la riqueza absoluta, en donde el pardmetro N representa al
pool, el cual es ahora desconocido, y por tanto, debe estimarse (ver Ecuacién (3.7)).

La densidad de probabilidad de la beta “inflada en cero”, o densidad beta cero-inflada, esta
dada por:
é, siz=0;

(1=9)f(z;a,B), siz € (0,1),

para § € (0,1) la cual representa la probabilidad de observar el valor 0. En nuestro contexto, este
serd nuestro modelo para la riqueza relativa en casos donde exista una probabilidad no nula de
no observar especies en algunos de los sitios muestreados de la metacomunidad focal. Notar que
también podriamos considerar esta distribucién beta inflada en 1, es decir, donde pueden existir
sitios dentro de la metacomunidad en donde todo el pool esté presente. Sin embargo, esta tltima
situacién es practicamente inverosimil debido a la “capacidad de carga”, la cual corresponde a la
cantidad maxima de especies (o biomasa de especies) que puede albergar una comunidad local. Esta
cantidad regula entonces la poblacién de especies en donde se impide la sobrepoblacién de estas.
Por ello, solo consideraremos una posible inflaciéon de la distribucién con respecto a cero.

fr(z; 6,0, 8) = { (4.2)

Por otro lado, el no contar con la informacién completa del pool hace que este ahora no sea
un parametro desconocido, y por ende, solo podemos trabajar con las riquezas absolutas. Luego,
relacionado con nuestro modelo estadistico (4.1), la distribucién de la riqueza absoluta podria apro-
ximarse por la distribucién beta-binomial antes mencionada (ver Ecuacién (3.7)). Y a través de
esta, podemos proceder a la estimacién del pool.

A continuacién procederemos a mostrar métodos de estimacién de pardmetros para nuestro
modelo estadistico, y para los parametros de los modelos alternativos recientemente mencionados.

4.2. Meétodos de estimacion de parametros

A continuacién mostraremos los métodos de estimacién de momentos (EM) y de maxima ve-
rosimilitud (MV) para nuestro modelo estadistico (4.1), y para los modelos alternativos dados por
(4.2) y (3.7), los cuales resultan ser métodos habituales de estimacién paramétrica en inferencia
frecuentista.

4.2.1. Estimacién de parametros en la distribucion beta

Método de momentos

El método de estimacion de momentos para los pardmetros de la distribucién beta implica
igualar el primer y el segundo momento de la distribucién con el primer y el segundo momento
muestral, y resolver las ecuaciones para o y 3.
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Dada una muestra aleatoria X = (X7, ..., X;,) los EM para los pardmetros o y 8 de la distribu-
cién beta estan dados, respectivamente, por :

([ X(1-X
d:X<(SQ)—1) (4.3)

b

I
—_
|
|
SN—
/
>
_
B
S
SN—
|
~__—
N
N

donde X =157 X,y 2= L5 (X —X)z.

Este método de estimacién resulta ser bastante practico y sencillo de obtener. Sin embargo, en
general se prefieren los EMV, dado que estos, bajo ciertas condiciones de regularidad, resultan ser
asintéticamente normales, consistentes y asintéticamente eficientes, o BAN (abreviatura del inglés
Best Asymptotically Normal) [ver, por ejemplo, Casella y Berger (2021)]. Aquellas propiedades
son particularmente ttiles para obtener criterios de contraste de hipétesis asintéticos en base a la
distribucién normal. Pasaremos entonces a ver este método a continuacién.

Método de maxima verosimilitud

Las ecuaciones de maxima verosimilitud para la distribucién Beta no tienen una solucién en
forma cerrada, por lo que las estimaciones se deben encontrar mediante el uso de un método
iterativo, como por ejemplo el método de Newton-Raphson [(Ospina y Ferrari, 2010)]. Dada una
muestra aleatoria de tamano n, su funciéon de verosimilitud esta dada por:

s 390 = I s "0 -0 = (argp) Lo o= 9

Para maximizar con respecto a a y 8, podemos considerar convenientemente la funcién de log
verosimilitud y maximizar @ y 8 con respecto a esta, la cual estd dada por:

log L(a, B1X) = nlog(T'(a + ) — nlogT'(a) — nlog I'(3)

Fla—1)> loge) + (5 1) log(1 — ) (“9)
=1 =1

Por lo que para encontrar los EMV de a y 3, debemos determinar las derivadas parciales
respecto a cada parametro de la funcién log verosimilitud y luego igualar estas a cero.

B _nlV(a+8)  al'(a) | ¢ N
50 log L(a, BIX) = Mot hd) Tl +;10g(fm)—0 (4.7)

0 (ot ) al'(8

ap B LA =T h) T T

Sin embargo, no existe una solucién cerrada para este sistema de ecuaciones, por lo que para re-
solverlo se puede utilizar el método de Newton-Raphson. Dado que los estimadores de momentos
se pueden obtener inmediatamente, podemos utilizar estos como punto de arranque del método
iterativo. Por otro lado, este método puede encontrarse implementado en paquetes estadisticos de

) + En:log(l —xz;) =0 (4.8)
i=1
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uso popular, como R [(Ospina y Ferrari, 2010)].
En nuestro caso estimaremos 6 = (&, () iterando:
Oiy1=0; -G g

donde g es el vector de ecuaciones normales:

g=1[g 9o

con,

g1 = (o) b+ §) — > log(a)
=1

g2 = 0(8) — Yo+ 5) — 3 log(1 ~ 1)
=1

y G es la matriz de la segunda derivadas:

dg1  dg1
_ | da 4B
G = dga  dgz

doa  dp
con, ;
g1 _ Y
L yi(a) - w0+ )
dga Y. /
12— (5~ lat 9)
dgi _dgo
a8 " da Y (a+B)
donde ¥ () y ¢'(«) son llamadas funciones di-gamma y tri-gamma, definidas por:
F/
bla) = F((j))
" / 2
¢/(a) — F (Oé) . F (Oé)

I(a)  T(a)?

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

Es asi como el algoritmo de Newton-Raphson converge, ya que las estimaciones de v y 8 con

cada iteracion sucesiva se aproximan a &gpv vV BEMVY -

4.2.2. Estimacién de parametros en la distribucion beta cero-inflada

En Ospina y Ferrari (2010) se muestra que para el caso de la distribucién beta cero-inflada de
parametros «, 8 y 0, dada una muestra aleatoria de tamano n, su funcién de verosimilitud estd

dada por :

n

L(daaaB|X) = Hf] (xt;d;Oé;B) = Ll (6) L2 (Oé?B)

t=1
donde,
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Ly (8) = ] ot 1) (1 — o) Horee) = g7 (1 — gy T (4.20)
t=1

Y

n

Ly (o, B) = Hf (z3058)' 71O (4.21)
=1
con,

n

> T (2y) = (T, Ty, Ts)

t=1

Ty = 10 (1)
t=1

TQ = Z log Tt
t:x4€(0,1)

T3 = Z log (1 — )

t:x:€(0,1)

(4.22)

La funcién de verosimilitud L(d, cr, 3|X) se puede factorizar en dos términos; el primer término
depende solo de § y el segundo, solo depende de (v, 3). Por lo tanto, los parametros son separables
(Pace y Salvan 1997, p. 128) y la inferencia de maxima verosimilitud para (a, 3) se puede realizar
por separado de la de §, como si se conociera el valor de §, y viceversa.

Asi, la funcién logaritmica de verosimilitud para la distribucién beta inflada (4.2) estd dada
por:

1(0,a, B|X) = log(L(d, v, B|X)) = 11 (6) + la(ex, B)) (4.23)

donde,
li =Tylogd + (n— Ty log(l —9)) (4.24)
¥
I§6))
L(aBf)I((1 - a)p)
Para encontrar los EMVs de a y 8 y d, debemos determinar las derivadas parciales respecto a
cada pardametro de la funcion log de probabilidad,obteniendo asi:

ba(a, B) = <n—T1>1og{ }+T2(aﬂ—1)+T3((1—a)5—1) (4.25)

Us(8) = 5_<T§_T> (4.26)
(1-9)
Ua(a, B) = B(n —T1)[Y((1 — a)B) — ¥(apf) + Tz — T3] (4.27)

Us(a, B) = (n = T)[((B) — avp(af) — (1 — a)p((1 — @) B)] + Toer = T3(1 — ) (4.28)

Luego al igualar a cero la ecuacién (4.26), se obtiene el EMV de 6 que es 6= % y represeta la
proporcién de ceros en la muestra, de la misma forma los EMVs para « y 8 se obtien igualando a
cero las ecuaciones (4.27) y (4.28), sin embargo no existe una solucién cerrada para este sistema de
ecuaciones, por lo que para resolverlo se debe utilizar el método de Newton-Raphson.
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4.2.3. Estimacion de parametros en la distribucién beta-binomial

Cuando no se dispone de informacion del pool y solamente contamos con el nimero de especies
por sitio, podemos utilizar la distribucién Beta-Binomial para realizar los ajustes de los parametros
«, By N conjutamente. Acd, tanto los métodos de momentos como los de méaxima verosimilitud
requieren aproximaciones nimericas.

Sea 51,959, ..., S, una muestra aleatoria de riqueza de especies (absoluta) en n sitios, ecolégica-
mente similares, que comparten un grupo de N especies. Como estamos asumiendo que el proceso
estd en un estado estacionario, podemos considerar que la distribucion de la riqueza de especies
sigue una distribucién Beta-Binomial (DBB).

N! B(s+a, N —s+
(5,0, B) = il b) (4.20)
sl(N — s)! B(a, 5)

Para estimar o y 8 cuando no se tiene una idea clara del tamano del pool, se puede realizar
primeramente la estimacion del tamafio de este, en conjunto con los parametros a y 8 , resolviendo
las ecuaciones de momentos. Para ello, debe se tener en cuenta los tres primeros momentos de la
DBB:

Na
My — e (4.30)
_ No[N(1+a)+f]
Mz = (a+pB)(1+a+p) -
My — Na[N2(1+a)(2+a)+3N(1+@)5+5(5—a)]_ (4.32)

(a+B)(1+a+B)2+a+p)

Considerando los momentos muestrales en los lados izquierdos de las ecuaciones anteriores,
mg = %Z?:l Sf, con k = 1,2,3, en lugar de los poblacionales, tenemos que las estimaciones de
momento «, 8 y N se pueden obtener resolviendo

- AN&M (4.33)
a+
my = VAINA+4) + 5] (4.34)
(@+pB)(1+a+p3)
g — NAIN2(1L+ )2+ 6) + 3N (1 +8)5 + B3~ &) (4.35)

G+ B)(1+a+pB)2+a+P)
para &, B y N. Hay que tener en consideracién que el sistema conjunto de ecuaciones es no lineal, y
por tanto, se requerird una soluciéon numeérica a estas. Dentro de las soluciones, deben considerarse
solamente las que pertenezcan al espacio paramétrico, que en este caso seria (0, 00) x (0, 00) x (0, c0)
(acéd estamos considerando que N puede variar continuamente entre (0, 00), ya que para resolver el
sistema anterior no se cuenta con la restriccion que N € N; sin embargo en la préactica, la estimacion
resultante de N consistird en su parte entera).

Al igual que en el caso de nuestro modelo beta, los valores resultantes pueden ser usados co-
mo entradas para resolver numéricamente los estimadores de maxima verosimilitud. En (Aldirawi,
Yang, y Metwally, 2019) han tratado con esta distribucién y su estimacién numérica, la cual tam-
bién ha sido implementada en R: https://rdrr.io/cran/iZID /man/bb.mle.html.

32



Sin embargo, podemos proveer de un método iterativo para obtener semejantes resultados,
siempre en busca de maximizar la verosimilitud, pero en donde el pool ajustado vivira en N.
Algoritmicamente procedemos como sigue: contamos con {S(1),...,S(n)} una muestra aleatoria de
la riqueza (absoluta) en n sitios; luego, es claro que el pool debe satisfacer:

méx S(i) <N < zn:S(z)
=1

i=1,...,n

A continuacién, para N de max;—1__,S(i) +1 a 31 S(i), considere los datos transformados
{S(1)/N,...,8(n)/N},y se ajusta para cada caso la distribucién beta. Finalmente, el pool estimado,
N, corresponderd al N entre méx;—; ., S(i) + 1y 7, S(i) tal que la verosimilitud beta obtuvo
su maximo valor.

No obstante, debemos tener bastante cuidado con la interpretacién de este resultado, en nuestro
contexto ecolégico. Si 0 = (N,a,3) € © C R3, y LE=B(0) es la funcién de verosimilitud de una
muestra aleatoria de tamano n desde una poblacién beta-binomial, tenemos que, si 0 el EMV de 0,
tendremos que:

LE-B(G) =supLB=B(9) > sup LE-B(9),
0co 0EO| y= N+

donde ©|y_n~ es el espacio paramétrico O, restringido al conjunto { N = N*}, el cual es ahora un
subconjunto de R2. En otras palabras, el ajuste de la distribucién beta bajo un pool ajustado dara
una cota superior en cuanto a la calidad del ajuste de la distribuciéon beta a los datos de riqueza
relativa. Y claramente aquel pool ajustado no tiene por qué estar cercano al verdadero valor de
este. Por lo tanto, bajo un pool ajustado, ya no podemos interpretar los pardmetros estimados « y
B en relacién a tasas de colonizacién/inmigracién y extincién/emigracion, respectivamente, ya que
estas son relativas al pool verdadero.

4.2.4. Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov

Para indicar la bondad de ajuste de nuestros modelos con los datos a considerar, se empleara la
prueba de Kolmogoérov-Smirnov, la cual se utiliza para decidir si una muestra proviene o no de una
poblacién con una distribucién especifica F' (-), basdndose en la funcién de distribucién acumulada
empirica. Dados los n puntos xj,xa,- - ,z,, esta se define como F,, = n(i)/n, donde n(7) es el
nimero de puntos menores a x; y es una funciéon que aumenta con n.

La prueba de Kolmogérov-Smirnov se basa en la distancia maxima entre F'(-) y Fy, (). Mas
concretamente, esta prueba consiste en contrastar

Hy : F(x) = Fy(x) versus Hy : F(x) # Fy(x),

donde Fy(-) es la distribucién que se sospecha siguen los datos. La estadistica de prueba estd dada
por
KS = mazx|Fy(x) — F,(x)|,
xX

en donde la hipdtesis se rechaza si y solo si K.S es mayor que el percentil 1 — « de la distribucién
de Kolmogoérov-Smirnov, la cual viene implementada en la mayoria de los softwares estadisticos,
como por ejemplo RStudio.
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4.3. Analisis de datos

En esta seccién estudiaremos la bondad de ajuste de nuestro(s) modelo(s) estadistico(s) median-
te la aplicacién de estos a datos reales publicados. Como caso preliminar, en Gaston y Blackburn
(2000), Apéndice IV: “Berkshire Breeding Bird Data”, se muestra la presencia/ausencia de una lista
de 118 especies, la cual asumimos como el pool, en 25 sitios diferentes de 2 x 2 km?, en un tiempo
determinado. Por cada uno de estos sitios, se cuenta el nimero de especies presentes (riqueza de
especies). Si dividimos cada uno de estos valores por el pool, obtenemos la riqueza relativa muestral
en cada uno de los 25 sitios. Sin embargo, si analizamos la incidencia de las 118 especies en estos
sitios, solo 93 de las 118 especies del pool considerado estdn presentes en al menos uno de estos
sitios. Esto se debe a que para el nimero de sitios en el estudio completo (Standley et al, 1996)
se consideraron 391 sitios, que cubren completamente el condado de Berkshire (Inglaterra), donde
las 118 especies de la lista estaban presentes en al menos uno de los sitios. Por lo tanto, podriamos
considerar también en nuestra muestra reducida un pool de 93 especies. Esto nos abre una discu-
sién acerca de cémo exactamente definir el pool de especies, bajo un habitat comun. Postergaremos
esta discusién para més adelante (Seccién 4.4), la cual no es precisamente un tema que haya sido
“zanjado” definitivamente dentro del ambito ecolégico. Mostraremos, sin embargo, los resultados
de los ajustes de nuestro modelo beta considerando ambos pools, asumiendo que la dindmica de
especies se encuentra en un estado estacionario (Figura 4.1).
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Figura 4.1: Histogramas de los datos tomados de Gaston y Blackburn (2000), Apéndice IV:
“Berkshire Breeding Bird Data”. Obtuvimos la riqueza relativa muestral en cada uno de los 25
sitios, dividiendo la riqueza (absoluta) por el pool = 118 (izquierda), y por el pool = 93 (derecha).
En rojo tenemos sobrepuesta la curva de densidad Beta tedrica respectiva. Utilizando estimacién de
maxima verosimilitud, la estimacién de los parametros resultaron & =~ 15,37 y B ~ 18,10 (izquier-
da),y a~ 12,34y B ~ 8,85 (derecha). La prueba Kolmogérov-Smirnov dio un p-valor cercano a
0,72 (izquierda), y cercano a 0,82 (derecha).

4.3.1. Analisis datos distribucién beta y beta cero-inflada

Para el ajuste de nuestro modelo beta y beta cero-inflada se utilizé cuatro bases de datos corres-
pondiente a la riqueza de los grupos taxondémicos Liquenes, Fungis, Plantas y Briofitos obtenidas
de “Dataset on species incidence, species richness and forest characteristics in a Danish protected
area” (Mazziotta et al., 2016)
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Figura 4.2: Histogramas de los datos tomados de “Dataset on species incidence, species richness
and forest characteristics in a Danish protected area”. Para el caso de los Liquenes, obtuvimos la
riqueza relativa muestral dividiendo la riqueza (absoluta) por el pool = 120, en el caso de la base
de datos de los Fungi, obtuvimos la riqueza relativa muestral dividiendo la riqueza (absoluta) por
el pool = 193, en la que la proporcién de ceros corresponde a 0,016 aproximadamente. Para la base
de datos de las Plantas se obtuvo la riqueza relativa muestral dividiendo la riqueza (absoluta) por
el pool = 215, en la que la proporcién de ceros corresponde a 0,028 aproximadamente y finalmente
para la base de datos de los Bridfitos la riqueza relativa muestral se obtuvo dividiendo la riqueza
(absoluta) por el pool = 61, en la que la proporcién de ceros corresponde a 0,115 aproximadamente.
En rojo tenemos sobrepuesta la curva de densidad Beta tedrica respectiva. Utilizando estimacién
de méxima verosimilitud, la estimacién de los pardmetros resultaron & ~ 7,64 y B ~ 34,48 en el
caso de los Liquenes & ~ 1,40 y B~ 21,31 para el caso de los Fungi, & ~ 6,21 y B ~ 56,64 ,
para las Plantas y & ~ 5,89 y B ~ 36,46 para los Bridfitos. La prueba Kolmogoérov-Smirnov dio un
p-valor cercano a 0,05; 0,47 ;0,75 y 0,42 respectivamente.
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4.3.2. Analisis datos distribucion beta binomial

A continuacién se muestran los resultados de los ajustes de nuestro modelo beta binomial,
en los que se utilizé tres bases de datos correspondiente a la riqueza de mamiferos, obtenidas de
“The Ecological Register” R: http://ecoregister.org. Las bases fueron clasificadas en tres grupos de
acuerdo a su ecozone-habitat:

(1) Afrotropic-tropical/subtropical savanna
(2) Indomalaya-tropical/subtropical dry broadleaf forest
(3) Indomalaya-tropical /subtropical moist broadleaf forest

Se consideré los mamiferos, porque habian més datos de estos que las otras taxas, y al hacer
esta clasificacién con las demds taxas, se reducian bastante los datos como para hacer una buena
prueba de bondad de ajuste. Asi, con estas tres bases de datos, se pudo realizar la estimacién de
la distribucién de la riqueza relativa en conjunto con la estimacién del pool, obteniendo asi:
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Histograma con curva Beta
Indomalaya—Tropical/Subtropical Moist Broadleaf Forest
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Figura 4.3: Histogramas de los datos tomados de “The Ecological Register”. Para el caso de los
mamiferos pertenecientes a la ecozone-hébitat (1) se obtuvo un pool = 39 , para el (2) un pool = 30
y para (3) un pool = 35. Luego, con la estimacién del pool se pudo dividir la riqueza (absoluta),
obteniendo asi la riqueza relativa. En rojo tenemos sobrepuesta la curva de densidad Beta tedrica
respectiva. Utilizando estimacién de maxima verosimilitud, la estimacién de los parametros resulta-
ron & ~ 1,29 y 3 ~ 2,18 para la ecozone-habitat (1),a~1,16y B ~ 1,52 para la ecozone-habitat
(2), @ = 1,21 y B ~ 1,84 para la ecozone-habitat (3). La prueba Kolmogérov-Smirnov dio un
p-valor cercano a 0,17 ; 0,12 y 0, 18 respectivamente.
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4.3.3. Conclusiones de los resultados obtenidos

Dados los resultados de bondad de ajuste obtenidos en las diferentes bases de datos y para los
distintos grupos taxonémicos considerados, podemos concluir que los modelos estadisticos propues-
tos derivados de la distribucién beta son bastante aceptables. Si bien para los grupos taxonémicos
de los fungi, plantas y briéfitos los p-valores (esto es, la probabilidades de observar un valor tan
extremo en la prueba de Kolmogérov-Smirnov como el observado dado que Hy [la distribucién de
los datos sigue una beta] es cierta) resultaron significativos al nivel del 5 %, para el caso del el grupo
taxonémico de los liquenes y mamiferos, resultaron significativos al nivel del 1 %.Por ende, contamos
con un sustento empirico para la teoria propuesta de la cual se dedujeron nuestros modelos.

Ahora bien, es importante mencionar el problema del muestreo subyacente, el cual dependiendo
de la taxa objetivo, y por ende el territorio (metacomunidad) abarcado, el esquema de muestro
puede variar, lo cual puede provocar que se den ajustes que "no sean tan buenos”. Por lo que
evaluar este impacto es también un tema abierto en este contexto.

4.4. Discusion y futuras consideraciones

Dado los resultados estadisticamente favorables observados en los andlisis de datos, contamos
con un sustento empirico de nuestro modelo tedrico beta. Sin embargo, existen una serie de consi-
deraciones relativos al concepto de pool en toda su extensién. Por su parte, MacArthur & Wilson
en su teoria de biogeografia insular asumen la existencia de este en una metacomunidad focal como
una constante fija en el tiempo. Este supuesto lo argumentan en parte debido a la diferencia de
escalas temporales en ciertos procesos ecolégicos. Por un lado, los tiempos evolutivos en los cuales
pueden aparecer mutaciones. y por ende, nuevas especies, estan en una escala temporal mayor a
la de la estabilizacién de la metacomunidad. Y por otro lado, cambios drésticos en los factores
abidticos que pueden interceder notablemente en cambios en la composicién del pool de especies
de una metacomunidad no son considerados. Este ultimo punto es de crucial importancia, dado
que el actual avance del calentamiento global ha provocado un gradiente de cambio climético, que
se traduce en el desplazamiento geografico de condiciones de habitats para las distintas especies,
y por tanto, en sus condiciones de nicho. Asi, las especies tenderian en migrar en busca de sus
condiciones de nicho, a menos que esta pueda adaptarse, proceso que suele ocurrir en una escala
temporal mayor [ver “Single species dynamics under climate change. Theoretical Ecology”]. Por
todo esto, el supuesto de la existencia del pool como parametro constante, puede ser discutible.

En cuanto al problema de estimacién de un pool, tenemos que ninguno de los métodos mencio-
nados “distingue” una unidad (especie) de otra. Por tanto, a parte de dar una correcta definicién
y/o delimitacién de este debido a lo mencionado en el parrafo anterior, tenemos el problema que no
es posible identificar las distintas especies existentes dada la informacién cuantitativa de la riqueza.
Asi, que el modelo beta propuesto mas bien nos proporciona un marco general por donde comenzar
a modelar la riqueza de especies, tomando con precaucién cualquier relacién de causalidad, y siendo
en ningun caso una “respuesta definitiva” a la interrogante planteada en Dobson, Holt, y Tilman
(2020) ;Cual es la distribucién de la riueza de especies? ( What is the species richness distribution?)
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