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Introduccion

Este trabajo de titulacién se desarrolla en el area de modelos lineales jerarquicos.

Este trabajo dara a conocer de forma tedrica, y luego de manera préactica, en el area de la
educacién chilena, una técnica estadistica para el andlisis en un modelo jerdrquico con parametros
aleatorios, llamado deteccién de medidas influyentes.

El modelo jerarquico con coeficientes aleatorios se basa principalmente en que los pardmetros
asociados a las variables regresoras tiene, a su vez, asociado un error aleatorio, lo cual implica que
éstos coeficientes se transformen en coeficientes aleatorios.

Los modelos jerarquicos con coeficientes aleatorios son utilizados, en gran parte, por experimen-
tos y estudios observacionales (Laird, et al., 1982), en estudios educacionales (Goldstein, 1995), en
estudios basados en el drea de la epidemiologia (De la Cruz, 2008) y en el drea de la psicologia (Oliver,
et al., 2000).

Estos modelos jerarquicos permiten solucionar dos tipos de problemas que se presentan cuando se
utilizan erréneamente los modelos de un tnico nivel en datos que son jerarquicos (Sédnchez y Ocana,
1999):

(1) Problemas de correlacién entre los individuos, estimacién de los minimos cuadrados ordinarios
ineficientes y significancias menos precisas.

(74) Problemas conceptuales, ya que se emplea el nivel equivocado (analizar los datos a un nivel y
extraer conclusiones de otro).

Ademas, resuelve otros problemas como: la determinacién del efecto directo de las variables ex-
plicativas individuales y de grupo, permite determinar si las variables explicativas del grupo “moderan”
las relaciones a nivel individual (interaccién entre niveles) y permite también, determinar qué por-
centaje de la variabilidad de la variable explicada o dependiente, una vez controlada por las variables
explicativas, no causa efecto al individuo y qué porcentaje afecta al grupo (Aparicio y Morera, 2007). A
pesar de esto, en algunas ocaciones, la existencia de medidas influyentes puede conducir a conclusiones
erréneas. Para superar, de alguna manera, esta situacion existen algunas técnicas para la deteccién y
manejo de estas medidas.



Las técnicas para diagnosticar errores de mediciéon son comunmente usadas en modelos de regre-
sién lineal ordinaria. Buscan encontrar la potencial influencia en el Error Cuadratico Medio (EMC),
la estimacién de la variable dependiente o respuesta, R? (Coeficiente de determinacién del modelo),
entre otros. Para eso, las pruebas de diagnéstico sirven para detectar las observaciones inusuales y
deben ser parte fundamental en el andlisis (Galea, 1990).

Para el diagnéstico en modelos jerarquicos, Goldstein (1995), propuso un modelo de componentes
de varianza simple, el cual se basa en las estimaciones de las varianzas de los errores formando un coe-
ficiente de correlacién intraclase (p ), donde basta con que p > 0,1, para justificar el uso del modelo
jerdrquico. Esto significa, que se encuentran en funcién de las varianzas y covarianzas estimadas de los
errores en las variables, y los valores de hasta 0,08 para el andlisis, han sido interesantes dependiendo
del area donde se este trabajando para el analisis (Ojeda, et al., 1996).

Existen algunas técnicas que son mas conocidas para detectar anomalias en regresién lineal ordi-
naria, como por ejemplo, la influencia en el error cuadratico medio, el cual utiliza la distancia de Cook
como medida de diagnostico y esta encargada de extraer el i-ésimo caso y observar su efecto, entre otras.

La implementacion de andlisis en modelos jerarquicos con parametros aleatorios, implementado
en algunos software estadisticos ha producido que el tiempo de ejecucion del andlisis sea reducido.
Entre los programas se destacan SAS, S-Plus, Stata y MLwiN. El programa llamado MLwiN realiza-
do por Rasbash, et al. en 2004 y es un programa especial que trabaja exclusivamente con modelos
jerarquicos. Sin embargo, los programas estadisticos como Stata, S-Plus y SAS tienen incorporado un
moédulo aparte para realizar anélisis basados en modelos jerarquicos.

La construccién de modelos jerarquicos con parametros aleatorios se mostrard en el siguiente
capitulo, luego una medida de diagndstico propia en estos tipos de modelos y por tltimo una aplicacién
con datos reales chilenos, obtenidos a través de la prueba SIMCE. El SIMCE es el Sistema Nacional de
Evaluacién de resultados de aprendizaje del Ministerio de Educacién de Chile. Las pruebas SIMCE
evalian el logro de los objetivos fundamentales y contenidos minimos obligatorios (OF-CMO) del
marco curricular vigente en diferentes sectores de aprendizaje, a través de una medicidn que se aplica
a nivel nacional, una vez al ano, a los estudiantes que cursan un determinado nivel educacional. Estos
datos fueron adquiridos de la pagina www.simce.cl, y se trabajard sélo con los colegios que posean
octavo bésico en todas las regiones de Chile.



Capitulo 1

Modelo Jerarquico.

Los modelos jerarquicos son una clase de modelos que se estructura a varios niveles. Este capitulo
mostrard la construccién de un modelo jerdrquico en dos niveles con parametros aleatorios y sus
respectivos supuestos.

1.1. Construccion de un modelo jerarquico.

Sea y la variable respuesta de interés. Esta variable respuesta puede ser explicada en dos niveles.
En el primer nivel se explicard por m covariables fijas. En el segundo nivel la variable respuesta se
explicard por ¢ covariables aleatorias . Lo anterior da paso a la creaciéon de un modelo jeradrquico de
dos niveles. Las covariables del primer nivel se denotaran por zy,...,z, y las covariables del segundo
nivel se denotaran por wi, ..., w,.

Para mayor comprension, se realizard paso a paso la construccién del modelo jerarquico,
comenzando por el primer nivel.

Modelo en el primer nivel.

Definicién 1.1. El modelo para el primer nivel, con una variable explicatoria a nivel 1, 1,5, tiene
la forma:

Yij = 50]‘4-51]'331@'3'4-62‘]' , Vi:1,2,...,nj y Vi=12,...,J, (1.1)

y se caracteriza por,
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Modelo en el Segundo nivel.

Definicién 1.2. El modelo para el segundo nivel, con una variable explicatoria a nivel 2, wy;,
tiene la siguiente estructura:

Boj = Boo+ Borwij +ugj Y
Bi; = B+ Puwy +ury (1.2)
donde,
E(upj) = 0 vy
E(uyj) =
Y ademas,
Var(ugj) = 050 ,
Var(u;) = 051 y

Il
o

cov(uoj, u1;)

El modelo serd combinado en la j—ésima unidad a nivel 2, del modelo nivel 1 con una variable
explicatoria a nivel 1; y del modelo nivel 2 con una variable explicatoria a nivel 2, queda:

vij = (Boo + Porwi; + voj) + (Broxiij + friwijziiy + uijxiig) + eij (1.3)

Reestructurando los términos anteriores se tiene:

Yij = Boo+ BroTiij + Borwij + uoj + Briwijriij + uijrig + ey (1.4)

Para incluir mas variables en el primer y segundo nivel, se considerara lo siguiente:

En el primer nivel considere m variables independientes de la forma:

Yij = BOj + Bljxlij + ngmgi]’ + -+ ijxmij + €45 Vi=1,2,... ,nijj =1,2,...,J ,(1.5)

donde, E(e;j) =0 yVar(eij) = o2



En el segundo nivel considere ¢ variables independientes de la forma:

Boj = Boo+ Borwij + Bowsa; + -+ + Bogwgs + uoj
B1j = Bio+ Briwij + Prowsj + - + Brgwg; + Ui
ij = /BmO + /Bmlwlj + Bm2w2j +--+ /quwqj + Umj - (16)

El modelo combinado para la j—ésima unidad en el nivel 2, del modelo nivel 1 con m variables
independientes en el primer nivel y ¢ variables independientes para el segundo nivel, toma la siguiente
forma:

Yij = Poo+ Porwij + Porwzj + - -+ + Pogwe; + uoj
+ Broz1ij + BriwTiij + - -+ BrgWeiTiij + w1 T144
+ ot BnoTmij + 0 F BmgWejTmij + UmjTmij + €ij (1.7)

Al reordenar los términos de la ecuacién (1.7) se obtiene el siguiente modelo:

Yij = Boo + BioTiij + -+ BmoTmij
+ Borwi; + Briwijri; + -+ B WijTmij
+ o+ Boggj + Prgwgani + -
+ Uoj + U1 L1445 + o+ Umj Tmij + €5 - (18)



1.1.1. Modelo jerarquico matricial

Para tener una mayor simplicidad al momento de realizar cdlculos, es necesario transformar la
ecuacién (1.8) en un modelo jerdrquico de dos niveles vista desde la perspectiva matricial. Asi, el
modelo propuesto bajo el primer nivel dado en la ecuacién (1.5), se escribird de la siguiente manera:

Sea Y; un vector de respuestas nj x 1, X; una matriz de diseio del primer nivel de orden
nj x (m+ 1), B; un vector de pardmetros de orden (m+1) x 1 y e; un vector de errores aleato-
rios de orden nj x 1. Los supuestos para este modelo son E(e;) = 0y Var(e;) = 021,

Entonces,
Y, = X;Bj+e; ,para j=1,...,J . (1.9)
Donde,
Y15 1 11y, o1y -0 Ty
Y24 I x195 ®225 ... Tm2y
Y] = ; X] = . . . . )
Yn,j 1 Zin5 Zon;j -0 Tmngj
el Bo;
€2 B
€; = y /Bj = .
enjj 5’”@]

La forma matricial para el segundo nivel, obtenida desde la ecuacién (1.6) es la siguiente:
Sea W la matriz de disefio del segundo nivel, de orden (m + 1) x (q+ 1)(m + 1), § es el vector de
coeficientes fijos de orden (q+ 1)(m + 1) x 1 y u; el vector de errores aleatorios de nivel 2 de orden
(m 4+ 1) x 1. Los supuestos para el segundo nivel son E(u;) =0y

2
0,0 Ouw0l *°° OuOm
2
0u01 Oul 0 Oulm
Var(uj) = Q= )
2
Ouom Oulm *°°  Oym



Asi,

ﬁj = Wjﬂ—l—uj , Yi=1,...,J ; (110)
donde,
[ 1wy way We; 0 0 0 0 0 0 0 0 ]
W = 10 o0 0 1wy wy W 0 0 0 0 :
_0 0 o .- O --- 0 0 o .- 0 - 1 wy wy - Wej |
.
5:[5007 5017 Tty 50(17 5107 Blla Tty 51(17 Tty 5m07 5m17 Tty 5mq] ;
T
W= [ ugj, iy, v, Umg ]

Entonces el modelo, al combinarlo por la j—ésima unidad perteneciente al segundo nivel, toma
la siguiente forma:

Y, = XjoB—i—Xjuj—i—ej;j =1,...,J,
E(Y;) = X;W;8, V; = Var(Y;) = X;0X] + o2, . (1.11)

El modelo lineal general jerarquico en la forma matricial, serd expresado de la siguiente manera:

Y = XWg3 + Xu + e | (1.12)
donde,
Y, u; e W,
Yo us ey W,
Y = . , u= . , e= . , X=diag(X;) vy W=
Y uy ey W,

Ademas, diag(A ;) es una matriz diagonal en bloque (de aqui en adelante llamada matriz-bloque),
con A; en el j—ésimo bloque de la diagonal.



La matriz de varianzas y covarianzas es denotada por:

V = Var(Y)

XVar(w)X' + Var(e)

Xdiag()X" + diag(c?l,,)

= XGX' + R . (1.13)

DEMOSTRACION. (Goldstein, 1995)

Considere el modelo (1.12) de la siguiente manera:

Y = X8+2Z®Pu+zWe ; (1.14)

donde,

Y es el vector columna de las observaciones de la t—ésima unidad del primer nivel en la j—ésima
unidad del segundo nivel.

X3 es la parte fija del modelo multinivel general de dos niveles.

72 = (2045, 214 - - - ,zqij)T es la matriz de diseno de las h = 1,...,q variables aleatorias para
el segundo nivel.

yAS (2045, 21ijs - - - zmij)T es la matriz de diseno de las h = 1, ..., m variables aleatorias para
el primer nivel.

u = (uoj, Uiy, .- ,qu)T es el vector columna con h = 0,1,...,q de pardmetros aleatorios para
el segundo nivel.

e = (eij,€lij,--- ,emij)T es el vector columna con h = 0,1,...,m de parametros aleatorios
para el primer nivel.

En general,



Asi, la parte aleatoria del modelo supone que los coeficientes aleatorios, para los niveles 1 y 2,
tienen media cero y varianza constante.

El valor esperado del modelo es,

E(Y) = o+ v+ Bawaig + -+ Bppi
- X3 . (1.15)

La construccion de la matriz de varianzas y covarianzas, denotada por V, esta dada por:

vV = E[(Y—E(Y))(Y—E(Y))T} . (1.16)

Luego, sustituyendo las ecuaciones (1.14) y (1.15) en la expresién (1.16) se tiene que,
T
V = FE [(Z(2)u + Z(l)e> (Z(z)u + Z(l)e> }

Sea ZWe = ey Z@e = e, , entonces,

V= Bl(ate)(ate)
e +eo <e e;}

( e
(o) + (seF) ) + (o7
(ol ] 5 o)

S

donde [(elefﬂ representa la varianza para las variables aleatorias del primer nivel y £ [(6262 ﬂ

Djtijbjtij

es la varianza de las variables aleatorias del segundo nivel.
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Por otro lado,

= Vw;
donde,
€0ij
€1ij
Elee'] = E : (eoij» €ujs == €mij)
€mij (m4+1)x (m+1)

Considerando los supuestos del modelo jerarquico y utilizando las propiedades de esperanza
matemadtica, se tiene:

o011 0 0 0 0 0
O 0'2021 O 0 O O
0 0 Ugmﬁl 0 0 0
E[e et] = F : :
0 0 0 ngln 2O 0
0 0 0 0 Olmon 0
: 2
0 0 0 0 0  Oomknn (b1 oothin) 5 (1 o)

E [e et] = Q.

= cov(eg))

La matriz 2. es una matriz bloque-diagonal de orden (m + 1) x (m + 1) donde cada bloque
contiene la varianza del bloque h, en el :—ésimo individuo del j—ésimo nivel.

12



Si,

1 i
1z
1 2
Z(l) _ .
1 =z,
1 719,
| 1 Tlkpn

T211
221

T2kq1

T21n
T22n

T2k n

Tm11
Tm21

Tmkq1

Tmin
Tm2n

Tmknn | (k4. k) x (m1)

Se tiene que V(1); = ZWQ.ZM' | es una matriz de orden (m+1)x (m+1)

Anélogamente,

1)

donde,

’LL(]j

E[uut] = F g

Ugj

2
U()julj

UojUq;

[COEEN

B[ (20 (u727))

E[Z® quT z@)t}

= z?F [u uT} z@'

= Vi

J

(uojv Ulj, s qu)

(g+1)x(g+1)

Uo; U1 Uo;Uqj

2

Uy, U15Uqy
UL Ug s uZ,

177as 0 (q+1)x(g+1)

13



Luego, se obtiene

2
0uo 0wl " Oulq
2
Ou0l Oy1 " Oulj 2
E [uut] = F . . ) . = Q, = cov <e§l ))
O' O' PEEEEY 0'2
u0g  “ulg ug J (g+1)x(g+1)
Por otro lado,
1 111 wonn -0 xgn1
1 2121 @221 0 Tg21
1 Zigr Tokgr o0 Tgkin
7(2)  — . . .
1z Zotn 0 Tgin
1 z12n  T22n 0 Tgom
LD Tk 2ken 0 Takan gtk x(g41)
. , . . . t . .
Al igual que el término anterior, si se calcula V(5); = 72, Z?"  se obtiene una matriz bloque-

diagonal, y ésta contiene j—ésimos bloques. El bloque j—ésimo de la matriz V3, se puede escribir:

Vaj = Vi + Ve, - (1.17)

Por ejemplo, para los datos del drea de educacién, considere dos estudiantes encada j = 1,...,n
escuelas. Entonces, la matriz de V ,); asume la forma:

o Oudl  Tu02 1 1
1 211 Tots u0 u
V; = (1 HJ. 21].) Twl  Oh Oul2 115 T2 . (1.18)
T125 X225 9
Ou02 Oul2 Oy2 T215 T225 ix;
Mientras que la matriz, V ;; es dada por (considerando h = 0),
Oe0lj 0

Vai = | % : 1.19
(1)j [ 0 0e02; :| ( )

14



Ahora, para obtener Vy; , es necesario sumar las matrices (1.18) y (1.19), esto es:

2
o o o 1 1
0 u01 u02
o 1z x215 v 9 ' '
Vi = | 21 T Ou0l  Oh1  Oul2 T11j  T12j
2
/ / Ou02 Oul2  Ogg To1j To22j
Oe01] 0
e01j . (1.20)
0 0co2j

Asi, para escribir Va; de forma general, es necesario utilizar el operador de suma directa, la cual
estd en términos de matrices por bloques, de esta manera ( Goldstein, 1995) :

Vi = @Ugij—i_V?(?)j : (1.21)
i

Finalmente, Vy; queda expresada en la forma de la ecuacion (1.13).

Parte fundamental del andlisis para los modelos jerarquicos con parametros aleatorios es la
estimacién de pardmetros. A continuacién se dard paso a la estimacién de parametros fijos y aleatorios
que contiene este tipo de modelos.

15



1.2. Estimacién de los Parametros

Los modelos jerarquicos con coeficientes aleatorios tienen pardmetros aleatorios y pardmetros
fijos que deben ser estimados. A través del método de minimos cuadrados generalizados es posible esti-
mar los pardmetros fijos del modelo. Considere el modelo (1.14) de la siguiente forma (Goldstein, 1995):

Y = XB+e, e = Z&el® 4.4 7MeD (1.22)

donde,

= Y es el vector de respuestas de orden N x 1 ;
= X es la matriz de disefio de orden N x p ;

= 3 es el vector de parametros de efectos fijos;

= ¢(®) son los errores aleatorios, k =1,....,s ; Y,

» Z*) es la matriz de disefio asociada a los errores aleatorios, k = 1,...,s

~

Bajo el supuesto de normalidad sobre e® B y 0 corresponden a los estimadores de maxima
verosimilitud de £ y 6 respectivamente.

Sea V. = cov(e) la matriz de covarianza asociada al vector de errores aleatorios edenotada por
V =V (0), es 0 el vector de efectos aleatorios de orden R x 1. Sea vec (V(0)) = Z*0, donde Z* es una
matriz sectorizada. Si 6 es conocido, entonces el estimador del vector de parametro 5 de efectos fijos
es:

B = (XVIX)T'XIVTY | (1.23)
y la matriz de covarianza es dada por

-~

cov(fB) = (X’fV_lX)_1 , (1.24)
donde V = V(@)

Considere ahora el siguiente caso:

16



x_ |1 " e vo| | (1.25)
1 Lnmm Ynmm

en este caso tenemos m unidades en el segundo nivel y n; unidades pertenecientes al primer nivel
en la j—ésima unidad del segundo nivel. Cuando los errores tienen una distribucién normal asociada
en la ecuacién (1.23) también se estima mediante el método de verosimilitud mdzima.

Sea Y* = ?SN{T, donde Y =Y — X 3. Considere:

E(Y") = E <?S?T>
= EB((Y-X8)(Y-X5)")
— V. (1.26)

Es posible realizar un arreglo para YY" utilizando las propiedades de la funcién vec, de la
siguiente manera:

Y™ = vec (??T)
— vec ((Y ~XB)(Y - XB)T>

- Y®Y. (1.27)

17



La funcién matematica vec, opera como se muestra a continuacion:

Sea T una matriz cuadrada y simétrica de orden 2 x 2,

entonces vec(T) sera:

vec(T) =

o oo Q

Para una mayor comprensién, tome en consideracion las siguientes matrices:

1 xn Y11
1 zoy Yo1
X=11 23 e Y=y |,
1 z12 Y12
1 @ Y22
el vector Y* resulta ser,
Y* = YY'
U1
Y21
= Ut | (v w21 Us1 Y12 Y2 )
Y12
Y22
U3 Unvan o Yuilee
- Y21Y11 @31 o Y21Y22
UooU11 Y2221 0 U

18



Ahora, se desarrollard Y** :

Y** = wvec (??t>

Y11
Y21
= vec ysi | (D D21 Usi Uiz o2 )
Y12
[\ Y22
U v o Uil
Y21Y11 3751 o Y21Y22
= vec ) ] )
Yool Yo2lo1 ccc Use

Aplicando la esperanza matematica a Y**, asi:

[ U3 Unvar o Uil
~ ~ /\.2 ~ ~
Y21Y11 Yy o Y21Y22
E(Y™) = FE |vec : ,21
Yool Y22U21 U
~
i
Y21Y11
= F . ,
~
Y22
el desarrollo de la ecuacién anterior es:
0u0"|2_0-60
040
BE(Y™) = :
2
040
0u0+0-60

19
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Asi, se tiene que la expresion (1.28), y se puede expresar como el siguiente modelo lineal

donde R es un vector residual. En consecuencia (Goldstein, 1995),

~?7f~1 o2+ 0%
Y21Y11 _ J%LO LR
U3 oo+ 0%
1 1
2 1 2 0
= O-uo + 0-60 + R (129)
1 1

El lado izquierdo de (1.29) contiene el vector de respuestas del modelo y el lado derecho contiene
dos variables explicativas, con coeficientes 050 y Jgo que deben ser estimados.

Sea e = Y—XB e Y** = vec(ee?). El modelo jerarquico se puede reescribir de la siguiente manera

, (1.30)

donde Z* es la matriz de disefio asociada a los efectos usando el método de Minimos Cuadrados
Generalizados se tiene que:

~ _ -1 _
0 (z*tv* 12*) ZVYT, VP = VeV (1.31)
Consecuentemente, la matriz de covarianza de 9 esta dada por:
cov(f) = 2 (z*tv*’lz*>_ (1.32)

20



DEMOSTRACION. ( Goldstein, 1995 )

La matriz de covarianzas de 6 es:

—~ _ 1 ¢ _ — t -
cov(d) = (Z*TV* 12*) Z'V* eov(YH)V T ZH(ZY vzl (1.33)

donde,

Usando el resultado estandar (Searle, et al., 1992), se tiene que:

cov(Y®Y) = (VaV)(I+Sy) , (1.34)

donde (V ® V) = V* y Sy es matriz de permutacién vec. Consecuentemente,

v = (VeV)!
= Vigvl
Por lo tanto,
vzt = (Ve V)vec(A)

donde vec(A) corresponde al vector operador de la matriz de disefio para los parametros aleato-
rios del modelo jerarquico. Luego,

AA A (V1o V) vec(A)
= vec (V_lAV_l) . (1.35)

Como (V_lAV_l) es matriz simétrica,

1

SNV 'ZF = vizr (1.36)

21



Reemplazando las expresiones (1.34) , (1.35) y (1.36) en (1.33) se tiene que la matriz de covarianza
para 6, es dada por:

cov(@) = (2 V*'Z)ZF VI (Ve V)(I+Sy)V* Z5(Z* vV ZH)!
— (Z*Tv*flz*) lz* V* (V*I—l—SNV*)V* Z*(Z*Tv*flz*)—l
— (Z*TV**lz*)

IZ* V* (Z* +SNZ* )V* Z*(Z*TV**lz*)—l
Z*)" (z* AR AN A z*) (z*' vz

= (I+D)(z* vzt

_ -1
- 2(2* v 1z*> . (1.37)
Usando minimos cuadrados generalizados iterados (IGLS) se producen estimaciones polarizadas

y en general, esto puede ser importante en muestras pequenas (Goldstein, 1989), muestra que una
simple modificacién sobre la iteracion general restringida de minimos cuadrados o por verosimilitud

mdzima restringida (REML) de estimaciones son insesgadas. Si se reescribe Y** = YYT y usando las
estimaciones de los pardmetros fijos § se obtiene:

E(Y") V, — Xcov(B)X "
-1
- Vy-X (XTV51X> X, (1.38)
donde,

Vy = diag(Q)+diag(0’gInj)

Hasta ahora, se ha realizado la estimacién de los pardmetros de efectos fijos y aleatorios para este
tipo de modelos. A continuacién se definirdn los residuos para este tipo de modelos.
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1.3. Residuos

El céalculo de los residuos en un modelos jerdrquico con pardmetros aleatorios se basard en el
trabajo de Golds
tein, (1995).
Se considerard el modelo jerarquico de la siguiente forma:

Y = Y-Y | (1.39)
bajo el modelo considerado,
Y = [o+ lelij + (UOj + u14521455 + eoij) . (1.40)
Y ademas,
Y = Gy

= o+ Brixij

Para calcular los residuos en el segundo nivel, dado el estimador 3, es necesario calcular:

Qo = E(ﬂoj/y,ﬁ,ﬁ) . (1.41)

Considere el siguiente estimador consistente:

2
—~ njauo ~
u = ————y; . 1.42
njazo—kagoy] ( )

Goldstein (1995), se refiere a la necesidad de realizar inferencia en torno al verdadero valor de
Uo;, despreciando la variabilidad muestral de los parametros aleatorios, entonces se obtiene:

n;
2 2. Vi
n;o =
o~ 1Y% ~ ~ —~ ~ =1
Uoj = —5 3 Yi eoij = Yij — Uoj, Yj=—— . (1.43)
n;os + o¢ n;

Las estimaciones residuales no son insesgadas, sino que son constantes.

A continuacion se mostrard un de tipo de diagndstico que se utilizan en modelos jerarquicos con
parametros aleatorios, el cual es llamado deteccion de medidas influyentes.
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Capitulo 2
Diagndstico

Para los modelos jerdarquicos con parametros aleatorios, una de las técnicas de diagnostico se
presenta a continuacion:

2.1. Deteccion de medidas influyentes para el primer nivel.

En general, los investigadores discuten la dificultad para obtener estimaciones satisfactorias que
permitan confiar en las estimaciones obtenidas desde el modelo propuesto y el caso de los modelos
jerdrquicos no es una excepcién (Galea, 1990).

Si bien, existen técnicas de diagndstico para modelos lineales ordinarios, los modelos jerarquicos tam-
bién tienen técnicas de diagnédstico, pero hay que tener cuidado que exista la suficiente variabilidad
para justificar el uso del modelo jerdrquico (Goldstein, 1995). Goldstein, propuso el uso de las varian-
zas estimadas de los errores del modelo el cual al formar una relacién entre la variabilidad estimada de
los errores de las variables del segundo nivel y la variabilidad de las mismas mas las del primer nivel,
se concluye un tipo de correlacién intraclase estimada de la varianza residual. También, asegura que
basta con que el coeficiente de correlacién intraclase sea mayor a 0,1 para justificar el uso del modelo
jerdrquico con error en las variables (Goldstein, 1995) . También, existe otra técnica la cual estima
los coeficientes aleatorios pertenecientes al modelo jerarquico a través del método de los momentos
desarrollada de forma paralela por Hengjian, et al., (2004) y por Woodhouse, et al., (1996) a través
de un modelo jerarquico en particular, y a través del método de minimos cuadrados, propuesto por
Goldstein y Rasbash (1992) .

En la siguiente seccién se mostrara la estimacion de parametros fijos para un modelo jerarquico basa-
do en el método de minimos cuadrados generalizados propuesto por Goldstein y Rabash (1992) y a
través del método de minimos cuadrados generalizados iterados la estimacién de pardmetros aleatorios
propuesto por Goldstein (1989) .

Lei y Gemai (2008), proponen como medida de diagndstico la eliminacién de datos influyentes en
el andlisis utilizando como herramienta de comparacién la distancia de Cook’s. Usando la iteracién
generalizada de estimacién de minimos cuadrados (IGLS) se producen estimaciones polarizadas y en
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general esto puede ser importante en muestras pequenas Goldstein, (1989) muestra que una simple
modificacion sobre la iteracion general restringida de minimos cuadrados o por verosimilitud méxima
restringida (REML) de estimaciones son insesgadas.

Definicién 2.1. Sea [a] el conjunto de datos influyentes en el modelo. Y E[a] y /6\[0,} los estimadores
IGLS de B y 0, respectivamente, sin los a casos influyentes. Entonces:

% T5-1/7 AT 3 -1
Bap = X Vig ) X)) X0V Y
n * *—1/p * \—1rgx* x—1/p Kok
O = ( [tf]v[a] () [a}) Z[g}v[a} (H[a])Y[a} ) (2.1)
donde,
E;] = Vec(ﬁ[a},/é[j;]) s
€a = Y~ X@ba v

Via0a) = Vi) ® Vi)

La distancia de Cook’s puede ser usada como herramienta de medida para detectar observaciones
influyentes. En este caso, tal medida es definida de la siguiente manera:

Cio(B) = (B —B) X'V X(By = B) v
Cio(0) = (O —0)'2"V"'2" (B — 0)/2 . (2:2)
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Como g[a] y g[a] son obtenidos por medio de procesos de estimacién de minimos cuadrados it-

erados, generalmente se reemplaza de B[a] y g[a] en la ecuacién (2.1), por B y 0. Y es dado por las
siguientes ecuaciones:

TU-1x. \-1xT -1
Bap = Xy Vig X)) X Vg Y v
Py o x Txrx—1lrgx \—Llrgx T xrx—1<s%*
0[[1] — ( [a]V[a] Z[a}) Z[a] V[a} Yo[a}, (23)

donde,

(1) Yo :Vec(é\o[abé\;—[a]) ’

ola]
(2) €] = Yig — Xg8

8) Vig=VgoVyg

(4) Vi = Vi (0)

Este tipo de enfoque se llamard Aprozimacion de Tipo 1.

Definicién 2.2. Sea a = {i,... i} y Dy = (di;, ... ,d;,, ) donde d;, es un vector de orden N x 1
con i, elementos iguales a uno y el resto ceros, Vk =1,...,m.
Sea I, la matriz identidad de orden N x N, entonces se verifican las siguientes propiedades:

Algunas propiedades de I, y D, son:

X = IgX
.
V[a} == I[Q}VI[G} ;
T T
I[a}]:[a} - IN - DaDa ; (24)
T
I[a]l[a} = In-m ,
[,Do = 0 ,
-1 _ -1 -1 Tv—=11 V=1 Tv-1) 1T
Vil = Iy (V7' = VDD, VT'D,) D VT 1
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Teorema 2.1. Sea B 0 los estimadores IGLS (minimos cuadrados generalizados iterados) de 3 y 0,

Y e
respectivamente, V.=V (0) y T = V~1€. Entonces
- ~ ~ -1 ~ 1
By = B- (XTV—1X> XV-D, (D}QDa) DT vy
- ~ . -1 o
O = 0- (Z*TV* 1z*> Zz' VT 1-B,) Y™ | (2.5)
donde,

~ ~ ~ ~ —1 ~
(1) Q=V-1-V-IX (XTv—lx) XVl
T -1 5
(2) B, = Z* (z* (N, ® N,) z*) z*' (N,oN,) |,

~ ~ ~ —1 ~
(3) N, =V~-1 -V-1D, (D,jv—lDa) D V-1

DEMOSTRACION. ( Lei, et al., 2008 )

Sea V = \7(5) y \Af[a} = Vg (5) Utilizando las propiedades de la ecuacién (2.4) y usando N,D, =
0, se tiene que:

X Vi Xy = X'N,X

Y

XVl Yy = X'NY | (2.6)

~ ~ ~ -1 ~
donde N, = V-1 — V-1D, (DZV‘lDa) D] V-L. Por lo tanto,

B = (XTNX)T'X'N,Y . (2.7)

Note que,

XN, X)™! = X'VIX)'+ X'V X)"'X"V'D,
x [D;V'D,-D/VIX(X"V-'V)"'XTV-ID,] !
x D]V IX(XTV!X)~!
= X'VIX)'+ X'V IX)"'XTV-ID,
x (D] QD,) 'D] VXXV 1X)~!
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~ ~ ~ ~ —1 ~
donde Q = V-1 — V-IX (XTv—1X> XTV-L, Luego,

B = B-X'VIX)"'X'V~'D,(D/V~'D,)'D, V'Y

+ (X'VIX)"'X"V'D, (D, QD,) D]V 'X3

- x'vx)"'x"v-'p,(D;QD,)"'D, PD,(D,; V;'D,) 'D,; V'Y
= 3-X'V''xX)"'xX"V-'D,(D,QD,)'D/ V'e.

Donde Q=V!1-P | é=Y-X38 y B=X'VIX)"IX"V-ly,
A continuacion se muestra el desarrollo de la segunda ecuacién del Teorema 2.1.

Por otro lado, sea Z’{a] la matriz de disefio asociada a 6, cuando las [a] observaciones han sido re-
movidas. Entonces,

vec[V,)(0)] = Z,0

Desde,
vec[Vig(0)] = vec(ligV(0)Iy,)
= (Ijg ® Ljg)vec(V(0))
= (I[a] ® I[a})Z*e )
se tiene que
Z’{a] = (I[a] ® I[a})Z* . (2.9)

Usando las propiedades de I, y D, (ecuaciones de (2.4)),

~ 1 ~

W = Vi

[a

1®\7[;]1

= (I ® I (N @ Nig) (I @ I T (2.10)
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Desde la ecuacién (2.4) y N,D, =0 , se obtiene:

* *

o] Via) (

*

S

*T *
VZiy = ZF (I @ 1) " (T © L) (Ng @ Ng) (I @ Ig)) ' (I © 1) Z
*T *
= Z" (ylia) ® T Ta) (No @ No) ([ I © T o)) Z

_ oz ((IN ~D,D])® (Iy — DQDZ)) (N, @ N,)

al

X ((IN ~D,D])® (Iy — DaD;)> A
= 7" (N, ® N,)Z* . (2.11)
Ademas,
* E N k% *T
fa) [a}l(Q) i = 27 (g @ 1) " (I © 1)) (Ng © N ) (I @ T1q) T
X vec |:(Y[a] — XB) (Y — X[a}B)T]
%1 o 5
= Z" (N, ®No)(Ijg @Tjq) " (g @ Tjg)vec[(Y = XB)(Y — XB) ]
= 7* (N, ® N,)vec[ee]

Asi,

n N 7} —Lrk

x \—Lrpx | x7rx
O = (ZjyViy (0)Z1)Z" Vi Yo
- (z (Na®Na)Z> Z* (N, @ N,)Y* . (2.12)

Consecuentemente,

O = 06— (27 V"'2)'27 V" (1-B,) Y™ . (2.13)
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Definicion 2.3. Sea Qaa = DZQDG y T, = DZ? . Entonces la extraccion de casos basados en
la
aproximacion del tipo I queda,

C(ﬁ(g) = ?;—Q;alf)aaégal?a y
. Y*' (1-B,)TP*(I-B,Y"
o) = Y UZB) FEZBJYT (2.14)

donde,

P = VIXX'V'X)" X'V y
P = V*zvz"' V- zzr v

Estas medidas permiten realizar el diagndstico en modelos jerarquicos a cualquier nivel.
La aproximacién tipo I no tiene dificultad en implementarse, sin embargo, tiene algunas fallas, por
ejemplo, las observaciones asociadas a a son muy influyentes en las estimaciones de los pardmetros
By 6, entonces sustituyendo S y 6 dentro de la ecuacién (2.1) para obtener la ecuacién (2.3) ad-
mite un subconjunto de datos suprimidos, pero esencialmente ignora la influencia con otras variables.
Para solucionar este problema, se estudia la nueva aproximacion basada en la expansion de Taylor de

~

V4 (0]q)) alrrededor de 6, esto es,

VigOa) = V@) + Vi @)@ —0) + o0 — 0I°) (2.15)
donde,
" OV ,(0)
Vigd) = T\g ;

V[a}(é\) es una matriz es de orden (N —m) x (N —m) x R si los datos asociados a a tienen
m indices, y || - || denota la norma euclideana. Sustituyendo la ecuacién (2.15) en la ecuacién (2.1)
e ignorando el término de segundo orden o(||f, — 6]/?). Se derivan dos nuevas férmulas, las que se
denominan Aproximacion de Tipo II.

Teorema 2.2. Asuma que o(H@M - §||2) es despeciable, entonces las formulas para la aproximacion
de tipo II son las siguientes,

By = B- X VX)XV Da(DIQDa)‘lDI?Jr(Ma?®Ma>TZ*(5[a1—5)]
v (2.16)
Oy = 6+(Z° W,2Z")'2" vee(MFF' M, —N,)
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donde,

M, = Iy-QD,(D/QD,)'D] |,

W, = N,@N, N, @ (NV(B},)N,) — (N V(0},)N,) © N,
+ M,Q® (M,FF M) + M, it M] ® M,Q v

O = (2" (N, ®N,Z") 72" vec(M,iF' M, ))

Y Q y N, estdn descritas en el Teorema 2.1.

DEMOSTRACION. (Lei, et al., 2008 )

Considere la expansion de Taylor aproximado a Vg (%),

Viglg) = Vig@®+ Vi +om?)

donde,
Na = ”Aa - 5” y
(1) N )
Vi = V@ —0)
= o(n.) -

Considerando o(n,) despreciable, entonces:

~ ~ 9

Vi) = VigOw) = Vi) + o(n?)
= L) (V(Bla) — V(O)y + ().

Por lo tanto, Vf;]) satisface,

~

Vil = la(Va) = VO +o(r2)

= (Iy = DoD))(V(fj) — V(0))(Ix — DD, ) + o(n2).

Considere el resultado:
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[A+Be+o()]™! = AP~ AT'BA e + o(é?),

Asumiendo que la matriz A es definida positiva. Luego, para VE;]) = o0(ng), se tiene:

o~

Vid @) = (Vi@ + Vi) +o0)
Vi = Vi V[(i}){’@l +o(m) (2.20)

~

donde {7[;]1 = V[;}I(H) Asi, desde las ecuaciones (2.6), (2.19) y (2.20), se puede generar lo sigu-
iente:

T~r—1/0 -1 _ T xr—1 T v-1v()o-1 2\\—1
X Vig Ca)X@) ™ = Xy Vi Xia) = X Vig Vig) Vi Xia) T 00a) "

= (X Vi Xa) ™+ (X Vi X)X Vi Vi Vi X
< (X Vil X)) ™+ o0m2)
= (XTNX) ™+ (XTNGX) ™ X1 Lo Nl V 0 T Na [y I
C X XXTNGX) T o)
= (X N,X) ™+ (XTNX) ' X N, (V(f) — VO)NX(XNX) L

+ o(n3)

De manera similar,

~ ~ ~

XTIV 0) Yy = XTNY = XN (V(0y) — V(0))NY +o(n?)

[a] ™ [a]

Sustituyendo las dos ecuaciones anteriores en la primera ecuacién (2.1), se obtiene:

Ba = B — XTNX) X N(V(0py) — V(O))NL(Y — XByy)) + o) . (2.21)
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Usando la ecuacién (2.8), se obtiene:

(X'N,X)"'X'N, = X'vIxX)"'xX"v-im/ |,

Y

No(Y - XB) = N, [IN n X(XT\?—IX)—1XT\7—1DG(DIQDG)—1D3T\7—1} 8
- [\7—1 - \Af‘lDa(DI\Af‘lDa)‘lDI\Af_l]
X [IN n X(XTV—1X)—1XT\7—1Da(D}QDG)—lDI\Af—l} 8
= [Iy+PD,D]QD,) 'D] -V 'D,(D;V'D,)'D;
~- V'D,(D/V~'D,)"'D]PD,(D,QD,) 'D,
= [Iy +PD,(D/QD,)'D; - V-'D,(D;QD,)"'D/ ¢
= [Iy — QD,(D,QD,)"'D/f
- MF (2.22)

dondeT=V-ley M, = Iy — Q(D,D/QD,)"'D] . Asi,

Bag = Bl — XTVIX)IXTVIM (V(0) — V(0)) M7 + o(12)
= B~ XTVIX) X TV (M,E @ M,) Tvee(V(0ly) — V(0)) + o(n?)
= f-(X'VIX)'XTV[D,(D; QD,) "D, F + (M,F® M,)"
x Z* (O — 0)] + o(12) . (2.23)

A continuacion, se considera la formula actualizada para 9. Se observa a partir de la ecuacién
(2.20) que,

Vi O) = Vi (0a) ® Vi (0)

[a

[a] [a] [a] [a] " [a] " [d] [a] " [a] " [d] [a]

= (I[a} X I[a]) [Na ® Ny —Ng® NaIEZ}VE;])I[a}Na

+ NV T Na @ N (T @ 1)) + o(n2) (2.24)

Vil e Vil - (Vi o VoIVEIV + VIVEV 9 VL) + o)

Utilizando los resultados de (2.8), (2.9) y (2.24) se obtiene
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s Iyl N [ e x 1 xr—1 -1y (Do -1
a Vi Ca)Zi)™ = |2 Vig Zig = Zig(Vig @V Vig Vi

A—l (1) /\_1 /\_1 * 2 -1
Vi Vig Vig @ Vi )Zjg + 0(%)]

— [z (N8 N)ZT - 27 (1 © T [ NaT] @ Ly Nal] Vi T NaT),
-1

T v T T * 2
+ I[a}NaI[a]V[a] I[a}NaI[a] & I[a}NaI[a])(I[a} & I[a})z + 0(%)]

= [z"' (N, e N)Z* - 2*T (N, © NI VDTN,

-1
+ NaI[Z}VS])I[a}Na ®N,)Z* + 0(773)]

= (7' (N, oN,)Z")

(2T NNz {2 [N e N
—1
x VIl NG+ NI VTN, @ N2} (27 (N, 9 N Z7)
+o(113)
_ <Z*T(Na ® Na)Z*)_l n <Z*T(Na ® Na)Z*>_1 Z*[N, @ N,

x (V(Bla) — V(0))N, + No(V(8) — V(O)N, @ N, ]2

« (Z*T(Na®Na)Z*>_1+ on2) . (2.25)
Entonces,
o = (T ® L)) vec ((Y — X P (Y — XB[af)
Ademas,
o

Vi G = 2 (1 o) [0 1) (Ne © No = N © NI Vi g Ne
— NI Vi Ty Ng © N,) (I[Z] ® 1) } (Ifa) © Tja))
x vee (Y = XBia) (Y = Xfja) ") + o(n2)

=z [Na ® Ny — N, @ No(V(0l)
—V(0))Na = No(V(fla)) — VO) Ny © N,

x vee (Y = XBa) (Y = X)) ") +o(nd) - (2.26)
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Note que,

B = B~ XTVIX)XTVIM (V(fg) — V(0))MF + o(n?)
= B — B +omd) (2.27)
donde,
BY = XTVIX)TXTVIIM] (V(fly) — V(0)M,F
Luego,

~

~ (1
Y= XBy = o+ XBy, (2.28)
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donde €90 = Y - X E[a] . Sustituyendo las ecuaciones (2.25) y (2.26) en la segunda ecuacién
de (2.1) y usando (2.28), se tiene que,

~

lo = (2" (NeONOZ) 2" [Ne®No = No@ No(V0i) - VO)

~ ~

% Ny~ No(V(@la)) ~ VBN © Novee (Y = X5) (Y ~ X5) ")

~

+ (27 (Ne@NYZ) 2" [No @ No(V(@) - VO)N,
¥ NJ(V(@y) - VON, 0Nz (2 (N, e N)z?) 27 (N, 0 N,)
x vee (¥ = XB) (Y = XF) ") +o()
= (2" N eN)ZT) 727 (N, N,) vee (Y = XBiq)(Y = XB)")
v

-~ -~

— (2" NeoN)Z) 2 [N, @ Nu(V(Bi) - VO)N,

-~

+ Nu V() = V(0)) Na & N, | [I -7 (2" (N, o N)Z') 27 (N, @ Na)]

x vee (Y = XBi)(Y = XBa) ") + o)
_ (z*T (N, ® Na)Z*) 77T (N, ® Ny )vec ((@Mo + XB) @0 + XB[(C?)T)
~ (2T N o N)ZY) " 27 [Ny © No(V(Bi) ~ V)N,
+ No(Vig —V)Na@aNa] [Vec(a[a}oa[g )~ Z* 5;]] o(n?)
-1 T
S (z* (Na®Na)Z*) Z" (N, ®N, )Vec( Sobly) X + XA )
- (TN Na)z*)—l Z" [Ny ® No(V(fla) — VO)N,

~

+ Na(V(é\[a}) - V(e))Na ® Na} [Vec(a[a}o/éﬂ—z]O) - Z*é\[*ad + 0(772) ) (229)
. -1
donde 07, = (Z*T(Na ® Na)Z*) Z* ' vec (M.t "M, ). Los siguientes factores son usados sobre

B[(i}) = o(m?)y V(@M) —V(8) = o(n,). Note que No€jgo = No(Y — Xg[a]) = M,r (ver ecuacién
(2.22)), y ademds,

N XBY = <1N ~Vv-p, (DI\Af‘lDa)

= (N ~M.Q) (V) — VO)) MaF (2:30)
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inmediatamente se obtiene,

~ ~

W) — V(0)(N, — M, Q)"
+ (No = MaQ)(V(0)) — V(0))MaFE M, — N (V(0q) — V(0))MFE M,
— M,FF M, (V(8la)) — V)N, + No(V(Bl) — V(0))N,V(6},)N,

~

+ NV (0 )Na(V (Bl) = V(0N + 0(n2)

-1
- 9{1+(z* (N, ® N, )z) A [N © N V(07N + N, V(05 )N, © N,

) * * -1 * 1 oy
O = 9H+(Z (N, ® N, )Z> Z VGC|:M rrTMT(V(

~ M,Q ® M,FF M — M,FF M, @ MGQ} vee(V(B) — V(8)) + o(n?)

n *T * *
= 9+6;, - 9+(z (Na®Na)Z) Z [N ® NV (07,)N, + N, V(05N © N,

~ M,Q ®Q.F M! - Mt M @ MaQ] O — 0) +o(2) . (2.31)

Ahora, si se multiplica ambos lados la ecuacién (2.31) por Z* (N, ® Ng)Z*, se tiene:

(2" WoZ") (B —0) = 2" (Nu@Ng)Z* (0}, — 0) + o(n2), (2.32)
donde,
W, = Ng@N, - N, ®N,V(0,)N, — N, V(0;)N, ® N,
+ M,Q ® M,Ft' M, + M,it' M, ® M,Q
Luego,

2" (N, @ No)Z'0} = Z* vec(M 7t 'M,) y N,VN, = N,
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Desde (2.32), se tiene que

(Z" W,Z) (00— 0) = Z* vec(M FF' M) — Z* (N, @ No)Z*0 + o(n?)

= Z*Tvec(Ma??TMI) — Z*T(Na ® Ny)vec(V(8)) + o(n?)
A [Vec(Ma??TMI) - Vec(Na)] + o(n?)

= Z* vec(M,TF M — N,) +o(n?) . (2.33)

Descartando o(n2) en las ecuaciones (2.23) y (2.33), y usando B[a] y 0}y se concluye la de-
mostracién del Teorema 2.2.

Si se observa la primera ecuacién de (2.16) desde el Teorema 2.2 se tiene un término extra com-
parado con SB[, en el Teorema 2.1. Esto se debe a la estimacién de ¢ cuando se encuentra asociado a
los valores influyentes, los cuales son removidos. Asi, las medidas de diagnéstico bajo la aproximacién
Tipo II son dadas por:

Cl(B) = CLB)+ACL(B) ¥

T T T Ut RV
~ M M —-N,)G,V* G M M —N
C’g(@) _vec (M,rr' M, a)Gaq g ovec(M,rr' M, a) ’ (2.30)

-1 A
donde G, = Z* (Z*TWGZ*> Z*" , CL(B) es dado en la ecuacién (2.14), y

ACa(B) = (Bl —0)"Z"(MFoM,)'P
x [(Mam M,)Z* (B — ) + 2Da(DIQDa)_1DZ?]

Note que C1! (B ) se compone de dos partes. La primera parte es la medida reprimida de B cuando
el pardmetro aleatorio 6 es fijo en 6. La segunda parte AC,(8) es la variaciéon de la medida de la
estimacion para  debido a la estimacion de 6 cuando las observaciones se encuentran asociadas a a
y estas son removidas. Si 0[,1] ~ 0, entonces cH (5) reduce a C (ﬁ)

Al calcular las aproximaciones del Tipo I y Tipo II en medidas reprimidas, se encuentra con la
complicacién de lidiar con algunas matrices complicadas, tales como Z*, V* ', (M,T ® M,)'Z*,
y Z*TWaZ*. A veces, el computador facilita los cdlculos pero, en general en modelos jerarquicos, la

R

matriz V puede ser calculada como V(0) = > A;6;, donde A; tiene la misma dimensién de V y es
i=1
simétrica, y R tiene dimensién igual a 6. Asi, Z* = (vec(Aj),...,vec(ARr)) y algunas de las matri-

ces en la ecuacién (2.16) pueden ser descompuestas en matrices simples. Por ejemplo, en la ecuacién
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(2.16), la matriz (M, ® M,) " Z* de dimensién N x R y la j-ésima columna es denota asf,

(Mt ®M,) vec(A;) = M, A;M,*

Z*Tvec(Ma??TMI — N,) en la segunda ecuacién de (2.16), el cual es un vector de dimensién
R x 1 y su j-ésimo elemento se denota de la siguiente manera:

vec (Aj)vec(Myrr' M, —N,) = tr(Mgrr' M/ A; — N,A;)

De manera similar, Z*TWaZ* es una matriz de orden R x R, y el (i, j)-ésimo elemento es dado
por:

vec T (A Wvec(Ay) = tr(AjNaAkNa—2AjV(5M)NaAjNa

n 2AJMGQAkMarrTMI>

Se ha mostrado el diagndstico para el primer nivel del modelo jerarquico propuesto. Ahora, se
mostrara el diagnéstico para el segundo nivel.
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2.1.1. Deteccién y diagnostico de medidas influyentes para el segundo nivel.

Se utilizard un modelo jerarquico de dos niveles para ilustrar el uso de la detecciéon de un grupo
de datos que influencian el anélisis. Se considerara el caso de la extraccién de datos en la aproximacion

tipo 1.

Definicion 2.4. Sean a; los indices para las observaciones en la i-ésima unidad del segundo nivel,
entonces la extraccion de la i-ésima unidad en el segundo nivel se expresa de la siguiente manera:

1.3 ~TA-ID A-la
C,,(B) = 1,Q; PuQ;1r; y

~x T Ax—1 i:\)* AT
1 21 17

cl@) = D= S 5o (2.35)
donde,
o= Vile
e = yi—Xif
P; = V. X,X'vVIxX)7'x/v;! |
Qii = \A/i_l—f’ii )
o= Ve,
e = Y-Z;6 |
P = VI zi(z VT z)'Zi Vi
A * L D*
Q;, = V; —Pjy
Vi = V;®V, |,
y Z7 satisface la condicién vec(V;) = Z76

La primera ecuacién de (2.35) corresponde al caso en que se extrae el i-ésimo caso para los coefi-
cientes estimados de la regresién en un modelo con errores correlacionados, mientras que la segunda
ecuacién es un nuevo caso de extracciéon de medidas para la estimacion de parametros aleatorios para
el modelo jerdrquico. Se demostrara la segunda ecuacién de (2.35).
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DEMOSTRACION

Note que,
Dai = DZ ;
= (Omixnp s 7Imi7 s 70mj><nn)—r
es una matriz de orden N x m; ,y
V = diag(Vy,...,V,)
= > D,V,D;
J

Suponga que Z7 satisface la condicién vec(V;) = Z76 . Entonces,

Z60 = vec(V) |,

Z(Dj ® Dj)vec(V))
> (D;®D
J

i)
i(Z50)

Y

Note que N, = V-l v_lDi\/\/iDT\Af_l y DTNaka = {/']_1 para j =k # iy j =k = 0. Por otro
lado, se tiene que,

z"' (N, ®N,)Z* = > 2 VI 'Z;

JF#i
A A A AR G
y
Z"' (N, ®N,)Y™ = Y z:'vi'yy
JF#i

= zFVIYy* —zr vy
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Entonces,

O = (Z° V20 -2V ZH Nz VY -2 VY
= @ VTz) Tz V)T g VEQ VT
x (2 Vv z)y T (zF VY — 2 VY
= 60— (z*' V' 'z)'z ' VQL v e (2.36)

donde

~k Hk x7
e, = Y -Z0 |,

A * L %
Q; = Vi Py,
Py = VrizrzT' Ve 'z 'z v
Por lo tanto,
TA* 1/\* * 1’\*
051(5) _ r; Qi P;Qj ri’ (2.37)

i
donde T} = V! €.

Siguiendo el enfoque estandar en el analisis de influencia, una medida adecuada de influencia de
la unidad 7 en la estimacién del parametro fijo puede definirse como:

Z@‘,jj
S E— (2.38)

~jj
Y;

donde p; j; y 07 son los i—ésimos elementos ubicados en la diagonal de las matrices P;; y Vi_l,
respectivamente.

La motivacién de esta definicién es que p; j;/0)” v representan la ponderacion general de la j—ésima
observacién en la i—ésima unidad para los parametros fijos. (ver 2.40))

El estudio de influencias de observaciones individuales de primer nivel, deja a a = {i;} como la
conexion de la j—ésima observacién en la i—ésima unidad, y dejan a D, = d;; vector de orden N x 1
con i—ésimos elementos iguales a 1 y el resto igual a cero. Entonces D/ QDa = v] — Di jj» €l j—ésimo
elemento de la diagonal de la matriz Q“ y Dor = T7;j, el elemento j—ésimo del vector ;.
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Ahora,

L3 _ Tij Piyjj
Cz'j(ﬂ) = TR ﬁjj—ﬁ- -
U — Digj 7 .39
B
2
= tij Zjh(l)v (239)
1-— ij
donde t;; = # es el residual standarizado y
VO —Di g
(1) _ Dijj
ny = =T (2.40)

La ecuacién (2.40) se define como el valor de influencia generalizado para los pardmetros fijos

del primer nivel. Se observa que hl(jl-) resulta ser la misma influencia generalizada (Christensen, et. al.,

1992) para modelos lineales mixtos. Una férmula simple para las medidas eliminadas para 0 no parece
alcanzable.

Para el caso de aproximacién Tipo II, no hay férmulas simples. Cuando la influencia para las unidades
del segundo nivel es de interés, las matrices ligadas a a; son N, , My, y N, T. En este caso, N, es
una matriz bloque diagonal con el i—ésimo bloque nulo y el j—ésimo bloque \A/'J_l para j # i . El (k, j)
—ésimo bloque de la matriz M, T, descrita como:

~ ~ PPN
MaiQ le - leQ“ Qib con k7l = 17 ey
=~ ~T ~T\T
Mair = (rilv"'vrni) )
donde
~ N AN A-1~
rjp = T;—Q;Q T
Ademis,

~ ~ ~ —1 ~
Qi = VX, (XTVIX) XV para i #

El siguiente capitulo mostrard de manera préactica la implementacion de la técnica de diagndstico
expuesta en este capitulo.
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Capitulo 3
Aplicacion

La prueba SIMCE es un tipo de prueba que mide el conocimiento educacional adquirido durante
los primeros anos de educacién.(SIMCE, 2012) Los puntajes utilizados en este trabajo, corresponden
al rendimiento medio obtenido por cada establecimiento perteneciente a la region de Valparaiso en
el afio 2011. Especificamente, se consider6 el puntaje obtenido por los alumnos de octavo afio basico
en la prueba SIMCE de matematicas. Para este estudio, también se tomo en cuenta la localidad del
establecimiento y el tipo de administracién de éste.

El SIMCE es el sistema nacional de evaluacién de resultados de aprendizaje del Ministerio de
Educacién de Chile(SIMCE, 2012). Su propdésito principal es contribuir al mejoramiento de la calidad
y equidad de la educacién, informando sobre el desempenio de los estudiantes en diferentes areas de
aprendizaje del Curriculum Nacional, y relacionando estos desempenos con el contexto escolar y social
en que aprenden(Cadiz, 2006).

Las pruebas SIMCE evaluan el logro de los objetivos fundamentales y contenidos minimos
Obligatorios (OF-CMO) del Marco Curricular vigente en diferentes sectores de aprendizaje, a través
de una medicién que se aplica a nivel nacional, una vez al afio a los estudiantes que cursan un
determinado nivel educacional. Hasta el ano 2005, la aplicacién de las pruebas se alterné entre 4° afo
bésico, 8 afo bésico y 2° afio Medio. A partir del afio 2006, se evalian todos los afios a 4° afios bésico
y, se alternan 8" afio bésico y 2° Medios. Desde el afio 2010 se aplica cada dos afios la evaluacién del
sector Inglés en 3° Medios, y todos los afios una evaluacién muestral del sector de Educacién Fisica
en 8 afios bésico (Cadiz, 2006).

A través del tiempo se ha escuchado o leido que existe una gran brecha en el rendimiento
académico de los alumnos que estudian en un establecimiento municipal versus uno particular pagado.
Desde hace mucho tiempo, el Ministerio de Eduacion ha tratado e implantado nuevos objetivos y metas
para que el sistema educacional entregue el mismo conocimiento a todos los alumnos indiferentemente
al establecimiento al cual pertenezca. Sin embargo las politicas de estado no han dado los resultados
esperados Cadiz, 2006.
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La prueba SIMCE de matematica esta formada por 45 preguntas, siendo 12 de estas relacionadas
con habilidades matematicas basicas, y las siguientes 33 relacionadas con el curriculo de matematicas
de octavo ano basico. La prueba SIMCE de lenguaje, por otro lado, estd formada por 45 preguntas,
de las cuales 12 estén relacionadas con habilidades del lenguaje basico, y las siguientes 33 estéan
relacionadas con el curriculo que corresponde al lenguaje de octavo ano basico.

Sobre la base de los argumentos anteriores, algunas interrogantes se han creado a través de este
documento con el objetivo de examinar la aplicacion de los modelos jerdrquicos con coeficientes
aleatorios. Estas interrogantes son las siguientes:

= Con respecto al rendimiento de los establecimientos de la regién de Valparaiso, ; Cudntos
establecimientos educacionales de la region varian significativamente en su rendimiento medio
en la prueba de mateméticas del SIMCE?

= ; Es la diferencia en el rendimiento de la prueba SIMCE de matematicas estadisticamente
significativa entre las comunas de la regién de Valparaiso?

= ;Es la diferencia en el rendimiento de la prueba SIMCE de matematicas estadisticamente
significatica considerando el tipo de administracion y la localidad del establecimiento?
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La base de datos fue obtenida desde la pagina web http://buscador.simce.cl, de manera gratuita.
Los datos se encuentran organizados de manera jerarquica, de la siguiente manera:

COMUNA: Representa la comuna donde se encuentra el i-ésimo establecimiento, las cuales son:

ID Comuna ID Comuna
1 Algarrobo 20 Olmué
2 Cabildo 21 Panquehue
3 Calera 22 Papudo
4 Calle Larga 23 Petorca
5 Cartagena 24 Puchuncavi
6 Casablanca 25 Putaendo
7 Catemu 26 Quillota,
8 Concén 27 Quilpué
9 El Quisco 28 Quintero
10 El Tabo 29 Rinconada
11 Hijuelas 30 San Antonio
12 Isla de Pascua 31 San Esteban
13  Juan Fernandez 32 San Felipe
14 La Cruz 33 Santa Maria
15 La Ligua 34 Santo Domingo
16 Limache 35 Valparaiso
17 LlayLlay 36  Villa Alemana
18 Los Andes 37 Vina del Mar
19 Nogales 38 Zapallar

ESTABLECIMIENTO: Unidad de estudio en la cual se procedera a realizar el andlisis a través de
un modelo jerarquico con coeficiente aleatorio, de aqui en adelante llamado establecimiento.

ADM: Corresponde al tipo de administracién del establecimiento educacional, el que se clasifica en
tres categorfas: Municipal (estos establecimientos son administrados por los municipios y son
subvencionados por el gobierno), Particular Subvencionado (establecimientos administrados
por empresas particulares y subvencionados por parte del gobierno) y Particular Pagado
(establecimientos administrados y subvencionados en su totalidad por empresas particulares).

N° Dependencia
MU Municipal

PP Particular Pagado
PS Particular Subvencionado
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RU-UR: Variable relacionada con las areas de poblacién en que se encuentra cada establecimiento.
Su clasificacién estd dada por: (1) zona rural: establecimientos ubicadas en zonas rurales de la
regiéon de Valparaiso, (2) zona urbana: establecimientos ubicados en ciudades o pueblos de la
regién de Valparaiso y por dltimo (0) zona no definida: establecimiento no definido dentro de las
clasificaciones anteriores (1 o 2) ante el Ministerio de Educacién de Chile.

N°  Ruralidad

RU Rural
UR Urbano
ND No disponible

MATEMATICAS: Puntaje promedio de la prueba SIMCE de matematicas rendida por los alumnos
de octavo ano béasico en los respectivos establecimientos educacionales de la region de Valparaiso.

LENGUAJE: Puntaje promedio de la prueba SIMCE de lenguaje rendida por los alumnos de octavo
ano basico en los respectivos establecimientos educacionales de la region de Valparaiso.

Una vez presentadas las variables consideradas en el modelo estadistico, se procedera a revisar
los datos de manera descriptiva y luego de manera inferencial en la siguiente seccidn.

3.1. Analisis de datos

El andlisis de los efectos de las comunas en el puntaje medio de la prueba SIMCE de matemaética
de octavo afo basico, se divide en dos tipos: el primero en un andlisis descriptivo y, el segundo en un
analisis inferencial. El primero permite desarrollar un andlisis exploratorio de las variables en estudio
y el segundo andlisis, permite hacer inferencia a través de los modelos jerarquicos lineales.

Para el andlisis inferencial, a su vez, se desarrollaran dos tipos de modelos jerdarquicos lineales;
el modelo ONE-WAY ANOVA o nulo (MN) y, el modelo con intercepto aleatorio (MJ). El primero,
permite tener informacién acerca de la variacién existente de los resultados en la prueba SIMCE de
matematica que se encuentran dentro de, y entre las comunas de la region de Valparaiso. El segundo
modelo propuesto, permite analizar el efecto de las comunas con respecto al logro de los establecimien-
tos en la prueba SIMCE de matematica. En este modelo el parametro de interseccion que el primer
modelo se considera como parametro fijo, es considerado como variable aleatoria.

Este tipo de modelos jerarquicos lineales permite evitar algunos problemas metodoldgicos, por
ejemplo, permite examinar los datos sélo a nivel de establecimiento e ignorar el hecho de que los
establecimientos se encuentran anidados en las comunas de la regién de Valparaiso. Asi, se evita tener
problemas con el error estandar estimado, pues este podria ser demasiado pequefio. A continuacién se
mostraran los resultados obtenidos del analisis de los datos.
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3.1.1. Resultados

Los Analisis Descriptivos

En el ano 2011, sé6lo alumnos pertenecientes a 855 establecimientos educacionales rindieron la
prueba SIMCE de matematicas de octavo ano basico, establecidos en 38 comunas de la regién de
Valparaiso. De éstos, s6lo 653 establecimientos se les registraron los respectivos puntajes.

El andlisis descriptivo, en general, revelé que el puntaje medio en matematica fue de 253,37 puntos y
la desviacion estandar fue de 27, 37 puntos, siendo el puntaje minimo entre todos los establecimientos
de la region de Valparaiso 185 y el maximo 338 puntos.

La siguiente Tabla 3.0, muestra la comparacién entre los establecimientos educacionales que rindieron
la prueba SIMCE de matematicas y los que fueron registrados por el Ministerio de Educacion.

Tabla 3.0: Comparacién entre el nimero de Establecimientos Educacionales que rindieron la
prueba SIMCE de matemaéticas y los Establecimientos que fueron registrados por el Ministerio de
Educacién.

Tipo Ruralidad | Rendidos | Registrados
Urbano 658 958
Rural 187 90
No Def. 10 )
Total 855 653

En los establecimientos municipalizados, el puntaje medio en matemaéticas de octavo ano bésico
fue 237,37 puntos y la desviacién estandar fue 17,36 puntos; la minima puntuacion fue 185 y la
maxima 338 puntos. De aqui, se concluye que el puntaje medio en matemaética de los establecimientos
municipalizados fue menor al mismo regional.

En la Tabla 3.1, se observa que los establecimientos municipalizados de la regiéon de Valparaiso
ubicadas en zonas rurales tienen mejores resultados, en media, con respecto a los establecimientos
ubicados en zonas urbanas (240,04 > 235,94). De 286 establecimientos educacionales que registraron
puntajes medios en la regién de Valparaiso, 201 estan en zonas urbanas , 83 establecimientos se
encuentran en zonas rurales y 2 no estan definidos por el Ministerio de Educacién.

Tabla 3.1: Puntajes de la prueba SIMCE del ano 2011 de matema&ticas por establecimientos
municipales.

Variables Categorias Media Desviacion estdandar Min a Max n

Ruralidad ~ Rural (1) 240,036 16,119 193 2276 83
Urbano (2) 235,935 16,596 185 a 295 201
No Def.(0) 271,500 78,489 216 a 327 2

Lo maés llamativo de la Tabla anterior (Tabla 3.0), es que el mejor puntaje medio en la prueba
SIMCE de matemaéticas se encuentra entre dos establecimientos municipalizados que no tienen definido
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el tipo de ruralidad en que se encuentran.

La Tabla 3.2, muestra los establecimientos educacionales particulares pagados de la regién de
Valparaiso ubicados en zonas rurales, tienen mayor puntaje en media con respecto a los demas, a
pesar de ser sélo dos establecimientos que tienen esta caracteristica. Existen 48 establecimientos que
son particulares pagados y se encuentran en el area urbana en la region de Valparaiso, su desviacion
estandar es 26, 56 puntos, y el puntaje oscila entre los 224 y 338 puntos.

Tabla 3.2: Puntajes del SIMCE 2011 de matematica por establecimientos particular pagado.

Variables  Categorias Media  Desviacién estandar Min a Max n

Ruralidad Rural (1) 312,500 13,435 303 a322 2
Urbano (2) 297,917 26,561 924 a 338 48
No Def. (0) 276,000 38,184 249 a 303 2

A continuacion la Tabla 3.3, muestra el detalle de los puntajes de la prueba SIMCE de matematicas
de los establecimientos particulares subvencionados de la regién de Valparaiso.

Tabla 3.3: Puntajes de la prueba SIMCE 2011 de matematicas por establecimientos
particular subvencionados.

Variables  Categorfas Media  Desviacién estandar Min a Max n

Ruralidad Rural (1) 247,800 13,917 225 a 263 5
Urbano (2) 260,916 23,605 208 a 317 309
No Def. (0) 221,000 - 221 a 221 1

Los establecimientos particulares subvencionados ubicados en drea urbana tienen mejor
rendimiento medio en matematicas en comparacién a la media general de la regiéon de Valparaiso
(260,92 > 253,37) siendo 309 establecimientos que tienen un puntaje entre 208 a 317 puntos en el
SIMCE de matemaéticas, su desviacién estdndar es de 23,61 puntos, el rango del puntaje medio es de
109 puntos. Mientras que los establecimientos que se encuentran en zonas rurales o desconocidas por
el Ministerio de Educacién, que son tan sélo 6, tienden a tener una media inferior a la media general
de la region de Valparaiso.

Como resumen, se observa que en octavo ano basico, el rendimiento en matematicas varia entre
las distintas comunas de la regiéon de Valparaiso.
A continuacion se realizard el andlisis inferencial el cual involucra modelos jerdrquicos lineales.
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Analisis Inferencial: Modelos Jerarquicos Lineales.

Usando como base los andlisis descriptivos de las variables independientes expuestos
anteriormente, no es posible concluir que estas diferencias en el rendimiento en mateméticas por
establecimiento son estadisticamente significativas. El analisis inferencial permitird determinar si estas
diferencias son significativas, en particular en relaciéon a los establecimientos educacionales
municipalizados, particulares subvencionados y particulares pagados. Para lograr esto, se utilizaran
los dos modelos jerarquicos lineales propuestos y, que a continuacién se presentan.

Modelo ONE-WAY ANOVA.

Este modelo, es uno de los modelos jerarquicos més bésicos el cual, entre otras cualidades, permite
obtener informacion acerca de la media general y, la particién de la varianza total en el rendimiento
en la prueba SIMCE de matematicas de los establecimientos educacionales. Es decir, permite conocer
como cambia la varianza estimada dentro de las comunas y entre las comunas del rendimiento medio
de la prueba SIMCE de matematicas. Ademads, este modelo permite examinar la hipétesis de que todas
los establecimientos de la region de Valparaiso tienen el mismo rendimiento medio y, con respecto a
los establecimientos educacionales, ;Cuantas comunas varian su rendimiento medio significativamente
en la prueba SIMCE de matemadticas? En este caso, el modelo lineal jerdrquico propuesto es:

Nivel 1 ( Nivel establecimientos):

Yii = Boj+eij

Y;;: Resultados del rendimiento de la prueba SIMCE de mateméticas de octavo ano basico de los
i-ésimos establecimiemtos educacionales en las j-ésimas comunas de la regiéon de Valparaiso.

Boj: Interseccién de los logros en la prueba SIMCE de matemaéticas de cada comuna de la regién de
Valparaiso.

gij ~ N(0,0?), donde o2 es la varianza a nivel de establecimientos educacionales.

Nivel 2 ( Nivel de Comunas):

Boj = Boo + uoj

Boj: Rendimiento medio de la prueba SIMCE en matematicas de cada comuna de la regién de
Valparaiso.
Boo: Media general.
upj ~ N(0,02,): Error aleatorio en el que o2 es la varianza del factor denominado nivel comunal.

50



Noétese, que el modelo propuesto no tiene predictores ya sea a primer como a segundo nivel. La
Tabla 3.4, muestra los primeros resultados del modelo propuesto.

Tabla 3.4: Resultados del modelo nulo.

Efecto Fijo Coeficiente Error Estandar
Gran Media (Establecimiento), Boo 251,091 1,596

Efecto Aleatorio Componentes de Varianza Error Estandar  p valor

Media Comunal, wug; 9,679 1,154 < 0,0001
Efecto Nivel 1, e;; 26,971 1,117

En la Tabla 3.4, se observa que en la estimacion del rendimiento medio en la prueba SIMCE
de matemadticas por establecimiento educacional, la media general es 251,091 puntos, con un error
estandar de 1,596 puntos. Con respecto a las estimaciones de las componentes de la varianza, se
estima que la varianza dentro de los establecimientos educacionales o a primer nivel es de 26,971
puntos , mientras que la variabilidad entre el rendimiento de la prueba SIMCE de matematicas y las
comunas es 9,679 puntos. Basados en las estimaciones anteriores, es posible determinar que gran parte
de la variacién estd entre los establecimientos educacionales.

Es necesario determinar la proporcion de la varianza entre los establecimientos educacionales ,
para esto, existe la correlacion intraclase p. Los componentes de la varianza estimada son sustituidos
por la estimacién de sus pardmetros. Asi, p = 9,679 /(9,679% + 26,971%) = 0, 114 puntos. Esto
explica que aproximadamente el 11,41 % de la varianza del rendimiento medio de los establecimientos
educacionales, se encuentra repartido entre las comunas de la regién de Valparaiso.

Si la hipétesis principal es 02 = 0, es decir, se supone que todas las comunas tienen el mismo

rendimiento medio en la prueba SIMCE de matematicas. Entonces, la Tabla 3.4, muestra el valor p
menor a 0,0001, lo cual con un nivel del 0,001 % estadisticamente es altamente improbable que las
comunas tengan el mismo rendimiento medio.
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Segundo Modelo Jerarquico Propuesto:

El segundo modelo jerarquico propuesto tiene en cuenta los factores: puntaje medio del i-ésimo
establecimiento educacional de la prueba SIMCE de lenguaje, el tipo de administracién que tiene cada
establecimiento educacional en cada comuna y, la ubicacién de cada establecimiento donde los alumnos
rindieron la prueba SIMCE de octavo ano béasico en las distintas comunas la regién de Valparaiso.
Utilizando un caso particular de la ecuacién (1.1) descrita en el Capitulo 1, el modelo jerdarquico con
intercepto aleatorio propuesto es:

Nivel 1 (Nivel de establecimientos educacionales):

Yii = Boj+ei

También, es necesario usar la ecuacién (1.2) para realizar el segundo nivel del modelo jerdrquico
propuesto. Entonces:

Nivel 2 (Nivel de Comunas):

BOj = foo + 501(URB - RUR)(]j + 502(ADM)0j + ﬁog(LENGUAJE)(]j + uo;

Boj : Rendimiento medio en la prueba SIMCE de matemdticas en cada comuna de la regién de
Valparaiso.

Boo : Intercepto.

Bo1 : Efecto del area donde se encuentra ubicado el establecimiento educacional en la regién de
Valparaiso.

Bo2 : Efecto del tipo de administraciéon que tiene cada establecimiento educacional en la region de
Valparaiso.

Bos : Rendimiento medio de cada establecimiento educacional en la j-ésima comuna de la regién de
Valparaiso.

ug; ~ N (0, agj): Error aleatorio, donde 08]- corresponde a la varianza residual a nivel comunal.

El resultado del primer nivel del modelo MJ, es decir, sin considerar el nivel comuna de la regién
de Valparaiso, estd dado por:
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Tabla 3.5: Resultados del modelo MJ a nivel de establecimientos.

Efecto Fijo Coeficiente FError Estandar p valor

Modelo para las medias comunales

Intercepto, Boo -52,683 11,055 0,001
UR-RU, Bo 0,167 0,048 < 0,0001
ADM, By 0,296 0,032 < 0,0001
LENGUAJE, Sos3 0,755 0,021 < 0,0001

y su andlisis de varianza correspondiente es:

Fuente de Variacién Suma Cuadratica gl Cuadrado Medio

Modelo 400269,611 3 133423,204
Residuos 83332,541 648 128,599
Total 483602,152 651 133551,803

La Tabla 3.5, muestra que las variables independientes como el tipo de administracién, el tipo de
administracién del establecimiento educacional, la ubicaciéon comunal de los establecimientos
educacionales en la regiéon de Valparaiso y, el puntaje medio de la prueba SIMCE en lenguaje, son
altamente significativos en el modelo propuesto, es decir, los factores causan algin tipo de efecto en
el puntaje medio de la prueba SIMCE de matematicas. Considerando 648 grados de libertad, la
variabilidad explicada por el modelo en el primer nivel, es de un 83,7 % aproximadamente
(R? =0,827).
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A continuacién, en el siguiente paso, se considerard la ubicacién comunal de los establecimientos
educacionales.

La Tabla 3.6, presenta los resultados del segundo modelo jerarquico propuesto.

Tabla 3.6: Resultados del segundo modelo jerdrquico propuesto.

Efecto Fijo Coeficiente Error Estandar  p valor

Modelo para las medias
de los establecimientos

Intercepto, Bgo -48,169 16,739 0,004

UR-RU, 8o 0,137 0,073 0,060
ADM, B2 0,274 0,032 < 0,0001
LENGUAJE, g3 0,782 0,026 < 0,0001

Efecto Aleatorio Componentes de Varianza FError Estdndar  p valor

Media Comunal, ug; 3,645 0,389 < 0,0001
Efecto Nivel 1, e;; 11,042 0,376

La variabilidad residual del segundo modelo jerdrquico (MJ) bajo el rendimiento medio de la
prueba SIMCE en matemadticas, entre las comunas es més pequeno que el modelo jerarquico nulo
(MN), asi se contrasta 3,655, < 11,237n. Por otra parte, mediante el uso de las estimaciones de las
varianzas obtenidas a través de los modelos propuestos MJ y MN, es posible observar la proporcién de la
varianza estimada del rendimiento medio entre las comunas de la regién de Valparaiso, lo que se explica
por las variables predictoras en el segundo nivel, las cuales son estadisticamente significativas. Asi, la
correlacion intraclase bajo el MN era del 11,4 % y ahora considerando las variables de administracién de
los establecimientos educacionales, zonas en donde se encuentran los establecimientos y rendimiento en
la prueba SIMCE de lenguaje en la regién de Valparaiso, es de 9,8 %, esto ha marcado un descenso de la
variabilidad del 0,9 %. También, es posible observar que el tipo de administracién de los establecimiento
educacional es altamente significativa en el puntaje medio de la prueba SIMCE de matemaéticas, sin
embargo, a pesar de que el tipo de drea donde se encuentran ubicados los establecimientos educacionales
es medianamente significativo (valor p = 0,060).
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Como ultimo punto antes de realizar el diagndstico, es importante para determinar cuanto
rendimiento tienen los establecimientos educacionales cuando el rendimiento medio en lenguaje, la
administraciéon de los establecimientos educacionales y el tipo de ubicaciéon de los establecimientos
educacionales se encuentran considerados. La Tabla 5, muestra que su valor p < 0,001, lo cual es
altamente significativo. Usando estos resultados, la hipdtesis nula (08]- = 0) es, facilmente rechazado.
Por lo tanto, es posible decir que la variacién significativa en el rendimiento en matematicas a nivel
comunal ha sido explicada.

Es posible encontrar algunos datos que hacen perder informacién o dar informaciéon enganosa de
la real situacién en que se encuentra el andlisis en cuestién. Estos datos pueden ser detectados y luego
aislados para no ser procesados dentro de la base de datos, ya que éstos nos cambian la real situacién
y se puede llegar a dar una solucién incorrecta a las hipdtesis expuestas.

55



3.2. Diagnéstico.

Como ya fue realizado el MN con anterioridad, se procede a observar una de las hipétesis
importantes dentro de los modelos jerarquicos, la cual es la independencia. Existen 653
establecimientos educacionales de la regién de Valparaiso que el Ministerio de Educacion registré con
alumnos que rindieran la prueba SIMCE de matemadticas y 654 establecimientos educacionales que
el Ministerio de Educacién registré con alumnos que rindieran la prueba SIMCE de lenguaje, lo cual
implica que asintéticamente éstas variables o factores cumplen con la normalidad y, son
independientes. Pero, la Figura 3.3 muestra la normalidad residual del rendimiento medio de la prueba
SIMCE de matematicas de los establecimientos educacionales de la regiéon de Valparaiso.

Figura 3.3: Normalidad Residual.

Normalidad Residual de Primer Nivel (Establecimientos).
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Fuente: Elaboracion Propia

Figura 3.3.1: Histograma: Normalidad Residual del Primer Nivel.
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Fuente: Elaboracion Propia.
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La Figura 3.3, muestra la normalidad residual que se ajusta en gran parte a la recta diagonal de
la gréafica, pero se observa un leve descenso en el centro de la gréfica, es decir, tiene forma de parabola.
Sin embargo, la prueba de normalidad de Shapiro-Wilk muestra que efectivamente estadisticamente
hablando, no existe evidencia suficiente para decir que existe normalidad residual en el modelo, con
un valor p menor al 1% (Valor p = 0,00058). La Figura 3.1, muestra los residuos con una tendencia o
asimetria hacia la izquierda. Esto implica que no se cumple con los supuestos del modelo, pero pueden
existir datos atipico u observaciones influenciables que modifican o alteran la normalidad residual.
Para esto es necesario realizar el analisis correspondiente al diagndstico de primer nivel al MJ, es
decir, mediante graficas y la técnica para detectar medidas influyentes de distancia de Cook’s, para
asi obtener mejores resultados en la regresion. Las herramientas adecuadas para enfrentar este tipo
de problemas se encuentran en el Capitulo 2, en la secciéon de “Diagndstico para el primer nivel”
utilizando las ecuaciones (2.39) y (2.40).

A continuacion se presenta las medidas influyentes para el modelo MJ (parte fija o primer nivel).

Figura 3.4: Datos Influyentes Normalidad Residual Primer Nivel.

Datos Influyentes a Primer Nivel (Establecimientos).

0450
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Fuente: Elaboracion Propia.

Aqui, es posible observar que los casos influyentes en una primera impresion, son los datos que se
encuentra en la posicién 450 (dato influyente) y los datos ubicados en la posicién 429 y 676 (residuos
muy altos), siendo éstos los correspondientes al rendimiento medio 327 , 313 y 295 puntos en la prueba
SIMCE de matematicas. Entonces, estos datos se extraerdn y luego se aplicara el test de normalidad
para los residuos y obtener conclusiones a nivel de establecimientos educacionales. Entonces, la
Figura 3.5 mostrara la normalidad residual sin los datos influyentes o atipicos para el modelo.
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Figura 3.5: Normalidad Residual Primer Nivel, sin datos influyentes .

Normalidad Residual sin Influencias en Primer Nivel.
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Fuente: Elaboracion Propia.

Figura 3.5.1: Histograma: Normalidad Residual sin datos influyentes .

Normalidad Residual Primer Nivel.

O T T

Standardized residuals
Fuente: Elaboracion Propia.

Las Figuras 3.5, muestra que los residuos han mejorado, es decir, hay evidencia estadistica
suficiente para decir que existe normalidad residual en el modelo, esto lo afirma el valor p igual a 0,031
y la Figura 5.1, expone un histograma de residuos centrados en cero.

Al parecer, los datos que anteriormente se extrayeron, fueron motivo suficiente para dar una respuesta
erronea a las hipétesis planteadas. Los valores de los residuos, distancia de cook’s correspondiente a
cada dato se encuentra detallado en el anexo A.

Ahora, es posible determinar datos infuyentes en el segundo nivel (comunas) del modelo. Primero,
se verifico la normalidad residual a nivel de comunas, la cual es mostrada en la Figura 3.6.
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Figura 3.6: Normalidad Residual Segundo Nivel.

Normalidad Residual a Segundo Nivel (Comunas).
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Fuente: Elaboracion Propia.

La Figura 3.6, muestra que los residuos en el segundo nivel del mododelo MJ cumple con la
normalidad residual, y esto lo afirma el estadistico de prueba es 0,99 y un valor p igual a 0,07.

A continuacién, la siguiente Figura (Figura 3.7) muestra los datos atipicos que se encuentran
influenciando el nivel de las comunas, bajo el rendimiento medio de la prueba SIMCE de matematicas
a nivel comunal.

Figura 3.7: Datos Influyentes a nivel de comunas.

Datos Atipicos a nivel Comunal.
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Fuente: Elaboracion Propia.

La Figura 3.7 muestra que si se consideran las distancias mayores a 0,5 y menores a —0,5 de la
variable significativa para el modelo MJ la cual es drea en donde se encuentra el establecimiento
educacional, entonces las comunas que influencian la normalidad residual son efectivamente la nimeros
35 (comuna de Valparaiso), 30 (comuna de San Antonio) y 34 (comuna de Santo Domingo) a pesar
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de que los residuos son efectivamente normales, se consideraran las comunas correspondientes a los
valores expuestos anteriormente. Si se extraen y se recalculan los residuos del modelo MJ (se muestran
en la Figura 3.8) y aplicando un test de normalidad, es posible detectar que la normalidad residual se
acentia con mayor fuerza, y con evidencia estadisticamente suficiente de determina que efectivamente
la

normalidad residual se cumple para el modelo MJ (valor p igual a 0,031) y la tabla (Tabla 3.6) muestra
la mejora sustancial del modelo. Ya una vez aplicada la distancia de

Cook’s en el primer nivel, es necesario aplicar DFBetas para el segundo nivel del modelo MJ, el cual
se basa en la distancia de Cook “s para el segundo nivel, éste se encuentra expuesto en el capitulo dos,
seccion 2.1.1, pero con el fin de ser utilizada e interpretada en el segundo nivel del modelo MJ. Asi,
los resultados fueron los siguientes:

Tabla 3.7: Resultados del modelo jerarquico con intercepto aleatorio sin Influencias a nivel
Comunal.

Comunas DFB URB-RUR DFB LENG DFB ADM DFB Const

35 0,179 1,105 0,130 0,053
37 0,372 0,303 0,706 -0,145
30 0,689 0,325 0,411 0,713
34 -0,656 0,219 0,234 0,691
36 0,155 0,426 -0,456 0,131
26 0,314 0,078 -0,185 0,416

Figura 3.8: Normalidad Residual sin Influencias a Nivel de Comunas.

Normalidad Residual del Segundo Nivel (Comunas).
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Fuente: Elaboracion Propia.

Considerando la Figura 3.8, ésta muestra que los residuos se ajustan en gran parte a la diagonal,
pero, a pesar de que existe una leve curvatura ascendente en el comienzo de la grafica, ésta no afecta
la normalidad residual a nivel de las comunas de la regién de Valparaiso.
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Figura 3.8.1: Histograma: Normalidad Residual.

Histograma: Normalidad Residual Segundo Nivel.
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Fuente: Elaboracion Propia.

La Figura 3.8.1 muestra una centralizacion de los residuos alrededor del cero, formando una figura
casi simétrica, confirmando lo anteriormente expuesto.
A pesar de que se observa irregularidades en la normalidad residual del modelo, entonces, se mostrard a
continuacién los resultados del modelo jerdrquico (MJ) sin influencias.

Tabla 3.9: Resultados del segundo modelo jerarquico sin Influencias a nivel Comunal.

Efecto Fijo Coeficiente Error Estandar p valor

Modelo para media Establecimientos

Intercepto, Boo -48,762 13,855 < 0,0001
UR-RU,Bp1 0,120 0,066 0,069
ADM, 5y 0,272 0,036 < 0,0001
LENGUAJE,Bp3 0,804 0,019 < 0,0001
Efecto Aleatorio Componentes de Varianza Error Estandar p valor
Media Comunal 3,790 0,426 < 0,0001
Efecto Nivel 1 10,660 0,439

En la Tabla 3.8, se observa que al extraer las comunas influyentes en el MJ, la ubicacién en donde
se encuentra el establecimiento donde fue realizada la prueba SIMCE en la regiéon de Valparaiso tiene
relevancia en el modelo. La justificacién de esto es que el nivel de influencia que tiene la variabilidad
en entre los establecimientos considerando las distintas comunas en que se encuentran los
establecimientos es del 11,22 %. Esto implica que aproximadamente el 11,22 % de la variabilidad del
rendimiento de los establecimientos de la regién de Valparaiso se encuentra repartido entre las comu-
nas de la regiéon de Valparaiso.
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Asi, siendo 2 = 0 la hip6tesis principal, y el valor p es menor a 0,001, entonces se esta en presencia
de rechazar la hipdtesis y decir que significativamente el rendimiento en media de los establecimientos
que rindieron la prueba SIMCE de matematica, en las distintas comunas de la regién de Valparaiso
no son todas iguales.

Figura 3.9: Normalidad Residual sin Influencias a Nivel Comuna.

Normalidad Residual Nivel Comunas.
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Fuente: Elaboracion Propia.

Es posible observar en la Figura 3.9, que la normalidad residual no ha sido afectada en gran parte
por la extraccién de algunas comunas. Sin embargo el test de bondad de ajuste arrojé un valor p igual
a 0,08, lo cual en comparacién a la Figura 3.8, se puede decir que ha mejorado en un 1 %.

Figura 3.9.1: Histograma: Normalidad Residual sin Influencias.
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Fuente: Elaboracion Propia.

La Figura 3.9.1, muestra una gran masa de datos centrada en cero, formando una casi perfecta
simetria residual, lo cual confirma lo anteriormente obtenido. Para un mayor detalle, los residuos del
segundo Nivel se encuentran en el cd.
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3.3. Conclusién

Con base en los analisis anteriores, se observa que gran parte de la variacion en el rendimiento
medio en la prueba SIMCE de matematicas esta a nivel de establecimiento educacionales. Sin embargo,
como variable regresora, siempre fue importante la ubicacién del establecimiento donde se realizé la
prueba SIMCE de matematica. El hecho de considerar factores que puedan ayudar de mejor manera
la estimacién del modelo, como lo fue el rendimiento medio de la prueba SIMCE en lenguaje, el tipo
de administracién de los establecimientos educacionales y el tipo de ubicacién donde se encuentran
los mismos en la regiéon de Valparaiso, fueron ttiles para mejorar la variabilidad del modelo ya que la
correlacién intraclase ha decrecido, se paso de un 11% a un 9,8 %, esto proboca que las conclusiones
obtenidas para las hipdtesis expuestas sean las correctas y no se encuentren influencidas por datos
atipicos o infladas por la variabilidad escondida.

El modelo jérarquico con coeficientes aleatorios es muy utilizado en el area de educacion y a través
de la prueba SIMCE de octavo ano basico fue posible comprobar que existen factores a considerar
para controlar la variabilidad, que un modelo lineal general no tiene la suficiente razén para estimar
de mejor manera los parametros del modelo.

A pesar de no cumplirse en una primera instancia la normalidad residual del modelo jerdrquico con
coeficiente aleatorio, esto implicé que existian datos atipicos que influenciaban la normalidad residual,
una vez detectados y extraidos, la normalidad residual y las conclusiones mejoraron.

Los factores considerados en el segundo modelo jerarquico son altamente significativos para el modelo,
lo cual implica que efectivamente existe algin tipo de influencia en la respuesta, es més, el puntaje
medio en la prueba SIMCE de matematicas se encuentra directamente influenciada por el puntaje
medio de la prueba SIMCE de lenguaje. También, el tipo de administracién que tiene cada
establecimiento educacional, la ubicacién de cada establecimiento dentro de las comunas de la region
de Valparaiso son influencias relevantes para el puntaje medio de la prueba SIMCE de matematicas.
En futuros estudios, serd necesario identificar otros factores que puedan afectar el rendimiento en la
prueba SIMCE de matemaéticas a nivel de establecimientos y a nivel superior. También es importante
el desarrollo de otros instrumentos de mediciéon que permitan adquirir mayor informacion. Es decir,
la prueba SIMCE necesita incluir otras fuentes de informacion.
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