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Resumen Ejecutivo

En el presente trabajo se plantea el problema de estimacién no paramétrica (por nicleo)
de la funcidn de regresion en un modelo de regresion univariante. Nos interesa estudiar las
propiedades asintéticas de los estimadores propuestos usando el error cuadritico medio (error
local en un punto fijo x € R). Dos enfoques pueden ser considerados: caso no-adaptativo y
caso adaptativo. En el caso no-adaptativo, se conoce la regularidad de la funcién a estimar
y los estimadores con propiedades dptimas (es decir con error cuadriatico medio minimo)
dependen de esta regularidad, Tsybakov (2009). En el caso adaptativo, se desconoce tal
regularidad, pero se trata de encontrar un estimador que se adapta a la regularidad y que tiene
propiedades Optimas al igual que si uno conociera la regularidad; en este caso, el interés es

estudiar estimadores 6ptimos en error puntual.

La mayoria de los trabajos existentes que proponen estimadores adaptativos lo hacen
usando un riesgo integrado (en L; por ejemplo), ver Baraud et al. (2001) Baraud (2002).
Pocos son los resultados que se tienen de estimacién adaptativa de la funcién de regresion
usando un error puntual. Lepski and Serdyukova (2014) proponen un procedimiento de
estimacion adaptativa de la funcion de regresion para datos independientes con funcién de
densidad conocida g, comtn para las variables explicativas. Nguyen (2014) investiga el

mismo problema donde se asume que g es la densidad uniforme.

Al igual que ambos articulos, en este trabajo se propone usar el mismo procedimiento
presentado por Goldenshluger and Lepski (2011). Tal metodologia también recibe el nombre
de método Goldenshluger-Lepski. En la dltima década, el método Goldenshluger-Lepski
(GL) se ha utilizado en varios modelos estadisticos (densidad, regresion, densidad condicio-
nal, modelos de ruido blanco, entre otros) para derivar desigualdades de oraculo (y, por lo
tanto, estimadores adaptativos) especialmente en contextos independientes (ver, por ejemplo,
Goldenshluger and Lepski (2011), Goldenshluger and Lepski (2013), Bertin et al. (2016),
Chichignoud et al. (2017)) y también en algunos casos dependientes, como en Bertin and
Klutchnikoff (2017), Asin and Johannes (2016), Comte et al. (2017), Bertin et al. (2020a) y
Bertin et al. (2020b).

Nuestro objetivo en esta tesis es investigar la estimacion adaptativa de la funcién de
regresion en riesgo puntual, cuando la funcién de densidad g es conocida o desconocida y
considerar el caso de datos débilmente dependientes (nocién de dependencia definida en
Doukhan and Louhichi (1999)).
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El capitulo 1, Formulacion general del problema y preliminares, esta dividido en dos
secciones. En la Seccion 1.1, se plantea el problema de estimacion no paramétrica adaptativa
de la funcion de regresion para un modelo de regresion univariante, en los casos de interés en
este trabajo. En la Seccién 1.2, se presentan los distintos estimadores de tipo nicleo que serdn
usados para la estimacion de la funcion de regresion. Cuando la funcion de densidad de la
variable explicativa es conocida, tanto en contexto de independencia como de dependencia, se
presenta una modificacion del estimador de Nadaraya-Watson (Nadaraya (1989)) planteada
en Lepski and Serdyukova (2014). Ademas, se plantea otra modificacién del estimador de
Nadaraya-Watson que serd usada para la estimacién de la funcién de regresion cuando la
densidad de la variable explicativa es desconocida, en contexto de dependencia. Se definen
las propiedades basicas de los estimadores, tales como sesgo, varianza y consistencia. Se
demuestra que los estimadores por nicleo de la funcién de regresion son consistentes, su
error cuadratico medio tiende a cero; ademads, se proporciona un esquema y se dan referencias
para obtener la velocidad de convergencia del estimador por nucleo de la regresion. Se plan-
tean las nociones de dependencia débil dadas en Doukhan and Louhichi (1999), Dedecker
et al. (2007) y Bertin and Klutchnikoff (2017). Finalmente, se proporciona una desigualdad
de Bernstein para datos independientes dada por Massart (2007) y otra para datos débil
dependientes dada por Doukhan and Neumann (2007), las cuales serdn utiles para obtener
cotas del termino estocdstico de los estimadores no paramétricos y para la calibracion de los

estimadores.

El capitulo 2, Estimacion adaptativa en modelos de regresion para datos independientes y
variable explicativa con densidad conocida , conforma una introduccién a la metodologia que
serd utilizada después en el caso de datos dependientes. En este capitulo, se estudia el proble-
ma bajo las hipétesis de que la variable explicativa es independiente, con funcién de densidad
conocida, y los errores del modelo son acotados. Esta dividido en cuatro secciones. En la
Seccion 2.1, Modelo,se plantea el modelo de regresion univariante y las distintas hipotesis
propuestas. En la Seccion 2.2, Procedimiento estadistico, se presenta con detalles el método
GL para la estimacion no paramétrica adaptativa de la funcién de regresion, el estimador, la
familia de ventanas y se describe la metodologia para seleccionar las ventanas. En la Seccion
2.3, se determina el sesgo y la varianza del estimador, se demuestra la consistencia y la velo-
cidad de convergencia del estimador; ademds, en la Seccion 2.3.2 se plantea una desigualdad
de ordculo y se demuestra que el estimador de la regresion satisface tal desigualdad, lo que al
final permite demostrar que el estimador es adaptativo. En la Seccién 2.4 Demostraciones,
esta reunida la mayoria de las demostraciones de los lemas, proposiciones y teoremas de este

capitulo. Se debe destacar que en este capitulo al ser el error del modelo acotado y la funcién
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de regresion acotada, entonces la variable respuesta también es acotada, lo que permite que
se pueda usar de forma directa la desigualdad de Bernstein para variables aleatorias inde-

pendientes, en el control del término estocéstico del estimador no paramétrico de la regresion.

El capitulo 3, Estimacion adaptativa en modelos de regresion para datos debilmente
dependientes y variable explicativa con densidad conocida, esta dividido en cinco secciones.
En la Seccién 3.1, Modelo, se plantea el modelo de regresion univariante y se dan hipotesis
tales como, débil dependencia de la variable explicativa de densidad conocida y acotada,
funcién de regresion acotada, error del modelo i.i.d de distribucién normal, junto a otras
hipdtesis necesarias para la estimacion no paramétrica adaptativa de la regresion. Ademas,
se proporciona un ejemplo de proceso débil dependiente. En la Seccién 3.2, Procedimiento
estadistico, se presenta con detalles el método GL para la estimacién no paramétrica adap-
tativa de la funcién de regresion en contexto de dependencia débil, se da el estimador, la
familia de ventanas y la descripcion de la metodologia para seleccionar las ventanas. En la
Seccion 3.3, Resultados, se determina el sesgo y la varianza del estimador en el contexto de
dependencia débil, se demuestra la consistencia y la velocidad de convergencia del estimador,
se plantea una desigualdad de ordculo y se demuestra que el estimador de la regresiéon
satisface tal desigualdad, lo que al final permite demostrar que el estimador es adaptativo.
En la Seccion 3.4, Estudio de Simulacion, se plantea el esquema de simulacion para generar
datos del modelo de regresion con funcion de regresion acotada, variable explicativa de
densidad acotada, y débil dependientes de tipo o-mixing con decaimiento exponencial. Se
explicita como obtener el estimador no paramétrico, con nicleo gaussiano, de la funcién de
regresion usando el método GL y los datos simulados en el esquema de simulacion planteado
previamente. Posteriormente se muestra como se calibra el método usando los mismos datos
simulados. Finalmente, se presenta un estudio comparativo de resultados de estimaciones
realizadas, usando errores globales y locales empiricos, para distintos tamafios de muestras
simuladas y distintos valores de la desviacion estandar del error del modelo de regresion.
La Seccién 3.5, Demostraciones, retine las demostraciones de los lemas, proposiciones,
teoremas y corolarios de este capitulo. Se debe destacar que en este capitulo al no ser acotada
la variable respuesta del modelo, se introduce la defincién de truncamiento del estimador de
la funcién de regresion, lo que permite descomponer el estimador por niicleo de la funcién de
regresion en dos términos, uno truncado y otro no acotado. El termino estocastico no acotado
del estimador se controla con la hipétesis de decaimiento exponencial del coeficiente de
dependencia débil y el término estocdstico del estimador de regresion truncado es controlado

con una adaptacién que se realizé de la desigualdad de Bernstein para datos débilmente



dependientes de Doukhan and Neumann (2007).

El capitulo 4, Estimacion adaptativa en modelos de regresion para datos débilmente
dependientes y variable explicativa con densidad desconocida, esta dividido en cinco sec-
ciones. En la Seccion 4.1, Modelo, se plantea el modelo de regresion univariante y se dan
hipétesis tales como, débil dependencia de la variable explicativa de densidad g(-) desco-
nocida y acotada, funcion de regresion r(-) acotada, error del modelo i.i.d de distribucion
normal. Se muestra que la fucién de regresion se puede escribir de la forma r(-) = %, donde
m(x) = [ryfxy(x,y)dy, con fxy(-,-) la densidad conjunta de las variables explicativa y res-
puesta del modelo, y se plantean mas hipdtesis necesarias para la estimacion no paramétrica
adaptativa de la regresion. En la Seccion 4.2, Procedimiento estadistico, se proporcionan
estimadores no paramétricos g+ () y riy, () de g y m respectivamente, posteriormente se da
un estimador 7, /j,« () en términos de los estimadores de m y g. Se presenta con detalles el
método GL para la estimacién no paramétrica adaptativa de las funciones m(-) y g(-) en
contexto de dependencia débil. En la Seccion 4.3, Resultados, se determina el sesgo, la
varianza, consistencia, velocidad de convergencia y adaptatividad de los estimadores 7, (-)
y &n+(+) en contexto de dependencia, siguiendo el esquema de demostracién planteado en
la Seccidn 3.3. Se demuestra que el estimador de regresion es consistente, se determina su
velocidad de convergencia y finalmente basados en desigualdades de ordculo, se demuestra
que es adaptativo. En la Seccién 4.4, Estudio de Simulacion, se plantea el esquema de simu-
lacion para generar datos del modelo de regresion con funcién de regresidn acotada, variable
explicativa de densidad acotada, débil dependiente de coeficiente o-mixing con decaimiento
exponencial. Se plantea como obtener el estimador no paramétrico adaptativo, con nucleo
gaussiano, de la funcion de regresion usando los datos simulados en el esquema planteado
previamente. Posteriormente se muestra como se calibra el método usando los mismos datos
simulados, y finalmente se presenta un estudio comparativo de resultados de estimaciones
realizadas, usando errores globales y locales empiricos para distintos tamafios de muestras
simuladas y distintos valores de la desviacion estdndar del error del modelo de regresion.
La Seccién 4.5, Demostraciones, retine las demostraciones de los lemas, proposiciones,
teoremas y corolarios de este capitulo. Se debe destacar que en este capitulo al no ser acotada
la variable respuesta del modelo, se introduce la defincién de truncamiento del estimador de
la funcién m(-), lo que permite descomponer el estimador por nticleo de la funcién m(-) en
dos terminos uno truncado y otro no acotado. El término estocdstico no acotado del estimador
se controla con la hipétesis de decaimiento exponencial del coeficiente de dependencia débil
y el término estocdstico truncado del estimador de la funcién m(-) es controlado con una

adaptacion que se realizo de la desigualdad de Bernstein para datos dependientes de Doukhan



VI

and Neumann (2007).

En el capitulo 5, Conclusion; se destacan aportes relevantes del trabajo de grado y se

proyectan futuras investigaciones.

Finalmente en anexo A, Programa en R para la estimacion adaptativa de la funcion
de regresion correspondiente al capitulo 3 y anexo B, Programa en R para la estimacion
adaptativa de la funcion de regresion correspondiente al capitulo 4; se describen las hipétesis,
consideraciones, metodologia, entradas nimericas, salidas nimericas y salidas graficas de los
programas desarrollados en R que permitieron la implementacion practica, via simulacion,
de la estimacion adaptativa de la funcién de regresion tanto en el caso g conocido como en el

caso g desconocido. Ademads, se muestran los cddigos de ambos programas.
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Resumen

En el presente trabajo se plantea el problema de estimacién no paramétrica (por nicleo) de
la funcion de regresion en un modelo de regresion univariante. La precision de la estimacion
se mide utilizando riesgos puntuales. Especificamente se plantea la estimacion adaptativa de
la funcién de regresion en contexto de dependencia, considerando que la variable explicativa
es un proceso débilmente dependiente cuyo coeficiente de correlacion tiene decaimiento
exponencial. Se asume que la variable explicativa es idénticamente distribuida con funcién
de densidad acotada, esta funcion de densidad en un caso se considera conocida (caso 1) y en
otro caso desconocida (caso 2). Para estimar la funcion de regresion, se propone estimacion
por Nicleo y de seleccidn de ventana por enfoque de Goldenshluger-Lepski (G-L). En ambos
casos se demuestran nuevos resultados obteniendo que los estimadores seleccionados satisfa-
cen desigualdades de ordculo y que son adaptativos respecto a la regularidad de la funcion de
regresion. Ademds, se hace una calibracién de los métodos de seleccion de estimadores en ba-
se a desigualdades tipo Bernstein adaptados a datos débilmente dependientes. Finalmente, se
implementan los distintos métodos propuestos en el software R y se desarrollan simulaciones

para ilustrar el desempefio de los métodos propuestos en riesgo puntual y riesgo integrado.

Abstract

In the present work, the problem of non-parametric estimation of the regression function
in a univariate regression model is addressed. The accuracy of the estimation is measured
using pointwise risks. Specifically, adaptive estimation of the regression function in a context
of dependence is proposed, considering that the explanatory variable is a weakly dependent
process with exponentially decaying correlation. It is assumed that the explanatory variable
is identically distributed with a bounded density function; this density function is considered
known in one case (case 1) and unknown in another case (case 2).

To estimate the regression function, Kernel estimation and bandwidth selection are
proposed using the Goldenshluger-Lepski (G-L) approach. In both cases, new results are
demonstrated, showing that the selected estimators satisfy oracle inequalities and are adaptive
to the smoothness of the regression function. Moreover, calibration of the estimator selection
methods is performed based on Bernstein-type inequalities adapted to weakly dependent data.
Finally, the different proposed methods are implemented in the software R, and simulations
are conducted to illustrate the performance of the proposed methods in terms of pointwise

and integrated risk.
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Capitulo 1

Formulacion general del problema y
preliminares

1.1. Formulacion general del problema

En esta tesis, estudiamos la estimacion de la funcion de regresion en modelo de regresion
univariante. Se observa la muestra {(X1,Y;), (X2,Y2), ..., (Xs,Y,) } idénticamente distribuida
donde llamamos a X; € R la variable explicativa y a ¥; € R la variable respuesta. Se considera
para x € R la funcién de regresion r(x) = E[Y|X = x|. Se considera el siguiente modelo de
regresion

Yi=r(Xi))+e€&,i=1,...,n (1.1)

donde n > 2, los X; son idénticamente distribuidos con funcién de densidad g, los & son
independientes e idénticamente distribuidos, centrados y de varianza acotada y los X; son

independientes de los &;.

El objetivo es obtener la estimacion no paramétrica adaptativa de la funcién de regresion
r que es desconocida.

Se mide la calidad del estimador 7 usando el error cuadréitico medio (MSE) en el punto
xeR

MSE(7,r,x) = E [(f(x) ()2, (12)

Observacion 1. El error cuadrdtico medio integrado (o error Ly) considerado en la literatura
es el MISE(7,r) = E | [ (#(x) — r(x)>2dx].

En este contexto consideramos un caso introductorio que corresponde a un enfoque
estudiado en Lepski and Serdyukova (2014).
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0. {(X1,Y1),...,(X;,,Y,)} son independientes y g es conocido.

Los casos nuevos estudiados en esta tesis en contexto de dependencia son
1. {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} son dependientes y g es conocido.
2. {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} son dependientes y g es desconocido.

Se utilizan adaptaciones del estimador de Nadaraya—Watson (ver Nadaraya (1989)), de la
funcién de regresion r. Cuando la densidad g es conocida (caso Oy 1) se utiliza una adaptacion
propuesta en el trabajo Lepski and Serdyukova (2014) y cuando la densidad g es descono-
cida (caso 2) se utiliza una adaptacion similar a la propuesta en el trabajo Fermin et al. (2017).

En cualquiera de los casos planteados, dado una familia de estimadores de tipo nucleo
{#n,h > 0}, donde h es la ventana o pardmetro de suavizamiento, el interés es determi-
nar la ventana optima h,,, del estimador de regresiéon que minimice la funcién de riesgo
MSE (#,,r,x) definida en (1.2), o error cometido al estimar la funcién de regresion r, por ’A”hop,-
En un primer enfoque conociendo la regularidad 8 de la funcién de regresion, la ventana
6ptima se obtiene acotando la funcién de riesgo y depende de la regularidad . El estimador
resultante converge a una velocidad 6ptima que también depende de 3. Para que la estima-
cién no paramétrica sea adaptativa se debe cumplir que la ventana 6ptima seleccionada no
dependa de la regularidad de las funciones involucradas en el problema y que el estimador
resultante converge a la velocidad 6ptima. Un procedimiento que permite obtener estimadores
adaptativos es el método Goldenshluger-Lepski (GL). Este serd descrito para introducir esta
metodologia de estimacion de la funcién de regresion r en el capitulo 2, tomando como
referencia el trabajo de Lepski and Serdyukova (2014) considerando independencia de la
variable explicativa con funcion de densidad g conocida (caso 0) y suponiendo la hipdtesis

de que los errores & del modelo (1.1) son acotados.

En este trabajo de tesis se generaliza este procedimiento para los casos 1y 2. En el
capitulo 3 se desarrolla con detalles el caso 1 extendiendo los resultados del caso O al
introducir la hipétesis de que la variable explicativa X; no es independiente. Para este fin
se trabaja bajo el contexto de dependencia débil, ademds se cambia la hipdtesis de que los
errores & del modelo (1.1) son acotados por la hipétesis de que los errores tienen distribucion
normal. En el capitulo 4 se desarrolla con detalles el caso 2, extendiendo los resultados del
caso 1, al cambiar la hipdtesis de que la densidad g de la variable explicativa X; es conocida,

es decir es este caso se supone que no se conoce la densidad g.
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1.2. Preliminares

1.2.1. Estimadores de nucleo de la regresion

En esta secciodn, se presentan distintos estimadores de la funcion de regresion. Empezamos
por presentar el estimador de Nadaraya-Watson que es uno de los estimadores de nucleo
mas cldsicos para la funcién de regresion en la literatura. Después introducimos los dos
estimadores de la regresion que usaremos en los 3 casos que pueden ser deducidos o se

asemejan al estimador de Nadaraya-Watson.

» El estimador de Nadaraya—Watson, de la funcién de regresioén r, depende de las

estimaciones no paramétricas de:

* Ladensidad g de X;, parai=1,...,n.
* La densidad conjunta f(x,y) de (X;,Y;), parai=1,...,n.

Una estimacién para la densidad g esta dada (ver Silverman (1986)) por

ghu):%i;K(x;Xf)

donde 2 > 0 es el ancho de ventanay K : R — R, es una funcidn de nucleo satisfaciendo

2
u
L —%.

—F=€
V2T

Se introduce la notacién Kj(-) = +K(7), lo que permite reescribir el estimador de la

J K(u)du = 1. Un ejemplo clésico es el nicleo gaussiano K (u) =

densidad g de la siguiente manera.

(1.3)
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El estimador de kernel para la densidad conjunta f(x,y) es una generalizacién del caso

anterior para R?, el cual esta dado por

A | _X; AN
fis = a1k () K (S5) = S LR XK1

=1

La funcién de regresion satisface

0 =B = = [ sy = [ 57 75ay 1)
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En el caso en qué la densidad g(x) es desconocida, se reemplaza en la ecuacién
anterior, los estimadores g;(x) y f,(x,y) planteados previamente, y asumiendo que
JwK(w)dw = 0, se obtiene el estimador de Nadaraya—Watson de la funcién de regre-
sién, dado por:

L Kn(x=X)Yi  + _Y.
Fa(x) = 4 EiaaKn(x=X;) i L)1 K (v =) #0 (1.6)
0 si Yo Kn(x—X;) =0

En esta tesis, no se uso el estimador de Nadaraya-Watson como estimador de regresion
dado que no permite usar el procedimiento de Goldenshluger-Lepski que es el que
queremos usar para hacer después la seleccion de ventanas y obtener estimadores
adaptativos. Para estimadores de ntcleo , el método GL funciona en particular para
estimadores que tienen forma de suma y no cociente. Por esta razon, definimos a
continuacion dos otros estimadores de la regresién que se aparentan al estimador de

Nararaya-Watson pero que involucran estimadores suma.

Para definir este segundo estimador, vamos a usar que la funcion de regresion dada en
la ecuacién (1.5) se reescribe de la siguiente forma,

r(x) = (1.7)

donde m(x) = [p yf(x,y)dy.
En la ecuacién (1.6) se considera que el numerador y denominador de la fraccion
dependen de ventanas distintas, obteniendo de esta manera el estimador de la funcién

de regresion en las ventanas h y /', para el caso g desconocido, dado por

i (x)
8w (x)
donde iy, (x) = %Z?:l Ky(x—X;)Y;y 8p(x) = %2?21 Ky (x —Xj), son estimadores de
m(-) y g(-) respectivamente. Un estimador de este tipo es el que se utiliza cuando g

fh/h/(x) == (18)

es desconocido (caso 2), en el capitulo 4. En este mismo capitulo, el método GL se
aplicard por separado al estimador 71, y &,.

Cuando la funcién de densidad g es conocida (casos O y 1), se utiliza una adaptacién del
estimador de Nadaraya—Watson (1.6), propuesto en el trabajo Lepski and Serdyukova
(2014), dado por
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1 n
Ph(x) = p Y Ki(x—X) g~ (Xi)V: (1.9)
i=1

este estimador es utilizado en los capitulos 2 y 3.

1.2.2. Propiedades de los estimadores

En esta seccidn se dardn definiciones y propiedades estadisticas bdsicas que debe tener un
buen estimador, tales como sesgo, varianza, consistencia y velocidad de convergencia. Se van
a explicitar estas definiciones para el enfoque de estimacion no-paramétrica en riesgo puntual
(en x € R) donde se quiere estimar la funcién de regresion r del modelo (1.1) basado en una
muestra de tamafio n. Estas propiedades estadisticas se demostrardn para los estimadores de

la regresion considerados de acuerdo al caso de estudio en los capitulos 2, 3 y 4.

Observacion 2. Para simplicar, escribimos estas definiciones para la funcion r, pero también

son validas para la estimacion de las funciones my g.

Una cualidad que se espera de un estimador es que tome valores cercanos al pardmetro

r(+) a estimar, al menos para muestras grandes.

Definicién 1 (Consistencia). El estimador 7y, (x) se dice consistente en x € R para la
estimacion de la funcion r(x), si 7y, (x) 5 r(x) cuando n — oo, es decir si Ve > 0
1imy, oo P[| 7, (x) — r(x)| > €] = 0.

Lo que significa que un estimador consistente se aleja del pardmetro con una probabilidad
débil, si el tamafio n de la muestra es lo suficientemente grande.

Aunque un estimador sea consistente, puede suceder que los valores que toma estén
desplazados en promedio, con respecto al verdadero valor del pardmetro. Se dice en este caso
que el estimador tiene sesgo.

Definicion 2 (Sesgo). Se llama sesgo del estimador 7y, (x) en el punto x € R con respecto de

r(x) a la cantidad,

sesgo(Py, ,x) = E[fy, (x)] — r(x).

El estimador se dice sin sesgo o insesgado en x si sesgo(7y, ,x) = 0. El estimador se dice

asintéticamente insesgado en x, si lim,,_,.. sesgo(#y, ,x) = 0.

Ademas, se define la varianza del estimador.
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Definicion 3 (Varianza). Se llama varianza del estimador 7y, (x) en el punto x € R con

respecto de r(x) a la cantidad,

var(iy, (x)) = E | (7, (x) ~ E[7, (9)])?].

El error cuadratico medio de 7, (-) con respecto a r(-) en el punto x, MSE (7, ,r,x) =
E | (74, (x) — r(x))z} da garantia de que los valores que toma el estimador estdn efectivamente
en un radio fijo alrededor del verdadero valor del pardmetro, para un tamafio de muestra dado,
por eso la calidad del estimador se cuantifica con la nocién de error cuadrético. Ademas, el

error cuadratico estd ligado a la consistencia por la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Si MSE (7,,r,x) = 0, cuando n — o, entonces y, es un estimador consis-

tente de r.

Demostracion. Si |7y, (x) —r(x)| > €, entonces (7, (x) — r(x))* > €2. Por lo tanto,
E | (P, (x) = r(x))*| > €7P(|f, (x) = r(x)| > €]

Si MSE (#,,r,x) — 0 cuando n — oo, entonces también P[|#, (x) — r(x)| > €] — 0, cuando
n— oo, O

Una relacién importante entre el error cuadratico medio del estimador, el sesgo y su

varianza es la siguiente,

MSE (7,1, x) = (sesgo(fhn,)c))2 +var(#y, (x))

Esta relacion permite establecer que, si un estimador es insesgado o asintéticamente
insesgado y si su varianza tiende a cero, entonces el estimador es consistente. Siempre en
estadistica no paramétrica el estudio de la calidad de la estimacion pasa por el control del
sesgo y la varianza del estimador.

Para obtener propiedades mas finas que la consistencia del estimador, se busca la ve-
locidad de convergencia del estimador. Para esto, se dice que se estudia la calidad de la
estimacion desde un punto de vista minimax (ver Tsybakov (2009)) y se asume que la funcién
a estimar pertenece a una clase de funciones X. Se considera el riesgo maximo sobre esta
clase de funciones. En el caso del riesgo puntual, el riesgo méximo del estimador 7, (-) en el

punto x esta dado por

supE (74, (x) — r(x))*| = supMSE (B, )

rex rex
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El estimador 7, (-) es minimax sobre una clase de funciones X si para una constante C se

tiene
SupEE | (7, (x) — r(x))’] < Co3(T).

reX

donde ¢,(X) es llamada la velocidad de convergencia minimax sobre ¥ si

C193(Z) < inf supE | (F(x) — r(x))?] < C92(E) (1.10)
€O rey,

donde C{,C; > 0y O es el conjunto de todos los estimadores de r. En (1.10), la primera

desigualdad se llama cota inferior y la segunda cota se llama cota superior. Las cotas inferiores

requieren el uso de técnicas especificas (ver Tsybakov (2009)).

Generalmente, los estimadores minimax dependen de la clase de funcién X y por ende
de la regularidad de la funcién a estimar. Por esto, se quiere encontrar estimadores que se
adaptan a la regularidad o a la clase de funciones. Dado una familia de clases funcionales
(X)pep» diremos que el estimador 7, es adaptativo para la familia de clases de funciones

(Xg)pep si 7, converge a la velocidad ¢,(Xg) sobre cada clase de funciones Xg:

sup E [ (7, () = r(x))’] < C2(Zp),
reXg

donde C > 0.

En esta tesis consideramos como clases de funciones las clases de Holder.

Definicion 4 (Clase de Holder). Sea B > 0, L > 0. La clase de Hélder £(B,L) se define
como el conjunto de todas las funciones f : R — R tales que la derivada fV, | = | B] existe

y
FO@) =D <Llx—yP vx,yeR

donde |B] =max{n € N,n < B}.

En el caso no-adaptativo para datos independientes, la velocidad de convergencia sobre
clases de Holder de regularidad B para la estimacion de la funcién de regresion en riesgo
puntual o integrado es de la forma nB/CB+Y) | yer Ibragimov and Khasminskii (1979),
Stone (1977). El caso de datos dependientes ha sido estudiado por ejemplo en Bosq (2012),
Biihlmann et al. (2002).

En el caso adaptativo para datos independientes o dependientes, Baraud (2000), Baraud
et al. (2001), Baraud (2002), y Massart (2007) obtuvieron una velocidad de convergencia de la
(IOﬂ) B/(2B+1)

n

forma para el riesgo integrado. Para el riesgo puntual en caso adaptativo, los
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resultados de velocidades de convergencia han sido obtenidos solo para datos independientes

B/(2B+1)
y con velocidad (10%) en Lepski and Serdyukova (2014) y Nguyen (2014). En esta
tesis, nos interesa en particular ver el caso de riesgo puntual en caso adaptativo para datos

dependientes.

1.2.3. Dependencia débil

La dependencia débil introducida por Doukhan and Louhichi (1999), consiste en estable-
cer un control sobre el decaimiento de las colas de la funcion de covarianza. Antes de dar
la definicion formal, se recuerda aqui algunos hechos bdsicos sobre la independencia de las

variables aleatorias.

Sean X, Y variables aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad (Q, <7, P)
tomando valores en los espacios medibles (Ex, &) y (Ey,&y). La independencia de ambas

variables aleatorias X,Y se escribe de la siguiente manera
P(X€AYeB) =P(X AP €B), V(A,B)E & Xb&y.

Extender esta identidad por linealidad a funciones constantes escalonadas y usar limites

produce una formulacién de esta relacién que parece mds adaptada para aplicaciones:

Cov(f(X),8(Y)) =0, V(f,g) € L(Ex, &) x L(Ey,&y),

donde, por ejemplo, L(Ex,&x) denota el espacio de funciones medibles y acotadas f :
(Ex, &%) — (R, BR).
Al considerar una serie de tiempo X = (X;);cz con valores en un espacio E se puede
considerar un vector X;, del pasado y un vector X, del futuro:
Xi

:(Xl'l,...,Xiu), Xj :(Xj1="'7va)7

Liu Ly

donde i} <...<i, <iy+r<ji<...<jyyu,v,r€N.Laindependencia de la serie de
tiempo X se caracteriza como la independencia de X;, , y X, . La independencia de la serie
de tiempo hasta el tiempo m, también llamada m-dependencia, ahora se caracteriza como la
independencia de X;,, y X, sii, +m < ji, es decir sir > m.

En esta seccidn se presenta la definicion de dependencia débil dada por Doukhan and

Louhichi (1999). Esta definicion hace explicita la independencia asintética entre “pasado” y
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“futuro"; esto significa que el “pasado"se olvida progresivamente. En términos generales, se

asume que

Cov (f(‘pasado’), g(“futuro’)).

es pequefio cuando la distancia r entre el “pasado” y el "futuro" es suficientemente grande.
Sea A el conjunto de funciones de Lipschitz acotadas f definidas en R¥ tales que para
todos (x1,...,X) y (xll,...,x;() en R¥

F(x1, ey x) = F(x, - ,x)| < Lip(f Z!xm

m=1

. N : (k)
Arriba se denoto la constante de Lipschitz de f por Lip(f). Sea A}

fen AW tales que || £ < 1.
Sea X = (Xj);cz una serie a valores reales estacionaria.

el conjunto de funciones

Definicion 5 (Doukhan and Louhichi). El proceso X = (X;);cz es (€, W)-débilmente depen-
diente si existe una secuencia infinita €(r) decreciendo a cero'y una funcion y de N*> x (R*)?

a R™ tal que

}Cov (f(X,-l,...,Xiu), g(le,...,va))| < y(u,v,Lip(f),Lip(g))e(r),

Para todo r > 0y todas las (u—+v)-tuplas tales que iy < ... <i, <iy,+r<j <...<Jjy
donde (f,g) € Agu) X Agv).

Se introduce € como el coeficiente de dependencia.

Observacion 3. Los e-coeficientes dependen de la forma de la funcion y. Sea 7 (u,v,r)
el conjunto de las (u+v)-tuplas tales que iy < ... < i, <iy+r< j; <...< j,. Dada una
funcién y de N> x (RY)? a RY, el e-coeficiente asociado a v es definido por

g(r):sup sup sup ‘COV(f(X,‘],...,Xiu),g(le,...,va))‘
u,v (u) (v) W(M,V,Llp(f),Llp(g>)
v S v (f.8)€A]” x4

Funciones especificas y dan la nocién de dependencia débil apropiada para describir
diferentes modelos. Diferentes tipos de y se utilizan en la bibliografia actual de dependencia
débil, ver Dedecker et al. (2007), Doukhan and Louhichi (2001), Doukhan and Wintenberger
(2008).
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En esta de tesis, se trabaja con procesos débil dependientes en los capitulos 3 y 4, que es
donde se abordan los casos en contexto de dependencia. Se sigue la nocion de dependencia
débil planteada en Bertin and Klutchnikoff (2017), ver seccién 2, la cual escrita en términos
de la notacién que se sigue a lo largo de este trabajo, es la siguiente:

Se asume una estructura de dependencia débil sobre las variables X;. Mas precisamente,
para u y v enteros positivos, denotando iy, = (i1,...,iy) € Z*y ji1.o = (J1,---,Jv) € Z’, se de-
finen los vectores aleatorios X;, , = (Xi,, Xi,, -+, Xi,) ¥y Xj,., = (X,,X},,- -+ ,Xj,) a valores en
R* y RY respectivamente. Se define la funcién ¢ : Z* x ZV — Z por q(i1.y, j1.y) = min(j.,) —
méx(i1.,) y Ay la clase de funciones G, : R* — R tales que ||Gy||ec = sup,cgu |Gy (x)| < oo.
Para un proceso aleatorio X = (X;);cz, se define el coeficiente de correlacion a(X) =

(% (X))en PoT,

G, (Xi,. ),Gy(X;
o (X) = sup sup sup  sup €0V (GulXiv): Gy X))
uVEN (i1, 1:0) EZY X 27 q (i1, J10) 2k GuE€AU GyEA,y LP(M’ v G”’ GV)

con W(u,v, Gy, Gy) = 4[| Gul|eo[| Gy [|oo-

Ademas, se impone la hipétesis de que el coeficiente or-mixing de las variables X; cumple

que, existe a €]0, 1] tal que,

o (X) <d¥, VkeN.

1.2.4. Desigualdades para procesos independientes y débil dependientes

Las desigualdades tipo Bernstein son muy ttiles para obtener cotas para el comportamien-
to del término estocdstico de estimadores no paramétricos. Para el problema de regresion
con datos independientes desarrollado en el capitulo 2, se usa una desigualdad de Bernstein

enunciada y demostrada en Massart (2007), ver seccién 2.2.3.

Proposicion 2 (Desigualdad de Bernstein; caso independiente). Sean Zy,--- ,Z, variables
aleatorias independientes a valores reales. Si existen niimeros positivos v y b tales que
" \E(Z}) <vy|Z]| < b, entonces para todot > 0

b
P (|S,,| > V2vt + gt) <2

donde S, =Y | (Zi—E(Z)).
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Doukhan and Neumann (2007) proponen una desigualdad de Bernstein que puede utili-
zarse para procesos débilmente dependientes. Esta desigualdad se ha utilizado en particular
en el problema de la estimacién adaptativa puntual de la densidad en Bertin and Klutchnikoff
(2017). En los capitulos 3 y 4, se usa tal desigualdad en el problema de regresiéon con datos

dependientes.

Proposicion 3 (Desigualdad de Bernstein; caso débil dependiente). Suponga que Z,,...,7Z,
son variables aleatorias a valores reales con media cero, definidas sobre un espacio de
probabilidad (Q,.%/ | P), que S, = Zy + -+ +Z, y var(S,) = 62. Sea y : N> — N una de las

siguientes funciones:
(@) w(u,v)="2v,
(b) w(u,v)=u-+v,
(c) y(u,v)=uv,
(d) y(u,v)=a(u+v)+ (1 —a)uv, para cada o €]0,1].

Se asume que existen constantes positivas K, M, L, L, W, V y una secuencia no creciente de
coeficientes reales (p(n)),>o tal que, para toda u-tupla (iy,...,i,) y toda v-tupla (ji,..., jy)
conl1 <i) <...<i, <ji<...<j,<n. Sisecumplen las siguientes desigualdades

\cov (2, ... 2,2, ... 2;,)) | < KM 72 ((u+v)) w(u,v)p (i — i)

donde
(s+1)*p(s) < LiLA(kDH, Vk >0

s

s=1

E|Z;* < (k))YM*, Yk > 0.

Entones, Vt > 0

P(Sy>1) <exp (— £/2 ) ;

A, _|_Brll/(“+V+2))t(2u+2v+3)/(,u+v+2)

donde A,, es una cota superor de 6,12 y

24+,Ll+vnK2Ll }

B, = 2L, max(K, M) max {1,
Ap






Capitulo 2

Estimacion adaptativa en modelos de
regresion para datos independientes y
variable explicativa con densidad

conocida

Resumen

Este capitulo conforma una introduccién a la metodologia que sera utilizada después
en el caso de datos dependientes en los capitulos 3 y 4. Estamos interesados en estudiar la
estimacion de la funcién de regresion en el caso de datos independientes en riesgo puntual.
Para tal fin, se sigue el procedimiento basado en datos usando estimacién por Nucleo. El
ancho de ventana se selecciona con el enfoque Goldenshluger-Lepski. Se demuestra que
el estimador resultante satisface una desigualdad de tipo ordculo, lo que permite establecer
que el estimador GL es adaptativo. Los resultados de este capitulo pueden ser derivados de
Lepski and Serdyukova (2014) pero estan demostrados bajo hipdtesis mas simplificadas a
modo de presentar los estimadores utilizados y los esquemas de demostraciones de manera
mas simple. En este sentido se plantea un modelo de regresion univariante donde la funcién
de regresion es acotada, los errores del modelo también son acotados ademads de i.i.d y la
variable explicativa es independiente e idénticamente distribuida con funcién de densidad

acotada y conocida.
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2.1. Modelo

Observamos {(X,Y1),...,(X,,Y,)} idénticamente distribuidas que satisfacen
Y,-:r(X,-)—i—E,-, i=1,....n

donde n > 2, los X; son idénticamente distribuidos con funcién de densidad g conocida, los &;
son acotados, independientes e idénticamente distribuidos, centrados y de varianza acotada,
los X; son independientes de los &;, y r es la funcién de regresion r(x) = E(Y|X =x).

Nuestro objetivo es estimar la funcién r en el punto x € R usando la muestra observada
{(X1,11),...,(Xpn,Y,)}. Para motivar el problema de tesis, se trabajara en este capitulo con
un enfoque de independencia.

Se mide la calidad de la estimacion de un estimador 7 usando el error cuadratico en un
punto x € R.

Por un lado, se asume la siguiente hipétesis correspondiente a una cota sobre la densidad
de las variables X; en la vecindad de x:

B(x) =[x —2,x+2].
(H,) La densidad g de las X; satisface
8inf < 8(u) < goup, Vu € B(x)
donde ginf y gsup SON constantes positivas.

Se asume la siguiente hipotesis sobre la funcién de regresion

(H,) Existe una constante rg, > 0 tal que
|r(u)| < rewp, Vu € B(x).
Finalmente, se dan condiciones de acotamiento sobre el error de la regresion

(H3) Existen constantes positivas by y o tales que que los &; satisfacen

lg| <by y E(£2)=c?
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A continuacion, en la Seccidn 2.2, Estimador de niicleo de la regresion y sus propieda-
des (caso no-adaptativo); se presenta el estimador por Nucleo de la funcion de regresion
correspondiente al caso densidad desconocida, ademds se dan definiciones y propiedades
estadisticas que debe tener para ser un buen estimador, tales como sesgo, varianza, consisten-
ciay velocidad de convergencia. Todo esto en contexto de independencia. Se establece que
el estimador converge a una velocidad dptima en una ventana que depende de la regularidad
de la funcién de regresion, algo caracteristico en el caso no-adaptativo. Las demostraciones
de los resultados se encuentran en la Seccién 2.4. La Seccién 2.3 esta dividida en dos partes.
Primero, Mérodo GL; donde se define una familia de ventanas .7# la cual evidentemente
no depende de la regularidad de la funcién de regresion y se describe el procedimiento de
seleccion de ventanas en .77 basado en datos, conocido como método Goldenshluger-Lepski.
Segundo, ; se establece que el estimador por Nucleo en la ventana seleccionada, satisface
una desigualdad de tipo ordculo, lo cual posteriormente permite concluir que tal estimador
converge a una velocidad casi 6ptima en la ventana seleccionada por el método GL. Tal
ventana no depende de la regularidad de la funcién de regresion, lo que hace que el estimador
sea adaptativo. Las demostraciones de esta seccion se fundamentan en las hipétesis plateadas
en las secciones anteriores, en especial la de independencia y la de errores acotados. Los

detalles técnicos se pueden encontrar en la Seccién 2.4.

2.2. Estimador de nucleo de la regresion y sus propiedades

(caso no-adaptativo)

Consideramos el estimador de la funcién de regresion mencionado en capitulo 1 dado por
A 1 ¢ .
) = Y ViKi(x—Xi)g ™ (X)
k=1

donde /> 0 es el ancho de ventana, K(-) = +K(;) y K : R — R, es una funcién de nicleo

satisfaciendo que [ K(u)du = 1y la siguiente hipétesis.
(Hy) K tiene soporte [—1,1]y, ||K||e < +-oo.

Esta hipétesis implica que ||K||; < +o0y ||K]|2 < +o0. Note que bajo (H;) el estimador esta
bien definido dado que (g(x;)) ™! # 0 para cada x; € B(x;).

Vamos a estudiar el sesgo, varianza y velocidad de convergencia de este estimador de
regresion. Para poder controlar el sesgo y demostrar que es asintéticamente insesgado se dan
las definiciones de clase de Holder y de kernel de orden m.
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Definicion 6 (Clase de Holder). Sea B > 0, L > 0. La clase de Hélder £(B,L) se define
como el conjunto de todas las funciones f : R — R tales que la derivada f 0, 1= | B| existe

y
FO@) O <Llx—yP vxyeR

donde |B|] =méx{ne N n< B}
Definicion 7 (Kernel de orden m). Sea m € N. Se dice que K : R — R es un kernel de orden

m si las funciones u — w'K(u), j = 0,1,...,m, satisfacen

/K(u)du: 1,/ WK()du=0,j=1,....m.
R R

A continuacion, en las dos siguientes proposiciones se acota el sesgo y la varianza del
estimador 7.

Proposicién 4. Sea B > 0y L > 0. Asumimos que K es de orden m, donde m > 1= ], y
que satisface [g |u|P|K(u)|du < oo . Entonces, bajo la hipétesis (Hy), si r € £(B, L), se tiene
[E [P4(0)] = r(x)| = |Knx r(x) = r(x)| < hP Ao,
donde Ao = % [ \u|B|K (u)|du. El estimador #, es asintéticamente insesgado, cuando h

tiende a 0.
Proposicion 5. Bajo las hipdtesis (Hy), (H»), (H3) y (Hy) se tiene que para h > 0

E () — Blpu)?] < 5

donde A| = ((rsup)2 + 62)(g1’nf)_1 HKH%

Proposiciones 4 y 5 implican que cuando n — oo, h — 0 y nh — oo, MSE (#,,r,x) =
E [ (Pp(x) — r(x))z] — 0, o sea 7,(x) es un estimador consistente en media cuadrética (y por
tanto en probabilidad) de r(x).

La siguiente Proposicién es fundamental para determinar la velocidad de convergencia
del estimador de regresion 7, (x).

Proposicién 6. Bajo las hipdtesis de las Proposiciones 4y 5, se tiene que, si r € L(f,L)

__1
entonces el estimador 7y, , con h, =n 2P+1 satisface

E (. () r()?] < Con 57,

donde C, es una constante positiva que depende del niicleo K, de 3, L, Tsup» O Y &inf-
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Demostracion. Usando Proposiciones 4 y 5, se deduce que,

A
MSE (#y,r,x) < h?PA% + 711 2.1)
n

Substituyendo 4 por &, en la ecuacion anterior se tiene que,

_ 2B
MSE (f,_,r,x) < (A3 +A))n 2B+
O

— 7] . .
Note que cualquier ventana de la forma An 2f+! permite obtener la misma tasa de con-

vergencia. En particular también la ventana que minimiza en 4 al termino de la derecha en la

L 1
desigualdad (2.1), ya que es de la forma 7 = (ﬁ) AR e
0

Por el resultado anterior, se tiene

5 2 — s
sup E | (7, (x) — r(x))?| < Con” 7T,
reX(B,L)

_ 2B

inf sup E [(f(x) - r(x))z] <Con W,
€O ex(B.L)

donde O es el conjunto de todos los estimadores de r.

En Tsybakov (2009) (ver Seccion 2.5), se demuestra

inf sup E[(f(x)—r(x))z]zcn‘w,
€0 ey (B L)

donde ¢ es una constante que depende de f3, L, gsup, y condiciones adicionales sobre la
densidad de los &;.

Esto permite concluir que el estimador 7, converge a la velocidad 6ptima sobre la clase
de Holder (3, L) la cual estd dada por

__B
v, =n 2B+, 2.2)

El estimador 7, depende de la regularidad 3 de la funcion a estimar. En esta tesis nos interesa
encontrar estimadores adaptativos, que no dependen de la regularidad y con velocidad de
convergencia Optimas. Un procedimiento que permite obtener estimadores adaptativos es el
método de Goldenshluger-Lepski. A continuacion, lo vamos a presentar y dar las ideas de
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por que permite obtener estimadores con buenas propiedades (desigualdades de ordculo y
adaptatividad)

2.3. Seleccion de ventanas por método GL, desigualdades

de oraculo y adaptatividad

2.3.1. Método GL

En la dltima década, el método de Goldenshluger-Lepski (GL) se ha utilizado en varios
modelos estadisticos para obtener estimadores adaptativos basados en estimadores de nicleo.
Se ha estudiado sobre todo en contextos independientes (ver por ejemplo Goldenshluger and
Lepski (2011), Goldenshluger and Lepski (2013), Bertin et al. (2016), Lepski and Serdyukova
(2014)). En casos dependientes, Bertin and Klutchnikoff (2017) y Comte et al. (2017) aplican
los procedimientos GL en modelos de densidad.

Para seleccionar la ventana £ del estimador en nuestro problema, vamos a usar el método
de Goldenshluger-Lepski (GL).

Consideramos la familia de anchos de ventanas

= {eii}?io N [hml’na hméx]

con My = 28 hpa =1y M= [log ( n )] . Se define para h, i’ € 7 un estimador auxiliar

n logn
sobresuavizado

A | )
P (x) = Y Vi # Ky (X —x)g~ 1 (Xg).
(=1

Se define para h € 2,

A(h,x) = max {[Fp (x) = Fir (x)] = V(H)}t

donde V (h) esta dado por,

—_

V(h) = (\/ml +%> (1+ ||K||1)(10gh"22

nh)?z

donde A = (("sup)z‘f’cz) (gint) 'K %»AZ = (”sup‘f’bo)(gfnf)_lHK”w yy>1
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El procedimiento GL consiste en seleccionar, basado en los datos, un ancho de ventana h
de la familia .#°, dado por

h= argminy {A(h,x) +V(h)}, (2.3)

La idea es que se elige el estimador que minimice la suma del sesgo (estimado) A(h,x) y la
desviacion estandar V (h).
En efecto, la cantidad V' (h) es una cota superior ajustada de la desviacion estandar del

estimador de regresion 7y, dado que tenemos (ver Proposicion 5)

1/2

(El#n(x) = E(p(x))]?) "~ <V (n).

La cantidad A(h,x) puede verse como un estimador del sesgo del estimador de regresién
74(+), ya que, mas adelante en la Proposicion 7, se demostrard que A(h,x) < T1 + 1> +
C(h)||K||1, donde C(h) = méx,cp(y) |Ky* r(u) —r(u)| esta en términos del sesgo de 7(-),
con B(x) = [x—2,x+2], y T1 y T» son variables aleatorias, que posteriormente la Proposicién
8, establece que E(T?) < ‘% y E(T}) < E(T?)||K||1 de lo que se desprende que el momento
de orden dos de A(h,x) esta acotado superiormente por el sesgo de 7,(-) mas dos cantidades

insignificantes con respecto al sesgo.

2.3.2. Desigualdad de Oraculo y adaptatividad del estimador

En la siguiente proposicion, obtenemos una primera desigualdad que satisface el estima-

dor #; (x) usando principalmente la definicion de h dada en (2.3).

Proposicion 7. Bajo la hipétesis (Hy), el estimador ;(x) satisface para todo h € 2,

< (B0 —a))?) +2(E@D) +2(E(@D)* +200)|K] +2v ()
donde
Ty = s {7 () — B ()| Vi) b T = s {7 () — BB ()| — Va0 }

C(h) = max |Kyxr(u)—r(u)|
u€B(x)
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yVi(W), Va(I') tales que V(R') = Vi (1) + Vo ('), con

1
i) = (v + 752 ) CEE ) = v o),

(nh')2
En la Proposicién anterior se proporciona una cota de la raiz cuadrada del error cuadrati-
co medio puntual del estimador 7;(-), en términos de la varianza y el sesgo del estimador
#4(-), ademds de Vi ('), Va(I'), E(T?) y E(T7). En la demostracién de la Proposici6n es
fundamental el hecho de que V(#') =V (h') + Vo (I'). La eleccién precisa que se tomo de
las expresiones de Vi (k') y Vo (h) es fundamental para la demostracién de la Proposicién 8 y
permite establecer que E(77) y E(75) sean despreciables respecto a los términos de sesgo y

varianza de cualquier estimador 7, para h € J7.

Para controlar los términos E(77) y E(75), se usa la desigualdad de Bernstein enunciada
en la proposicion 2, cuya demostracién se puede encontrar en Massart (2007), (ver Seccién
2.2.3).

Proposicion 8. Bajo las hipotesis (Hy), (Hy), (Hz) y (Hy), se tiene que,
. A
(i) B(T?) < 5,

As|IK]|
n )

—

(i) E(T7) <

donde A3 es una constante explicita (ver anexo) que depende del niicleo K, de rsup, gint, O,

byyy>1.

Teorema 1 (Desigualdad de Oréculo). Bajo las hipétesis (Hy), (H»), (H3) y (Hy), el estima-

dor ;(x) satisface la siguiente desigualdad,

(E(0-#)")" < mi <A4C(h)+A5 “(Zi’?) +;‘—§ (2.4)

donde Ay = 1+ 2||K||1, As = /A] +2 (\/—ZyAl + @) (1+]Kl1) y A = 2(1 + ||K||}) VAs.

Demostracion. Sea h € 7. Usando que |E(#,(x)) —r(x)| = |Kp xr(x) —r(x)| < C(h) y la

Proposicion 5 se tiene que,

(=[rtw-ner])" < cm+(2)

IN

IA
Q
=
+

(2.5)
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Ahora por la Proposicion 7 y la desigualdad (2.5), se tiene que,

1

(E(r x 2)
\/_
( (nh)172

)=

+2C(h)||K||y +2V (h) +2 (IE(TE))% +2(E(13))

IN

(1+2[|K[}1)C(h) +As

2 (B(T2)*

~
—
Q
a9
S
~—
=
_|_
[\
~—
=
—~
S
~—
~—
o=

De la Proposicién 8 se obtiene que

2 (E(le))% +2 (]E(TZZ))% < 2(1+ ”K]”l)\/A_S7

n2

lo que permite concluir el resultado. [

Observacion 4. En el Teorema 1, podemos ver en (2.4) que el estimador #;, imita al ordculo,
es decir, al mejor estimador posible (pero desconocido) 7y, en la familia (7y) e 57, que es el
que minimiza la suma del sesgo C(h) y de la desviacion estandar. Cuando la familia (7),c ,»
es lo suficientemente amplia, los estimadores que satisfacen desigualdades de ordculo suelen

ser estimadores adaptativos. Es lo que se ve a continuacion en el siguiente teorema.

Teorema 2 (Adaptatividad). Asumimos que las hipétesis (Hy), (Ha), (Hz) y (Hy) estdn
satisfechas. Asumimos que K es de orden m. Entonces para todo 0 < <my L > 0 el

estimador 7, satisface para r € X(B,L).

(E (0 —7y)?) < (—)’*ﬁ

logn
donde C* es una constante positiva que depende del nucleo K, de B, L, ryp, &inf> ©, bo y V.

B
Observacion S. El estimador #;, converge a la velocidad < P sobre las clases

logn
de Holder de regularidad B y el estimador no depende de . Esta velocidad es casi la
velocidad dptima o minimax salvo por el término multiplicaivo logaritmico. Este término
logaritmico extra es cldsico en el caso adaptativo y aparece también por ejemplo en Lepski

and Serdyukova (2014) o Bertin and Klutchnikoff (2014).
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Demostracion. Demostracion del Teorema 2 Sea h; = e ' para cadai € {0,1,2,--- , M}y
- ,M} tal que,

1
hg = (%) 71 Para n suficientemente grande, existe i € {0, 1,
hiv1 < hﬁ < h; (2.6)
donde hy =e Tl = =l

Se procede a acotar el primer término dentro del minimo en la desigualdad (2.4). Por la

Proposicion 4 se tiene que el sesgo del estimador en la ventana 5; | satisface para u € B(x)
iy # () — ()] < Aohf,,

Por lo tanto usando la desigualdad (2.6), se tiene

B B n _ZBBﬁ
C(h,+1)—urélglx K., *r(u) — r(u)| < Aohl, < Aohy = ogn . (2.7)

Ahora se procede a determinar una cota para el segundo término dentro del minimo en
la desigualdad (2.4). De la desigualdad (2.6) se deduce que log" < 1};’}%" y ademds como

hiy1 = % se establece que,
logn  elogn < elogn

n/’l,'_|_1_ nh; — I’l/’lﬁ

que implica usando el valor de /g

1 B
(loen) ceftown)t 1 _ 1oz 0 i
nhii n2 hfs n

Por las desigualdades (2.7) y (2.8) se tiene que para h;| € 7,
1

QR < (anto-+aset) (1)

A4C(hl‘+1 ) +A5
nhii

~—
=

Por esto ultimo y por la desigualdad (2.4) se tiene que,

T A
s
n

(S]]

(2r-02)" < (Asoase) (1o
(2.9)
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1
Usando que - < <loﬁ> ‘< (loﬂ) 2 para n > 3, se deduce que

1

donde C* depende de Ag, A4, A5y Ag.

2.4. Demostraciones

2.4.1. Constantes.

Recordamos algunos valores de constantes dados previamente y ademds a continuacion

van constantes que usaremos en el desarrollo de las demostraciones.

L
A= —
LTI

_ 32 max A],A2
A = Cra +b0)(gi) K, 4 = 2RO

YA

3
Ag =2(1+|K[[\)v/A3, Ay =A[K[7, Ay=A|K]|1,
C,=A2+A; y C"=ApAs+Ase? +As.

Awuﬂmh&:mﬁ4zw+—ywwm

2.4.2. Demostracion de la Proposicion 4: Sesgo del estimador.

E{f,(x)} = E {% ZKh(X—Xi)Yig_l(Xi)}

[ PR ldu,  Ar = ((rap)? +02)g) ™ K13

- E{l ZKh(X—Xi)r(Xi)g_l(Xi)} +E {% iKh(x—Xi)gig_l(Xi)}
i=1

E{Kn(x—X)r(X)g ' (X)} +E{Kn(x—X)g "' (X)} E{e}

Kp(x—1)r(t)dt = Kj xr(x)
R
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Asi se tiene que,

E[#y(x)] —r(x) = K+ r(x) —r(x) = /]R (r(x —hu) —r(x)) K (u) du

De la férmula de Taylor-Lagrange al orden [ aplicado a r(x) se tiene,

(_h”)2 "

(—hu)’
51 % (x)_..._|_

l!

VA |
(—hu) A1)

r(x — hu) = r(x) — hur' (x) + (I1—1)

(x) + (o = Guhu)

donde ¢, € [0,1].

Por lo anterior y como K es un nucleo de orden m con m > [ se tiene que,

!
E[#,(x)] — r(x) = /R(IL!)F(I) (x— uhu)K (u)du

(—uh)!
!

D (x)K (u)du a la

Dado que K es un nicleo de orden / al restar el termino nulo [
ecuacion anterior, se tiene que,

"

[ ()] =) = (~1)'; [ (#0e= Gt =) 'K (w)d

Al tomar valor absoluto en ambos lados y usar la hipétesis r € £(3, L) se tiene,

; WP -
{7 () = r(0)] < L [ Jul ¢ K ) du
hP ,
<L [ PR, pues £f <1

< hPA,.

2.4.3. Demostracion de la Proposicion 5: Varianza del estimador.

Al sustituir ¥; por r(X;) + €, se obtiene,
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Ky(x—X)Y;g~ (X))
3 E[Ki(x—X)Y g 2(X))]

2
n i=1

n

1 n
+ ;Z (K2 (x — X;)2r(X;) &g 2 ; E[K;(x—X;)efg (X))

N

((rsup)® +0) (gar) "' [ 12 (x f>dt

nh? R h

A
nh

donde A = ((rsup)2+02) (81’nf)_1HKH%-

2.4.4. Demostracion de la Proposicion 7.

Sea h € 7. Tenemos

|r(x) = 7 ()| < [r(x) = Fp ()| 4 |7 (x) = 7 ()] + 7 (x) = 7, (x) .

Al sumar y restar V (h) y V (h), tenemos

|r(x) — 74 (x)] |r(x) — #p(x)| +A(h,x) +V(h) —f—A(iz,x) —i—V(fl)

|r(x) = Pu(x)| +2(A(h,x) + V (h)).

IN A

(2.10)
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Por otro lado,

P (0) =P ()] < |Fpgr () =B (%) + [F (x) = E(Fe (%))
+  [E(#pp(x) —E(fw (x))]

y si restamos V (/') en ambos miembros y tomamos parte positiva tenemos,

{rn g (x) = ()| =V (1)},
< {1Pnw (6) = BB ()| + 17 (x) = B (x))| = V() }
+ [E(fag (x) — B (x))] (2.11)

Recuerde que la esperanza del estimador es E(7;(x)) = (Kj, *r)(x), por lo cudl el segundo

término del lado derecho de la desigualdad anterior, se expresa como
|E(Fp e (x) —EFw ()] = [(Kyxr)(x) — (K * (Kypx7))(x)]
= |(Kp* (r— (Kpxr))(x)]
< / |Kpy (x — u) (Kp x r(u) — r(u))|du.

Como el soporte de K es [—1,1], se tiene que ** € [—1,1], de donde u € [x— A’ x+h'] C
B(x), lo que implica

) - B < [ Lk (S5 1) )

i | (K xr(u) = r(u wh' (h)

IN

du

< ||K||y max |(K,x*r
< K| mix 1K+ r(w)
< C|K|-

Usando que V (/') = Vi (k') + Va(i'), 1a desigualdad anterior y la desigualdad (2.11) se
tiene que,

{[Pn () = P ()] =V (')},
< P () =By (0)] = Va (W)}, 4 { 17w (x) =B (x))| = Vi(H) } .
+ C(n)|K]- (2.12)

Por la definicién de A(h,x) y al tomar en la desigualdad (2.12) médximo sobre A’ en 72,
se tiene que,
A(h,x) <Ti1+ T +C(h)||K||;. (2.13)
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Al tomar la norma ]E[-Z]% determinada por la esperanza en las ecuaciones (2.10) y (2.13) se
obtiene

< (B6e-ne7) +2( Eam0?) +vin)

1

(Brx) — 2(0)%)” +CO K]+ () + (ETD) + (1))

IN

2.4.5. Demostracion de la Proposicion 8, (i).

se va a demostrar que,
A3
E(T?) <=
(7)< =
32max (A;,A . _
donde Ay = P52 con Ay = ((run)? + 02) (g1) K342 = (rp+b0) (gr) K
y ¥ > 1. Para estudiar E(le) se usa el siguiente hecho,

E(T7) < mixE [{|y(x) ~E(h(0) - i)} ]

Y E [{Jin () ~ B @) - Vi) 2.14)

neA

IN

Ahora se analiza el término,

e 1/2
:/ P (I () = Bl ()| > Vi () +11/2 ) s (2.15)
0
pues parat >0,P ({T}, >1) =P(T >1) yaque P(T >t AT <0)=0.

En el integrando P (\ffh/ (x) —E(#p (x))| > Vi (#') + Y/ 2) de la ecuacion (2.15), se observa
que,
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Pe(x) —E(fp(x)) = Sn (2.16)
donde S, =¥ | (Z;—E(Z)) con Z; = 1Ky (x — X;)Y;ig ' (X;) para h' € .

Como,
A
<22 _yp 2.17)

Zi| = —
Zi <2

donde Ay = (reup + bO)(ginf)_1 [[Kfoo-

< gmf e s ZE (K2 (x X) (rz(Xi)+2r(Xi)8i+8i2)gI(Xi))
Xi

) ,‘fzmzle { ( (xh )rz(Xi)g_l(Xi))+E(K2(x;/xi)gi2g—1(xi))}

< ((rsup) ’:;(Z/))Z(gl’nf) I;E (Kz <x;/Xi> gl(Xi)>
Ay

< —i=v (2.18)

donde A; = ((reup)? + 62) (ginr) " |IK]3-

Entonces, se satisfacen las hipétesis la proposicion 2 (desigualdad de Bernstein), en el

integrando de la ecuacién (2.15).

Tomando en cuenta la proposicion 2 se elige A (u) = v/2vu + é—’u, donde b y v estan dados
en las ecuaciones (2.17) y (2.18). Se demostrara que A (y|logh'|) < Vi(/'), donde V; (k') se

especifica en el enunciado de la Proposicion 7.
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b
A (vllogh'l) = +/2vy|logh’|+ §y| logh'|

A , Ar /
= — logh
V2 logh| 4= 2y log !

log'|2 YA, |logh'
\/Mfog 12+Y 2 [logh'| (2.19)
N 3 nh'

Para poder controlar la cantidad anterior es fundamental el hecho de que para cada
~1
hi€e # coni=0,--- MyM= [log (@)] se tiene que <1Ogn> <h;<I.

de donde |1°gh | < logh] 4¢ 1, que se obtiene que,

logn / 1
Como < I’ entonces < Togn

nh’ 10 gn

|logh’|2 |logh’|2

(nh)z (logn)
logn

(2.20)

Por otra parte también del hecho de que &’ > , se tiene que logh’ > log(logn) —logn,
de donde —logh’ < logn —log(logn), por lo cual [logh'| < logn —log(logn) < logn, es

decir,
|logh|

<1 (2.21)
logn

Por las desigualdades (2.20) y (2.21) se tiene que,
\logh’]z \logh’]z

)~ (ogn)}

De la desigualdad anterior se puede concluir que,

| 10gh’| ]10gh’|2
nh' T (i)2
Por esta ultima desigualdad y la desigualdad (2.19), se tiene que,

YAz) [logh/|?
37 (ni)?

De la desigualdad anterior y la desigualdad (2.21) se puede concluir que,

A (7]logh'|) < < 2YA; +
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A (y|logh'|)

1
< (vam+ 22) foe
3 ) )}

= Vi(h)

Por las ecuaciones (2.15) y (2.16), junto con la desigualdad anterior, se tiene que,

E ({m/(x) CE(fy (x))| —vl(h’)}'j) < /0+°°IP> <|Sn| > A (y|logh|) +z1/2) di (2.22)

Se considera el cambio de variable 7'/2 = A4 (1), de donde, t = A2(u), por lo cual dr =
2A (u)A' (u)du, luego se sustituye el cambio de variable en el lado derecho de la desigualdad
anterior, para obtener,

e / 1/2
/0 P (180l > A (1ilogh|) +1/2) d
+

/ TB{|S,] > A (Y]log(H)]) + A ()} 24" () ()du

(2.23)

Por el lado derecho de la ecuacion anterior y los siguientes hechos:
= Como A(u) = v/2vu+ Su entonces A (u) = v/2v/u+ Su, de donde A’ (u) = v/ 2vﬁ +
g, al multiplicar por u se tiene que A'(u)u = @ + %u <2vu+ ’%u = A(u), de lo
que se concluye que A/ (u)A (u) < A2(w)

— u .

= A es subaditiva, es decir A (p+¢q) < A(p) +A(q).

= Si a y b son nimeros reales tales que a < b y X es una variable aleatoria entonces
Se tiene que,

{X > b} C {X > a}, porlo cual P{X > b} <P{X > a}

/0 MP{|Sn| > A (y]log(H')]) + A () } 22" (u) A () du
I~ 2u
= 2/; Abf J{15,] > & (yllog(H)| +u) } du
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Por la ecuancion (2.23) y la desigualdad anterior se tiene,

400
P ([S,] > A (7]logh'|) +1'/2
| B (18i1> 2 (g )+ dr

oo 2
< 2/+ ATw) P{[Sx| > A (y|logh'| +u) } du (2.24)
0

Como A (u) = v2vu+ %’u se tiene que A%(u) <2 ((vV2vu)? + (%’u)z) =4dvu+ 2%2u2 <
dyu + 2b*u® es decir A?(u) < 4vu+ 2b%u?, por esta ultima desigualdad y al aplicar la des-
igualdad Bernstein (Proposicion 2) en la integral del lado derecho de la desigualdad (2.24)

se tiene que,

a0 ,
/0 IP’{|S | > A (y|logh'|+u) } du
/+°°4vu+2b2 u?
0

u

2exp{—(y|logh’| 4+ u)}du

—+oo
2exp{—7| logh’|}/ (4v +2b%u) exp{—u}du
0
= 2exp{—7|logh’|}(4v+2b?)
< 8(v+b*)exp{—7|logh'|} (2.25)

Por las ecuaciones (2.14), (2.22), (2.24) y (2.25) se tiene que,

E(T7) < Y 16(v+b%)exp{—vlogh'|}
e

Por la desigualdad anterior y como v = % yb= % entonces,
E(TH) < Y 16 A1 A% exp{—7v|logh'|} (2.26)
e et nh’ ( i )2 .

Como h' € A entonces 10% <K <1, porlo cual nh’ > 1, de lo que se desprende que

1

G < nlh,, por este ultimo resultado y la desigualdad (2.26) se tiene que,

16
E(T?) < ) h,(A1+Az)exp{ ¥|logh'|}
Wew#
16(A; +A32) 1
< —= =) 2 exp{—7llogh'[}

net
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Como /' < 1 entonces |log(h')| = —log(h'), al sustituir esto en el resultado anterior se
tiene que,
16(A; +A3) 1
R(T3) < #2 ) Wexp{ylogh/}
West
— 16(A1 +A%) Z (h/)’)/—l
n Wet
2\ oo
< 16(A; +47) Z (e—i)Y—l
n i=0
_ 32mix (A1,A3) 1
- n 1—e(r-1)

cony > 1.
Por la desigualdad anterior se concluye que,

E(T{) < — (2.27)
32miéx (A A2 _ _
yy>1.

2.4.6. Demostracion de la Proposicion 8, (ii) .

Para estudiar E(Tzz) se usa de manera similar a 71 que

E(13) < Y E[{liw ()~ B ()] - V20 (2.28)
WeH

De igual manera a la demostracién de la parte (i):
N N 2
E ({1 (x) — B (9))| = V2 ()}

- /O p <|fhh/ (x) = E(Fe ()| > Va(H') + t1/2> di (2.29)

En el integrando P <|fhh/ (x) —E(Fp (x))| > Vi (W) + t1/2> de la ecuacion (2.29), se ob-

serva que,
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P () —E(Fpe (%)) = S, (2.30)

donde S, =Y" | (Z—E(Z)) con Z; = %Khh/(x—Xl-)Yig_l(Xi) y Ky () = K, % Kpy (+), para
h,h € 7.

Como [Ky[leo < | Ky llollK 1 y [ Knlloo < 71K ]|-o entonces,

- 1 _
Zi| = ;Khh/(X—Xi)Yi LX)
(Feup -+ b0) (gine) ™ || K || oo
- n
- (Foup + b0) (gine) | K [|oo| | K || 1
- n
< (rsup+b0)(ginf)_l||KH°°HK||1
- nh'
< %:B 2.31)

donde A, = As||K]|1-

Por otra parte, como || Ky |12 < || Ky |2 | Kill1. | Kiv |3 = 3 K113 ¥ | Kalli = [IK]|1 entonces,
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n ~
Y E(Z})
i=1
g f 71 n
< S Y E (K (- X) (P (X)) +2r(Xi)eE+€7) g7 (X))
l:1
-1 n
) z Koy (x=X)r* (Xi)g ™' (X)) +E (K (x—X)elg ™' (X)) }
(roup)® +067) (ginf) ™' _
< (sup 2) in ZE hh’ g I(X,'))
i=1
+0 i
< ((f’sup) )(glnf) /K,%h/(x—t)dt
n
— ((rup)* +62) (8inf) 1K |13
n
< ((rsup)2+62) (ginf)_luKh’H%HKhH%
- n
_ ((”sup)z"'_cz) (gl’nf)_IHKH%HK”%
nh'
A
= — =7 (2.32)
donde A| = A || K3

Asf se tiene que, se satisfacen las hip6tesis de la proposicion 2 (Desigualdad de Bernstein),

en el integrando de la ecuacion (2.29).

Tomando en cuenta la proposicion 2 se elige A (u)

=20u-+ gu, donde b y ¥ estdn dados

en las ecuaciones (2.31) y (2.32). Se demostrara que A (y|logh’|) < Va(I'), donde V5 (1) se
especifica en el enunciado de la Proposicién 7.

Por un procedimiento anédlogo al planteado en la Proposicion 8 (i).

1
A (Yllogh'|) < ( A, +@)ylogn\lz

3 ) (i
‘A logn|2
s|mm(mm+lﬁli#
3 ) (i

= W(K)
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Por las ecuaciones (2.29) y (2.30), junto con la desigualdad anterior, se tiene que,

E ({17 () = B ()| =Va(h)}, ) < /(:OOP (1801 > 2 (vl1ogh|) +1'72) dr

Siguiendo el esquema de demostracién planteado en la Proposicién 8 (i), se tiene que,

32méx (4;,43) 1

2 2

E(Ty) < n 1—e(r-1)
_ 32midx (A1||K||2,A%||K||%) 1
- 1_67(771) n

32mix (A1,A3) |K||3
1 —e‘(y—l) n
A3|IK|
n







Capitulo 3

Estimacion adaptativa en modelos de
regresion para datos débilmente
dependientes y variable explicativa con
densidad conocida

Resumen

Este capitulo estd dedicado a la estimacion de la funcién de regresion cuando ésta es
acotada, los errores del modelo son variables aleatorias i.i.d de distribucién normal y la
variable explicativa es un proceso débilmente dependiente cuyo coeficiente de correlacion
tiene decaimiento exponencial, ademads la variable explicativa es idénticamente distribuida
con funcién de densidad conocida y acotada. La precision de la estimacion se mide utilizando
riesgos puntuales. Se propone un procedimiento basado en datos utilizando estimacién por
Nucleo. El ancho de ventana se selecciona usando el enfoque de Goldenshluger-Lepski y
se demuestra que el estimador resultante satisface una desigualdad tipo oraculo. El procedi-
miento también ha demostrado ser adaptativo. Algunas simulaciones ilustran el desempefio

del método propuesto.

3.1. Modelo

Observamos {(X1,Y1),...,(Xy,Y,)} una muestra idénticamente distribuidas que satisfa-
cen
)’,-:r(Xi)+el~, i=1,....n
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donde n > 2, los X; son idénticamente distribuidos con funcién de densidad g conocida,
los &; son independientes e idénticamente distribuidos de distribuciéon normal con media
nula y varianza 62 > 0, los X; son independientes de los &, y r es la funcién de regresion
r(x) =E(Y|X =x).

Nuestro objetivo es estimar la funcion r en el punto x € R usando la muestra observada
{(X1,11),...,(X,,Y,)} bajo un enfoque de dependencia débil.

Se mide la calidad de la estimacion de un estimador 7 usando el error cuadratico en un
punto x € R.
N LY
R(r,r,x) :E(V(x) —r(x)) .

Por un lado, se asumen las siguientes hipétesis correspondientes a cotas sobre las densi-

dades de las variables X; en la vecindad de x:
B(x) = [x—2/(logn)?,x+2/(logn)?].
(Hy) Ladensidad g de las X; satisface
Ginf < 8(u) < goup, Vu € B(x)

donde ginr y gsup SON constantes positivas.

(H2) V(i, ), la densidad conjunta g; ; de (X;,X;) satisface
’gi,j(u7v)‘ SQv Vu,veB(x),
donde Q es una constante positiva.

Por otro lado, asumimos una estructura de dependencia débil sobre las variables X;.

Mas precisamente, para u y v enteros positivos, denotamos iy, = (iy,...,iy) € Z"y jip =
(J1,---,Jv) € Z", entonces se definen los vectores aleatorios X;, , = (Xi,, Xy, -+, Xi,) Y Xj,., =
(X;j,,Xjy,---,Xj,) avalores en R* y R respectivamente. Se define la funcion ¢ : Z* x Z" — Z

por q(i1.y, j1:y) = min(jy.,) — méax(iy,,) y Ay la clase de funciones G, : R* — R tales que
|Gulleo = supyepu |Gu(x)| < oo. Para un proceso aleatorio X = (X;);cz, se define el coeficiente

de correlacion a(X) = (04 (X)), por,

G.(Xi,., ), Gv(X;
oy (X) = sup sup sup  sup €07 GuXir ), G X))

3.1
UVEN (i1, 1oy EL* XLV i1, J1:0) 2k GuEAu GyEAy lP(I/t, v, Gl’“ GV)
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con ¥ (u,v,Gy,Gy) = 4||Gyl|e||Gy |- Ver Seccién 2 en Bertin and Klutchnikoff (2017) .

Asumimos que el coeficiente or-mixing de las variables X; satisfacen la siguiente hipdtesis.

(H3) Existe a €]0, 1], tal que
o (X) <d¥, VkeN.

En lo que sigue vamos a denotar por .Z, el conjunto de los procesos X que satisfacen
(H1), (H2) y (H3).

A continuacioén, se dan dos ejemplos de procesos que satisfacen estas hipétesis.

Ejemplo 1. Consideramos Z = {Z;};>1, un proceso autoregresivo de orden 1, definido

POF Zz 9Zi—1+pS&, con & ~ N(0,1), =0"Zn+
PLr o YoiE_; v al tomar n — oo se tiene 7, = PY 00 ét_i resulta un proceso gaussiano

2
centrado y estacionario con funcion de covarianza Vz(k) = cov(Z;,Z; k) = ]’_)W(])k para
k > 0. Se puede demostrar que el proceso 7 es debilmente dependiente, por lo cual satisface
la hipétesis (Hs), ver Doukhan (1994).

Ejemplo 2. Al denotar ¢, 52(x) como la funcion de densidad N(u,c 2y D, 52(x) como
la funcion de distribucion acumulada N(,0?). Para c € R, las funciones de densidad 'y
de distribucion acumulada normal truncada en [—c,c| de media cero y varianza uno, estin

dadas por g(x) = %%(x)l[,c’c] (x), con p=Pg 1(c) —Po,1(—c), para cadax € Ry

(0 Si x< —c

(Po,1(x) =DPo1(—c)) si —c<x<c

<=

1 si xX>c

\

respectivamente. Ademds, la funcion inversa de G es G (u) = @, | (pu+ P 1(c)) para
cada u € [0,1].

Se puede demostrar que el proceso X = {X, };>1 definido por X, = [ G o® ) (7))
¢
p

2 esel

-¢2

0
cumple que X € £, donde el proceso 7. = {Z; };>1 con cada Z; de distribucion CID

proceso del Ejemplo 1.

Finalmente, asumimos la siguiente hipétesis sobre la funcion de regresion



Estimacion adaptativa en modelos de regresion para datos débilmente dependientes y
40 variable explicativa con densidad conocida

(H4) Existe una constante rsup > 0 tal que

|r(u)| < rewp, Vu € B(x).

Abhora, en la Seccion 3.2, Procedimiento estadistico; se presenta el estimador por Nu-
cleo de la funcion de regresion correspondiente al caso densidad conocida y se describe
el procedimiento de seleccion de ventana basado en el método Goldenhluger-Lepski. Se
observa que la familia de ventanas en este caso es mas acotado que en el caso independiente.
Posteriormente se presenta la Seccion 3.3, Resultados; que esta dividido en tres partes. Sub-
seccion 3.3.1, Resultados para el estimador 7y,; donde se dan las definiciones y propiedades
usuales que debe tener un buen estimador por Nucleo, sesgo, varianza, consistencia y velo-
cidad de convergencia, el reto ahora es que la variable explicativa es débil dependiente, el
coeficiente de dependencia tiene decaimiento exponencial y los errores del modelo ya no
son acotados ahora son i.i.d N(0,0?). La demostracién del sesgo es invariante al cambio de
hipétesis, pero en el caso de la varianza la demostracion se hace un poco mas extensa, luego
con procedimientos estandares se determina la consistencia y velocidad de convergencia,
detalles de las demostraciones se pueden ver en la Seccién 3.5, Demostraciones. Subseccion
3.3.2, Desigualdad de Ordculo y adaptatividad del estimador; aca el desafié del cambio
de hipotesis se hace mas fuerte, pues en este punto para demostrar la desigualdad de tipo
oraculo surge la necesidad de usar la desigualdad de Bernstein para datos dependientes
propuesta en Doukhan and Neumann (2007) y generar una serie de lemas técnicos siguiendo
un esquema de demostracion propuesto en Bertin and Klutchnikoff (2017). Ademads, al no
ser acotada la variable respuesta del modelo, se descompone el estimador por Nucleo en una
parte no acotada y otra acotada, usando el estimador de truncamiento. La parte aleatoria no
acotada se controla usando débil dependencia y la parte aleatoria acotada se controla usando
la desigualdad de Bernstein para datos dependientes. Esta ténica para controlar el estimador
por Nucleo permiten demostrar que el estimador en la ventana seleccionada por el método
G-L satisface una desigualdad de tipo ordculo. Esta demostracion y los lemas, proposiciones
y corolarios técnicos que se generaron, se encuentran en la Seccién 3.5. Finalmente por
técnicas usuales del método G-L y con ayuda de la desigualdad de tipo ordculo que satis-
face el estimador por Nucleo en la ventana seleccionada, se determina que el estimador es
adaptativo. La Seccion 3.4, Estudio de Simulacion, se plantea el esquema de simulacion para
generar datos del modelo de regresion con funcion de regresion acotada, variable explicativa
de densidad acotada, y débil dependientes de tipo -mixing con decaimiento exponencial. Se
explicita como obtener el estimador no paramétrico, con niicleo gaussiano, de la funcién de

regresion usando el método GL y los datos simulados en el esquema de simulacién planteado
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previamente. Posteriormente se muestra como se calibra el método usando los mismos datos
simulados. Finalmente, se presenta un estudio comparativo de resultados de estimaciones
realizadas, usando errores globales y locales empiricos, para distintos tamafios de muestras
simuladas y distintos valores de la desviacion estdndar del error del modelo de regresion.
La Seccion 3.5, Demostraciones, reune las demostraciones de los lemas, proposiciones,

teoremas y corolarios de este capitulo.

3.2. Procedimiento estadistico

Consideramos el estimador de la funcién de regresion dado por
R 1 ¢ 1
Pnx) =~ Y YK (x—Xi)g ' (X)
k=1

donde i > 0 es el ancho de ventana, Kj,(-) = %K (7) y K:R — R, es una funcién de niicleo
satisfaciendo [ K(u)du =1, [uK(u)du = 0, y la siguiente hipétesis.

(Hs) K tiene soporte [—1,1]y, [|K]|ew < 0.

Esta hipétesis implica que ||K||; < +ooy ||K||2 < 0.
Para seleccionar la ventana & del estimador, vamos a usar el método de Goldenshluger-

Lepski (GL). Consideramos la familia de anchos de ventanas
H = {e_i}?io N [hml’nahméx]

con hyy = M, Nmax = (logl—n)z yM= [log (W)] Se define para h,h' € J# un esti-

mador auxiliar sobresuavizado

A | )
P (x) = . Y YKy * Ky (X — )8~ (Xk).-
k=1

Se define para h € 7,
A(h,x) = max { |7, (x) — P (x)| =V (B) }+
West

donde V (h) esta dado por,

=

V() = /27 (K] o+ 1)(1 4 8,) (08

nh)2
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1
donde y>2,A; = ((’”sup>2 + Gz)(é’fnf)_l ||K||% y 8, = (logn)~5.

El procedimiento GL consiste en seleccionar, basado en los datos, un ancho de ventana h
de la familia .7, dado por

h= argmin {A(h,x) +V(h)}, (3.2)

El estimador resultante, 7; (x), satisface una desigualdad de ordculo que permite demostrar

que es adaptativo.

3.3. Resultados

3.3.1. Resultados para el estimador 7.

En esta seccion se estudia el sesgo, varianza y velocidad de convergencia del estimador
de regresion. Las demostraciones de los resultados se encuentran en la Seccién 3.5. Para
poder controlar el sesgo y demostrar que es asintéticamente insesgado se dan las definiciones

de clase de Holder y de kernel de orden m.

Definicién 8 (Clase de Holder). Sea B > 0, L > 0. La clase de Holder X(B,L) se define
como el conjunto de todas las funciones f : R — R tales que la derivada f 0, 1= | B| existe

y
@) = D) <Llx—yf vxyeR

donde |B] =méax{n € N,n < }.

Definicion 9 (Kernel de orden m). Sea m € N. Se dice que K : R — R es un kernel de orden

m si las funciones u — qu(u),j =0,1,...,m, satisfacen

/K(u)du:1,/qu(u)du:0,j:1,...,m.
R R

A continuacion, en las dos siguientes proposiciones se acota el sesgo y la varianza del

estimador 7.

Proposicion 9. Sean B > 0y L > 0. Asumimos que K es de orden m, dondem > 1= ], y
que satisface [g |u|P|K(u)|du < oo . Entonces, bajo la hipétesis (Hy), si r € £(B, L), se tiene

[E [74(0)] = r(x)] = Ky % r(x) = r(x)| < hP Ao,
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donde Ay = % [ \u|B|K (u)|du. El estimador #y, es asintéticamente insesgado, cuando h

tiende a 0.

Proposicién 10. Bajo las hipdtesis (Hy), (Ha), (Hz), (Hs) y (Hs) se tiene que para h €
(Oahmax)

—_

A (logn) ™2
~ nh nh "’
donde Ay = ((ryup)” +07%) (gint) " K13, A2 = 245+ iz A, A3 = (roup) [ K17 (i) >Q + 1),

Yy Ag = 7 (roup)? (gie) "2 |IK |2

Proposiciones 9 y 10 implican que cuando n — oo, h — 0y nh — oo, MSE (7, 1,x) =

E |(y(x)— r(x))z] — 0, 0 sea 7,(x) es un estimador consistente en media cuadratica (y por
tanto en probabilidad) de r(x).
Ahora se determinard la velocidad de convergencia del estimador de regresion 7(x), lo

cual se establece en el siguiente teorema.

Teorema 3. Bajo las hipdtesis de las Proposiciones 9 y 10, se tiene que, si r € £(,L)

__ L
entonces el estimador 7y, , con h, =n 2P+1 satisface
. 2 — 5
E (7, (0) = r(x))*| < Con™ 97,

donde C, es una constante positiva que depende del niicleo K, de B, L, sup» O, &inf> O Y Q.

Demostracion. Usando Proposiciones 9 y 10, se deduce que para n > 4,

A +A
MSE (7, r,x) < 1A%+ ”;l 2. (3.3)
n

Substituyendo 4 por A, en la ecuacion anterior se tiene que,

2B

MSE (7, ,r,x) < (A3 +A| +Ay)n BT
O

. ) .
Note que cualquier ventana de la forma An 2+ permite obtener la misma tasa de con-

vergencia. En particular también la ventana que minimiza en / al termino de la derecha en la

1 1
desigualdad (3.3), ya que es de la forma h = (AzlﬁLAAf) P T
0

Por el resultado anterior, se tiene

5 2 —
sup E [(rh* (x) —r(x)) ] < Cyn 2B+,
rex(B,L)
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y

_2B
inf  sup  E [(F(x) —r(x))*| < Cun BT,
F€O® ey (B.L) Xe?

donde O es el conjunto de todos los estimadores de r, y recordamos que .Z es el conjunto de
todos los procesos X que satisfacen (Hj), (Ha) y (H3).
En Tsybakov (2009) (ver Seccién 2.5), se demuestra

inf  sup E[(f(x)—r@))z]zcn‘m,
7O rex(p.L) Xet

donde ¢ es una constante que depende de B, L, gsup, ¥ o2
Esto permite concluir que el estimador 7, converge a la velocidad 6ptima sobre la clase
de Holder (3, L) la cual estd dada por

Vp=n 2541, (3.4)

3.3.2. Desigualdad de Oraculo y adaptatividad del estimador

En la siguiente proposicién, obtenemos una primera desigualdad que satisface el estima-

dor 7 (x) usando principalmente la definicién de h dada en (3.2).

Proposicién 11. Bajo la hipétesis (Hs), el estimador 7;,(x) satisface para todo h € 2,

12 (E(T))7 +2 (E(T))? +2C(h)|IK[y +2V (k)

donde

T = méx {|fy (x) = E(f ()| =Vi(W)}e, - T2 = mac{]fn () —E(F ()] = Va(h) }+,
C(h) = max |Kp*r(u)—r(u)]

u€B(x)

yVi(H), Vo (') tales que V (K') = Vi (') + Va(H'), con

logn

Vi(h') =/ 27vA; p

(1+6,), Va(h')=|K[:1Vi(H).

En la proposicion anterior se proporciona una cota de la raiz cuadrada del error cuadrati-

co medio puntual del estimador 7;(-), en términos de la varianza y el sesgo del estimador
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#4(+), ademds de Vi (i), Va(i'), E(T?) y E(T}). En la demostracién de la proposicién es
fundamental el hecho de que V (i) = Vi (1') + Va2 (I'). La elecci6n precisa que se tomo de las
expresiones de V(1) y V»(h) es fundamental para la demostracion de la Proposicién 12y
permite establecer que E(77) y E(75) sean despreciables respecto a los términos de sesgo y

varianza de cualquier estimador 7, para h € 7.

Para controlar los términos E(77) y E(75), se usa la desigualdad de Bernstein enunciada
en la proposicion 3.

Proposicion 12. Bajo las hipétesis (H)), (H»), (H3), (Hy) y (Hs), se tiene para n suficiente-

mente grande

(i) B(T?) < As'2”

n o
.. 1
(ii) E(T) < As| K||3-°E",

donde As es una constante explicita (ver Seccion 3.5.1) que depende del niicleo K, de ry,),
Q’ ginf’ o, ay ’y

Teorema 4. (Desigualdad de Ordculo) Bajo las hipdtesis (Hy), (H»), (H3), (Hs) y (Hs), el
estimador 7;,(x) satisface la siguiente desigualdad,

1

(E(r)-7)*)" < min <A6C(h)+A7(1+6,,) (k;i;’?) +A8(IO§—;)2 (3.5)

donde Ag = 1+2||K||1, A7 = VA1 + A2+ 2/27YA((||K||1 + 1) y Ag es una constante positiva
que depende del niicleo K, de ry,p, Q, ginf, 0, ay Y.

Observacion 6. En el Teorema 4, podemos ver en (3.5) que el estimador 7;, imita al ordculo,
es decir, al mejor estimador posible (pero desconocido) 7y, en la familia (7y) e sz, que es el
que minimiza la suma del sesgo C(h) y de la desviacion estdndar. Cuando la familia (7)),
es lo suficientemente amplia, los estimadores que satisfacen desigualdades de ordculo suelen

ser estimadores adaptativos. Es lo que se ve a continuacion en el Teorema 5.

Demostracion. Sea h € 7. Usando que |E(7(x)) — r(x)| = |Kpxr(x) —r(x)| < C(h) y la
Proposicion 10 se tiene que,

1

(E[ew-nw]) < c<h>+<;‘—;l+A2%)z

< C(h)+ (A, +A2)" *(nh)~1/? (3.6)
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Ahora por la Proposicion 11 y la desigualdad (3.6), se tiene que,

1

(B (r(x) = 73(6))*)”
< C(h)+ (A1 +Ax) 2 (ah) ™2 £ 2C(R)[K||s +2V () + 2 (E(T?))* +2 (E(TF))?
(logn)% !

< AgC(h) +A7(1+6,) s +2(E(T12))%+2(E(T22))§.

La Proposicién 12 cuyo resultado es para n suficientemente grande permite obtener que

2 (B(T7)) +2 (B(12))F < 4y 1080

n2

para alguna constante Ag que depende del nucleo K, de ryp, O, gin, O, a'y ¥, lo que permite
concluir el resultado. 0

Teorema 5. (Adaptatividad) Asumimos que las hipétesis (Hy), (Hy), (H3), (Ha) y (Hs) estdn
satisfechas. Asumimos que K es de orden m. Entonces para todo 0 < B <my L >0 el
estimador 7, satisface para r € X(,L).

B
1 —_—1
2\ 2 n 2B+1
E (r(x)— 7 ) <o
( (r(x)=#(x))")" < (logn)
donde C* es una constante positiva que depende del niicleo K, de B, L, ry,), O, ginf> &sup»
2
o, ayy.

B
n 2B+1

Togn sobre las clases

Observacion 7. El estimador 7; converge a la velocidad <
de Holder de regularidad B y el estimador no depende de . Esta velocidad es casi la
velocidad optima o minimax salvo por el término multiplicativo logaritmico. Este término
logaritmico extra es cldsico en el caso adaptativo y aparece también por ejemplo en Lepski
and Serdyukova (2014). Este resultado de velocidad de convergencia en riesgo puntual en
caso adaptativo es nuevo en contexto de datos dependientes y generaliza el resultado de
Lepski and Serdyukova (2014) obtenido para datos independientes y densidad de variable
explicativa conocida.

1
Demostracion. Sea h; = e~ paracadai < {0,1,2,--- M}y hg = (loﬂ) 1 Para n sufi-

n
cientemente grande, existe i € {0,1,2,--- ,M} tal que,

hiy1 < hg <hi (3.7)
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donde h; 1 = emitl= = %
Se procede a acotar el primer término dentro del minimo en la desigualdad (3.5). Por la

Proposicién 9 se tiene que el sesgo del estimador en la ventana h; | satisface para u € B(x),

K, % r(u) — ()| < Agh?

i+1 i+1

Por lo tanto usando la desigualdad (3.7), se tiene

p B B n T2B+1
Chip) = ndx, | K,y % r(u) = r(u)| < Aohl, < Aghly = Ag Togn . (3.9

Ahora se procede a determinar una cota para el segundo término dentro del minimo en
la desigualdad (3.5). De la desigualdad (3.7) se deduce que IZ% < logn v ademds como

g
h;
hi+1 = °} se establece que,
logn  elogn < elogn
nhiiq N nh; — nhﬁ
que implica usando el valor de /g
logn\? _ e}(logn)? 1 logn' #7
2 2
< ogn) < o?n _:ei(ogn) (3.9)
nhi n

1
n2 2
hg

Por las desigualdades (3.8) y (3.9) se tiene que para h;y| € 7,

—_

B
1 e
A6C(hi+l)+A7(1+5n)—(10g(n))]2 < <A6A0 +A7(1 +5n)e%) ( " > e
(nhit1)? logn

Por esto ultimo y por la desigualdad (3.5) se tiene que,

(IE(r(x)—f;l(x))2>j < <A6A0+A7e%(1+5n)> (@) B +As(l gl)

1 B
Usando que <1Og"> P < (log"> #* se deduce que
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donde C* depende de A, Ag, A7y Ag, paran > 3. L]

3.4. Estudio de simulacion

En esta seccion se muestra el ajuste del procedimiento planteado para datos simulados.
Se comparan los errores empiricos globales y locales, para distintos tamafos de la muestra.
Ademads, se esquematiza el procedimiento utilizado para calibrar el método. El objetivo es
estimar la funcién de regresion para un proceso debilmente dependiente, con funcién de
densidad conocida.

3.4.1. Esquema de simulacion

Se plantea el modelo de regresion Y; = r(X;) + € parai = 1,...,n, donde las variables
& son independientes e idénticamente distribuidas, con distribucién comin N(0,62) y
6 =0,1,0,5y 1. La funcién de regresion a estimar es r(x) = 0,7x + e 10¢ que restringida
al intervalo [—2,2] satisface la hipétesis (Hy).

Se genera una muestra {Xl}?ilz 7 del proceso X presentado en el Ejemplo 2, donde

X; = (G‘l od ) (Zi) conp =1, ¢ =0,75y ¢ = 2. Los X; tienen distribucién nor-
7@
mal truncada, especificamente su funcién de densidad es g(x) = %#(x)l[_zyz] (x), con p =

Py (2) — D1 (—2), para cada x € R. Como mencionamos en el Ejemplo 2, el proceso
cumple que X € .Z, es decir satisface las hipétesis (Hj), (H2) y (H3).

La Figura 3.1 muestra el grafico de dispersion de las observaciones {X,}f:lz 1 paran =
2000 y g = 100 (superior) y la funcién de autocorrelacién muestral yx (k) = corr(Xi, Xi1x),
parak =1,---,100 (inferior). Se puede apreciar el decaimiento exponencial de las correla-
ciones, caracteristica presente en los procesos débilmente dependientes de tipo o-mixing.

Las primeras n observaciones {(X;,Y;)}’, conforman la muestra usada en la seccién
n+2q

i=n+q+1
es la muestra usada para calibrar el método seleccionando un valor de ¥y adecuado como se

3.4.2 para estimar aplicando el método GL, y las dltimas ¢ observaciones {(X;,Y;)}

describe en la seccion 3.4.3. La idea de dejar un salto temporal de tamafio g entre la muestra
de estimacion y la muestra de calibracion es para asegurar que el coeficiente de correlacion
oy, (X)-mixing sea suficientemente pequefio y asi disminuir el efecto de sobreajuste producido
por la dependencia entre las muestras, el control del valor del coeficiente de correlacion

0, (X) es realizado desde la hipétesis de decrecimiento exponencial (H3).
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Figura 3.1 Gréfico de dispersion de X y funcién de autocorrelacion muestral 7y .
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3.4.2. Estimacion GL

La funcién de regresion r(-) se estima en la malla igualmente espaciada {x;}!_, del inter-
valo [—1,1], donde x; = —1+2 (Q) parai=1,--- s,y consideramos s = 21. Para aplicar

el método GL se considera la muestra aleatoria {(X,, Y;)}?_, como se indicé anteriormente y

)
se determina el estimador {r;l, (xi)} ] donde,
1 l:

Z YiK;, (xi — Xe)g ™! (X,

se usa como Kernel K (x) = Le‘% Vx € R, que aunque no es de soporte compacto tiene

V2m

buenas propiedades practicas, luego se toma Kj, (-) = %K (h—) donde cada ventana /; se
1 1 2
selecciona de la familia de ventanas .77 = {eovlj 2 j=0,---, % } tomando
hi = argmin {A(h,x;) +V (h,xi)} (3.11)
paracadai=1,--- s, con A(h,x;) = maxyec o {|Ppp (xi) — P () | = V(B %) } 1 y V(b x;) =

2yA1<><HKul+1><1+6>“(°g';>j donde 8, = (logn) 5. A1(i) = (gine(1)) ™ |KIB((Frup(i))? +

nh

6%), Kl =1[K|>= \/——, gins (i) =min {w > 0w = g(X;) 1,05 x+0,5((X;), para j=1,-- .n

NE:
Faup (1) = max {|V| 1 o5 xr05(X))|j = 1,--+,n}y 62 = L ¥, (¥ — 7(X;))? donde ()
es el estimador de Nadaraya-Watson, en la muestra {(X;,Y;)}"_, y la ventana &, con  la

ventana resultante del comando dpill(-,-) en R correspondiente a la libreria KernSmooth,

método plug-in de Ruppert, Sheather y Wand (1995).

El pardmetro 7y es un pardmetro de calibracion del método, cuyo valor se determina segin

la metodologia planteada en la Seccién 3.4.3.

En la Figura 3.2 se muestra la funcién de regresion r y tres estimadores GL de la funcién
de regresion para muestras aleatorias { (Y, X) Zﬁq, con n = 1000, 2000 y 5000 tomando

g=100y o =0,5.

3.4.3. Calibracion del método para una muestra.

Como la estimacion de la funcién de regresion r se realiza en cada punto de la malla
{xj}%_, delintervalo [1,1], y para cada x; se selecciona una ventana h; de la familia de

ventanas .77, entonces se tiene un vector de ventanas 2 = (hy,--- ,hy). En general el estimador
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Estimacion Adaptativa Método GL para r
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Figura 3.2 Se muestran tres estimadores GL de la funcion de regresion r, para muestras
aleatorias {(¥;,X;)}:729, con ¢ = 0,5 y ¢ = 100. Cuando n = 1000 el estimador GL se
representa con puntos, para n = 2000 con rayas largas y para n = 5000 con puntos y rayas
cortas. Ademads se representa con una linea continua la funcién de regresion r.
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GL de r sobre la malla {x;}}_, en el vector de ventanas 6ptimas = (f;,--- , k), se denota
por <f’;” (x1),-- Fh, (xs)> , donde cada ventana Optima se obtiene segun la ecuacion (3.11)

con V (h,x;) dependiente del pardmetro y > 2. En la practica para calibrar el método se toma y
en una malla igualmente espaciada de un subintervalo 7 de ]0,1/10[. Para cada 7 se tiene que

el vector de ventanas Optimas depende de 7, tal dependencia se denota de la siguiente manera

hY = (h71/a .-+, hl). La eleccién del intervalo I se toma de forma tal que la curva descrita por
los estimadores 74y(x;), parai = 1,--- s, pasen de ser curvas muy irregulares a curvas suaves.
l
n+2q

Al calibrar el método, para una muestra {(X;,Y;)} se toman los primeros n da-

i=1 >
tos de la muestra para construir el estimador 7,(x). De los dltimos ¢ datos de la muestra
{(X;, Y,)}?;zjz 4+1 S€ construye una malla aleatoria del intervalo [—1, 1] seleccionando aque-
llos valores que cumplen —1 < X; < 1 y se ordenan los datos en forma creciente respec-
to a la primera coordenada, obteniendo asi una muestra denotada con letras minudsculas
{(%,5:)}7_, con 0 < p < 100. La malla {¥;}/_, tiene asociado el vector de ventanas Gptimas
hY = (iz’f, .-~ ,h}), para cada y € I, de esta manera se tienen los estimadores GL f;liy (%;) para

cada y € I, sobre la malla {%;}/_, en el vector de ventanas Optimas h.
2 L
Se determina Error(y) =Y\, d; (fm/()fi) —)7i> para cada y € I, donde dy = 152 + 1,
dy=1-— % ydi = %, parai € {2,...,p— 1}. Finalmente, el método se calibra

seleccionando el valor y en I que minimiza Error(Yy).

En la practica se tomé 7 =]0,00000005, 0,05[, ademads, sobre tal intervalo se considera la

malla igualmente espaciada y; = 0,00000005 + (i — l)w parai=1,--- 2I.

La Figura 3.3, en el gréfico de arriba se muestra que Error(y) se minimiza en 3. Ademas,
abajo se muestra la nube de puntos de la muestra de estimacién, se representa con una
linea continua la funcién de regresion r y con puntos el estimador f";li (x;) calibrado en 3, y
evaluado en la malla deterministica del intervalo [—1,1], x; = —1+2 (;:—]1) parai=1,---s,
con s = 21. En ambos se tomo n = 2000, g =100y ¢ =0,5.

3.4.4. Comparacion de errores globales y locales empiricos, para distin-
tos tamanos de muestra y valores de o.

Para mostrar la calidad del estimador de la funcién de regresion r, se generan N = 500

replicas de la muestra {(X,-,Y,-)}?;Zq. Posteriormente se calculan N estimadores GL ya
N S . .
calibrados {f(l)(x,-)}. . ,{f(N) (x,-)}. ;> conx; = -1 +2fﬁ, s=21y ) (x) = Py, (xi)

= =
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Calibracion Método GL
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Figura 3.3 Arriba gréfico de { Error(y;)}2L, y abajo se muestra la nube de puntos {(X;,¥;) }*_,,
se representa con una linea continua la funcién de regresién r y con puntos el grifico de
{7, (x;)}?L, en el intervalo [—1, 1], calibrado en 73, que es donde el gréifico de la izquierda
alcanza su minimo. En ambos se tomo n = 2000, g = 100y 6 =0,5.
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donde A; se obtuvo para la j-ésima replica por el método GL. El error cuadratico medio

(MSE) y el error cuadratico medio integrado (MISE) se estiman de la siguiente forma

[(r(xi) 0 (x) 2}

. 1Y
MSE (x;) = N )
j=1

parai=1,---,s.
. 1 ¥
MISE:NEIj
conl; = ¥, d; (r(xi) _#0) (x,-)>2 donde d; = d; = 0,05y d; = 0,1 parai =2, s — 1.

En la Figura 3.4 se representan tres boxplot de /; para j = 1,---,N, con los tamafios de
muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, ademds sobre cada
boxplot hay un punto que representa el MISE (superior) y tres representaciones del MSE (xi)
parai=1,---,s con una linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para n = 2000
y con rayas para n = 5000, (inferior). En los tres casos para o = 0,1. En las Figuras 3.5y 3.6
se hacen las mismas representaciones pero con o = 0,5 y ¢ = 1 respectivamente.

Al analizar el grifico que corresponde al MSE con 6 = 0,1 en la Figura 3.4 (grificos
de abajo) se observa que los valores del MSE son mas elevados para valores del dominio
de r cercanos a donde se alcanza el mdximo y donde hay cambio de concavidad, ese patrén
se observa con tamaifios de muestra n = 1000, 2000 y 5000. Como es evidente a medida
que aumenta el tamafio de la muestra los valores del MSE disminuyen. Comportamientos
similares se observan al analizar el MSE para 6 = 0,5y ¢ = 1 de las Figuras 3.5y 3.6
respectivamente (graficos de abajo). Como es evidente cuando aumenta el valor de ¢ también
aumentan los valores del MSE.

En los diagramas de caja de los valores de I; para j =1,--- ,N con ¢ = 0,1 correspon-
dientes a la Figura 3.4 (graficos de arriba) se observa que a medida que los valores de n
aumentan de 1000, 2000 a 5000 la dispersién de los {I; }]}’:1 disminuye, también disminuye

la cantidad de datos atipicos y el valor del MISE se aproxima cada vez mas al valor de la

N

j—1» aunque en general la mediana siempre es inferior al MISE. En los

mediana de los {I;}

diagrama de caja de las Figuras 3.5 y 3.6 correspondientes a ¢ = 0,5 y o = 1 respectivamente

se observa que a medida que aumentan los valores de ¢ aumenta la dispersién de los {/; }]}’:1 ,
también aumenta la distancia entre el M/SE y la mediana de los {1 j}l}':l y que en general la
mediana siempre es inferior al valor del MISE.

Como se observa en la tabla 3.1 el valor del MISE es inversamente proporcional a n'y

directamente proporcinal a ©.
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Figura 3.4 Arriba se representan tres boxplot de /; para j = 1,--- ,N, con los tamafios de
muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, sobre cada boxplot
hay un punto que representa el MISE y abajo se muestran tres representaciones del MSE (xi)
parai=1,--- s conuna linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para n = 2000
y con rayas para n = 5000. En ambos casos para o = 0,1.
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MISE con 500 replicas y desviacién estandar 0.5
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Figura 3.5 Arriba se representan tres boxplot de /; para j = 1,--- ,N, con los tamafios de
muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, sobre cada boxplot
hay un punto que representa el MISE y abajo se muestran tres representaciones del MSE (xi)
parai=1,--- s conuna linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para n = 2000
y con rayas para n = 5000. En ambos casos para o = 0,5.
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MISE con 500 replicas y desviacion estandar 1
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Figura 3.6 Arriba se representan tres boxplot de /; para j = 1,--- ,N, con los tamafios de

muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, sobre cada boxplot
hay un punto que representa el MISE y abajo se muestran tres representaciones del MSE (xi)
parai=1,--- s conuna linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para n = 2000
y con rayas para n = 5000. En ambos casos para o = 1.
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n=1000 n=2000 ~n=35000
c=0,1 0.03351511 0.02186702 0.01219458
c=05 0.05932621 0.04399132 0.02723891
c=1 0.13400681 0.10064675 0.07281427

Cuadro 3.1 Valores del MISE para distintos valores de ¢ y tamafios de la muestra, caso g
conocido.

3.5. Demostraciones

3.5.1. Constantes.

Recordamos algunos valores de constantes dados previamente y ademds a continuacion

van constantes que usaremos en el desarrollo de las demostraciones.

L —
Ay = l—'/R\u|B|K(u)\du, A1 = (gir) IHKH%((Vsup)Z—i—GZ) _ B, 4B,

2A3 _
Ay = +20As4, Az = (rsup)’|KI[T ((ginr) 20 +1),
|logal
4 _
Ay = (rap)*(8in) *|IK,  As = Bo+2Buo,

A= 1+2|K|l;, A7=+AI+A+22vA (|K|1+1), Ag=2(1+]K|7)As,
12(Bg \V /B 273B7a~ 3
g [2(BsV 7)( 3B7a”3 \/1)7

I A|logal \ Ai(1A|logal)

_ _ 20
B1=0(gumr) ' IKI3, B2 = (reup)*(gmr) 'IKl3, B3= (rsup+—> 1K][1,

V2T
2
Bi=(rapt =) () 2QIKI3. Bs=Bs+ B Bs=2|K|w(gm) "
4 = sup \/ﬁ 8inf 15 5 — D4 3 6 — oo\ &inf y

SN[}

2Bs  18B;

- [logal " _ g3’

B7 = (4B5Bg(0 +reup))3, Bg

1 2 2
Bo = (g: 72[(30 8((r 4+3G4 2(_> 5
9 (gmf) H H {( (( SUP) )} \/ﬁ
243 5121832
1l—e 7 l—e 2

1
C,=A3+A1+A; y C"=ApAg+2e 2A7+As.
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3.5.2. Enunciados de resultados técnicos.

Lemma 1. Bajo las hipotesis Hy, Hy, Hy y Hs se tiene que:
i) E | (Kn(x—X)eg ™ ()] < &,

ii) E | (Kn(x—X;)r(X;) _1(X~))2} <B

h i)8 i >~ 7>

iii) E [|Ky(x — X)) K (x—X;)[] < QIIK|}
[

1)
iv) E[|Kn(x—X)r(Xi)g ' (X)|] < rsupllK|h,
donde By = 6% (ging) "' |K |13, ¥ B2 = (reup)*(gme) "' |K|3.

Lemma 2. Para cada h € 5, a €]0,1] y n > 4, se cumple que,

1
1 {1 } 10
—_ h|logal(logn)2 <
ha -

(logn)3

Proposicion 13. Asumimos que los X; satisfacen la hipétesis (Hz). Sea k,u,v € N, tales que
W €Z", 1wellytalqueiy < - < i, <iy+k< j1 <+ <j,. SiG, :RXRY—- Ry
G, : R" xR — R son funciones tales que |G|« < ooy ||Gy ||« < oo entonces,

‘COV (Gu<Xi1:u78i1:L¢)7GV(Xj1:V7£j1:V)) | < ‘P(u,v, Gu,GV)ak

donde ¥ (u,v,Gy,G,) = 4||Gy||«| Gy
SUP () erv v | Gu(%,7)|

o CON |Gl = SUP () e | Gu(X: )| ¥ (| Gylleo =

A continuacién vamos a trabajar con funciones G, especificas. Mas precisamente consi-
deramos parau € N, y iy, € Z*, G, : R* x R* — R dada por

G llu"gllu H{G lk781k (G(Xlk7slk))}

donde para i € N,

1
G(Xi &) = — (r(Xi) + &)Ky(x— Xi)g~ NXD L) e
donde M, = ologn+ ry,,. Las variables G(X;, &) satisfacen los siguientes resultados.

Lemma 3. Bajo las hipétesis (Hy), (Hz), (Ha) y (Hs) se tiene que: Vi,k € N
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i) |E[G(X;,&)]| <5,

-
i) [E[G(X £)G(Xisio£1:10] | < 2,
iii) |Cov (G(X;,&),G(Xitx,&1x)) | < 33,
iv) |G(X;,&)| < 50

donde 2
B; = (rsuerT E) |IK|[1, Bs= (rsuer—\/E) (ginf) “QIIK T

20 2 _ _
Bs = (rsuerE) KT ((gmf) 2Q+1) ¥ Bo=2||K]|oo(gnr) -

Proposicion 14. Sean u,v,k € N, si (i1, iy, j1, -, jv) EZ*" " es tal que iy < -+ < i, <
iy+k < ji <--- < Bajo las hipdtesis (H,), (H2), (H3), (Hy) y (Hs) tenemos , Yh € A’

k
3

Y(u,v) = |cov (Gu(Xiys €1 )s Gy (Xjr s €j10)) | < 0 (,v)(D1(R)“ T 2Dy (h)a

donde ¢ (u,v) =u+v+uv,

BeM, B
Dy(h) = Zh”, Dz(h):# y By = (4BsBs(C + rap))3.

(1

Proposicion 15. Desigualdad de Bernstein. Sea el proceso 7. = (Z;)icn, donde Z; =
G(Xi,&) —E[G(Xi,&)] ¥y Su = LI, Zi. Bajo las hipotesis (Hy), (H2), (H3), (Hs) y (Hs)
tenemos para h € 7 yNt >0

2
P(|S| > 1) < exp (—4) (3.12)
Ay + Bit3

1
1 ‘
donde o, =41 —l—Bg% es una cota superior de Var(S,), %, = B2, con

g 2Bs 188 12(B(,v\/B7)< 273B7a3 )
8 = .
Ay

" llogal " {_g% ©  1A|logd (1A |logal)

Siguiendo el esquema de un procedimiento que se plantea en el Lema 3 de Bertin and
Klutchnikoff (2017), se puede reescribir la desigualdad de Bernstein de otra forma, como se
establece en el siguiente Corolario.
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Corolario 1. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 15, si A(u) = (2%u)% + B,(2u)? para
cada u > 0y se toma el cambio de variable t = A(u) en la desigualdad de Bernstein (3.12),

entonces tal desigualdad se puede reescribir de la siguiente forma

B(|Sul = 2.(u) < exp (~3)

para cada u > 0.

3.5.3. Demostraciones de resultados técnicos.
Demostracion Lema 1.

1) Tenemos

E|(Ki(r—X)eg '(X))'] = E[Ki(—X)els (X))

ii) Tenemos

Ehnu—&mxg4amﬂ :E{—ﬁ( h)ﬂamzaﬂ

— %/RK2 (x%t) r(0)g  (t)dr

2 —1
su in B
(r p) (gint) /KZ(u)hdu:—z-
R h

IN

iii) Tenemos

B[Ry~ XK= X)) = [ [ 1Ko = 1)K ()l 0, 9)drds
%//'K(%)K(XZS)‘QCIMS

%//m@mmm#mmzamﬁ

IN

IA
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iv) Tenemos

EUK;,(X—X,')I’(Xi)g_I(Xi)” < rsupE “Kh(x_XiNg_l(Xiﬂ
= rsup/|Kh(x_t>|dt

1 x—t
= [ K (5 e =l

Demostracion Lema 2.

8
Como h € # se tiene que 12 < p < W

== < Togmy?» POT lo cual log" <h< Togn?” este

1g (g

1

1
conjunto de desigualdades se usan para acotar la expresion %a h|logal(logn) 2

1
1
%a{hu«:gaaogn)z} < { |logal(logn) 2 }

ogn
{ logn — T }
[logal(logn) 2

ogn
n

IN

3
(logn) 2
= a logdl

logn

1 (logn)2
— _aIOga na [logal

logn

5}

3
1 (logn) 2 +logn
= —q lloga] "loga

logn

3
(logm?2 )y 1 }
_ a""g”'{ (ogn)3 (3.13)
logn

L <o

Si n > 4 entonces —% < —
(logn)2

Al tomar en la desigualdad (3.13) n > 4 se tiene,

3
L (logn) 2
10 [loga]

1
- T logn 9
1 {hllogﬂ(log") } < _a [loga {1 70}
h logn logn
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Como a €]0,1[y e~ < 1 vx > 0 entonces,

3
<

3

1 (logn) 10 Tlogd]
- 3
(logn)2

10
(eloga> [logal <e

[SS[o4]

1 (logn)
a 10 [logd] S

De las dos desigualdades anteriores se concluye que,

N
lCl{hloga(logn)% } S 10
" (logn)

5
2
paran > 4.

Demostracion de la Proposicion 13.

Tenemos
COV(GM(XiI:u’gilzu)7GV(Xj1:v78j1:v)) =E [COV(GM(XiI:u’gilzu)’GV(le:W8jl:v>|8i1:u8j1:v):|
(3.14)

Como en cov(G,(Xi,.,,€i1..), Gv( X1, €)1 )€ E)ry ) 108 € €y, estdn dados (observa-
dos), entonces las funciones involucradas G,(-,€;,,) ¥y Gv(-,€j,,) tienen como variable

independiente la primera variable, por lo cudl, usando la ecuacién (3.1),

H|Gu (-, €1, )l l|GV (- €)1, ) oo 0 (X)

’cov(Gl/‘(Xil:u’Sil:u)7GV(le:v78j]:v>’8il:u8jl:v)’
4 Gullo |Gy [0 0 (X)

A

Por la hipétesis (H3), la desigualdad anterior y la ecuacion (3.14), se tiene que

k
’cov(Gu(Xil:u’8il:u)’GV(lezv78j1:v>)| S 4||Gu||°°HGV”°°a .
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Demostracion del Lema 3.

1) Tenemos

|

< %E{|r(X,~)Kh(x—X,) X)|}+ E{IelKh —X)g~ (X))}

1 1 20 B3
< - -2 _ _5
< nrsup|\K\|1+nm/R|Kh(x £)|dt

%<r<xi>+ei>z<h<x—x> JeaI T

E(G(X,e))| < E{

IN

VR {1r(X) + i~ |}

por la desigualdad iv) del Lema 1.

i) Se denota A(X;) = 1K,(x — X;)g ' (X;) por lo cudl,

|E[G(Xi, &) G (Xitk, &)

IN

]
E[|r(Xi) + &l|AX)|[r(Xisk) + Eipi |A (Kiri) ]
B [|r(Xi) r (Xi i) A () A (Xiie) ] + E{|r (Xi) €A (Xi)A (Xii) ]
E[|&ir (Xit ) AX)AXi 1) [] +E [|€i€i kA (XA (Xi 1) |
(’”sup)zE“A( Xi)A (Xi+k)|]+”sup]EH€i+k|]E[|A(Xi)A(Xi+k)|]
rsupE[| &][]E [|A(X)A(Xi ) |] + Ef & JE[ & 4 [E[IA(X:)A (Xi0) ]

2
{(Fsup) +2rsup\/—7r (ji) }]E[|A(Xi>A<Xi+k>|]

2
( 2_6> (gl/nf)Z%E[’Kh(X—Xi)Kh(X_XiJrk)H

E [|YAX) 1y <m,) YirrAXiri) 1y, <)

IA A

IN +

_|_

IN

rsup‘f‘\/ﬁ

2
20 _ 1
(rsup+\/T—7r) (ginf) ZQHK”%z

IN

iii) Ahora usando (i) y (ii), se tiene

|Cov (G(Xi, &), G(Xitk, €itk))|

< |E[G(XiuSi)G(Xz+k781+k)]|+|E[G(thl)]||E[ ( l+k78l+k)]|

Bs B3 B B
n n n n
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iv) La desigualdad (iv) es inmediata usando hipétesis (H}) y (Hs).

Demostracion de la Proposicion 14.

Para probar esta Proposicion, se determinan dos cotas diferentes del término

Yh(bt? V) = }COV (Gu(Xilzu ) 8i1:u)’ GV(lezv7 gjlzv)) ‘
la primera cota se obtiene por cdlculo directo mientras que la segunda cota se obtiene gracias

a la estructura de dependencia de las observaciones. A lo largo de la prueba se denota [ = u+v.

Cota Directa. La prueba de esta cota esta compuesta por dos pasos. Primero se asume
que [ =2, después se considera el caso [ > 3.

Paral =2setieneque u =v =1,1i1.1 =11y j1.1 = j1, por lo cudl, usando la desigualdad

(iii) del Lema 3, se tiene

B
1(1.1) = leov(G(X;, &), G(Xj, &) < 3. (3.15)

Ahora se asume que [ > 3, sin perdida de generalidad se puede tomar u > 2y v > 1. Se
tiene
'}/h(u,V) = ‘COV (Gu(XiI:u’ 8i1:L¢)7GV<Xj1:v’ 8j1:v)) | S Fl + Fz (316)

donde

" Fl = |]E [HZZI {G<Xik7 eik) - ]E(G<Xik’ eik))} HI\’I)’L:1 {G(X]m’ glm) - E(G(X]m7 8]m))}i| }

n Ih = |E [Hl'::l G(Xik7£ik> - E(G(Xikﬂ gik))] E [ m=1 G<ij78jm> - E(G(ij, 8jm))i| ‘
Usando que |G(X;, &) — E(G(X;, &))| < 36%’ (ver (iv) Lema 3) y la desigualdad (3.15), se

tiene,
M u+v—2
r < (B%) E{G(X,, &)~ E(G(Xi,, & )]G (Xips€5,) — E(G(Xi )]} |
-2
M,\'"2Bs
< (B2t} =
- (6nh) n?
Andlogamente

-2
M, Bs
I < | Bg— —
2_( 6nh) n?

Por la desigualdad (3.16) y las cotas obtenidas de I' y I'2, se tiene VI > 2 que
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-2
M, Bs
<2|(Bg— —. 3.17
W(u,v) < ( 6 nh) 2 (3.17)

Cota Estructural. Se dard otra cota para ,(u,v) usando la estructura de dependencia.

Como |G(X;,,€;,) —E(G(X;,,€,))| < B6%';, para cada k = 1,--- ,u, entonces

M u
G, = TT1606, 20 ~B(O0 )] < (B )

< (BeMn)", andlogamente ||G, ||« < (BsXz)". Por esto dltimo y por
la Proposicién 13, se tiene que

)
) < 4(86%) o

nh
-2 2
M, ) M .
= | Bg— 4B 1
( 6nh> 6 2h2 (3 8)

Como M, = clogn+rgpy h < oe )2 entonces M?> < (o + rsup)z(logn)2 <(o+ rsup)z%l.

Por esto dltimo y por la demgualdad (3.18) se tiene la cota estructural,

(3.19)

M, \'"? AB(0 + raup)? 4
nh

M, v) < (36— Py

Combinacion de las dos cotas: Ahora se combinan (3.17) y (3.19), de la siguiente forma

1

Wwy) = (1)’ ()’

2 1
Mn\'""Bs\’ M\ 4B2(0 +rsup)? 4 \°
< [2|Bs—- — Bg—- —_——
- ( ( 6nh> n2> (( 6nh> n’h3 .
1

M\ 2 2 2

(N
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Demostracion de la Proposicion 15.

Vamos a usar el teorema 1 en Doukhan and Neumann (2007). Este teorema indica que
si existen constantes D1,D,,L;,L, < oy una sucesion no creciente de coeficientes reales
(pr)ken tales que para cada u,v € N,iyy, = (i1,iz, - ,iy) EN*y jioo = (J1, /2, s Jv) € NV
coni] <ip <--- <, <iy+k<j; < jp<--- <y, se satisfacen las siguiente desigualdades

u v
cov (HZA_, szs> < D2D”1‘+V_2q)(u,v)pk (3.20)
s=1 s=1
Y (s+1)'ps <LiL5r!, VreN, (3.21)
s=0
y
E|Z;|" <D}, VreN, (3.22)

entonces se tiene que, para todo r > 0

2
P(S, >1) <exp -2
(%ﬂ%wi

donde .27, es una cota superior de la varianza de S, y

2°nDsL
B =2(v/DyV D)Ly (%v 1) . (3.23)

A continuacién vamos a verificar que se cumplen las tres desigualdades (3.20), (3.21)
y (3.22). Vamos a mostrar que Var(S,) < <, y %; < %,. Esto implica el resultado de la
proposicion.

Primero, usando Proposicion 14, se comprueba que la desigualdad (3.20) esta satisfe-

cha con, D; = Dy (h), Dy = Dy(h) y la sucesion no creciente (py)ren con pg = as parak € N.

Ahora vamos a demostrar que la desigualdad (3.21) se cumple. Sea r € N. Tenemos

(o) (o)

S hind S+l S
Y 1p=Yo+1)al =Y [ (s+1)atx
s=0 s=0 s=0v"%

s+1 x b X
< Z{,/s (x+ l)ra3a_~%dx:a_%/0 (x+1)"a3dx, (3.24)

S=
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. s X 1
donde usamos que si s < x < s+ 1, entonces a3 <a3za 3y (s+1) < (x+1)".

Al aplicar integracion por partes r-veces, se tiene que.

/ (x4 1) a3dx
0

=3 (3 e (S 3 Y (3
~ loga loga loga "\ loga

Por estd tltima desigualdad y la desigualdad (3.24) se tiene que,

oo o r+1 1 Jj
s+1)ps < a —337+1 ( >
LO+DP L\ Tiogal
r—H j
= a_%3r+lr! ! 2—
= |logal/ 2/
e
< 33}’ ‘ZI‘
= ' Z « |logal/ 27
1 r+1 1

S a 36r+1

(1A |logal) ! Z ‘2

6 r+1
< a3 | ——— ri2=LiLyr!
1 A |logal

W=

donde L| =
(3.21).

6 o . .
W y Ly, = TATloga]” verificindose asf la cota planteada en la desigualdad

Desigualdad (3.22) es una consecuencia de (iv) del Lema 3.

Ahora se determina la cota <7, de la varianza S, Usando que E[S,] = 0 tenemos

Var[s <Zz> ZE22 +2Z Z E[Z:Zj] < nJy +2J,

i=1 j=i+1

donde J; =E[Z?] y Jo = ?;11 ):f;i |E[ZiZ;,]|. Tenemos usando (i) and (ii) del Lema 1 que
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Jl S E [(G(Xl,sl))z}
1 _
< SE [(r(1) + &) K; (x— X1)g 2 (X)))]
1 _ 1 _
< SE[(r(0)PKR — X)g (6] + B (e KR (- Xi)g 2(x1)]
1B, 1B A
< LT 3.25
~ nth +n2 h n%h ( )
Sea (u,) una secuencia tal que 1 < u, < n— 1. Tenemos
n—1 [ u n—i
J = Z Z |Cov(Zi, Zisr)| + Z |Cov(Z;i, Zir)| (3.26)
i=1 \r=1 r=u,+1
Usando la desigualdad (iii) del Lema 3, se obtiene que
in Bs un
Z |Cov(Zi,Zi1))| = Z |Cov (G(X;,&),G(Xi1r,Eirr)) Z 5 =B53 (3.27)
r=1 r=1 r=1
Usando la Proposicion 14 se tiene que,
0 3 By .
|Cov(Z;, Zir)| < ¢(1,1)D](h)Da(h) oy = 3%‘13'
Por lo anterior se tiene,
n—i = . 3B a3 )i+l
Z |Cov(Z;, Zivr)| < Z as = TZI% (3.28)
r=u,+1 r=uy n 1 —as3
Por las desigualdades (3.26), (3.27) y (3.28), se tiene,
1
1 3B 3 \unt1
5< X Bouy 2B (@) (3.29)
n 1—a3 h
En la demostracion de la Proposicién 10, se toma la variable u, como u, = {%]
h|logal(logn)2

y se usan los hechos de que [x] <x < [x]+1y0 < a < 1, para seguir acotando la desigualdad

anterior,
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70

—_

1
){hloga|<logn>5 }

1 3B; ((ﬁ
J < —|Bs T+ 1
n h|logal|(logn)2 1—a3 h
1 B 3B {"}
_ S+ 27T (a5) Untogaliogn 2 (3.30)
1—a3

nh | [logal(logn)>

L, ademds, por el hecho de que e < )_1{ paracadax € R

Como h € F entonces h < (ogn)?>
y que a €]0, 1], siguiendo un procedimiento andlogo al realizado en el Lema 2. se llega a que,

I S
){hlogaluogn)z} < >
(logn)

—

[N][%)

(a3

para cadan > 2.

Por el resultado anterior y la desigualdad (3.30), se tiene,

1 Bs 3B7 3
S = — Tt 1 3
nh \ |logal(logn)?  1—a3 (logn)?

( Bs 9B; )(mgn)%
+ i
|logal  1_g43 nh

(3.31)

Abhora por las desigualdades (3.25), (3.29) y (3.31), se tiene la siguiente cota sobre la

varianza de S,,,

1
A Bs 9B (logn)_f
VarlS,] < nak — o 3.32
s <+ (w1 ) = % 432

1
logn)™ 2

donde <7, = ﬁ—}l +Bg( 7

Finalmente, como .27, > % y por la expresion de &, dada en (3.23), se tiene que

25nDsL
B <2(vDyV D)Ly <% vV 1) :

nh
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Usando que para n grande, M,, > 1, tenemos

M,
VDyV D < (\/B; \/B6)—Z
n
lo que permite obtener que
By < By.

Demostracion del Corolario 1.

Como A (u) = (2;2%,114)% + %,(2u)? entonces,
2
A2(u) = | (2ctyu)? + Bu(2u)?|” > 2us, (3.33)
de forma andloga

1
A3 (u) > 2uB;,

Al multiplicar la desigualdad anterior por A3 (u) se tiene que,

Ahora, al sumar la desigualdad (3.33) con la desigualdad anterior se tiene que,
1
A2(u) > u {ﬂfn + z%m?(u)}

Por la desigualdad anterior y al tomar el cambio de variable = A (u) se obtiene que,

2 2
1 2w

1 5 1
Ayt Bits 2 e+ BN ()

[\ONIRN

Al considerar la desigualdad de Bernstein planteada en la Proposicion 15, la desigualdad

anterior y el cambio de variables t = A (u) se tiene que,

P([Sx| > A(u)) <exp (%)

para cada u > 0.
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3.5.4. Demostracion de la Proposicion 9: Sesgo del estimador g,

E{f(x)} = E{l Kn(x—X)Y, 1<Xi>}

™=

-k { % zn‘,Kh(x—X,')r(Xi)g*1 (Xi)} +E {% iKI1(x_Xi)8igl(Xi)}
=1 i=1

1

= E{Ky(r—X)r(0)g™ ()} +E {Ky(x—X)g ' (X)} E{e}
- /R Ki(x— 1)r()dt = Ky % r(x)

Asi se tiene que,

B[ ()] — r(x) = K # r(x) — r(x) = /R (ot — hut) — r(x)) K (u) dus

De la férmula de Taylor-Lagrange al orden [ aplicado a r(x) se tiene,

_hy)2 I RVES|
( ;’L'Lt) r//(x>_“_+( hu) r(lfl)

(—hu)lr(z)
(1)

r(x— hu) = r(x) — hur' (x) + i

() + (x = Cuhu)
donde ¢, € [0, 1].

Por lo anterior y como K es un nucleo de orden m con m > [ se tiene que,

VY
E[#(x)] — r(x) = /R ( Z V0 (e — Cou) K ()

Dado que K es un nicleo de orden [ al restar el termino nulo [ (7Zh)lr(l) (x)K(u)du ala

ecuacion anterior, se tiene que,

"

Blfy(0) - () = (1)

/R (r(l) (x — Gohu) — rV) (x)> u' K (u)du

Al tomar valor absoluto en ambos lados y usar la hipétesis r € (3, L) se tiene,
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) hP .
{7 (x)] = r(x)] < FL/R!ulﬁCf '|K (u)|du
< ﬁL/ ulP|K (u)|du, pues (F'<1
= e » P u

< hBA,.

3.5.5. Demostracion de la Proposicion 10: Varianza del estimador §j,.

Al sustituir ¥; por r(X;) + &, se obtiene,

E [(#4(x) — E[#4(x))?]
2
K (x—X))Y; ”(X,-)) }

i [Kn(x—Xi)r(Xi)g ™" (Xi) — E (Kn(x — X)r(X:)g " (X)) ]

S| =

% iKh(x—Xi)Kg_l(Xi) —E (

i=1 1

1

I

=
—N—
I

+ %Zn:Kh(xXi)eigl(Xi)}z
= I 1:112 + 13 (3.34)
donde,
o AR X)) = X [l X0 r(X0)g ™ (X) — E(Kn(x — X)r(X)g ™ (X0)]
I =E {15 [Kile— X)r(X)g™ () — E (Kn(x — X)r(X)g ™ ()]}

L=E {2%A(X17' e 7Xn)%zzr'l:1 Kh(x_Xi)eigil(Xi)}

L=E{iy" K,(x—X)eg™ (Xi)}2

Se procede a acotar Iy, I e I5.
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1 ! ?
L = 3 {Z (x—X;)€ig 1(X,)}
1 & 1 2
= ) E{K(x—X)ag (X))}
i=1
1 & _
+— Y E{Ki(x—X)eg™ (Xi)Kn(x—Xj)eig " (X)) }
i#]
1 ¢ 31
- 2 1h ;E{Khx Xi)g ™ (Xi)Kn(x—X;)g~ ' (X;) } E(gig;)
1= 7]
B,
= — 3.35
s (3.35)
por la primera desigualdad del Lema 1
L = ;E A(Xla 7Xn)ZKh(x Xl)glg (Xz)
i=1
2 1 —1
= E;E{A(le”‘7Xn)Kh(x_Xi)g (Xi)}E{&} =0 (3.36)
1 < ?
I ;E{Z [Kn(x—X)r(X:)g " (X;) —E(K,,(x—x,)r(x,)g1(X,))}}
i=1
< L+1s (3.37)
donde,
s = #Z?:l Var [Kh(x—X,-)r(Xi)g_] (Xi)}
n Is= 5 Y7, |Cov [Kn(x—Xi)r(Xi)g ™ (%), Kn(x — X;)r(X;)g~ ' (X))] |
Se procede a acotar I e Is. Por la segunda desigualdad del Lema 1
1 & _ 2] B
IL< ;ZE [(Kh(x—Xi)r(X,-)g (X)) } n; (3.38)

i=1
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2 n—1n—i o
s = — |Cov(Xi, Xi )|
st k=1
2 n—1 Uy o _
= 72(2 Cov(X;, Xix)| + Z |Cov(X;, X, )]) (3.39)
=1 \k=1 k=u,+1

donde 1 <y, <n-—1 yXi = Kh(x—Xi)r(Xi)g_l(Xi), Vi.

Tenemos por la tercera y cuarta desigualdad del Lema 1.

Up

Y [Cov(Xi, Xi )]
=1
< ZUE )|+ EX]E[X ]|

< Z{E K (= Xi)r(X;)g ™ (Xo) Kn(x = Xi) r(Xira)g ™ (X
=1

+ (EI%))*}
« 2
< X { o) B XK = Xisa) [+ (| K11)°
.
= Z rsup glnf QHKH%‘F(rsup)ZHKH%} :A3un7 (3.40)
Para acotar el término Y i1 |Cov(X;, X )| de la igualdad (3.39) se usa que los X;

satisfacen (H3).

Como

Xl = |Kn(x—X)r(Xi)g " (X)]

1|1 x—X;
< rsup(gl'nf) IIITLK( A l)’

7'sup(gl'nf)_1 HKH“’
- h

Por la desigualdad anterior, la ecuacién 3.1 y la hipétesis (H3),

o o (roup)” (r) (K12
lcov(Xi, Xivi)| < 4dF~—E 1;112
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Por esta tltima desigualdad se tiene que,

- 5 o Ara)V2 (o N 2KIZ =2

Y, 1Cov(Xi Xivi)| < (rup) <g;;f) LY Y 4
k=u,+1 sy
4(roup)?(ging) 2|IK]|2 atrt!

h? l1—a
uy+1

h2
Por la ecuacion (3.39) y las desigualdades (3.40) y (3.41) se tiene,

a

= Ay (3.41)

2 n—1 aun+1
2 Z (A3u”+A4 h2 )
i=1

aun—H
(2A3un+2A4 2 )

Is <

<

S|= 3

La variable u, en las sumatorias de la ecuacion (3.39) se toma como u,, = [%]
h|loga|(logn)2
y se usan los hechos de que [x] <x < [x]+ 1y 0 < a < 1, para seguir acotando la desigualdad

anterior,

1

q h1ogal(logn) 2

hz

1
I; < —|2A

3 1 +2A4
n h|logal(logn)2

I
= i 2A3;1 _|_2A4lah\loga|(logn)%
nh |logal(logn)2 h

Por el Lema 2 y la desigualdad anterior se tiene que, para cada n > 4,

1 { 245 1 10
15 S R 1 + 2A4 3
nh \ [logal (1ogn)2 (logn)2

1
245 5oy, ) logm) 2 (3.42)
|logal nh

Por las igualdades (3.37), (3.38) y (3.42), para todo n > 4,

1

B 24 logn)~3
n<B (P g0a,) loe) 2 (3.43)
nh |logal nh
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Finalmente, por la ecuacion (3.34) y las desigualdades (3.35), (3.36) y (3.43) se tiene
que, para cadan > 4,

(logn)—>

E [(Fn(x) —E[f(x))*] = + 13 < % A

3.5.6. Demostracion de la Proposicion 11.

Sea h € 7. Tenemos

|r(x) = 7 (0] < [r(x) = Fu ()] + [P (x) — 7, (%)

Ph(0) = 7 ().
Al sumar y restar V (k) y V (h), tenemos

r(x) — 7 (x)| + A(h,x) +V (h) +A(h,x) +V (k)
|r(x) — 7p(x)| +2(A(h,x) + V (h)). (3.44)

N
—~
=
~—
|
=
—~~
=
=
IAINA

Por otro lado,

P (X) = P ()| < [P (%) = E(F (%) + [P (x) — E(F (%))
+  [E(#pp(x) —E(fw (x))]

y si restamos V (') en ambos miembros y tomamos parte positiva tenemos,

{Pnae (x) = P ()| =V (') }
< P () = E(Pge ()] + [P (x) = E (P ()] =V (R) }
+  [E(fp(x) —E(fy (x))] (3.45)

Recuerde que la esperanza del estimador es E(7(x)) = (Kj, * r)(x), por lo cual el segundo
término del lado derecho de la desigualdad anterior, se expresa como

B () — B ()| = (K *7)(x) = (K (K +7)) ()
— (K * (r— (Ky ) ()]
< [ 1K= ) (K 1) = r(a)
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implica

Como el soporte de K es [—1, 1], se tiene que ** € [—1, 1], de donde u € B(x), lo que
1 X—u
—K o |(Kp *r(u) —r(u))|du

/B(x) W
urélg(x)KKh*r —rlu |Ah’ (h’)

1Kl rggé)\(Kh*r(
C(h)[IK][1.

Usando que V (/') = Vi (I') + Vo(I') y la desigualdad anterior se tiene que,

=
—~
=
<
—~~
N~—
~—
&=
—~
S)
~—
)
~—
=
IN

du

IN

IN

IN

{Pnae (x) = P ()| =V (') }
< {Pnw () =Efge (0)] = Va (W)}, 4 { 17w (x) =B (x)| = Vi(H) } .
+ C(h)|IK]|:. (3.46)

Por la definicién de A(h,x) y al tomar en la desigualdad (3.46) méximo sobre &’ en J7,

se tiene que,
A(h,x) <Ty+ T, +C(h)||K|:. (3.47)

Al tomar la norma ]E[-z]% determinada por la esperanza en las ecuaciones (3.44) y (3.47) se

obtiene

B|—

< (B0W-mm?) +2( Eam0?) +vo)

1

(E(r(x) = 7u(x))?) " +2 (c<h>||1<||1 FV) -+ (BID) + <E<T£>>5) -

IN

3.5.7. Demostracion de la Proposicion 12, (i).
Vamos a demostrar que para n suficientemente grande

logn

E(T?) < As "
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1

1 EY
donde As = Bo + 2Byo, con Bo = (gint) 2| K |12 { (8((ruup)* +30%)}? (L) |y Bjo =

V2m
1_2? 7 (A1 +GCs) + 51'18332 (0 + reup)?. Para estudiar E(T}?) se usa el siguiente hecho,

E(T?) < mixE|{|f(v) ~EG()| -Vi()} ]

< ¥ E[{lw) —E) -} (3.48)

neH

En este caso no se tiene garantia de que el término dentro de la sumatoria en el lado dere-
cho de la desigualdad (3.48) sea acotado, lo que impide que se pueda aplicar la desigualdad
de Bernstein para acotarlo. Para solucionar este inconveniente se define el estimador auxiliar

de truncamiento de la siguiente manera.
. 1 ¢ 1
Pax) = Y YK (x — Xi) g™ (Xi) gy, <,y
k=1
para h € 7 con M,, > 0, Vn € N.

P N N N2 .
Se descompone en dos partes el término { |7, (x) — E(7y (x))| — Vi (k') } usando el esti-
mador auxiliar de truncamiento y su esperanza, como se muestra a continuacion.

() —E(fp (x)) = iy (x) = E(Fp (x)) + {F (x) = Frr (x) = E (Fer (x) — (%)) }

asi se tiene que,

[P (o) = B ()| < (7 () = B(Fp O0))| = [P (20) = P (o) = (e (%) = T (x)) |

por lo cual,

{17w () = E(fw (x)| =Vi(W)}2 < 2{]fw(x) = E(Fy (x)| - Vi(h)}3
+ 2 {Pu(x) = P () = E (P (x) = e (%))}

al aplicar esperanza queda,

E ({1 (x) = E(Pw (0)| = Vi(h)}3) <241(1) +242(H)
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donde
Ay(H) =B ({|7 (x) —=E(Fy (x)| = Vi ()}3) ,

8o () = E ({iw (x) = e (¥) — E (Fir(x) — 7 ()}

Al sustituir el resultado anterior en la desigualdad (3.48) se tiene que,

neH neHt

E(T3) < 2( Y A+ ), Az(h’)> (3.49)

Se procede a acotar la sumatoria Y 4 Ax(h'), para tal fin se analiza el término 7, (x) —

(%),

. . 1 & _ 1 & _
rh/(x)—rh/(x) = ; ZYkKh’(-X—Xk)g I(Xk)—; ZYkKh/(.X—Xk)g I(Xk)l{‘YHSMn}
k=1 k=1
12
= — 2Tk

donde 1y = YKy (x — Xi)g ™ (Xi) L1y, > m,}-

Entonces, tenemos

E(ni) = (h})zE{YzKZ(x;,x)g_z(x)lﬂypm}}

211 1112 . 1
= %#E{(YZ)Z}ZE{1%Y>M"}}
< (glnf> 2” ||ooE{Y4} P{{|Y| > M, }}2
> (h,

con
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E{y*} <8E{r*(X)+e&*} <8 ((rup)* +E{e*}) <8 ((rup)* +30%)

y
PAYI>M}) = P({[r(X)+e| > Ma})
< ]P)({rsup‘l“g‘ > M, })
< P({le| > My —rop})
< (5> "))
c c
- ¢ (logn)
- logn
1 ,ﬁ
donde ¢ (x) = 72¢
Estos implica que
B e_(loin)z
M(H) < 2
(n')? (logn)%
y por lo tanto,
e_(login)2 1
Y, Mo(i) <By—— ), o
Wen (logn)? ez ()

. 8
Como la familia de anchos de ventanas es 7% = {&~ "} | M [Amin, Amax] cOn Amin = (logn n)”

hmax = (1ogn)2 yM= [log <(1ogn) )],entonces tenemos

1 Mo M 2M 2
<Y< / Pax< <
h’;% (1')? ,-_Z() 0 2 2
Usando . 2 |
_M _M ,logn 03”72 _
e 4 nz _ e 4 6210gn _ e ( 4 ) < e lOgI’l <l
logn)? logn)? loen)z  (loen): 1
obtenemos finalmente que
B
Y MmH) <2 (3.50)
Wewt 2n

Ahora se procede a acotar la sumatoria Y, A1 (h') de la desigualdad (3.49), donde el
término general de la sumatoria A (i') = E ({|Fy (x) — E(Fy (x))| — Vi (k') }3.) esta en térmi-
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nos del estimador auxiliar de truncamiento, lo que garantiza que tal término es acotado.

Se analiza el término A (h’ ), como se muestra a continuacion.

M) = E({Ifw(x) ~ B ()] -Vi(1)}})
+oo0

-/ P ({17 (x) — B ()] = Vi (1)}, > 1) d
dt

oo 1
:/0 P<{|?h/(x)—]E(fh/(x))]—Vl(h’)}+>ti

~+oo
- / IP’<|?h/(x) _E(y(x)| > Vl(h')+t1/2) dt 3.51)
0
pues parat >0, P ({T}, >1) =P(T >1) yaque P(T >t AT <0)=0.

Del integrando P (\fh/ (x) —E(Fp(x))] > Vi(H) +t1/2> de la ecuacién (3.51), se observa
que,

(&&m—manwn=é%=&

-

I
—_

i (x) —E(Fp (x)) =

1

donde los Z; y §,, estan definidos en la Proposicién 15. Entonces se satisface la desigualdad
1

(3.12) donde 7, = ;:‘—é, —}—Bg%, es una cota superior de Var(S,) y %, = B%.

En este punto se detiene el andlisis de Aj(4'), para mostrar que al tomar s(u) = \/2.27,u+
1

4%,(2u)’ para cada u € R, con o7, = % + Bg (10%27 y By = B%, se cumple que

s(y|logh'|) < Vi (K') para n suficientemente grande.
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1
A (1 2
s(flogh'|) = 2<n—,;, Loer) ) yllogh| +4B " (2y/logh'|)
A (1 M,
< 2 (-hl Og” ) Ylogn-+4(2y)*B(logn)*
logn / (logn) logn
< 2’}/A1 g + 2'}’38 g +4 (27) 3B logn) (G+r5uP> i/
logn Io
— oy JoyA 2 <1+ = 8 (logn)~ )—}—4(2'}/)3B(G+rsup)( gh’f)
1
(3.52)
Como (log") < K entonces ( ) <1, de donde 1°¢ n)t < 1. De esto dltimo se deduce

\/7

la siguiente demgualdad,

(logn)* _ (logn)* 4(27)*B(0 + reup) _ 4(27)*B(0 + rop)
nh' vnh' v nh' - nh'

Por esta tltima desigualdad y la desigualdad (3.52), se tiene,

logn 4(27)°B(0 + reup)
logh'|) < y/2yA 1 P
s(rtogh) < \/27a 57 (14 /B ogn) 1) 4 AT
logn Bg 1 42 y)3B(6+rsup) 1
=1/ (1+”A (logn)~ 4 + A, (logn)~2 | (3.53)

Como Op = (logn) 5, es claro que (logn)_% < (logn)_% < 8, para n > 3, por lo cual

4(2y)3B(G+rsup)

log" 2\, 0y log" ® \ 0. Por otra parte, para cualquier par de constantes & y § en R™ se

cumple que,
1 1

(logn)72 1 (logn)~% 1
0<a——< = 0<p—0—< =
Ses Sy Y 0sh s

para todo n suficientemente grande. Por lo cudl,

0

0< a(logn)_% < En y 0< ﬁ(logn)_% < %
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Ahora, por este ultimo resultado y por la desigualdad (3.53) se tiene, para n suficiente-

mente grande,

I s
s(Vlogh'l) < y/2yA; o7 <1+5_+5_>

nh' 2 2
logn
= 27A T (14 6p)
= Vi(h). (3.54)

Se toman las funciones A (1) = /2.%%,u + %,(2u)?, del Corolario 1, y s(u) = /2.2u +
4%, (2u)? para cada u € RT. Al realizar en la ecuacién (3.51) el cambio de variable 11 = s(u),
de donde ¢ = s%(u) y dt = 2s(u)s' (u)du, se tiene que,

+oo
A(H) = /0 P (|Su| > Vi(H') + s(u)) 25(u)s' (u)du

Por la ecuacidn anterior y la desigualdad (3.54), se tiene que,

oo

A(H) < /O P (|Sn| > s(y|logh'[) + s(u)) 2s(u)s' (u)du (3.55)

Como la funcién raiz cuadrada es subaditiva y (p +¢q)> < 4(p® +¢%), se tiene que,

s(p)+s(q) = V29p+4B,(2p)° +\/ 29,q+4%B,(29)°
> \2(p+q9)+Bu(2(p+q))°
Alp+q)

Por la desigualdad (3.55), este altimo resultado y el Corolario 1, se tiene,
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Joo
A(H) < /O P (Su] > A (7] logh| + ) 25(u)s' (u)du

+eo log
< / exp (—W) 2s(u)s’ (u)du
0
— exp (Y02 /*” u /
— exp ( : [ e ( 2) 2s(u)s’ (u)du (3.56)
» Como s(u) = /2.9\/u-+4B,2°u’ y s' (u) = \/Z%ﬁ +498,233u? entonces s’ (u)u <

3s(u), por lo cudl 25" (u)s(u) < 651,

u

= Como s*(u) = [\/29u+4%,(2u)’| ) [2.a%,u+42%2(2u)°] entonces SZ(T”) <2%d,+
211 B2,

Por estos dos ultimos resultados y la desigualdad (3.56), se tiene,

Ar(H)

IN

logh|\ [+
Xp _ Mlogh'] / 6(22%+211%ﬁu5)exp<—z)du
2 0 2

= 3elllogh’} { / 23 e S du+ / 212%§u5e3du}
0 0

Y
log(h'2 b o
- 3e{°g( )} {23% lim [—2ez]0+213%3/ (2w)5erw}
0

b—yoo
= 3(h’)3{24%+218%’,%/ w5erw}
0

Y
2

= 3{2a,+512"852} ()

Al sumar en la desigualdad anterior sobre cada i’ € 7, sustituir las expresiones de .27, y

%y, dadas en la Proposicion 15 y usar que M, < (0 +rgyp)logny ﬁ < @ se tiene,
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Y, A)
Went
_1 2
A 1 M,
< 3{24 Ly g U0EN) 2 5yt [B—'j] }(;{)3
Wew h nh nh

-
243 ﬂ+38(1og”) 2 (h/)g—1+5!2183Bz(5+rsup)2 (log”)z(h/)g}

h,;%p { K n nh' nh'

< )

I
()2 ' +5128382 (6 + rsup)z—of”(h’)%—l }
nWext

— {243 } y (h)3!
WeH

Ahora como = {e W N [hmin, hmax] Y ¥—2 > 0 ya que ¥ > 2, se reescribe la
sumatoria del lado derecho de la desigualdad anterior de la siguiente forma.

Ar  , (logn)~2

A | g, ,logn
n

+512183B%(6 + royp)

Y, A()

nWest

- -
A (logn)~2 logn =2

4 1 g 1822 2108
< {2 3 — By — +512"°3B°(6 + reup) - Y (W)=

- 1:
A | —2 1 i N
< {243 _1+38% +5!2183B2(G+rsup)2 Ol/gll’l}Z (g_yT2>

| | i=0
243 |4 logn)~2| 512183B2 logn
< (2B (A g lloen) B SR OB e
l—e 2 | 1 h 1l—e 72 n
1
< B—2" (3.57)
n

donde Byg = 23 (A1+38)+M(6+”SUP)2'
1

_rz _r2
2 2

— l1—e
Por las desigualdades (3.49), (3.50) y (3.57), se tiene,

] B ]
E(T{) <2 (BIO L —9) = A58 (3.58)

n 2n n o

3.5.8. Demostracion de la Proposicion 12, (ii).

Para estudiar E(77) se usa de manera similar a 7} que



3.5 Demostraciones 87

E(17) < ¥ B [{1fur(x) ~ E(Fur ()] - V(1)) (3.59)

hest
Igual que para la demostracion de la Proposicion 12 (i), se define el estimador auxiliar de

truncamiento de la siguiente manera.
rhh/ Z YkKhh’ X— Xk)gil(xk)1{|Yk|§Mn}
donde Ky (-) = Ky x Ky (+), para h,h' € 2.

De manera similar se tiene

E ({17 (x) = E(F (x))] = Va (') }3) < 281 (1) + 28 ()

donde
A (1) = E ({|7w (x) = E(Fu (x))| = Va (') }7)
y
Bo(h) = ({3 () = P () — B (P () — P ()}
Se tiene
R(T}) < 2( Y A+ Y Az(h’)>. (3.60)
Wesxt Wert

Se procede a acotar la sumatoria ¥, Ay (h'), reescribiendo
1 n
P (%) — P (x) = " Z

donde Tl = YK (x — Xi)& ™ (Xi) 1y >m,} -

Se observa que la dnica diferencia entre el termino 7j; y el termino 1), obtenido en la
Proposicion 12 es el Kernel usado, en este caso es Ky y en el caso anterior es Kjy, 1o cual no
influye de manera determinante en las demostraciones que siguen. S6lo hay que tomar en
consideracion que cada vez que aparezca || Ky || se debe tener en realidad || Kj, ||, ademads

de lo siguiente,
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|Kin(x—=X)| = |Ky*Kp(x—X)|
< [ Kwle =X~ 1)K (o) dr
R

Il [ 1K (o)t
Il

por lo cual se debe sustituir en los resultados obtenidos en la Proposicion 12 (i), ||K||« por

IK||||K||1- Por lo planteado previamente y la desigualdad (3.50) se tiene,

- Bo||K||?
Y A(H) < BolIKIly (3.61)
West 2n

Ahora se procede a acotar la sumatoria ¥c A (). Tenemos de manera similar a la

demostracion de la parte (i):
E ({1 (x) — B ()| = Va ()}
T 1/2
= |2 (1 ) = EGar ()| > Valt) 1)

oo
= /0 ]P’(|Sn\ >V2(h’)+t1/2> dr,
donde S~n = Z?:l Z,', Zi = G~(X,', 8l') —E[G(X,’, 8,')], G(Xi, 8,') = %YiKhh’ (X—X,')g_l (Xi)l{\Yi|SMn}'

De nuevo se observa que en las demostraciones que siguen no es determinante el hecho
de que en la definicién de G(-,-) este en términos del Kernel Kj,;y en lugar del Kernel K, .
Sélo hay que tomar en consideracién que cada vez que aparezca ||Kjy||2, [| Ky |1y ||Kp || s€

25

debe tener en realidad || Ky, Ky |1y || K || respectivamente, y usar que
= [ K lloo < [ K[l [ K]

K ll2 < {1 K21 Knl[ 1 = [ K ll2] [ K]

= [[Ke 1t < [[Ki L[| Knll1 = (| K]3-

Asi que cada vez que aparezca en los resultados de la Proposicién 12 (i), y la Proposi-
cion 15, K|z, |K]li y [[Kl se debe reemplazar por [|K |2 I 1. [ K11 [K]1 y IKI|<lIK]:
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respectivamente. Por lo mencionado previamente y la desigualdad (3.57), se tiene,

~ logn
Y A < BuolKIFER (3.62)
West n

Ahora por las desigualdades (3.61) y (3.62), se tiene,






Capitulo 4

Estimacion adaptativa en modelos de
regresion para datos débilmente
dependientes y variable explicativa con
densidad desconocida

Resumen

Este capitulo estd dedicado a la estimacion de la funcion de regresion, cuando la funcién
de regresion es acotada, los errores del modelo son variables aleatorias i.i.d de distribucién
normal y la variable explicativa es un proceso débilmente dependiente cuyo coeficiente de
correlacion tiene decaimiento exponencial, ademads la variable explicativa es idénticamente
distribuida con funcién de densidad g acotada y desconocida. La precision de la estimacion
se mide utilizando riesgos puntuales. La funcién de regresion se expresa como el cociente
entre una funcién m y la densidad g. Se propone realizar un procedimiento basado en
datos utilizando estimacién por Nucleo, para estimar la funcién m. El ancho de ventana se
selecciona usando el enfoque de Goldenshluger y Lepski, se demuestra que el estimador
resultante de la funcién m satisface una desigualdad tipo ordculo. Lo que permite establecer
que es adaptativo. Por Bertin and Klutchnikoff (2017) se tiene que el estimador GL de la
funcion de densidad g también satisface las propiedades antes mencionadas. Posteriormente
se utiliza un estimador del tipo Nadaraya-Watson, similar al planteado en Fermin et al.
(2017), con la diferencia de que este estimador depende de dos ventanas distintas una para el

ndmerador y otra para el denominador. Finalmente, se demuestra que el estimador propuesto
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para la funcidn de regresion satisface una desigualdad de tipo ordculo y es adaptativo. Algunas

simulaciones ilustran el desempefio del método propuesto.

4.1. Modelo

Observamos {(X1,Y1),...,(X,,Y,)} idénticamente distribuidas que satisfacen
Y,-:r(Xi)—i—Si, i=1,...,n

donde n > 2, los X; son idénticamente distribuidos con funcién de densidad g desconocida, los
& son independientes e idénticamente distribuidos de distribucién N(0, 62) con 62 > 0, los
X; son independientes de los &;, y la funcién r es la funcén de regresion r(x) = E(Y |X = x).

Nuestro objetivo es estimar la funcion r en el punto x € R usando la muestra observada
{(X1,11),...,(Xy,Y,)} en un enfoque de dependencia. Vamos a usar que la funcién r se

puede descomponer como
Jx

) = ElVX =)= [ ssOiay = [ P05 ay -

, 4.1)

donde f(-|-) es la funcién de densidad condicional de Y dado X, la cual satisface que
flx) = fx,y(x,y)g_1 (x), con fx y la densidad conjunta de los {(Xx,Yx)}{_, ¥

m(x) = /R yixy (x,y)dy. (4.2)

Dada (4.1), como estrategia de estimacion vamos a buscar estimadores de las funciones m y

g por separado y tomar como estimador de r el cociente de ambos estimadores.

Se mide la calidad de la estimacion de un estimador 7 usando el error cuadratico en un
punto x € R:
N Af N2
R(I’,I”,X) = E(I"(X) —I"(.X,'>) .

Por un lado, se asumen las siguientes hipétesis correspondientes a cotas sobre las densi-

dades de las variables X; en la vecindad de x:

B(x) = [x—2/(logn)?,x+2/(logn)?].
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(Hy) Ladensidad g de las X; satisface

ginf < g(u) < gaup,  Vu € B(x)
donde ginr y gsup SON constantes positivas.
(H2) V(i, ), la densidad conjunta g; ; de (X;,X;) satisface
18i,j(u,v)[ < O, Vu,v € B(x),
donde Q es una constante positiva.

Por otro lado, asumimos una estructura de dependencia débil sobre las variables X;.
Mas precisamente, para u y v enteros positivos, denotamos iy, = (iy,...,iy) € Z"y jip =
17Xi27 T 7Xiu) ijl:v =
(Xj,,Xjy,---,Xj,) avalores en R* y R respectivamente. Se define la funcion ¢ : Z* x Z" — Z

(j1,---,Jv) € Z", entonces se definen los vectores aleatorios X;,. = (X;

por q(i1.y, j1:v) = min(jy.,) — méax(iy,,) y Ay la clase de funciones G, : R* — R tales que
|Gulleo = supyepu |Gu(x)| < oo. Para un proceso aleatorio X = (X;);cz, se define el coeficiente
de correlacion a(X) = (04(X)),cn POT,

Gu(Xi, ), Gy(X;,.
OCk(X): sup sup sup sup |C0V( ”( ll:u) V( ]1.v>>|
UVEN (i 1o ) EZEX T i1 s 1) >k Gu€ Ay GyEA, ¥Y(u,v,Gy,Gy)

con ¥(u,v,G,,G,) = 4||Gy||«||Gy]|co-
Suponemos que el coeficiente or-mixing de las variables X; satisfacen la siguiente hip6te-
sis.

(H3) Existe a €]0, 1], tal que
o (X) <daf, VkeN.

En lo sigue vamos a denotar por .Z, el conjunto de los procesos X que satisfacen (Hj),
(H2) y (H3).

A continuacién, se dan dos ejemplos de procesos que satisfacen estas hipétesis.

Ejemplo 3. Consideramos 7 = {Z;},>1, un proceso autoregresivo de orden 1, definido
por Zy = 0Z, 1+ p&;, con & ~N(0,1), |¢| <1y p > 0. Por recurrencia Z; = ¢"Z;_,, +

pZ?:_Ol O'E_; y al tomar n — oo se tiene Z; = PYi o O'E,_; resulta un proceso gaussiano

2
centrado y estacionario con funcion de covarianza Yz(k) = cov(Z;,Z; k) = I’EW(P" para
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k > 0. Se puede demostrar que el proceso 7 es debilmente dependiente, por lo cual satisface
la Hipdtesis (Hz), ver Doukhan (1994).

Ejemplo 4. Al denotar ¢, 52(x) como la funcion de densidad N(L, c?)y D, 52(x) como
la funcién de distribucién acumulada N(u,6?). Para ¢ € RY, las funciones de densidad y

de distribucion acumulada normal truncada en [—c,c] de media cero y varianza uno, estdn

dadas por g(x) = %#(x)l[_qc] (x), con p =P 1(c) —Po,1(—c), para cada x € Ry
(0 si x<-—c
G(x) = % (®@o,1(x) =Po,1(—c)) si —c<x<c
1 Si x>c

\

respectivamente. Ademds, la funcion inversa de G es G~ (u) = ®; | (pu+ P 1(c)) para
cada u € 10,1].

1-¢2
o2 €S el
717¢2

Se puede demostrar que el proceso X = {X,},>1 definido porX, = [ G 'o® ) (%)

p

0
cumple que X € £, donde el proceso 7. = {Z; },> con cada Z; de distribucion CIDO

proceso del Ejemplo 1.

Finalmente, asumimos las siguiente hipdtesis sobre la funcién de regresion.

(H4) Existe una constante positiva rgyp tal que

|7'(I/t>| Srsup, VMEB(X)

Observa que dado que m(-) = r(-)g(-), las hipétesis (H) y (Hs) implican que Vu € B(x)

|m(u) | < Vsup8sup-

A continuacién, en la Seccién 4.2, Procedimiento estadistico; se observa que la funcion
de regresion se puede escribir como el cociente de una funcion m y la funcién de densidad
g, que en este caso es desconocida. Es decir la funcidn de regresion r = %, donde tanto las
funciones nimerador y denominador son desconocidas. Lo que motiva el hecho de que al
tomar un estimador por Nucleo 71, de m y otro estimador por Nucleo g+ de g, se tendré

un estimador por Nucleo 7, /,« de r. para evitar que se anule el denominador se toma el
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estimador g+ que por su definicion es distinto de cero, lo cual lo hace ser conveniente para
definir 7,/ = ?T’i para h € €y h* € 7%, pero como se vera mas adelante las propiedades
estadisticas del estimador de r al final dependerdn de las propiedades estadisticas de 7y, y
&n+. Finalmente para i, con h € €y gy~ con h* € ¢ se describe como seleccionar la
ventana siguiendo el procedimiento GL. La Seccion 4.3, Resultados; se encarga de estudiar
cada una de las propiedades estadisticas de los estimadores que forman parte de la defincién
del estimador de r y su relacion entre ellos, por eso esta dividido en tres subsecciones.
Subseccién 4.3.1, Resultados de los estimadores iy, y g;.; Aunque en esta subseccion se
muestren todos los resultados de sesgo, varianza, consistencia y velocidad de convergencia
del estimador 7, algunos dentro de la subseccion y otros en la Seccidn 4.5, se debe destacar
que todas las demostraciones son similares a las del Capitulo 3, ya que el estimador por
Nicleo de r, con g conocido, es muy similar al estimador 71;,. En el caso del sesgo varianza
consistencia y velocidad de convergencia del estimador g;, las propiedades solo se enuncian
ya que se demuestran siguiendo un procedimiento andlogo al de las propiedades del estimador
riy,. La Subseccion 4.3.2, Desigualdades de Ordculo y adaptatividad del estimador my; se
dedica a establecer que el estimador de m en la ventana seleccionada por el procedimiento
G-L satisface una desigualdad de tipo Orédculo y que finalmente el estimador es adaptativo.
Ambas demostraciones se hacen siguiendo los procedimientos del Capitulo 3, aunque en
la Seccion 4.5 se puede encontrar la que corresponde a la desigualdad de tipo Ordculo. La
Subseccion 4.3.3, Resultados del estimador 7, jj,+.; esta parte es la que establece la relacion
entre los distintos estimadores involucrados, especificamente que el error cuadratico medio
del estimador 7y, 5+ = g—; esta controlado por una combinacién lineal entre el error cuadrético
medio de i1y, y el error cuadréatico medio de gj+. para realizar esta demostracion se crean
varios lemas y proposiciones técnicos, ademds de usar la desigualdad de Bernstein para
datos dependientes. De este resultado se desprende de forma inmediata la consistencia y
la velocidad de convergencia del estimador de regresion. Finalmente, con esa misma des-
igualdad y con la ayuda de otro lema técnico se demuestra la adaptatividad del estimador
por Nicleo de la funcion de regresion, ver detalles en la Seccién 4.5. En la Seccién 4.4,
Estudio de Simulacion, se plantea el esquema de simulacion para generar datos del modelo
de regresion con funcién de regresion acotada, variable explicativa de densidad acotada, débil
dependiente de coeficiente a-mixing con decaimiento exponencial. Se plantea como obtener
el estimador no paramétrico adaptativo, con nicleo gaussiano, de la funcién de regresion
usando los datos simulados en el esquema planteado previamente. Posteriormente se muestra
como se calibra el método usando los mismos datos simulados, y finalmente se presenta
un estudio comparativo de resultados de estimaciones realizadas, usando errores globales

y locales empiricos para distintos tamafios de muestras simuladas y distintos valores de la
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desviacion estandar del error del modelo de regresion. La Seccidon 4.5, Demostraciones,
retine las demostraciones de los lemas, proposiciones, teoremas y corolarios de este capitulo.
Se debe destacar que en este capitulo al no ser acotada la variable respuesta del modelo,
se introduce la defincién de truncamiento del estimador de la funcién m(+), lo que permite
descomponer el estimador por nicleo de la funcién m(-) en dos términos uno truncado y
otro no acotado, el termino estocdstico no acotado del estimador se controla con la hipétesis
de decaimiento exponencial del coeficiente de dependencia débil y el termino estocéstico
truncado del estimador de la funcién m(-) es controlado con una adaptacién que se realizé de
la desigualdad de Bernstein para datos dependientes de Doukhan and Neumann (2007).

4.2. Procedimiento estadistico

Para la muestra { (X, Yy)}}_, se consideran los estimadores por niicleo de la funcién de

densidad g y de la densidad conjunta fx y dados para h > 0 por:

1 n
&n(x) =~ Y Ki(x—Xi) (4.3)

o 1&
;((I?)y(XJ) = ZKh (x—X) K, (y—Y;)
i=1

donde Kj,(-) = +K(7) y K : R — R, es una funcién de nicleo satisfaciendo [ K (u)du=1y

la siguiente hipétesis

(Hs) K tiene soporte [—1,1]y, ||K|[e < -oo.

Esta hipdtesis implica que ||K||} < +ooy ||K]|2 < +oo.
A(h)

Al reemplazar en la ecuacion (4.2), la densidad conjunta por fy ;(x,y) (y asumiendo

JuK (u)du = 0) se obtiene el estimador de m

iy (x) =

S| =

i Ky, (x—X;)Y,. (4.4)
i=1

Nuestra estrategia de estimacion consiste en tomar el cociente de los estimadores (4.3) y
(4.4). Con el fin de evitar que gj(x) se anule, definimos un estimador alternativo de g definido

por

(o) = mix {00 b @)

"logn
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Finalmente, consideramos el estimador de r

A

mp,
8h+

P = (4.6)

que depende de dos ventanas &, h* > 0. Observa que si & = h*, este estimador esta relacionado

con el estimador de Nadaraya-Watson (Nadaraya (1989)).

Para seleccionar las ventanas 4 y h* del estimador, vamos a usar el método de Goldenshluger-
Lepski (GL) y seleccionar por separado /& y h* para el estimador de m y el estimador de g.

Procedimiento de seleccion de ventana para estimar m: Consideramos la familia de
anchos de ventanas
H = {e l}i=0 N [hml’nahméx]

con hyy = M, Nmax = (logl—n)z yM= [log (W)] Se define para h,i' € J# un esti-

mador auxiliar sobre suavizado

n
I’f’lmh/ ()C) = Z Kh * Kh’ (X - Xi) Y; (47)
i=1

también se define para h € 77,
Ahyx) = max { i (x) — i (9] — V ()}« (48)
et

donde {y}+ = méx(0,y) denota la parte no negativa de y € R y V() esta dado por,

—_

V() = /27A (K] + 1)(1+8,) “"gh”?z 4.9)

nh)2

1
con y>2y Ay = ((reup)’ +0%)gsup K13 y 8, = (logn) 7.

El procedimiento consiste en seleccionar, basado en los datos, un ancho de ventana h de
la familia 77, dado por
= argminc - {A () +V (1)}

Mostramos que el estimador resultante, 72;,, satisface una desigualdad de ordculo que permite
demostrar que es adaptativo.
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Procedimiento de seleccion de ventana para estimar g: Aqui usaremos el método
propuesto en Bertin and Klutchnikoff (2017). De forma andloga se define una familia de
ventanas

A= {27 ke Ny O [h e, B ]

min> "*max

donde i . =n"lexp(y/logn—1)y ki, = exp(—/logn).

Se define para h € J*

A*(h,x) = h;g%* {18nviw (x) — 8 (x)| = V*(h,H)) } (4.10)

*

. 0,
V*(h) = \/2}/*|logh| (Jn(h) + —2) 4.11)
n
donde 8 = (logn)~2 y hV ' = méx{h, '}, para todo h, i € H*,
También, se considera

V(W) = V() +V* (hV i)

Kif(x—X;)

(ngE

1

1

El procedimiento consiste en seleccionar, basado en los datos, un ancho de ventana h* de
la familia 77", dado por
h* = argming_ . {A* (h,x) +V*(h)}

El estimador resultante, g;., satisface una desigualdad de ordculo y es adaptativo (Ver Teore-
mas 1 y 2 en Bertin and Klutchnikoff (2017)).
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4.3. Resultados

4.3.1. Resultados de los estimadores 71, y ;.

En esta seccion se estudia el sesgo, varianza y velocidad de convergencia del estimador
iy, y se enuncian estos mismos resultados para el estimador de densidad g;. Para poder
controlar el sesgo y demostrar que es asintoticamente insesgado se dan las definiciones de
clase de Holder y de kernel de orden my.

Definicién 10 (Clase de Holder). Sea B > 0, L > 0. La clase de Hélder X(J3,L) se define
como el conjunto de todas las funciones f : R — R tales que la derivada f 0, 1= | B| existe
y

FO@) = fO0)| <Llx—yP vxy eR
donde |B] =méax{n € N,n < }.

Definicion 11 (Kernel de orden myg). Sea my € N. Se dice que K : R — R es un kernel de

orden my si las funciones u — qu(u),j =0,1,...,mg, satisfacen

/K(u)duzl,/qu(u)du:O,j:1,...,m0.
R R

A continuacion, en las dos siguientes proposiciones se acota el sesgo y la varianza del

estimador 7iy,.

Proposicion 16. Sea By > 0 and Ly > 0. Asumimos que K es de orden mg, donde mg > 1} =
|B1], y que satisface [ |u|P'|K (u)|du < oo . Entonces, sim € £(By,Ly), se tiene

[E 1 (x)] = m(x)| = Ky % m(x) — m(x)| < WP Ay,

donde Ay = lLT]' [ [u|PtK (u)|du. El estimador iy, es asintéticamente insesgado, cuando h
tiende a 0.

Proposicion 17. Bajo las hipotesis (Hy), (Hz), (H3), (Hy) y (Hs) se tiene que para h €
(Ovhmax)

(logn)~3
nh '

para cada n > 4, donde las constantes son definidas por Ay = ((raup)? + 62)gsup || K
24
Ay = |10g3a| +20A4, A3 = (rsup)zHK”% (Q+ (gsup)z)’ YAy = lia(”sup)ZHKHZo-

E [(a(0) — Eln(9]7] < 21+ 4

2
2

Proposiciones 16 y 17 implican que cuando n — o, h — 0y nh — oo, E [(mh (x) — m(x))z}
tiende a 0, o sea i, (x) es un estimador consistente en media cuadratica (y en probabilidad)
de m(x)).
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Ahora se determinard la velocidad de convergencia del estimador 1,(x), lo cual se

establece en el siguiente teorema.

Teorema 6. Bajo las hipdtesis de las Proposiciones 16y 17, se tiene que, si m € X(B,L;)

- 1
entonces el estimador iy, con h=n "1 satisface

E [ (5(x) ()] < B,

donde C es una constante positiva que depende del niicleo K, de B, Ly, Tsup» O, &sups O Y a.
Usando Proposiciones 16 y 17, se deduce que paran > 4,

E [ (i (x) — m(x))z] <nPiAZ ¢ %. 4.12)
Substituyendo & por / se obtiene el resultado del teorema. Nota que cualquier ventana de la
forma An_zf"lﬁ permite obtener la misma tasa de convergencia. La ventana que minimiza en
h el miembro de derecha de la desigualdad (4.12) es de esa forma con A dependiendo de Ao,
A1y As.

Siguiendo el mismo esquema de las demostraciones anteriores, se dan los resultados
correspondientes al sesgo, varianza, consistencia y velocidad de convergencia del estimador
8n, los cuales se enuncian en las siguientes proposiciones y teoremas (ver también Bertin
and Klutchnikoff (2017)).

Proposicion 18. Sea B, > 0 and Ly > 0. Asumimos que K es de orden mg, donde mo > I, =
|B2), v que satisface [ |u|P>|K(u)|du < oo . Entonces, si g € £(Ba, L), se tiene

B [81(x)] — g(x)| < 120,

donde Ay = % i [ulP?|K (u)|du. El estimador es asintéticamente insesgado, cuando h tiende
a0.

Proposicion 19. Bajo las hipdtesis (H)), (H»), (H3), y (Hs) se tiene que para h € (0,h},,.)

" "max

D=

E [(gn(x) — E[§h(x)])2] < % —i—le%,

para cada n > 4, donde A = gsup||K||% yRAy = |120—?;3a| + 20204 con Az = HKH% (Q+ (gsup)z)
y A= K2

Usando proposiciones 18 y 19, se deduce el siguiente teorema.
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Teorema 7. Bajo las hipotesis de las Proposiciones 18y 19, se tiene que, si g € (B, L)

- _ 1
entonces el estimador gj, , con h* =n 2+ satisface

2B

E | (g (1)~ 8()*] < en 2,

donde € es una constante positiva que depende del niicleo K, de [, Ly, O, gsup y a.

4.3.2. Desigualdades de Oraculo y adaptatividad del estimador 7,

Teorema 8. (Desigualdad de Ordculo) Bajo las hipdtesis (Hy), (Hy), (H3), (Hy) y (Hs), el

estimador 11, (x) satisface la siguiente desigualdad,

—_

. 2 . (logn)2 (logn)%
(E(m(x)—m;l(x)) ) < i <A6C(h)—|—A7(l—|—5n) (nh)% )—l—AS !

(4.13)

(S

donde Ag = 1+2||K||1, A7 = VA1 + Az +2+/2YA (||K||1 + 1) y Ag es una constante positiva
que depende del kernel K, de ry,p, O, gup, 0, ay Y.

Ahora usando el Teorema 8 y siguiendo la misma demostracion que la del Teorema 5 en
el capitulo 3 deducimos el siguiente teorema para el estimador 7ij,.

Teorema 9. (Adaptatividad) Asumimos que las hipdtesis (Hy), (Ha), (H3), (Hs) y (Hs) estdn
satisfechas. Asumimos que K es de orden my. Entonces para todo 0 < By <mgy L; >0 el
estimador 1y, satisface para m € X(B,Ly).

! i
(E (m(x) —m;())*)" <€ (é) ’

donde C* es una constante positiva que depende del kernel K, de By, L, Fsupr» Or &sups 0% a
Y7
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4.3.3. Resultados del estimador 7, /.

Ahora vamos a estudiar las propiedades del estimador 7, . Este estimador satisface

) ) m) ) ml)  m(
T ) = T e ® B ar® s @)
L ) (sl
=zn(o) R )y gh*<x>>
= ! m(x) —ny,(x r(x) o« (x) — 2(x
) () (@ ) — () (4.14)

Por la formula (4.14), vemos que las propiedades de 7/, pueden ser deducidas de las
propiedades de los estimadores de m y g. Tenemos la siguiente proposicion y corolario sobre

la consistencia de este estimador.

Proposicion 20. Asumimos que las hipétesis (Hy), (Ha), (Ha) y (Hs) se cumplen. Sea B >0
y Ly > 0. Asumimos que g € X(Ba,Ly). Para h € 7€ y h* € F* tenemos

E[(r() i (9)°] < RE [(m() =iy (0)?] + BE [(63) — g ()] + 3

2
donde F| = ﬁ, =38 ((Zi‘;))z y F3 es una constante positiva que depende del kernel K, de

B>, Lo, Fsupy O» &infs &sups Y 4-

Corolario 2. (Consistencia) Bajo las hipotesis de las Proposiciones 16, 17, 18, 19y 20, si
n— oo, h — 0, h* — 0, nh — oo y nh* — oo, entonces E [(fh/h* (x) — r(x))z] — 0, es decir

A P . A . .
P/ne (x) = r(x) y el estimador 7y, - es un estimador consistente de r.

Teorema 10. (Velocidad de convergencia) Bajo las hipotesis de los Teoremas 6 y 7, si
m € X(B1,L1) y g € X(B2, L), entonces existe una constante D > 0 tal que el estimador 7y, .

~ __1r __1
conh=n P+ yh* =n 2K+ satisface

2 _2(B1nBo)
L [(fﬁ/ﬁ*(X)—r(x)) } < On BB

donde ® es una constante positiva que depende del kernel K, de By, L1, B>, L, rsup, &t
gsup: Q; G: ay {ak<X>}k20‘

La Proposicion 20, los Teoremas 6 y 7, implican que

2 _ 2B _ 26, F3
E{(%ﬁ*@)—r(@) } < FCn BT 4 Fy@n Pl 4
n
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lo que permite obtener el resultado del teorema.
Ahora vamos a estudiar el estimador 7, ;.. = ;1%‘, donde i = argminyc 5 {A(h,x) +V (h)}
h*
y h* = argminye s~ {A*(h,x) +V*(h)} han sido descritos en la Seccién 4.2. Tenemos el

siguiente teorema.

Teorema 11. (Adaptatividad) Asumimos que las hipdtesis (H), (Ha), (H3), (Hs) y (Hs)
estdn satisfechas. Asumimos que K es de orden my. Entonces para todo 0 < By < mg, Ly > 0,
0< By <mgyylL, >0 el estimador f;l/;l* satisface param € X(By,L1) y g € £(Bo, L)

ABp)

(2] ()] ) = (i)

donde ‘B es una constante positiva que depende del kernel K, de By, Ly, B, Lo, rsup, O, 8ing

2
8sup, Oy a.

4.4. Estudio de Simulacion

En esta seccion se muestra el ajuste del procedimiento planteado para datos simulados.
Se comparan los errores empiricos globales y locales, para distintos tamafios de la muestra.
Ademads, se esquematiza el procedimiento utilizado para calibrar el método. El objetivo es
estimar la funcién de regresion cuando la variable explicativa es un proceso debilmente

dependiente, con funcién de densidad desconocida.

4.4.1. Esquema de simulacion

Se plantea el modelo de regresion ¥; = r(X;) + € para i = 1,...,n, donde las variables &;
son independientes e idénticamente distribuidas de distribucién N (0, 62) conc=0,1,0,5y 1.
La funcién de regresion a estimar es r(x) = 0,7x+ D¢~ 108 que restringida al intervalo [—2, 2]
satisface la hipétesis (Hy).

Se genera una muestra {X,}:‘;’lz 7 del proceso X presentado en el Ejemplo 4, donde

X = (G‘l oCIDO 02 ) (Zi) conp =1, ¢ =0,75y ¢ = 2. Los X; tienen distribucién nor-
7@
mal truncada, especificamente su funcién de densidad es g(x) = Ml[_zjz} (x), con p =

p
P 1(2) — P 1(—2), para cada x € R. Como mencionamos en el Ejemplo 4, el proceso

cumple que X € .7, es decir satisface las hipétesis (Hj), (Hz) y (H3).
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Figura 4.1 Gréfico de dispersion de X y funcién de autocorrelacion muestral 7y .
La Figura 4.1 muestra el grafico de dispersion de las observaciones {X,}f‘ilz 1 paran =
2000 y g = 100 (superior) y la funcién de autocorrelacién muestral yx (k) = corr(X;, Xi1x),
parak =1,---,100 (inferior). Se puede apreciar el decaimiento exponencial de las correla-

ciones, caracteristica presente en los procesos débilmente dependientes de tipo o-mixing.

Las primeras n observaciones {(X;,Y;)}?_, conforman la muestra usada en la seccién
n+2q
i=n+q+1

es la muestra usada para calibrar el método seleccionando un valor de y* y otro valor ¥

4.4.2 para estimar aplicando el método GL, y las dltimas ¢ observaciones {(X;,Y;)}

adecuados como se describe en la seccion 4.4.3. La idea de dejar un salto temporal de
tamafio ¢ entre la muestra de estimacion y la muestra de calibracidn es para asegurar que
el coeficiente de correlacién a,,(X)-mixing sea suficientemente pequefio y asi disminuir

el efecto de sobreajuste producido por la dependencia entre las muestras, el control del
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valor del coeficiente de correlacién o, (X) es realizado desde la hipétesis de decrecimiento

exponencial (H3).

4.4.2. Estimacion GL

La funcién de regresion r se estima en la malla igualmente espaciada {x;}?_, del intervalo

[—1,1], donde x; = —1 + 2( ) parai=1,---,s, y consideramos s = 21. Para estimar la

()

funcién de regresién r(-) = (7 @ partir de la muestra {(X,,Y )}, en cada punto x; para

iy (Xi)

i=1,---,s, se usan estimadores de la forma 7y, /j,« (xi) = 3 :(x) donde,
1 h. 1

1}’1
;Z XYy &n(x)= ZKh*

2
para h;, hi € 7 con S la familia de ventanas J¢ = {e‘o’lj :j=0,--- ,%}. Se usa

[SS]

1 X

como Kernel K(x) = Ee_T, x € R, que aunque no es de soporte compacto tiene buenas
1
VvE

El estimador GL de la funcién de regresién r en el intervalo [—1,1], esta dado por

propiedades practicas, del cual se sabe que ||K||; =1y ||K|2 =

. iy, (xi) . N N
rfz,-/iz;‘ (xi) — m en cada x;, parai=1,---,s, donde {m;li (x,')}le y {gﬁ? (x,')}le son los
estimadores GL de m y g respectivamente en el intervalo [—1, 1], los cuales se determinan de
la siguiente forma:

La ventana h; se selecciona de la familia de ventanas .7, tomando

bt = argmin {A*(h,x;) +V*(h)} (4.15)
hest
paracadai=1,--- s, dondeA*(h x;) =maxpe s {|8nw (xi) — 8w (xi)| = V* (') }+ con gy (xi) =
1
2

Y Knx Ky (xi—X;) y VF(h) = /27 Zsupl K12 K11 +- 1)(1 +6*)(l°g;) , donde & =

(log n)2 Y &sup s el maximo del histograma de la muestra {X;}" |, construido a partir del
comando hist de R.

Observacion 8. En la ecuacion (4.10) se sustituyo gy, en lugar de gy, posteriormente
se acoto J(h) = nLZ YL K?(x—X;), esa cota se sustituyo en la ecuacion (4.11)y se trabajo
esa ecuancion con el objetivo de que V*(h) tuviera una expresion equivalente a la ecuacion

(4.9).
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La ventana fz,- se selecciona de la familia de ventanas .77, tomando
h; = argmin {A(h,x;) +V (h,x;)} (4.16)
hest

para cada i = 1,--- s, donde A(h,x;) = maxy e { |y (x;) — Wy (xi)] — V(K ,x;) }+ con

1
i (30) = Ky Kot Ko (1= X) ¥ y V(o) = /21 1K+ 1)(1+ 6,)FE4E, don-

n
de &, = (logn)_%, A1(D) = ((Faup())? + 62)8sup || K113, Zsup = méx{g}l[(xi)]i =1.---,s},
Poup (i) = max {|Y; |1}, o5 v05(X))j =1, ,n}y62=-L ¥, (¥;—F4(X;))* donde 7;(-)
es el estimador de Nadaraya-Watson, en la muestra {(X;,Y;)}"_, y la ventana &, con & la
ventana resultante del comando dpill(-,-) en R correspondiente a la libreria KernSmooth,
método plug-in de Ruppert, Sheather y Wand (1995).

Los pardmetros Y* y ¥ son parametros de calibracién del método, cuyos valores se deter-

minan segun la metodologia planteada en la Seccion 4.4.3.

En la Figura 4.2, se muestra la funcién de regresion r y tres estimadores GL de la funcién
de regresion para muestras aleatorias { (Y, Xy) Zﬁq, con n = 1000, 2000 y 5000 tomando
g=100y 0 =0,5.

4.4.3. Calibracion del método para una muestra.

Al calibrar el método, para una muestra {(X;, Yl)}:lilz . se toman los primeros n datos

de la muestra para construir estimadores de g 'y m: g+ y iy, h*,h € 7. Con los dltimos g

datos de la muestra {(X;,Y;)}"2¢ . se construye una malla aleatoria del intervalo [—2,2]

i=n+q+1
reordenando sus elementos de forma creciente respecto a la primera componente, es decir
2 . o e . . . :
{(X, Y)Yt g1 = 1%, 51) Y, donde % < &; sii < j. La calibracién del método se reali-

zara utilizando la malla determinada por {%}_, en el intervalo [—2,2].

El estimador de la funcién de regresion r se calcula en cada punto de la malla {)Zi}?zl del
intervalo [—2,2], y para cada %; se seleccionan dos ventanas 6ptimas hiy fzj‘ de la familia de
ventanas .77, donde la ventana }Azi se obtiene segun la ecuacién (4.16) con V (h,x;) dependiente
del pardmetro Yy la ventana fl;k se obtiene segun la ecuacion (4.15) con V*(h, x;) dependiente
del parametro y*. Por tal motivo las ventanas 6ptimas hj y flf dependen de los pardmetros Yy
Y" respectivamente, tal dependencia se denota por fz?’ y fzj"ﬁ En la practica para calibrar el
método se toman Yy ¥* en una malla igualmente espaciada de un subintervalo I de |0,1/10[
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Estimacion Adaptativa Método GL
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Figura 4.2 Se muestran tres estimadores GL de la funcion de regresion r, para muestras
aleatorias {(¥;,X;)}:729, con ¢ = 0,5 y ¢ = 100. Cuando n = 1000 el estimador GL se
representa con puntos, para n = 2000 con rayas largas y para n = 5000 con puntos y rayas
cortas. Ademads se representa con una linea continua la funcién de regresion r.
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y la eleccion del intervalo I se toma de forma tal que las curvas descritas por los estimadores
q q .
{n%,;y(x,-)} y { gﬁ*,ﬁ (x,-)} , pasen de ser curvas muy irregulares a curvas suaves, cuando
i i=1 i i=1

se varian los valores de 7Yy ¥* en el intervalo /.

El método de calibracién se realiza en tres etapas, primero elegir el y* adecuado en

q
I de forma tal que { v (xi)} sea un buen estimador de {g(x;)}7_,, segundo elegir el

i=1

q
y adecuado en I de forma tal que {ﬁzﬁy(xi)} sea un buen estimador de {m(x;)}L |y

finalmente con los resultados obtenidos en las etapas 1 y 2, construir el estimador GL de la
funcion de regresion r.

Etapa 1 (Eleccién de y*): Usando el comando hist de R, se construye un histograma con

los datos {X;}! | y con esa informacion se define la funcion histograma H,(x) para cada
2
x € [—2,2]. Posteriormente se determina Errory(y*) = Y1, d; (gW (%) —Hg(ii)> para

cada y* €I, donde d| = ’@4—2,%22-@ ydi= %,paraie {2,...,q—1}.
Finalmente, la primera etapa de calibracion concluye al tomar ¥, = argminy«¢; {E rrorg(Y") }

Etapa 2 (Eleccién de y): Como el modelo de estudio es ¥; = % +¢&, i=1,...,n,

entonces m(X;) =~ Y;g(X;), por tal motivo en esta etapa de calibracion se usan los dltimos q
. . .4
datos reordenados de la muestra {(%;,7;)}7_, y el estimador {g;li*yg (%) }

) obtenido en la

Nl

etapa anterior. Se determina Errory,(y) = Y.L, d; <rf1m (%i) — 3i&; % ()E,)) para cada y € I,
donde {a’,-}?:1 se define igual que en la etapa 1. Finalmente, esta etapa de calibracién conclu-

ye al tomar ¥, = argminyc; {Error,(y)}.

Etapa 3 (Estimador de r): Para la estimaciéon GL de la funcién de regresioén r = %

en la malla igualmente espaciada {x;}{_; del intervalo [—1,1], donde x; = —1 +2 (:=1)
N
parai=1,---,s con s = 21, se considera {f’ilym I (x,-)} : y para simplificar la notacion
i i =

cuando se dice que el estmador GL esta calibrado se omite la dependencia de las ventanas

optimas a ¥, y Y, escribiendo simplemente el estimador GL calibrado de la siguiente forma
N
7. rme }
{ hi h; ( l) i=1

En la practica se tomé 7 =]0,00000005, 0,08[, ademds, sobre tal intervalo se considera la
malla igualmente espaciada y; = 0,00000005 - (i — 1) 2%8=000000005 papn j — 1,... 21.
En la Figura 4.3, se puede apreciar que el grifico de la funcion de densidad g no abarca

todo el intervalo [—2,2] esto se debe a que tal funcién se evalud en la malla aleatoria {%;}7_,
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Figura 4.3 Histograma realizado con la muestra {X;}" , con n = 2000 y funcién de densidad
g evaluada en la malla aleatoria {¥}7_,, con ¢ = 100.

y para este caso pocas muestras fueron sorteadas en los extremos del intervalo. Este hecho
pone en evidencia posibles problemas de estimacion de la funcién de regresion r en los
extremos del intervalo [—2,2].

La Figura 4.4, en el grifico de arriba, muestra que Error,(y*) se minimiza en y;. Ademds,
en el grafico de abajo, se muestra con una linea continua la funcién de densidad g y con
puntos el estimador §;.(x;) calibrado en ¥ y evaluado en la malla {x; ?:11 del intervalo
[—2,2], donde x; = —211—0,1(1' —1). En ambos se tomo n = 2000, g =100y 6 = 0,5.

La Figura 4.5, en el gréfico de arriba, muestra que Error,,(y) se minimiza en %,. Ademds,
en el grafico de abajo, muestra la nube de puntos { (ii,y}gﬁjyg (%) p se representa con
una linea continua la funcién m y con puntos el estimador rh;li (x;) calibrado en 9 y evaluado
en la malla {x;}?!, del intervalo [-2,2], donde x; = —2+0,1(i — 1). En ambos se tomo
n=2000,¢g=100y o =0,5.

En la Figura 4.6, superior se muestra la nube de puntos {(X;,Y;)}" ,, se representa
con una linea continua la funcién de regresion r y con puntos el grafico de {f;li Jhs (xi) ?:11
en el intervalo [—2,2], donde x; = —2+0,1(i — 1). Inferior se muestra la nube de puntos
{(X;,Y;)}7_,, se representa con una linea continua la funcién de regresién r y con puntos
el grifico de {7, /5. (x;)}2L, en el intervalo [—1,1], donde x; = —1+0,1(i — 1). En ambos
casos se tomo n = 2000, g = 100 y 0 = 0,5. Se observa que el estimador de la funcion de
regresion se aleja de la funcién a estimar en los extremos del intervalo [—2,2] por tal motivo
al final se da la estimacion de la funcién de regresion en el intervalo [—1,1] y los valores del
MSE y MISE que se proporcionan en la siguiente seccién se calculan en el intervalo [—1,1].
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Calibracion Método GL para g
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Figura 4.4 Arriba grifico de {Errorg(Yy) 12:11 y abajo el gréfico de g es representado con una
linea continua y representado con puntos el grafico de {;.(x;) }#!, en el intervalo [-2,2],

calibrado en 75, que es donde el grafico de la izquierda alcanza su minimo.
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Calibracién Método GL para m
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Figura 4.5 Arriba gréfico de {Error,(y)}?l, y abajo se muestra la nube de puntos

q

{ ()Zi,)?igil% ()Z,)) } , se representa con una linea continua el gréafico de m en el inter-
i i=1

valo [—2,2] y con puntos el gréfico de {r7;, (x;)}#L,, calibrado en 9, que es donde el gréfico

de la izquierda alcanza su minimo.
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Estimaciéon Adaptativa Método GL para r

Estimacion Adaptativa Método GL para r
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Figura 4.6 La figura de arriba muestra la nube de puntos {(X;,Y;)}}_,, se representa con

una linea continua la funcién de regresién r y con puntos el grafico de {#;, Ji (xi)}#, en
el intervalo [—2,2], donde x; = =2+ 0,1(i — 1) y la figura de abajo muestra las mismas
representaciones pero en la malla x; = —1+0,1(i — 1), para i = 1,---,21, del intervalo
[—1,1]. Ambas estimaciones se calibraron en ¥, = %5 y %u = %. Ademds se tomo n = 2000,
q=100y o0 =0.5.
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4.4.4. Comparacion de errores globales y locales empiricos, para distin-
tos tamanos de muestra y valores de o.

Para mostrar la calidad del estimador de la funcién de regresion r, se generan N =
500 replicas de la muestra {(X,-,Yl-)}?ilzq. Posteriormente se calculan N estimadores GL

ya calibrados {f(l)(xi)}i] R ,{f(N)(x,-)}il, conx; = —1+2=k s =21y fU(x) =

Ph I (x;) donde hiy fzf se obtuvieron para la j-ésima replica por el método GL. El error

s— 1’
cuadratico medio (MSE) y el error cuadratico medio integrado (MISE) se estiman de la
siguiente forma

N
MSE (xi) =

{( r(x) — U (x,))z} parai=1,---,s

. 1 i
MISE=—Y I;
N &~

1
N &

conl;=Y:,0,1 (r(x,-) - ?(j)(x,-)>2 para j=1,--- N.

En la Figura 4.7 se representan tres boxplot de /; para j = 1,---,N, con los tamafios
de muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, ademas sobre
cada boxplot hay un punto que representa el MISE (superior) y tres representaciones del
MSE (x;) parai=1,--- s con una linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para
n = 2000 y con rayas para n = 5000, (inferior). En ambos casos para o = 0,1. En las Figuras
4.8 y 4.9 se hacen las mismas representaciones pero con 6 = 0,5y ¢ = 1 respectivamente.

Al analizar el grifico que corresponde al MSE con 6 = 0,1 en la Figura 4.7 (graficos de
abajo) se observa que los valores del MSE son mas elevados para valores del dominio de r
cercanos a donde se alcanza el médximo y donde hay cambio de concavidad, ese patron se
observa con tamafios de muestra n = 1000, 2000 y 5000. Como es evidente a medida que
aumenta el tamafio de la muestra los valores del MSE disminuyen, en mayor medida para
valores cercanos a donde se alcanza el maximo y en menor medida en valores cercanos donde
se da el cambio de concavidad. Comportamientos similares se observan al analizar el MSE
para 0 = 0,5y 0 =1 de las Figuras 4.8 y 4.9 respectivamente (graficos de abajo). Como es
evidente cuando aumenta el valor de ¢ también aumentan los valores del MSE.

En los diagramas de caja de los valores de /; para j = 1,--- ,N con ¢ = 0,1 correspon-
dientes a la Figura 4.7 (gréficos de arriba) se observa que a medida que los valores de n
aumentan de 1000, 2000 a 5000 la dispersién de los {1 j}l}’zl disminuye, también disminuye
la cantidad de datos atipicos y el valor del MISE se aproxima cada vez mas al valor de la

mediana de los {;}/_,, aunque en general la mediana siempre es inferior al MISE. En los

=1
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MISE con 500 replicas y desviacién estandar 0.1

[e]

0.06
|

W),

0.02
|

1(500)
0.04
!
}%:umo ooo
o

0.00
|

MSE con 500 replicas y desviacion estandar 0.1

MSE

.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025

0

Figura 4.7 Arriba se representan tres boxplot de /; para j = 1,--- ,N, con los tamafios de
muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, sobre cada boxplot
hay un punto que representa el MISE y abajo se muestran tres representaciones del MSE (xi)
parai=1,--- s conuna linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para n = 2000
y con rayas para n = 5000. En ambos casos para o = 0,1.
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MISE con 500 replicas y desviacién estandar 0.5

o

...1(500)

ii

e —— v

(1)
0.00 005 010 0.15 020 0.25

T T T
n=1000 n=2000 n=5000

MSE con 500 replicas y desviacion estandar 0.5

05

MSE
0.03 0.04 0.
1 1

0.02
1

0.01
1

0.00
|

Figura 4.8 Arriba se representan tres boxplot de /; para j = 1,--- ,N, con los tamafios de
muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, sobre cada boxplot
hay un punto que representa el MISE y abajo se muestran tres representaciones del MSE (xi)
parai=1,--- s conuna linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para n = 2000
y con rayas para n = 5000. En ambos casos para o = 0,5.
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MISE con 500 replicas y desviacion estandar 1

. 1(500)

@D @A 00 O
——<{m @0 00 ® O O

i

I(2),.

00 01 02 03 04 05 06

=

T T T
n=1000 n=2000 n=5000

MSE con 500 replicas y desviacion estandar 1

0.12
1

MSE
0.08
1

0.04
1

0.00
|

Figura 4.9 Arriba se representan tres boxplot de /; para j = 1,--- ,N, con los tamafios de
muestra n = 1000, 2000 y 5000 de izquierda a derecha respectivamente, sobre cada boxplot
hay un punto que representa el MISE y abajo se muestran tres representaciones del MSE (xi)
parai=1,--- s conuna linea para el tamafio de muestra n = 1000, con puntos para n = 2000
y con rayas para n = 5000. En ambos casos para o = 1.
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n = 1000 n = 2000 n = 5000
c=01 0.01624254  0.01177675 0.007650944
=05 0.04625373  0.03409679 0.023852842
o=1 0.13286962055 0.10837311 0.073751940

Cuadro 4.1 Valores del MISE para distintos valores de ¢ y tamafios de la muestra, caso g
desconocido.

diagrama de caja de las Figuras 4.8 y 4.9 correspondientes a ¢ = 0,5 y o = 1 respectivamente

N
=1

se observa que a medida que aumentan los valores de ¢ aumenta la dispersién de los {/;}
también aumenta la distancia entre el MISE y la mediana de los {1 j}le:l y que en general la
mediana siempre es inferior al valor del MISE.

Al comparar los resultados obtenidos en las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9 con las Figuras equi-
valentes del caso g conocido, se puede observar que los valores del MSE disminuyen a la
mitad en el caso g desconocido, cuando o = 0,1 y 0,5 con n tomando los valores 1000, 2000
y 5000, de igual forma, en el caso g desconocido, los valores del MSE disminuyen aunque
en menor medida cuando ¢ = 1 con n tomando los valores 1000, 2000 y 5000. También
se puede apreciar que en el caso g desconocido es mucho mas evidente los problemas que
presenta el estimador de r al estimar valores cercanos a los puntos donde hay cambio de
concavidad, pero de igual manera todos los valores del MSE en el caso g desconocido son
mucho mejores que los del caso g conocido. En los Diagramas de Caja el caso g desconocido

también presenta mejores resultados.

Como se observa en la tabla 4.1 el valor del MISE es inversamente proporcional a n'y
directamente proporcional a ¢. Al comparar estos resultados con los obtenidos en la tabla
3.1 del caso g conocido, se evidencia que los valores del MISE en el caso g desconocido
disminuyen a la mitad cuando o = 0,1 y n toma los valores 1000, 2000 y 5000, que igual
disminuyen de forma considerable pero en menor medida cuando ¢ = 0,5 y n toma los
valores 1000, 2000 y 5000, y finalmente se observa que en ambos casos los valores del MISE
son similares cuando ¢ = 1 y n toma los valores 1000, 2000 y 5000.

En general se puede concluir que el estimador de la funcion de regresion r en el caso g

desconocido tiene mejor rendimiento que en el caso g conocido.
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4.5. Demostraciones

4.5.1. Constantes.

Recordamos algunos valores de constantes dados previamente y ademds a continuacion

se declaran constantes que usaremos en el desarrollo de las demostraciones.

L
Ap = I ,/ ’ulﬁ]‘K( )’dua A= ((rsup)2+62)gsup’|[{"%:Bl—I—BZ,
2As 4
A2 = Tioga) T20AL A3 = (rap)*[IKIIT (Q+ (8s0p)?) » As= 7= (raup)*[IKII%

L
C=ai+aitan W= [ WPIKGIdL, A = gupl KB,

295
2 p—
| loga|

¢= Ql(2)‘1‘2[1 +2b, B = ngsupHKH%, B, = (rsup)zgsup”KH%y

2
20 20
B3 = <rsup+ )gsupHK”l, By = (rSUP+ ) QHKH]’

4
+2020, A=K7 (Q+ (gsup)?), As= EHKHgoa

Vo Vo
Bsz(rsup+2—")2||f<u%<Q+<gsup>2), Bo=2K|les By = (4BsBo( -+ rp))},
NeT
g 285, 188 B:12(B6\/\/B_7)< 273Bra" 3 \/1)
llogal  1_43’ 1A |logal \ Aj(1A][logal) ’
By = KIS (v 36 B = — 22 a4y + 220 (k2
(2m)s l—e 2 l—e 2

As=Bo+2Bjo, A¢=1+2|K|l;, A7=/A;+A>+2/27A(1+|K])),
Ag =2v/As(1+|K|[1), C*=AoAg+2e2A7 +As,
Fy = 2B11 (ryupgeup)? + 20K 2B11 (22 (7, + 362, B =280 { (IKI2 V1) + (gap)}
F= 5  p= B(roup)” Fy =2 4+ 2(rup)*Fo, © = FC+ FHE+F3
(&inf)?’ (&inf)?* P ’
B = F(C*)> + B (C™)? +F.

4.5.2. Enunciados de resultados técnicos.
Lemma 4. Bajo las hipétesis (H,), (Hz), (Ha) y (Hs) se tiene que:

i) E (Kh(x—Xi)e,-)z] <b
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ii) ]E[(Kh(x Xi)r(Xi)) } <7
iii) E [|Ku(x — X)Ki(x - X;)|] < Q[K|}}

iv) E[|Ky(x—X;)r(X)|] <

donde By = ngsupHKH% yB; = (rsup)zgsup“KH%-

Lemma 5. Para cada h € 5, a €]0,1] y n > 4, se cumple que,

1
1 { T } 10
Ea h|logal|(logn) 2 S

(logn)

3
2

Proposicion 21. Asumimos que los X; satisfacen la hipdtesis (Hz). Sea k,u,v € N, tales que
Wy €74 hweZiytalqueiy < - < i, <iy+k<j1 < <j.S5iG,:REXRY—- Ry
G, : R" X R" — R son funciones tales que |Gyl < oy ||Gy||e < oo entonces,

‘COV (Gu(Xilzu’gi]:u)?GV(X].];ws].l:v)) | S T(”?‘}a GM;GV)ak

donde ¥ (u,v,Gy,Gy) = 4||Gy|«||Gy|
SUP (x,y) R xR Gy (x,y)]-

s CON || Gul|eo = SUP(y ) erusre |Gul(X,9)] ¥ |Gyl =

Como en el capitulo 3, a continuacién vamos a trabajar con funciones G, especificas.
Mas precisamente consideramos parau € N, y iy, € Z*, G, : R* x R* — R dada por

G llu"gllu H{G lk781k <G(Xlk7£lk))}

donde parai € N,

G(Xi, &) = ,11( (X6) -+ &)Ki(x — X)Lt
donde M, = ologn + ry,,. Las variables G(X;, &) satisfacen los siguientes resultados.
Lemma 6. Bajo las hipdtesis (Hy), (H), (Hy) y (Hs) se tiene que: Vi,k € N
i) [E[G(X:&)]| < 52,
i) [E[G(X;,&)G (X €04)] | < %,

iii) |Cov (G(Xi,&),G(Xix, €114)) | < 5,
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. Be M,
lV) |G(Xi,8,')| S TGn_

donde
20 26 \° 2
B3 = ”sup+\/2—_n_ 8supHKHla By = rSUP+\/E QHKHl
20 2 ) 2
Bs = ”sup'f’ﬁ ||K||1(Q+<gsup)) y B6:2||K||°°'

Proposicion 22. Sean u,v,k € N, si (i1, iy, j1,"* ,jv) € Z" " es tal que iy < -+ < i, <
iy +k < ji <--- <j Bajo las hipétesis (H,), (H2), (H3), (Hs) y (Hs) tenemos , Yh € 7

k
3

Yh(u’v) = |c0v (Gu(Xil:Lﬂgil:u)?GV(le:ngl:v)) ‘ < ¢(u,v)(D1(h))”+v_2D2(h)a

donde ¢ (u,v) =u+v+uv,

BgM, 2
Dy (h) = Zhn’ Dy(h) = o, Y Br= (4B5Bg (0 + rsup))3 -

Proposicién 23. Desigualdad de Bernstein. Sea el proceso 7. = (Z;)ien, donde Z; =
G(Xi,&) —E[G(Xi,&)] ¥y Su = X1 Zi. Bajo las hipdtesis (H), (H2), (H3), (Hs) y (Hs)
tenemos para h € 7 yNt >0

2
P(|S,| > 1) <exp (—%) (4.17)
Ay + Bt

1
-2 .
donde <, = % —i—Bg% es una cota superior de Var(S,), $, = B%, con

2B 18B 12(Be V /B 273B7q~ 3
B 5. T g (Bg \/7)< 70 1>.

T llogal " 1_4 © 1Allogal \Ai(1A[loga])

Corolario 3. Bajo las hipdtesis de la Proposicion 23, si A(u) = (2%1/!)% + B,(2u)? para
cada u > 0y se toma el cambio de variable t = A(u) en la desigualdad de Bernstein (4.17),

entonces tal desigualdad se puede reescribir de la siguiente forma

u

P(|Sn] > A(u)) < exp <_§>

para cada u > 0.
Lemma 7. Tenemos parai€ {1,...,n}

i) E[?] <2((rap)®+0?)
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ii) E[Y}*] <23 ((rep)*+30%)

Lemma 8. Tenemos paraic {1,...,n}

Lemma 9. Sea n; = YiKj,(x — X;) 1y, ;> pm,}- Entonces,

(logn)

E[|n;|] < 2= ((r, le 4
i Ellni) < 25 (g + 07—y

e 2|K[2 44 qgh)
ii) ]E[rll] < By r donde Bg = —r ((rsup) +50 ) .
h? (logn) (2m)4

Proposicién 24. Consideramos para h € 7%, el evento Qj, = {g;(x) > 284}, Asumimos
que g € L(Br,Ly) con B >0 L, >0y K es un niicleo de orden my > I, =[] con
Ji P2 |K (1) dua < o=, Bajo (), (Ha), (Hy) y (Hs), se tiene

B

P(Qj) < 3

donde By es una constante positiva que depende del kernel K, de |log(a)|,
8sup Y 0.

{04 (X) b0,

Proposicion 25. Bajo las hipétesis de la Proposicion 24. Si h* = argminye yp- {A* (h,x) +

V*(h)} entonces

By

4.5.3. Demostraciones de resultados técnicos.
Demostracion del Lema 4.

1) Tenemos

E (Kh(x—Xi)gi)z] _ Z_jE {KZ (X_TX’)} = z—j/RKz (%) g(t)dt < %.
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i1) Tenemos

E (Kh(x—xi)r(xi)ﬂ - ]E[LKz (X_X>r2(X)}

h? h

_ h12 / KZ( ht)rz(t)g(t)dt

rsup gsup/Kz

iii) Ha sido demostrado en la parte (iii) del lema 1 en el Capitulo 3, ver demostracién en la

Seccion 3.5.3.

iv) Tenemos

E[[Ky(x—X)r(Xi)|]] < rapE[|Kn(x X)H

= rsup/|Kh
X —
rsupgsup/h'K( A )

IN

dt = ”supgsup”KHl

Demostracion del Lema 5.

Ha sido demostrado en el lema 2 del Capitulo 3, ver demostracion en la Seccion 3.5.3.

Demostracion de la Proposicion 21.

Ha sido demostrado en la proposicién 13 del Capitulo 3, ver demostracion en la Seccién

3.5.3.

Demostracion del Lema 6.

i) Tenemos

IE(G(X;,&))|

IN

IA

IA

1
! }
%E{\( i)+ &l Kn(x— X;) |}

VB {r(6)Ka(r— X))} + T {leiki (x— X))

1 1 20 B3
nrsupgsupHKHl n\/z—gsupH “1— n

(r(X) + &) Kn(x — X)L (|r(x;) &1 <My}




4.5 Demostraciones

123

por la desigualdad iv) del Lema 4.

ii) Se denota A(X;) =

tiene

%Kh (x —X;) por lo cudl, usando la desigualdad (iii) del Lema 4, se

E[G(Xi,&)G(Xitk, €ivk)] |

< E[[rax;
<
<
+
<
+
20
< ”sup—f—\/T—ﬂ:
20
< rsup"‘\/ﬁ
=

Dy <m) YirkA(Xiyr)

]

E[r(X:) + &llA(X:)|[r( z+k)+gt+k||A( H—k)H

E[lr(Xo)r(Xip ) AX)A K p10) | + E [|r(Xi) €12A (Xi) A (Xi 1) [

E[|&ir (Xi ) A(XDAXi 1) [] +E [| €€k A (XA (Xi ) ]
(rsup) "B [JAXDAXi0) ]+ rsup Bl JE (A (X)A (X1 ]
rsupE[|&|]E HA(Xi)A(XH—k)H +E[|&E[ler 4 [1E [|A(X)A(Xi )]

2
{(W + 2t () }E[IA(Xi)A(X,-+k)I]

2
) %E (1K (x — X:) Kn (x — Xi )]

iii) Ahora usando (i) y (ii), se tiene

|Cov (G(Xi, &), G(Xisks Eitk)) |
< |E[ (Xl>8l)G(Xl+ka8i+k)]|+|E[ (X,,S,)]HE[ ( z+k7£z+k)]|

< =
~— 2 nn

Bs B3B
4+33

Bs
w2

La desigualdad (iv) es inmediata usando hipétesis (Hs).

Demostracion de la Proposicion 22.

Usando el lema 6 y siguiendo la demostracion de la Proposicién 14 en seccién 3.5.3 del

capitulo 3, se obtiene el resultado de la Proposicion 22.
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Demostracion Proposicion 23.

Por la Proposicion 22 y siguiendo la demostracion de la Proposicion 15 en Seccién 3.5.3
del Capitulo 3, se obtiene el resultado de esta proposicion.
Demostracion Corolario 3.

Por la proposicion 23 y siguiendo la demostracion del corolario 1 en seccién 3.5.3 del
capitulo 3, se obtiene el resultado.
Demostracion del Lema 7.

Las afirmaciones i) y ii) de este Lema, son consecuencia directa del hecho que para k € N

k—1

E|¥] < (szj) E [(r(x))? +e7].

j=0

=
™
[\
S
I

k
0, y E[g*] [HZ]—I]

J=1

Demostracion del Lema 8.

Tenemos
PHIYI>M,}) = P{[r(X)+e[>M,})
< P({rap+le| > M,})
< P({le]>My—rsup})
< 2(le-"5))
o ¢ (logn)
- logn

2

substituyendo M,, por su valor y donde ¢ (x) = e~2. Por lo anterior se tiene que,

8-
Bl

<logn>2
2

27T logn

P[> M,}) <
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Demostracion del Lema 9.

(5

i)

E[ni|]] =

)1{Y|>M }|]

K|
< | h” E %11 {py>m,)]
K| ,
< W= @rp? @ign > )
(logn)?
1Ko 2, o[ 2 e
< 2 2 —
< I s ) |
(logn)2
2||K]|e L e 1
_ H Hl (( sup)2+62 2 n
(2m)s h(logn)?2

por la parte (i) del Lema 7 y el Lema 8.

ii) Usando de nuevo Cauchy-schwartz, la parte (ii) del Lema 7 y el Lema 8, obtenemos:

2 K% 47\ 2 : !
Eni] < (E[(¥)*)* (P[{¥i] > Ma}])
2] K2 W

= (27) (g +30)° 12 (logn)?

Demostracion de la Proposicion 24.

Sea h € ##*. Tenemos

PlOf) = Planx) < 5]
= P |8(x) ~ Elg ()] + E[gn(x)] - ()
. %;{K x—hXi)_E{K(x X
= P[5, < 50 g(x) ~ b(v)|
donde S, = - ¥ x—th —-E [K (x_hxiﬂ } y b(x) =
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por lo cudl
—nP91 < —b(x) < hP29L,

Por la desigualdad anterior y como % —g(x) < —%, se tiene que

T =g —b() < T ety < T4 ()P

Entonces, para n suficientemente grande se tiene que

8inf 8inf
B g(x) — b(x) < — 5

Por la desigualdad (4.18) se tiene entonces que

8inf

PQ;] <P [S < _T} <P [|S | > gﬂ (4.19)
En el Lema 3 de Bertin and Klutchnikoff (2017), se establece que
P[ISa| > A*(1)] < e 2 (4.20)

para > 0, donde A* (1) = & (h) /21 + B (h)(20)%, 0 () = \/Ju + C; B2, 87 = (logn) 3,
B (h) = S—]: Ja(h) =L [ K2(xo —1)g(t)dt, C; es una constante positiva que depende del ni-
cleo K y de |log(a)|, {ak( )} k>0, &sup Y Q. y C5 es una constante positiva que depende del
nicleo Ky de |log(a)|, gsup ¥y Q-

Por la definicién de J,,(h), se tiene
gsup /K2 X0 —1T gsup” H
nh2 nh

Por la cota de J,(h), las definiciones de B} (h), 6,7, o, (h) y A*(t). Al tomar 1y = 26logn, se

tiene

K2 logn)~—! G
\/gsup“ ||2 _|_C>6k( g ) 210+ 2t0)

A1) <
(o) < nh nh h(
K 2 1 —1 i
- \/ggup[ |\2+CZ(0gf) 2(26logn) + (2(261logn))?
I’lhmm hmm min

gsupHKH% . (logn)~! G 3
\/e(\/@l) +Cﬁe(\/@71) 52logn+ Vioen— 1)(5210gn)
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Es claro que A*(fp) N\, 0 cuando n — oo con ty = 26logn, por lo cual, para n suficientemente
grande se tiene que A*(fy) < %. Esto ultimo permite establecer la siguiente relacion de
inclusion de eventos

(1521 > 5] < (18] > A(10)]

Por lo anterior y la desigualdad (4.20) se tiene

¢ 26logn
P[|Sn|>%}§e— 13

para n suficientemente grande. Por esto tltimo y la desigualdad (4.19) se concluye que

IED[.Q.Z] SB”I’Z*B,

donde By depende del kernel K, de |log(a)|, {04 (X) }x>0, &sup ¥ O-

Demostracion de la Proposicion 25.
Tenemos

A 8inf —12
P [Q%*} < heZ%ﬂ*]}D [gh(x) < 7} < Bin

por la Proposicién 24 y usando que |.777*| < n.

4.5.4. Demostracion de la Proposicion 16: Sesgo del estimador 7y,.

E{in(x)} = E {

= E {% Zn:Kh(x—X,-)r(Xi)} —HE{% iKh(x_Xi)gi}
i=1

i=1
= E{Ki(x—X)r(X)} +E{Ky(x—X)} E{e}

- / Ki(x—1)r(t)g(t)dt
R

- / Kn(x — )m(t)dt = Ky m(x).
R
Asi se tiene que,

E[#y,(x)] — m(x) = K xm(x) —m(x) = /R (m(x — hu) —m(x)) K (u) du.
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De la férmula de Taylor-Lagrange al orden /; aplicado a m(x) se tiene,

(—hu)?

)b
i ) = m(e) — () + ) g P

- m™) (x — Cuhu)
1

donde ¢, € [0,1].

Por lo anterior y como K es un nucleo de orden mq con mqy > [; se tiene que,

(—hu)"

I m™) (x — Chu)K (u)du
1!

Eliy ()] ~m(x) = [

)

Al restar el término nulo fR m") (x)K (u)du a la ecuacién anterior, se tiene que,

L

o L () e Gy =) () K

Al tomar valor absoluto en ambos lados y usar la hipétesis m € (P, L) se tiene,

Elri(x)] —m(x) = (=1)"

IEfrg ()] — m(2)| 7— [l g K )l
h Bi Bi—1
< Tih /|u| K(u)|du, pues CPh <1
hﬁlAO

4.5.5. Demostracion de la Proposicion 17: Varianza del estimador 7,

Al sustituir ¥; por r(X;) + €, se obtiene,

= L+h+h 4.21)

donde,
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n AXp,e X)) = XL [Kn (= Xi)r(Xi) — E(K, (x — Xi)r(Xi))]
2
s [ =E{I¥" | [Ky(x—Xi)r(X:) — E(Ku(x— X;)r(X:))] }
. 12=E{2}ZA(X1,--- Xo)Lyr  Ki(x—Xi)e )
2
= L=E{, XL Kn(x—X)&i}
Se procede a acotar I, I e Is.
2
1 n
L = n—zE{ZKh(x—X,)S,}
i=1
1 n
= ;ZE{K;,( Xi)ei}* + ZZE{Kh — Xi)&ikn(x — X;)e;}
i=1 i#j
1 & B
S ﬁzf E{Kh —Xj)}E(SiSj)
i=1 1751
B
= = 4.22
o (4.22)
por la primera desigualdad del Lema 4.
2 n
12 — _Z]E X17 7 ZK}Z
n i=1
2
= EZIE{A(X“--,X,,)Kh(x—Xi)ei}
1=
2 n
= ;;E{A(Xl,---,X,,)Kh(x—Xi)}E{si}zo
1 ! ?
o= ;E{z[m X)r <X>—E<Kh<x—x,>r<xl>>]}
i=1
< Li+1s (4.23)
donde,
w Iy = |5 Y Var[Ky(x — X)r(X;)]
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LY.z Cov [Kn(x— Xi)r(X:), Kn(x — X;)r(X;)] ’

I15:

Se procede a acotar I e Is. Por la segunda desigualdad del Lema 4, se tiene

R 2] _ B2
IL<— ]E[K —X)r(X; }
4_n2i_21 ( h('x )i"( )) nh
1 n
I < — Y. |Cov [Ky(x— Xi)r(Xi), Kn(x — X;)r(X;)]|
i#]
2 n— 1 n
= nZZ Y. [Cov [Kn(x—Xi)r(X:), Kn(x—X;)r(X;)]|
i=1 j=i+1
2 nolndi L
= 5 Y Y [Cov(Xi, Xi )l
n
i=1k=1
2n71 Up o n—i o
= 3 |Cov(Xi, Xiv)|+ Y, [Cov(Xi, Xivr)] (4.24)
i=1 \k=1 k=up+1

Se analiza el término Y | |Cov(X;,X;1«)| de la igualdad (4.24).

Y [Cov(Xi Xivi)| < Z|EXX |+ [EX]EX: ]|
k=1

< ¥ B+ EIRE
= ¥ (R X0 R X))+ (BUE1)
<

Up
2
3 { () "BR X0 = X))+ (rangianl K1)}
; 2 2

Z (7sup) QHK”l + (rsup) (gsup) ||K||1} = A3ty

por la tercera y cuarta desigualdad del Lema 4.

Usando (H3) y que |X;| < ’*upHKH“’ , se obtiene

. (rsup)* 1 K12
lcov(Xi, Xiyr)| < 4aksupT
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Por esta tltima desigualdad se tiene que,

o Mrap K2 &
Z |Cov(Xi, Xivi)| < ( sup})lz” | Z a*
k=u,+1 k=un+1
= 4(rsur>)2”K||go art!
h? l—a
au,,+1
= Ay - (4.25)
Por la ecuacion (4.24) y las desigualdades (4.25) y (4.25) se tiene,
2 n—1 aun+1
5 < - ZT <A3un +Ay % >
1=
1 atntl
< Z (2A3un +2A4 i )
La variable u, en las sumatorias de la ecuacion (4.24) se toma como u,, = [%]
h|loga|(logn)2
y se usan los hechos de que [x] <x < [x]+ 1y 0 < a < 1, para seguir acotando la desigualdad
anterior,
S
1 h|logal(logn) 2
5 < ~|24 +24,2

3
n h\loga!(logn)% h?

1
= i 2A3;1 _|_2A4lah\loga|(logn)%
nh\ " |logal(logn)z  h

Por el Lema 5 y la desigualdad anterior se tiene que, para cada n > 4,

1 245 1 10
15 S R 1 + 2A4 3
nh \ [logal (1ogn)2 (logn)2

1
245 5oy, ) logm) 2 (4.26)
|logal nh

Por las igualdades (4.23), (4.24) y (4.26), para todo n > 4,

1

B 24 logn)~3

n<B (P g0s,) o) 2 (4.27)
nh |logal nh
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Finalmente, por las desigualdades (4.22) y (4.27) se tiene que,

A 1 -
()] =h+5< n—1+A2%

nh

(S

4.5.6. Demostracion del Teorema 8

Siguiendo el mismo esquema que la demostracion del Teorema 4 en el Capitulo 3, el
estimador satisface primero

L 2(E(T2)} 4+ 2 (B(TD))} +20(h) K]y +2V (h)
donde

(4.28)

Ty = max { ity (x) — E (i (x))] = V1 (h)}+
L= f}é@’;ﬂﬁ%h/ (x) = E (i g (x))| = Va(H') }+
C(h) = ulgflé) | K+ m(u) —m(u)|
con

Vi(h) = v/27A (1 + 5,) 108

1

nh)2

y Va(h) = /2YA1||K||1(1+ 6,)

(logn)>
La desigualdad (4.28) se obtiene siguiendo linea por linea la demostracién de la Proposi-
Kj, xm(x).

cién 11 en Seccidn 3.5.6 del Capitulo 3 substituyendo 7, por 7y, y usando que E(r,(x)) =

Segundo, T; y 7> satisfacen para n suficientemente grande

1
E(T?) < As osh

(4.29)
loegn

E(T2) < As|[K|[}—2

donde

1

(4.30)
A5 = B9+ 2By
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con

Bo = K1 {8((rap)* + 30} 22

T

243 512183p2

Bio = — " (A1 +Bg) + (0 + rup)?
2

De nuevo, (4.29) y (4.30) se obtienen siguiendo linea por linea las demostraciones ubicadas en
secciones 3.5.7 y 3.5.8 en el Capitulo 3 y usando Proposicién 23, Corolario 3 y la desigualdad
(ii) del Lema 9. Ahora usando que para h € 7, |E(r,(x)) —m(x)| = |Kp, * m(x) —m(x)| <
C(h) y la Proposicion 17 se tiene que,

1

(=[ew-mwr?]) < c<h>+<f,,‘—;l+Az—(l°g””)2

S

nh
< C(h)+ (A1 +A42)"*(nh)~1/? (4.31)

Ahora por las desigualdades (4.28) y (4.31), se tiene que,

< C(h)+ (A1 +42) 2 (nh) "2+ 2C(h) | K|y +2V () +2 (B(T?))? +2 (E(T2))?

< AC(h) +A7(1+8,) <l°g”2§ 12 (E(TP))? +2(E(1D)?

nh)2

Usando desigualdades (4.29) y (4.30) permite obtener que

2 (B(T)} +2 (BE(1D))F < a8

n2

para una constante Ag = 2v/As(||K||1 + 1) que depende del kernel K, de rp, Q, &sup, O, a’y
7. lo que permite concluir.

4.5.7. Demostracion de la Proposicion 20.

Sea n tal que @ < 8 Tenemos para h € 'y h* € &~
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por lo cudl

[0~ )] £ 28| sy nte) o

(&n+(x
L —g(x))z} (432)

+ 2rap)E {@,* )

Se recuerda que gj+ (x) = max { Sn(x), @ } Consideremos el evento )« = { G+ (x) > £0E 4
Sobre Q«, tenemos gy« (x) = &5+ (x) y

- : < i (4.33)
g (x) 7 int
De la desigualdad (4.32) se analiza el primer término
B | ()~ )| = B[ s n) <), |
(8 (x)) " I (RO e
1 2
+ E {(gh* B (m(x) — iy (x)) 1ge } (4.34)
Por la desigualdad (4.33) y el primer término de la ecuacion (4.34), se tiene que
| g -0, | < B () -0,
(& (x))? 1T (gmf) "
4 .
< (8fnf)2E [(m(x) — ity (x))?] (4.35)

Por definicién de g, y el segundo término de la ecuacién (4.34), se tiene que
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donde la ultima linea es consecuencia de la Proposicién 24, y de que I} =E [(r?zh (x))* 1ge

IN A

<

Ahora

donde la ultima linea es consecuencia de la Proposicion 24, y de que Ay, =

Entonces

IN

IA

IA

IN

IN

[
[
2(1ogn)? {E [ (m(x))*1a5, | + E [0 (x) 1y, | |
{(’"supgsup)zp[ +Il}

2B in~* +2(logn)?I (4.36)

~—

2(7‘ sup&sup

x|

( ZY (x x))zl%

1
h
’ -
K12 Y
—— K Yi | 1gc
nz(hmin)z lzzl l i
4' . 1/2

2 n
% £ (Zj) (Plof])'"

2”K||g<>2 E n3iYi4 (P[ 2*])1/2

n (hml’n i—1

IK[|Zn2 (23 (rdyp +30) /2
nz(hmm)2

KIZ 430D 1
(logn)? e

(logn)® > logn
n =

1 . 2 A
E W(m(x)—mh(x)) IQZ* <Fn ", (4.37)

12
donde Fi = 2B11 (rupguup) + 2/|K | 2B (23 (4, , + 36)) /2.
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Se da una cota del primer término del lado derecho de la desigualdad (4.32), usando las
desigualdades (4.34), (4.35) y (4.37).

; m(x) — iy, (x))? 4 m(x) —m ki
E |t~ < o

. 4.38
SR
Ahora se da una cota del segundo término del lado derecho de la desigualdad (4.32).

(4.39)
Por el primer término del lado derecho de la ecuacion (4.39), la ecuacién (4.33) y el hecho
que sobre Qy«, g+ (x) = gp+(x), tenemos

; or+(x) — o(x 2
. {(gh*(x)ﬂ(gh () —g(x)) lgh*}

(gif) (o) g(x))zlgh*]

4
— B [(8n(x) —g(x))? (4.40)
o 09 2]
Por el segundo término del lado derecho de la ecuacion (4.39) se tiene que
E {_—2(57;1* (x) —8(?6))2196*} < (logn)’E [(gh* (x) —g(X))zlgc*]
(&n(x)) " "
<

(logn)’E | (2(3he (x))* +2(8(x))?)
<

1971*}
< 2(logn)*{J; + )} (4.41)
donde J1 = E [(gh* (X))zlgz*} y S = E [(g(x))zlgz*}

Antes de acotar el termino J; de la desigualdad (4.41), debemos recordar que gj,«(x) =
max { gn(x), @ } Usando que

1

L X — Xi
K
nh* = h*

|8ne ()| =

_ Il
<1

min
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obtenemos que gp+ (x) < ('L{i‘!“ \Y @) Al sustituir el resultado anterior en el término J; de

la desigualdad (4.41), se tiene

K112 ! c
5 < ((h}"nm>2 v (1ogn)2) P[] (4.42)

Ahora se procede a acotar el término J, de la desigualdad (4.41)

52 < E |(gsp) ey, | = (gsup) P[5 (4.43)

Por las desigualdades (4.41), (4.42) y (4.43), ademds de la Proposiciéon 24 y como

h*. = n-le(Vlogn—1) qe tiene que

min

E [m@h* (x) —g(x))zlgz*]
< 2(logn)? { ((ullf“g)oz Vv 1 )2) —i-(gsup)Z}P[ ‘]

. (logn
2B (logn)? K12 1 2
< V u
- n!3 (n~te(viogn-1))*  (logn)? T (8sup)
e (4.44)
n

donde F> = 2By { (| K2V 1) + (gsup)?}

Por las ecuaciones (4.39), (4.40) y (4.44), se tiene que

1 4

(g (x) — 2(x))? — oy (1) — g(x))?] + = .
B | G @ 0~ < B e -+ @)
Finalmente por las desigualdades (4.32), (4.38) y (4.45)

E [(r(0) — e ()] < FE [(m(x) —g(x))?] + B2 (@ () — 8(x))?] + :—j (4.46)

donde Fy = 8 Fp = 30w)’ o b 0F 4 0(r0)2F
onde I (ginf)z, 2 (ginf)z y 3 1+ (rsup) 2
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4.5.8. Demostracion del Teorema 11.

Tenemos de manera similar a Proposicion 20

E {(F(X) — P e (x))z} <FRE [(m(x) —n%ﬁ(x))z} +RE [(g(x) & (x))z] —l—%

usando P(Q7 ) < n% (ver Proposicion 25).
Por el Teorema 9 y el Teorema 2 en Bertin and Klutchnikoff (2017), se tiene que

E [(f,; e ()= r(x)ﬂ

2 2

B By
eS| 2By +1
S Fl C* n 1t + F2 C** logn 2t + 5
logn n n*
72(2[51312[3)2)1
ABo)+
_ %( n 1B
logn

donde B = F (C*)? + F>(C**)? + F3 con C** una constante positiva que depende del kernel
K’ de gsup’ Q, ﬁZa L2 y |10g(a)|



Capitulo 5
Conclusion

En esta tesis, estudiamos el problema de la estimacidén de la funcién de regresion, cuando
ésta es acotada, los errores del modelo son variables aleatorias 1.1.d de distribucién normal y
la variable explicativa es un proceso débilmente dependiente cuyo coeficiente de correlacién
tiene decaimiento exponencial, ademds la variable explicativa es idénticamente distribuida
con funcién de densidad g acotada. La precision de la estimacion se hace a través de riesgos
puntuales. En este contexto consideramos dos casos de interés que son el principal aporte de

este trabajo de investigacion; cuando la densidad g es conocida y cuando esta es desconocida.

En el caso en que la densidad es conocida; se demostré que al considerar un estimador de
la funcién de regresion del tipo Nadaraya-Watson (1.9); es decir, al tomar un procedimiento
basado en datos utilizando Nicleo y seleccionar el ancho de ventana usando el enfoque de
Goldenshluger y Lepski se obtiene que el estimador resultante satisface una desigualdad tipo

ordculo y es adaptativo.

En el caso en que la densidad g es desconocida; proponemos como estimador de la
funcion de regresion un estimador cociente de dos estimadores. Se selecciona ventanas con
método GL para ambos estimadores que conforman el cociente con método GL. Demostra-
mos desigualdades de tipo ordculo lo que permite demostrar que el estimador de la funcién

de regresion es adaptativo.

Ambos casos generalizan los resultados de Lepski and Serdyukova (2014) que estaban
en el contexto de datos independientes.

Como aporte final de esta investigacion, se implementaron los distintos métodos en el

software R y se desarrollaron simulaciones que permitieron ver el desempefio de los métodos
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en riesgo puntual y riesgo integrado.

En el futuro, se propone extender los métodos adaptativos desarrollados en esta tesis a
los modelos de regresion no paramétricos con cambio de régimen en un contexto de datos
dependientes, desarrollar métodos de estimacion adaptativos para modelos de regresion no
paramétrica ponderada espacio temporal, y extender las técnicas de estimacion adaptativa no

paramétrica para datos funcionales.
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Apéndice A

Programa en R para la estimacion
adaptativa de la funcion de regresion
correspondiente al capitulo 3

A continuacién se presenta el programa desarrollado en R que se utilizé en la seccion
3.4, para estimar la funcién de regresion r(x) = 0,7x+ 2e~ 10+ o e] modelo ¥; = r(Xi) + &
parai=1,...,n, donde {X;}" | es una muestra del proceso X presentado en el Ejemplo 2y
las variables &; son independientes e identicamente distribuidas de distribucién N(0,52) con

o > 0. Se asume que la densidad de la variable explicativa es conocida.

El programa tiene como entradas las variables; n tamafio de la muestra a generar y
sigl desviacién estdndar de los errores {&;}" ;. Con esa informacién el programa genera
la muestra aleatoria {(X;,Y;)}’_,. Posteriormente usando la muestra generada, el programa
calibra el método y determina la estimacion adaptativa de la funcién de regresion en una
malla de longitud 21 del intervalo [—1, 1], esos valores estimados se almacenan en la variable

de salida rchul.

Antes de describir las salidas gréficas del programa, se debe destacar que se tomo la
familia de ventanas .72’ como se define en la seccion 3.4.2 y como valores del parametro de

calibracion del método la secuancia {3/]}31:1 como se indica en la seccion 3.4.3.

En el proceso de estimacion el programa proporciona varias salidas gréficas:
1) Grifico de dispersion de la muestra generada {X;}}_,.

2) Gréfico de la funcién de correlacion de {X;}%.
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3) Veintiun graficos que muestran paso a paso el proceso de calibracion del método para
. <. sz 21 : 4 .
estimar la funcion de regresion r(-). Para cada {y; =1 se proporciona un grafico;
. . . N = q ~ q
representando con una linea roja el estimador GL {rilyj (%;) }i_, de {r(%;)};_,, conuna
1

linea negra la funcién a estimar, con una linea azul el estimador 7#,(-) en una ventana

. . ~ ~\1P
fija y con puntos verdes la muestra de entrenamiento {(%;,5;)}:_, con 0 < p < 100,

descrita en la seccion 3.4.3, que es usada para calibrar el método.

4) Griéfico de la funcién Error(y), descrito en la seccion 3.4.3, que muestrar el error
cometido entre las veintitin estimaciones de la funcién de regresion r(-) y los puntos
de entrenamiento {(%;,7;)}7_; con 0 < p < 100. El valor y que minimiza la secuen-

cia {Error(yj)}?lz | €s el que determina al mejor estimador, el cudl se denota por
{Fr ()}

5) Griéfico del estimador adaptativo de la funcién de regresién #y(x;) en una malla
igualmente espaciada {x;}?., del intervalo [—1,1], donde el valor Y con el que se
aplicé el método GL es el obtenido en el item (4); se representa con una linea punteada
la estimacion adaptativa, con una linea continua la funcién a estimar y con puntos

grises la muestra de estimacion.

Obeservacion sobre los valores de n y sigl en el programa. Se debe introducir un valor
de n mayor a doscientos, ya que los primeros n — 200 datos es la muestra de estimacion y los
ultimos 100 datos es toma la muestra de entrenamiento, como se describe en la seccién 3.4.3.

Al ser Sigl una desviacion estdndar su valor tiene que ser mayor a cero.

gyl daddaddadaddaddadaddaddadadladdadaddadadladdatd
(gt daddaddadadladdadaddaddadadladdaladdadadladdatd
###Programa: Estimacion adaptativa de la funcion de regresion,
###Usando nucleo gaussiano, con g conocida.

b st daddadaddaddadaddaddadaddaddadaddadaddaddaid
(gl daddaddadaddaddadaddaddadaddaddadadladdadadladaddaddatd

n<-2200 # Longitud de la muestra que se generara.

sigl<=0.5 # Desviacion Estandar del Error de la regresion.

HAABAARABHAR AR AR HAR AR AR HARABHABAARABHRB AR AR HAR AR AR HARAS
HAABAARABHARAARABHARARRABAARABRABAARABHARAARABRAR AR AR HAR A
AHAARARAGHFHHS INICIO CALIBRACION HARABHAARABHARAGHARAGHAH
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HAABHARAGHABAARAGHARARRABHARARRABAARARHABAARAGHAR AR AR H AR A
HAABABRABHABABRABHAR AR AR HARABRABRARABHABAARABRAB AR ABHARAS

HURARBHARGH ARG R ARG RARGRARGRAAGRAAGRARG ARG ARG RAAG R ARG R ARG
### Generacion de numeros aleatorios de distribucion N(0,1)
### truncada por I1_{(—-a,a)}(x) dependientes usando datos
### AR(1) con phi=0.75 y el metodo de la transformada

### inversa .
BHARBHABBHBBHRLBRABRHBBRLBHABRHBBHHRBBRABRH BB HRBBR LR HHABHHBRHRARHH

Z=arima.sim(list (ar=0.75),n=n) # Generacion de AR(1) con
# phi=0.75 y sigma=I
U=pnorm (Z,mean=0,sd=sqrt(1/(1-0.75"2)))
# U=F(Z), donde Z~N(0,1/(1-0.75"2))
# vy F es su funcion de distribucion.
# U~U(0,1) y es dependiente.
a=2; # Soporte para la normal truncada, dependiente.
p=pnorm(a)—-pnorm(—a); # Area bajo la normal (0,1) truncada
# en a, tal densidad se denota por g
# y ademas g=G’.
X=qnorm (p*U+pnorm(—-a) ,mean=0,sd=1) # X=G"(-1)(U)=(G N -1)oF)(Z).
# Normal truncada dependiente.

plot(seq(1,n,1),X, xlab="_",ylab="_") # Grafico nube de puntos

# de datos generados,
# variable explicativa.
acf(X,lag=100) # Grafico de la funcion de correlacion de la

# variable explicativa

T1=X

YO0t=0.7+T1+2=xexp(—-10«T1"2) # Funcion de regresion a estimar
# r(x)=0.7x +2exp(—-10x"2).

Yt=YOt+rnorm(n,0,sigl) # Variable respuesta
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ne<-n-200 # Numero de datos con los que se construye el
# estimador
X=TI[1:(n-200)] # Datos de la variable explicativa con los que
# se construye el estimador
YO=YO0t[1:(n=-200)] # YO=r(X), donde X es normal truncada
# dependiente .
Y=Yt[1:(n-200)] # Modelo Y=r(X)+e donde e~N(0,1), datos de
# la variable respuesta con los que se
#

construye el estimador

HURARBRARBHARBRARBRARBRARGRARGRARBRARGRARGRARGRARG R ARG RARRH
####A###A  Estimacion desviacion estandar de e_j #H#H#AA##HAH
########  donde e_j es el error de la regresion HA#HA#HA#H
HBRARBHAR G R ARG RARRRARGRARGRAAGRAAG R ARG RARGRAAG ARG ARG R AR
library (KernSmooth)

h<-dpill (X,Y) # Metodo plug—in de Ruppert, Sheather y

# Wand (1995), esta ventana obtenida por el

metodo del pulgar la sustituire en el

estimador de N-W, para asi tener una

FH O H R

estimacion de r en cada punto de X en R"2000.

HAABHARABHAGHARARHARARRAGHARAARARRARABRAGHARAGRAR AR AR R AR HAH
HA#HAGHHR AR AR MODULO 1 m HAHAHHARAHHAH AR HAR AR R A A
HARBHARAHHAG AR ARG RAG AR ARG RARAARAGRAR AR AR RAR ARG AR ARG A
Estimmm<-function (x,X,Y,h){

# Estimador de la funcion m con kernel gausiano, ventana

# h, muestra aleatoria de la variable explicativa X,

# muestra aleatoria de la variable respuesta Y, y variable

# independiente x.

# m(x)=sum_{i=1}"n (1/(nhxsqrt(2=pi)))Y[i]exp(—(((x-

# X[i])Ih)"2)]2).

n<-length (X);

mm=0;
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for(i in 1:n){
mm=mm+ (1 / (nxhxsqrt (2=pi)))=Y[i]=xexp(—(((x-X[1])/h)*2)/2);
}

return (mm)

AAABHARARHABAARARHARARRAGHARARRABAARARRAGHARAGRARAAR AR AR AR
HA#RABHAR AR HHH AR MODULO 1 g HARABHAR AR HAH AR HAR AR H AR A
HARBHAHAHRAYHARAGRAG AR ARG RAG AR AR RAR AR AR RARAHRAGHAR ARG
Estimg<—function (x,X,h){

# Estimador de la densidad g con kernel gausiano, ventana h

# para la muestra aleatoria X envaluada en x.

# g(x)=sum_{i=1}"n (1/(nhsqrt(2%pi)))exp(—(((x-X[i])Ih)"2)]2).

n<-length (X);

g=0;

for(i in 1:n){

g=g+(1/(nxhxsqrt(2=pi)))xexp(—(((x-=X[1])/h)*2)/2);
}

return(g)

HURARBHARBRARHAARRAARRAAGRAAGRAARRAAG R ARG RAAGRAAGR ARG R GHAAH
######AR#A##AS Estimador mpul, gpul y rpul #A#BHA#HA#BA#BHAY
HURARBHARBHARHHARHHARBRARBHAGBH ARG U ARG U ARG R ARG R ARG R ARG HARGH AR
mpul<-0;
gpul<=0;
for(i in 1:ne){
mpul [ 1 ]<=Estimmm (X[1],X,Y,h); # Numerador del estimador de
# Nadaraya — W
gpul[i]<-Estimg(X[i1],X,h); # Denominador del estimador de
# Nadaraya — W
}
rpul<-mpul/gpul # Estimador de Nadaraya — W, en la ventana h,
# estamada por el metodo del pulgar.
HURARBHARGRARBRARRRARGRARGRARGRARRRARGRARGRARGRARGRAR G R ARG A
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sigqchu<—(1/(ne—-1))ssum((Y-rpul )*2) # Estimacion Var(e_j)
sigchu<-sqrt(sigqchu) # Estimacion desviacion estandar de e_j
sig<-sigchu # Desviacion estandar de e_j (Estimacion

# del error de la regresion)

HHBBRAALBGRHRAL LU RAAL LR AAL LU RARL GG RAAL LR RAL LGB ARG GG RRAL LY
####A###A Fin Estimacion desviacion estandar e_j #H#HA#A#BHAARY
HHBBHAHL BB RRALB BB RALL BB RRAL BB RALL BB BRAL BB B RALL BB HAAL BB RALLY

tI=T1[((n=100)+1):n]
t2=Yt[((n=100)+1):n]
ii=order(tl)
x=tl[1ii]

Ycet<—t2[1ii]

HURARBHARBHAGRHHAGRHRAGRHRAR R ARG R ARG R ARG R ARG HAAGH ARG R ARG R ARG R AR
##### Formula de la densidad g, normal(0,1) truncada ###H#####
HURARBRARBAARRAABRAABRAAGRAAGRAABRARGRAAGRAABRAABRARGRARGHAAY
mu<-0;
sigm<—-1;
#Extremo del soporte es a=2.
dTnorm<-function (x,mu, sigm,a){
#Densidad N(mu, sigm) truncada de —a hasta a.
p<—-pnorm (mu+a ,mu, sigm ,lower . tail =TRUE, log . p=FALSE) -
pnorm (mu-a ,mu, sigm ,lower . tail =TRUE, log . p=FALSE);
if (mu-a<=x & x<=mu+a){g<-dnorm(x,mu,sigm, log=FALSE)/p;}
else {g=0;}
return(g)

}
HAABAARABHAGARRABHARARRABAARARRABAARAGRARAARABHARAARAGHARASH

el sl ddadaddadaddadidadaddaddadaddaddadaddaddad
HBHRABHAGH AR AR A MODULO 1 HAHBHAGH AR B R AR ARG
i it sl daddadaddaddadaddaddaddddaddadaddaddad
EstimR<—-function (x,X,Y,h){



149

# Estimador de la regresion con kernel gausiano, ventana h

# para la muestra aleatoria (X,Y) envaluada en x.

# r(x)=sum_{i=1}"n (1/(nhsqrt(2=pi)))Y[i]exp(—(((x-

# X[i])Ih)"2)12)g" —1}(X[i]).

n<-length (X);

r=0;

for(i in 1:n){
r=r+(1/(nshxsqrt(2+pi)))*Y[i]=xexp(—-(((x=X[1])/h)*2)/2)
#*dTnorm (X[1],mu,sigm,a)*(-1);

}

return(r)

}
HAAGAARAGHABAARABHARARRAGHARARRABAARAGHABAARAGHARAARAGHAR AR

HURARBHARHHARHHARHRARHRARRRAGHRAR R AR R AR B ARG B AR HRAR R RS RS
HBRABH ARG RARHAAGRARH ARG H MODULO 2  #######HAHH ARG HARHHAHH
HURARBHARBRARBRARRRARBRARRRARRAARRAARRRARBAARRAARRAARRAAR R
EstimRSS<—function (x,X,Y,h,hl){
# Estimador sobre suavisado con nucleo gausiano, muestra
# aleatoria simple (X,Y), ventanas h y hl, evaluado en x.
n<-length (X);
rss=0
for(i in 1:n){
rss=rss+(1/(nssqrt(2xpix(h*2+hl1"2))))=Y[1i]xexp(—((x-
X[1])*2)/ (2% (h"2+h172)))*dTnorm (X[1i],mu,sigm,a)*(-1);
}

return(rss)

}
HAAGAARAGHABAARABHARARRAGAARAGRABAARAGHARAARAGHARAARAGHARASH

HAABABRABHABAARABHARABRABHAR AR AR AAR AR AR RARABRAB AR ABHARASHHA
AAABABRARABRARABAARA#A#H MODULO 3 HHERARABHARABHARARHAHH
HAABHAARAGHABAARAGHARARRAGHARARRABAARARHAGHARAGRARAARAGHARAAARA

# Esta funcion determina el valor absoluto de la diferencia
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# entre el estimador de la regresion sobresuavizado rhhl y rhl
# en un valor x del soporte.
VAdifEst<—function (x,X,Y,h,hl){

VA<-abs (EstimRSS (x,X,Y,h,hl)-EstimR (x,X,Y,hl))

return (VA)

}
RAABABHABHABAARABHARABHABHAR AR AR AAR AR AR RARABRARAARABHARASHHA

ne<-length (X); # Longitud de la muestra de enterenamiento
I<-0
xt<=0
Yc<-0
for(i in 1:100){

if(-l<=x[i] & x[i]<=1){I<-I+1; xt[I]<-x[1]; Yc[I]<=Yct[i]}
}

X<=Xt

s<—length (x) # Numero de elementos en la particion del soporte
# de la densidad de X
M<-floor (log(ne))=(2/3) # Definicion de M, donde M es la parte
# entera nllog(n),
H<-exp(-seq (0 ,M,0.1)) # Familia de ventanas, donde H={h_i}_0"M,
# con M definido en
m<-length (H) # Numero de ventanas.

HURARBHARBHARBHARBHARBRARBRARBHARHHARBRARBHARBRARBHARH RS
HURAHBHARHHARHHARHRARHRARHRARBRARHRAGBRARHRARHRAGH AR R A A
#### Rutina para almacenar los datos

#### usando la funcion VAdifEst

#### en una lista de nombre | que

#### contiene s matrices donde cada

#### matriz es de orden (mxm)

#### s=length(x) y m=length(H).

##4# El alamcenamiento en cada matriz
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#### se realiza por filas .
HAHHHHHHHHHHHHH R R R R R AR RBRARARARARARAR AR AR AR AR AR

I<-list () # Nombre de la lista que almacenara s matrices
# donde cada una es de orden mxm.
for(k in 1:s){
10<-0 # Variable auxiliar que almacenara temporalmente
# cada matriz de datos.
100<-0 # Variable auxiliar que almacena temporalmente
# cada fila de la matriz 10.
for(j in 1:m){
100<-VAdifEst (x[k],X,Y,H,H[j ])
if (j==1) {10<-100}
else {10<-cbind(10,100)}
}
I[[k]]<-10
}
HARGHARAHRAG AR ARG RAG AR ARG RAR AR RAGRAR AR AR RAR ARG AR ARG A
AAABHARABHABAARABHABARRABHARARRABAARARRABAARARRARAAR AR AR A

HAABHARAGHABAARAGHARARRAGHARAGHABAARAGHAGHARAGHARAARAGHAR AR

######A## Cambio Local de rsup y ginf IMPORTANTE ###
######A## Ahora rsup y ginf son vectores de dimension s ###
####A###A Cada rsup[i] y ginf[i] corresponde con x[i], #it#
##A##A#A para i=1:s ###

HURARBHARBRARBRARBRARBRARBRARRRARRAARERARBRARRRARR ARG R AR R
d<-rep(0,s) #d distancias para el calculo de Int(rchu-Y)"2
dI]<=((x[1]+x[2])/2)-(-1)
d[s]<—-1-((x[s=1]+x[s])/2)
for(i in 2:(s—-1)){

dli]<—((x[i]+x[1+1])/2)-((x[1-1]+x[1])/2)

e<-rep(0,s+1)
se<—length (e)
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e[l]<=(-1)
e[se]<-1

for (i in 2:(se—-1)) {
eli]<—(x[i-=1]+x[1])/2

rsup<-rep (0,s)
ginf<-rep(0,s)

for(i in 1:s){
rsup[i]<-max(abs(Y=(e[i]<X)x(X<e[i+1]))) # Maximo Local de
# la funcion de
# regresion.
Wi<-0
Wi<—Xx(e[i]<X)=(X<e[1+1])
W2<-0
I1<-1
for(j in 1:ne){
if(WI[j]!'=0){W2[11]<X[j]; Tl<-I1+1}
}
valorg<-rep(0,length (W2))
for (j in 1:length(W2)) {
valorg[j]<-dTnorm (W2[;],0,1,a)
}
ginf[i]<-min(valorg) #Minimo de la funcion de densidad de X.
}
###### AR #A##A#SH FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ##########A#HHA
###### AR # AR #A##H FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL #############H

del<—(log(ne))"(-1/5)
N2<-1/sqrt(2=sqrt(pi)) #Norma 2 del nucleo gaussiano.

HEHABBHARBHABRAABRAABRAABRAABRRABRAABRAABRAABRARBRAABRAA RS
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###### Cambio Local de A3 IMPORTANTE #it#
####A## Ahora A3 es un vector de dimension s #it#
###### Cada A3[i] corresponde con x[i], para cada i=1:s. ###
HURARBHARBHARHRARH ARG AR R RAGRAARH ARG R ARG ARG R ARG A AR AR A
A3<-rep (0,s)
for(i in 1:s){

A3[1]<=(rsup[i1]"2+sig”2)sginf[1]N(—1)%N2/2
}
#########AAR### FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL #######A##HH#AARH
######A##A##A#E FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL #####A##A#B##A#H#HA

GAM1<-0.00000005

GAM21<-0.05

dd<-(GAM21-GAM1) /20

GAM<-seq (GAMI1,GAM21, dd) # Valores de la variable gamma,
# usados para calibrar el metodo

Norma2Cuadrado<-rep (0,length (GAM) ) ;

for(q in 1:length (GAM)) {
print(q)
gam<-GAM[q] #Parametro gamma > 2. (valor que he cambiado)
Bd4<-sqrt(2=xgam=A3)=(2) # El 2 que multiplica despues de la
# raiz cuadrada es 2=\IK\|_1 +1,
# donde \IK\|_I1 =I
# "IMPORTANTE ahora B4 es una variable LOCAL"
# "Es claro que B4 es un vector de dimension s".
# Cada B4[i] corresponde a x[i], para cada i=1:s
# IMPORTANTE en esta parte no hubo cambios.

b s s ddaa st ddaa i ddaaddaaddaaddaadda
###### Calculo del estimador V(x,h), para cada x en ##

###### la malla de longitud s y h \in H. ##
###### Es decir V es una matriz de orden sxm. ##
HURAHH ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG A
###### IMPORTANTE aca se hacen cambios locales , ##

###### Ahora V tambien depende de x, ademas de ##
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###### depender de H (como antes) ##
###### sera una matriz de oden sxm, donde cada fila ##
###### corresponde a un valor de x y cada columna a ##

###### los valores de H. V[i,j] donde i=1:s y j=I:m ##

b et daddadaddaddadaddadadaddaddadaddadaddaddad

V<—-matrix (0 ,nrow=s , ncol=m)

for (k in 1:m){
VI[,k]<-B4=(1+del)xsqrt(log(ne))/sqrt(ne=H[k])

}

# Aparece ne, pues es la longitud

# de la muestra de entrenamiento

#a######## Fin del cambio local de V  #HAHHAHHAHAHHARAHHAH
AARBAGRABAARABHAGAARAGHARAARAGAARARRABAARAGHARAARAGHAR A

RARBABHABAARABRABAARABHARAARABHARABRABAARABHABAARABHARAH

##### Calculo del Maximo de cada fila HARABHHARGHHAA
##### de la matriz {I[k]-V}_{+}, H#R AR ARG HHHAHAH
##### para cada k de 1:s. AARARABABHARHH
##### Lo cual se guarda en la lista HAABBHAAR B HHAHA

#a### A={A[k]}_{k=1;s} con A[k] en R"m HARARABABHARAH

##### Se genera la

lista AV, compuesta HARRARGHARHARH

##### de s vectores m dimensionales HAAABHAAAGHHAH
##### AV[[k]]=A[[k]]+V en R"m para HARHAHBHARHARH
##A##A k=1,...,5. HAHH AR B HAHHARH
##### Se geneta el vector hopt en R"s HARRARBHARHARH

##### donde hopt[k]=argmin (AV[[k]]+V) HARARABAGHARAH
RARBABHABHAR AR AR ABR AR R AR AR AR HAR AR AR AAR AR R AR AR ARH RS

A<-list ()

AV<-list ()

arg<-0

#

FHOH O H W W

#

Es una lista de s vectores, donde cada
vector A[k] en R"m, corresponde a un
valor x[k] en de la malla, y A[k][i]
es el valor en H[i]

Es una lista de vectores, donde cada
vector AV[k] coresponde a la suma de
vectores A[k]+V/[k,].

# Esta Variable sera un vector donde



155

# cada componente es
# argl[k]=argmin_{h\in H} (A[k]+V[k,])
hopt<-0 # Variable que almacena las ventanas optimas

# para cada x[k] en la malla.

for(k in 1:s){
AO<-0 # Esta variable auxiliar, sera una matriz que
# almacenara temporalmente los datos contenidos
# en cada matriz A[[k]] de la lista A
for(i in 1:m){
AO[i]<-max(1[[k]][i,]-V[k,])
if (AO[i]<0) {AO[i]<-0}
}
A[[k]]<-A0 # Se almacenan los datos en la lista A
AV[[k]]<-AO0+V[k,] # Se almacenan los datos en la lista AV
arg[k]<—which . min(AV[[k]]) # Se almacena la posicion de la
# ventana optima para cada x[k]
# de la malla de x.

hopt<-H[ arg] # Vector de ventanas optimas,

# es un vector en R’ s

HURARBHARHHARBHAGRHHAGRHRAGBHRAR B ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R AR
AAA#BHAGRA#BHARRARAE Estimador rchu #HA#BHAABHAABHAZHAABHAY
HURARBAAGRHAAGHAAGRAAGRAAG R ARG RAAGRAAGRAAG R ARG R AAGH ARG R A
rchu<-0;
TMSEO<-0; # Variable auxiliar que alamcenara temporalmente
# los terminos del MSE de la estimacion.

for(i in 1:s){

rchu[i]<-EstimR(x[1],X,Y,hopt[i]);

TMSEO[ i ]<—(rchu[i]-Yc[i])"2;
}
HURAGH ARG B ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R AAGRAAGHAAG R ARG RARG R AR AR H
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HARBHARAGHAR AR AR HARARRAG ARG R AR AR ARG ARG R ARG A
###### Grafico del estimador rchu para cada GAM[q], ######
#####A#E con g=1:\length (GAM) #H#H###H
HAABHHRAGHAR AR ARG HAR AR RAGAAR AR RAG AR RARRARAARAGHAR AR AR AR
plot (x,rchu,ylim=c(-1.5,2.5))

lines (x,rchu,lwd=2,col="red")

points (X,YO0, col="black") #Curva YO0=r(X)

r<—-EstimR (x,X,Y,1/6); # Estimador de nucleo en una ventana
# fija MODULO 1

lines(x,r,Ilwd=2,col="blue’)

points (x,Yc,lwd=2,col="green’)

i st dadidadadda i daddaddddaddadaddaddadad

Norma2Cuadrado [ q ] <—sum (d=TMSEQO)

plot (Norma2Cuadrado , main="Calibracion_Metodo GL", xlab="_",ylab="_")

[}

lines (Norma2Cuadrado)

10<—=which . min(Norma2Cuadrado)

i0
GAM[ 10 ]

@ dadd sl il et dladaddadladadladdadaddaddad
el et didadadda s ddddaddadaddaddad
HBRABH AR R AR R AR AR Final Calibracion HA## AR AR ARG
i it dda it ddadaddadaadaddadaddaddaddddaddsdaddaddad
gl et ddadadladaddadladaddaddadddladdadaddaddad

HURARBHARBRARRRARRAARRAARRAAGRAARRAARRAARR ARG R ARG R ARG R AR RS
HURARBHARBHARBHARBRARBHARBRARBRARBRARGHARBHARBRARBHARBHAR RS
HAAABHARHARBHAGH INICIO AJUSTE AARAABHAGHARBHABHHA
HURAHBHARHH AR AR HAARH ARG ARG R ARG R AR R ARG ARG R AR R AR R A AR A
HBRARBRARRRARRRARRAARRAARRAAGRAAGRAAGRAARRAAR R ARG R ARG R ARG
a<-2
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al<-1 # Limite superior del soporte de la densidad de X

xl<-seq(—al,al,0.1) # Soporte de la densidad de X

sl<-length (x1) # Numero de elementos en la particion del
# soporte de la densidad de X

HAABHAARABHABAARABHABARRABHARARRABAARARRABHARABRABAARARH AR A
HAABHARAGHABAARARHARARRARHARARRABAARABRABAARARRARAAR AR AR HAH
###A##A##ASE Rutina para almacenar los datos HARHARRARBHARH

#########H usando la funcion VAdifEst HABHABHARBHARH
###A##A##AS en una lista de nombre | que HARBHRAAAHHH AR
#H###AA###AR contiene s matrices donde cada HAABHHAARHHHAH
#H###AA###AR matriz es de orden (mxm) HARBHHAAR B HHAH
#H###A###AR s=length(x) y m=length(H). HARBHHAARGHH AR
#####A##AS El alamcenamiento en cada matriz HARBHHAAABHH AR
####AA###AR se realiza por filas. HAABHHAARBHHAR
HURARBHARHHARHHARHRARHRARBRARHHARHRARHRARBRAR B AR HRAR R RS HA
1<-0 # Nombre de la lista que almacenara s matrices

# donde cada una es de orden mxm.
for(k in 1:s1){
10<-0 # Variable auxiliar que almacenara temporalmente
# cada matriz de datos.
100<-0 # Variable auxiliar que almacena temporalmente
# cada fila de la matriz 10.
for(j in 1:m){
100<-VAdifEst(x1[k],X,Y,H,H[] ])
if (j==1) {10<-100}
else {10<-cbind (10,100)}
}
if (k==1) {lI<-1list(10)}
else {1[[k]]<-10}

AHAABHARARHABAARARRARARRABHARARRABAARARRARAARAGRARAAR AR R AR HAH
HARGHAUABHAGHARAGRARARRAGHARAARAGRARARRAGHARAGRAG AR AR R AR HAH
##### Cambio Local de rsup y ginf IMPORTANTE A#RH A
##### Ahora rsup y ginf son vectores de dimension s ######
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##### Cada rsup[i] y ginf[i] corresponde con x[i], HHHAAH
###A## para i=1:s #A###H#

HURARBH AR B HARHHARHAARHRARHRAGH ARG R AARH ARG ARG R AR R AR R AR A
HBRARBHARHHARHRARHAARR AR R RAGHAARRAARRRARR ARG R ARG R ARG R AR A
rsup<-rep(0,sl)
ginf<-rep(0,sl)
for(i in 1:s1){

rsup [i]<-max(abs (Y ((x1[1]-0.05)<X)*(X<(x1[1]+0.05))))

# Maximo Local de la funcion de regresion. #####

Wi<-0

Wi<—Xs ((x1[1]-0.05)<X) = (X<(x1[1]+0.05))

W2<-0

I1<-1

for(j in 1:ne){

if(WI[j]!'=0){W2[11]<X[j]; T1<-I1+1}

}

valorg<-rep(0,length (W2))

for (j in 1:length(W2)) {

valorg[j]<—-dTnorm (W2[;].,0,1,a)

}

ginf[i]<-min(valorg) #Minimo de la funcion de densidad de X.
}
######A##A##A#E FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ##A###A#BH#B#A#H
###### AR #AR#A#Y FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ###########A#H
HURAHBHARBHARHH AR B RARBRARGRARBHARGRARGRARG R ARG RAAR R ARG R AR HH

gam<-GAM[ i0 ] # Parametro gamma
del<—(log(ne))"(-=1/5)
N2<-1/sqrt(2=sqrt(pi)) # Norma 2 del nucleo gaussiano.

HEHABBHARBHARBHARBRARBHARBRARBRARBRARBHARBHARBRARBHAABHAAEH

#####A##AY Cambio Local de A3 IMPORTANTE #H####H
####A###AR Ahora A3 es un vector de dimension s #A###H#
#####A###AR Cada A3[i] corresponde con x[i], #it##
###A##A##AS para cada (i=1:5s. #H#A###H

RAABABRABHAB AR AR HBR AR AR RAR AR BB RBRABHBB AR AR HAR AR AR AR S



159

A3<-rep (0,s1)
for(i in 1:s1){

A3[1]<=(rsup[i]™"2+sig”2)sginf[1]N(—1)%N2/2
}
########H#AA#### FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ############H#
###### AR A##A##H FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ########A##A#H
HURARBHARBHARBH ARG HARBHARBRARBHARBHARBHARBHARBRARBH ARG R AR B H

Bd<—sqrt (2=xgam=A3)=(2) # El 2 que multiplica despues de
# la raiz cuadrada es
# 2=\IK\|I_1 +1, donde \IK\|_I1 =I

HHUHAHRBUARBUARBUARBUARBRARBRAABUARBRARBRARBRARBLAABLAABRAABH
###### Calculo del estimador V(h), para cada h \in H. #####

###### IMPORTANTE aca se hacen cambios locales , HHA#Y
###### Ahora V tambien depende de x, ademas de h #HH#AA
#####A# V sera una matriz de oden sxm, donde cada #AHH#H
###### fila corresponde a un valor de x y cada #H###H
###### columna a los valores de H. #A##H
####A## V[i,j] donde i=1:s y j=I:m #A##H

HURARBHARGH ARG R ARG RARGRARGRAAGRARG R ARG RARGRARGRAAG R AR AR
V<—-matrix (0 ,nrow=s1 , ncol=m)
for (k in 1:m){
V[,k]<-B4=(1+del)=sqrt(log(ne))/sqrt(nexH[k])
}
HURARBHARGHARG R ARG RARGRARGRAAGRARGRARGRARGRARG R R ARG
###np##n#in#int Fin del cambio local de V. ####A##A#BHA#BHARY
HUHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBH

HAABAARABHABAARABHARABRABAARABRABAARABHARAARABHARAARABHAR A

########A##H Calculo del Maximo de cada fila AA#A#H AR A
######ARA#ASE de la matriz {1[k]-V]_{+]}, AHABAHHARHS
######ARA#AS para cada k de 1:s. A#ABAHHARHS
###A###A##A##A Lo cual se guarda en la lista AA#ARH AR A

########A##AE A={A[k]} _(k=1;s} con A[k] en R"m ARABHBHAHHS
#######EASHASE Se genera la lista AV, compuesta AARARH AR A
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###A##HA##A##H de s vectores m dimencionales AARBHAAGHH
#Han#A##a### AV[[k]]=A[[k]]+V en R m para AARARH AR A
AA#RARARARASE k=1 ,... 5. AHA# AR R AR
###A######A##H Se geneta el vector hopt en RMs AARARHH AR A

########## A donde hopt[k]=argmin (AV[[k]]+V) H#HHHHHHHH
HURARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBRARBHARBHARBHARBHAABH AR HH
A<-list () # Es una lista de s vectores, donde cada
# vector A[k] en R"m, corresponde a un valor
# x[k] de la malla, y A[k][i] es el
# valor en H[i]
AV<-list () # Es una lista de s vectores, donde cada vector
# AV[k] coresponde a la suma de vectores A[k]+V.
arg<—0 # Esta Variable sera un vector donde cada
# componente es arg[k]=argmin_{h\in H} (A[k]+V)
hopt<-0 # Variable que almacena las ventanas optimas

# para cada x[k] en la malla.

for(k in 1:s1){
AO0<-0 # Esta variable auxiliar, sera una matriz que
# almacenara temporalmente los datos contenidos
# en cada matris A[[k]] de la lista A
for(i in 1:m){
AO[i]<-max(I[[k]][i,]-V[k,])
if (AO[i1]<0) {AO[i]<-0}
}
###n#nn#nnt#nyt Se genera la lista A y AV #######AGHA#BHARH
Al[k]]<-A0; # Se guardan resultados en la lista A
AV[[k]]<-A0+V[k,] # Se guardan resultados en la lista AV
arg [k]<—which . min(AV[[k]]) # Se almacena la ventana optima
# para cada x[k] de la malla de x

}
hopt<-H[ arg ]
AAABAARARHABARAABRARARRARAARARRABAARARRAGAARARRARAARARHARAAH

RERBABHABHABABR AR HAR AR AR HAB AR BB HRR AR BB RRR AR RAB AR AR A AR AHHH
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HAHHAARAHHAAARGHBRARRHY Estimador rchu #HHAARBHBHAARHHHAARHH
HUHARBHARBHARHHARBHARBHARBHABH AR B AR U AR R AABH ARG HAABHARBH AR
rchul<-0;
for(i in 1:s1){

rchul [1]<-EstimR(x1[1],X,Y,hopt[i]);
}
HUHAHBHARBHARHHARHHARHRARBHARH ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R AR GH AR

HAABHAARAGHABAARAGHARARRAGHARARRABAARAGHAGHARAGHARAARAGHARAARA
REABHBHABHABRBR AR HAB AR AR HARABR AR HRR AR BB RBRABRAB AR AR HARAHHH
AA#RABHAR AR AR AR AHA#R FINALIZO EL AJUSTE #BABHHHABAHHABABHARHA
HAABAARABHABAARABRARABRABAARABRABAARABRABAARABRABAARABHAR AR A
HAABHAARAGHABAARABHARARRAGHARARRABAARARHAGAARAGRARAARAGHAR A A

HUHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBRARBHARBHARBH AR HH
#A#B AR AR AR R AR AR HARARH GRAFICOS FINALES #H##A#HABAHHARARHARARHHH
HURARGHARGH ARG RARGRARGRAAGRARGRARGRARGRARR R R ARG R ARG
plot (x1,rchul ,ylim=¢(-2,3),type="n",main="Estimacion_Adaptativa
Metodo_GL_,para_r", 6 xlab="",ylab="")

points (X,Y, col="gray")

lines (x1,rchul ,lwd=2,1ty="dotted")

#### Funcion de regresion a estimar r(x)=0.7x +2exp(—-10x"2)
#### evaluada en la malla x1 del intervalo [-1,1]
r=0.7xx1+2xexp(—-10=xx1"2)

lines (x1,r,Ilwd=2,col="black’)






Apéndice B

Programa en R para la estimacion
adaptativa de la funcion de regresion
correspondiente al capitulo 4

A continuacién se presenta el programa desarrollado en R que se utilizé en la seccion
4.4, para estimar la funcién de regresién r(x) = 0,7x+ 2¢-107 en el modelo ¥; = r(Xi) + &
parai=1,...,n, donde {X;}" | es una muestra del proceso X presentado en el Ejemplo 4 y
las variables &; son independientes e identicamente distribuidas de distribucién N(0,52) con

o > 0. Se asume que la densidad de la variable explicativa es desconocida.

El programa tiene como entradas las variables; n tamafio de la muestra a generar y sigl
desviacion estandar de los errores {g;}?_,. Con esa informacion el programa genera la mues-
tra aleatoria {(X;,Y;)}?_,. Posteriormente usando la muestra generada, el programa calibra
el método y determina la estimacion adaptativa de la funcién de regresiéon en una malla
de longitud 41 del intervalo [—2,2] esos valores estimados se almacenan en la variable de
salida rchu. Ademas, si se escribe el comando rchu[;2] se obtienen los valores del estimador
adaptativo de la funcién de regresion en una malla igualmente espaciada de longitud 21 del
intervalo [—1,1].

Antes de describir las salidas graficas del programa, se debe destacar que se tomo la fami-
lia de ventanas .7 = 7”* como se define en la seccion 4.4.2 y como valores de los parametros

de calibracion del método la secuancia {7; 31: =1y 51: | como se indica en la seccién 4.4.3.

En el proceso de estimacion el programa proporciona varias salidas gréficas:
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1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Grifico de dispersion de la muestra generada {X;}7_,.
Gréfico de la funcién de correlacién de {X;}1%9.

Histograma de la muestra {X;}} ,, junto con la curva de la densidad g (que se pretende

estimar).

Veintitin grificos que muestran paso a paso el proceso de calibracién del método para
estimar la funcién de densidad g(-). Para cada {Y;}?lzl se proporciona un grafico;

representando con una linea roja el estimador GL {gj; (%)}, de {g(%;)}7_,. con una
h;

1
linea azul la funcién histograma de los datos y con una linea negra la funcién a estimar
g(-). La secuencia {X}7_, es una particién del intervalo [—2,2], como se especifica en

la seccién 4.4.3 y el programa toma g = 100.

Gréfico de la funcién Errorg(y*), descrito en la seccién 4.4.3, que muestrar el error

cometido entre las veintiin estimaciones de la funcién de densidad y la funcién
. . . . . q .

histograma. El valor ¥, que minimiza la secuencia {Errory(Y7)} =1 es el que determina

al mejor estimador, el cudl se denota por {g;x (&)L,

Grifico del estimador adaptativo de la funcién de densidad en el intervalo [—2,2]; con
una linea punteada se representa el estimador GL de la densidad {g;-% (%)}L_, y con

una linea continua se representa la funcién de densidad g(+).

Veintitn graficos que muestran paso a paso el proceso de calibracion del método para
estimar la funcién m(-). Para cada {)/1}31:1 se proporciona un grifico; representando
con una linea roja el estimador GL {n%ﬂj (%)}, de {m(x;)}L | y con puntos amarillos
la secuencias de puntos de entrenamiento {5i8jr (%) }1_,. Los puntos de entrenamiento
estan especificados en la seccion 4.4.3, como se menciond previamente el programa

toma g = 100.

Gréfico de la funcién Error,(y), descrito en la seccion 4.4.3, que muestrar el error

cometido entre las veintitin estimaciones de la funcién m(-) y los puntos de entrena-

q

miento {;g;.y (%) }7,. El valor %, que minimiza la secuencia {Error,(y;)} j—pesel

que determina al mejor estimador, el cudl se denota por {n%;liym (&)L,

Grifico del estimador adaptativo de la funcién m(-) en el intervalo [—2,2]; con una
linea punteada se representa el estimador GL {rf;m (%) }7_,, con una linea continua se

representa la funcién m(-) y con puntos amarillos la secuencia de puntos de entrena-

miento {§;&; (%)}
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10) Gréfico del estimador adaptativo de la funcién de regresion fill?/m Jie (xi) = % en
una malla igualmente espaciada {x;}}., del inetervalo [—2,2], donde {gng (i)},
es el estimador GL de {g(x;)}#!, calibrado en el valor 7, obtenido en el item (6) y
{n%hlym (xi)}, es el estimador GL de {m(x;)}#., calibrado en el valor ¥, obtenido en
el item (9); se representa con una linea punteada el estimador adaptativo, con una
linea continua la funcién de regresion y con puntos amarillos los datos de estimacién

generados.

11) Grafico del estimador adaptativo de la funcién de regresion en una particién {X,}lz:1 |
igualmente espaciada del intervalo [—1, 1], con especificaciones similares a las descritas
en el item (10).

Observacion sobre los valores de n y sigl en el programa. Se debe introducir un valor de
n mayor a doscientos, ya que los primeros n — 200 datos es la muestra de estimacion y los
altimos 100 datos determinan la muestra de entrenamiento, como se describe en la seccion

4.4.3. Al ser Sigl una desviacion estdndar su valor tiene que ser mayor a cero.

HHAAGH AR AHRAGHAR AR R AR HAR AR AR AR ARG RAG AR ARG RAG ARG RS AH R AR R
####A##H  Estimador de r con densidad g desconocida. #######

#H#A#H A Calibracion de gchu usando HA##HAH
HH#A#H#H |l gchu—-HHg!|| _2"2 HA#A#HH#
HH#A#HAY donde gchu es la estimacion de la HA#A#HH
HEH#A#GH funcion de densidad y HHg un histograma HA#BHAH
#ARHBHH V(h) distinto al articulo HHH#AAR S
HH#A#H A de Bertin y Klutchnikoff HA#A#HH#

HAABHARAGRAGAARABHABARRAGHARAARAGAARARRAGHARAGRARAAR AR AR A

n<-2200 # Numero de datos a generar, para la muestra

sigl<=0.5 # Desviacion Estandar del Error de la regresion.

HURARBHARBRARGRARBRARGRARBRARBRARRRARGRARGRARRRARRRAR R ARG
###### AR A###A#H CALIBRACION Y ESTIMACION g #####A#BHA#BHA#HHA
HUHARBHARBH ARG HARBHARBHARBH ARG HARBRARBRARBHARBRARHRARHRARHHA
for (HH1 in 1:1) {
print (HH1)
HURARBHARBHARBHARBRARBRAR B AR B ARG HAABHARBHARBHARBHAABHARGH
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HH#A##ARHHA Generacion de numeros aleatorios AABAHBAHH
HARH##LHLH de distribucion N(0,1) truncada por #######A##
HHBHARGHAH 1_{(-a,a)}(x) dependientes usando AA#BHARHH
HHAA#RARHH datos AR(1) con phi=0.75 y el A#ARARHARH
HH#A#HARHHA metodo de la transformada inversa. AABAHHA#H
HURARBHARBHARBHARHHAR B AR U ARG R ARG HAABHARBHARBHARBHAABH AR RH
Z=arima.sim(list (ar=0.75),n=n) # Generacion de AR(1) con
# phi=0.75 y sigma=1I
U=pnorm (Z,mean=0,sd=sqrt(1/(1-0.75"2)))
# U=F(Z), donde Z~N(0,1/(1-0.75"2))
# vy F es su funcion de distribucion.
# U~U(0,1) y es dependienthe.
a=2; # Soporte para la normal truncada, dependiente.
p=pnorm(a)—-pnorm(-a); # Area bajo la normal (0,1) truncada
# en a, tal densidad se denota por g
# y ademas g=G’.
X=qnorm ( p#U+pnorm(—-a) ,mean=0,sd=1) #X=G*(-1)(U)=(G"(-1)oF)(Z).

#Normal truncada dependiente.

plot(seq(1,n,1),X, xlab="_",ylab="_")
# Diagrama de dispersion de los
# datos generados {X_i}_{i=1}"n
acf (X, 1lag=100) # Grafico de la funcion de correlacion
# de los primeros 100 datos X_i

T1=X

### Funcion de regresion a estimar r(x)=0.7x +2exp(—-10x"2).
YO0t=0.7=T1+2xexp(—-10xT112)

Yt=YOt+rnorm(n,0,sigl) # Generacion de la variable

# respuesta del modelo

# de regresion

ne<-n-200 # Numero de datos para estimar
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X=TI[1:(n=-200)] # Datos de la variable explicativa

# para estimar

YO=YO0t[1:(n-200)] # YO=r(X), donde X es normal

# truncada dependiente.

Y=Yt[1:(n-200)] # Modelo Y=r(X)+e, donde e~N(0,1)
# o datos de la variable respuesta

# para estimar

HURAHBHARBHARHHARBHARBRARHHAGBH ARG R ARG R ARG R ARG HARBRAABHARRH
HURARBHARHRARHRARH ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG HAAGR ARG R AR RH
HHHARGHHH Estimacion desviacion estandar e_j AARBHARHH
HURARBRARBRARBRARRAARRAARRAAGRAABRAABRAAGRAAGRARBRAA R AR GH
HURARBHARBHARBHARBHARBRAR B ARG R AR R AABHAABH ARG HARBH ARG HARBH

library (KernSmooth)

h<-dpill (X,Y) # Metodo plug—in de Ruppert,

# Sheather y Wand (1995)

# Esta ventana obtenida por el metodo del pulgar,

# la sustituire en el estimador de N-W para asi

# tener una pre—estimacion de r en cada punto de

# X en R"2000. Lo que permitira estimar e_j
HURARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHAABHARBH

HURARHHARHHARH AR R ARG R ARG R ARG B ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R AR
## A B AR ARG ARH MODULO 1 m HA#H AR ARG HR AR ARG A
RB##BAARAAGRARH Estimador de m AABRARBAAGRAREAARHH
HURARBHARGHARBHARBHARBRARBRARBHABH AR B AR R ARG R ARG R ARG R AR
Estimmm<-function (x,X,Y,h){

# Estimador de m con kernel gausiano, ventana h para la

# muestra aleatoria X envaluada en x.

# m(x)=sum_{i=1}"n (1/(nhssqrt(2=pi)))Y[i]

# exp(—(((x=X[i])Ih)"2)]2).

n<-length (X);

mm=0;

for(i in 1:n){
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}

mm=mm+ (1 / (nxhxsqrt (2=pi))) *Y[i]xexp(—-(((x=X[1])/h)"2)/2);
}

return (mm)

HERABRAABRARBRARBRARBHAABHARBRARBHARBRAABRARBRAR R AR RAREH

el didadaddadidadaddaddadadidadaddaddadd
HH# A B A AR HARH A MODULO 1 g #A#H AR B AR RARH
HBARB A AR R AR Estimador de g RA## AR ARRRARH
HARB AR ARG HAR AR ARG RARAGRAG ARG R AR AR R ARG R ARG
Estimg<—function (x,X,h){

}

# Estimador de g con kernel gausiano, ventana h para la

# muestra aleatoria X envaluada en x.

# g(x)=sum_{i=1}"n (1/(nhsqrt(2=pi)))

# exp(—(((x=X[i])Ih)"2)]2).

n<-length (X);

g=0;

for(i in 1:n){
g=g+(1/(nxhxsqrt(2=pi)))=exp (- (((x=-X[1])/h)"2)/2);

}

return(g)

RARBABHABHARABHABABR AR R AR AR AR HARRBR AR HAR AR AR HARARA AR AHAH

HHBBHHAUB BB HRAUL BB BRALL BB RAAL BB RALR BB RAAL BB RAA LB RHAL ARG BH
####AR#H#AAAHH Estimador mpul, gpul y rpul #A#A#HHHAAZHHH#AH
HHABBHHHALBBHHAHB BB HHALB BB HHAL BB HALL B HRBH BB R HRAL BB HHHL BB H
mpul<-0;

gpul<-0;

for(i in 1l:ne){

}

mpul [ i ]<-Estimmm (X[i],X,Y,h);
gpul[i]<—-Estimg(X[i],X,h);

rpul<-mpul/ gpul
HARH AR A ARG ARG ARG AR ARG ARG ARG AR ARG AR AR ARG AR A
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sigqgchu<—(1/(ne—-1))ssum((Y-rpul )*2) # Estimacion Var(e_j)

sigchu<-sqrt(sigqchu) # Estimacion desviacion estandar
# de e_j
sig<-sigchu # Desviacion estandar de e_j

HBRABBAABRAABRAABRARBRARBRARGRARGRARBRARGRARGRARGRARGRARRH
HURARBHAR B ARG B ARG R ARG UARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHAABHARRH
####A###  Fin Estimacion desviacion estandar e_j ###A####HA
HURARHAAGH ARG HAAGH ARG R ARG R ARG R ARG RAAGRAAGRARGRARG R ARG R AR H
HBRABBAAR R ARG HAABRAABRARGRARGRARGRARGRARGRARGRARGRAR G R AR RH

t1=T1[((n—-100)+1):n] # Ultimos 100 datos de la variable
# explicativa para calibrar.

t2=Yt[((n=100)+1):n] # Ultimos 100 datos de la variable
#

respuesta para calibrar,
ii=order (tl) # Comando para ordenar

x=tl[11] # Ultimos 100 datos de la variable explicativa
# para calibrar , "ORDENADOS"
Yct<—t2[1ii] # Ultimos 100 datos de la variable respuesta
# para calibrar , "ORDENADOS"

HUHARBHARBH ARG R ARG HARBRARGHAAG R ARG R ARG HARGHARGRAAR R ARG R ARG H
### Formula de la densidad g, normal(0,1) truncada #it# i
HURARBHARGRARGRARBRARBRARGRARBRARBRARBRARGRARGRARG R ARG R AR RH
mu<-0;
sigm<—-1;
#Extremo del soporte es a=2.
dTnorm<-function (x,mu, sigm , a) {
#Densidad N(mu, sigm) truncada de —a hasta a.
p<—-pnorm (mu+a ,mu, sigm ,lower . tail =TRUE, log . p=FALSE)
— pnorm(mu—a ,mu, sigm , lower . tail =TRUE, log . p=FALSE);
if (mu-a<=x & x<=mu+a){g<-dnorm(x,mu,sigm, log=FALSE)/p;}
else {g=0;}
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return(g)
} #:%ACA PARA QUE CORRA:#
HARBHAAARBHRHAAARRBRRAAARBRRRAAAABHRRAAAABBRRHAARABRHAAAASHH

HURARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBRARBRARBRARBRARHRAR R RSB A
HBHABHARH AR B AR HAY MODULO 2 ¢ HARHARH ARG R AR R AR B H A
HAA#ARAR R AR A Estimador de g sobre suavizado A##ARH AR A
HURARBRARBRARBRARRAARRAARRAAGRAARRAARRAARRAARR ARG R ARG R AR RS
EstimgSS<-function (x,X,h,hl){
# Estimador sobre suavizado con nucleo gausiano, muestra
# aleatoria simple X, ventanas h y hl.
n<-length (X);
gss=0
for(i in 1:n){
gss=gss+(1/(nxsqrt(2x=pix(h*2+h172))))
zexp (—((x-X[1])"2)/(2%(h"2+h172)));
}
return( gss)
} #%%*ACA PARA QUE CORRA:#+#
HURARBHARH R AR RARH ARG R AR R RAGHAAGH ARG R ARG ARG R ARG H ARG R AR A

AAABHARRABHABAARABHARARRABAARARRABAARARRAGHARARRAR AR R AR R AR A
AA#BABH AR AR R AR AR H##ARH  MODULO 3 g HAHAHABHAAHARAHHAR AR R AR
HARGHAHAHRAG AR AR RARARRAGHARAARAGHAR A RAGHARAGRARHAR AR AR A
# Esta funcion determina el valor absoluto de la diferencia
# entre el estimador de la regresion sobresuavizado rhhl y rhl
# en un valor x del soporte.
VAdifEstg<—function (x,X,h,hl){

VA<-abs (EstimgSS (x,X,h,hl)-Estimg(x,X,hl))

return (VA)
}
HARGHARABHAGHARAGRAGARRAG RSB AARAGHARABRAGHARAGRAR AR AR R AR HHH
HARGHARAHRAG AR AR RAGAARAGRARAARAGRAR AR AR HARAGRAR AR AR RS HHH
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histg<-hist (X, freq=FALSE) # Calculo y grafico del histograma
# usado para calibrar la
# estimacion de la densidad
s<—length (x) # Numero de elementos en la particion del
# soporte de la densidad de X
go<-0 # Variable que almacena la funcion de
# densidad original
for (i in 1:s) {
go[i]<—=dTnorm(x[i],mu,sigm,a)
}
lines (x,go,lwd=2,col="black’) # Al histograma se le agrega la
# curva de la densidad original
eh<—histg [[1]];
EstHist<—histg [[3]];
nh<-length (EstHist)
gsup<-max( EstHist) # Se determina el valor maximo del

# histohrama

HUHARBHARBHARBHARBHARBRARBHABHAABHAABHARBHARBHARBHAABHARBH
###A B R AR AR R #A##A  MODULO 4 Histograma AHABARBHARHARHAH
HHBAABH AR R AR AR A Funcion Histograma HAH AR H AR R AR A
HBRARBHARBRARHAARRAARRAAGRAAGRAAGRAAGRAAGRAAGRARGRAAG R AR GH
Histograma<-function (x,nh, EstHist ,eh){

for (i in 1:(nh-1)) {

if (eh[i]<=x &% x<eh[i+1]){Hg<-EstHist[i]}

}

if (eh[nh]<=x & x<=eh[nh+1]){Hg<—EstHist[nh]}

return (Hg)
}
HBRAHBHARHRARHAARH ARG R ARG R AAGH ARG R ARG RAAGRARG R ARG RAAG R AR GH
HURARBRARBRARRAARRAARRAAGRAAGRAABRAABRAAGRAAGRARGRAAGRARGH

ne<-length (X); # Numero de datos en la muestra de
# estimacion (Para construir el Estimador)
#al<-1 # Limite superior del soporte de la densidad de X
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#x<—-seq(—al,al ,0.1) # Soporte de la densidad de X

M<-floor (log(ne))=(2/3) # Definicion de M, donde M es la
# parte entera nllog(n),
H<-exp(-seq (0 ,M,0.1)) # Familia de ventanas, donde
# H={h_i}_0O"M, con M definido en

# Linea anterior.

m<-length (H) # Numero de ventanas.

HEABAARAGHABAARAGHARARRABAARAGHABAARAGHARAARAGHAR AR A HAR A
HAABHAARABHABAAAABHARARRABHARARRABAARARHAGAARAGHAR AR AGH AR

#### Rutina para almacenar los datos HARBHHAARBHHAASHHH
#### usando la funcion VAdifEst AABHABHARHAABHARHA
#### en una lista de nombre | que HERARABAARARAGHARH
#### contiene s matrices donde cada AABHABHARB ARG HARHA
#### matriz es de orden (mxm) HRBBHAAAAHGLRR R AAAH
#### s=length(x) y m=length(H). HABHABH AR B ARBHARHA
#### El alamcenamiento en cada matriz HARBHHAARBHHARSHHH
#### se realiza por filas. AA#AABH AR A AR ARG A
RURARBRARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBRARBHAABHARBH
I<-list () # Nombre de la lista que almacenara s matrices

# donde cada una es de orden mxm.
for(k in 1:s){

10<-0 # Variable auxiliar que almacena temporalmente
# cada matriz de datos.

100<-0 # Variable auxiliar que almacena temporalmente
# cada fila de la matriz 10.

for(j in 1:m){
100<—VAdifEstg(x[k],X,H,H[]])
if(j==1) {10<-100}
else {10<-cbind (10,100)}

}
I[[k]1<-10
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}
RAABABRABHABAARABHARABH AR HARABHABRARABH BB AARABRAR AR AR A AR

HAABAARABHABAAHABHAR AR ABAARABHABAARABHARAARABHAR AR ABHARH

RAABABRABHABABRABHAR AR AR RARABHABHBRABH BB ABR AR HAR AR ABAHRA

###H Cambio Local de rsup y ginf IMPORTANTE HH###
#### Ahora rsup y ginf son vectores de dimension s ####
#### Cada rsup[i] y ginf[i] corresponde con x[i], #H#H
#### para i=1:s ###H#

(gl daddaddddadadaddaddadaddaddadaddaddddaddadd

d<-rep(0,s) #d distancias para el calculo de Int(rchu-Y)"2

d[1]<=((x[1]+x[2])/2)-(-2)

dls]<=-2-((x[s=1]+x[s])/2)

for(i in 2:(s-1)){
dli]<—((x[i]+x[i+1])/2)=((x[1i-=1]+x[1])/2)

delg<—(log(ne))"(-1/2);

N2<-1/sqrt(2=sqrt(pi)); #Norma 2 del nucleo gaussiano.

Ni<-1; #Norma 1 del nucleo gasussiano

GAMI1<-0.00000005 # Extremo inferior de la malla para calibrar

GAM21<-0.08 # Extremo superior de la malla para calibrar

dd<- (GAM21-GAM1) /20 # Numero de elementos de la malla

GAM<-seq (GAM1,GAM21,dd) # Malla para calibrar el estimador
# de la funcion de densidad g

Norma2gchuHHg<-rep (0 ,length (GAM)); # Variable que alamacena
# la funcion Error(GAM)
GCHU<-matrix (0 ,nrow=s , ncol=length (GAM)) # Matriz que almacena
# las estimaciones gchu para cada
# valor GAM[i]

REABABRABHABHBRABHARABH AR RARABR AR RBR AR R BB ARH AR HAR AR AR AR
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HARGHARAGHAG AR ARG R AR AR ARG R AR ARG RAR ARG AR ARG ARG
AAARABABHAR Y INICIO CALIBRACION HARABARAHRARARH
HAABHARABHABAAAAGHARARRARHAR AR RARHARARRARAARARRAR AR AR R AR
HARBHAUABHAG AR AR HARAARAGRAR AR ARG HARAGRAGHARAGRAR AR AR RS
for(q in 1:length (GAM)) {

print(q)

gam<-GAM[q] #Parametro gamma > 2. (valor que he cambiado)

HHBBHHALB B HALHB R HRALB BB RHAL LR R HALL R HALL BB R RAAB B HHARRH
### Calculo del estimador V(x,h), para cada x en #it#

#i# la malla de longitud s y h \in H. #i#t#
### Es decir V es una matriz de orden sxm #i#t#
HERABHAAGH ARG HARGRARGRARGHARGRARGRARRRARH A AR R ARG R A AR A
### IMPORTANTE aca se hacen cambios locales , #t#
### Ahora V tambien depende de x, ademas de ##t#
### depender de H(como antes) #i#t#
### V sera una matriz de oden sxm, donde cada #i#t#
### fila corresponde a un valor de x y cada ###
### columna a los valores de H. #it#
#i# VIi,j] donde i=1:s y j=I:m #it#

HURAGH ARG R ARG HARGHAAGRARG R ARG RAAGRARGRARH AR R ARG R ARG A
V<—-matrix (0 ,nrow=s , ncol=m)
for(i in 1:s){
for(k in 1:m){
VIi,k]<-sqrt(2sgsupsgam) N2 (1+N1)=(1+delg)
#*((log(ne))/(nexH[k]))N(1/2)

} #%%ACA PARA QUE CORRA:#
HHBBHHALB BB HAHB U HARL BB RALB BB HARL BB HARL BB HRAL LR HAHRLHH
#H# Fin del cambio local de V. #H#

RERABRAABHAABRAABRARBRAABRAABRAABRAABRAABRAABRAABR AR R ARY

HAH AU AHAHHHHHHHHHAHHH AR AHAHRH ARG R R AR AR R RARARAR GRS
HAHAHHHHGHHHHAHAHAHAHAHAHAHRH R RH AR AR AR R RAR AR ARG
##### Calculo del Maximo de cada fila AABHARHARR ARG HARH
##### de la matriz {1[k]-V}_{+]}, HUARARARAHHHH AR Y
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##### para cada k de 1:s. H# R AR AH R AR AR HHHRAH
##### Lo cual se guarda en la lista AARBHHAARBRHAARSH
#a#a# A={A[k]}_{k=1;s} con A[k] en R"m. #H#H##HA#H#HALHH#H#H
##### Se genera la lista AV, compuesta H#HA##HAH#HAAFHAZLHAY

#H####E de s vectores m dimencionales BHBHABHBHABHBHAHH
#a### AV[[k]]=A[[k]]+V en R m para HEHHAHBH LR BHHAHHLH
#HAHH k=1 ,...,5. HHBHAHABHRBH ALY

##### Se geneta el vector hopt en R"s AABHABHARRARBHARH
##### donde hopt[k]=argmin (AV[[k]]+V) #########RAHHHH#H
AARABBHARGRARBHARBHARBAABHRAR B AR R AR R ARG HAABRAAB R ARG R AR
HURABBHARBHARHHAGRHHARHRAGRHRAR B ARG R ARG R ARG HHABH ARG R ARG R AR
A<-list () # Es una lista de s vectores, donde cada
# vector A[k] en R m, corresponde a un valor
# x[k] en de la malla, y A[k][i] es el
# valor en H[i]
AV<-list () # Es una lista de s , vectores, donde cada
# vector AV[k] coresponde a la suma
# de vectores Al[k]+V/[k,].
arg<-0 # Esta Variable sera un vector donde cada
# componente es argl[k]=argmin_{h\in H} (A[k]+V[k,])
hoptg<-0 # Variable que almacena las ventanas optimas

# para cada x[k] en la malla.

### IMPORTANTE, En la parte que sigue se hicieron #i##
### CAMBIOS LOCALES, correspondiente a la variable V. ###
for(k in 1:s){
AO<-0 # Esta variable auxiliar, sera una matriz que
# almacenara temporalmente los datos contenidos
# en cada matriz A[[k]] de la lista A
for(i in 1:m){
AO[1]<-max(l[[k]][1,]-V[k,])
if (AO[i1]<0) {AO[i]<-0}
}
A[[k]]<-A0 # Se almacenan los datos en la lista A
AV[[k]]<=-AO0+V[k,] # Se almacenan los datos en
# la lista AV
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arg [k]<—which . min(AV[[k]]) # Se almacena la posicion
# de la ventana optima
# para cada x[k] de la

# malla de x.

}
# FIN CAMBIOS LOCALES, correspondientes a la variable V. #

# FIN CAMBIOS LOCALES, correspondientes a la variable V. #

hoptg<-H[ arg] # Vector de ventanas optimas,

# es un vector en R’s

HARBABRABAARABRABAARABRARAARABAARAARABAARABRARAARAGHAR AR A

HRAABHARBRARBHARBRARBHARBHARBHARBRARBHAABHARBRARBHAABHAREH

AHAH#BHABHARHARHAH Estimador gchu AABHABHARHARHHARHA
HUHABH ARG R ARG R ARG R ARG U ARG HARGH ARG HAAGHARGHARGHARBRAA B R AR HH
gchu<-0;

HHg<-0;

TNorma2<-0

for(i in 1:s){
gchu[i]<-Estimg(x[i],X,hoptg[i]);
HHg[ i ]<-Histograma(x[i],nh, EstHist ,eh);
TNorma2[i]<—d[i]=(gchu[i]-HHg[i])"2;

GCHU[ ,q]<-gchu; # Matriz de estimadores de gchu para
# cada gam cada columna tiene un

# estimado de gchu
AAABARRAGHARARRABHARARRAG AR ARG RARAARARHAR AR RARRAR AR AR AR

HARBHHRAYHAR A RAGHARAHRAG AR ARG RAG R RAGRARAARAGRAR AR AR H A
#HEH#ABH Grafico del estimador gchu para cada #A####
#H##BAHS GAM[q], con g=1:\length (GAM) #####H
AHAABHARRABHARARAAGHARABRAGAARAGHAR AR RARHARAARARHAR AR RAG AR
plot (x, gchu,ylim=¢(0,0.6))

lines (x,gchu,lwd=2,col="red")
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lines (x,go,lwd=2,col="black’)
lines (x ,HHg,lwd=2,col="blue ")
i g g g g g d dd i d i d g g d g didddddddidddd

Norma2gchuHHg [ q ] <—sum (TNorma2)

HARBHAHAHRAG AR ARG RAG AR ARG RARAARAGRAR AR AR RAR ARG HAR ARG R AR HAH
########AF  Grafico de la funcion Error (\gamma) #H###A#BHH#A#Y
####A###AH  Que determina el criterio para HA#BHAARGHH
###A##A##AS calibrar la funcion de densidad g AHARARR AR R A
HARBHARAHHAG AR AR RAGAARAGRARAARAGRAR AR AR HARAGRARHAR AR AR A Y

plot (Norma2gchuHHg , main="Calibracion_Metodo_GL_para_g"
,xlab="_",ylab="_")
lines (Norma2gchuHHg)

#%xACA PARA QUE CORRA=#:#
AAABHARABHABARRABHABARRABAARARRABAARARRABAARARRARAAR AR AR A

[}

10g<-which . min (Norma2gchuHHg) # Posicion del valor de gamma
# que calibra al estimador

# gchu de g.

HAABHAARAGHABARRAGHARARRAGAARARRABAARAGRAGHARAGHARAARAGHAR AR
HAABHARABHABARRABHARARRABAARARRABAARARHAGHARAGHARAAR AR AR A
HAARABABHARARHA Final Calibracion HEABHHHARAH
HAARABABHARAHH Del estimador de g HERBHHARARAH
HAAGAARABHAGAARABHARARRABAARARRABAARAGRABAARABHARAARAGHARASH
AAAGHARAGHAGAARABHARARRAGHARARRABAARAGHAGHARAGHARAARAGHAR AR

HAABAARABHAG AR AR RARABRABAARABRABAARABRABAARABRARAARABHARASH
HAABHAARAGHABAARAGHARARRAGAARARRABAARAGBHARHARAGHARAARAGHARASH
AAARABABHAHH INICIO AJUSTE ABABHARAR#H
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HHAAB AR B AHHH CALIBRADO DE g AARAH R AR R A
AAABAARABHABARRARHARARRABAARARRABAARARRABAARARRARAAR AR AR AAH
HARBHARABHAGHAAARHARARRAGHARAARAGAARAGBRARHARAGRARAAR AR R AR HAH
a<-=2
xl<-seq(—-a,a,0.1); # Soporte para la estimacion.
sl<—length (x1) # Numero de elementos en la particion

# del soporte de la densidad de X

RARBABRABHAB AR AR RAR AR AR RAR AR BB RBR AR R AR RBRABRAR AR ABH AR AHH
HAABAARABHABABRABHABABHABAARABHABAAR AR AR AR ABHAR AR AR HARASH

#### Rutina para almacenar los datos AABHAGHARBHAGHAABHHA
#### usando la funcion VAdifEst AABRARHARBHARHARBHA
#### en una lista de nombre | que HABRABHARBHABHARBHHA
#### contiene s matrices donde cada HARBRHAARBRHHARFHHH
#### matriz es de orden (mxm) HARBHHAARGHHHARFHHH
#### s=length(x) y m=length(H). HARBHHAARGHHRARGHHH
#### El alamcenamiento en cada matriz HARGBHHAARGHHHRARGHHH
#### se realiza por filas. HARBHHAARGHHAARFHHH
HURARBHARBHARHHARBHARBHARBRARBHARRAARHRARBHAR B AR R AR R HARHHA
1<-0 # Nombre de la lista que almacenara s matrices

# donde cada una es de orden mxm.
for(k in 1:s1){
10<-0 # Variable auxiliar que almacenara temporalmente
# cada matriz de datos.
100<-0 # Variable auxiliar que almacena temporalmente
# cada fila de la matriz 10.
for(j in 1:m){
100<-VAdifEstg (x1[k],X,H,H[]j])
if (j==1) {10<-100}
else {10<—cbind (10,100)}
}
if (k==1) {l<-1list(10)}
else {I[[k]]<-10}
}
HARGHARAHRAG AR AR RAG AR AR R AR ARG R AR ARG AR ARG AR ARG A
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HEHABBHAABHARBAARRAARBHARBAARRRABRAABRAABRAABRAABRAABRAARHAA

gam<-GAM[i0g ] #Parametro gamma > 2. (valor que he cambiado)
Q<-i0g # Posicion en la malla GAM, donde se calibro gchu,

# es decir la columna

# Q de GCHU (GCHU[,Q]) tiene la estimacion calibrada en una
# malla de longitud 100.

gl el daddaddadadadaddaddadaddaddadadladdadaddaddd
#### Calculo del estimador V(h), para cada h \in H. #####

#### IMPORTANTE aca se hacen cambios locales , ####H
#### Ahora V tambien depende de x, ademas de ####H
#### depender de H(como antes) #A##H
#### V sera una matriz de oden sxm, donde cada #HH#AA
#### fila corresponde a un valor de x y cada #AHH#H
#### columna a los valores de H. #AHH##
#### V[i,j] donde i=Il:s y j=I:m #A##H

HURARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBH ARG R AR BH
V<—-matrix (0 ,nrow=s1 , ncol=m)
for(i in 1:s1){
for(k in 1:m){
VIi,k]<-sqrt(2=gsup=xgam)xN2x(1+N1)=(l+delg)=((log(ne))/(nexH[k]))

}
HEHARBHARBHAABHARBRARBHARBRARBRARBRARBHARBHARBHARBHAABHAAEH

#######RAR Fin del cambio local de V. HH#HABHBHARABHHRALAH
HAABAARABHAB AR AR HARABRABAARABRABAARABHABAARABRAR AR AR HARAH

REHABBHARBHARBHARBRAREHARERARBHARBRARBHARBHARBRARBHAABHAREH

##### Calculo del Maximo de cada fila AARBHHAAABBHAARSH
##### de la matriz {L[k]-V}_{+}, ARHARABAHRAR AR HAH
##### para cada k de 1:s. HEARARARARB AR AR AH
##### Lo cual se guarda en la lista ABRARABABRARAGHAH

#a#a#t A={A[k]}_{k=1;s} con A[k] en R"m. HARAABHAGRAABHARH
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##### Se genera la lista AV, compuesta HARAABHAGRARBHARH
##### de s vectores m dimencionales HARAABHAGHARBHARH
##### AV[[k]]=A[[k]]+V en R m para AHHARABHARAR AR HAH
#a#A# k=1,...,5s. AUHAH AR A AR AR AR HAH
##### Se geneta el vector hopt en RMs ARRARABABRARAGHAH

##### donde hopt[k]=argmin (AV[[k]]+V) AHABHARHARHAHBHARH
HURARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBRARBH ARG R AR HH
A<-list () # Es una lista de s vectores, donde cada
# vector A[k] en R"m, corresponde a un valor
# x[k] de la malla, y A[k][i] es el valor en H[i]
AV<-list () # Es una lista de s , ectores, donde cada
# vector AV[k] coresponde a la suma de
# vectores A[k]+V.
arg<-0 # Esta Variable sera un vector donde cada
# componente es arg[k]=argmin_{h\in H} (A[k]+V)
hoptg<-0 # Variable que almacena las ventanas optimas

# para cada x[k] en la malla.

for(k in 1:s1){
AO<-0 # Esta variable auxiliar, sera una matriz que
# almacenara temporalmente los datos contenidos
# en cada matris A[[k]] de la lista A
for(i in 1:m){
AO[1]<-max(I[[k]][1,]-V[k,])
if (AO[1]<0) {AO[i]<-0}
}
# Se genera la lista A y AV
A[[k]]<-AO0; # Se guardan resultados en la lista A
AV[[k]]<-AO0+V[k,] # Se guardan resultados en la lista AV
arg [k]<—which min(AV([[k]]) # Se almacena la ventana optima
# para cada x[k] de la malla de x.

}
hoptg<-H[ arg ]

AAABAARAGHARARAAGHARARRABAARAGHARAARAGHARAARAGHARARRAGHAR A
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HUHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHAABH AR HH
HHAABHARBHAR R ARG HARRAAY Estimador  gchu ##AABHA#BHAHHAHBHAHH
HURARBHARBH ARG RARRRARGRARGRAAGRAAGRARG ARG R R ARG R ARG
HURARBHARBHARGRARGRARGRARGRARGRARBRARBRARGRARGRARG R ARG R AR
gchu<-0;
for(i in 1:s1){

gchu[i]<-Estimg(x1[i],X,hoptg[i]); #Coloque hopt™{ -1}
}
RURARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBH

HHAABHAHAHRAG AR AR RAGHARAGRARAARAGHARAGRAGHARAGRAG AR AR RS

HA#R ARG H AR AR AR FINALIZO EL AJUSTE H#R AR AYHH R Y

###### AR H####ASE DE LA FUNCION DE DENSIDAD g  ####A######A#HH

HAABHARARHAGAARAGHARARRABHARARRARHARAGRAGHARAGRAGAAR AR R AR

HAAGHAUAHRAGHARAGRAR AR RAGHARAARAGHARAGRAGHARAGRAG AR AR RS
}
HAABHARARRABAARARHABARRAGBRABAARAGHARAARABHARARRABHAR AR AR R AR
HAABABHARARHAH AR GRAFICOS FINALES AHARARAR AR AR
#### AR AR AR AR H##A PARA LA FUNCION DE DENSIDAD g #########H###H
HHAABHAR A RAGHAR AR RAGHARAGRAG AR AR RAR AR ARG RAR AR RAG RSB AR AR R
plot (x1,gchu,ylim=¢(0,0.6),type="n"
,main="Estimacion_Adaptativa_Metodo_GL_para_g",6xlab="",ylab="")
lines (x1,gchu,lwd=2,1ty="dotted")

go<-0

HHg<-0;

for(i in 1:s1){
go[i]<=dTnorm(x1[i],mu,sigm,a)
HHg[ i ]<-Histograma(x1[i],nh, EstHist ,eh)

}

lines (x1,go,lwd=2,col="black’)

#lines (x1,HHg, Iwd=2,col="blue ’)

#%%*ACA PARA QUE CORRA:*+#



Programa en R para la estimacion adaptativa de la funcién de regresion correspondiente al
182 capitulo 4

HAABHARABHABAARAGHABHARAGHARAARAGHARARRAGHARARRABHAR AR ARG H AR A
HAABABHARABABHARHA FIN GRAFICOS FINALES HARARABHHHARARAS
######HA#R AR ABA##A DE LA FUNCION DE DENSIDAD g #H##A#HAHAHHA##ZAY
HAAGHARAGHABAARABRARAARAGHARAARABHARABRAGHARARRABAAR AR AR AR A

HUHARBHARBH ARG HARBHARBHARGH ARG HARBHARGRARBHAABRARGHARBHARBH AR
###n## i #ian##n### CALIBRACION y ESTIMACION m  ###########H##AH
HURARBHARBRARBRARBRARGRARGRARGRARGRARGRARGRAAGRARGRAR R AR BR A
for (HH2 in 1:1) {
print (HH2)
HURARBHARHHAGH AR R ARG R ARG R ARG R AARH ARG ARG ARG R ARG R AR R AR
HBRABH AR ARG R AR ARG MODULO 2 mss A H ARG H AR R AR ARG A
HURARBHARBRARBRARRAARBRARBRARRAARRAARRAARRAARRAARRAARR ARG R
EstimmmSS<-function (x,X,Y,h,hl){
# Estimador sobre suavisado con nucleo gausiano, muestra
# aleatoria simple X, ventanas h y hl.
n<-length (X);
mmss=0
for(i in 1:n){
mmss=mmss+(1/ (nxsqrt(2xpix(h*"2+h1"2))))*Y[1]
zexp (—((x-X[1])"2)/(2%(h"2+h172)));
}
return (mmss)
} #%x*ACA PARA QUE CORRA:#
HBRARBHARBRARBRARHAARRAARRRAGRAARRAAGRAARR ARG R ARG R A AR ARG
HURARBRARBRARBRARRAARBAARBRARRAARRAARRRARRAARR ARG R ARG RAAR R

AAABHARARHAGAAAABHARARRAGHARAARAGAARAGBRAGHARAGRAR AR R AR R AR AAH
HA#BABH AR AR R AR AR R AR AR #H#E MODULO 3 m  HAARABAGHAR AR AR AR
HARBHAHAHRAG AR ARG RAG AR AR RAR A RAGRAR AR AR RAR ARG R R AR AR A
# Esta funcion determina el valor absoluto de la diferencia
# entre el estimador de la regresion sobresuavizado rhhl y rhl
# en un valor x del soporte.
VAdifEstmm<-function (x,X,Y,h,hl){

VA<-abs (EstimmmSS (x,X,Y,h,hl)-Estimmm(x,X,Y,hl))
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return (VA)
}
HARBHAAARBRRHAAARRHRRAAARBHRRHAAARBBRHAAAARHRRAAAARRRHHAAA
HAHBHAAARRHHHHAARAHHBHAARRHHBHAAARRRRHAAARGHRRRAAAR R HHAAA

RAABAARABHABAARABHAR AR AR AARABHABAAR AR BB AARABHAR AR AR HARHA
HAABAARABHARAARABHARABHABAARABRABAARABHARAARABRAR AR AGH AR A

#### Rutina para almacenar los datos AHRARAGHARAGHARARH
#### usando la funcion VAdifEst HABRARHARBARBHARHHA
#### en una lista de nombre | que HARBHHAARBHHAARHHH
#### contiene s matrices donde cada HARGBHAAARBHHAARHHH
#### matriz es de orden (mxm) HARGHHAARGHHAARHHH
#### s=length(x) y m=length(H). HARGHHAARGHH ARG HH
#### El alamcenamiento en cada matriz HARBHHAARBHHAARBHH
#### se realiza por filas. HARGBHHAARGHHAARHHH
HBRARBHARBRARHAARHAARR ARG R ARG R ARG R ARG R ARG RAAGR ARG R ARG R AR GH
I<-list () # Nombre de la lista que almacenara s matrices

# donde cada una es de orden mxm.
for(k in 1:s){
10<-0 # Variable auxiliar que almacenara temporalmente
# cada matriz de datos.
100<-0 # Variable auxiliar que almacena temporalmente
# cada fila de la matriz 10.
for(j in 1:m){
100<-VAdifEstmm (x[k],X,Y,H,H[j ])
if (j==1) {10<-100}
else {10<-cbind (10,100)}
}
I[[k]]<-10
}
RURARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHARBH
HURARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBH ARG R AR HH

HARGHAHAHRAB AR AR RAR AR RAGRARAARAGRAR A RAGRAR ARG AR ARG RS A
## Cambio Local de rsup y ginf IMPORTANTE ##
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## Ahora rsup y ginf son vectores de dimension s ##
##Cada rsup[i] y ginf[i] corresponde con x[i], para i=1:s##
HAABHARARHARAARARHARARRARHARARRAGHAR AR RAGAARARRAR AR AR R AR A
e<-rep(0,s+1)

se<—length (e)

e[l]<-(-2)

e[se]<-2

for (i in 2:(se-1)) {
eli]l<—(x[i-1]+x[1])/2

rsup<-rep (0,s)
gchusup<-max(gchu)

for(i in 1:s){

rsup[i]<-max(abs(Y=(e[i]<X)x(X<e[i+1]))) # Maximo Local de la

# funcion de regresion

}
HURARBHARBHARHHARBHARBHARBHARHHARHAARBRARBHAR B AR HHARHHARHHA
###n##n##n#### FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ###############
###n##nn#an#ia## FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ##############H#
HURARBHARBRARBHARBHARBRARBRARBHARBRARGRARBRARBRARBRARBHAR RS

delm<-(log (ne))*(—=1/5)
N2<-1/sqrt(2«sqrt(pi)) #Norma 2 del nucleo gaussiano.

HURARBHARBHARBHARBHARBRARBRARBHARBRARBRARBRARBRARBHARBHARHHA
#H### Cambio Local de A3 IMPORTANTE ##t##
###H Ahora A3 es un vector de dimension s ##t##
#### Cada A3[i] corresponde con x[i], para cada i=1:s ####
HURARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHABBRARGHARBHARBHARBHARBHAREHA
A3<-rep (0,s)

for(i in 1:s){

A3[i]<=(rsup[i]*2+sig”2)sgchusupxN2/2
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HAABHARAGHABAARAGHARARRABHARARRABAARARHABAARAGHAR AR AR H AR A
#####RABA#H##A FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ##H###H#H#HAZA#HAH
######A#A####A FIN IMPORTANTE, CAMBIO LOCAL ##H##A#H##HAHAZHH
HAABAARAGHABAARABHARAFRABAARABRABAARAGHARAARAGHAR AR AGHAR A

Norma2mchuYHHg<-rep (0 ,length (GAM)); # Variable que almacenara
# los valores de la

# funcion Error_m(gamma)

gl el daddaddadadadaddaddadaddaddadadladdadaddaddd
H#HRAHHAGH AR A CALIBRACION m HAH R AR R AR R AR H
i iy daddaddadaddadaddaddadaddaddaddddaddadaddadsa
for(q in 1:length (GAM)) {

gam<-GAM[q] #Parametro gamma > 2. (valor que he cambiado)

HURBBUAAARBRBURAARBRBURAARBRBURAARBEBURAARBRRURAARBRRL LA
###### Calculo del estimador V(h), para cada h \in H. ###

###### IMPORTANTE aca se hacen cambios locales , #H#t#
###### Ahora V tambien depende de x, ademas de #it#
###### depender de H(como antes) #it#
#H###E V sera una matriz de oden sxm, donde ##t#
###### cada fila corresponde #it#
###### a un valor de x y cada columna a los valores de H.
###### V[i,j] donde i=1:s y j=I:m #it#

bt e daddaddadaddaddadaddaddadaddaddadaddadaddaddad
V<—-matrix (0 ,nrow=s , ncol=m)
for (k in 1:m){
V[.k]<-sqrt(2=xgam#A3)x(N1+1)%(1+delm)
x=sqrt(log(ne))/sqrt(nexH[k])

} #:%ACA PARA QUE CORRAs##

B HBBBAA BB I BRI
HHBBBHAABBBHRH Fin del cambio local de V. HHHHHHHBBBHHISY
HHBBBAL B BBAA IR BBAL B BBAA SRR BBAA BB RBAL B BRAA BRI
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RAABABHABHARABHABAARABHABABRABHAR AR AR HARABHABHARABHARAIH

##### Calculo del Maximo de cada fila HAABHHAAR G HHAH
##### de la matriz (L[k]-V}_[+]}, HHAR#H AR AHHAH Y
##### para cada k de 1:s. AARARAGAGHARAH
##### Lo cual se guarda en la lista HARBHHAARBHHAR
#a### A={A[k]}_{k=1;s} con A[k] en R"m AARARAR AR AR Y
##### Se genera la lista AV, compuesta HARHARBAABHARH
##### de s vectores m dimencionales HARHARBAABHARH
#a### AV[[k]]=A[[k]]+V en R m para AARARABABHARAH
#A### k=1,...,5. AARARARARHARAH
##### Se geneta el vector hopt en R"s HARHARRARBHARH
##### donde hopt[k]=argmin (AV[[k]]+V) HRHAAAARLBRHHH
HARB AR ARG HARARRAGRAR AR RAG AR ARG RAG AR AR RARAARAGRAR AR AR AR
A<-0 # Es una lista de s vectores, donde cada

# vector A[k] en R m, corresponde a un valor x[k]
# de la malla, y A[k][i] es el valor en H[i]

AV<-0 # Es una lista de s , vectores, donde cada vector
# AV[k] coresponde a la suma de vectores A[k]+V.
arg<-0 # Esta Variable sera un vector donde cada

# componente es arg[k]=argmin_{h\in H} (A[k]+V)
hoptm<-0 # Variable que almacena las ventanas optimas

# para cada x[k] en la malla.

HURABH ARG B ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R ARG R AAGH ARG R ARG R ARG R ARG R A
### IMPORTANTE, En la parte que sigue se hicieron #it#
### CAMBIOS LOCALES, correspondiente a la variable V. ###
HUHARBHARUHARHHARHHAB U AR R AR R ARG R AR R ARG R AR HAABH ARG R AR
for(k in 1:s){
AO<-0 # Esta variable auxiliar, sera una matriz que
# almacenara temporalmente los datos contenidos
# en cada matriz A[[k]] de la lista A
for(i in 1:m){
AO[1]<-max(l[[k]][1,]-V[k,])
if (AO[1]<0) {AO[i]<-0}
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if (k==1) {A<-list (AO); AV<-list (AO+V[k,])} # Se genera la
# lista A y AV
else {A[[k]]<-AO0; AV[[k]]<-AO0+V[k,]} # Se generan las
# listas A y AV
arg [k]<—which . min(AV[[k]]) # Se almacena la ventana
# optima para cada x[k] de
# la malla de x.
}
HERABBAAB R ARG RAABRARGRARGRARGRARGRARGBRAAGRARGRARGRAA G R AR RH
# FIN CAMBIOS LOCALES, correspondientes a la variable V. #
# FIN CAMBIOS LOCALES, correspondientes a la variable V. #
HBRAGH ARG B ARG R ARG R ARG R ARG HARGHAAGHAAGHAAGRAAGRARG R ARG R AR H
hoptm<-H[ arg ]

AAABARRABHARARAABAARARRABAARARHABAARARHARARRARAAR AR AR AR
AHAARARHARARAAR AR AR HARAY Estimador mchu ##ARABA#HARARHARAHH
HAABHHRABHARAARAGHARAHRAGHARAGRAG AR RARRAR AR RAGHAR AR AR R A
mchu<-0;
TNorma2mchuYHHg<-0; # Variable auxiliar que alamcenara
# temporalmente los terminos del
# MSE de la estimacion.
for(i in 1:s){
mchu[i]<-Estimmm(x[i],X,Y,hoptm[i]);
TNorma2mchuYHHg[ i ]<-d[i]#*(mchu[i]-Yct[i]*GCHU[i,Q])"2;
}
HARB AR ARG HAR AR AR HAR A RAGHARAGRAR AR AR RARAARAGHAR AR R AR A

AAABARRABHARARHABAARARRABAARABHABARRABHARARRABAARARR AR A
###### Grafico del estimador mchu para cada GAM[q ], #####
#####A#E con g=1:\length (GAM) #AHH#H
HARB AR ARG RAH AR AR HAR A RAGHARAGRAG AR AR RAR A RAGHAR AR AR AR

plot (x,mchu, ylim=c(-0.5,1))

lines (x,mchu,lwd=2,col="red")

points (x, Yct+GCHU[ ,Q], col="yellow")

ABRABBHARBAABH ARG HARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARBHAREH
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Norma2mchuYHHg [ q ] <=sum (TNorma2mchuYHHg ) ;

}
HEHABBAARBAABBAABRAABRAARRAARRAABRAABRAABRAABRAABRAABRAARHAA

##### Grafico de la funcion Error_m(gamma) que permite #####
##### saber donde se calibra el estimador mchu de la ##A##H#
##### funcion m. A#H##H
HARGHARAHRAG AR AR RAGARRAGRAR A RAGRAR AR AR RAR ARG AR ARG R AR HAH
plot (Norma2mchuYHHg, main="Calibracion_Metodo_GL_para_m"
,xlab="_",ylab="_")
lines (Norma2mchuYHHg)

#%%*ACA PARA QUE CORRA:##
HARBHAHAHRAG AR AR RAG AR ARG RAR A ARG RAR AR ARG RARAGRAR AR AR AR A

i0m<-which . min (Norma2mchuYHHg) # En esta posicion de la malla
# GAM se calibra mchu

RARBABHABHABABRABHAR AR AR HAR AR AR RAR AR BB RBRABRAR AR ABH AR AIH
HAABABRABHAB AR ABHAR AR AR HARABHABAAR AR AR RARABHAR AR AR HARASH
AAARAGABHARAH Final Calibracion m AHRARAR AR ARG
AAAGAARAGHABARRAGHARARRAGAARAGRABAARAGHARAARAGHARAARAGHARASH
RARBABHABHAB AR AR HARABH AR RAR AR AR HBR AR R BB RRR AR R AR AR AR HARAHH

AAABHAARAGHABARRABHARARRABAARARHABAARARHABHARARHARAARARHAR AR
RAABABRABHABABRABHAB AR AR HAR AR AR HBRABH BB RARABRAR AR AR HARASH
HAARABABHARAHH INICIO AJUSTE m RHERARABABHBHAH
HAABAARABHAGAARABHARABRABAARARRABAARABRARAARAGHARAARAGHARASH
HAAGHAARAGHABARRAGHARABHAGHARARHABAARAGHARHARAGHARAARAGHAR AR

HAABHARABHAR AR AR HARARRARHARARRAGHARAGRAGHARAGRAR AR AR R AR
HARGHAHAHRAG AR AR RAR AR RAGRARARRAGHAR AR RAGHARAGRAR AR AR RS
#### Rutina para almacenar los datos HAAABHAAAAHHHAH
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#i##
##A##
#A##
#A##
#A##
##A##
#A##

usando la funcion VAdifEst

en una lista de nombre | que
contiene s matrices donde cada
matriz es de orden (mxm)
s=length(x) y m=length(H).

El alamcenamiento en cada matriz

se realiza por filas.

HARARABAHHARARH
HARARABABHARARHA
HARARABAHHARAHH
HEABRARABAARAHH
ABABRARAGHARARH
HARARABABHHRARHA
HARARABABHARARH

HAABAARABHABAARABHARABRABAARABRABAARABHARAARABRARARRABHAR A

1<-0

100<-0

}

# Nombre de la lista que almacenara s matrices

# donde cada una es de orden mxm.
for(k in 1:s1){

10<-0 # Variable auxiliar que almacenara temporalmente

# cada matriz de datos.

# cada fila de la matriz 10.
for(j in 1:m){

if (k==1) {l<—=list(10)}
else {1[[k]]<=10}

}

100<-VAdifEstmm (x1[k],X,Y,H,H[]j ])
if(j==1) {10<-100}
else {10<-cbind(10,100)}

# Variable auxiliar que almacena temporalmente

HAABAARABHABAARABHARABHABAARABHABAARABHARAARABHARARR AR AR A
HAABHAARAGHARAARABHARARRAGAARAGHABAARAGHARAARAGHAR AR AR A AR A

gam<-GAM[i10m | #Parametro gamma > 2.

(valor que he cambiado)

HURARBRARBRARRAARRAARRAAGRAAGRAABRARBRAAGRAAGRARGRAAGRARGH
Calculo del estimador V(h), para cada h \in H. ####
IMPORTANTE aca se hacen cambios locales , #HAH
ademas de ####

####
#A##
#A##
#i##
####

Ahora V tambien depende de x,
depender de H(como antes)

V sera una matriz de oden sxm,

donde

HH##H
idiiaid
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#### cada fila corresponde a un valor de x ####
#### y cada columna a los valores de H. ####
#### V[i,j] donde i=I1:s y j=I:m H###

HBRARBRARHAARHAARH ARG R ARG R ARG R ARG R ARG RAAG R ARG RARG R ARG R AR A
e<-rep(0,sl+1)

se<—length (e)

e[l1]<-(=-2)

e[se]<-2

for (i in 2:(se—-1)) {
eli]<=(xI[i-1]+x1[1])/2

rsup<-rep(0,sl)
gchusup<-max(gchu)

for(i in 1:s1){
rsup[i]<-max(abs(Ys(e[i]<X)#(X<e[i+1]))) # Maximo Local de la

# funcion de regresion

A3<-rep (0,sl)
for(i in 1:s1){
A3[1]<=(rsup[1]”2+sig”2)sgchusupxN2/2

V<—matrix (0 ,nrow=s1 , ncol=m)
for (k in 1:m){
V[.k]<-sqrt(2xgamA3)%(Nl+1)=(1+delm)*sqrt(log(ne))/sqrt(ne=H[k])

}
RAABABRABHABABRABHAR AR AR RARABHRBRBRABH BB AR AR HAR AR ABHARAH

RAHHHHARAH Fin del cambio local de V. AEABHARARABH
HAABAARABHARAAR AR ARG ABRABAARABRABAARABRAGAARABRAR AR A HAR A

REABHBRABHAB AR AR HARABR AR RARABRABRBR AR R BB AR AR HAR AR AR AR AH
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#A###
#A##H
#A##H
#A###
#A###
#A##H
#A##H
#A##H
#AH##H
HA#HH
#A##H

Calculo del Maximo de cada fila
de la matriz [I[k]-V}_{+},

para cada k de 1:s.

Lo cual se guarda en la lista
A={A[k]} _{k=1;s} con A[k] en R"m
lista AV,
de s vectores m dimencionales
AV[[k]]=A[[k]]+V en R m para
k=1,...,s.

Se geneta el vector hopt en RMs
donde hopt[k]=argmin (AV[[k]]+V)

Se genera la compuesta

ARRARABAARARARHAH
HERBHABABHARABHAH
HERARABABHARABHAH
HHRARABABRARAGHAH
ABRARABAARARARHAH
HERBHABABHARABHAH
HERAHABABHARABHAH
HERARABABRARABHAH
ABRARABABRARAGHAH
HERBHABABHARABHHH
HERHHABABHARABHHH

HAABAARABHARAARABAARARRABAARABRABAARABRARAARABRAR AR AR HAR A

A<-list () # Es una lista de s vectores,

# vector Al[k] en R"m,
# de la malla,

donde cada

corresponde a un valor x[k]
y A[k][i] es el valor en H[i]

AV<-list () # Es una lista de s , ectores,
# AV[k] coresponde a la suma de vectores A[k]+V.
arg<-0 # Esta Variable sera un vector donde cada

hoptm<-0

for (k

AO<-0 # Esta variable auxiliar ,

for (i in

# componente es arg[k]=argmin_{h\in H} (A[k]+V)

# Variable que almacena las ventanas optimas

# para cada x[k] en la malla.

in 1:s1){

sera una matriz que

# almacenara temporalmente los datos contenidos
# en cada matris A[[k]] de la lista A

1:m){

AO[1]<-max(1[[k]][1,]-V[k,])
if (AO[1]<0) {AO[i]<-0}

}

# Se genera la lista A y AV

A[[k]]<-AO0;
AV[[k]]<-A0+V[k,]

# Se guardan resultados en la

# Se guardan resultados en la

lista A
lista AV

arg [k]<—which min(AV([[k]]) # Se almacena la ventana optima

# para cada x[k] de la malla de x

donde cada vector
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hoptm<-H[ arg ]
Ll dadadadadada iyl il

HURARBRARGRARBRARRRARGRARGRARGRARBRARGRARRRARGRARG R ARG R AR
HHRABHARBHARBARBHAR#BHAAY Estimador mchu ##AB#HARBHABHARBHARH
HURARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBRARBHARBRARBH RSB H AR H
mchu<-0;
for(i in 1:s1){

mchu[i]<-Estimmm(x1[i],X,Y,hoptm[i]);
}
HURAHBHARGH ARG HARHRARR ARG RAAGRAAGRARGRARGRARGRAAR R ARG AR H

RAABABRABHABAARABHAR AR AR HARABHABAARABHRBABR AR HAR AR AR AR S
HA#RABABHARAHH FINALIZO EL AJUSTE m HARARABABHBHAH
HAABAARABHARAARABHARAGRABAARAGRABAARAGHARAARAGHAR AR A HAR A

HEABHARABHABAARABHABABRABHAB AR ABHAR AR AR HARABRABAAR AR AR AHRA

HH#A#H#H Grafico de mchu estimador de m HA#A## A
###A####  Junto a la nube de puntos de entrenamiento  H#H######
####A##EH y la funcion m, en el intervalo [-2,2] HAGHALHH

HUHARBHARBHARBHARBRARBRARBRARHHARBRARGHARHHABH ARG R ARG R ARG RS
plot (x1 ,mchu, ylim=¢(-0.5,1),type="n"
,main="Estimacion_Adaptativa_Metodo_GL_para_m",xlab="",ylab="")
lines (x1,mchu,lwd=2,1ty="dotted") # Curva del estimador mchu
points (x, Yct+«GCHU[ ,Q], col="yellow") # Nube de puntos de

# entrenamiento
r=0.7%x1+2xexp(-10%x172) # Funcion de regresion a estimar
# r(x)=0.7x +2exp(—-10x"2)
# evaluada en la malla xlI
# del intervalo [-2,2]

lines (x1,rxgo,lwd=2,col="black’) # Grafico de m=rxgo evaluado
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# en la malla x1 del
# intervalo [-2,2]
#%x*ACA PARA QUE CORRA:#
HUHARBHARBRARGRARHRARGRARGRARHRARRAAR R ARG R AAGH ARG R AR ARG A

RARAAAAAAARAAARBBUR LU UL BB U U BB BB BB R R R R R R R R 777777777
### GRAFICO de rchu=mchul gchu en el intervalo [-2,2] ###
HHARUAAAAAARBUAR BB AU BB U U BB BB BB BB R

rchu<-mchu/gchu; # Estimador rchu de la funcion de regrion r

plot (x1,rchu,ylim=c¢(-2.5,3),type="n"
,main="Estimacin_,Adaptativa_Metodo_GL_para_r",h6 xlab="",ylab="")
points (X,Y, col="yellow") # Nube de puntos de estimacion
lines (x1,rchu,lwd=2,1ty="dotted") # Curva del estimador mchu

# de la regresion r

lines (x1,r,Ilwd=2,col="black’) # Curva de la funcion de
# de regresion r
#%xACA PARA QUE CORRA=x#
HUHARBH ARG HARGRARHRARG ARG RARH ARG ARG ARG R ARG R ARG R ARG R ARG A

HUHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBHARBRARBHARHAABHHAR B ARG R ARG R A
# A # Grafico de rchu en el intervalo [-1,1] HA#AA A A2
HURARGHARBRARGRARGRARGRARRRARRRARR ARG ARG R AAGR AR R ARG R ARG
j2<-seq(11,31,1) # Indices para que la malla del soporte

# este en [—-1,1]

plot(x1[j2],rchu[j2],ylim=¢(-2,3),type="n"
,main="Estimacion_Adaptativa_Metodo_GL_para_r",xlab="",ylab="")
points (X,Y, col="yellow") # Nube de puntos de estimacion
lines (x1[j2],rchu[j2],lwd=2,Ity="dotted") # Curva del

# estimador mchu

# en [-1,1]
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r=0.7%x1[j2]+2%exp(—-10%x1[j2]"2) # Funcion de regresion a estimar
# r(x)=0.7x +2exp(—-10x"2)
# evaluada en la malla xI1[j2]
# del intervalo [-1,1]

lines(x1[j2],r,lwd=2,col="black’) # Curva de la funcion de
# regresion r, en el

# intervalo [—-1,1]
#%4ACA PARA QUE CORRA:#
HHRBBBURAARBRBURAARBRBURAARBRBURAAARBRLRALRBERLURAARBRLR AL AR



	Índice general
	Índice de figuras
	Índice de cuadros
	1 Formulación general del problema y preliminares
	1.1 Formulación general del problema
	1.2 Preliminares
	1.2.1 Estimadores de núcleo de la regresión
	1.2.2 Propiedades de los estimadores
	1.2.3 Dependencia débil
	1.2.4 Desigualdades para procesos independientes y débil dependientes


	2 Estimación adaptativa en modelos de regresión para datos independientes y variable explicativa con densidad conocida 
	2.1 Modelo
	2.2 Estimador de núcleo de la regresión y sus propiedades (caso no-adaptativo)
	2.3 Selección de ventanas por método GL, desigualdades de oráculo y adaptatividad
	2.3.1 Método GL
	2.3.2 Desigualdad de Oráculo y adaptatividad del estimador

	2.4 Demostraciones
	2.4.1 Constantes.
	2.4.2 Demostración de la Proposición 4: Sesgo del estimador.
	2.4.3 Demostración de la Proposición 5: Varianza del estimador.
	2.4.4 Demostración de la Proposición 7.
	2.4.5 Demostración de la Proposición 8, (i).
	2.4.6 Demostración de la Proposición 8, (ii) .


	3 Estimación adaptativa en modelos de regresión para datos débilmente dependientes y variable explicativa con densidad conocida
	3.1 Modelo
	3.2 Procedimiento estadístico
	3.3 Resultados
	3.3.1 Resultados para el estimador h.
	3.3.2 Desigualdad de Oráculo y adaptatividad del estimador

	3.4 Estudio de simulación
	3.4.1 Esquema de simulación
	3.4.2 Estimación GL
	3.4.3 Calibración del método para una muestra.
	3.4.4 Comparación de errores globales y locales empíricos, para distintos tamaños de muestra y valores de .

	3.5 Demostraciones
	3.5.1 Constantes.
	3.5.2 Enunciados de resultados técnicos.
	3.5.3 Demostraciones de resultados técnicos.
	3.5.4 Demostración de la Proposición 9: Sesgo del estimador h.
	3.5.5 Demostración de la Proposición 10: Varianza del estimador h.
	3.5.6 Demostración de la Proposición 11.
	3.5.7 Demostración de la Proposición 12, (i).
	3.5.8 Demostración de la Proposición 12, (ii).


	4 Estimación adaptativa en modelos de regresión para datos débilmente dependientes y variable explicativa con densidad desconocida
	4.1 Modelo
	4.2 Procedimiento estadístico
	4.3 Resultados
	4.3.1 Resultados de los estimadores h y h.
	4.3.2 Desigualdades de Oráculo y adaptatividad del estimador 
	4.3.3 Resultados del estimador h/h*.

	4.4 Estudio de Simulación
	4.4.1 Esquema de simulación
	4.4.2 Estimación GL
	4.4.3 Calibración del método para una muestra.
	4.4.4 Comparación de errores globales y locales empíricos, para distintos tamaños de muestra y valores de .

	4.5 Demostraciones
	4.5.1 Constantes.
	4.5.2 Enunciados de resultados técnicos.
	4.5.3 Demostraciones de resultados técnicos.
	4.5.4 Demostración de la Proposición 16: Sesgo del estimador h.
	4.5.5 Demostración de la Proposición 17: Varianza del estimador h
	4.5.6 Demostración del Teorema 8
	4.5.7 Demostración de la Proposición 20.
	4.5.8 Demostración del Teorema 11.


	5 Conclusión
	Bibliografía
	Apéndice A Programa en R para la estimación adaptativa de la función de regresión correspondiente al capítulo 3
	Apéndice B Programa en R para la estimación adaptativa de la función de regresión correspondiente al capítulo 4

