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Resumen

En este trabajo se propone una nueva clase de modelos para el anélisis de regresiéon y depen-
dencia en el contexto de observaciones espaciales o temporales continuas que incorporen asimetria
o colas pesadas. En particular, se estudian campos aleatorios débilmente estacionarios con distri-
buciones marginales del tipo two-piece.

Se presentan estos modelos de manera general y el estudio de sus propiedades de segundo orden
asociadas a la funcién de covarianza obtenida a partir la construccién presentada. Asi mismo, se
propone una alternativa computacionalmente eficiente para la estimaciéon de pardmetros basado en
el método de la verosimilitud compuesta por parejas ponderada junto con un estudio de simulacién.

Respecto a la aplicacién de los modelos, se propone un predictor 6ptimo lineal para realizar pre-
dicciones sobre nuevas localizaciones bajo estos modelos. Ademds, toda la implementacién compu-
tacional para la simulacion, estimacién y prediccién para estos modelos estd disponible para la
librerfa (en desarrollo) de R, GeoModels.

Finalmente, se estudia el desempeno de los modelos con una aplicaciéon a las observaciones tem-
porales del mercado de divisas (Forex) del délar Australiano sobre el Yen Japonés para el mes de
febrero del ano 2019.



Lo intuitivo siempre aparece en el campo de lo estudiado.
S. Prado Rios.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan las nociones preliminares que sustentan este trabajo. En primer
lugar se entregan los conceptos tedricos basicos de la modelizacion de observaciones espacialmente
dependientes. Seguido de esto se estudia el campo aleatorio Gaussiano como principal herramienta
para la modelizacién de observaciones espacialmente dependientes, sus caracteristicas y algunas
propiedades relacionadas a los momentos de segundo orden.

Se finaliza este capitulo con la motivacion de este trabajo respecto a modelos de campos alea-

torios continuos con caracteristicas distintas a la Gaussianidad en las observaciones, concluyendo
asi con las preguntas de investigacion para este trabajo y un resumen del resto de los capitulos.
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1.1. Modelizacién de observaciones espacialmente dependientes

La resoluciéon de problemas modernos es una constante demanda de nuevas herramientas que
permitan la abstraccién matematica o estadistica para una parcial comprensién de diversos fenéme-
nos y que logren un aporte a la toma de decisiones. En consideracién de lo anterior, generar nuevos
modelos es importante ya que permiten mejorar el proceso de tomar decisiones bajo incertidumbre.

En los ultimos anos se ha podido observar que se han complejizado los modelos estadisticos en
cuanto a los diversos factores que se consideran al modelizar algin fenémeno especifico. Particular-
mente, uno de estos factores es la dependencia entre las observaciones. Este factor se ha abordado
desde distintas propuestas de modelos que se utilizan para el andlisis de datos bajo particulares
estructuras de dependencia como la dependencia temporal a tiempos discretos (modelos de series
temporales) (Palma, 2016) o de manera méds general procesos estocasticos (Rao, 2011).

Otro tipo de dependencia que ha tenido un auge de investigacién y aplicacién es la denomina-
da dependencia espacial. Este tipo de dependencia se sustenta en que las observaciones siguen
el principio de la Geologia, es decir, que a medida que las observaciones o mediciones de algin
fenémeno en particular tienen una menor distancia entre ellas (dentro de algin espacio), estas
observaciones tienden a ser parecidas (Porcu, Montero, y Schlather, 2012). Bajo este concepto se
introduce el area estadistica que se ha encargado de estudiar este tipo de dependencia que es la
Estadistica Espacial o Geoestadistica.

Para el estudio del como varian las observaciones en un espacio se han introducido distintas fun-
ciones denominadas funciones de correlacién (Stein, 1999), funciones que estdn definidas sobre la
distancia entre dos puntos. En general, se estudian modelos para observaciones espacialmente de-
pendiente sobre un plano, pero también se han investigado funciones de correlacién en la esfera y
contextos espacio temporales (White y Porcu, 2019). Més detalles sobre funciones de correlacién y
sus propiedades se mostraran en las siguientes subsecciones.

Junto al anédlisis de dependencia (funciones de correlacién) también se considera en Estadistica
Espacial la naturaleza de las observaciones (por ejemplo, observaciones continuas o discretas) y
bajo este punto en que el modelo més conocido es el campo aleatorio Gaussiano (Gelfand y Schliep,
2016) ha tomado un rol fundamental en distintos contextos de aplicacién por la facilidad que en-
trega en su implementacién computacional; aunque en la préctica, no todo se puede ajustar a un
modelo Gaussiano.

Respecto a la naturaleza de las observaciones, este trabajo pretende extender los modelos de campos
aleatorios disponibles para la aplicacion en escenarios de observaciones continuas. Una consideracién
es que este trabajo se basa en campos aleatorios aunque existen otras propuestas como variaciones
a los modelos de regresién como modelos mixtos o modelos mixtos geoaditivos (Schmidt, Cruse-
Sanders, Chamberlain, Ferreira, y Young, 2019) y modelos basados en cépulas (Han y De Oliveira,
2016).

A continuacion se presentan la definiciones generales y propiedades de procesos espaciales, particula-
rizando al campo aleatorio Gaussiano como herramienta principal de modelizacién de observaciones
espacialmente dependientes. Luego, se realiza una revision de algunas funciones de correlacion es-
pacial que se utilizardn en este trabajo y algunos aspectos de la estimacién de parametros para
el campo aleatorio Gaussiano. Para finalizar la seccién se hace menciéon de nuevas propuestas de
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modelizaciéon bajo campos aleatorios no Gaussianos.

1.1.1. Procesos espaciales y sus propiedades

La nocién general de un proceso espacial es considerar por X = {X(s),s € S} una coleccién o
familia de variables aleatorias indexadas en s, para s € S C R% un conjunto de indices o localiza-
ciones pertenecientes al subconjunto S dentro de un espacio d-dimensional en RY.

Desde el punto de vista practico, las observaciones o datos corresponden a una realizacién o mues-
tra del proceso X, es decir, un vector de observaciones de la forma X (s1), X(s2),..., X(sy), para
81,82, ...,8, € S. Por ejemplo, el conjunto de localizaciones en una dimensién (d = 1) podrian
corresponder a instantes especificos en el tiempo y en dos dimensiones (d = 2) corresponder a la
longitud y latitud en un sistema de coordenadas dentro de un mapa.

Para el estudio de procesos espaciales la atencion principal estd en estudiar X a través de la
funcién de distribucion conjunta asociada al proceso y las distintas caracteristicas que se puedan
atribuir a esta funcién como la media, varianza o covarianza (Abrahamsen, 1997). Entonces, para
un proceso espacial o campo aleatorio X, la funcion de distribucién conjunta o finito dimensional
Fx(s1),....x(s)(T1, -, Tn) queda definida por:

FX(sl),‘..,X(sn)(xla ,JIn) = P[X(Sl) < x1, ...,X(Sn) < JIn] . (1.1)

Una aclaracién de notacién importante es senalar a que a partir de esta seccion se denominaré por
campo aleatorio a cualquier proceso espacial X = {X(s),s € S} cuya dimensién de indices s € §
sea mayor o igual a dos, es decir, s € S CR? y d > 2.

Estacionaridad

Tal como se menciond, el estudio de procesos espaciales estd basado en las caracteristicas que
se atribuyen a la funcién de distribucién conjunta (1.1) de un proceso X, especificamente estas
caracteristicas o supuestos se realizan sobre los momentos del proceso.

Uno de los supuestos frecuente es asumir la estacionaridad estricta del proceso, es decir, que inde-
pendiente del conjunto de localizaciones siempre se cumple que:

PX(s1) <x1y..., X(8p) < xp| =P[X(s1+h) <z1,.... X(8p + h) < ] , (1.2)
para h € R? una traslacién dentro del espacio.

Dado que el supuesto de estacionaridad estricta puede ser muy restrictivo para la construccién
de nuevos procesos, un segundo supuesto puede también ser considerado. Para un proceso X, se
puede definir que es estacionario débil si es que se cumple que:

(1.3)

S
Q
=
fa
w
Ja
kEIJ
I
a
=
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para h = s;—s; la separaciéon entre dos localizaciones. Este supuesto sefiala que el proceso X tendrd
media constante independientemente de su localizacién (s8) y que la covarianza es una funcién (C)
que dependera exclusivamente la separacién (h) entre dos localizaciones (s;, s; € S). Se denomina
C(h) por funcién de covarianza y por funcién de correlacién a:

p(h) = o) (1.4)

Otro supuesto de la estacionaridad débil es que el proceso debe tener varianza constante, por lo
que cualquier funcién de covarianza se puede expresar de la siguiente manera:

C(h) = o*p(h) . (15)

esto implica que el estudio sobre caracteristicas de funciones de covarianza puede ser equivalen-
te al estudio sobre funciones de correlacion bajo estacionaridad débil sin pérdida de generalidad
(Abrahamsen, 1997).

Es importante senalar que la condicién de estacionaridad estricta (1.2), cuando los momentos de
segundo orden son finitos, implica estacionaridad débil (1.3), pero esta implicancia no siempre se
cumple en el sentido contrario.

1.1.2. Campos aleatorios Gaussianos

La herramienta de modelizaciéon Geoestadistica més utilizada es el campo aleatorio Gaussiano
(Gelfand y Schliep, 2016). Este modelo es bastamente estudiado debido a una gran cantidad de
propiedades de modelizacion de observaciones espacialmente dependientes que se pueden derivar a
partir de la funcién de correlacién asociada al proceso. Ademads, para la inferencia de parametros
del proceso, las expresiones algebraicas tienden a ser no tan complejas por lo que utilizar campos
aleatorios Gaussianos se vuelve muy conveniente.

Se define por un campo aleatorio Gaussiano G = {G(s), s € S} si es que su funcién de distribucién
de probabilidad conjunta es una funcién de distribucién de probabilidad Gaussiana multivariada.
Dado que la funcién de distribucién conjunta Gaussiana multivariada se caracteriza por la estruc-
tura de media y covarianza, facimente se pueden atribuir propiedades al campo aleatorio Gaussiano.

Un campo aleatorio Gaussiano es intrincicamente estacionario si se cumple:

EG(s)] = nu, (1.6)
Var[X (s;) — X(s;)] = 2v(sj —si) ,
2v(h) | (1.7)

con 2y(h) la funcién llamada variograma. Intrincicamente estacionario es una propiedad mas débil
que estacionariedad débil (1.3), pero si se asume que el campo aleatorio G es débilmente estacionario
se puede demostrar que:

(h) = C(0) = C(h) . (1.8)
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Una manera més general de caracterizar un campo aleatorio Gaussiano es considerando la siguiente
representacion:

G(8) = u(s) + oG*(s) + Te(s) (1.9)

entonces, definiendo G como un campo aleatorio Gaussiano no estacionario cuyas componentes
son: p(s) € R como una funcién espacialmente dependiente que puede ser definida, en una versién
més tradicional, como un arreglo de covariables M (s)? 3 para un anélisis de regresién espacial con
vector de parametros G € RP.

A (1.9) también se incorpora un pardmetro de escala al modelo, ¢ € R* y otro campo aleato-
rio estrictamente estacionario € = {¢(s),s € S} de media 0, varianza 1 y con correlacién espacial
nula, ademas de ser independiente de G* un campo aleatorio Gaussiano débilmente estacionario

con E[G*(s)] =0, Var|G*(s)] =1 y Corr|G*(s;), G*(s;)] = p(h).

La ventaja de considerar una representacién del tipo (1.9) para un campo aleatorio Gaussiano
es que permite realizar el andlisis de regresion y de dependencia espacial dado que los momentos
del campo aleatorio (1.9) quedan establecidos por:

ElG(s)] = wuls), (1.10)

Var[G(s)] = o*+72, (1.11)

Cov[G(s;),G(sj)] = o’p(h)+7°I(h=0) , (1.12)
o2 72 _

CorrlGlsy), G(s;)] = TP FTIR=0) (1.13)

o2+ 72
para I una funcién indicatriz y 7 € ]Rar el llamado efecto nugget el cual se traduce en una variacion

a pequena escala que no se puede diferenciar de un posible error de medicién cuyos efectos en la
funcién de correlacion se estudiaran en la siguiente subseccién.

Bajo la representacién (1.9) de un campo aleatorio Gaussiano, la funcién de distribucién conjunta

esta dada por:
1 (a—w)TO"12(g —
fG(g; K, Q) = 6.7}]){ (g /J/) (g “) } ’ (114)

(27r)n/2’m1/2 2

donde g es un vector de observaciones n-dimensional (conocido también como la realizacién del
campo aleatorio G), p = [u(s;)]?_; un vector n-dimensional correpondiente al arreglo de covaria-
bles, Q € R"zR" la matriz de covarianzas cuyos elementos se definen por (1.12) y p(h) la funcién
de correlacién asociada al campo aleatorio G*.

1.1.3. Funciones de covarianza isotrépicas

Para el analisis de dependencia espacial asociado a campos aleatorios, la funcién de covarianza
(C(h)) asociada al proceso tiene un rol fundamental para la definicién de los modelos. Formalmente,
una funcién de covarianza debe ser una funcién definida positiva (Abrahamsen, 1997), es decir, debe
cumplir para s;,8; € Sy ¢; € Rconi=(1,...,n):

zn:Zn:CiCj(C(Si, Sj) 2 0. (1.15)

i=1 j=1
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Respecto a la propiedad de isotropia, se refiere a que la funcién de correlacién solo dependera de
la distancia Euclidiana entre dos localizaciones espaciales, es decir:

C(ss,85) =C(h) , (1.16)

para h = ||s; — s;|| la distancia Euclidiana entre dos localizaciones s;,s; € S.

Bajo campos aleatorios estacionarios, la funcién de covarianza estudiada tiene la siguiente estruc-
tura:

C(h) = o?p(h) + 72 I(h = 0) . (1.17)

Las propiedades de las funciones de covarianza para campos aleatorios estacionarios de segundo
orden se pueden resumir en:

1. C(0) > 0.
2. C(h) = C(—h) (funcién par).
3. C(0) > C(h).

k
4. E Ci(h) es una funcién de covarianza si solo si C;(h) corresponden a funciones de covarianza.
=1

k
5. H C;(h) es una funcién de covarianza si solo si C;(h) corresponden a funciones de covarianza.
i=1

6. C(h) es una funcién de covarianza para R” si lo es para R?, con r > d.
La caracterizacién de funciones de covarianza o de correlacion, si bien no es una tarea sencilla,

se presenta de manera unificada en Abrahamsen (1997). El autor senala que cualquier funcién de
correlacién isotropica para campos aleatorios debilmente estacionarios se pueden representar por:

p(h) =2°°T <;l) /Ooo(wh)—”?.]d?z(wh)da(w) , (1.18)

para Jj es una funcién de Bessel de primera especie de orden k y G una medida no decreciente
acotada en R y con G(0) = 0.

Para este trabajo se utilizaran dos funciones de correlacién paramétricas, funciones estudiadas
en Bevilacqua, Faouzi, Furrer, y Porcu (2019c¢):

1. Funcién de correlaciéon Matérn:

Mya(h) = il(w (Z)/c <Z> . (1.19)

Este modelo es uno de los mas utilizados ya que permite ajustar de manera flexible dos caracteristi-

cas. La primera caracteristica, asociada al parametro v € REB 5,00)7 €8 la capacidad de la funcién
1"

de controlar la suavidad en el origen. La segunda caracteristica, asociada al pardmetro o € RT, es

controlar el decaimiento de la funcién a medida de que la distancia entre dos localizaciones espa-

ciales aumenta.

16



Sobre las componentes de la funcién de correlacién Matérn (1.19), K, es una funcién de Bessel
modificada de segundo tipo de orden v y I' una funcién Gamma. De manera ilustrativa, los efectos

de los pardametros en (1.19) pueden ser observados en la Figura 1.1 para la parametrizacién de la fun-
(T2 My, (h)+1(h=0))
(1472) :

cién de correlacién (1.19) que considera un efecto nugget, es decir, M, o -(h) =

LI
L

Figura 1.1: Funciones de correlacién Matérn parametrizadas por: (a) M, (9) 0)(R), (b)

M25),0,0)(h) ¥ (¢) M25),2),(h).

2. Funcién de correlacién Wendland Generalizada:

1 -1

/ u <u2 - (h/5)2)§ (1 —u)du

= h/é§ 1.2
WG, cs(h) = 3 Jns - Ch<s, (1.20)

0 , e.o.c. .

Si bien el modelo Wendland Generalizado ha sido menos utilizado como funcién de correlacién en
la literatura; los parametros del modelo permiten controlar, al igual que en el modelo Matérn, el
decaimiento de la funcién a medida que la distancia aumenta (v € R1) y la suavidad de la funcién
en el origen (¢ € RT). Pero la ventaja de utilizar este modelo es que se incorpora el pardmetro de
soporte compacto (§ € RT) el cual controla el punto dentro del recorrido de la distancia en que la
correlacién es cero.
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Desde el punto de vista computacional, una ventaja de las funciones de correlacién con sopor-
te compacto es que generan matrices sparse o con muchos ceros, lo cual disminuye el tiempo de
cémputo para simular o estimar con estos modelos (Bevilacqua y cols., 2019¢).

De la misma manera que para la funcién de correlacién Matérn (1.19), se puede ilustrar el efecto
de cada parametro en la funciéon de correlacion Wendland Generalizada tal como se aprecia en

la Figura 1.2 para la parametrizacién de la funcién de correlacién (1.20) que considera un efecto
_ (WG, ¢ 5(h)+1(h=0))
- (1+72) :

nugget, es decir, WG, ¢ 5 (h)

Correlacién
Correlacién

—o0

0 5 10 1s
Distancia

(a)

10
Distancia

(b)

04
— 0 — 03

Correlacién
Correlacién

— o2
— 3
— 00

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Distancia Distancia

(c) (d)

Figura 1.2: Funciones de correlacion Wendland Generalizada parmetrizadas por: (a)
WGy, 1),6),0 (1); () WG(2).6),0)(R); (€) WG(2),1),6,0)(R) ¥ (d) WG2),1),(6), (h)-
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Propiedades geométricas de un campo aleatorio

Tal como se puede apreciar en las Figuras 1.1 y 1.2, la eleccién de los pardmetros que controlan
la suavidad de las funciones de correlacién en el origen tienen un efecto distinto en la diferencia-
bilidad de la funcién de correlacién en el origen al igual que la eleccién de un efecto nugget. Estas
caracteristicas estan asociadas a dos propiedades geométricas relacionadas a los campos aleatorios,
estas son:

1. Continuidad en media cuadratica del campo aleatorio:

Un campo aleatorio es continuo en media cuadratica si para una secuencia de localizaciones {s,}
dentro de un espacio B para la cual ||s, — s|| = 0 cuando n — oo, entonces:

E[|X(sn) — X(8)[)] = 0
cuando n — oo para todo s € B.

2. Diferenciabilidad en media cuadratica del campo aleatorio:

Un campo aleatorio es diferenciable en media cuadratica para cada secuencia de localizaciones
{sn} dentro de una seccién B para la cual ||s,, — s|| — 0 mientras n — oo, entonces:

E[|X;(s0) — Xi(s)"] = 0
mientras n — oo, Vi = 1,...,n, para todo s € B.

Tal como se explicita en Abrahamsen (1997) ambas propiedades se pueden estudiar para el campo
aleatorio equivalentemente al estudio del comportamiento de la funcién de correlacion asociada al
campo aleatorio en el origen respecto a su diferenciabilidad y continuidad.

A modo de observar el efecto de las funciones de correlacién en las realizaciones de campos alea-
torios, se presentan simulaciones de campos aleatorios Gaussianos estandar para apreciar el com-
portamiento de las realizaciones respecto a las propiedades geométricas asociadas a la funcién de
correlacion Matérn (1.19) y Wendland Generalizada (1.20).
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Figura 1.3: Realizaciones de un campo aleatorio Gaussiano estandar con funcién de correlacién
Matérn parametrizada por: (a) Mg 15),(2),0)(R), (b) M(0,15),(0,5),00)(P); (¢) M(0.15),2),(0,5) (R) ¥ (d)
M 0,15),(0,5),(0,5) (B)-

El comportamientro que corresponde a las realizaciones en los distintos escenarios se puede di-
ferenciar claramente con el uso del pardmetro de soporte compacto en la funcién de correlacion
Wendland Generalizada ya que para el caso (a) la realizacién es suave, en la Figura 1.4 se puede
apreciar que se forman sectores suaves de distancia similar al valor del soporte compacto.

Ademsds, también se puede notar la diferencia de utilizar funciones de correlacién continuas o
diferenciables en media cuadratica ya que en los ejemplos se aprecia claramente que considerar o
no estas caracteristicas se refleja en la suavidad de la realizacién y con efecto nugget una imagen
no suave o pixelada.
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Figura 1.4: Realizaciones de un campo aleatorio Gaussiano estandar con funcién de correlacién
Wendland Generalizada parametrizada por: (a) WG g .15),(3),4),0)(R), (b) WG (0,15),(1),(4),0)(R), (c)

Wg(0,15),(3),(4),(0,5)(h) y (d) Wg(o,15),(1),(4),(0,5)(h)-

ra finalizar ion nalar que existen funcion rrelacién ni nto en
Para finalizar esta seccion, cabe senala e existen funciones de correlacion definidas tanto en el
plano (distancia Euclidiana) como en otro tipo de espacios como una esfera (distancias geodésicas),
pero aqui se estudiaran campos aleatorios en el plano sin pérdida de generalidad.

1.1.4. Estimacién de parametros

En Estadistica Espacial diversos autores han estudiados métodos para la estimacién de parame-
tros asociados a los modelos tales como: el métodos de méxima verosimilitud, validacion cruzada,
inferencia bayesiana y aproximaciones de funciones de verosimilitud (Bachoc, 2014; Bevilacqua y
cols., 2019¢). En inferencia estadistica el método més utilizado y cuyas propiedades han sido muy
estudiadas es el de maxima verosimilitud, sin embargo en el caso de Estadistica Espacial no siem-
pre se puede llevar a cabo. El primer trabajo tedrico es el de Mardia y Marshall (1984), quienes
demuestran la consistencia de las estimaciones bajo campos aleatorios Gaussianos.

Una de las principales razones por las cuales no siempre es posible utilizar el método de maxima
verosimilitud se debe a que para campos aleatorios no Gaussianos, es muy dificil obtener expresio-
nes cerradas para las funciones finito dimensionales asociadas a los campos aleatorios. De manera
alternativa, una aproximacion es el método de la verosimilitud compuesta por parejas ponderada
(Varin, Reid, y Firth, 2011) que solo requiere la funcién de distribucién de probabilidad bivariada
asociada al modelo.

Dentro de las ventajas de utilizar esta aproximacién se encuentran: (a) solo requiere la funcién
bivariada asociada al modelo, (b) puede lidiar de manera eficiente respecto al costo computacio-
nal y (c) las estimaciones de los pardmetros convergen a las obtenidas por maximo verosimilitud.
Ademas, las estimaciones de los pardmetros se obtienen al maximizar una funcién de (log) verosi-
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miltud (1.21) que se define por:

n—1 n
pl(6) = Z Z log (fx;(wi xj,0)) cij (1.21)

cuyas componentes son: = [z;]"_; un vector de n observaciones, f x,; la funcién de distribucién
bivariada asociada a un modelo X, un vector de pardmetros 6 asociados al modelo y c¢;; € Rg .

Entonces, los estimadores se obtienen de 8 = Arg. maz. pl (9).

En el contexto de campos aleatorios, en especifico campos aleatorios Gaussianos, Bevilacqua, Gae-
tan, Mateu, y Porcu (2012) proponen el estudio de las estimaciones de pardmetros bajo el método de
verosimilitud compuesta por parejas ponderada definiendo los pesos de la funcién de verosimilitud
(¢ij) de la siguiente manera:

{ L5 s — s4]| < distmaz (1.22)

Cij .

J 0 ; ||si — sl > distmas
donde dist,,q, es un valor de distancia entre las localizaciones espaciales a criterio de quien utilice
el método.

Es necesario senalar que hasta el momento no existe una forma no arbitraria o numérica de escoger
los pesos de la funcién de verosimilitud, pero los resultados tedricos han mostrado que por (1.22)
las estimaciones convergen a las obtenidas por maximo verosimilitud y que los tiempos de cémputo
se reducen ya que solo se consideran las parejas de localizaciones que cumplen (1.22) (Bevilacqua
y cols., 2012).

Un segundo aspecto importante para la estimacién de pardmetros en Estadistica Espacial es el
enfoque asintotico con el que se trabaja ya que para este esquema en la literatura existen dostipos
de dominios y los resultados que se obtienen respecto a las estimaciones son distintos (Bevilacqua y
cols., 2019¢). El primer dominio es el enfoque asintético de dominio creciente (increasing domain),
el que se caracteriza por mantener una distancia minima entre las localizaciones espaciales y que
para obtener mas datos es necesario cubrir una mayor area dentro del espacio (Figura 1.5). Por otro
lado, el segundo enfoque, denominado dominio fijo (infill asimptotic) es aquel que solo mantiene
un area en el espacio fija y que a medida que se deseen més observaciones, es necesario cubrir con
més localizaciones dentro del una determinada area (Figura 1.6).

Si bien en este trabajo no se demostraran distribuciones asintéticas de las estimaciones obteni-
das bajo los dos tipos de dominios, se puede acudir a los resultados de Mardia y Marshall (1984);
Bevilacqua y cols. (2019¢) para el enfoque asint6tico de dominio creciente y Bachoc, Bevilacqua, y
Velandia (2019) para el enfoque asintético de dominio fijo y estimacién por maxima verosimilitud
o verosimilitud compuesta por parejas ponderada junto con todas las referencias dentro de aquellos
trabajos para campos aleatorios Gaussianos.
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(a) (b) | (c)

Figura 1.5: Ejemplo de dominio creciente asintético en una grilla regula de dimensiéon 10x10 con
distancia minima de 0,25 unidades para: (a) 25, (b) 441 y (c) 1681 localizaciones espaciales.

@ (e) (1)

Figura 1.6: Ejemplo de dominio fijo asintético en una grilla regula de dimensién 1x1 con distancia
minimade 0,25, 0,025 y 0,0125 unidades para: (d) 25, (e) 1681 y (f) 6661 localizaciones espaciales.

1.1.5. Prediccién

Hasta el momento se han mostrados algunos resultados presentes en la literatura respecto a la
construccion y estimacién de modelos en campos aleatorios, esta aproximacién considera que uno
de los aspectos méas importantes para la modelizacién de observaciones espacialmente dependien-
tes es la eleccion de la funcién de correlacion. Un segundo aspecto importante en la aplicacién de
estos modelos es la prediccién de nuevas observaciones en una localizacién espacial no muestreada
denotada por sg € S.

Segin Cressie (1993), en Estadistica Espacial, el predictor mds utilizado hasta el momento es
el Kriging, denominado asi por Matheron (1960) debido al autor (D. G. Kridge) del primer trabajo
sobre el que se tenga registro sobre la modelizacién de observaciones espacialmente dependientes
en minerfa (Kridge, 1951). Este método consiste en que la prediccién en una nueva localizacién
espacial estd dada por:

n

y(so) = > wiz(s;) +k (1.23)
i=1
cuyas componentes son: X = [z(s;)]|!"_; un vector de n observaciones del campo aleatorio X, w; (i =
n
1,...,n) pesos sujetos a Z w; = 1. Entonces el predictor estimado para la nueva lozalizacién espacial
i=1

(y(s0)) que como criterio de optimzacién minimiza el error cuadrético medio (E[(X (sg) — y(s0))?])
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sobre (w1, ..., wn, k) esta establecido por:

—

y(s0) = QX — p) + p(so) (1.24)
donde ¢ = [Cov[X(s;), X(s0)]]i=y, @ = [Cov[X(s;), X(s;)]]};~; la matriz de covarianzas, X el
vector de observaciones y p = [u(s;)]".; un vector de medias. Ademads, se puede derivar una

medida del error de prediccién asociada al predictor (1.23), cuya expresién estd dada por:

—

Var([y(sg)] = Cov[so, so] — ¢! Q¢ . (1.25)

Distintas versiones de (1.23) dependeran de los supuestos sobre p(s). Si la media es conocida y
constante se denomina Kriging simple, si es desconocido el valor se denomina Kriging ordinario y si
se asume desconocido y se puede representar por un arreglo de covariables, es decir, u(s) = M(s)T3
es denominado Kriging universal.

La derivacion de las expresiones algebraicas se pueden desarrollar para el caso de campos alea-
torios Gaussianos considerando la media y varianza condicional de la nueva observaciéon dado el
resto de las observaciones. Bajo este escenario el predictor 6ptimo lineal y el error de estimacién
coinciden con (1.23) y (1.25) respectivamente.

Para campos aleatorios no Gaussianos estas expresiones algebraicas se vuelven més complicadas ya

que no siempre se puede obtener una expresion cerrada para la distribucién finito dimensional y

los momentos condicionales. Para dar una solucién a este problema se puede proponer un predic-
—_—

tor lineal éptimo (denotado por y,,(s¢)) (Bevilacqua, Caamano, Arellano-Valle, y Morales-Onate,

2019a) de la siguiente manera:

L —

yLO(SO) = /L(SO) + C§R_1(X - N) ) (1'26)

n

cuyas componentes son cx = [px(8;—80)liL, B = [px(si—8;)]} ;=1 Ademads, el error de prediccién

asociado a (1.26) estd dado por:
Varly,o(so)] = 0*(1 — F R lex) (1.27)

Considerando entonces esta una alternativa préctica ya que solo depende del conocimiento de la
correlacién asociada al campo aleatorio X . Otras soluciones para resolver (1.23) podrian ser como
se plantea en Zhang y El-Shaarawi (2010) con métodos de simulacién Monte Carlo, pero esta solu-
cién es computacionalmente muy costosa.

1.1.6. Campos aleatorios no Gaussianos

La introduccién de campos aleatorios no Gaussianos (en inglés non-Gaussian random fields) se
debe a la tarea de modelizacién de fenémenos u obsevaciones espacialmente dependientes que pre-
senten diversas caracteristicas distintas a la distribucién Gaussiana como asimetria o colas pesadas,
recorridos con soporte en R(; o compactos e incluso observaciones discretas.

Diversas propuestas de modelizacion se han estudiado en los ltimos anos para campos aleatorios

con distribuciones marginales continuas, algunos ejemplos de estos modelos pueden ser campos alea-
torios con distribuciones marginales con soporte positivo como los campos aleatorios log-Gaussianos
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(De Oliveira, 2006), Chi-cuadrado (Ma, 2010a), Birnbaum-Saunders (Garcia-Papani, Leiva, Uribe-
Opazo, y Aykroyd, 2018), Gaussiano log-Gaussiano (Zareifard, Khaledi, Rivaz, y Vahidi-Asl, 2018)
o Gamma y Weibull (Bevilacqua, Caamano, y Gaetan, 2019b).

También se ha ampliado el rango de modelos a distribuciones continuas con soporte en los reales,
pero que presenten asimetria o colas mas o menos pesadas que la distribuciéon Gaussiana tales co-
mo campos aleatorios con distribuciones marginales elipticas (Ma, 2010b; Genton y Zhang, 2012),
de valor extremo (Sang y Genton, 2014), Gaussiano-envuelto para datos direccionales (Alegria,
Bevilacqua, y Porcu, 2016), Gaussiana asimétrica (Zhang y El-Shaarawi, 2010; Alegria, Caro, Be-
vilacqua, Porcu, y Clarke, 2017), Tukey g-and-h (Xu y Genton, 2017) o t de student y t de student
asimétrica (Bevilacqua y cols., 2019a).

Todos estos modelos tienen la particularidad de ser transformaciones de campos aleatorios Gaussia-
nos, permitiendo caracterizar teéricamente los modelos ademaés de poder estudiar las caracteristi-
cas asociadas a los momentos. Otras aproximaciones a modelos no Gaussianos son representaciones
jerdrquicas y modelos generalizados mixtos (Diggle y Ribeiro, 2007), pero estas metodologias tienen
la desventaja de que introducen efecto nugget en la funciéon de correlaciéon asociada por lo que se
pierde flexibilidad respecto a escoger o no modelos continuos en media cuadratica cuando esto se
puede observar en los conjuntos de datos; ademads, no existe una clara fundamentacion tedrica al
respecto como demostraciones de existencia de estos procesos (Abrahamsen, 1997).

Con respecto a campos aleatorios con distribuciones marginales discretas, existen muy pocos traba-
jos. Para la modelizacién de observaciones dicotémicas espacialmente dependientes se ha estudiado
una version espacial para el modelo probit (Heagerty y Lele, 1998). Otros modelos de conteo con
distribuciones tipo Poisson o binomial se han estudiado como construcciones jerarquicas a través
de modelos lineales generalizados mixtos (Diggle y Ribeiro, 2007), pero estos modelos presentan
algunas caracteristicas no tan deseadas desde el punto de vista de la flexibilidad que entregan
(inducir efecto nugget), por lo que nuevas metodologias de construccién de campos aleatorios con
distribuciones marginales discretas son un area de investigacién atin abierta.

1.1.7. Propuesta de investigacién

Dentro de la investigacién para campos aleatorios con distribuciones marginales continuas, colas
pesadas y posible asimetria que se propone en la tesis doctoral de Caamano (2018) se introducen
dos modelos construidos a partir de transformaciones de campos aleatorios t de student. Estos
nuevos modelos son: el campos aleatorios t de student asimétricos y two-piece t de student.

Si bien el modelo t de student asimétrico generaliza al modelo t de student y permite el analisis
de observaciones espacialmente dependientes de colas pesadas y asimetria, la falta de expresiones
cerradas para la funcién de distribucién lo convierten en un modelos que existe hasta el momento
solo en la teoria.

A diferencia del modelo antes mencionado, el modelo two-piece t de student permite la estima-
cién de pardmetros y ademas extenderlo a una clase general de campos aleatorios asimétricos dado
que su construccién estda dada por:

Py(s) = pls)+ ol X(s)|Ky(s) ,
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cuyas componentes se definirdn en detalle en el Capitulo (2), pero lo importante es que bastaria
reemplazar en X cualquier proceso con distribuciones marginales simétricas como un campo alea-
torio Gaussiano para obtener modelos con colas pesadas o livianas y posibles grados de asimetria
en las distribuciones marginales.

Dado que hasta el momento no existe en la literatura campos aleatorios con distribuciones mar-
ginales two-piece, en este trabajo se propone entonces estudiar algunos casos particulares para
establecerlo como una clase de campos aleatorios para el estudio de observaciones espacialmente
dependientes con asimetria o colas pesadas.

1.2. Notas del capitulo

A continuacién se dard un resumen de la investigacién que se desarrolla en este trabajo junto
con una breve descripcion del contenido de cada capitulo.

A manera resumen, en este trabajo se estudia la metodologia de construccién, estimacién y pre-
diccion para campos aleatorios con distribuciones marginales continuas que permitan asimetria y
posible presencia de colas pesadas a partir de la clase general de modelos two-piece. Ademads, se
estudian las propiedades derivadas de la funcién de correlacion asociada a los campos aleatorios
junto con el estudio de las funciones de distribucién de probabilidad bivariadas asociadas a casos
particulares.

Lo que continua del documento se dividird en cuatro capitulos que abordaran lo siguiente:

1. En el capitulo dos se estudiara la metodologia para la construccién general de la clase general
de campos aleatorios two-piece, dando paso al estudio de su distribucién uni y bivariada.
Ademsds, se estudiaran las propiedades geométricas a partir de la funciéon de correlacion.
Luego de definido el campo aleatorio two-piece, se detallaréan tres casos particulares.

2. Una vez que se estudian los modelos descritos en el capitulo dos, en el capitulo tres se reali-
zaran simulaciones para estudiar el comportamiento de las estimaciones de los parametros de
los modelos. Se finalizara este capitulo con una aplicacién a los datos de cambios de divisas
en el tiempo, disponibles en Forez.

3. Este documento terminara con algunas conclusiones de la investigacion y la discusion respecto
a posibles problemas abiertos que se generan a partir de la clase general two-piece.

Adicionalmente, se proporcionaran dos apéndices que contienen las demostraciones de algunas ex-
presiones algebraicas y parte de las rutinas computacionales para la reproduccién de resultados.
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Capitulo 2

Una clase general de campos
aleatorios

El capitulo dos comprende la presentacion del modelo probabilistico two-piece, una revisién de
algunos trabajos en la literatura que contemplan el origen y algunas caracteristicas asociadas a
este. Seguido de la presentacién del modelo para variables aleatorias, se desarrollaréd la metodologia
para la extensién del modelo a campos aleatorios junto con el estudio de algunas caracteristicas
de los procesos como los momentos y las funciones de distribucién de probabilidad. Se finalizara el
capitulo con el estudio de tres casos particulares para la clase de modelos propuesta, comparaciones
y algunas conclusiones respecto a los modelos aqui presentados.
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2.1. Aspectos generales asociados al modelo

El modelo probabilistico two-piece fue introducido en una primera version en 1860 para el
andlisis de datos astronémicos, botanicos y meteoroldgicos, entre otros; debido a que el supuesto de
Gaussianidad no era tan valido dada la presencia de asimetria en la distribucién de frecuencia de
las observaciones (Wallis, 2014). Este modelo fue propuesto como el resultado de unir y reescalar
dos distribuciones Gaussianas con igual pardmetro de localizacion y distintos parametros de escala.

Su construccion se define para dos variables aleatorias Gaussianas con parametro de localizacién
u € Ry pardmetros de escala a% y J% € RT, respectivamente. Entonces, la funcién de distribucién
de probabilidad para el nuevo modelo queda establecida por:

()2
(01+022)\/ﬂexp{ (gafu) } g H,
= 2 —(g=m* 1 .
f(g) (a1+02)\/ﬂemp{ 202 } ;o g>u,

I ;og=p

Dada su definicién, el modelo two-piece Gaussiano permite generar una distribucién continua y
asimétrica dependiendo de la eleccion de los pardametros de escala de las distribuciones Gaussianas
que lo conforman. Un ejemplo gréfico se puede ver en la Figura 2.1 en la cual se obtiene un modelo
con asimetria a la izquierda (cuando o1 < 03).

0.4-

0.3-

Distribuciones

el
o]
k] Gaussiana ( u =-1, o = 1,0)
0 0.2
§ — Gaussiana ( u =-1, o® =3,0)
— Two-Piece Gaussiana ( u =-1, Uf =1,0, 02 =3,0)

0.1-

0.0-

Figura 2.1: Comparacién funciones de distribuciéon de probabilidad Gaussianas y two-piece resul-
tante.
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Tal como lo explicita Wallis (2014), el modelo ha adoptado distintas versiones como en Fernandez y
Steel (1998) para modelos asimétricos de colas pesadas. Particularmente, uno de los trabajos sobre
la unificacién del modelo es el de Arellano-Valle, Gémez, y Quintana (2005), quienes lo proponen
como una clase general de modelos asimétricos con colas mas o menos pesadas que la distribucién
Gaussiana y que ademds se deriva de una sencilla representacién estocastica para su simulacion.

Esta clase general posee la capacidad de modelizacion flexible respecto a distintos grados de asi-
metria presente en las observaciones, una caracteristica bastante estudiada en la literatura como
el modelo Gaussiano asimétrico (Azzalini y Capitanio, 2014) y posteriores derivaciones de este ya
que en aplicaciones, la Gaussianidad no siempre estd presente. Ademéas de ser un modelo flexible
respecto a la asimetria de la distribucion, la clase general two-piece recibe su adjetivo “general”
debido a que puede adoptar distintas formas o casos particulares dada su construccion, permitiendo
establecer modelos probabilisticos con asimetria ademas de colas mas o menos pesadas que el mo-
delo Gaussiano y considerando volver a modelos simétricos también como casos especiales dentro
del conjunto paramétrico del modelo .

La incorporacion de caracteristicas como asimetria, curtosis o soportes compactos a los mode-
los de probabilidad ha sido bastante abordado en los modelos para variables aleatorias tanto para
el caso univariado como multivariado, pero obtener estas caracteristicas deseables o flexibles en los
modelos no siempre es una tarea sencilla cuando los modelos incorporan estructuras de dependencia
entre las observaciones, esta dificultad se debe principalmente a que no siempre es posible conseguir
procesos tedricamente fundamentados o existentes (Abrahamsen, 1997).

Respecto al modelo probabilistico two-piece, existe un primer acercamiento en el contexto de pro-
cesos espaciales o campos aleatorios en la tesis doctoral de Caamano (2018), quien propone la
metodologia para la construccién, estimacién y prediccién para campos aleatorios two-piece t de
student en un completo estudio de procesos espaciales con distribuciones marginales asimétricas y
de colas pesadas. Hasta el momento, no existe registro de algin trabajo publicado que proponga
otros casos particulares de campos aleatorios two-piece.

En esta seccion se mostrard la clase general de modelos probabilisticos two-piece presentado por
Arellano-Valle y cols. (2005), continuando con la entrega y detalle de las expresiones para las fun-
ciones de distribucién de probabilidad uni y bivariada, junto con el desarrollo metodolégico para la
extension del modelo a campos aleatorios y las respectivas expresiones algebraicas (generales) para
la funcién de covarianza entre dos localizaciones espaciales segin el trabajo de Caamano (2018).

Un segundo andlisis de la clase general de campos aleatorios two-piece se orientara al estudio
de algunas caracteristicas deseables en modelos para procesos espaciales que evaluan la flexibilidad
de adaptacién de estos cuando son utilizados en contextos de aplicaciones, las dos caracteristicas
principales que se evaluardn aqui seran la continuidad y diferenciabilidad en media cuadrética,
ambas evaluadas al estudiar la funciéon de covarianza del proceso.

Finalizando el capitulo, se estudiardan tres casos particulares del modelo. En primer lugar el caso t
de student presentado por Caamano (2018), seguido de la versién Gaussiana del modelo two-piece y
un tercer caso a partir de campos aleatorios con distribuciones marginales del tipo Tukey-h (Goerg,
2015) junto con algunas conclusiones y posibilidades que se pueden generar a partir de la formula-
cién general del campo aleatorio.
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2.1.1. Modelo probabilistico general

En el trabajo de Arellano-Valle y cols. (2005) se establecié una clase general del modelo pro-
babilistico two-piece, trabajo en el cual proponen una manera de describirlo completamente con la
siguiente funcién de distribuciéon de probabilidad:

) = M {fx <(tn)> I(t>0)+ fx (l)(’;)) I(t < 0)} , (2.1)

donde 7 es un parametro de asimetria, a(n) y b(n) dos funciones conocidas y X una variable alea-
toria simétrica con soporte en R, aunque los autores declaran que la construccién (2.1) puede ser
utilizada para variables aleatorias con soporte en RT.

Una de las ventajas de esta construcciéon general es que el modelo contiene a la clase completa
de modelos simétricos si a(n) = b(n), ademés de contener distintas parametrizaciones del modelo
two-piece dependiendo de las especificaciones de a(n) y b(n).

Dentro del mismo estudio, Arellano-Valle y cols. (2005) presentan una manera sencilla de simular
cualquier modelo perteneciente a la clase two-piece a partir de la siguiente representacion estocasti-
ca:

Py = p+olX|K, | (2.2)

cuyas componentes son: un parametro de localizacién p € R, un parametro de escala ¢ € R™, un
parametro de asimetria 7, X una variable aleatoria perteneciente a la familia de modelos simétricos
como el modelo Gaussiano, t de student, logistico, exponencial potencia, entre otros; y una variable
aleatoria discreta K, que permite generar la asimetria en la variable aleatoria P, esta variable
aleatoria discreta se describe de la siguiente manera:

a(n) T <,
K. —
{—b(n) ; >,

entonces, si P, es una variable aleatoria two-piece de localizacién y escala, su funcién de distribucién
de probabilidad esta dada por:

o) = st it (G ) ez m e o (G5 ) 1<) o e

En el articulo de Arellano-Valle y cols. (2005), si bien los autores mencionan distintas parametri-
zaciones para a(n) y b(n) junto con las conexiones entre las alternativas de modelos two-piece, ellos
estudian el modelo (2.2) para a(n) = 1—ny b(n) = 1+n, con n € R(_; ;) debido al comportamiento
de la funcién de distribucién de probabilidad (2.3) en los valores limites del espacio paramétrico
del pardmetro de asimetria.

Casos particulares del modelo se pueden obtener al considerar distintos modelos simétricos, permi-
tiendo asi generar modelos flexibles respecto al grado de asimetria y ademas de ser flexible respecto
a la pesadez de las colas del modelo, algunas ilustraciones se pueden apreciar en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Comparacién funciones de distribucién de probabilidad two-piece: (a) Gaussiana

estdndar, (b) exponencial potencia (o = 0,3) y (c) logistica estandar.

Extensiones del modelo two-piece para el caso de variables aleatorias se pueden encontrar en Maleki
y Mahmoudi (2017) al considerar mixtura en localizacién y escala de distribuciones Gaussianas.
También en contextos de regresién, en el trabajo de Maleki, Contreras-Reyes, y Mahmoudi (2019)
considerando errores del tipo two-piece y en Arellano-Valle, Azzalini, Ferreira, y Santoro (2020)
para modelos con errores en las variables, asi como Moravveji, Khodadadi, y Maleki (2019) para la
estimacién bayesiana del modelo. Para una revisién completa de otras extensiones del modelo, se
pueden estudiar las referencias dentro de los articulos anteriormente mencionados.
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2.2. Extension a campos aleatorios

Tal como lo senala Caamano (2018), el modelo probabilistico two-piece (2.2) puede ser extendido
a un proceso espacial o campo aleatorio al modificar su representacion estocastica, definiendo asi un
campo aleatorio P, = {P,(s),s € S} con distribuciones marginales two-piece. El proceso two-piece
se construye entonces, tal como se explicité en el Capitulo 1, de la siguiente manera

Py(s) = p(s)+olX(s)Ky(s) - (2.4)

De la representacién (2.4), se puede notar que las componentes del modelo, a diferencia de (2.2),
varian por cada localizacién espacial s € S. Esta nueva representacién estocastica esta compuesta
por un parametro de asimetrfa 7 € R(_y 1), una funcién de localizacién, pu(s) € R, un pardmetro
de escala 0 € RT. Ademds, X = {X(s),s € S} es un campo aleatorio debilmente estacionario con
distribuciones marginales simétricas de localizacién 0 y escala 1, y K, = {K,(s),s € S} un campo
aleatorio discreto definido por:

K,(s) = { 1_;17?7 : ggz; i Zg(n) ’ (2.5)

A diferencia del modelo (2.2), Caamano (2018) sugiere un cambio en la funcién de perturbaciones
K, al realizar la versién espacial del modelo. Este cambio estd dado por considerar que K, es un
campo aleatorio y no una variable aleatoria, aludiendo asi al argumento de Genton y Zhang (2012)
acerca de la identificabilidad de parametros de procesos espaciales, por lo que es necesario que
algunas componentes de la representacion estocédstica del modelo sean espacialmente dependien-
tes ya que de manera contraria, los pardmetros no son consistentemente estimables dado que en
las observaciones que se obtienen de una realizacién del proceso (lo equivalente a decir que el ta-
mano de muestra es 1), no se encuentra suficiente informacién para la estimacién de los pardmetros.

El proceso discreto (2.5) a su vez se compone de un segundo campo aleatorio H = {H(s),s € S}, in-
dependiente de X . Por simplicidad de las expresiones para las funciones de distribucién y covarianza
de los campos aleatorios two-piece, H tiene la misma funcién de covarianza que X y ademads, H se
define como un campo aleatorio débilmente estacionario con distribuciones marginales Gaussianas
estandar. La segunda componente de (2.5) es qq, que es el cuantil « de la distribucién marginal de

Hy gy =(1-n)/2

Con esta nueva representacién estocéstica (2.4), el modelo two-piece ya no es una variable aleatoria
si no que un campo aleatorio o proceso espacial, permitiendo asi la modelizacién de observaciones
espacialmente dependientes continuas y con distintos grados de asimetria.

La definicién general del campo aleatorio two-piece (2.4) aqui utilizada no es restrictiva a pro-
poner modificaciones como cambiar el indice (s) en algunas de sus componentes. Por ejemplo, se
podria considerar que el pardmetro de escala del modelo (o) también puede variar en el espacio
(o(s)). Respecto a la definicién del proceso discreto (2.5), también se podria considerar que H es
un campo aleatorio con otro tipo de distribuciones marginales o también que posee otra funcién de
covarianza.
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2.2.1. Momentos de primer y segundo orden

Una vez definida la clase general de campos aleatorios two-piece se pueden calcular expresiones
para la media, varianza y funcién de covarianza del proceso, todas a partir de la representacién
estocéstica (2.4). Parte del célculo de las expresiones involucra conocer los momentos del campo
aleatorio discreto (2.5) asi como también es necesario estudiar algunos procesos auxiliares como
K,(s)? y K,(si)K,(s;) para obtener las expresiones algebraicas relacionadas a los momentos del
los campos aleatorios two-piece. Para la consulta de las demostraciones sobre las expresiones aqui
presentadas, acudir al apéndice A.

De la definicién del campo aleatorio discreto K, presentada en (2.5), se puede obtener el valor
esperado y la varianza dando origen a las siguientes expresiones:

E[Kﬂ(s)] = _277 )

Var[K,(s)] =1-1n .

Asi entonces, las expresiones generales para el valor esperado y la varianza de un campo aleatorio
two-piece estan dadas por:

E[P,(s)] = u(s) — 2noE[| X (s)[]

Var[Py(s)] = o {(1 + 30*)[Var[| X (s)[] + E[| X (s)|]*] — 40”E[|X (5[]}

De la misma manera, considerando un par de localizaciones espaciales s; y s; € S, se obtiene una
manera de computar la covarianza entre estas dos localizaciones.

Cov[Py(s:), Py(sj)] = 0® {(4mua(h) — 1+ 30 + 20)E[| X (s1) || X (s))]] — 4°E[[ X (s)[]}

donde 711(h) = Fr,;(qg,, 49, P(R)) y s Fpr,; la funcién de distribucién acumulada bivariada Gaus-
siana estandar asociada al campo aleatorio latente H.

Finalmente, si se desea obtener una expresion para la correlacién entre dos localizaciones espa-
ciales para el proceso two-piece, basta con calcular la siguiente expresion:
_ Cov[ Py (i), Py(s5)]
/' Var[P,(s;)]\/Var[P,(s;)]
Un aspecto importante de la funcién de covarianza asociada a los campos aleatorios two-piece es

que no depende del signo del parametro de asimetria, problema que también es mencionado y so-
lucionado por Zhang y El-Shaarawi (2010) para los campos aleatorios Gaussianos asimétricos.

Corr[P,(si), Py(s;)]

2.2.2. Funciones de distribuciéon
Funciones de distribucién univariada

A partir de la formulacién general del modelo (2.4) se pueden derivar las expresiones para las
funciones de distribucion de probabilidad y funciones de distribucién acumulada para el modelo
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propuesto tanto para el caso univariado como bivariado.

Mediante el método de la funcién de distribucién acumulada de transformaciones de variables
aleatorias (Dobrow, 2014), se puede computar primero la funcién de distribucién acumulada co-
rrespondiente al proceso espacial two-piece definido en (2.4), la cual estd dada por:

(1+n)Fx(%) ;ot<u,

Fp,(t) = s
n+ (1—n)Fx (W) ;o t>p.

(2.6)

Para obtener la funcién de distribucién de probabilidad del proceso two-piece, basta con derivar
cada componente de la construccién (2.6), obteniéndose:

- %fx(ﬁ) L ot<p, -
K Lix (625) o+ t=za. |

Tanto para (2.6) como para (2.7) las funciones F'x y fx corresponden a las funciones de distribu-
ciéon acumulada y funcién de distribuciéon de probabilidad asociadas a la distribucion marginal del
campo aleatorio simétrico X que se escoja como caso particular de (2.4).

Funciones de distribucién bivariada

Al igual que para el caso univariado, se puede definir la representacion estocéstica del proceso
two-piece para cada componente de un vector bivariado:

P,.ii(s) = [u(si) + 0| X (8:)|ky (i), p(s5) + UIX(sj)\k:n(sj)]T . (2.8)

Entonces, para p la correlacién asociada al vector aleatorio X;; = [ X, XZ-]T, con Frpy F,; las fun-
ciones de distribuciéon acumulada uni y bivariada Gaussiana estandar asociadas al campo aleatorio
H y al vector bivariado [H;, H;]T respectivamente. Ademds de Fix| v Fix,; las funciones de distri-
bucién acumulada uni y bivariada estdndar asociadas al campo aleatorio |X| = {|X(s)|,s € S} y
vector bivariado [|X;|,|X;[]T respectivamente, cuyas expresiones son:

Fix|(x) = 2Fx(x) -1,

‘F]X1J|(xlaxj7p) = FX”(‘T’M:C]7p)+FX1]<_x17_x]7p)_FXU(_:B’Lax]7p)_FXU(‘,L.H_:C]7P) )

la funcién de distribucién acumulada bivariada estd dada por:

34



{1+ Fix, (G5, 200, 0) - Fixy (362) - Fix (502)
{1+ Fa, (90 dgtm).0) — 2Fu(a900) }
ti < iy t5 < pye

{1 + Flx ) (0’%*) — Fix (W)} {1+ Friy; (d9n)» 9g(m.0) — 2F 1 (ag) }

+{Fu (490m) = oy (ag(m: dotmy>P) § {FIXI (m) Fix | ( () 213;5’9)}
ti > Wi, tj < py.

Fp,(tisty p) = {1""F|Xu| (o 1+n ) Fix| (adilf;l)} {1+ Fa,; (ag0m): G(n),p) — 2F 1 (ag(n) )}

+{Fu (g50)) — ( )2 dg(n)> P) } {FIXI (o(lfu?;)) — Fix,) < (tlini’ 7 *NJ >}

ti < pis tj > py

{1+ Fu, (qg(n) dg(n)> P ) 2Fp (490) } +

{FH (qg ) ( p)} Fix| til Mr?) — Fix | (1 n),()p +
{FH(qg ) ( p)} Fix| (5 2 —Hé) _F\Xz‘j\ O’W’p +
{F|xm (mﬁp) FH (dg(m)+ dom): P }

ti > Wi, ty > py.

Finalmente, la funcién de distribucién de probabilidad two-piece bivariada se puede obtener de ma-
nera similar al caso univariado pero realizando las derivadas parciales de la funcién de distribucién
acumulada bivariada two-piece (2.9) resultando:

(Fr,; (495995 0)+1) it —titn
J02(1+7] f|X“| ( (1+n)° U(1+”7§”0) Ui < iy U < g

(1=n—2Fg, (491,997 P)) ti— 1 +pj
o o (S St ) > S

202(1—n?) o(1—7)’ U(1+n)7p
f n ](tlvtjap) = (1
’ N—2Fm,  (dgy 997 P)) bt t—p
2‘72({ 77n : leJl (ﬁﬁ-ﬁﬁﬁ?ﬂ) b < M tj > .
Fr (99,997 P Lot
#ﬂ){u( “)ufﬁiﬂé)af’) i > gyt > .
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2.2.3. Propiedades geométricas

Respecto a las propiedades geométricas de los campos aleatorios two-piece, a continuacién se
estudiard la continuidad y diferenciabilidad en media cuadratica del proceso, ambas a partir de la
funcién de correlacion asociada. La expresién algebraica para la funcién de correlacién estd dada
por:

(4m1(h) — 1+ 3n° + 2n)E[| X (s:)||X (s5)] — 4n°E[| X (s)|]*

pr,(h) = (14 3n2)[Var[| X (s)|]] + E[| X (s)[]?] — 4n%E[| X (s)]]?

(2.10)

Para evaluar la continuidad en media cuadratica del proceso, se debe analizar el valor de la funcién
de correlacién asociada en el origen, es decir, cuando h = 0. El resultado de esto estd dado por:

op (0) = (4711 (0) — 1+ 3n” + 2)B[| X (s)°] — 4°E[| X (s)[]*
! (14 37)[Var[| X (s)[] + E[| X (s)[]?] — 4n*E[| X (s)]]?

(2.11)
El an4lisis de la expresién anterior debe considerar la siguiente equivalencia Var|[| X (s)|]+(E[| X (s)]])?
E[| X (s)|%], por lo que se simplifica la expresién algebraica a:

(4m11(0) — 1+ 30 + 2)E[| X (s)?] — 4n°E[| X (s)|)?
(14 3n?)E[ X (s)[?] — 4n*E[| X (s)[]?

pp,(0) = (2.12)
Para la finalizacién del andlisis de continuidad en media cuadratica del proceso, si se define que la
funcién de correlacién (p(s)) asociada al proceso latente H es continua en media cuadratica, enton-
ces p(0) = 1y para Fy,,(qq, qg,, p(0)) se tiene que cuando p(0) = 1, entonces F'iir,;(qg,, 4g,: 1) = 9y
es decir, que al reemplazar en (2.12) el resultado es 1.

Este resultado hace alusién a que la clase general de campos aleatorios two-piece definida por
(2.4) sera continua en media cuadrética siempre que la funcién de covarianza asociada a los proce-
sos latentes X y H lo sea, lo que permite una propuesta flexible de considerar o no un efecto nugget
seglin se pueda detectar en un andlisis preliminar de las observaciones que se deseen modelizar.

Respecto a la diferenciabilidad en media cuadréatica de los campos aleatorios two-piece, para pro-
bar que los procesos two-piece son k veces diferenciables, es necesario demostrar que la funcién de
correlacion en h = 0 es 2k veces diferenciable. El primer paso entonces sera evaluar el limite de
la pendiente de la funcién de correlacién del proceso cuando h = 0, andlisis que a continuacién se
desarrollard a partir del siguiente limite:

-1
lim PEn) — ~

2.1
h—0 h (2.13)

El limite anterior evaluado directamente tiene por resultado 0/0, por lo que una alternativa es
aplicar la regla de L’Hopital quedando la primera derivada de la expresién anterior por:

g w1 (WE]X (51X ()]
B0 = (14 32 [Var[[ X (s)[] + E[X(s)]2] ~ 4PE[ X ()]2

(2.14)
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Entonces, evaluar (2.13), serfa equivalente a evaluar ’llzn% 71, (h), expresién dada por:
%

/

/qgn /qsm 1 o _Ji?—Qp(h,)xixi_|_3;? y
00— Joo— 2my/1 — (p(h))? P 2(1 — (p(h))?) x; )

TiTj $22_2p(h)$i$j+$?

- / " / o plh) ) A VL
27(1 — (

W p(R))2)2 2my/T— (ph)?

22 — 2p(h)xiz; + a:?
exp (— 50 = (o)D) ) dy;dz;

lim m(h) = li
fim mia(h) T{

o oo™

— g [ p(h) i
‘iwArL-@m—wwwﬁWk@wmmvbwwﬁ
z? —2p(h)zizj + x?

h
P )(2WW)(1—(p(h))2)2>

2 2
xs — 20(h)x;x; + x5
exp (_ % P( ) A ]>dzida¢j ,

2(1 = (p(h))?)
= oot . (2.15)

Si bien en este punto no se ha terminado de demostrar completamente que el proceso no es dife-
renciable en media cuadrética, se puede argumentar de que si se continua iterando respecto a la
k-ésima derivada de 711(h) se obtendrd que el limite es oo™ dado que los términos involucrarén la
expresion exponencial, funcidon que produce la divergencia del limite anterior.

Asi se concluye entonces que los campos aleatorios two-piece no son diferenciables en media cuadrati-
ca, incluso cuando la funcién de covarianza asociada a los procesos latentes lo sean, por lo que en
la practica, la eleccién de funciones de covarianza para la modelizacién de procesos two-piece debe
considerar que estas no sean diferenciables en media cuadratica.

2.3. Casos particulares

Si bien los campos aleatorios two-piece representan una clase general de modelos para obser-
vaciones espacialmente dependientes que muestren asimetria, caracterizar casos particulares no es
tan simple como en el caso de variables aleatorias (Arellano-Valle y cols., 2005) al considerar dis-
tintos modelos simétricos en la representacién estocdstica (2.2) ya que en el contexto de campos
aleatorios, la representacién estocédstica (2.4) debe necesariamente considerar procesos existentes
(Abrahamsen, 1997).

A continuacion, se presentaran tres casos particulares de los campos aleatorios two-piece, el primer
caso serd una revision al proceso two-piece t de student presentado en Caamano (2018), seguido de
la introduccion de campo aleatorio two-piece Gaussiano y two-piece Tukey-h; modelos que hasta el
momento no existen en la literatura.
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2.3.1. Caso t de student
Campos aleatorios t de student

En el extenso trabajo de construccién y estudio de campos aleatorios con distribuciones margina-
les asimétricas y de colas pesadas, Caamano (2018) introduce procesos espaciales con distribuciones
marginales t de student y una posterior construccion de procesos two-piece t de student al escoger
como proceso simétrico en (2.4) el campo aleatorio t de student estandar Y, = {Y(s),s € S}
definido por:

Y)(s) = W(s),?G"(s) (2.16)
con v € N los grados de libertad, W,, = {W(s),,s € S} un proceso con distribuciones marginales
Gamma (v/2,v/2) (Bevilacqua y cols., 2019b) y G* = {G(s), s € S} un proceso Gaussiano estandar
con funcién de correlacién p(h).

El proceso (2.16) tiene distribuciones marginales t de student con v grados de libertad y funcién
de distribucién de probabilidad dada por:

—(v+1)
L) v\
(y) = —~22 (1424 : 2.17
cuyos momentos son E[Y,"(s)] = 0 y Var[Y;(s)] = %5, para v > 2. Ademds, Caamaiio (2018)

obtiene las expresiones para la funcién de correlacién asociada al proceso y la funcién de distribucién
de probabilidad bivariada asociada, expresiones dadas por:

pyy(h) = (U_Q?P(zgv?l) {2F1 <171,v,02(h)>} : (2.18)

lei'FQ (v—i—l) 1 v
fYZl (y’ny]) = “(vt1) F4< ) I
J T2 (5) (L= (e ()22 N 222

r_1
(pve (B) Py 217 (”+1 vy
" 4\ 35 ' )
27(1 — (py=(h))2) e

2 T3
con lij = (y7 +v)(y; +v) y

, o0 o0 mb m k: m
Filasbic.csw2) = 30 30 e g pya <1

Im)! /
— = E'm!(c)r(c )
una funcién hipergeométrica de Appell de cuarto tipo.

Para una revisiéon mas profunda de los procesos t de student, incluyendo las demostraciones, revisar
Bevilacqua y cols. (2019a).

Campos aleatorios two-piece t de student

Al considerar entonces un campo aleatorio débilmente estacionario t de student estandar (2.16)
como la eleccién del proceso simétrico en la formulacién general two-piece (2.4), bastaria entonces
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definir los momentos y funcién de distribucién de probabilidad bivariada de un proceso Y| =
{|Y5(s)|,s € S}, expresiones dadas por (Caamano, 2018):

Bl = AL (2.20
2

1
. v P
Y Y = 2.21
¥ (9 = 5~ 221
) vt 2,22

vl 2 T2 () o (vl vl 1o (v (R} o (pvy ()

f|Yv Z] (Z/uyg) 5 —(v+1) 2 ) 2 75757 L. ’ L.

772 (5) (1 — (pvs (h))?) s s

(2.22)

Finalmente, solo falta definir una expresion para E[|Y,"(s;)|||Y, (s;)|]] para dejar completamente
definido un campo aleatorio two-piece t de student estdndar, es decir, Py, (s) = |Y;"(s)[ K (s):

Enn*(sz-mm*@j)\u—w2F1 (355 e m)?) 21 (=35 5 (ove ) (229

1| Bt
08
Campoa\ea (nugget = 0)

Correlacién

Densidad

10
Distancia

(a) (b)
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Figura 2.3: Tlustracién sobre caracteristicas de un campo aleatorio two-piece t de student: (a)
distribuciones marginales (v = 4), (b) realizacién del proceso (n = 0,8 y v = 6) con funcién de
correlacién Mg 5) 0,1),00)(P), (c) funcién de correlacién y (d) histograma de una realizacién.

2.3.2. Caso Gaussiano

Para la construccién del modelo two-piece Gaussiano estandar es necesario considerar un campo
aleatorio Half-Gaussiano |G*| = {|G*(s)|, s € S}, definido como el valor absoluto de un campo alea-
torio Gaussiano estandar con funcién de correlacién asociada pg+(h). En este caso, las expresiones
para el valor esperado y la varianza del proceso |G*| estdn dadas por:

BlG" @)l =5 (2.2)

2
Var[|G*(s)]]=1— = . (2.25)
T
El nuevo proceso two-piece Gaussiano, seguin la construccién general (2.4), queda completamente
definido al conocer las expresiones para los momentos, la funcién de correlacién y la funcién de
distribucién de probabilidad bivariada. En el trabajo de Zhang y El-Shaarawi (2010), los autores
calculan la expresién para:

ElIG*(slIG" (7)1 = 2 { /T (o6~ (R)P) + - (W)aresin(pg- ()} (2:26)

Finalmente, la funcién de distribucién de probabilidad bivariada asociada al vector bivariado |G7;| =

[1G2],1G2 )T puede ser ficilmente calculada a través del método de transformaciones a través de la
funcién de distribuciéon acumulada, quedando asi la expresion:

hez (9o 95.0) = fer(9i595,0) + far, (=96 =95, ) +
fe:,(=9i,95,0) + fay, (91, —g5.p) - (2.27)
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Figura 2.4: Ilustracién sobre caracteristicas de un campo aleatorio two-piece Gaussiano: (a) distribu-
ciones marginales, (b) realizacién del proceso (7 = 0,8) con funcién de correlacion Mg 5 0,1),(0)(h),
(c) funcién de correlacién y (d) histograma de una realizacion.

Una caracteristica especial de la funcién de distribucién bivariada asociada al proceso two-piece
Gaussiano es que genera un modelo con dependencia del tipo no eliptica (Babié¢, Ley, y Veredas,
2019). Esta caracteristica en la dependencia ha sido ligeramente estudiada en la literatura dado
que para lograr una mayor flexibilidad en modelos multivariados se han incorporado caracteristicas
como colas més o menos pesadas que el modelo Gaussiano multivariado (distribuciones elipticas)
y asimetria (modelos elipticos asimétricos), pero estas propuestas conservan el elipticidad de las
distribuciones.

Los efectos de la correlacién (p) y el pardmetro de asimetria () se muestran en la compara-
cion grafica de los graficos de contorno para las distribuciones bivariadas de media nula y varianza
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unitaria (estdndar) Gaussiana y two-piece Gaussiana en la Figura 2.5 para distintos valores dentro
de los espacios paramétricos.

Figura 2.5: Comparacion graficos de contorno para las funciones de distribucién bivariadas estandar:
(a) Gaussiana [p = 0] (b) Gaussiana [p = —0,5] (c) Gaussiana [p = 0,9] (d) two-piece Gaussiana
[p = 0][n = 0] (e) two-piece Gaussiana [p = —0,5][n = 0] (f) two-piece Gaussiana [p = 0,9][n = 0]
(g) two-piece Gaussiana [p = 0][n = 0, 3] (e) two-piece Gaussiana [p = —0,5][n = 0,7] (f) two-piece
Gaussiana [p = 0,9][n = —0,70].

Un aspecto interesante es destacar que la distribucién bivariada no contiene al caso Gaussiano
estandar como caso particular dado que el contorno de la distribuciéon no es el mismo y a medida
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que la correlacién cambia esto se vuelve mas evidente.

2.3.3. Caso Tukey-h

La modelizacién de observaciones espacialmente dependientes ha demandado que los métodos
de ajuste de modelos también consideren implementaciones computacionales eficientes (Bevilacqua
y cols., 2019¢), argumento por el cual campos aleatorios two-piece t de student no serfan tan reco-
mendados dado que dependen de funciones especiales.

Alternativamente al proceso two-piece t de student, se podria escoger cualquier otro modelo simétri-
co estandar de colas pesadas para generar un nuevo proceso two-piece con el fin de modelizar obser-
vaciones espacialmente dependientes, pero que la estimacién de parametros no se vuelva una tarea
computacionalmente costosa. Particularmente, se escogerd el campo aleatorio Tukey-h a partir del
modelo asimétrico y de colas pesadas Tukey g-and-h presentado por Xu y Genton (2017).

A continuacién se presenta una revisiéon al modelo probabilistico Tuley-h, la caracterizacién de
este modelo como campo aleatorio de colas pesadas y el proceso espacial two-piece Tukey-h.

Modelo probabilistico Tukey-h

Algunos modelos probabilisticos se pueden generar a partir de transformaciones de varibles alea-
torias con funciones de distribucién de probabilidad conocidas, Goerg (2015) muestra una manera
general de construir modelos de colas pesadas y de manera especial el modelo Tukey-h definido por
la siguiente transformacién:

T(G*) = G*exp (ZG”) , (2.28)

particularmente G* es una variable aleatoria Gaussiana estandar, h € Ry ,+) el parametro que
permite controlar la pesadez de las colas del modelo, permitiendo asi que sea una transformacion
biyectiva y con una expresion cerrada para la transformacién inversa (Goerg, 2015). Esta transfor-
macién inversa, denotada por 7, Y(T},), se define como:

W(hTﬁ))l/Q o

B = sign() (1

para W la funcién de Lambert (Goerg, 2011).

Las funciones de distribucién acumulada y de distribucién de probabilidad univariadas de esta
nueva variable aleatoria Tukey-h estandar (7)) estan dadas por:

Pre(t) = Fg(r,'(t)) (2.29)

7 (1)

s ey e ©) (2:30)

fre(t)

donde Fg+ v fg+ son las funciones de distribucién acumululada y de distribucién de probabilidad
Gaussiana estandar, respectivamente.
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La transformacion se puede extender a cada componente de un vector aleatorio m-dimensional
Gaussiano G* = [G}]; con vector de medias g = 0 y matriz de correlacién Q, es decir, G* ~
Gauss n—gim(0,). Entonces, al aplicar la transformacién se obtiene T, = [tf]"",, parat! = 7,(G}).

La funcién de densidad de probabilidad multivariada de T, estd dada por:

n 7__1 *
fro (8%) = le[l<t?(1fvét&ztz2))>fc*(r,;l(t*),o,sz) , (2.31)

donde 7, 1(t*) = [r;, ' (t)]", v fg+ es la funcién de densidad de probabilidad multivariada n-
dimensional Gaussiana con media 0 y matriz de covarinzas ).
Campos aleatorios Tukey-h

Aligual que todas las construcciones de campos aleatorios aqui presentadas, se pueden construir
modelos a partir de representaciones estocdsticas, en este caso se puede extender la transformacién
Tukey-h (2.28) si se define G* = {G*(s),s € S} como un campo aleatorio Gaussiano de media 0 y
varianza unitaria con funcién de correlacién p(h). Entonces se puede construir el campo aleatorio
Tukey-h estandar T} = {T;(s),s € S} de la siguiente manera:

h
Ty (s) = G*(s)exp <2G*(8)2) : (2.32)
cuyos momentos de primer y segundo orden estan dados por:

E[T;(s)] = 0, (2.33)
Var[Ty(s)] = (1—2h)73?2 | (2.34)

p(h)
(1+ h(p(h) = 1))(1 = h = hp(h))\/T+ h(=2+ h — h(p(h))?)

Cov[T} (), T} (s1)] = (2.35)

donde p(h) es la funcién de correlacién asociada a G*(s) y h € [0,1/2) con el fin de que Var[T}(s)]
sea positiva.

El modelo (2.32) tiene como funciones de distribucién de probabilidad y de distribucién acumulada
marginales las expresiones (2.30) y (2.29), ademds la funcién de distribucién de probabilidad finito
dimensional del proceso (2.31), a diferencia de los campos aleatorios Tukey g-and-h (Xu y Genton,
2017), tiene una expresién cerrada permitiendo asi realizar la estimacién de parametros por méxima
verosimilitud.
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Figura 2.6: Tlustracién sobre caracteristicas de un campo aleatorio Tukey-h: (a) distribuciones
marginales, (b) realizacién del proceso (h = 0,4) con funcién de correlacién M 5) (0,033),0)(P); (c)
funcién de correlacién y (d) histograma de una realizacion.

Campos aleatorios two-piece Tukey-h

Si Tj(s) es un campo aleatorio Tukey-h estdandar definido en (2.32), entonces se puede definir
el siguiente proceso:

Bon(s) = Ty ()| Ky (s) (2.36)

como un campo aletorio two-piece Tukey-h estdndar con n € R(_; 1) que controla el grado de
asimetria y h € R 1/9) la pesadez de las colas. Ademds, un proceso discreto K, definido por (2.5).
Una vez definido T ; 5, las expresiones para los momentos de primer y segundo orden estdn dadas

por-
sl = (75 (2) @)
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Var|[T5u(s)] = (1—2h)~%2 - <L> <3>1/2 , (2.38)

2
BT el = 2B ok (15, ) (2.39)
donde g(h,h) =1 — (1 — p?(h))h.

Finalmente, la funciéon de distribuciéon de probabilidad bivariada asociada al vector bivariado
(T3] 1Ty, j|]T se puede obtener igual que el caso Gaussiano, quedando como expresion:

Jrre (i ty) = fre (tty, pry(R) + frz  (=ti, —t5, pr=(h))
+fr;, (Stisty, pr; (R)) + fo (L, —t5, prz(h)) (2.40)

Donde fT;U es la funcién de distribucién de probabilidad bivariada Tukey-h estandar como caso
particular de (2.31).
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Figura 2.7: Tlustracién sobre caracteristicas de un campo aleatorio two-piece Tukey-h: (a) distri-

buciones marginales (h = 0,45), (b) realizacién del proceso (n = 0,8 y h = 0,3) con funcién de
correlacién Mg 5) 0,1),00)(R), (c) funcién de correlacion y (d) histograma de una realizacion.
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De la misma manera que para la funcién de distribucién bivariata two-piece Gaussiana y las com-
paraciones realizadas en la Figura 2.5, se ilustra a continuacién las comparaciones obtenidas para
los graficos de contorno de las distribuciones bivariadas estdandar Tukey-h y two-piece Tukey-h y el

efecto de los parametros de correlaciéon y asimetria para un valor del pardmetro de pesadez de cola
h=0,2.

10

10

10

Figura 2.8: Comparacion graficos de contorno para las funciones de distribucién bivariadas estandar:
(a) Tukey-h [p = 0] (b) Tukey-h [p = —0,5] (c) Tukey-h [p = 0,9] (d) two-piece Tukey-h [p =
0][n = 0] (e) two-piece Tukey-h [p = —0,5][n = 0] (f) two-piece Tukey-h [p = 0,9][n = 0] (g) two-
piece Tukey-h [p = 0][n = 0,3] (e) two-piece Tukey-h [p = —0,5][n = 0,7] (f) two-piece Tukey-h
[p=0,9][n = —0,70].

Una caracteristica de la funcién de distribucién bivariada two-piece Tukey-h (Figura 2.8) es que a

diferencia el modelo two-piece Gaussiano (Figura 2.5), el incorporar un pardmetro que controle la
pesadez de las colas de la distribucién permite un modelo bivariado mas flexible.
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2.4. Notas del capitulo

Una de las ventajas de presentar una construccion general de campos aleatorios es que las
expresiones algebraicas para los momentos y funciones asociadas permiten estudiar el modelo de
manera global. En primer lugar, para particularizar (2.4), solo es necesario conocer los momentos
asociados al proceso simétrico X ademds de la funcién de distribucién de probabilidad bivariada
del proceso.

Respecto a las propiedades geométricas de los campos aleatorios two-piece, se concluye que es-
tos modelos seran flexibles respecto a la eleccién de funciones de covarianza que consideren o no
un efecto nugget segiin la eleccién de los usuarios, pero el modelo pierde flexibilidad al no ser
diferenciable en media cuadratica ya que si las observaciones en estudio presentan suavidad en la
trayectoria de la realizacion de los procesos, aunque se escojan funciones de covarianza diferencia-
bles, estos modelos no pueden capturar esa informacién debido a la manera en que son construidos.

Desde la perspectiva de la aplicacién a la modelizacion de observaciones espacialmente depen-
dientes y continuas en R, los campos aleatorios presentados aqui componen una alternativa a otros
modelos. En primer lugar, el modelo two-piece t de student se presenté en Caamano (2018) como
alternativa a la modelizacién de fendémenos con colas pesadas y asimetria bajo los campos aleatorios
t de student asimétricos (Bevilacqua y cols., 2019a) ya que no se ha obtenido hasta el momento una
expresion algebraica para la distribucién bivariada de los procesos, por lo que no se puede realizar
inferencia de parametros bajo este modelo.

Otra desventaja que presentan los campos aleatorios derivados de procesos t de student, es que
estos modelos estan limitados por sus grados de libertad, esto se debe a que estos valores se en-
cuentran restringidos a la mitad de valores enteros debido a la construccién de los procesos Gamma
(Bevilacqua y cols., 2019a). Una manera de solucionar esta restriccién seria poder estudiar una
familia de funciones de covarianza que permitan la flexibilidad de obtener cualquier valor real para
los grados de libertad, pero hasta el momento ese resultado solo ha sido estudiado para la funcién
de covarianza exponencial.

Respecto al tercer caso particular, considerar campos aleatorios con distribuciones marginales
simétricas como la Tukey-h (Goerg, 2015) que también presenta colas pesadas y funciones de
distribucién que no dependen de funciones especiales como los campos aleatorios t de student ge-
nera la enorme ventaja de que computacionalmente se reducen los tiempos de ajuste de los modelos.

Asi mismo, los campos aleatorios two-piece Gaussianos también se podrian considerar como una
alternativa a los campos aleatorios Gaussianos asimétricos (Zhang y El-Shaarawi, 2010) siempre
que las trayectorias de la realizacién de los procesos presenten indicios de no diferenciabilidad en
media cuadrética.

Una consideraciéon importante respecto a los campos aleatorios two-piece es que son los tnicos
modelos hasta el momento presentes en la literatura de Estadistica Espacial para procesos que
pueden lidiar con dependencias del tipo no elipticas en el tiempo o en el espacio, esto se debe
a la caracteristica particular que presentan las funciones de distribucién bivariada respecto a los
modelos multivariados elipticos asimétricos (Azzalini y Capitanio, 2014).
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Capitulo 3

Implementaciéon computacional

En este capitulo se abordara todo lo que hace referencia a pruebas numéricas de los casos
particulares de la clase de campos aleatorios estudiadas en el capitulo anterior. Estas pruebas se
dividen en dos secciones: en una primera parte se estudiara el comportamiento de la estimacion de
parametros a partir de la verosimilitud compuesta por parejas ponderada, seguido de esto se dard
paso a la aplicacién de los modelos con los datos del cambio de divisas para el ddlar Australiano
sobre el Yen Japonés (AUDJPY) junto con el andlisis de capacidad de prediccién de los modelos
bajo un predictor 6ptimo lineal.
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3.1. Sobre software

Mucha de la teoria propuesta en la literatura ha sido sin duda un gran aporte respecto a la
construccién de modelos con caracteristicas particulares en la modelizacién de dependencia. Uno de
los problemas es que muchas de las implementaciones computacionales requieren un alto esfuerzo
y tiempo para la reproduccién de resultados y la aplicacién de modelos cuando no existe cédigo
computacional disponible o paquetes computacionales de libre acceso.

Para este trabajo se propone que todas las implementaciones computacionales estén a la disposicién
de futuros usuarios de los modelos presentados, por esta razén es que todas las rutinas compu-
tacionales estaran disponibles en el paquete en desarrollo de R (R Core Team, 2017), GeoModels
(Bevilacqua y Morales-Onate, 2018).

GeoModels es un paquete de R en el cual se pueden realizar procedimientos de simulacién, esti-
macién (verosimilitud completa y compuesta por parejas dependiendo del modelo) y prediccién
para el analisis de campos aleatorios Gaussianos y no Gaussianos en contextos espaciales, espacio-
temporales y bivariados. A diferencia de otros paquetes para Estadistica Espacial, GeoModels per-
mite escoger dentro de una amplia familia de funciones de covarianza para contextos Euclideanos
y en la esfera.

Modelo Caracteristicas
Gaussiano soporte en R
Gaussiano asimétrico | soporte en R y posible asimetria
two-piece Gaussiano soporte en R y posible asimetria
t de student soporte en R y colas pesadas
two-piece t de student | soporte en R, colas pesadas y posible asimetria
Tukey-h soporte en R y colas pesadas
two-piece Tukey-h soporte en R, colas pesadas y posible asimetria
Gamma soporte en R
Weibull soporte en R
Log Gaussiano soporte en R
Bernulli discreto
Binomial discreto
Poisson discreto

Cuadro 3.1: Lista de modelos de campos aleatorios disponibles en GeoModels.

Respecto a la visualizacion de datos, gran parte de los graficos y figuras se han construido bajo
el paquete de visualizacién de R, ggplot2 (Wickham, 2016) y para la paleta de colores (Figura
3.1) se ha utilizado viridis (Garnier, Ross, Rudis, Sciaini, y Scherer, 2018) ya que esa permite
una apreciacion uniforme sobre los cambios de colores respecto a cambios de escala numérica en
comparacién a otras paletas de colores que vienen por defecto en los paquetes computacionales de
visualizacion, permitiendo asi una visualizacién clara incluso para personas con problemas en la
vision.
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Figura 3.1: Escala de color viridis (imagen capturada desde R Pubs).

3.2. Estudio por simulacion

Para ilustrar el comportamiento de la estimacién de parametros bajo el método de verosimilitud
compuesta por parejas ponderada, se muestran los resultados de realizar el proceso de estimacién
1000 veces en una grilla regular en el cuadrado unitario con 800 localizaciones espaciales para los
modelos presentados en el Capitulo 2. A continuacién se entrega el escenario implementado y los
resultados junto con las medidas de sesgo y error cuadrédtico medio de estimacién.

Sobre el valor de los pardmetros a estimar, se considerard o2 = 1 junto con dos pardmetros de
regresion, es decir, u(s;) = Bo + Sru(s;) para Sy = 0,5, B1 = —0,25 en el cual u(s;) es una realiza-
cién desde una distribucién uniforme (0, 1). Respecto a cada modelo, se fija v = 1/6 and h = 0,1
para el modelo two-piece t de student y two-piece Tukey-h respectivamente. Ademas, de fijar el
parametro de asimetria por n = 0,3 en los tres casos.

Para el modelo de correlacion, se escoge el modelo Wendland Generalizado (1.20) no diferenciable
en media cuadratica (¢ = 0), parametro de soporte compacto § = 0,2 y pardmetro de decaimiento
~v = 4, considerando v como fijo y conocido. Para ¢ = 0, el modelo Wendland Generalizado adopta
la siguiente estructura segun Bevilacqua y cols. (2019c¢):

prs(h) = {“ TR/ R<d (3.1)

0 e.o.cC. .

Finalmente, para la funcién de verosimilitud compuesta por parejas ponderada (1.21), se considera-
ra por dist;me, = 0,03 ademas de asumir que el valor de los grados de libertad del modelo two-piece
t de student es conocido.

En general, las estimaciones obtenidas para estos modelos sugiren una estimacién simétrica y cen-
trada en los valores reales de los parametros para los tres modelos tal como se puede observar tanto
en las Cuadros 3.2, 3.3, 3.4 y Figuras 3.2, 3.3 y 3.4 que a continuacién se muestran.

Parametro Sesgo Error cuadratico medio
Bo 0,00197 0,00018
B 0,00310 0,00035
5 0,00102 0,00047
52 —0,00309 0,00820
i 0,00386 0,00075

Cuadro 3.2: Sesgo y error cuadratico medio para la estimacién de parametros de un campo alea-
torio two-piece Gaussiano con funcién de correlacion Wendland Generalizado bajo verosimilitud
compuesta por parejas ponderada.

Si bien el escenario de simulacion puede ser simple, los resultados aqui expuestos son interpretables
en funcién de que estimar bajo verosimilitud compuesta por parejas ponderada para los modelos
two-piece es razonable frente al hecho de no tener una expresién cerrada para la funcién de distri-
bucién finito dimensional y no poder estimar por méaximo verosimilitud.
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Parametro | Sesgo | Error cuadratico medio
Go 0,00190 0,00014
G 0,00291 0,00034
5 0,00133 0,00048
&2 0,00821 0,01271
7 0,00304 0,00122

Cuadro 3.3: Sesgo y error cuadratico medio para la estimacién de pardmetros de un campo alea-
torio two-piece t de student con funcién de correlacion Wendland Generalizado bajo verosimilitud
compuesta por parejas ponderada.

Pardametro | Sesgo | Error cuadratico medio
Bo 0,00201 0,00014
B 0,00397 0,00036
5 0,00083 0,00051
&2 0,00461 0,01346
7 0,00570 0,00117
h —0,00144 0,00089

Cuadro 3.4: Sesgo y error cuadratico medio para la estimacion de parametros de un campo aleatorio
two-piece Tukey-h con funcién de correlacion Wendland Generalizado bajo verosimilitud compuesta
por parejas ponderada.

(d) () (f)

Figura 3.2: Graficos de caja para la estimacion de parametros del campo aleatorio two-piece Tukey-h
para: (a) Bo =05, (b) 81 =—0,25, (c) 6§ =0,2, (d) > =1, (e) n=0,3y (g) h=0,1.

52



Figura 3.3: Gréficos de caja para la estimacién de parametros del campo aleatorio two-piece t de
student para: (a) B = 0,5, (b) B1 = —0,25, (¢) § =0,2, (d) 6> =1y (e) n =0,3.

Figura 3.4: Gréficos de caja para la estimacion de pardametros del campo aleatorio two-piece Gaus-
siano para: (a) Bp = 0,5 , (b) 81 = —0,25, (c) § =0,2, (d) 6> =1y (e) n = 0,3.
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3.3. Aplicacién a datos reales

A modo de ilustracién se estudiara la capacidad de prediccién y ajuste de los campos aleatorios
two-piece para el subconjunto de datos de Forex correspondiente al cambio del délar Australiano
sobre el Yen Japonés (AUDJPY) para las observaciones correspondientes al mes de febrero del ano
2019. El acceso al conjunto de datos se obtuvo de manera gratuita en https://www.truefx.com.

Densidad
AUD/PJY

0.25-

75 780 785 750 795 ) 300 500 900 120
Numero de Observacion

Figura 3.5: Descripcién grafica del conjunto de observaciones Forer de apertura para febrero del
2019 con la distribucién marginal (histograma a la izquierda) y el comportamiento de la realizacién
en el tiempo (a la derecha).

Una particularidad de estas observaciones es que los registros originales para el mes de febrero co-
rresponden aproximadamente a 1 millén 700 mil observaciones dado que en tiempo real se registran
todos los cambios producidos sobre estas monedas (registro en ticks). Debido a las limitaciones de
capacidad computacional se ha reducido el conjunto de datos al resumen cada 25 minutos (apertu-
ra, cierre, minimo y maximo) generando entonces una serie temporal de 1145 observaciones (Figura
3.5). El anélisis que se presenta solo considerard la serie de tiempo de apertura de los valores.

Estadistico Valor
Media 78,828
Mediana 78,9
Desviacién estandar 0,541
Minimo 77,504
Méximo 79,813
Coeficiente de asimetria | —0,387
Coeficiente de Curtosis | 2,078

Cuadro 3.5: Estadistica descriptiva para las observaciones de Forex AUDJPY de apertura.

El primer paso en este andlisis es poder determinar la presencia o no de dependencia del tipo
eliptica, para esto se utilizé6 un dispersograma disponible en R (Griler, Pebesma, y Heuvelink,
2016) que basicamente consiste en un gréfico de dispersiéon de cada observacion sobre todas las
otras observaciones que se encuentren a determinadas distancias (temporales). Tal como se puede
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observar en la Figura 3.6, la dispersién senala que existe una presencia de no elipicidad, este tipo
de observaciones en otros casos se les catalogaria de observaciones atipicas dado que no conservan
un comportamiento eliptico.

lagged scatterplots
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Figura 3.6: Dispersograma de las observaciones Forex AUDJPY a distancia temporal: 1, 7, 15, 25,
40, 50 y 70 unidades.

De la misma manera, también se presenta el semi-variograma empirico de las observaciones en la
Figura 3.7. Se puede apreciar que no existe un efecto nugget en la realizacién del proceso por lo
que las parametrizaciones de los modelos que a continuacion se propondran no consideraran la
estimacién de este parametro.

Semi-Variograma
°
N

0 100 200 300 400 500
Distancia

Figura 3.7: Semi-variograma empirico para las observaciones Forex AUDJPY.

Respecto a los modelos que se utilizaran para esta aplicacién, se dispondré de ajustar los modelos
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del Cuadro 3.6 para la siguiente parametrizaciéon general:
Y(si) =po+0Xg(si) ,i=1,...,1145. (3.2)

Considerando que el proceso Y seran las mediciones del cambio de divisas AUDJPY, g la media
constante, o el parametro de dispersién y 0 el conjunto de parametros asociado al proceso estandar
X* segun corresponda el modelo (Cuadro 3.6). Finalmente, para la funcién de correlacién se escogerd
el modelo Wendland Generalizado (3.1) asumiendo el pardmetro de suavidad fijo y conocido (v = 4).

Modelo
Gaussiano
Tukey-h
Gaussiano asimétrico
two-piece Gaussiano
two-piece Tukey-h

Cuadro 3.6: Lista de modelos de campos aleatorios para la aplicacion en las observaciones de Forex.

De manera similar al método de maxima verosimilitud, se estimaran los errores de estimacion
a través de una equivalencia a la matriz de informacién de Fisher, en este caso es la matriz de
informacién de Godambe (G, (0)). Esta matriz se obtiene de la misma manera que para el método de
maxima verosimilitud, pero a través de la funcién de verosimilitud compuesta por parejas ponderada
(1.21) obteniendo la siguiente expresién:

gn(g) = /Hn(e)jn(e)_lHn(e)T ) (3'3)

con Hy,(0) = E[— 7 pl(0)] y Tn(0) = Var[sypl(0)] (Bevilacqua y cols., 2019a), con pl(#) la funcién
de verosimilitud compuesta por parejas ponderada (1.21) . Segin la consideracién de tiempos de
computo establecida en Bevilacqua y cols. (2012), J,(0) se puede estimar a través de técnicas de
remuestreo (método implementado en GeoModels).

Para establecer un mejor modelo para la modelizacién de las observaciones, se propone aplicar
dos criterios de seleccién de modelos basados en la verosimilitud compuesta por parejas pondera-
da tal como se propone en Bevilacqua y cols. (2019a) como alternativa equivalentes al criterio de
informacién de Akaike (PLIC) y el criterio de informacién bayesiana (BLIC), expresiones que se
presentan a continuacién:

PLIC = —2pi(8) + 2tr(H,(0)G~1(8))
BLIC = —2pl(6) + log(n)tr(H.(0)G(9)) . (3.5)

Luego del ajuste de modelos y concluyendo con la aplicacién, se medird en un segundo anélisis el
desempeno en cuanto a la prediccién se utilizard el error absoluto medio (MAE por su descripcién
en inglés, mean absolute error) y la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE por su des-
cripcién en inglés, root mean squared error). Ambos valores se calculan al realizar la estimacién de
parametros con una fraccién de los datos y realizar prediccién sobre las observaciones restantes, en
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especifico se realizard esto para el 50, 60, 75, 90 y 95 porciento de las observaciones y se computara:

MAE = % Z lyi — Y;(s)| , (3.6)
RMSE = | S5~ Ti(s))? . (37)

donde m es la cantidad de observaciones sobre las que se estimardn los pardmetros, Y (s;) el valor
predicho sobre la i-ésima localizacion s y y; el verdadero valor de la i-ésima observacion.

A modo de diagnéstico de los modelos propuestos, se calculan los residuos estandarizados de la
forma:

~

3 Y*(si) = Bo
Y*(SZ) = — ) (38)
o
para estudiarlos como una realizacién de los procesos mencionados (Cuadro 3.5) en sus versiones
estandar de localizacion y escala para el andlisis de regresién y también para estudiar el compor-
tamiento de los semi-variogramas empiricos con respecto al ajuste del modelo de covarianza en el

andlisis de dependencia espacial.

Comenzando con la presentacién de los resultados de esta aplicacién se muestra a continuacion
el resumen del ajuste de los modelos propuestos para todas las observaciones y la evaluacién de la
estimacion de los parametros junto con el valor que alcanza la funcién de verosimilitud compuesta.

Resumen Estimacién de Pardmetros

Modelo il h ,5’ 0 4% Valor méx.
Gaussiano 78,828 | 554,859 | 0,293 587,08
Tukey-h 671° | 78,830 | 550,200 | 0,292 587,07
Gaussiano asimétrico | —0,895 79,5655 | 1512,189 | 0,022 657,01
two-piece Gaussiano 0,045 78,934 | 477,371 | 0,261 559,60
two-piece Tukey-h 0,132 | 6717 | 78,990 | 494,900 | 0,276 569,92

Cuadro 3.7: Estimacion de pardametros de los modelos propuestos para los datos de Forex y valor
que alcanza méaximo verosimilitud compuesta por parejas ponderada (Valor méx.).

Una primera observacion respecto a la estimacion de parametros es que para los modelo Tukey-h
y two-piece Tukey-h el parametro de pesadez de las colas (h) de la distribucién es casi nulo, por lo
que es equivalente a solamente considerar los modelos Gaussianos en ambos casos para continuar
con este andlisis.

Una vez descartado los dos modelos Tukey-h, se continua con la estimaciéon de parametros de
los tres modelos restantes (Gaussiano, Gaussiano asimétrico y two-piece Gaussiano) acompanado
de los errores de estimacién de los pardametros y el computo de los criterios de seleccién de modelos
ya que requieren mayor tiempo de cémputo debido al método en que son calculados (remuestreo).
Al observar los valores obtenidos en el Cua;d\ro 3.8 se puede apreciar de que aunque los valores esti-

mados del pardmetro de media constante (/3) son similares, el error de estimacion es més bajo para
el modelo two-piece Gaussiano. Ademds, para ambos criterios de seleccién de modelos el modelo
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Resumen Ajuste de Modelos
Modelo il B 5 62 Valor méx.  PLIC BLIC

Comssiomo 78,828 | 554,859 | 0,293 587,08 | —668,161 | 607,759
5 (0,221) | (0,094) | (179,989)
Ganssiano asimétrico | —0:895 | 79555 | 1512,189 | 0,0216 657,01 | 2623,972 | 12553,954
‘ (0,4285) | (0,465) | (708,980) | (0,098)
0,045 | 78,934 | 477371 | 0,261 559,60 | —719,193 | 289,439

fwo-piece Gaussiano |41y | (0,006) | (0,0797) | (125.817)

Cuadro 3.8: Estimacién de parametros de los modelos propuestos para los datos de Forex con sus
errores estandar de estimacion (en paréntesis), valor que alcanza méximo verosimilitud compuesta
por parejas ponderada (Valor méx.) y la evaluacién de los criterios de seleccién de modelos (PLIC
y BLIC).

two-piece Gaussiano tiene los valores mas bajos lo que indicaria de que el modelo con dependencia
no eliptica esta capturando la informacion que se pudo apreciar en la Figura 3.6.

La siguiente mejora que presenta el modelo two-piece Gaussiano es que el desempeno de pre-
diccion también se beneficia al considerar estos modelos con respecto a los otros propuestos ya que
disminuyen el error al evaluar el RMSE y MAE (Cuadro 3.9).

% de Obs. Modelo RMSE | MAE
Gaussiano 0,5709 | 0,4988

50 Gaussiano asimétrico | 0,5907 | 0,5179
two-piece Gaussiano | 0,4673 | 0,4013
Gaussiano 0,4455 | 0,3193

60 Gaussiano asimétrico | 0,4361 | 0,3130
two-piece Gaussiano | 0,4211 | 0,3004
Gaussiano 0,3394 | 0,1779

75 Gaussiano asimétrico | 0,3378 | 0,1772
two-piece Gaussiano | 0,2946 | 0,1522
Gaussiano 0,0410 | 0,0107

90 Gaussiano asimétrico | 0,0567 | 0,0169
two-piece Gaussiano | 0,0257 | 0,0071
Gaussiano 0,0174 | 0,0031

95 Gaussiano asimétrico | 0,0174 | 0,0031
two-piece Gaussiano | 0,0129 | 0,0025

Cuadro 3.9: Desempeno de prediccién bajo un predictor éptimo lineal de los modelos propuestos
en las observaciones de Forezr para distintos porcentajes de observaciones en la estimacién (% de
Obs.), RMSE y MAE.

Finalmente, se puede apreciar también que el modelo two-piece presenta una mejora en el andlisis

espacial de residuos con respecto a los otros modelos tal como se aprecia en la Figura 3.8 dado que
logra ajutar mejor en modelo de covarianza a las observaciones.
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Figura 3.8: Graficas para el diagndstico distribucional (izquierda) y espacial (derecha) de los mo-
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delos: (a) Gaussiano, (b) Gaussiano asimétrico y (¢) two-piece Gaussiano.

Respecto al andlisis de regresion y los residuos, la mejora no es demasiado ya que la distribucion

marginal de los datos presenta multimodalidad.
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3.4. Notas del capitulo

En este capitulo se ha estudiado el desempeno de estimacién para los modelos two-piece y tam-
bién una manera de hacer predicciones para nuevas observaciones en un contexto de aplicacién de
los modelos. Sobre la simulacién y estimacion de parametros, el método de verosimilitud compuesta
por parejas ponderada entrega una solucién viable en el sentido de poder estimar los pardmetros
del modelo debido a que no se puede por maxima verosimilitud.

En la aplicaciéon se pudo constatar de que el modelo de dependencia no eliptica si es 1util para
mejorar la precisiéon de modelizacién de observaciones dependientes en el tiempo dado que se re-
duce el error de prediccién y también mejora el ajuste de un modelo de covarianza que alcanza a
capturar dependencia en un rango mas amplio de lo capturado por los modelos elipticos.

Otro aspecto novedoso de estas pruebas numéricas es que las funciones estan disponibles en el
paquete en desarrollo de R, GeoModels, por lo que se encuentra disponible para futuros usuarios los
modelos two-piece para el andlisis de observaciones temporales, espaciales o espacio temporales en
contextos Euclidianos o en la esfera.
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Capitulo 4

Comentarios Finales

A modo de capitulo de cierre para este trabajo, se terminard con algunas conclusiones respecto
a los modelos y metodologias aqui presentadas. También se proporcionara una lista de preguntas
abiertas para futura investigacién en el sentido de extensién de casos particulares y otro tipos de
campos aleatorios no Gaussianos.

61



4.1. Conclusiones

En este trabajo se han propuesto casos particulares a partir de una clase de campos aleato-
rios no Gaussianos para la modelizacién de observaciones espacialmente dependientes continuas
en R con posible asimetria y colas pesadas, modelos que hasta el momento no existen en la lite-
ratura y que también se pueden llevar a contextos espacio-temporales o en la esfera. Si bien solo
se estudiaron tres casos particulares del modelo, se podrian considerar més casos particulares a
modo de extensién de la clase siempre que se puedan obtener expresiones algebraicas cerradas; al-
gunas posibilidades son propuestas en la siguiente seccién como preguntas abiertas de investigacion.

Como un resultado novedoso, las distribuciones bivariadas asociadas a los campos aleatorios podrian
ser estudiadas en el contexto de modelos multivariados dado que hasta el momento han sido muy
poco estudiadas en la literatura la dependencia del tipo no eliptica. Esta caracteristica en el contex-
to de campos aleatorios significa ampliar el rango de aplicaciones de estos modelos en contextos de
observaciones con dependencia no eliptica comprobable (dispersograma), asimetria o colas pesadas.

Posibles limitaciones en los modelos de campos aleatorios es que si bien estos son continuos en
media cuadratica, no son diferenciables en media cuadratica por lo que es una limitante de fle-
xibilidad en los modelos. Esta caracteristica puede ser interesante dado que algunos modelos de
correlacién con soporte compacto en la esfera tienen la particularidad de no permitir la diferencia-
bilidad en media cuadrética como condicién de funciones definidas positivas.

La propuesta de utilizar el método de verosimilitud compuesta por parejas ponderada (Bevilacqua
y cols., 2012) es una alternativa que resuelve de manera simple la estimacién de pardmetros cuando
no se puede generar una expresion cerrada para las distribuciones finito dimensionales asociadas
a los campos aleatorios. Ademads, el método estudiado es eficiente desde el punto de vista compu-
tacional respecto a los tiempos de cémputo por lo que sigue siendo una alternativa atractiva para
realizar la estimacién de pardmetros para campos aleatorios no Gaussianos en ausencia de utilizar
la maxima verosimilitud.

A modo de consideracién importante sobre la estimaciéon de pardmetros con el método de ve-
rosimilitud compuesta por parejas ponderada es que el proceso de selecciéon de los valores iniciales
para el proceso de optimizacién debe ser iteradamente revisado con estimaciones y con los resul-
tados a través de herramientas como el variograma ya que dependiendo de los valores iniciales
(por ejemplo los pardmetros de la funcién de correlacién) se obtienen ajustes 6ptimos o resultados
pobres en la modelizaciéon. Asi mismo, se puede recomendar que para los pardmetros de regresién
se pueden utilizar como valores iniciales la media y varianza empirica de la variable de interés.

Finalmente, este trabajo cuenta con implementaciones computacionales de libre acceso de los mode-
los aqui estudiados permitiendo asi que futuros usuarios puedan acceder a modelizar observaciones
espacialmente dependientes con los modelos two-piece, todo compactado en GeoModels (Bevilacqua
y Morales-Onate, 2018).
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4.2. Preguntas abiertas

Tal como se mencioné en el Capitulo 2 la clase de campos aleatorios two-piece permite realizar
modificaciones en las componentes de su construccién. A continuacién se presentan algunas pre-
guntas abiertas de investigacion que se pueden derivar como otros casos particulares de la clase
two-piece asi como también derivaciones de otros modelos que se pueden generar a partir de los
campos aleatorios two-piece.

1. Introducir campos aleatorios two-piece con distribuciones marginales con colas livianas en
comparacién a los campos aleatorios Gaussianos. Una alternativa es considerar una transfor-
macién ArcSinh a un campo aleatorio Gaussino estdndar (G*) con la siguiente representacién
estocastica:

St (s) = ArcSinh (O‘G2(S)> , (4.1)

produciendo asf un modelo con colas menos pesadas (o € R(g 7)) y bimodalidad (o € R oo+))
tal como se puede apreciar en la siguiente figura:
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Figura 4.1: Ilustracion sobre caracteristicas de la distribucién marginal de un campo aleatorio
ArcSinh Gaussiano estandar.

Una de las dificultades que tiene estudiar este modelo es la obtencion de expresiones cerradas
para la funcién de covarianza del modelo.

2. Considerar dentro de la construccién two-piece (2.4) campos aleatorios con distribuciones
marginales en R™. Esta propuesta tiene la particularidad de generar campos aleatorios con-
tinuos en R y con opciones de estudiar bimodalidad en las observaciones debido al aumento
en sus parametros de forma (ver ejemplo en Figura 4.2), por ejemplo se podria introducir en
la construccién Two-Piece (2.4) un campo aleatorio Weibull con pardmetro de forma ¢ € R
(Bevilacqua y cols., 2019b).
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Figura 4.2: Realizaciones de campos aleatorios two-piece Weibull parametrizados por: (a) P02
» (b) Pr_ o405 ¥ (¢) Pp_gs.p—10(R) con funcién de correlacién Matén M q ) (0,015) (R)-

3. Otra linea de campos aleatorios no Gaussianos que puede abrirse con los modelos two-piece
es introducir casos especificos para generar campos aleatorios discretos, en especial, campos
aleatorios binarios que puedan lidiar con cantidades desbalanceadas de eventos de interés
y de no interés al igual que en el caso de regresién, modelos llamados skew-probit (Bazan,
Bolfarine, y Branco, 2010).

Una manera de generar estos modelos es considerar la representacién estocdstica propues-
ta por Heagerty y Lele (1998) para modelos probit espacial y en vez de utilizar un campo
aleatorio Gaussiano se reemplaza algin caso particular de los procesos two-piece tal como se
muestra a continuacion:

m-{0 @D w

El problema no trivial que tienen estos campos aleatorios binarios es la falta de identificabi-
lidad de parametros lo que impide poder estimar por separado el parametro de asimetria y el
de media constante para la regresion dado que algunas reparametrizaciones frecuentes en la
regresion skew-probit perjudican la flexibilidad del modelo binario respecto a las cantidades
de eventos de interés y de no interés.
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Apéndice A
Demostraciones

Para el desarrollo de las demostraciones asociadas a la construccién del proceso espacial two-
piece y las funciones de probabilidad asociadas se debe considerar la representacion estocastica y
la definicion general de estos procesos.

Definicién : (Proceso Espacial two-piece)

Se define P, = {P,(s),s € S} como un proceso espacial o campo aleatorio del tipo two-piece
si su representacién estocastica estd dada por:

Py(s) = p(s)+o|X(s)|Ky(s) , (A1)

con un conjunto de localizaciones espaciales s € S C R? y d € N, X = {X(s),s € S} un proceso
espacial estandar con distribuciones marginales del tipo simétricas, un parametro de asimetria
n € R(_y 1), una funcién o pardmetro de localizacién u(s) € R, un pardmetro de escala o € Rt y
K = {K,(s),s € S} un campo aleatorio discreto definido por:

Ko (s) :{ 1-n 7 H(S;ng(n) 7 (A.2)

considerando P(K,(s) =1 —n) = g(n) = 32, H = {H(s),s € S} es un segundo campo aleatorio,

2
independiente de X, con distribuciones marginales Gaussiana estandar y ¢, el cuantil a de la dis-

tribucién marginal de H.

Una segunda consideracién es una equivalencia probabilistica de la funcién de distribucién cu-
mulada bivariada (Dobrow, 2014).

Propiedad: (Funcion de Distribucion Acumulada Bivariada)

P(gu <Gp <g1235921 < G2 < 922) = P(Gl <911:G1 < 921) + P(Cﬁ <912:G1 < 922) -

P(Gl <9113G1 < 922) - P(GH <9125 G1 < 921) . (A'S)
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A.1. Densidad univariada two-piece

Desde la representacion estocdstica de los procesos espaciales two-piece (A.1) y su versién es-
tandarizada en localizacién y escala (r; = Z2-#), se calcula la funcién de densidad de probabilidad

de la distribucién two-piece estandar a través del método de transformacion de variables aleatorias
de la siguiente manera:

PlP; <] = P[X|K,<t] . (A.4)

Dado que no se tiene una expresién para la distribuciéon conjunta de |X|K,, se reeplaza por la
equivalencia del teorema de Bayes (P[A N B] = P[B]P[A/B]) y se escribe A.4 en los dos segmentos
que componen la construccién del proceso espacial two-piece (A.1).

P[P;; <tt] = Plixja-n <+ /o< qg(n)]P[H < qg<n)] + (A.5)

~

1XI(=1=m) < [ H 2 a5 [Pl 2 0g0]

Il
s

t* < |X\<1+n)]P[H = qg(nﬂ )

Il
~

[
[
[Ix1a-m < *|P[r < ayp] +
[
[

—t* < x(1—n) < ¢*|P[a < ng)] +

{Plxaem < *] + Plxatm > —*]}Plr > qg(n)] :

Utilizando la misma propiedad de equivalencia de la funcién de distribucién acumulada (A.3) para
el caso univariado, es decir, P(gi11 < Gi < gi12) = P(G1 < g12) — P(G1 < g11), ademds de suponer que la
funcién de distribucion acumulada asociada a X es F, la expresiéon A.5 se puede reescribir como:

Plry <] = {32F(55) — 52 F (&) H (0 <ay0) + (A.6)

I—n

PP (5,) + 51 (0 = O(585)) M2 ayy) -

En este punto se tiene una manera de escribir la funcion de distribuciéon acumulada de la distribucion
two-piece estandar, pero la expresion depende de la funcién indicatriz (I) evaluada en la desigualdad
evaluada en el cuantil g ;) de la distribucién marginal asociada a H (A.2), por lo que se debe recurrir
a cambiar esos limites para que dependan de t*. Para cambiar los limites solo se deben analizar los
signos de las expresiones que componen la construcciéon del campo aleatorio two-piece estandar tal
como se describe a continuacion.

n-— .
(=1-m)IX[ H > a9(n) -

P*_{ A=mIX| 5 H<agy) (A.7)

Desde la construccién anterior (A.7), de debe considerar que |X| es siempre positivo. Entonces
evaluar la primera parte de la construccién (H < gg(,)) implica que (1 —7)|X| es siempre positivo
ya que 1 — 7 toma valores positivos para todos los valores posibles de n € R(_1 1.

El mismo andlisis se realiza para la segunda parte de la construccién (H > qg(n)) y finalmente
la funcién de distribucién acumulada, considerando el cambio dentro de las funciones indicatrices,
queda escrito de la siguiente manera:

Fy(t*) = {32F(£5) — 2F(E)H( >0 + {552F(55) + 52 (0 — F(5)) H(r <o)

1—-n —n 1+n
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Considerando el cambio F(*) = 1 — F(-+) y realizando la simplificacién de las expresiones, la
funcién de distribucion acumulada de la distribucién two-piece estandar es:

F () i <0
Fy(t*) =4 7 i EE A8
n(t") { ntanF (£) 5 ¢@>0 . (A.8)

Un detalle a considerar es que la segunda seccion de A.8 incluye la expresién 1 dado que es lo
correspondiente a incluir la primera seccién de A.8 evaluada en el limite superior, es decir, en cero.

Finalmente, para obtener la funcién de distribucién de probabilidad de la distribucién two-piece
estdndar basta con derivar cada parte de la construccién (A.8), dando como resultado:

ey ={ fpE) e (A9
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A.2. Densidad bivariada two-piece

Para la construccién de la densidad bivariada two-piece se utiliza la misma representacién
estocdstica (A.1), pero ahora considerando un vector aleatorio de la siguiente manera:

o] = L]+ lsiont )] o

El campo aleatorio discreto K, cumple las mismas condiciones marginalmente para cada localizacién
espacial al igual que en (A.2). Entonces la construccién de la densidad bivariada estandar, siguiendo
la metodologia para el caso univariado, esta dada por:

PPy, < t7; Pry < 7] = PXi|Ky < 875 | XKy < 1]

Dado que no se conoce la distribucién conjunta de [|X;| K, ; | X;|K;;] se procede a descomponer
la expresién en secciones de la construccién de la siguiente manera:

Plrg, <triPr <] = Pla—wixi <o aomlxgl <6/ Hi < agg s Hy < agip)
Pla; < Qg(n) 3 Hj < qg(n)] +
Pla—mixil < ¢ s (c1-mix;0 2 ¢ /Hi < aggy s Hy 2 ag()]
]P)[Hl < dg(n) i Hj qg(n)] +
Plea-mix;l = 7 s GemIxgl <3/ Hi > agi) s Hj < age)]
P[Hl g(n) 3 Hj < qg(n)] +
Pl—1-mix;l > ¢7 5 (-1- mIxX;l >t / 2 dg(n) s Hj 2 qg(n)]
P[Hl 9g(n) 3 H qg(n)] )

= Ph | < 127; X510 < 1?7;]P[H1 <dg(m) i Hj < qg(n)] +

Plix;1 < 1t—in XG0 > ;:Z;]P[Hi < g(n) i Hj 2 qg(n)] +
Plix;1 > 17-;?; 1X51 < lt—jn]]P)[Hl 2 dg(n) i Hj < qg(n)] +
]P)h | = 174?77 DX ljzv)P[Hl 2 dg(n) s Hj 2 qg(n)]

Se puede extender la notacién dentro de las probabilidades para utilizar la propiedad (A.3) de la
siguiente manera:

]P’[p;Z <ifipp < t]] = Plix;< 1% 151 < %]P[Hi <agy) i Hj < qg(n)) +
P[‘x’fg 1X31 < 12?7; ; 1_+t;;y S IXl s °°+]P[°°7 < H; <ag(yyiag(y) < Hj < °°+] +
Pl < 13,0 < oot 5 00™ L P ag(y) < Hi < oot so0™ < Hy <] +
P[fﬁ; < 1x4] € oot fﬁ; oot )Py < Hi < 00T i gy < Hj < oot)
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Utilizando la propiedad (A.3) y simplificando las expresiones se obtiene la siguiente expresién:

]P)[Pn*tg :’P:I(JSt;] = FHz‘j(%;%)inj(qg(n)?qg(n))l(t*>0At§20)+
(FH(%) - FHij(lt*n %)) (Fx(qg(n)) FXij (qg(n) ;qg(m))
I(t;EOAz* <0)+
(FH(;2 ) FH (1+n ; 1t—jn)) (FX(%(W)) - FXij (qg(n) ?qg(m))
I(t <0/\t*>0)
(1+ Frr,, (7 5 o) = Fu(£) = Fu( o))

(1 + FX:] (qg<n) qg(n)) qg(n))) (tr <on t; < 0)

Con Fp,; la funcién de distribucién acumulada bivariada asociada a [H; ; H. ;]T. Finalmente, basta
con construir la funcién de distribucién acumulada bivariada two-piece por los segmentos. En primer
lugar se comienza por el segmento que corresponde a evaluar la funcién de distribucién acumulada
en valores menores a cero. A medida que se continuan con los segmentos, se deben incorporar los
anteriores y sus respectivas evaluaciones (en cero) segun corresponda, dando como resultado final
la siguiente expresién.

e —t* ¥ —t*
{1 + Fix | ((1#7)’ (1+i7)’p> — Fix| ((1+37)> - Fix| ((1#7))}
{1 + FH;, (qg(n)v qg(n)ﬁp) - QFH(qg(n))} )
tr<0, t:<0.

*

{1+ Fix, (0. o) = Fixt (s ) {1+ Fry (dgs totny) — 2P (dg0)}

¢t .
+{Fu (450m)) = Fry; (ag0m): Gy )}{F|X| (05) = Fixo (55 00) | -
tr > 0, tj. < 0.

*
|

~+
<.

Fp,; (17,6, p) = {1+ﬂXij| ((1+77) 0 p) Fix) ( )} {1+ Fri; (9002 Gotm.p) = 2F i (4()) }

t* L .
+{Fu (990n) — Frs; (a9 Qo) )}{F|X| ((1—n)) Fix,| (( o age) § o
£ <0, >0
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A.3. Funcién de covarianza y correlacion two-piece

Adicionalmente, se debe considerar el computo de la covarianza o correlacién para hacer pre-
dicciones bajo este modelo. Establecer una expresiéon para la covarianza y correlacion del modelo
involucra también describir el proceso discreto K, tal como se detalla a continuacién.

Sea K, un proceso espacial discreto definido por (A.2), entonces el momento de primer orden
esta dado por:

E[K,] = a-nP[Ky=1-n] + (-1-n)P[K,=—1-] ,

(1) G52 (1) B2
(A=2n+n?) _ (1+2n+n?)
2 2

4n
-4,

= -—-2n . (All)

Continuando con la descripcién de los momentos de K, puede obtener una expresiéon para la
varianza de la siguiente manera:

Var[K,] = E[K]]-E[K,

[

Para continuar con el calculo de la varianza, es necesario definir un nuevo proceso, el cual estd dado
por:

=

20g) = L (=2 5 H(s) < )
Ky(s) = {(1+n)2 ;H(S)Zqz(Zw

Entonces, el valor esperado del nuevo proceso Kg esta dado por:

EK]] = @-n?PlK,=(1-n2] 4 @+n)?P[K,=(14n)2] ,
— (1—n)(1—=n) (1n)(1+n)
(1—m)24)(1+4m)2 (1-m24H)(1+m)?2 7
—  146n24q?
1+7]2
(A.12)
Finalmente, con (A.12), la expresién para la varianza de K, queda dada por:
Var[Ky] = el yp
= 1-7. (A.13)

Asi mismo se describe la covarianza para el proceso K, de la sigueinte manera:
Cov[Ky; K] = E[KyiKy; ] — E[Kp | E[Ky;]

Nuevamente es necesario definir un nuevo proceso auxiliar K.; K;.;:

(1—n)? s Hy N Hj <y »
H; <qymy ANH;j > gy 0
KoK — 1—n)(=1— . 0™ Hg(n) J="gm) =
T ( N ) Hi > qgny N Hj < gy
(1+mn)? s Hy A Hj > qg)
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Por lo que se puede obtener una expresién para E[K,.; K, ;| de la siguiente manera:

E[Kn;iKn;j] = (1_77)2[P[Kn;iKn;j = 1—n2]+2(1—?72)(—1—n2)
P[Kn;iKn;j =(1- 772)(_1 - 772)] + (1 +77)2P[Kn;iKn;j =(1 +77)2] )
= ml-2n+n*+2-2" +14+2n+0) + (1 —n)(-1—n)(1—n)+
L 2n+0* + 1+ 20 +9%)(n-1)
= drpy — (1 =—n)A+eta) +14+2n+0> +n—14+20> —2n+n> —n? |
= dmy—l—-n+n* =’ +1+22+n"+n—1+20" = 2n+7° -’
= 4wy — 14204397 . (A.14)

Dado que ya esta definido E[K,,; K,.;], se puede determinar una expresién para la covarianza del
proceso espacial two-piece tal como se expone a continuacién:
Covl ;zkl ; P;;j] - E[P;;i ;;j] o ]E[P;;i}E[P;;j] ’
= B[ X[ XGE[Ky K] —
B[ X |[E[|X; |E[Kp E[Ky;] -
(A.15)

Se puede observar que algunas de las componentes se pueden reemplazar por resultados previos,
quedando la expresién antetior de la siguiente manera:

CovlPyi: Pyl = (4w — 1437 + 2EX|1X,]) - (~20)B[X] . (A.16)

Si se desea obtener una expresién para la correlacion entre dos localizaciones espaciales para el
proceso two-piece, basta con hacer la siguiente operaion:

R (COU[P;.i ; P;-j]
orr|fy.; ; Lyl = 7 7 '
75 7 \/Va/f' [P7,72] \/VO“T [an.j]

Considerando la propiedad:
Var[XY] = Var[X]Var[Y]+ Var[X]E[Y]? + Var[Y|E[X]? ,
la expresion final para la correlaciéon de un proceso espacial two-piece para dos localizaciones espa-
ciales, estd dada por:
Cov[Py; 5 Pyl

U
(1+3n?)[Var[| X[] + E[| X]?] — 4nE[| X]}*

Corr| ;;i; P;;j] =
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Apéndice B
Rutinas Computacionales

En este apéndice se encuentra la rutina computacional completa para la reproduccién del analisis
completo de las observaciones AUDJPY de Forex presentada en el capitulo 3.

require (GeoModels)
require(gstat)
require(fields)
require (GoFKernel)
require(sn)
require(sp)
require(data.table)
require (moments)

df1 = fread("data set/bid_by_sec.csv",header = T,sep = ",")
df1 = data.frame(df1l)

df1 = dfl[complete.cases(dfl),]

head(df1)

dim(df1)

datal = (as.numeric(dfi$open))

coords = cbind(seq(1,length(datal)),rep(0,length(datal)))

par (mfrow = c(1,2))

hist(datal)

plot(seq(l,length(datal)) ,datal,type = "1")
par (mfrow = c(1,1))

AR R R
#

# 1. Semi-variograma y dispersograma

#
BRI HEEEEHEEEHEEE

max (dist (coords))
GeoVariogram(coordx = coords,data = datal,maxdist = 500)

maxdist
fit
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plot(fit$centers,fit$variograms,xlab = ’h’,ylim = c(0,max(fit$variograms)),
pch = 20,main = "Semi-variogram")

DDS = as.data.frame(cbind(coords,datal))

attach(DDS)

coordinates(DDS) = “V1+V2

hscat(datal~1, DDS, c¢(1,7,15,25,40,50,70),col = "#5E3C99")

R R R
#

# 2. Ajuste de modelos y diagnéstico de residuos

#
AR

g
# Seleccién del porcentaja del conjunto de datos para

# estimar y predecir
g

0.95
seq(1,round(length(datal)*percentage_of_train),1)

percentage_of_train
sel_data

### conjunto para la estimacidn

datanew = datal[sel_data]

coordsnew = as.matrix(coords[sel_data,])
NN = length(datanew)
probabilities = (1:NN)/(NN+1)

### conjunto para la prediccién
data_to_pred = datal[-sel_datal
loc_to_pred = coords[-sel_data,]

ittt i i i A
# A. Gaussiano
it i i i A A

fixed<-list (nugget=0,power2=4)
start<-list(scale=600,mean=mean(datanew),sill=var(datanew))

fitl <- GeoFit(data=datanew,coordx=coordsnew,corrmodel="WendO",
maxdist=1,sensitivity=TRUE,
start=start,fixed=fixed,model="Gaussian")

fitl
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GeoResiduals(fit1)
vario = GeoVariogram(data = res$data,coordx = coordsnew,maxdist = 500)
GeoCovariogram(res,show.cov = FALSE,show.vario = TRUE,vario = vario,pch = 20)

res

gaussian.quantiles = gqnorm(probabilities)

plot(sort(gaussian.quantiles),sort(c(res$data)),xlab = "",ylab = "",
main = "Gaussian qq-plot")

abline(0,1)

g
# B. Tukey-h
g
tail = exp(-9)

fixed<-list(nugget=0,power2=4,tail=tail)
start<-list(scale=500,mean=mean(datanew) ,sill=var(datanew))#,tail = 0.2

fit2 <- GeoFit(data=datanew,coordx=coordsnew,corrmodel="Wend0",
maxdist=1,sensitivity= TRUE,
start=start,fixed=fixed,model="Tukeyh")

fit2

GeoResiduals (fit2)
vario = GeoVariogram(data = res$data,coordx = coordsnew,maxdist = 500)
GeoCovariogram(res,show.cov = FALSE,show.vario = TRUE,vario = vario,pch = 20)

res

tail = tail#as.numeric(fit2$param["tail"])
pTukeyh = function(x,tail){
t = sqrt(VGAM: :lambertW(tail*x*x)/tail)*sign(x)
pnorm(t)

f = function(x) pTukeyh(x,tail = tail)

f.inv = inverse(f,lower = -Inf,upper = Inf)

tukeyh.quantiles = sort(as.numeric(lapply(probabilities,f.inv)))

plot (tukeyh.quantiles,sort(c(res$data)) ,xlab="",ylab="",main="Tukey-h qg-plot")
abline(0,1)

HHHHHHHHH AR AR

# C. Gaussiano asimétrico

HAHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH
start<-list(scale=400,mean=mean(datanew),sill=var(datanew) ,skew = -2)
fixed<-list (nugget=0,power2=4)#

fit3 = GeoFit(data= datanew,coordx= coordsnew,

corrmodel= "WendO",model= "SkewGaussian",
sensitivity= TRUE,maxdist= 1,
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start=start,fixed=fixed)

fit3
res = GeoResiduals(fit3)
vario = GeoVariogram(data = res$data,coordx = coordsnew,maxdist = 500)

GeoCovariogram(res,show.cov = FALSE,show.vario = TRUE,vario = vario,pch = 20)

omega = sqrt((fit3$param["skew"] 2 + fit3$param["sill"])/fit3$param["sill"])
alpha = fit3$param["skew"]/fit3$param["sill"]"0.5

skgauss.quantiles = gsn(probabilities,xi = 0,omega = as.numeric(omega),
alpha = as.numeric(alpha),solver = "RFB")
plot(sort(skgauss.quantiles) ,sort(c(res$data)),xlab="",ylab="",
main="Skew Gaussian qqg-plot")

HUHHHHHHS R HHH SR HH SR 7S

# D. Two-Piece Gaussiano

HHHHHHHHS R HH SRR HH SR H TS

fixed<-list (nugget=0,power2=4)
start<-list(scale=400,mean=mean(datanew) ,sill=var (datanew) ,skew=0.1)

fit4 <- GeoFit(data=datanew,coordx=coordsnew,corrmodel="Wend0",
maxdist=1,sensitivity=TRUE,
start=start,fixed=fixed,model="TwoPieceGaussian")

fitd
res = GeoResiduals(fit4)
vario = GeoVariogram(data = res$data,coordx = coordsnew,maxdist = 500)

GeoCovariogram(res,show.cov = FALSE,show.vario = TRUE,vario = vario,pch = 20)
skew = as.numeric(fit4$param["skew"])
ptpGaussian = function(x,skew){
(1+skew)*pnorm(x/ (1+skew) ) *I (x<0) + (skew + (1-skew)x*pnorm(x/(1l-skew)))*I(x>=0)
}

f = function(x) ptpGaussian(x,skew = skew)
f.inv = inverse(f,lower = -Inf,upper = Inf)

twopieceGaussian.quantiles = sort(as.numeric(lapply(probabilities,f.inv)))

plot(twopieceGaussian.quantiles,sort(c(res$data)) ,xlab="",ylab="",
main="Two-Piece Gaussian qgq-plot")

abline(0,1)

HEHFHAFHEHBHHAFHAHHEH RS R A H

# E. Two-Piece Tukey-h
T
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fixed<-list (nugget=0,power2=4)
start<-list(scale=450,mean=mean(datal),sill=var(datal),skew=0.1,tail=0.1)

fit5 <- GeoFit(data=datanew,coordx=coordsnew,corrmodel="WendO",
maxdist=1, sensitivity= TRUE,sparse = TRUE,
start=start,fixed=fixed, model="TwoPieceTukeyh")

fith
res = GeoResiduals(fith)
vario = GeoVariogram(data = res$data,coordx = coordsnew,maxdist = 500)

GeoCovariogram(res,show.cov = FALSE,show.vario = TRUE,vario = vario,pch = 20)

skew
tail

as.numeric(fit5$param["skew"])
as.numeric(fit5$param["tail"])

ptpTukeyh = function(x,skew,tail)q{
t = sqrt(VGAM: :lambertW(tail*x*x)/tail)*sign(x)
(1+skew)*pnorm(t/ (1+skew) )*I(t<0) + (skew + (1-skew)*pnorm(t/(1l-skew)))*I(t>=0)

f = function(x) ptpTukeyh(x,skew = skew,tail = tail)
f.inv = inverse(f,lower = -Inf,upper = Inf)

twopieceTukeyh.quantiles = sort(as.numeric(lapply(probabilities,f.inv)))

plot(twopieceTukeyh.quantiles,sort(c(res$data)),xlab="",ylab="",
main="Two-Piece Tukey-h qg-plot")

abline(0,1)

g s s s S S s s s s s
#

# 3. Calculo de los criterios de seleccién de modelos y errores estandar

#
s S S S s s s s s s s s s s s s s S L S S S S s s s s s s

model = fit4

Stud_m = GeoVarestbootstrap(model,K = 200,sparse = TRUE)
Stud_m$claic;
Stud_m$clbic;
Stud_m$stderr;
Stud_m$varcov;

g g s s s
#

# 4. Desempefio de prediccién

#
s
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# A. Gaussian
pr_gaussian = err_gauss_m = NULL
rmse_gauss_m = mae_gauss_m = NULL

# B. Skew Gaussian
pr_skewgaussian = err_skewgaussian_m = NUll
rmse_skewgaussian_m = mae_skewgaussian_m = NULL

# C. Two-Piece Gaussian
pr_twopiecegaussian = err_twopiecegaussian_m = NULL
rmse_twopiecegaussian_m = mae_twopiecegaussian_m = NULL

"WendO"
length(datanew)

corrmodel
N2

## A. Gaussiano

fixed = list(nugget=0,power2=4)

pr_gaussian = GeoKrig(data=datanew, coordx=coordsnew,loc=loc_to_pred,
corrmodel=corrmodel,
model="Gaussian",param= as.list(c(fitl$param,fixed)))

err_gauss_m = pr_gaussian$pred-data_to_pred

rmse_gauss_m = c(rmse_gauss_m,sqrt(sum(err_gauss_m~2)/N2))
mae_gauss_m = c(mae_gauss_m,sum(abs(err_gauss_m))/N2)

# B. Gaussiano asimétrico

fixed = list(nugget=0,power2=4)

pr_skewgaussian = GeoKrig(data=datanew, coordx=coordsnew,
loc=loc_to_pred,corrmodel=corrmodel,
model="SkewGaussian",
param= as.list(c(fit3$param,fixed)))

err_skewgaussian_m pr_skewgaussian$pred-data_to_pred
rmse_skewgaussian_m = c(rmse_skewgaussian_m,sqrt(sum(err_skewgaussian_m~2)/N2))
c(mae_skewgaussian_m,sum(abs (err_skewgaussian_m))/N2)

mae_skewgaussian_m

## c. Two-Piece Gaussiano
fixed = list(nugget=0,power2=4)
pr_twopiecegaussian = GeoKrig(data=datanew, coordx=coordsnew,loc=loc_to_pred,
corrmodel=corrmodel,
model="TwoPieceGaussian",
param= as.list(c(fit4$param,fixed)))
err_twopiecegaussian_m = pr_twopiecegaussian$pred-data_to_pred
rmse_twopiecegaussian_m = c(rmse_twopiecegaussian_m,sqrt(sum(err_twopiecegaussian_m~2)/N2))
mae_twopiecegaussian_m c(mae_twopiecegaussian_m,sum(abs(err_twopiecegaussian_m))/N2)
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# A. Gaussiano
print ("Gaussian")
mean (rmse_gauss_m) ;mean(mae_gauss_m) ;

# B. Gaussian asimétrico
print ("Skew Gaussian")
mean (rmse_skewgaussian_m) ;mean(mae_skewgaussian_m) ;

# C. Two-Piece Gaussiano

print ("Two-Piece Gaussian")
mean (rmse_twopiecegaussian_m) ;mean(mae_twopiecegaussian_m) ;
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