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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es hacer un estudio detallado de diversos tépicos rela-
cionados con el niimero de rotacién de homeomorfismos y difeomorfismos del circulo unitario S*
que preservan orientacién. En particular, estudiamos de dichas funciones las diferentes propieda-
des conforme a si este niimero es racional o irracional y a partir estudiaremos el comportamiento
de sus drbitas. Por otro lado, también estudiaremos las sucesiones partes fraccionarias de un
nimero en el intervalo [0,1). Veremos que cuando este nimero es irracional entonces estan
equidistribuidas en todo el intervalo [0, 1).

A continuacion describiremos brevemente cada capitulo de esta tesis.

En el Capitulo 1 comenzaremos con definiciones generales de la teoria de Sistemas Dinamicos,
algunos resultados basicos y ejemplos donde se aplican estas definiciones. Luego estudiaremos
la funcién rotacién en el circulo unitario. Denotaremos por R, a la rotacién de puntos del
circulo en un angulo 27w« y veremos que conforme a si este nimero « es racional o irracional las
propiedades de la rotacién son bastante diversas. Luego introduciremos la nocién de conjugacion
topoldgica, que es una relaciéon de equivalencia que nos permitiré clasificar homeomorfismos del
circulo. Después definiremos lo que es un levantamiento de un homeomorfismo de S! y a partir
de esto introducimos el concepto de grado una funcion.

En el Capitulo 2 introduciremos el concepto de niimero de rotacién y sus propiedades, que
nos servira para clasificar homeomorfismos del circulo. Un resultado importante de este capitulo
es que un homeomorfismo tiene niimero de rotacion racional si y solo si tiene puntos periddicos.
También estudiaremos algunas propiedades del niimero de rotacion, veremos que es invariante
sobre conjugaciones topoldgicas que preservan orientacién y que visto como una funcién el
numero de rotacién es continua con la topologia uniforme.

En el Capitulo 3 estudiaremos los posibles comportamientos de las érbitas bajo homeomor-
fismos del Circulo. Primero estudiaremos el caso cuando el niimero de rotacién es racional:
probaremos que sus Orbitas tiene el mismo comportamiento de las rotaciones con el mismo
nuamero de rotacién, también veremos que en presencia de érbitas periddicas entonces todo pun-
to es asintotico a oOrbitas periddicas. Despues veremos el caso irracional: probaremos que todo
homeomorfismo es semiconjugado a una rotacion y esto nos llevara finalmente a una clasificacion
de homeomorfismos del circulo. Este resultado es conocido como el Teorema de Clasificacion de
Poincaré.

En el Capitulo 4 probaremos el Teorema de Denjoy que dice que si un difeomorfismo de clase
C' y derivada de variacién acotada con ntimero de rotacién irracional 7 , entonces es topolégica-
mente conjugada a la rotaciéon R,. También veremos que no necesariamente dos difeomorfismos
con el mismo numero de rotacién son topoldgicamente conjugados a través del contraejemplo
de Denjoy.
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En el Capitulo 5 estudiaremos la sucesion de partes fraccionales de los multiplos de un
namero irracional. El teorema de Kronecker dice que los términos de esta sucesion se dispersan
por todo el intervalo [0, 1). Sin embargo no habla acerca de la naturaleza de tal dispersién. Por
ejemplo, ;jes posible afirmar que los términos de la sucesién aparezcan mas frecuentemente en
una parte del intervalo que en otra? El objetivo del Teorema de Hermann Weyl (1909-1910) es
dar una respuesta parcial a esta pregunta.



Capitulo 1

Conceptos generales y el Circulo

En esta seccion comenzaremos con definiciones generales de la teoria de sistemas dinamicos
y algunos resultados basicos. Luego, se introducira la manera en como es estudiada la circunfe-
rencia y el nimero de rotacion, pieza fundamental de todos los resultados importantes de este
trabajo.

1.1. Conceptos preliminares

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio métrico compacto. Un sistema dinamico discreto en X es
una funcion continua F' : Z x X — X tal que

1. F(0,)=1d
2. F(n,F(m,x))=F(n+m,z) Yn,meZVreX.

Si para cada n € Z definimos la funcién F,, : X — X por F,(x) = F(n,z). Entonces tenemos

que
Fyo0F, = Fym.

Denotaremos por f™ a una funcién f iterada n veces, es decir

fr=Jofo-of.

En particular, tenemos que f = F| es un homeomorfismo (su inversa f~! es F_;) y se
cumple que f" = F,.

Sea f: X — X una funcién continua. Definimos la drbita de un punto x € X bajo f como
el conjunto formado por las iteradas positivas y negativas de x. La denotaremos por Of(x), es
decir

Of(x) :=={f"(x) : n € Z}.

De igual forma, definimos la semiorbita positiva de x € X por el conjunto
O+ (&) == {f"(x) :n > 0}
y la semiorbita negativa de x € X por el conjunto

O (z) :=={f"(z) : n < 0}.

1



CAPITULO 1. CONCEPTOS GENERALES Y EL CIRCULO 2

A saber, la érbita de un punto puede ser expresada como la unién disjunta de su semiorbita
positiva y su semiérbita negativa.

Definicién 1.1.2. Si un punto = € X es tal que f(z) = z, diremos que x es un punto fijo.
Denotaremos por Fix(f) al conjunto de todos los puntos fijos de f.

Definicién 1.1.3. Sea X es un espacio topoldgico, f : X — X y p un punto fijo de f. Si para un
punto z € X, f"(x) — p cuando n — oo, entonces diremos que z es (positivamente) asintdtico
a p. Si f es invertible y f~" — p cuando n — oo entonces diremos que x es negativamente
asintotico a p. A veces, en ambos casos decimos que x es convergente por iteradas.

En la siguiente proposicién mostraremos una consecuencia de comportamiento asintotico
como en la definicién. Consideraremos una funcién continua e invertible de variable real. Veremos
que en presencia de comportamiento asintotico, toda érbita converge a algun punto fijo.

Proposiciéon 1.1.4. Sea I C R un intervalo cerrado y f : I — I una funcion continua y
no-decreciente, entonces todo x € I es asintdtico a un punto fijo de f. Si f es creciente (por
lo tanto invertible) entonces todo x € I o bién es fijo o bién es positivamente (negativamente)
asintotico a puntos fijos adyacentes.

Demostracion. Probemos primero que Fix(f) es no vacio. Sea I = [¢,d], si f(c) =co f(d) =d
entonces Fix(f) es no vacio. Supongamos que f(c¢) > ¢y f(d) < d. Consideremos la funcién
continua g : I — I dada por ¢g(z) := f(z) — z. Entonces tenemos que

g(d) = f(d) —d <0 < f(c) —c=g(c).
De esta manera, por el Teorema del Valor intermedio existe x € I tal que g(x) = 0, esto es,
f(x) = z. Asi tenemos que Fix(f) es no vacio.
También, Fix(f) es cerrado. En efecto, si {z,}nen s una sucesién definida en Fix(f) con-
vergente a algin punto x € I. Luego por la continuidad de f tenemos que

fla)=f (h'm xn> — lim f(z,) = lim z, = =.

n—o0 n—0o0 n—oo

Por lo tanto = € Fix(f) y asi Fix(f) es cerrado.

Si Fix(f) = I el resultado de la Proposicién es evidente. Ahora en otro caso consideremos
x € I\ Fix(f) y sea (a,b) el intervalo abierto maximal contenido en I \ Fix(f) que contiene a x.
Como f es no-decreciente tenemos que f(a,b) C [a,b] y que por Teorema del Valor Intermedio
f — Id no cambia de signo en (a,b). Supongamos que f(y) > y para todo y € (a,b) (el caso
en que f(y) < y es anélogo). Luego, por continuidad de f, tenemos que {f"(x)},en define una
sucesién no-decreciente acotada por b, por lo tanto converge a algin punto xy € (a,b]. Pero
como f es continua se sigue que

o) = (Jm £7(2)) = Jim £(57() = Jim £ () = 2o

Luego zy € Fix(f) y por lo tanto g = b. Por otro lado, notamos que para el caso en que
f(y) < y paratodoy € (a,b), de manera andloga, se obtiene que f"(x) — a para todo x € (a,b)
cuando n — oo.

En caso en que f es creciente el signo de f~* — Id en (a,b) es opuesto al de f — Id, luego
todo = € (a,b) es positivamente o negativamente asintético a los extremos de [a, b]. ]
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Definicién 1.1.5. Sea z € X tal que f(x) = x para algin entero ¢ > 1. Entonces x es llamado
punto periddico de f. Denotaremos por Per(f) al conjunto de todos los puntos periédicos de f.
Si ¢ es el menor entero positivo tal que f9(x) = z entonces diremos que z es un punto g-periddico
o de periodo ¢. En particular, si ¢ = 1, entonces f(z) = x, o sea, x es un punto fijo de f.

Definicién 1.1.6. Para una funcién f : X — X se define P,(f) como el nimero de puntos
periédicos de f de periodo n, esto es, el nimero de puntos fijos para f".

Ejemplo 1.1.7. Se define el conjunto del circulo unitario por S* := {z € C : |z|] = 1}.
Consideraremos la siguiente funcién no invertible Fy : St — S definida por Fy(z) := 2%. Luego
tenemos que P,(Ey) = 2" — 1. En efecto, si E5(z) = z entonces 22" = z, y 22”71 = 1. De esta
forma toda raiz de la unidad de orden 2" — 1 es un punto periédico de E, de periodo n. Asi,
como estas raices son exactamente 2" — 1 se concluye que P,(E;) = 2" — 1.

A continuacién daremos dos definiciones generales de la dinamica topoldgica para asi hacer
un estudio de la 6rbitas de un punto bajo una funciéon continua.

Definicién 1.1.8. Sea X un espacio métrico compacto y sea f : X — X una funcién continua.
La funcién f es llamada topolégicamente transitiva si existe un punto x € X tal que su orbita
es densa en X.

Definicién 1.1.9. Sea X un espacio métrico compacto y sea f : X — X una funcién continua.
La funcién f es llamada minimal si la érbita de cada punto x € X es densa en X.

Notemos que si una funcién es minimal entonces es también topoldgicamente transitiva.
El Teorema 1.1.11 nos darda una caracterizacién de una funcion minimal. Antes veremos la
definicién de un conjunto invariante bajo una funcion.

Definicién 1.1.10. Diremos que un subconjunto £ C X es totalmente invariante bajo f si
f(E) = E.

Teorema 1.1.11. Para un homeomorfismo f : X — X de un espacio métrico compacto, las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. f es minimal
2. Los unicos subconjuntos cerrados E de X totalmente invariantes son () y X.

8. Si U es un abierto distinto de vacio de X se tiene que | J,,o, f"(U) = X.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que f es minimal y sea E un cerrado distinto de vacio
y f(E) = E. Si z € E entonces Of(x) C E y por definicién de minimalidad X = Of(x) C E,
por lo tanto X = F.

(2) = (3) Sea U un abierto no vacio, entonces £ = X\, o, f"(U) es cerrado y ademds,

f(E) = E pues

f(B)=f (X\ U f”(U)) =X\ o =x\{ rw ==

neZ neZL neL

Luego como E # X entonces E es vacio.
(3) = (1) Sea x € X y sea U un subconjunto abierto no vacio de X. Por (3) se tiene que
z € f"(U) para algin n € Z, luego f~"(x) € U y por tanto O(z) es densa en X. O
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Teorema 1.1.12. Sea X un espacio métrico localmente compacto y separable. Entonces f es
topologicamente transitiva si y solo si dados U,V C X abiertos no vacios existe N € 7Z tal que

MNOU)YNV £0.

Demostracion. Supongamos que f es topoldgicamente transitiva y sea x € X tal que Of(x) =
X. En particular, tenemos que f"(x) € Uy f™(x) € V para enteros m,n con m < n. Conse-
cuentemente f™"(U)UV # .

Ahora supongamos la condicién de interseccion se cumple. Sea {U;, Us, ...} una base nu-
merable de abiertos de X (es decir, para todo z € X y para todo abierto U existe n tal que
x € U, C U). Esto nos permite escoger U; de tal manera que U; es compacto. Para probar
la transitividad construiremos una érbita que intersecte todos los abiertos U,. Por hipdtesis,
existe N, € Z tal que f¥(U)U U, # (). Sea V; un abierto no vacio tal que Vi € U; N fN(Uy).
Evidentemente V; es compacto. De la misma manera, existe No € Z tal que f™2(U) U Us # 0.
Nuevamente, tomamos un abierto V; tal que Vo, C Vi N f _N2(U3). Por induccién, construimos
una sucesion de abiertos V,, tales que m cVv,.nf _N"“(U,Hg). Luego la interseccion

o [o.¢]
V=V.=("
n=1 n=1
es no vacia porque los conjuntos V}, son compactos. Por lo tanto, si 2 € V entonces f»-1(x) € U,

para todo n € N. O

Definicién 1.1.13. El w-limite de un punto z € X es un conjunto

wx) ={yeX: f"(x) =y}

para alguna sucesién creciente de nimeros {n;};cn, esto es, w(z) es el conjunto de puntos de
acumulacion de la érbita de z. De la misma manera, si f es invertible podemos definir el conjunto
a-limite como

afr) ={ye X: f"(z) =y}

para alguna sucesién creciente de nimeros {n; }ien.

Equivalentemente, podemos decir que los conjuntos w-limite y a-limite de un punto x son

respectivamente: -
wx)= U r@ v al=NUrw.

neNi<n neNi<n

Definicién 1.1.14. Diremos que un punto z € X es no-errante con respecto a la funcién
f: X — X si para cualquier vecindad U de x existe N > 0 tal que f¥(U)NU # . El conjunto
de todos los puntos no-errantes de f es denotado por NW(f).

Definicién 1.1.15. Sea f : X — X un homeomorfismo de un espacio métrico (X, d). Se dice
que un punto z € X es homoclinico a un punto y € X si

T d(f"(z). £"(9)) = 0.
Se dice que un punto x € X es heteroclinico a los puntos y;,ys € X si

Tim d(f" (@), /() = lim_d(f" (), "(32)) = 0.
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1.2. Rotaciones del circulo

Para el circulo vamos a utilizar la notacion multiplicativa que es la representacion del circulo
unitario como subconjunto del plano complejo

St={z€C:|z| =1} ={: p € R}

o bien, la notacién aditiva

S'=R/Z

que es el grupo cociente del grupo aditivo R médulo el subgrupo Z, esto es, el intervalo [0, 1)
de R. La siguiente funcién .
e27rzg0 -

establece un isomorfismo entre estas dos representaciones. Este isomorfismo estéa ilustrado en la
Figura 1.1. Denotaremos por R, la rotacién en un angulo 27ra. En notaciéon multiplicativa

Ro(2) = 29z con zy = ™.

Ademas, en notacién aditiva tenemos

R,(z) =2+ a (mod 1).

eZm'(p

Figura 1.1: Identificamos el punto ¢ € [0,1) con el punto ™% € S!.

Notemos que la coleccién {R, : a € [0,1)} es un grupo conmutativo con la composicién
como operacién. El elemento inverso esta dado por R, '(z) = R_,(x) y ademés Ry es la funcién
identidad. Las iteradas de las rotaciones son

R} (z) = Rya(z) = 25z obien RI(z)=x+ na (mod 1)
pues para z = ¢2™% € S! tenemos que
R'(z) = R *(e?kat9)) para 1 <k <n
— (627m'a>n€2m'<p

— n
= 25z
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Por otro lado, para z € S' = R/Z tenemos que

R'(x) = R " (x+ ka (modl)) paral <k <n
= z+na (modl).

Para considerar al circulo como un espacio métrico debemos dotarlo de una funcién distancia.
Si consideramos S* := {(x,y) € R? : 22 + y*> = 1} entonces el circulo hereda la distancia usual
de R2. Por otro lado, el circulo también hereda una distancia de R:

d(xz,y) = min{dg(z +n,y +m) : n,m € Z}

Podemos pensar esta distancia como la medida del arco menor que une dos puntos de S*. Luego
tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 1.2.1. R, es una isometria.
Demostracion. Sean x,y € S*. En efecto,

d(Ru(x), Ra(y)) = min{dr(Ra(z) +n, Ro(y) +m):n,m e Z}
= min{dg(z+a+n,y+a+m):nmeZ}

min{dg(x +n,y +m) : n,m € Z}

= d(z,y)

]

Una distincion crucial aparece cuando « es numero racional o cuando « es un nimero
irracional. En el primer caso, escribimos o = p/q, donde p y ¢ son primos relativos. Entonces
se verifica que R es la funcion identidad,

q() — 9, —

Ri(z) =252 =2

luego R, después de g iteradas se repite sobre si misma.
Proposicion 1.2.2. Si «a es irracional entonces la rotacion R, es minimal.

Demostracion. Sea A C S' la clausura de una érbita de uno de sus puntos. Supongamos que
dicha érbita no es densa. Entonces S*\ A es un abierto invariante distinto de vacio que consiste
de intervalos disjuntos. Sea I el mas largo de estos intervalos (o escogemos alguno de los mas
largos si son varios). Como la rotacién preserva el largo de los intervalos (R, es una isometria),
las iteradas R"(I) no se superponen. En otro caso S'\ A deberfa contener un intervalo mas largo
que I. Ahora, como « es irracional, ninguna de las iteradas de I puede coincidir, pues se tendia
entonces que un punto final x de una iterada de I deberia volverse sobre si mismo y tendriamos
r 4+ ka =z (mod 1) con ka = [ un entero y luego oo = I/k, lo que contradice el hecho que «
es irracional. Luego los intervalos R!(I) son todos de igual largo y todos disjuntos, pero esto es
imposible pues el circulo tiene largo finito y la suma de los largos de estos intervalos disjuntos
no pueden exceder el largo del circulo. O
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1.3. Conjugaciones topoldgicas y factores

Para clasificar sistemas dinamicos, necesitaremos la nocién de equivalencia.

Definicién 1.3.1. Sea » > 0. Dos funciones de clase C", f : M — M y g : N — N son
topoldgicamente conjugadas si existe un homeomorfismo h: M — N tal que f =h togoh.

Notemos que si z es un punto fijo de f conjugada a g por h, entonces

W) = (ho f)(x) = (g oh)(z) = g(h(z)).

Luego h(z) es un punto fijo de g. Asi, h lleva de conjunto de puntos fijos de f en conjunto de
puntos fijos de g. Como h es un homeomorfismo, este preserva todas las propiedades topologicas
del conjunto Fix(f) al conjunto Fix(g).

Definicién 1.3.2. Decimos que dos funciones de clase C", f : M — M y g: N — N son C™
equivalentes o C™ conjugadas, (m < 1), si existe un difeomorfismo de clase C™; h : M — N,

tal que
f=htogoh.

La existencia de tal h es referida como una conjugacion (suave).

Proposicién 1.3.3. Si f es topologicamente conjugada a g por el homeomorfismo h, entonces
f™ es topoldgicamente conjugada a g™ por el homeomorfismo h para todo n € N (y para todo
n €7 si f es invertible).

Demostracion. Basta observar que
h_lofnoh:(h_lofoh)n:gn.

Ademés, si f y g son invertibles entonces tomando las inversas tenemos que f~! = h~log toh,
y por lo tanto la proposicién vale para todo n € Z. O

En tanto, el reciproco de esta proposicién no es verdadero. Por ejemplo, f(z) = x + % (mod
1) y g(x) = z son tales que f%(z) = ¢g*(x). Pero g posee una infinidad de puntos fijos y f no
posee puntos fijos.

Proposiciéon 1.3.4. Siv f : M — M es topolégicamente conjugada a g : N — N por un
homeomorfismo h y f es topologicamente transitiva entonces g es topolégicamente transitiva.
Consecuentemente, si f es minimal entonces g es minimal.

Demostracion. Primero probaremos que el homeomorfismo h lleva dérbitas densas en orbitas
densas. En efecto, sea D un conjunto denso en M. Entonces dado a € M existe una sucesion

{tn}nen C D tal que lim u,, = a. Por continuidad de h tenemos que lim h(u,) = h(a).
n—oo n—oo

Sea b € N tal que a = h™!(b). Por lo que acabamos de ver, existe una sucesién en h(D) que
converge a h(a) = b. Por lo tanto, h(D) es denso en N.
Sea z un punto de una érbita densa Of(x). Luego,

WOy (x)) = {h(f"(x)) : n € N} = {g"(h(2)) : n € N}

es denso en N. Por lo tanto, h(x) es un punto de una drbita densa para g. O
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Definicién 1.3.5. Una funcién g : N — N es un factor (o factor topolégico) de f: M — M si
existe una funcién continua y sobreyectiva h : M — N tal que ho f = g o h. La funcién h es
llamada semiconjugacion.

Notemos que si una semiconjugacién es invertible entonces es una conjugacion topolégica.
Luego el siguiente diagrama conmuta:

M-

>
>

1.4. Clasificaciéon topoldégica

Si el circulo unitario es visto como S' = R/Z, es préctico pensarlo como el intervalo [0, 1] con
los puntos 0 y 1 identificados. Esto nos lleva a una representacion para el grafico de funciones
St — S'. Estas funciones son representadas en un cuadrado de lado 1 (R/Z x R/Z). Para que
el grafico de una funcién represente una funcién continua, este debe intersectar al eje vertical
x = 0 en la misma coordenada horizontal en cual intersecta al eje vertical z = 1, e intersectar
en el eje horizontal y = 0 en la misma coordenada vertical en el cual intersecta al eje horizontal
y = 1. Esto estd ilustrado en la Figura 1.2.

Figura 1.2:

En lo que sigue denotaremos por [z] a la parte entera de un ndmero real z. O sea, [z] =
max{m € Z : m < z}. Definimos la proyeccién natural como la funcién

mT:R— S'=R/Z
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que estd dada por 7(z) = x (mod 1). Podemos interpretar m como la parte fraccionaria de z. A
continuacién mostraremos algunas propiedades de esta funcién. En adelante, denotaremos [x]
como la parte entera de x, es decir, [z] := méx{k € Z : k < z}.

Proposicién 1.4.1. Dados x,y € R y k € Z entonces:
1. w(z) =m(y) si y solo six—y € Z.
2. n(x) =7(x+k).

Demostracion. 1) Supongamos que 7(z) = 7(y). Entonces  — [z] = y — [y] y luego z —y =
[z] — [y] € Z. Por lo tanto x — y € Z. Ahora supongamos que x — y € Z, observemos que

m(x) = 7(y) = v — [z] —y + [y]

y entonces m(z) — w(y) € (—1,1) NZ = {0}. Por lo tanto, 7(z) = 7(y).
2)Notemos que
v+ k= (n(z) + [z]) + k = n(x) + ([z] + k)

y como 7(z) € [0,1) y [x] + k € Z entonces w(z + k) = 7(x). O
Definicién 1.4.2. Sea f : S* — S! un homeomorfismo. Consideremos la proyeccién natural
mT:R— S'=R/Z

dada por m(z) = x (mod 1). Se llama levantamiento de f a cualquier homeomorfismo F': R — R
que satisface
fom=moF

El siguiente diagrama ilustra la igualdad.

También diremos que f preserva orientacion si cualquiera de sus levantamientos F' es una
funcién estrictamente creciente. Un levantamiento de f nunca es unico pues para cada k € Z
tenemos que,

mo(F+k) = moF+mok
= mokF
= for
por lo que F + k también es un levantamiento de f. Ademaés se tiene que si F'y G son levanta-
mientos de f y g respectivamente, entonces FoG es un levantamiento de fog. Consecuentemente,
F™ es un levantamiento de f" para todo n € N.

Lema 1.4.3. Sea f : S' — S una funcién continua arbitraria. Consideramos la proyeccién
natural T : R — S' donde S* = R/Z y un levantamiento F de f. Entonces, F(x +1) — F(z) es
un entero que es independiente de x y del levantamiento.
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Demostracion. En efecto, m(F(z + 1)) = f(n(z + 1)) = f(n(z)) = 7(F(z)) por tanto se sigue
que F(x + 1) — F(x) es un entero. Si consideramos la aplicaciéon h : R — Z dada por h(z) =
F(x+1)— F(x) entonces por ser h continua su imagen es un conjunto conexo de Z y por tanto h
es una funcién constante, asi F'(x + 1) — F(x) es independiente de z. Ahora supongamos que F
es otro levantamiento de f, entonces 7(F(z)) = f(n(z)) = m(F(x)), luego F — F es una funcién
continua de valor entero y por tanto constante, asi entonces Flz4+1)—F(z+1) = F(z) — F(z)
y por lo tanto, F(z +1) — F(z) = F(z + 1) — F(z). O

Definicién 1.4.4. Si f: S' — S' y F es un levantamiento de f entonces F(z + 1) — F(x) es
llamado el grado de f y es denotado por deg(f).

El grado de una funcion continua nos dice cuantas “vueltas” da la imagen alrededor del
circulo. Siendo asi, en caso de tener un homeomorfismo, tenemos que deg(f) = 41 (por ser
invertible). Luego, vale que:

1. Flx+1)=F(z) + 1.
2. F"(x+1) = F™(z) + 1 para todo n € N. (se verifica por induccién)

Ejemplo 1.4.5. Se define la funcidn de expansion lineal E,, : S* — S* por E,,(z) = ma (mod
1) donde m € Z y |m| > 1. Un levantamiento de E,, estd dado por la funcién E,, : R — R
definida por E,,(z) = mz. Luego se sigue inmediatamente que deg(E,,) = m.

Ahora recordemos que la topologia uniforme o topologia C° esté definida en el espacio de las
funciones continuas f : S' — S*, ella es la topologia inducida por la métrica

1£llco = méx{|f(z)] : z € §*}.
Lema 1.4.6. El grado es continuo y por tanto localmente constante en la C° topologia (unifor-

me).

Demostracion. Sea g : S* — S uniformemente cercana a f. En particular podemos asumir que
dist(g(x), f(x)) < 1/4 para todo z € S'. Sean F' y G levantamientos respectivos de f y g, con
|F'(0) — G(0)] < 1/4, y sea también p(x) = G(x) — F(x). Debemos probar que deg(f) = deg(g).
En efecto, para x € [0, 1] tenemos que

Glx+1)—px+1) =

(f) = o(z)
z +1) + deg(f) — deg(g) — ¢().

Luego deg(f) — deg(g) = ¢(z + 1) — ¢(x). Pero dado que dist(f(x), g(x)) < 1/4 y que |F(0) —
G(0)| < 1/4 implica que |p(z)| < 1/4 para todo € R. Luego |¢(x + 1) (x)| < 1/2, pero
como |p(x + 1) — ¢(x)| € Z entonces tenemos que ¢(x + 1) — ¢(x) = 0, esto implica que

deg(f) = deg(g). O

Il
QQm
=
+
(oW
@)
o)}
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1.5. Un estudio de la teoria del grado

En esta parte estudiaremos un poco mas el concepto de grado de una aplicacién del circulo.
Primero es importante conocer la siguiente definicion.

Definicién 1.5.1. Si f y g son funciones continuas del espacio X al espacio Y, decimos que f
es homotdpica a g si existe una aplicacién continua F': X x [0,1] — Y tal que

F(x,0) = f(z) v F(z,1)=g(z)

para cada z € X. La aplicacién F' se conoce como homotopia entre f y g. Si g es una funcién
constante decimos que f es homotopicamente nula.

El hecho en que dos funciones son homotdpicas es una relacion de equivalencia, para este
resultado puede consultarse la pagina 368 del libro Topologia de J. Munkres, ver [3] .

Proposicién 1.5.2. deg(f) es un invariante homotopico completo, esto es, deg(f)=deg(g) siy
solo st f y g son homotdpicas.

Demostracion. Supongamos que f y g son homotopicas, luego por el Lema 1.4.6 se sigue que
deg(f) = deg(g). Reciprocamente supongamos que deg(f) =deg(g), como la relacién de ho-
motopia es de equivalencia demostraremos que si deg(f) = k entonces f es homotépica a la
transformacion de expansion lineal Fy. En efecto, sea deg(f) = k, sea F' un levantamiento de f
y sea Fi(x) := (1 —t)F(x) 4 tkx. Luego F; define una homotopia entre F' y k- Id y ademés,

VF(x+ 1) + th(x + 1)
= (1—-t)(F(x)+k)+thk(x+1)
= (1—=t)F(x)+ (1 —t)k + thx + tk
= Fi(z)+k

Fi(z+1) = (1—t

Esto implica que si w(x) = m(y) entonces w(Fy(x)) = w(Fi(y)), por lo tanto F; proyecta una
homotopia entre f y Ej, en S'. O

Lema 1.5.3. Sea f : S' — S una funcién continua de grado m, m # 1. Entonces f posee un
levantamiento con un punto fijo p € [—%, %]

Demostracion. Sea F un levantamiento de f y sea G(t) = F(t) — t. Como
G(1/2) = G(-1/2)=F(1/2) — F(-1/2) —=1=m —1

existe a lo menos un entero k entre G(—1/2) y G(1/2). Luego por Teorema del Valor Inter-
medio existe p € [—1/2,1/2] tal que G(p) = k. Asi, reemplazando F' por F' — k obtenemos el
levantamiento en que F'(p) = p. ]

Proposicién 1.5.4. deg(f o g) =deg(f)-deg(g).

Demostracion. Si deg(f) = k y deg(g) =l y sean F' y G levantamientos de f y g respectiva-
mente. Sabemos que F o G es levantamiento de f o g, luego

(FoG)(x+1)=F(G(z)+1) = F(G(x)) + ki
y asi entonces F(G(z + 1)) — F(G(x)) = kl. Por lo tanto, deg(f o g) = kl. O
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Corolario 1.5.5. deg(f™) = (deg(f))™ para todo n € N.

Ahora para funciones del circulo queremos explorar las posibilidades de obtener érbitas
periddicas a partir del grado de la funcién. Sea P,(f) como en la Definicién 1.1.6, esto es,
P,(f) := CardFix(f™), de donde Fix(f™) es el conjunto de los puntos fijos de f" entonces
tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.6. P,(f) > |(deg(f))™ — 1| para cualquier funcién continua f : S* — St.

Demostracién. Primero probaremos para n = 1. En efecto, sea f : S — S! continua de grado k,
buscaremos |k — 1| puntos fijos para f. Observemos que por el Teorema del Valor Intermedio la
ecuaciéon F(y)—y = 0 (mod 1) tiene |k — 1| soluciones en [0, 1), como F(1)—1 = F(0)—0+k—1,
entonces cualquier punto fijo via proyeccién de F' es un punto fijo de f.

Por otra parte, para verificar para n > 1, notamos que

Fu(f) = Pi(f") = |deg(f") — 1] = [(deg(f))" — 1].
O

Esta estimacion a menudo nos da un gran nimero de puntos periddicos, pero en algunos
casos este numero se puede predecir como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.5.7. La funcién f, : [0,1] — [0, 1] dada por z — 4x(1 — =) de la familia cuadrética
induce una transformacién f en S* de grado cero (su imagen no alcanza a dar una vuelta). Por
otro lado es facil ver que P,(fy) = 2" dibujando inductivamente las funciones f™ y calculando
el nimero de estos puntos de las intersecciones con la diagonal.

(a) Gréfico de fy (b) Gréfico de f? (c) Gréfico de f3

Figura 1.3: Graficos de las primeras iteradas de f en R/Z x R/Z.



Capitulo 2

Homeomorfismos del circulo

En esta seccion daremos la definiciéon de Niimero de Rotacion. Esta definicion fue introducida
por Poincaré (1885). El probé que el nimero de rotacién de un homeomorfismo es irracional si
y solo este homeomorfismo no tiene puntos periédicos, y mas aun, que un homeomorfismo con
numero de rotacion irracional es semiconjugada a una rotacion del circulo con el mismo niimero
de rotacion.

2.1. Numero de rotacion

Proposicién 2.1.1. Sea f : S' — S un homeomorfismo que preserva la orientacién y F :
R — R un levantamiento de f. Entonces

A(F) = lim ~(F"(z) - 2)

[n|—o0 TV

existe para todo x € R. 7(F) es independiente de x y bien definida hasta un entero, esto es, si
Fy y F5 son dos levantamientos de f entonces 7(Fy) —7(Fy) = Fy — Fy € Z. Si f tiene un punto
periddico entonces T(F') es racional.

Esta proposicién justifica la siguiente definicién:

Definicién 2.1.2. 7(f) := 7n(7(F)) = 7(F) (mod 1) es llamado el nimero de rotacion de f.
Notamos que el nimero de rotacién es un nimero real en el intervalo [0, 1).

Demostracion de la Proposicion 2.1.1
1) 7(F) es independiente de z: Como f es un homeomorfismo que preserva orientacion, tenemos

quedeg(f) =1, 0sea; F(z+1) = F(z)+1. Sean z,y € [0, 1) luego tenemos que |F(y)—F(x)| < 1,
en consecuencia

1R (@) —al — | ") ~ gl < - (F" () = ()] + ] — yl) <

S

pues |[F"(x) — F"(y)| < 1 cuando |x — y| < 1 y por lo tanto el nimero de rotacién de x e y
coinciden.

13
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2) Existencia: Dado x € R y sean z,, = F"(z), a,, := x, — x, k := [a,]. Entonces

Uprn = F™(x) —2

= F™(z,) —x

= (sz(:t~|—k) ;)(934—1{:)) + (z, — ) + (F™(x,) — F™(x + k))
(T — ) + (20— ) + (F () — (x4 k) — (2 — 7 — )
am +a, +1

IA I

pues F™(z) — F"(y) < 1 cuando z — y < 1 y tenemos que
0<z,—z—k=a,—|a,) <1

Por otro lado tenemos que

An

1
n n
1

v
|
E.
=
3
|
s
I

min (F(y) —y).

ni= 0<y<1 0<y<1

Como
Fle+1l)—(z+1)=F(x)+1—-(z+1)=F(z) -z

entonces F' — Id es 1-periédica. Luego a,/n estd acotada inferiormente y por lema 2.1.3 (ver
apéndice) se prueba que el limite de a,,/n existe. Ahora probaremos que 7(F') estd bien definida
hasta un entero. Notemos primero que 7(F+k) = 7(F)+k para k € Z. En efecto, demostraremos
por induccion que

(F+k)"(x) = F"(x) + nk.

Para n = 1 el resultado es obvio. Supondremos valido para n y probaremos para n+ 1, en efecto,

(F+ k) () = (F+k)(F+k)"(x)

(F'+ k)(F"(x) + nk)

F(F™(x) +nk)+k
F i (z) +nk+k

= F"(2)+ (n+ 1)k
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y en consecuencia

FF4k) = lim 2(F+k)"() - 2)

[n|—o0 M

1
= lim —(F"(x)+nk—x)

[n|—o0 T

= lim l(F"(x)—av)—i—k

[n|—o0 M

= 7(F)+k
Recordamos que cualquier levantamiento F; de f es de la forma Fy = F» + k para algun k € Z,

y por tanto se sigue que
T(Fl)—T(F2> =keZ.

Ahora supongamos que f tiene un punto periddico de periodo ¢, es decir, existe x € R tal
que fi(m(z)) = m(x). Se verifica que

mo = flom.
Por lo tanto, 7(F%(x)) = fi(m(x)) = w(x), o sea, que tenemos que F(x) = x + p para algin

p € Z. Luego si m € N tenemos

A(F) = lim ——(F™(z)— 1)

m—00 mq

m—1

=l - S () - P(a)

mp _p

= lim —£ =%

m—o00 M(q q

Luego 7(F) = £ € Q y asf concluimos la demostracién de la Proposicion 2.1.1.

Ejemplo 2.1.3. Consideramos la rotaciéon R, : S' — S! dada por
R.(x)=z+a (mod 1).
Cualquier levantamiento R, : R — R es de la forma
Ry(z)=x+a+k

para algin k € Z, es decir, una traslacion de x por a + k para algin k£ € Z. El niimero de
rotacién en este caso seria

T(Ry) = lim l(ﬁg(x) —z) (mod 1)

n—oo N,

1
= lim —(z+na+nk—2z) (mod 1) =a.

n—oo M,
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Ejemplo 2.1.4. Sea f : S' — S! continua y sea F un levantamiento de f. Entonces 7(Ryo0 f) =
7(f) + a. En efecto, usando el ejemplo anterior tenemos que

H(Raof) = lim S((Ruo F)"(z) —x)) (mod 1)

n—oo 1N

1
= lim —(F"(z) + na+nk —2) (mod 1)

n—oo M,

= lim l(F”(:z:) —z)+a+k (mod 1)

n—oo N

= 7(f)+ .
Proposicion 2.1.5. El numero de rotacion es invariante por conjugaciones topologicas.

Demostracion. Sean f y h homeomorfismos de S! que preservan orientacién y sean F'y H
levantamientos de f y h respectivamente. Entonces se verifica que H~! es levantamiento de h~!
y que H o F o H™! es levantamiento de h o f o h~!. En efecto,

noH '=htohoroH '=hloroHoH '=h"tor
m(HoFoH 'Y=homroFoH '=hoforoH '=(hofoh ).
Luego, para todo = € R se cumple lo siguiente

(HoFoH YWY (2)—2z (HoF"oH ) (z)—=x

n n

_ H(F"o H ' (z)) — (F"o H')(x) N (Fro H V) (x) — H (2) N HYz) — z

Como los numeradores del primer y tercer término de la ultima expresién estan acotados y son
indepedientes de n, podemos concluir que,
HoFoH Y)Y (2)—x F*(z) —x
T(hOfoh_l)Zh'm( )"(@) Zh/mL:T(f)-

n—00 n n—oo n

]

Probamos anteriormente que si existe un punto periédico entonces el niimero de rotacion es
racional (Proposicién 2.1.1). Ahora probaremos el reciproco.

Proposicién 2.1.6. Sea f un homeomorfismo que preserva orientacion de S*. Entonces 7(f)
es ractonal, si y solo si f tiene un punto periddico.

Demostracion. Supongamos que 7(f) = p/q € Q. Entonces segun la definicién de T,

1 1
my _ 1/ - Fm n _ — 1’ an — = d ]_
F(f™) = lim - ((F7)(w) — 2) = m lim (™ (2) — ) = mr(f) (mod 1)
Se sigue que 7(f?) = 0. Luego es suficiente probar que si 7(f) = 0 entonces f tiene un punto

fijo.
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Supongamos que f no tiene puntos fijos y sea F' el levantamiento tal que
F(0) € [0,1). Entonces F(z) — x € R\Z para todo x € R pues, de lo contrario F(z) —x € Zy
entonces tendriamos,

m(F(z)—2)=0 < n(F(z)) =mn(z)
& [fr(z)) = (2)
lo que significa que mw(z) seria punto fijo de f. Por lo tanto, se tiene que
F(z)—z € (n,n+1)
para algin n € Z, pero F'(0) — 0 = F(0) € [0,1) y asi se tiene necesariamente que
0< F(z)—z<1.

Como F —1Id es continua entonces en [0, 1] se alcanza un minimo y un maximo y por tanto,
existe un 6 > 0 tal que
0<d<F(zx)—xz<1-6<1

Por periodicidad de F' — Id esta estimaciéon se tiene para todo x € R. En particular nosotros
podemos tomar x = F(0) y sumanto desde 7 = 0 hasta i = n — 1 obtenemos

nd < F*(0) <n(l—9)

o bien o
§ < ©) <1l-o.
n
Se concluye asi que
(0
7(f) = lim 0 #0

n—oo n
lo cual es una contradiccién pues suponemos que 7(f) = 0. Por lo tanto, f tiene un punto fijo
y en consecuencia f tiene un punto g-periodico. ]

Esta tltima proposicién nos serd muy ttil en adelante, en particular, el hecho que en que si
7(f) es irracional entonces f no tiene puntos periédicos y viceversa.

Proposicién 2.1.7. Sea f : S* — St un homeomorfismo que preserva orientacion con nimero
de rotacion racional. Entonces todas las orbitas periddicas tienen el mismo periodo.

Demostracion. Si 7(f) = p/q, donde p y ¢ son enteros relativamente primos. Vamos a probar
que para cualquier punto periddico m(x) existe un levantamiento F' de f tal que F9(z) = = + p.
Si m(z) es periddico y F' es levantamiento entonces F"(x) = x + s para algin r, s € Z, luego se
verifica que F™ (x) — x = ns y entonces

T o
P o (F) = i ) T8 g, M8 S

Podemos escoger F' tal que £ = 0 y entonces tenemos que s = mp y r = mq para algin
entero m. Luego se verifica por induccién que si F'9 — p > x entonces F™(x) —mp > x. O sea,

Fr(z)—s=F"(z)—mp>uzx
lo que es imposible. Asi, se tiene que F(x)—p < z. Analogamente se prueba que si F'9(z)—p < x
entonces F™(x) —mp = F"(x) — s < x lo que también es imposible por lo que F(z) —p > x.
Por lo tanto, F'9(z) — p = x y concluimos que todas las 6rbitas periédicas tienen el mismo
periodo gq. O
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2.2. Estabilidad sobre perturbaciones

Los siguientes resultados consideran la estabilidad o la inestabilidad del nimero de rotacién
cuando este es racional o irracional. La definicién de nimero de rotaciéon sugiere ademas que
esta es mondtona: Si F} > Fy entonces 7(F)) > 7(Fy). Esto lleva a la siguiente terminologia:

Definicién 2.2.1. Definimos un ordenamiento < en la coleccién de homeomorfismos del circulo
que preservan orientacién como sigue: Si fo: ST — Sty fi: St — S! son tales que

fo(z) + fi(z) # 0 para todo = € S,

construiremos una homotopia lineal f; : ST — St entre fy y f1 con t € [0,1] por

tfo+(1—1)f
Itfo+ (1 =t)fill

Levantando esta homotopia obtenemos Fy y Fi, que son los levantamientos de fy vy fi respecti-
vamente. Decimos que fy < f1 si Fy(z) < Fi(x) para todo =z € R.

fi=

Notamos que este ordenamiento ”<"no es transitivo. La definicién de rotacion lo implica
inmediatamente

Proposicién 2.2.2. 7(-) es mondtona: St fo < fi entonces 7(fo) < 7(f1) si los representantes
de T son escogidos via levantamientos compatibles.

Observacion 2.2.3. En particular si {f;} es una familia de homeomorfismos del circulo que
preservan la orientacién tal que f;(z) es creciente en ¢ para todo z € R entonces 7(f;) es no
decreciente en t.

Para valores irracionales el nimero de rotacién es estrictamente creciente:
Proposicién 2.2.4. Si f; < fo y 7(f1) € R\Q entonces 7(f1) < 7(f2).

Demostracion. Sean F) y F5 levantamientos como en la definicién de “<”, entonces se cumple
que Fy(x) — Fi(x) > 0 para todo = € R, por continuidad y periodicidad de F, — Fj se tiene que
Fy(xz) — Fi(x) > 0 para algin § > 0 y todo = € R. Si tomamos p/q € Q tal que

p/q—90/q < T(F1) <p/q

entonces existe zo € R tal que F{(zo) — xo > p — d. En otro caso, se tendria que

o O
T(Fl) o nlaoo ng
T ong E(Ff(Ff‘](w)) — Fy*(2))

n—1

1 7 i
— > (p—0+F'—F%) =p/g—d/q

=0

IN
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una vez que
Fi(zg) =

5

(F§ " (x0))
Fy(F§™ (o)) + 0
Fy(FF (o)) + 6

= qu £C0)+5>$0+p

vV Vv

Luego tenemos dos hipétesis, que Fy(x) > x + p para todo z € R o que Fy(x1) = 1 + p
para algin z; € R. En ambos casos tenemos que 7(Fy) < p/q < 7(F») y por lo tanto, 7(f1) <

T(f2). []
Proposicién 2.2.5. 7(-) es continua en la C°-topologia.

Demostracion. Mostraremos que dado un homeomorfismo f : S* — S que preserva orientacion,
cualquiera sea 6 > 0, existe un € > 0 tal que para todo x € R tenemos que,

1f(2) = g(z)llco <€ = |7(f) = 7(g)] <

donde cada ¢ : S' — S' es un homeomorfismo que preserva orientacién. Sea 7 = 7(f) y sean
p/q, r/s € Q tales que
r/s <t <plq.

Luego escogemos un levantamiento F' de f tal que
—1<Flz)—z—-p<0

para algin x € R. Notemos que F'9(z) < = + p, pues de lo contrario, F'%(x) = x + p, para algin
zr € R, entonces f tendria un punto g-periédico y asi 7(f) = p/q. La funcién F'? — Id alcanza
un maximo pues es continua y peridédica. Por lo tanto, existe 0 > 0 tal que

Fliz)<z+p—19

para todo z € R. Sea e > 0 y sea g : S — S' un homeomorfismo que preserva orientacién con
|f — gllco < €. Sea G un levantamiento de g. Notamos que G puede ser escogido de modo que

|F(z) — G(x)| < e
para todo = € R. Asi, para un e suficientemente pequeno tenemos que
Glz)<zx+p—9§
para todo x € R. Consecuentemente obtenemos que 7(g) < p/q ]

Proposicién 2.2.6. Sea f : S — S un homeomorfismo que preserva orientacion con nimero
de rotacion racional T(f) = p/q y puntos no-periddicos. Entonces todas las perturbaciones
suficientemente cercanas f con f < f o bién todas las perturbaciones suficientemente cercanas
f con f < f tienen niimero de rotacion p/q.
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Demostracion. Como f tiene puntos que no son periddicos, entonces existen puntos z € R tales
que fi(m(x)) # w(x) y luego asi para un levantamiento F' de f existen también puntos z € R
tales que F'9(x) — p # x. De esta forma F'? — [d — p no es identicamente nula y tiene ceros pues
f tiene nimero de rotacion racional. Supongamos que existe x € R tal que

Fi(x) —x —p>0.
Entonces para cualquier perturbacién f suficiente cercana f < f vemos que
Fliz)—z—-p>0
donde F es un levantamiento de f. Como F* — Id es continua y periédica existe § > 0 tal que
Fliz)—2—p—0>0

para todo x € R. Procediendo de forma andloga a la demostracién de la Proposicion 2.2.4.
obtenemos que 7(f) > p/q. Asi, si f < f, tenemos que F(x) < F(x) para todo x € R y luego

T(f) <7(f) =p/a.
Por lo tanto 7(f) = p/q. Analogamente se prueba para perturbaciones f en que f < f. O

Definicién 2.2.7. Una funcién continua y monétona ¢ : S — R es llamada escalera del diablo
si existe una familia {I,},c4 de subintervalos abiertos y disjuntos de [0, 1] con unién densa tal
que ¢ obtiene distintos valores cosntantes en estos subintervalos.

Proposicién 2.2.8. Sea { fi}icjo,1) una familia continua y mondtona de homeomorfismos del
circulo que preservan orientacion tal que T @t — T(f;) es no-constante. Si existe un conjuto
denso S C Q tal que ninguna funcion f; es topolégicamente conjugada a una rotacion R, con
a € Q, entonces T es una escalera del diablo.

Demostracion. Por las Proposiciones 2.2.2 y 2.2.5 tenemos que 7 es mondtona y continua.
De la Proposicién 2.2.6 se sigue que 77(S) es una unién disjunta de intervalos cerrados de
largo positivo. Falta verificar que 771(S) es denso. En efecto, podemos asumir (agrandadando
S si es necesario), que 7(f;) = p/q € Q\ S. Entonces f; es topoldgicamente conjugada a
una rotacién R, ;. Asi la Proposicién 2.2.4 implica que 7 es estrictamente mondtona en los
puntos ¢t € 771([0,1]\ S): El nimero de rotacién es estrictamente creciente cuando toma valores
irracionales y cuando las funciones del circulo conjugan con rotaciones racionales. Luego para
t €0,1)\ 771(S) y € > 0 tenemos que 7(t) # 7(t + €) y por tanto por la densidad de S, la
continuidad de 7 y por el Teorema del Valor Intermedio existe t; € 771 N[t, t+¢]. Con un similar
argumento para el caso t = 1 se completa la demostracion. O

Para concluir observamos que los resultados de esta secciéon depende de la monoticidad y la
continuidad de f, pero no de la invertibilidad. Luego es suficiente asumir que f : S' — St es
una funcién continua que preserva orientacion de grado uno, esto es, tiene un levantamiento F'
que no es decreciente.



Capitulo 3

La clasificacion de Poincaré

En esta seccion daremos una descripcion completa de los posibles comportamientos de las
orbitas para homeomorfismos del circulo. En particular, daremos una descripcion de homeomor-
fismos del circulo mediante semiconjugaciones mondtonas.

3.1. Numero de rotacion racional

La siguiente proposicion dice que las érbitas de un homeomorfismo del circulo que preserva
orientacion se comportan de la misma manera que las orbitas de una rotacion del circulo con el
mismo nimero de rotacion.

Proposicién 3.1.1. Sea f : S' — S' un homeomorfismo que preserva orientacion con nimero
de rotacién racional 7(f) = p/q. Supongamos que p y q son primos relativos y sea T € S' tal
que fU(T) = T. Entonces el ordenamiento de {Z, f(T), f*(T), ..., f171(T)} en S es el mismo que

2 -1
{0, 2—), —p, o u} en S'. En particular las érbitas periddicas inducen intervalos en ST que
q 9 q
son permutadas por f.
Demostracién. Sea F un levantamiento de f tal que F(x) = x + p para z € 71 ({Z}). Esto es

posible de hacer, pues, por la Proposicion 2.1.1. tenemos que
m(F(x)) = fim(z) = fU(T) =T

y entonces F(x) € 7w '({Z})) y por lo tanto F(x) = z + p. Definimos el siguiente con-
junto, A := 7 Yz, f(T), fA(T), ..., f171(T)}, este conjunto define una particién de [z, z + p|
en p - ¢ intervalos. Al mismo tiempo el intervalo [z,x + p| es particionado en los intervalos
[z, F(z)], [F(x), F*(x)],...,[F"!(x), F(z)]. Como F es una biyeccién entre cualquier par de es-
tos intervalos adyacentes de la particién y preserva A, cada intervalo [F(x), F*"!(z)] contiene
exactamente p + 1 puntos de A. Ahora dados k,r € Z tales que el punto vecino derecho de
v en Aesx; = FF(x) — r definimos F = F* — 7. Como F es creciente en R y preserva A,
entonces r; = F(x) es el vecino derecho mas cercano de z en A y [z, F(x)] es dividido por A
en p subintervalos probando que F' (z) = F(z). En consecuencia, f*(z) = f(z) donde k es el
tinico nimero entre 0y ¢—1 tal que kp = 1 (mod 1). Por lo tanto la 6rbita sigue el ordenamiento

@, (@), @), .., [0 T@)).

21



CAPITULO 3. LA CLASIFICACION DE POINCARE 292

-1
Ahora sea Rer la rotacién de dangulo g. Tenemos que 7 {0, ]—9, e M

q q
kp 2k L
—p, p, e (¢=1) p)’ que es el mismo orden para f lo
qa g q
que concluye la prueba. O

} es una oOrbita

periodica y estd ordenada como <O,

La siguiente proposicion afirma que para homeomorfismos del circulo con nimero de rotacién
racional todas las d6rbitas no periddicas son asintéticas a las érbitas periddicas. Esto lleva a una
clasificacion de las posibles érbitas con nimero de rotacion racional.

Proposicién 3.1.2. Sea f: St — S un homeomorfismo que preserva orientacion con nimero
de rotacion racional 7(f) = p/q € Q. Entonces hay dos posibles tipos de drbitas no periddicas

para f:

1. Si f tiene solo una orbita periodica entonces todo punto es heteroclinico bajo f? a dos
puntos de la orbita periddica. Estos puntos son diferentes si el periodo es mayor que uno.

2. Si f tiene mds de una orbita periodica entonces cada punto no periodico es heteroclinico
sobre f9 a dos puntos en diferentes orbitas periddicas.

Demostracién. Sea zy € S! tal que f(zg) = xo. Notamos primero que f? puede ser identificado

con un homeomorfismo de S'\{zy}, o equivalentemente podemos escoger un punto z € 7! (zg) y

restringir el levantamiento F9(-) —p de f a [z, z+1]. Luego el resultado se sigue de la Proposicién

1.1.8. aplicado a este intervalo, excepto la ultima parte de (2), donde las dos drbitas en cuestién

son diferentes. Si existe un intervalo I = [a,b] C R tal que los puntos a y b son ceros adyacentes

de la funcion F'9 — Id — p y se proyectan en la misma érbita periddica, entonces f tiene una
q—1

sola 6rbita periddica, pues si w(a) = z € S, 7(b) = f¥(x) € S! entonces |J f™*n(a,b) es
n=0

un recubrimiento del complemento de { f”(x)}%_:t en S' y no contiene puntos periddicos. Por

invarianza f"7(a,b) no lo hace ambas. O

Senalamos que no son solo puntos no-periédicos los que individualmente son asintoticos a
puntos periédicos, pero que este comportamiento es coherente para iteradas de puntos bajo f.
Asi que para un punto no-periédico z los puntos x, f(z), f*(x), ..., f7}(x) son todos positiva-
mente asintGticos a correspondientes iteradas y, f(y), f2(y), ..., f97*(y) de un punto periddico y
ellos son movidos en la misma direccién. Esto se sigue inmediatamente de la monoticidad.

Proposicién 3.1.3. St I € R es un intervalo en que sus extremos son ceros consecutivos de la
funcion F9— Id — p entonces esta funcion tiene el mismo signo en el interior de I y F'(I).

Demostracion. Si (F9 — Id — p)(xz) > 0 para € [ entonces F'? — Id — p es creciente en el
extremo izquierdo de /. Como F' es mondtona entonces (F9 — Id — p) o F' es creciente en el
extremo izquierdo de F'(I) y por lo tanto (F'? — Id — p)(z) > 0 para x € F(I).

El caso negativo es similar. O]



CAPITULO 3. LA CLASIFICACION DE POINCARE 23

3.2. Numero de rotacion irracional

El primer paso hacia una clasificacion en este caso es probar que las érbitas de una funcion
del circulo f con nimero de rotacién 7(f) € R\ Q estan clasificados como aquellos para la
rotacion R.(s) por 7(f).

Proposicién 3.2.1. Sea f : S' — S un homeomorfismo que preserva orientacién y F un
levantamiento con nimero de rotacion T = 7(F) € R\ Q. Entonces para ny,ns, my,ms € Z y
reR

nT +my < neT +mo sty solo st F™(x) +my < F™(x) + my (3.2.1)

Demostracion. Definimos p(z) := F™ (z) + my — F™(x) — my. Notamos que p(z) no cambia
de signo (y por lo tanto la segunda desigualdad en la proposicién 3.2.1 es independiente de
x). En efecto, por continuidad, un cambio de signo implica la existencia de z € R en que
F™(z) — F™(z) + my — my = 0, entonces F™(z) — F"(z) € Z y asi z proyecta un punto
periddico en el circulo, lo cual es imposible pues 7(F') es irracional.

Supongamos que F™(x) + m; < F"(z) + my. En particular, para x = 0 tenemos que
F™(0) + my < F™(0) + mq. Si hacemos y = F™*(0) tenemos que

Fmm™(y) <y +my —my

Esta ultima desigualdad vale para todo y € R, en particular vale para y = 0 y para y =
Fm=m2((), de donde
Frimn2 (0) < Mm9 — My

y ademas de las tltimas dos desigualdades obtenemos que
F2(n1_n2)<0) < (mg — ml) + Frimn2 (0) < 2(m2 — ml)

Luego se sigue por induccién que F™™~"2)(0) < n(my — my) para todo n € N. Siny; —ny >0
se sigue que
Fn(nlfng) 0 _ —
7= lim —() < lim n(mz —mi) _ M2 T
n—oo n(ny — ng) n—oo n(ny — ny) ny — No

(esta desigualdad es estricta pues 7 es irracional). En consecuencia
T+ myp < NoT + Mo.

Similarmente se prueba que F™ (x) + my; > F" 4+ my implica que ni7 + my > naT + my
concluyendo asi la demostracién. O

La Proposiciéon anterior tiene cierta semejanza con el resultado anterior acerca del caso de
nimero de rotacion racional en que sus érbitas periddicas estan ordenadas de misma manera
que la correspondiente rotaciéon. Para un nimero de rotacion racional se determina que las
Orbitas son asintoticas a las érbitas periddicas. Esto motiva el estudio de los comportamientos
asintoticos de las érbitas para homeomorfismo con nimero de rotacion irracional.
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Lema 3.2.2. Sea f : S' — S un homeomorfismo que preserva orientacién con nimero de
rotacion irracional. Entonces para v € S' y para distintos enteros m > n, toda semidrbita
intersecta al intervalo cerrado I = [f™(z), f*(x)] C S*.

Observacion 3.2.3. Para dos puntos distintos de S' hay exactamente dos intervalos distintos de
St en que sus extremos son estos puntos. El lema vale para las dos elecciones. Dado que 7(f)
es irracional entonces x es no-periédico e I no consta de un solo punto.

Demostracion. Consideremos la semiérbita positiva {f*(x)}rez+. La demostracién para se-
miérbitas negativas es igual. Luego es suficiente probar que S ¢ |J f~*(1).

kEN
Se definen los intervalos I, := f~*=™)(I). Notamos que los intervalos consecutivos son
contiguos pues tienen de punto comtin uno de sus extremos. En consecuencia, si S' # |J I
keN
entonces la sucesién de puntos extremos converge a algin z € S'. Entonces tenemos que
z o= lim frEOT(f7(g)) = lim foEEDOT(f0 ()
k—o0 k—o0
= lim fromforemm(fn(e)) = from dim foEOSm(f7()
k—ro0 k—ro0
— )
y asi z es periédico lo cual contradice el hecho que 7(f) es irracional. O

Ahora mostraremos como es la estructura de las 6rbitas de las funciones cuando su nimero de
rotacién es irracional. Veremos que en este caso todas las érbitas son densas o todas las érbitas
son asintdticas a un conjunto de Cantor (Ver Apéndice). En la siguiente definicién daremos una
caracterizacién un conjunto de Cantor.

Definicién 3.2.4. Diremos que un conjunto K C S' es un conjunto de Cantor si satisface:
1. K es compacto.
2. K es perfecto.
3. K es totalmente disconexo.

Recordemos que un espacio topolédgico de dice que es totalmente disconexo si sus inicos sub-
conjuntos conexos son los formados por un solo punto. Un conjunto perfecto es un subconjunto
cerrado tal que todos sus puntos son puntos de acumulacién. Por ultimo recordemos también
que un conjunto se dice nunca denso si el interior de su clausura es vacio.

Proposicién 3.2.5. Sea f : S' — S un homeomorfismo que preserva orientacion y con nimero
de rotacion irracional. Entonces para todos x,y € S*, x # y, se tiene que w(x) = w(y) y ademds
E :=w(x) es todo S' o es perfecto y nunca denso.

Demostracién. Por demostrar que w(z) = w(y) para todos x,y € S. Sea z € w(x), entonces
existe una sucesién creciente [, en N tal que lim f»(x) = 2. Si y € S* entonces por el Lema
n—oo

-
3.2.2 existe k,, € N tal que f*(y) € I, := [f'™(z), f'=+'(x)], por lo tanto lim fF=(y) = 2y
m—oQ



CAPITULO 3. LA CLASIFICACION DE POINCARE 25

asi z € w(y). Por lo tanto w(x) C w(y) para todo z,y € S' y por simetria w(r) = w(y) para
todo z,y € SL.

Ahora probaremos que F := w(z) o es igual a S 0 es nunca denso. Afirmamos que E es el
tinico conjunto cerrado e invariante por f. En efecto, sea A C S* cerrado, no-vacio e invariante
por f. Si x € A entonces {f*(z)}rez C A. Ademds,como A es cerrado, E = w(x) C A. Por lo
tanto, los tinicos conjuntos cerrados e invariantes de E son () y E.

Como la frontera de E, esto es, 0F = EN S\ E, es un subconjunto cerrado e invariante de
E, entonces OF = ) 0 OF = E. Si OF = () entonces ' = S'. Si OF = E entonces E es nunca
denso.

Por ultimo probaremos que E es perfecto. Sabemos que E es cerrado, falta probar que todo
punto de E es un punto de acumulacién de E. Sea x € E = w(x), luego existe una sucesién
creciente k, tal que nh_)rgo fHn(x) = 2. Como 7(f) € R\ Q no existen érbitas periddicas y luego

fkn(x) # x para todo n € N. Por lo tanto z es punto de acumulacién de E pues f*(x) € E por
invarianza. [

La proposicién anterior muestra que la estructura de las 6rbitas de funciones con niimero
de rotacién irracional es muy diferente de aquellas de las funciones con ntmero de rotacion
racional. Mientras que en el caso racional todas las orbitas o son periddicas o son asintoticas a
orbitas perioddicas, en el caso irracional las orbitas o son todas densas o todas son asintéticas
a un conjunto de Cantor. A medida que se profundiza nuestra comprensién veremos como se
amplia esta diferencia y volvemos al problema de la conjugacion: ;Cuando un homeomorfismo
del circulo es equivalente a una rotacién? En el caso de niimero de rotacion racional es evidente
que casi nunca es el caso: como todas la drbitas peridédicas de una rotacién racional tienen
el mismo periodo, cualquier cambio de coordenadas producira de nuevo una funcién con solo
érbitas periddicas (es una funcion tal que f? = Id).

Este contraste esta ausente en el caso de homeomorfismos con ntimero de rotacion irracional
y existe una intima conexién con las rotaciones irracionales.

Lema 3.2.6. Sea f : S' — S un homeomorfismo que preserva orientacion con mimero de
rotacion T = 7(f) irracional. Entonces existe una transformacion continua, mondtona y sobre-
yectiva h : S* — St tal que ho f = R,y o h.

Demostracion. Sea F': R — R un levantamiento de f y dado z € R. Definimos el conjunto
B = {F"(x) + m}nmez

que es el levantamiento total de la érbita de m(z). Sea H : B — R una funcién definida por
H(F™(z)+m) = nt+m. Por la Proposicién 3.2.1 tenemos que H es monétona. Ademés, H(B)
es denso en R porque 7 es irracional (Ver Proposicién 1.2.2). Por lo tanto, tenemos también que
la sucesién dada por n — n7 +m (mod 1), con n € Z, es densa en S.

Sea RT : R — R el levantamiento de R, dado por RT(x) = x + 7. Entonces

(Ho F)(F™"(x) +m) = H(F" ™ (z)+m)=(n+1)7+m

(R; o H)(F"(z) +m) = R, (nT +m) = (n+ 1)1 +m
por tanto se cumple que H o F' = RT o H en B.
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Ahora mostraremos que H tiene una extension continua a B. En efecto, sea y € B, entonces
existe una sucesion {z, },eny en B tal que y = lim x,,. Necesitamos verificar que
n—oo

H(y) = lim H(z,)
n—oo
existe para cada {x,},en v es independiente de la eleccién de la sucesién que se aproxima a
y. Como H es mondtona, existen limites a la izquierda y derecha, debemos verificar que estos
limites son iguales. Si suponemos por absurdo, que son diferentes, entonces R\ H(B) contendria
un intervalo, lo que contradeciria la densidad de H(B) en R. Por lo tanto, H(y) define una
extensién continua de H a B.

Como H es continua en By H(B) es denso en R concluimos que H : B — R es sobreyectiva.
Siendo también monoétona podemos extender H a R, extension que como veremos es continua y
monétona. Si hacemos H = ¢ en cada intervalo maximal de R\ B, donde c es el valor que toma
H en los extremos de dichos intervalos (los valores que toma H en los extremos del intervalo
son iguales pues H es mondtona y sobreyectiva). Luego obtenemos una funciéon H : R — R
continua, mondtona y sobreyectiva tal que

HoF =R.oH.
Observemos que para z = F"(x) + m € B tenemos que

H(z+1) = H(F"(xz)+m+1)
= nt+m+1
= H(z)+1

y asf por tanto existe h : S' — S! continua, mondtona y sobreyectiva tal que
hof=R.oh
obtenida por h(m(z)) = 7w(H(z)) para z € R. O

Teorema 3.2.7. (CLASIFICACION DE POINCARE) Sea f : S' — S un homeomorfismo que
preserva orientacion con numero de rotacion irracional.

1. Si f es topologicamente transitiva entonces f es topologicamente conjugada a la rotacion
Re(py.

2. Si f no es topoldgicamente transitiva entonces f tiene a la rotacion R,y como factor
topoldgico via una funcion mondtona, continua y no invertible h : S* — St.

Demostracion. Si suponemos que f es transitiva entonces usamos la misma contruccion de la
demostracién del Lema 3.2.6 para obtener la funcién H : B — R continua y monétona. Una
vez que una 6rbita de un punto z € S' es densa entonces tenemos que B = R y luego la funcién
h : S — S! construida anteriormente es ahora un homeomorfismo. Si f no es transitiva el
resultado es inmeditato del Lema 3.2.6. O]
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Observacion 3.2.8. Como B proyecta la clausura de la érbita de 7(x) que contiene a E = w(w(z))
y si escogemos x € 7 1(E) obetenmos que 7(B) = E. En el caso transitivo B =Ry F = S*,
pero en el caso no transitivo encontramos que si x € 7~'(E) entonces 7(B) = E es un conjunto
de Cantor. Consecuentemente en el caso de una semiconjugacién las dindmicas en el conjunto de
Cantor es casi conjugada a una rotacién irracional R, y): Si dos extremos de cualquier intervalo
complementario son identificados entonces h se convierte en una biyeccion entre el espacio de
indentificacién E/ ~ y Sy conjuga f|g/~ con R, . Todas las érbitas de f en E son densas
en E (por definicién de E). Por otro lado la construccion de E = w(z) lleva a que todos los
puntos fuera de E son atraidos a £ en ambos sentidos positivo y negativo, porque las iteradas
de un punto deben permanecer dentro de los intervalos complementarios de 'y el largo de estos
tienden a cero.

A la inversa, podemos pensar que una funcién no transitiva que se obtiene de una rotacién
irracional por la “explosién” de algunas érbitas de intervalos en que la unién forman el comple-
mento de E. Estos intervalos complementarios son permutados como los puntos de una érbita
por una rotacién irracional. Todos los puntos interiores en estos intervalos son errantes pues
ellos permanecen dentro de estos intervalos en que sus imagenes son todas disjuntas.

Mas adelante haremos la construccion completa de tal homeomorfismo. La clasificacion to-
polégica completa de los homeomorfismos del circulo con un nimero de rotacién irracional 7 es
dada por una coleccion finita o contable de érbitas de la rotacion R, mdédulo una translacion
simultanea de todas estas érbitas. Naturalmente todas estas orbitas son “explosion” bajo la
semiconjugacion del Lema 3.2.6.

3.3. Tipos de 6rbitas

En S! un punto puede tener seis diferentes tipos de dérbitas bajo transformaciones, tres casos
para funciones con nimero de rotacién racionales y tres casos para funciones con ntimero de
rotacién irracionales. Llamaremos a una érbita O homoclinica respecto de un conjunto invariante
S C S\ Osialr) =w(r) =S para cualquier x € O. Similarmente O es heteroclinica a dos
conjuntos invariantes disjuntos S; y Sy si O es disjunta de cada uno de ellos y a(x) = S,
w(z) = S parax € O.

Luego obtenemos la lista de posibles érbitas ilustradas en la siguiente tabla. Notamos que
en nuestra descripcion en el caso de niimero de rotacion racional, asi como nuestra notacion, no
es estandar en la literatura.
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] Ntmero de rotacion p/q € Q

\ Numero de rotacién o € R\ Q ‘

I» : Orbita periédica con el
rrtiismo periodo como Re y or-
denada de la misma forma co-
mo una érbita de R%‘

I, : Una érbita densa en S!
tal que es ordenada de la mis-
ma forma que una Orbita de
R, (como son los dos siguien-
tes casos).

II» : Una érbita homoclinica:
Se aproxima a una Orbita pe-
riédica dada cuando n — +o0
y cuando n — —oo.

II, : Una 6rbita densa en un
conjunto de Cantor.

[TI» : Una orbita heteroclini-
ca: Se aproxima a dos diferen-
tes oOrbitas periddicas cuando
n — +oo y cuando n — —oo0
(esto sucede cuando hay mas
de una drbita periédica).

III,, : Una 6rbita homoclinica
a un conjunto de Cantor.

Cuadro 3.1: Clasificacién de Poincaré.
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Capitulo 4

Difeomorfismos del circulo

En esta seccion concluiremos nuestro estudio de difeomorfismos del circulo con una pregunta
que nos podemos hacer: si dos difeomorfismos tienen el mismo niimero de rotacién, json entonces
topoldgicamente conjugadas? Arnaud Denjoy encontré un ejemplo en 1930 donde esto no sucede,
conocido como el contraejemplo de Denjoy. Basicamente construye a partir de una rotacion
irracional en el circulo, otra funcién del circulo, reemplazando la érbita entera de un punto por
una uniéon numerable de intervalos. Por otro lado, en el Teorema que lleva su nombre, demostré
que si un difeomorfismo de clase C* y derivada de variacién acotada (ver Definicion 4.1.1) tiene
numero de rotacién irracional 7 , entonces es topolégicamente conjugado a la rotacién R,.

4.1. El teorema de Denjoy

En esta parte conoceremos el Teorema probado por Arnaud Denjoy [1](1932). La demos-
tracion que presentamos ahora es la que aparece en el libro de A. Katok y B. Hasselblatt, ver

[2].
Definicién 4.1.1. Consideremos una particién de S* = R/Z dada por 0 < z; < ... <z, < 1.
Diremos que ¢ : S* — R es una funcién de variacion acotada si su variacién total:

Var(g) := sup 2 |9(z) — g(@pr1)]

0<@p<...<en <1 4

es finita.

Ejemplo 4.1.2. Toda funcion lipschitziana y por tanto toda funcion continua diferenciable es
de variacién acotada.

Teorema 4.1.3. (TEOREMA DE DENJOY) Un difeomorfismo de clase C', f : St — St con
numero de rotacion 7(f) € R\ Q y derivada de variacion acotada es transitivo y por tanto
topoldgicamente conjugado a una rotacion R.(y.

Para la demostracién del Teorema de Denjoy necesitaremos de los tres siguientes lemas.

Lema 4.1.4. Si f : S* — S es un homeomorfismo con nimero de rotacion irracional, entonces
para xog € S* ezisten infinitos n € N tal que los intervalos f*((xo, f (o)) son disjuntos para
0<k<n.
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Demostracion. Sea I = (xq, f~"(z0)). Una vez que f*(I) = (f*(xo), f¥7"(20)), basta probar
que existen infinitos n € N tales que f*(xq) € I para 0 < k < n.

Como f es o bien conjugada o semiconjugada a la rotacién irracional I, (), entonces la 6rbita
de zg estd ordenada de la misma forma que una érbita de un punto por la accién de R, (). Luego
podemos verificar que el enunciado del lema depende del ordenamiento de la 6rbita de xg, o
sea, necesitamos que sea valida la siguiente propiedad: f*(zg) no estd entre xq y f~"(xq) para
0 < k < n. Una vez que la drbita de xy es densa para la rotaciéon Ry, existen infinitos
n € N para la rotacién R, y por tanto también para el homeomorfismo f en que se verifica
el enunciado. O]

Lema 4.1.5. Sea X = S' 0 X =[0,1] e Y C X. Supongamos que f : X — X es tal que f|y es
de clase C' con f' es de variacion acotada y que |f'] es acotada lejos de 0 en'Y. Sea V < oo la
variacion de p : x — log|f'(x)|. Si I CY es un intervalo tal que I, f(I), ..., f*(I) son intervalos
disjuntos dos a dos en'Y y que x,y € I entonces

exp(—V) < 1) (@) < exp(V).

) ()l
Demostracion. Transformando sucesivamente, obtenemos que

VZ;MWWWWW|

Eﬂﬂ@%ﬁiﬁ%ﬂ

k=0 k=0

v

=[S sl - £ el

= Jos (T 174 @n1) ~ 1o (T 17 40001 )|
el s
= |log W = |los (%)‘

la ultima igualdad se sigue por la identidad
n—1
LTI GF@) =10 (@)
k=0

que se verifica mediante el uso de la regla de la cadena. Luego tenemos que

(] =

I RN ]
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y luego aplicando la funcién exponencial obtenemos que

@l
(V) < [y < o)
]

Lema 4.1.6. Si f no es conjugada a una rotacion, I es un intervalo en el complemento de
E=w(x), zo €I yn como en el Lema 4.1.4 entonces

exp(=V) < (f")(x) - (f ") (x) < exp(V)
para todo x € 1.

Demostracion. Como todo x € I tiene la misma imagen bajo una semiconjugacion, la coleccién
de n € N obtenida en el Lema 4.1.4 no depende de x € I. Luego podemos aplicar el Lema 4.1.5
al=(z,f"(x)) cony= f~"(x) para obtener

exp(=V) < (f*)'(z) - (/") () < exp(V).

Demostracion del Teorema 4.1.3

Supongamos que f no es conjugada a una rotacién (y por lo tanto tampoco topolégicamente
transitiva). Por la Proposicién 3.2.5 asumimos que w(0) es perfecto y nunca denso. Entonces
ST\ w(0) es unién disjunta de intervalos abiertos. Sea I uno de estos intervalos, notamos que
por el Lema 4.1.4 todas sus imagenes y preimagenes por acciéon de f son disjuntas dos a dos.
Por otro lado, si la funcién [(I) indica el largo del intervalo I, por el Lema 4.1.6 y el siguiente
resultado bésico:

a+b>méx(a,b) > Va-b

con a,b > 0, tenemos que

(D) + 1) = / (/" ()de + / (f ") (@) de

1

- / (™Y (@) + () (0))de

v

/I VY@ Y (@)da

> /I\/exp(—V)dx
= l(I)-e*V/2

o
para infinitos n € N. Esto contradice el hecho que >~ I(f%(I)) < oo. Por lo tanto concluimos
1=—00

que f es topoldgicamente transitiva y por lo tanto topoldgicamente conjugada a la rotacién
Re(p)-
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(]

La principal idea detras de los argumentos usados anteriormente es que se puede obtener el
control de las derivadas de las iteradas de f controlando las imdgenes de los intervalos en S*.
Esto puede ser controlado considerando los n para que las primeras n imagenes de un cierto
intervalo sean disjuntas. Esto es consecuencia de que f es de variacion es acotada, lo que nos

da una estimacién fuerte para las derivadas de estas iteradas.

4.2. El Contraejemplo de Denjoy

La construccién de este contraejemplo aparece en el libro de Brin M. y Stuck. G, ver [4]

Proposicién 4.2.1. (CONTRAEJEMPLO DE DENJOY) Dado un nimero irracional T y un nime-
ro a € (0,1), existe un difeomorfismo f : S' — S no transitivo de clase C* con derivada

a-Holder y nimero de rotacion 7(f) = 7.
Demostracion. Para construir el difeomorfismo comenzaremos considerando la rotacién irracio-
nal R, de S* y sustituir los puntos de una érbita dada por intervalos cuya unién tienen medida

de Lebesgue 1. Recordemos que si 7(f) = 7 entonces para cualquier punto x € S, la érbita de
x bajo f estd ordenada de la misma manera que cualquier érbita de la rotacion R, es decir:

fF(x) < fi(z) < f™(x) siy solo si RF(x) < RL(x) < R™(x)

como desigualdades escritas en relacién al ordenamiento de [0,1) C S* que hereda de R.

Figura 4.1: La linea inferior, representa el circulo R \ Z. Los puntos son transladados por la

rotacién irracional R,.. Cada etiqueta n en la linea inferior, que son los puntos nr (mod 1),

corresponden a los intervalos I, de largo [, de la linea superior, que también representa al
l, = 1. La funcién f de la linea superior que envia los

circulo R \ Z. Tenemos que »_ .1,
intervalos I, en los intervalos I(,41), es semiconjugada a la rotacién R, de la linea inferior.

Ahora fijemos un punto xy € S! y para cada n € Z denotamos por z,, = R"(x¢) a los puntos
de su érbita. Reemplazamos cada punto z,, por un intervalo I, := [ay,, b,] de largo l,, = b,, — a,,.
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Escogemos largos [,, > 0 tales que EnGZ l,, = 1. Definimos los extremos del intervalo I,, = [ay, b,]
por las féormulas a, = a(x,) y b, = b(z,), donde

az)= > b, ba)= > I

{k€eN:zp <z} {keN:z <z}

para cada x € [0, 1). Luego el intervalo [a(z), b(x)] es de largo I, > 0 si = z,,. Ahora tomemos
m,n € N distintos y entonces como R, es una rotacién irracional tenemos que x, # x,.
Supongamos sin pérdida de generalidad que x,, < x,,. De acuerdo con la definicién de a, y b,
tenemos que

a, < b, < a,, < b,

pues en caso contrario, se tendria que b, = a,, que es equivalente a que el intervalo (x,, x,,) no

posee puntos de la 6rbita de xq, lo cual no puede ser porque la rotacién R, es minimal (Lema
1.2.2). Por lo tanto, los intervalos I,, son disjunto dos a dos. Como ), I, = 1 entonces

N(U 1n> => L) =) =1

neL nez nez

donde p es la medida de Lebesgue.
Para construir el difeomorfismo f : St — St de clase C! consideramos una funcién continua

y positiva g : S* — R con
1

/ g(z)dx =1

0
y definimos f como la primitiva de g. Consideramos entonces

6<ln+1 - ln)
1+ B

1 si re S\ UL

nez

(b, —x)(xr —a,) si x €I, paraalgin n € Z
g(x) =

Observemos que g(a,) = g(b,) =1y que

7g(x)dx = ] (1 + 6(l%i_l”)(bn —z)(z — an)) dx

' ’ 6(lns1 — 1) (b — an)?
= b —_
nT e 54 6

lpir — 1y

n

Por lo tanto, f(1,,) = I,,+1. Verificamos ahora que las constantes [,, pueden ser elegidas de modo
que g sea una funcién continua. Para esto debemos probar que el supremo y el infimo de g|;,
convergen a 1 cuando n — £o0o0. Notemos primero que la expresién h(zx) := (b, — z)(x — a,)
alcanza su maximo en el punto = (a, + b,)/2 y luego se obtiene que

W) = (b — )@ — ay) < h <“"'2”’"> _ (b“;“'“)Q _ (%)2
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Supongamos que n > 0, luego |n| = ny l,p1 — 1, > 0 pues {l,}nez es estrictamente
decreciente y obtenemos

6(lnst — Ln) (1> 3lusr — L,

Por otro lado, si n < 0 entonces |n| = —n y l,o1 — I, < 0 pues {l,}nez es estrictamente
decreciente y vemos que

6(lnt1 — 1) (ln 2 Bl —
2) 2,

Asi, por el Teorema del Sandwich, podemos escoger [,, > 0 de modo que

; 3ln+1 - ln
lim ——

n—+oo 2ln

=1.

Luego, el supremo y el infimo de g|;, convergen a 1 cuando n — 00, por tanto, g es continua.
Ahora mostraremos que adicionalmente podemos escoger largos [, de modo que f tenga
derivada de a-Holder, es decir, que para cualquier z,y € S! se cumple que

() = f'()] < Mz —y|*

para alguna constante M > 0. Sabemos que f' = g y que g es una funcién continua. Como

g(z) = 1 paraxz € S'\ |J I, basta probar que para todo n € Z y para =,y € I,
nez

l9(z) — g(y)| < M|z —y|*

En efecto, dados z,y € I,

ln _ln
9(@) =g = 6| by — @) (@ = an) = (bu — y)(y — an)]
ln+1_ln
= 6 I3 [(bn — 2 —y +an)(z —y)|
ln+1_ln -« e
= 6|, oyl — g ele

como |b, —z —y+a,| <2,y |r —y| <1, entonces

ln+1 - ln

l9(z) —9(y)l < 6|7 20l e — y|*

|ln 1_ln| o

Asi, escogiendo [,, de modo que
|ln+1 - ln|

sup [1+a ’
n

ne”Z
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la funcién g es a-Hdolder continua.
En particular, podemos considerar la sucesion:

c 1 -
R C‘(%ummi) |

Luego c¢ es una constante elegida tal que > I, = 1. De esta forma se verifican las siguientes
nez
condiciones:

1. 1, €(0,1) paratodon € Z y que Y I, =
nez

2. 1, decrece estrictamente con |n|.

Ly
—1yquezw<oo.

/ 3ln+1_l
3. lim —5 " PO T

n—=+oo 2177,

Vemos que 1. y 2. son inmediatas. Para probar 3. notemos primero que

m 3ln+1 - ln o § m l7L+1 i 1 1
n—=+oo 21, 2 nSdoo l 2

Ademas, para n > 0 tenemos que

s =L _ 1 (0+1)
l711+a co (n + 2)

Q=

[(n+2)a —(n+1)=].

Como

Q=

(n+2)a = ((n+1)+1)

= (n+1)= +1+1(n+1)"1+0((n+1)* %)

obtenemos que

lim o = L] = lim —L (n+ 1)
n—+o0 l}lJrC“ n—+oo c% (n + 2)
1 (n + 1) o
= lim —
n—+oo auc® \ n + 2
1
= — <X
ac®
Por lo tanto,
sup |ln+1 ln’ 00
neN l7ll+a

|ln+1 - ln’
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Por lo tanto, queda probado 3.
Ahora la funcién f: |J I, — U I, es tal que f(I,,) = f(I,+1) v estd dada por

nel nez
f(ak + ZE) = Q41 + /g(t)dt.
0

Por la construccién de f tenemos que es un difeomorfismo de clase C!. Verificaremos por
induccién que f"(ag) = a, para todo n € N. Evidentemente f(ag) = a;. Ahora supongamos que
f™(ag) = an, luego

[ a0) = f(f"(a0)) = flan) = ani1.

Se obtiene asi que

o0
wlag) = [{ar: k= n} ="\ | J(an,bn)

n=1 neZ
con m(w(a,)) = 0. Ya que f tiene numero de rotacién irracional, entonces por la Proposicién
3.2.5, o todas las drbitas son densas o todas tiene como w-limite a un conjunto de Cantor. Pero
de lo ultimo se sigue que no hay oérbitas densas. Por tanto, por el Teorema de la Clasificacion
de Poincare f no es topoldgicamente conjugada a la rotacién R, y f es un difeomorfismo no
transitivo. [



Capitulo 5

El Teorema de Weyl

En este capitulo estudiaremos la sucesién que consiste de las partes fraccionarias de los
multiplos de un nimero a. El resultado del matemético aleman Leopold kronecker (1823-1891)
dice que si el nimero « es irracional entonces la sucesion de partes fraccionarias de la sucesion
a,2a, 3a, ... es densa en [0, 1). El resultado de Kronecker esta estudiado de manera mas refinada
en el Teorema de Weyl, que dice que para un nimero irracional « la sucesién correspondiente
esta “uniformemente distribuida” en todo el intervalo [0, 1).

5.1. Parte fraccional de un nimero real.

Definicién 5.1.1. Sea o un nimero real, denotaremos su parte entera por int(«) que se define
como el mayor entero que es menor o igual a «. Definimos la parte fraccional de o por:

frac(a) = a — int().

Dado un numero «, entonces los nimeros frac(a), frac(2a), frac(3a), ... pertenecen al inter-
valo [0, 1). Nuestro objetivo es entender como esta sucesién esté distribuida en [0, 1). Luego es
natural pensar que esta respuesta depende del nimero «. Vemos que si « es racional entonces
hay solo un ntimero finito de términos de la sucesion y estos estan distribuidos en un estricto y
determinado orden. Cuando « es irracional, todos los términos de esta sucesion son distintos, y
ellos se extienden de manera uniforme en todo el intervalo [0,1).

Luego para estudiar la sucesion { frac(na) },en es suficiente asumir que el nimero « pertenece
al intervalo [0, 1). Luego para todo n € N tenemos que

frac(na) = na — int(na)
= n-fracla) —n-int(a) — int(na)
= frac(n - frac(a)) + int(n - frac(a)) —n - int(a) — int(na).

Esto implica que frac(na) — frac(n - frac(a)) es un entero en (—1,1) y por lo tanto es igual a 0.
Luego frac(na) = frac(n - frac(a)) para todo n € Ny por lo tanto las sucesiones { frac(na) }nen
y { frac(n - frac(a)) }nen son iguales y asi podremos asumir que « € [0, 1).

Otra manera de estudiar los términos de la sucesién { frac(na) }nen es identificindolos con una
sucesion z, 22, 23, ... de nimeros complejos en el circulo unitario S' por medio del isomorfismo
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de [0,1) en S! dado por frac(a) — €*™@. Observemos que si a € R tenemos que

6271'1'04 _ eQwi(frac(a)+int(a)) _ 627ri4fmc(a)‘

Ahora, haciendo z = e?™® entonces tenemos que para todo n € N el argumento de z"

es 27 - frac(a). Luego, estudiar como esta distribuida la sucesién {frac(na)},en en [0,1) es
equivalente a estudiar como se distribuye la sucesién z, 22, 23, ... en S'.

Proposicién 5.1.2. Sea a« € R. Sean v € [0,1) y m € Z tales que « = v + m. Entonces
v = frac(a) y m = int(a).

Demostracion. Tenemos que
frac(a) + int(a) = a =y + m.
Entonces frac(a) —y = m— int(«). Pero como frac(a) —y € (—1,1) y m— int(«) € Z entonces
frac(a) —v=m — int(a) € ZN(—1,1) = {0}.
Por lo tanto, frac(a) = v y int(a) = m. O
La siguiente Proposicién es andloga a la Proposicién 1.4.1.
Proposicién 5.1.3. Sea o, 5 € R y m € Z entonces:
1. frac(a) = frac(B) siy solo si o — f € Z.
2. frac(a +m) = frac(a).

Dependiendo si el niimero « es racional o irracional la sucesion {frac(na)},en adopta dife-
rentes propiedades. Una propiedad distintiva de estas sucesiones es la siguiente:

Definicién 5.1.4. Una sucesion {x, },en es periddica si existe r € N tal que
Tpir = X, para todon € N.

En particular, si una sucesién es periddica de r términos, entonces su comportamiento se
replicard cada r términos.

Proposicién 5.1.5. El nimero « es racional si y solo si la sucesion {frac(na)}nen s periddica
y en tal caso, frac(na) = 0 para algin n € N. Dicho de otra forma « es irracional si y solo si
la sucesion {frac(na)}nen es no periddica. Ademds, cuando « es irrracional, todos lo términos
de la sucesion {frac(na)}nen son distintos.

Demostracion. Sea o € Q, a = § con p € Zy q € N. Denotaremos por z, = frac(na).

Entonces, usando (3) de la Proposicién 5.2.3 tenemos que

tor = frac((n+q)a) = frac ((n+ q)§) = frac (% +p>

= frac (7”) frac(na) = x,.
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Por lo tanto, {frac(na)},en es una sucesién periédica. Vemos también que 0 = x, =frac(na).
Ahora supongamos que « es irracional y asumiremos que hay dos términos iguales. Sean m,n €

N con m # n tal que frac(ma) = frac(na). Usando (2) de la Proposicién 5.2.3 existe s € Z
s

tal que ma — na = s. Pero esto implica que a = lo que contradice el hecho que a es

irracional. Por lo tanto, si « es irracional, entonces los terminos de la sucesién {frac(na)}nen
son distintos, y luego no es periddica. O]

La siguiente Proposicién es 1til en lo que concierne a la distribucién en el intervalo [0, 1) de
las partes fraccionarias de los multiplos de un ntimero real.

Proposicién 5.1.6. Sea n € N y sean x1,2s, ..., Tp41 n+ 1 puntos en [0,1). Entonces existen
i,j €{1,2,....,n+ 1} tales que i # j y |x; — x| < 1/n.

Demostracion. Consideremos la siguiente particién de [0,1) en n intervalos:

01 1 2 j—1 7 n—2n—1 n—l1
7n ) n7n VAR n 7n AR n_17 n ) n Y

Luego, por el Principio del Palomar (Ver apéndice) existen 7,5 € {1,2,...,n+ 1} tales que i # j
y ambos puntos x; y ; pertenecen a un mismo intervalo de la particién. Por otro lado cada uno
de estos intervalos es de largo 1/n. Por lo tanto, |z; — x;| < 1/n. O

5.2. El teorema de Kronecker

Vimos anteriormente que cuando « es irracional entonces todos los términos de la sucesion
{frac(na) },en son distintos y comprenden todo el intervalo [0, 1). Es natural entonces pregun-
tarnos: jcémo estos términos estdn distribuidos en [0,1)7 Podria ocurrir que los términos se
agrupen en una parte del intervalo en vez de otra, luego daria la apariencia de un proceso no
aleatorio. El Teorema de Kronecker, muestra que cuando « es irracional, los términos de la
sucesion { frac(na)},en son propagados en todo el intervalo, y todo subintervalo abierto distinto
del vacio contiene términos de esta sucesion. La demostracion que presentamos ahora es la que
aparece en el libro de R. Nillsen, ver [7].

Teorema 5.2.1. (TEOREMA DE KRONECKER) Sea a € R\ Q. Entonces para cada subintervalo
abierto y no vacio U de [0, 1], existe m € N tal que frac(ma) € U.

Idea de la demostracion del Teorema de Kronecker. Es suficiente probar lo siguiente: Para
cada z € [0,1), y cada € > 0 existe m € N tal que |z — frac(ma)| < e. Observemos que si a €
R\ @Q, los términos de la sucesion { frac(na)},en son distintos. Si 0 < € < 1 es dado, empleando el
Principio del Palomar deducimos hay distintos términos de la sucesién cuya separacion es menor
que €. Esto nos permite mostrar que existen j, k € Ndonde j > k tal que | frac(ja)— frac(ka)| <
€. Ponemos | = j — k y consideramos cuando frac(ja) > frac(ka). Las propiedades de la
funcién fraccionaria dice que podemos tener 0 < frac(lo) < e. Si ponemos m = rl, deducimos
que |x — frac(ma)| < e. En el caso en que frac(ka) > frac(ja), aplicamos un argumento
similar pero tomamos 1 — z en vez de x. En ambos casos, deducimos que existe m € N tal que
|z — frac(ma)| < € y obtenemos el resultado.
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El Teorema de Kronecker tiene una interpretacién en el circulo y dice: Si z € S y z es una
raiz de la unidad, y si U es un arco abierto distinto de vacio de S*, entonces existe n € N tal
que z™ € U. Antes de demostrar el Teorema de Kronecker demostraremos dos Lemas.

Lema 5.2.2. Sea 0 < f < e < 1 ya € [0,1]. Entonces existe r € N con rf < 1 tal que
|z —1rp| <e.

Demostracion. Sea n € N suficientemente grande para que nf < 1. Entonces nf < 1 < (n+1)f
y luego tenemos

0,1] = 0, 8) U[6,28) U [28,38) U ... U [(n — 1)8,n8) U [nB, 1].

Luego si x € [0, 1], entonces x pertenece al intervalo [nf, 1] o a algin intervalo del tipo

[(j—1)58,78) con j € {1,2,...,n}. Como estos intervalos son de largo a lo més 3 , y cada intervalo
tiene un extremo de la forma j3, entonces existe r € N tal que rf < 1y |x — 3| < 8 < € como
es requerido. O

Lema 5.2.3. 1. Seay € R y sean € N tal que n frac(vy) < 1. Entonces n-frac(y) = frac(ny).
2. Sean a, f € R. Si frac(a) > frac(B), entonces frac(a — ) = frac(a) — frac(pB).
3. Sia € R\ Z entonces frac(—a) =1— frac(a).

Demostracion. 1) Como 0 < n frac(y) < 1 tenemos que

n - frac(y) = frac(n frac(y)) = frac(ny —n int(y)) = frac(ny)

2) Observamos que

fracla — ) = a—pF— intla—p)
= frac(a) + int(B) — frac(B) — int(B) — int(a — f)
= (frac(a) — frac(B)) + ( int(a) — int(5) — int(a — B))

luego como frac(a)) > frac(f3) entonces frac(a) — frac(5) € [0,1) y tenemos que frac(a — f3) es
la suma de una nimero frac(a) — frac(f) € [0,1) y un entero. Por lo tanto,

fracla — B) = frac(a) — frac(B).

a= frac(a) + int(a)
= —a = —frac(a) — int(w)
= —a=(1- frac(a)) + (— int(a) — 1)

Demostracién del Teorema 5.2.1
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Vamos a demostrar que dado o € R\ Q, para todo = € [0,1] y para todo ¢ > 0 existen
m € N tal que |z — frac(ma)| < e. En efecto, sea x € [0,1], 0 < e < 1y r € N tal que
% < €. Si a es un irracional, observemos que si j, k € Ny j # k entonces por Proposicion 5.1.5
frac(ja) # frac(ka). Por esto, los puntos frac(«), frac(2a), ..., frac((r + 1)a) son r + 1 puntos
distintos en [0, 1]. Asi, por la Proposicién 5.1.6 existen j, k € {1,2,...,r 4+ 1} distintos tales que

| frac(jo) — frac(ko)| < % <e.

Podemos asumir sin pérdida de generalidad que j > k. Hacemos [ = j7 — k. Ahora consideremos
dos posibles casos.
Caso 1. frac(ja) — frac(ka) > 0.

Aplicando el item (2) del Lema 5.2.3 tenemos que

0< frac(la) = frac(ja — ka)

= frac(jo) — frac(ko)
= |frac(jo) — frac(ka)| < e.

Luego tenemos que 0 < frac(la)) < e. En seguida aplicamos el Lema 5.2.2 con 8 = frac(la) y
deducimos que existe r € N con r frac(la) < 1y

|z — 71 frac(la)| < e. (5.2.1)
Asi, por el item (1) del Lema 5.2.3 tenemos que
r frac(la) = frac(ria).
De esta forma, usando el item (3) del Lema 5.2.3, ponemos m = rl y usamos 5.2.1 y tenemos

|z — frac(ma)| = |z — frac(rla)| = |z —r frac(la)| < e.

Caso 2. frac(ja) — frac(ka) < 0.
Aplicando el item (2) del Lema 5.2.3 tenemos que

0< frac(—la) = frac(ka — ja)
= frac(ka) — frac(jo)
= |frac(ka) — frac(jo)| < e.

Luego tenemos que 0 < frac(—la) < e. En seguida aplicamos el Lema 5.2.2 con 5 = frac(—la)
y para 1 — z en lugar de z. As{ deducimos que existe r € N con r frac(—la) <1y

1 —z =7 frac(—la)| <, (5.2.2)
y como 1 frac(—la) < 1, por el item (1) del Lema 5.2.3, tenemos que

r frac(—la) = frac(—rla).
De esta forma, usando el item (3) del Lema 5.2.3, ponemos m = rl y usamos 5.2.1 y tenemos

|z — frac(ma)] = |1 —xz—1+4+ frac(rla)|
= |1 —2— frac(—rla)
= |1 —z—7 frac(la)| < e.

Asi se concluye la demostracién del Teorema de Kronecker.
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O

El Teorema de Kronecker puede ser enunciado de muchas formas. En la demostraciéon vimos
que si « es irracional entonces para todo z € [0,1) y todo € > 0 , existe un elemento m € N tal
que |x — frac(ma)| < e. Ahora, recordemos que una sucesién es llamada densa en [0, 1) si tiene
la propiedad que para todo = € [0,1) y todo € > 0, existe un elemento y en la sucesién tal que
|z — y| < €. Luego, cuando « es irracional, el Teorema de Kronecker nos dice que la sucesién de
términos frac(a), frac(2a),... es densa en [0, 1). Es sabido que cuando « es racional entonces la
sucesion frac(a), frac(2a), ... tiene solo un nimero finito de términos. Luego por el Teorema de
Kronecker un nimero real « es irracional si y solo si la sucesién es densa en [0, 1].

OHﬂ Hl

frac(B) frac(2f3) frac(nf)

—

0= e—s—) |

frac(nf) frac(2B) frac(B)

Figura 5.1:

5.3. EIl teorema de Weyl

Anteriormente en el Teorema de Kronecker demostramos que la sucesién de las partes fraccio-
narias de los multiplos de un nimero estan distribuidos en todo el intervalo [0, 1). Sin embargo,
el Teorema de Kronecker no dice nada acerca de la naturaleza de esta distribucion. Una pista de
lo que sucede viene dado por la siguiente observacién: cuando el nimero frac(l5) es cercano a 0
en [0,1), entonces los términos frac(lf), frac(2lf), ... se incrementan en iguales cantidades (ver
Figura 5.1)., mientras que si frac(I3) es cercano a 1 en [0, 1), los términos frac(If), frac(2l5), ...
decrecen en igual cantidad (ver Figura 5.1). Cada uno de estos periodos de crecimiento y de-
crecimiento viene dados por una tasa fija, mientras que en los ultimos periodos, pareciera que
la subsucesion frac(1f), frac(2(5),... puede ser “uniformemente distribuida” o extendida en to-
do el intervalo. En efecto, vemos que la proporciéon de los términos de la sucesién original
frac(B), frac(2B), frac(3f), ... que pertenecen a un subintervalo .J, obteniendo como la propor-
cién de los primeros n términos que pertenecen a J y haciendo que n tienda a infinito, es igual al
largo u(J) del subintervalo J. El siguiente resultado es probado por Hemann Weyl en 1909-10.

Teorema 5.3.1. (TEOREMA DE WEYL) Sea a € R\ Q. Entonces la sucesion frac(a), frac(2a),
frac(3a), ... estd distribuida en [0,1) de tal manera que para cualquier subintervalo J de [0, 1),
la proporcion de los primeros n términos de esta sucesion que pertenecen a J tiene un limite
cuando n — oo, y este limite es u(J) (u es la medida de Lebesgue).
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Ahora daremos una formulaciéon mas técnica del Teorema de Weyl. Primero daremos la
siguiente definicién:

Definicién 5.3.2. Una sucesion {x,}nen en [0,1) es uniformemente distribuida si para todo
subintervalo J de [0, 1) tenemos que

1 . .
m —-#{j:1<j<n yaz;€J}=pul).
n—oo M,
Luego, el Teorema de Weyl puede enunciarse de la siguiente manera: la sucesion de partes
fraccionarias de los miltiplos de un nimero irracional son uniformemente distribuidos en [0,1).
Si definimos el siguiente conjunto:

Ala, Jyn) :={jeN:1<j<ny frac(ja) € J}

entonces la proporcién de los primeros n términos de la sucesién frac(a),frac(2a),frac(3a), ...
que pertenecen a J estd dada por #A(a, J,n)/n. Luego, el Teorema de Weyl es equivalente a
establecer que para todo nimero irracional o y para todo subintervalo J C [0, 1) se cumple que
Ala, J,n
lim #Ala, J:n) = u(J). (5.3.1)
n— 00 n
Notamos que este teorema es un refinamiento del teorema de Kronecker. El teorema de
Kronecker es equivalente a decir que para un subintervalo J de [0,1) con u(J) > 0 y un nimero
irracional « entonces

lim #A(a, J,n) = o0

n—o0

y es claramente una implicancia de 5.3.1. Sin embargo, para probar el Teorema de Weyl nece-
sitaremos del Teorema de Kronecker, pero este tltimo no puede ser deducido del primero.

Ahora observemos que, en particular, existen dos intervalos en que el Teorema de Weyl es
claramente cierto. Supongamos que J es el intervalo vacio (). En este caso, A(a,?,n) =0 y por
tanto #A(a, 0, n) = 0. Luego

o #AG,0,0)

n—00 n

=0 = u(0).

Otro caso trivial es cuando J es todo [0, 1). Como frac(ja) € [0,1) para todo j € N, tenemos
que A(a, [0,1),n) ={1,2,...,n}. Por lo tanto, #A(«, [0,1),n) = n y luego

i 2@ D0 e m 1([0,1)).

n— 00 n n—oo 1

En el caso mas general, la principal idea es probar la siguiente Proposicién:

Proposicién 5.3.3. Para subintervalos J y K de [0,1) donde u(J) y u(K) son sus respectivas
medidas, con 0 < u(J), u(K) < 1 entonces

o FAC@IR) ()

n—00 #A(a, K, n) M(K)
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Supongamos que hemos probado la Proposicion anterior. Consideremos los intervalos [0, 1/2)
y [1/2,1) de [0,1). Estos subintervalos forman una unién disjunta de [0, 1). Luego se sigue que

{1,2,....,n} = A(a,[0,1),n) = A(c, [0,1/2),n) U A(c, [1/2,1),n)

y esta es también una unién disjunta. Ahora consideremos la cantidad de elementos en estos
conjuntos

n=#A(a,[0,1),n) = #A(a,[0,1/2),n) + #A(c, [1/2,1),n).

Luego para todo n € N se tiene que

n g #A(,[1/2,1),n)

#A(a,[0,1/2),n) #A(a,[0,1/2),n)°

Ahora, sabemos que los intervalos [0,1/2) y [1/2,1) miden 1/2. Pero por otro lado, si la
Proposicién 5.3.3 es verdadera, por la ecuacion 5.3.2 tenemos que

(5.3.2)

, n L #A /2 1))
M a2 i A (a0, 1/2), n)
Y
= 14+ 1/—2
= 2

obteniendo asi que
A 1/2 1

n—oo n 2

Esto muestra que la férmula 5.3.1 es verdadera para el intervalo [0,1/2). Mas ain, para probar
el Teorema Teorema de Weyl debemos usar la Proposiciéon 5.3.3 y demostrar que vale para
cualquier intervalo J tal que 0 < u(J) < 1. Luego de nuestra tltimas afirmaciones se sigue que

#A(a, J,n) ( #A(a, J,n) #A(,10,1/2), n))

lim ———— = lim

n—oo n n— 00

= i (i) - ()

#A(,[0,1/2),n) n

n—oo n—o0

S C)N
p([0,1/2)) 2

_ou) 1
WE_M )-

Esto prueba que la ecuacion 5.3.1 vale para todo intervalo J de [0, 1). Luego, si probamos la
Proposicién 5.3.3, como lo haremos mas adelante, se sigue el teorema de Weyl. Esto lo haremos
en la siguiente subseccion.
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Ahora intentaremos dar una visién mas general. Consideremos dos subintervalos J y K de
igual medida de la siguiente forma

J = frac(par),a) K = frac(qo),b)

con p,q € N. Como los extremos izquierdos de estos subintervalos son términos de la sucesion
{ frac(na) }peny una comparacion entre el nimero de elementos de A(«, J,n) y el nimero de
elementos en A(a, K, n) nos permite probar que

‘#A(Oz, J, n) - #A(O‘>K7 TL)‘ < |p - q"

Pero el Teorema de Kronecker nos dice que lim #A(a, K,n) = oo y se sigue que
n—oo

. #A(a, J)n)
lm ———~ =
n—oo #A(a, K,m)
Luego la Proposiciéon 5.3.3 queda establecida para intervalos del tipo descrito anteriormente.
En el caso general, aproximamos un intervalo general por intervalos que son como J y K dados
anteriormente. El hecho de que la Proposicion 5.3.3 vale para los intervalos usados para el
procedimiento de aproximacién permite deducir que para todos los intervalos J, K C [0,1) con
w(k) > 0 se tiene que
o #AmLa) ()
n—oo #An, K,a) p(K)’

y como vimos anteriormente se sigue el Teorema de Weyl.

5.4. Demostraciéon del Teorema de Weyl

La demostracion del Teorema de Weyl que presentaremos aparece en el libro de Nillsen R.
ver [7]. Se usard un metodo de aproximacién por un tipo particular de pequenos intervalos. A
continuacién definiremos lo que es un arco, que es un subconjunto de [0, 1).

Definicién 5.4.1. Un subconjunto J de [0,1] es llamado arco si existen a,b € [0, 1] tales que
si a < b entonces J = [a,b), o bién, si a > b entonces J = [0,b) U [a,1). En cada caso, el arco J
es denotado por [a,b) y luego

[ la,b) sioa<b
[a’b)_{[O,b)U[a,l) S a>b

Notemos que en el primer caso, p(J) = b—a. En el segundo caso J es unién de dos intervalos
disjuntos y u(J) =14 b — a. Notemos que segun la definicién anterior para 0 < a < 1 tenemos
que [,0) = [a,1).

Definicién 5.4.2. Definimos la translacidn de un punto = por a en [0, 1) como
To(x) = frac(x + ).
En el caso en que « € [0, 1) es conveniente plantear la translacién de la siguiente manera,

(z) = T+ o si 0<zxl -«
Tl rz+a—-1 si 1l—a<z<l1
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La definicién de translacién de un punto en el intervalo [0, 1) desde el punto de vista geométri-
co es equivalente a la rotacién R, en S' y cumple las mismas propiedades.

Lema 5.4.3. Sean J = [a,b) y K = [c,d) arcos de igual largo. Entonces T._.(J) = K.

Lema 5.4.4. Sea o € R\ Q. Sean J, K arcos de [0,1) de igual largo y positivo tales que

J = [ frac(pa),a), K = frac(qa),b)
donde p,q € N y a,b € [0,1). Entonces

o 2 I )

n—oo #A(a, K,m) =L

Demostracion. Si p = q entonces J = K y el resultado del Lema es inmediato. Supongamos
entonces que p # ¢, luego p > q 6 p < ¢q. Podemos asumir que p > ¢, luego ponemos r = ¢—p € N.
Sea 7(x) := frac(qo — pa+ x). Luego por el Lema 5.4.3 se tiene que x € J siy solosi 7(z) € K.
Asi, usando el hecho que frac(z + frac(y)) = frac(z + y) se sigue que

j€Ala,J,n) & frac(jo) € J paraalgin 1 <j<n
& 7( frac(ja)) € K paraalgin 1 <j<n
& frac(qo — pa+ frac(jo)) € K paraalgin 1 < j<n
& frac((g—p+j)a) € K paraalgin 1 < j<n
< frac((j+r)a) € K paraalgin 1 < j <n.

En consecuencia, si j € A(a, J,n) y 1 <j<n-—r, entonces j+r € A(a, K,n) y luego
#{j:7€Ala, Jin)y1<j<n-—r}<#A(a, K,n)

Luego la definicién de A(«, J,n) asegura que el conjunto {j € A(a, J;n) y 1 < j <n—r} tiene
al menos #A(a, J,n) — r elementos, y se sigue que

#A(O[, J7 TL) —r< #A<a7 Ku n)
Por otro lado, podemos deducir que

le Ala, K,n)yr<l<n = fracla) e Kyr<Il<n
= frac((l—r)+r)ja)e Kyl<l—r<n—r<n
= l—re€ Al Jn)
y luego,
#{l:le Alo, K,n) yr <l <n} <#A(a, J,n).

Pero {l € A(a, K,n) y r <1 < n} tiene al menos #A(«, K,n) — r elementos, luego deducimos
que
#A(Oé, K7 n) —r< #A(@> Ja n))

Por lo tanto, obtenemos que

[#A(a, Jyn) — #A(a, K,n)| <,
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y esto implica que
C#AIn)|
#A(a, Kon)| = #A(o, K, n),

Luego, como el Teorema de Kronecker afirma que

lim #A(a, K,n) = oo,

n—oo

obtenemos que
. #A(a, J;n)
lim

n—oo #A(a, K,n) =1

que es lo requerido.

Lema 5.4.5. Sea 8 un numero tal que 0 < 8 < 1 y sea p € N. Entonces el arco

[ frac(pB), frac(p+ 1))

es de largo (3.

Demostracion. En efecto,

47

frac( frac((p+1)B) — frac(pB)) = frac|(p+1)8 — pf — int((p +1)B + int(pf)] = frac(B) = B
O

Lema 5.4.6. Sea a € R. Entonces para todos j,n € N se cumple que frac(n frac(ja))

frac(nja).

Demostracion.
frac(n frac(ja)) = frac(njo — n int(jo)) = frac(njo)

]

Lema 5.4.7. Sean J y K subconjuntos de [0,1) y n € N. Entonces son ciertas la siguientes

afirmaciones:
1. JCK = Ao, J,n) C A(a, K, n)
2. JNK =0 = Ao, JUK,n) = A(a, J,n) UA(a, K,n)
3. A, [0,1),n) ={1,2,...,n}.

Demostracion. Las afirmaciones son inmediatas de la definicién de A(«, J,n).

Demostracién de la proposicién 5.3.3.

Recordemos que esta Proposiciéon sostiene que para « irracional, si dados dos subintervalos

J, K de [0,1), con 0 < pu(J) y p(K) < 1, entonces

A, dm) b))
a2 B A, Fon) (K
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Sea € > 0, k € Ny g := frac(ka). Luego notemos que [ es irracional, mayor que cero y
entonces existen tnicos r, s € N tales que

r—1§%<r y s—1§%<s. (5.4.1)
Esto implica que:
1 1 1 1
u(J) <rp, oK) < G153 u(J)=(r=18y m>£

Observemos que cuanto menor es (3, mayor es r y s. El teorema de Kronecker nos permite
escoger k de manera que [ sea tan pequeno como deseamos. Luego,

LHp(]) 14K
T—u(@) 7 1= u(K)

e (0 GE)  (F) (58) <

Esto dice que r,s > 1. Los niimeros r y s son escogidos de manera conveniente para hacer
verdaderas ciertas desigualdades, que apareceran en nuestros calculos. Notemos que

( ﬁﬂu)s—1ﬂm s—1 18 r

) uE T TS wm S s GoDB s

< 1 )uw_ roopd) or r=DB
1=1/r) wW(K) r—1 plK) r—1 sB s

por lo tanto

(=5 i << (=) sy

La idea es hacer una aproximacion a cada uno de estos intervalos J y K por dentro y por
fuera por medio de una unién disjunta de intervalos de largo . El procedimiento es el mismo
para cada intervalo. Discutiremos en detalle solo para J. La idea esta ilustrada en la Figura 5.2.

Observemos que existen intervalos disjuntos Ji, J, ...J,+1 de [0, 1) tales que son consecutivos
entre ellos, cada uno es de largo 5 y

r+1

O%QJQU#
j=2 r=1

Notemos que los intervalos Js, Js, ..., J, estan contenidos en J. Esto es consecuencia de la
eleccién de r en la ecuacion 5.4.1. Los arcos J; v J,11 se salen de J, el primero de el extremos
izquierdo de J, y el dltimo del extremo derecho de J. Usando la irracionalidad de g y aplicando
el Teorema de Kronecker se sigue del Lema 5.4.5 que existe p € N tal que los arcos Jy, Js, ..., Jr11
pueden ser tomados como

Ji =1 frac((p+j—1)p), frac((p+7)8) j=1,2,....,r+ 1 (5.4.2)



CAPITULO 5. EL TEOREMA DE WEYL 49

l—[[)[ )[ H I)H

r r+l
Figura 5.2:
Como (r + 1)u(J) < r — 1 tenemos que
(r+ 18 = (4 () - =2 < (= 1)3(D) " =1

Luego el largo total de la unién de los intervalos Jy, Ja, ..., J.41 es a los mas 1. Se sigue que estos
intervalos son disjuntos dos a dos. Luego por la ecuacién 5.4.1 y por (3) del Lema 5.4.7 tenemos

. ( UJn><#AaJn<#A<1j )

Esto implica que
r+1

Z#A a,Jj,n) < #A(a, J,n) <Z#A a, Jj,n)

y asi,
r+1
#AO(J],TL s #AO[J],TL
< #A < F#HA( 4.
Ala, Ji,n (E A ) #A(a, J,n) < #A(a, j1,n E . FA(a, I, n) . (5.4.3)
Como [ = frac(ka), por Lema 5.4.6 y por la ecuacion 5.4.2 tenemos

= [ frac((p +j — ko), frac((p+ j)ka)) paraj=1,2,...,r+1.
Por lo tanto, aplicamos el Lema 5.4.4 a los arcos de igual largo Ji, Js, ..., J,11. Deducimos que

lm #A(Oé Jj7n)

=1 ) =1,2, ... 1.
n— 00 #A(Oz Jl, ) con J T ’T_‘_

Por tanto, existe ng € N tal que para todos los valores de j, j = 1,2,....,7 + 1, si n > ng
entonces
#A(a, Jj,n) < 1

1—— 1+ -,
#A(a ]17 ) r
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Usando lo anterior, se sigue usando la desigualdad 5.4.3 que para todo n > ng

(r—1) (1 - %) B A (o Jrn) < #A(a, Jn) < (r+1) (1 + %) B A Jim).

Esto es, que para todo n > ng

2 2
r (1 - %) #A<a? Jlan) < #A(a7 J> n) <r (1 + %) #A(Oé, Jl’n)'

Ahora, usando exactamente el mismo argumento para K como lo fue usado en J, existe
q € N tal que si

Kj = [ frac((q+j —1)B), frac((¢ +7)B)) paraj=1,2,...s+1

entonces
s+1

O K; CK c|J K,
j=2 Jj=1

donde K, K, ...,ksy1 son elegidos de la misma manera que Jy,Js, ..., J.41. Luego podemos
encontrar ny, tal que para todo n > n{, tenemos
2

1\? 1
; (1 - —) $A(a, K1) < #A(0, Kon) < s (1 s —) #A(a, Ky, )
s s
Se sigue de las desigualdades anteriores que para n > max(ng, ny)

r(1—1/r 2#A(a, Ji,m) < #A(a, Jyn) _r (141)r 2 #A(«, J1,n)
s\1+1/s) #A(a,ki,n) ~ #A(a, K,n) — s \1—-1/s ) #A(a,Ki,n)
Luego, deducimos que para n > max(ng, ny),

N\ (1= ) A K| A, Ky n)l
(1 s><1+1/s> W) = A Jon)] [ A(e, )]

< (i) (30) 0

Luego tenemos que para todo n > max(ng, ng),
#A(Oé, .j7 n) . #A(Oé, K17 n) . :U’(K)

IA

1l—€e< <l+e
#A(a, K,n) - #A(o, Ji,n)  pu(J)
Luego, por Teorema del Emparedado obtenemos
lim #A(a,],n) . |A(OZ,K1,TL)| M(K) -1

nvoo # A0, Kn) - [Ale, Jun)[ - p(d)

Luego, por la forma de los intervalos J; y K7, aplicamos el Lema 5.4.4 para obtener
A

tm FA@IN

n—oo #A(a, Ky,m)

y por lo tanto
i A Jn)  uld)
n—oo #A(o, K,n)  p(K)
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O

Teorema 5.4.8. (TEOREMA DE WEYL (2)) Sea a« € R\ Q y J un subintervalo de [0,1).

Entonces . . ,
lim #{j:1<j<ny frac(ja) € J}

n—00 n

().

Demostracion. Si J es un conjunto singleton, si es vacio o si es todo [0, 1) entonces el resultado
es claramente cierto. Supongamos que J es un subintervalos de [0, 1) con 0 < p(J) < 1. Entonces
aplicando la Proposicién 5.3.3 tenemos

lim T2 o :
S n00 <#A(a,[0,l/2),n) n

— lm ( #A(a, J,n) _ #A(a,[0,1/2),n) )
n—oo \ #A(,[0,1/2),n) #A(a,[0,1/2),n) + #A(a,[1/2,1),n)

- i (7 pa79m)

- lim < ! )
n—oo \ 1+ #A(, [1/2,1),n) - (#A(a, [0,1/2),n))"

_ ) 1
p(0,1/2)) 1+ p([1/2,1)u([0,1/2))~
pJ) 1

= it MY



Capitulo 6

Apéndice

6.1. Lema de la subaditividad

Lema 6.1.1. Si existen constantes k € N y L € RT tales que para todos m,n € N tenemos
Am4n S an + Am+k + L

entonces existe el limite a a
lim —n:inf{—n:nZI}.
n—oo M n
Demostracion. Notamos primero que si sustituimos m y n por k y m respectivamente
tenemos que
Uik < + agg + L

y por lo tanto
Qm4n S am+an+a2k+L
= apta, + K

donde K = ag + L. Luego, podemos asumir k = 0. Observemos que la sucesién b, = a, + K
satisface
bm+n S bm + bn

Para cada n > 1 el algoritmo de la division establece que n = kl+r donde k <0y 0 <r <I[-—1,

tenemos entonces
by, < bg + b, < kb + b, < kb + 0,

donde b = supy<,<;_1b,. Asi tenemos

k K)+0b K
lim sup < limsup o+ K) + < i
n—00 n k—oo kl {

y por lo tanto
h’msup% < inf{% < 1} < h'minf%

n—oo I n—oo N

que es los que se queria demostrar.

52
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6.2. EIl conjunto de Cantor

Este conjunto es llamado asi por ser introducido por George Cantor en 1883. El conjunto de
Cantor X se define como el conjunto de las palabras infinitas en el alfabeto {0, 1}, es decir, un
elemento T € X es de la forma

T = T1T9....Tp...

donde z; € {0, 1}, para cada i € N. Luego, cada una de estas palabras las podemos identificar
con un elemento del producto cartesiano {0, 1}, de la siguiente forma

T = 2129..0p... = (21,20, ..., 2, ...) € {0, 1}

Por lo tanto, denotaremos por ¥ = {0, 1}V al conjunto de Cantor. La distancia entre dos puntos
de X esta definida por

Existen muchas maneras de representar los nimeros del intervalo [0,1], una de ellas es
mediante su expansién en potencias de 3. Cualquier nimero r € [0, 1] lo podemos escribir de
acuerdo a la siguiente férmula:

r= Zg—z con z,, € {0,1,2}.
m=1

Denotaremos esta sumatoria por r = 0.x1z923 - - -z, - - -, en la cual, cada digito z,, € {0,1,2}.
Esta expresion es mas comun utilizando potencias de 10 y la conocemos por expansion decimal
de r. A pesar de ser muy 1til, esta descripcién presenta algunas ambiguedades, por ejemplo:

2
3= 0,200000... = 0,122222...

sin embargo, nos permite establecer un isomorfismo con el Conjunto de Cantor, definido ante-
riormente.

Denotaremos por K C [0, 1], el conjunto de nimeros del intervalo [0, 1] definido a partir de
la siguiente propiedad: » € K si y solo si el digito 1 no esta presente en su expansion ternaria,

esto es,
> ZL‘]‘ . .
{ZS_J €[0,1] : z; # 1 para todo ]}.

j=1
Observemos que si nos restringimos al conjunto K no tendremos problemas con las etiquetas
dobles. De esta forma, podemos definir la siguiente funcién invertible h : ¥ — K por

o0

() = 30

J=1

donde 7 = () en. Tenemos que h es continua y biyectiva. Por lo tanto, (£,d) y (K,|-|) son
dos espacios homeomorfos.
Retrato del Conjunto de Cantor. El intervalo [0, 1] lo podemos dividir en tres intervalos, sean
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Iy = [O, %}, I, = [%, %] y Ih = [%, 1} dichos intervalos. Salvo por los extremos del intervalo I,
podemos afirmar que si z € I; entonces

= 0,1z01374...

Esto nos permite aproximarnos al conjunto K. De hecho, tenemos que K C K, := [,UI5. Dicho
de otra forma, K; = [0, 1]\ (%, %) . Ahora, a cada uno de estos intervalos podemos dividirlos en
tres nuevamente a partir de puntos de la forma ¥, donde 1 < p <8,

Iy = Ipo Uy Ulpy
Iy = Iy Ul Uly

Aqui podemos afirmar que si x € Iy; U I5; se cumple que
T = 0.5511.73’3.(541‘5...

y o1 # 1. Luego el conjunto Ky := Iyg U Ips U Iyg U Is5 es una mejor aproximacion al conjunto
K y ademés K C K. Si a cada intervalo de K lo dividimos en tres y retiramos el tercio del
medio, obtenemos K,. Repitiendo este procedimiento, para cada n € N, K,, es una union de 2"
intervalos, acotados por los nimeros de la forma 3%, con 1 < p < 3" —1. Finalmente, el conjunto
de Cantor es la interseccion de los conjuntos K, es decir

K:ﬂKn.

neN
1 2
3 3
K
Ip L 153
I } I | K,
Ioo Iz I I
M| Ly ' Ly
™ [ ™ " K3
B PP o — ﬂ K,

Figura 6.1: Se ilustran los primeros pasos en la construccién del Conjunto de Cantor.

A continuacién probaremos algunas propiedades topolégicas del conjunto de Cantor.
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Proposicion 6.2.1. El conjunto de Cantor es un conjunto perfecto.

Demostracion. Probaremos que todos sus puntos son puntos de acumulacién. Sea x € K y
e > 0. Sea V una vecindad de z de radio ¢, V= B(z,¢). Como el largo de K; tiende a cero
cuando 7 tiende a infinito, para ¢ suficientemente grande, alguna componente de K; que contiene
a x esta contenida en V.

Sea y € K distinto de x, que sea un elemento de tal componente (por ejemplo, alguno de sus
extremos debe ser distinto de z). Entonces y € V', y por lo tanto, x es punto de acumulacién de
K. O

Un conjunto contenido en un espacio métrico es una componente o componente conezxa si es
un conjunto conexo maximal, es decir, no es subconjunto propio de otro conjunto conexo. Las
componentes conexas forman una particion del espacio.

Proposicion 6.2.2. El conjunto de cantor es totalmente disconexo.

Demostracion. Consideremos los conjuntos K,, que son uniones de 2" intervalos, cada uno

de largo (%)n Como K C K, para todo n € N, si K contiene un intervalo (a,b) entonces
(a,b) C K, para todo n € N, por lo que K C I,4yz4...4, donde z; € {0,2}. Pero como (a,b) es
conexo entonces existe un unico intervalo en K,, que lo contiene. Pero los conjuntos I, zyz4. 4,
son de largo (%)n y este largo tiende a 0 cuando n tiende a infinito. De esta forma es claro que
(a,b) no puede ser subconjunto de K. Como los tinicos conexos de R son los intervalos y los

puntos, las componetes conexas de K son puntos, por lo que K es totalmente disconexo. O
Proposicion 6.2.3. El conjunto de Cantor es compacto.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema de Heine-Borel, pues K es cerrado y aco-
tado. 0

Teorema 6.2.4. Dos espacios métricos compactos, perfectos y totalmente disconexo son ho-
meomorfos.

La demostracion del Teorema anterior es clasica pero serd omitida, puede consultarse la
pégina 99 del libro Topology de J.G. Hocking y G.S. Young, ver [8]. Finalmente, el siguiente
Corolario nos dara una clara caracterizacién de un conjunto de Cantor.

Corolario 6.2.5. Todo espacio métrico perfecto, totalmente disconexo y compacto es homeo-
morfo al conjunto de Cantor.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 6.2.4. O

6.3. Principio del Palomar

Supongamos que tenemos un cierto nimero de palomas y un nimero menor de palomares.
Si todas las palomas se distribuyen en estos palomares, es ciertamente seguro que en algin
palomar habra més de una paloma. En este apéndice formalizaremos este principio en el siguiente
Teorema.
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Teorema 6.3.1. Sea X un conjunto y sea X1, Xo, ..., X,, una particion finita de X. Asumiremos
que 1, To, ...x, sonr puntos en X conr > n. Entonces existe i € {1,2,...n} yj, k€ {1,2,...r}
con j # k tales que z; € X; y x; € X;.

Demostracion. Observemos primero que si existen j,k € {1,2,...,7} tales que z; = z; entonces
el resultado es inmediato. Asumiremos que todos los puntos x1, s, ..., . son distintos. Luego,
si cada uno de los conjuntos Xi, X»,..., X,, contiene a lo mas un punto de la forma z; para
Jj =1,2,...,r, el nimero total de puntos z; es a lo mas n y luego r < n. Esto es una contradiccion

a nuestra suposicion que r > n.
O
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