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(...) Y le ensena un papel en el que estan escritos nombres de sabios, filésofos,
pensadores, seguidos de una cifra: Kant, 80; Newton, 85; Hume, 65; Rousseau, 66;
Schopenhauer, 72; Spinoza, 45; Descartes, 54; Leibitz, 70; y otros muchos, seguidos de
su cifra.

— Sabes lo que es esto? Los anos que vivieron, hijo, los anos que vivieron estos
grandes pensadores, para sacar el promedio y hallar mi vida probable. ; Ves estos
papeles de este otro cajén? Proyectos de obras. Yo me decia: «Hasta que las lleve a
cabo no me muero». |Y no poder tener fe... no poder tener fe en mi inmortalidad!

., Por qué no he de ser yo el primer hombre que no se muera? ; Es acaso una necesidad
metafisica la muerte?

Miguel de Unamuno,
Amor y Pedagogia, 1905.
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Introduccion

A pesar de que el titulo de este trabajo parece ocultarlo, la motivacion para los
temas que aqui se tratan yace en la Teoria de Nudos, cuyos objetos de estudio fun-
damentales son los nudos matematicos y links (enlaces). Dado un homeomorfismo f
de la circunferencia unitaria S! en R3, entenderemos como un nudo a la imagen de f,
mientras que a un link como una unién disjunta de nudos. El problema fundamental
de esta teoria, que permanece hasta nuestros dias abierto, es el de la clasificacién de
nudos por isotopia (Ver . Una aproximacion a la resolucion del problema la
aporta la construccion de invariantes de nudos y links, donde por invariante entendemos
a una funciéon X desde el conjunto de todos los links £ en un conjunto Obj de objetos
conocidos y comparables, tal que si dos enlaces son isotopicos, entonces sus respectivas
imégenes por X son iguales.

Los teoremas de Alexander (1932) y Markov (1935) establecen una estrecha vincu-
lacién entre los links y las trenzas, las cuales conforman el grupo B,, de Artin (ver [3]
y de este trabajo), ya que a través de la clausura de una trenza se obtiene
un link (ver . En particular, el teorema de Markov establece que las clausu-
ras de dos trenzas seran links equivalentes si y solo si tales trenzas estan relacionadas
bajo ciertas operaciones, denominadas movimientos de Markov. A partir de esta vincu-
lacién es natural pensar en representaciones de grupos de trenzas o deformaciones de
éstos para construir invariantes polinomiales de links. El grupo de n-trenzas B,, tiene
la siguiente presentacion, debida a E. Artin:

Bn - <017"' y On—1

0i0; =0j0;; sili—jl>1 >
0304104 = 0i+10i04+1

Después de los grandes resultados de Alexander y Markov, salvo contadas excepcio-
nes, la teorfa de nudos padecié varias décadas de escasos avances. Hasta que en 1985
Vaughan Jones, matematico neozelandés, dio a conocer en [13] una nueva invariante
polinomial de links, denominada el Polinomio de Jones. El procedimiento ideado para
su construccion se denomina la receta de Jones y tal descubrimiento le vali6 la medalla
Fields en 1990.

El mecanismo consiste aproximadamente en lo siguiente: a partir de la correspon-
dencia entre trenzas y enlaces, podemos pensar en representaciones de grupos de trenzas
para obtener una invariante polinomial de links. Esta invariante se construye a partir
de una funcién traza, desde cierta dlgebra (de tipo Hecke, por ejemplo) en las funcio-
nes racionales bajo ciertos parametros, esta funcién se denomina traza de Markov. La
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prueba de que tal funcién es admitida en el algebra supone la demostracion de una
base dicha algebra como espacio vectorial, lo cual se realiza usualmente empleando re-
presentaciones tensoriales o elementos de grupos de Coxeter. La invariante polinomial
se construye a partir de la compuesta de la representacion del grupo de trenzas con la
traza de Markov, luego de someter a esta compuesta a un proceso de re-escalacion y
normalizacion. El primero de estos consiste en la determinacién de condiciones de modo
tal que la compuesta respete los movimientos de Markov; el segundo proceso se lleva a
cabo con el propdsito de que la compuesta evaluada en el nudo trivial (el circulo) resul-
te el polinomio constante 1. Estos procesos son necesarios para obtener una invariante
polinomial de links.

Jones empled por primera vez este método en [13], representando el grupo de trenzas
B,, sobre el dlgebra de Temperley Lieb TL,(\), un cociente del dlgebra de Hecke H,, ()
de tipo A, donde A y u son indeterminadas en C. La razén para usar estas algebras sera
de inmediato comprendida por el lector observando sus respectivas presentaciones:

9i9; = 9;9;  sili—jl>1
Hn<u> =( L9, ,9n-1| 9i9i+19i = Gi+19iGi+1
g =1+ w—u)g
e? = ¢;
TLn()\>:<1,€1,"' yEn—1| €;€5 = €;€; si |’L—j| >1 >
e,

€i€iy16; =

Podemos notar que ambas algebras poseen relaciones similares a las del grupo B,,. Cabe
senialar que H,,(u) se considera con una presentacién alternativa para probar que TL,, es
un cociente de esta. El algebra TL, (\) admite una representacién del grupo de trenzas,
permitiendo a partir de su traza de Markov la construccién del polinomio (1-variable) de
Jones. En el caso de H,,(u), el polinomio obtenido es el polinomio 2-variable HOMFLY-
PT, el cual es una generalizacion del polinomio de Jones. Estas funciones polinomiales
se evalian en la clausura de una trenza, por tanto, en una palabra en los generadores
de B,, la cual via representacion es mapeada a un elemento en el dlgebra (H, (u), por
ejemplo). La traza de Markov es una funcién C-lineal desde el dlgebra de Hecke en las
C-funciones racionales bajo ciertos parametros, de otro modo, es la funciéon encargada
de asignar a cada elemento del dlgebra un polinomio (ver y para més detalles
[14]). Para poder evaluar un link en la traza, basta hallar la clausura de la trenza a la
cual el link es isotopico, consecuentemente, cada enlace debe estar asociado al menos
a una clausura de alguna trenza, lo cual esta garantizado por el teorema de Alexander
(ver Seceidn 13)

El lector podra preguntarse: ;como se relaciona esto con el titulo del presente escrito?
Primeramente, ha de mencionarse que el algebra de Yokonuma-Hecke Y, (u) (también
denotada por Y., o simplemente Y, si d es claro) es una generalizaciéon del algebra
de Hecke de tipo A, surgida en contextos de grupos de Chevalley y definida por T.
Yokonuma en [20]. Considerando el hecho de que el algebra de Hecke puede ser entendida
como un cociente de la C-algebra de grupo de B,,, por el ideal generado por las relaciones
cuadriticas g7 = 1+ (u — u™1)g;, el dlgebra de Yokonuma-Hecke es un cociente de la
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C-algebra del grupo de trenzas framizadas Fg,, 1= C}} x B,,, donde Cjy es el grupo ciclico
de orden d, asi, haciendo d = 1 tenemos que Fg, = B,. El divisor del ultimo de los
cocientes ya mencionados es el ideal generado por otro tipo de relaciones cuadréticas
que incorporan los generadores de C.

Para definir la presentacion de Y, (u) debemos tener en cuenta la presentacion de
Fan, dada por los generadores oy, - -+ ,0,-1, t1, - -t, y las relaciones

oi0; =0j0;  parali—j| > 1,
0i0i+10; = 0410041,

ti=1,

titj = t]tz para todo i,j,

Oitj = ls,(j)Oi-

Esta presentacion corresponde al producto semi-directo entre el grupo de trenzas B,

C7. Una explicacion més elaborada se puede hallar en el [Apéndice Al

Definiendo los siguientes elementos en CFy,,

d—1
1 T4—T -
ei::c_irz;titiH (1<i<n-1),

podemos retomar lo anteriormente mencionado para esclarecer que el divisor en el
cociente correspondiente a Y, (u) es el ideal bildtero generado por las expresiones
cuadraticas

o —1—(u—uYeo; (1<i<n-1),

siendo Y, (u) el dlgebra definida por la presentacién con generadores 1, g, - - - gn—1,t1, - - - ty,
y relaciones

9i9; = 9;9;  sili—j[>1,
9i9i+19; = 9i+19i9i+1,

En el de este texto el lector encontrard una explicacién y descripcién de la
estructura del grupo de trenzas framizadas y su relacion con el algebra de Yokonuma-
Hecke.

El tema principal de este texto es la construccién de la traza de Markov en Y, (u),
cuya existencia fue probada por Juyumaya en [I5, Teorema 12] en el anoo 2004. En tal
oportunidad el autor demostro la existencia de la traza a través de un isomorfismo de
bi-médulos que involucraba elementos tensoriales, mientras que aqui se utiliza el método
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de trazas relativas para probar el mismo resultado, empleado por Chlouveraki y Poulain
d’Andecy en [6], asi como otros autores en publicaciones anteriores. En este escrito los
matematicos mencionados construyen la traza de Markov para otros tipos de algebras
de Yokonuma-Hecke a través de funciones denominadas trazas relativas, que satisfacen
las propiedades de la traza de Markov en cada nivel n (en alusién al n de Yg4,,). En
nuestro caso, las trazas relativas las constituyen funciones lineales tr, : Y, — Y,_1,
definidas en una base hallada para Y4,. La funcién del Teorema 12 de [15] se define
como la familia de todas las respectivas compuestas de trazas relativas. El teorema al
que se hace alusién es el siguiente:

Teorema (Juyumaya, 2004). Sean z una indeterminada en C, y sean X;, 0 <i < d—1
pardmetros en u y z, con Xy := 1. La familia Tr := {Tr,, },>1 es una traza de Markov

en Yo = U Y 4. Es decir, para todon > 1y todo z,y € Y, se tiene que
n>1

a) Tr(l) =1,

o

c) Tr(xty, )= X, Tr(x),

) Tir(

) Tr(zgn) = 2Tr(z),
) Tr(

d)

Tr(zy) = Tr(yz).

Para toda esta construccion el lector debe dirigirse a las secciones v [4.1] El teorema
anterior corresponde al en este escrito.

En este punto, el titulo seleccionado para este trabajo cobra sentido: nuestro objetivo
es probar la existencia de la traza de Markov sobre el algebra de Yokonuma-Hecke a
través del método de trazas relativas. Lo siguiente viene a finalizar la construccién de
la invariante polinomial, para lo cual debemos iniciar un proceso de re-escalacién y
normalizacion de la compuesta entre la representacion de g, y la traza de Y, de tal
modo que esta compuesta respete el segundo movimiento de Markov. Que aquello se
satisfaga se traduce en la proposicion

Tr(ae,) = Tr(a)Tr(e,), (1)

donde Tr : Yo — C(u, 2) es la traza de Markov y a € Y,,. Con el afdn de buscar condi-
ciones necesarias para que la ecuacién (1) se satisfaga, se obtiene que los parametros de
la traza deben cumplir un sistema no lineal de ecuaciones en C, el cual es denominado
E-sistema. La invariante construida en este proceso es la primera y unica en su tipo
que no se re-escala trivialmente.

La solucién del FE-sistema fue obtenida por P. Gerardin, y estd contenida en el
apéndice de [16], trabajo en el cual Juyumaya y Lambropoulou construyen a partir de
esta solucién la invariante polinomial sobre el dlgebra de Yokonuma-Hecke.

En resumen, en el se podran encontrar: los conceptos elementales de la
teoria de nudos, las ideas de diagramas e invariantes y el problema fundamental de esta
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teorfa (Seccion 1.1)); los conceptos elementales de la teoria de trenzas, la estructura del

grupo B, y su interpretacion geométricas (Seccién 1.2)); en 1iltimo lugar, las principales
definiciones y los resultados que garantizan la correspondencia entre nudos y trenzas,

entre ellos, los teoremas de Alexander y Markov y las clausuras de trenzas
13).

En el se aborda fundamentalmente la receta de Jones, explicitando los
principales y pristinos ejemplos de su aplicacién: tanto en al dlgebra de Hecke
como en el algebra de Temperley-Lieb . Cabe senalar que en ambos
casos se muestra tangencialmente la construccion de la respectiva invariante polinomial.
Este capitulo y el anterior poseen un caracter preliminar, conformando la primera parte
de este trabajo.

La Parte II contiene dos capitulos y suministra lo necesario para exhibir la aplicacién
de la receta de Jones al algebra de Yokonuma-Hecke. El comienza a abordar
la estrucura de esta algebra, para lo cual expone los conceptos y propiedades bésicas
asociadas al grupo de trenzas framizadas Fy,,, su respectiva interpretacién geométrica y
la correspondencia entre trenzas framizadas y links framizados, con resultados analogos
a sus pares no framizados . Seguido de aquello, el capitulo contintia con una
descripcion de la estructura del dlgebra de Yokonuma-Hecke , para luego
dar paso a la prueba de una cierta base para Yq,(u) que permitird la construccion de
las trazas relativas .

El contiene la parte restante del proceso ya mencionado, correspondiente
a la prueba de la traza, la re-escalacién de la compuesta y la definicion de la invariante.
En la estan contenidas las trazas relativas y todo lo involucrado en la
prueba de la existencia de la traza de Markov sobre Y,,; en la buscamos
las condiciones necesarias para que se cumpla el segundo movimiento de Markov, lo
cual se traduce en la E-condicién; la [tercera seccion| del capitulo aborda la solucion
general del E-sistema, presentada originalmente en un apéndice de Gérardin en [16];
la tltima finaliza con la re-escalacién y normalizacién de modo tal que la
compuesta de la representacién de Fg,, y la traza de Markov defina una invariante de
links framizados orientados.

Los apéndices se han organizado en dos secciones: una primera de grupos libres y
presentaciones, en la que se explicita la relacién entre B, y S, y se construye la pre-
sentacion del producto semi-directo de dos grupos con sus respectivas presentaciones
; y una segunda de grupos de Coxeter, en la que se exponen los conceptos
méas basicos y las principales definiciones necesarias para introducir la funcién largo, la
cual es empleada en el estudio de ciertas representaciones del grupo de trenzas sobre
algebras de endomorfismos. Los grupos de trenzas, a pesar de no constituir grupos de
Coxeter, estan relacionados de modo natural con éstos, pues solo es necesario agre-
gar una relacion cuadrética a las presentaciones de los grupos de trenzas para que se
conviertan en grupos de Coxeter (Apéndice BJ).

En tltimo lugar, debemos senalar las siguientes observaciones alusivas a cuestiones
miscelaneas de este trabajo:




INTRODUCCION 11

» Las presentaciones de H,, (u) y de Y4, (u) se consideran con una versién simplifica-
da de la relacién cuadratica. En el caso de Y, esta presentaciéon fue introducida
por Chlouveraki y Poulain d’Andecy en [5], permitiendo reemplazar la relacién
cuadrética original g;> = 1+ (¢ — 1)e; + (¢ — 1)e;g; (utilizada, entre otros, en
[15, [16]) por ¢? = 1+ (u — u Ye;g;, donde ¢ == u? y g; = g; + (u — 1)e;g;.
Este cambio implica también una modificacién en los elementos inversos de los
generadores g;.

= Gran parte de los resultados en torno a Y,, han sido extraidos de [15], publicacién
en la cual se consideran los subindices de los generadores de Fy,, desde 0 a n —
1, mientras que en este trabajo tales enteros se consideran desde 1 a n. Esto
transforma levemente los elementos e; y algunas demostraciones, no obstante, los
resultados contintian siendo equivalentes.

= A pesar de no contener resultados originales, son novedosos en el siguiente sentido:
lo expuesto en este texto, en particular lo relacionado con la prueba de la traza
de Markov empleando trazas relativas, no esta hecho antes en publicacion alguna
para el dlgebra de Yokonuma-Hecke de tipo A, aunque puede ser concluido de
la construcciones de Chlouveraki y Poulain d’Andecy [6] y Flores, Juyumaya y
Lambropoulou [9]. Asimismo, en publicaciones recientes como [I] de 2016, Aicardi
y Juyumaya utilizan este método para probar que el algebra Braids and Ties
soporta una traza de Markov, asi como Flores, et al; lo emplean en [9] para el
mismo fin en el algebra Yokonuma-Hecke de tipo B.
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Capitulo 1

Nudos y Trenzas

En este capitulo, en su primera Seccion, se presentaran los conceptos basicos de la
Teoria de Nudos, asi como el problema fundamental de dicha teoria: la clasificacion
de nudos, el cual a la fecha permanece irresoluto. En la Secciéon 2 nos adentraremos
en el estudio del grupo de trenzas y su interpretacion geométrica, dando cuenta de
la extrapolacion de varios conceptos de la Teoria de Nudos a la Teoria de Trenzas.
En la Seccién 3 abordaremos la equivalencia existente entre los nudos y las trenzas a
través de los teoremas de Alexander y Markov. Estos dltimos son la clave en un estudio
puramente algebraico de la Teoria de Nudos. Ello ha sido posibilitado justamente por
la potente estructura del grupo de trenzas y su estrecha relacién con una gran variedad
de estructuras algebraicas, tales como las algebras de tipo Hecke.

1.1. Nudos

1.1.1. Conceptos elementales

Intuitivamente, podemos construir un nudo como sigue: tomemos un trozo de cuerda,
realicemos en ella un nudo cualquiera (incluido el no hacer nudo alguno), y luego unamos
los extremos de la cuerda de tal modo que no sea posible identificar el punto de la union;
de otro modo, esta unién es tal que la cuerda se vuelve continua (digamos, sin cortes);
més formalmente, un nudo es una curva cerrada simple en R?. Con el rigor que merece
todo objeto matematico, podemos definir un nudo como sigue:

Definicién 1.1. Sea K C R3, se dice que K es un nudo si existe un homemorfismo de
la circunferencia unitaria S' en R? cuya imagen es precisamente K.

Ejemplo 1.1. Algunos nudos notables

13
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5@

Unknot Nudo trébol Nudo ocho

Figura 1.1

Definicién 1.2. Un link (enlace) es una unién disjunta de nudos. De otro modo, es la
imagen por una funcién continua e inyectiva

f:|i|51—>]R3,

=1

donde m corresponde al nimero de componentes del link. Al conjunto de todos los links
lo denotaremos por L.

Note que un nudo es un link con una tinica componente. En la imagen de la izquierda
de la Figura 1.2 se encuentra el Hopf-link, un link de dos componentes; a la derecha, los
anillos de Borromeo, enlace de tres componentes poseedores de una curiosa propiedadﬂ

NS

Hopf Link Anillos de Borromeo

Figura 1.2

1.1.2. Equivalencia de nudos y diagramas

Definicién 1.3. Una isotopia de R? en R? es una familia continua de homeomorfismos
{F,:R* > R?| sel}tal que Fy =1d : R* - R? e I = [0, 1]. Una isotopia {F}}scs de
R3 se dice que es una isotopia de K en K'si F}(K) = K'.

Diremos que K y K’ son isotépicos si existe una isotopia de K en K’, lo cual denota-
remos por K ~ K'.

Ejemplo 1.2. Todos los nudos en la imagen son isotopicos.

1Su nombre proviene de la familia noble italiana de apellido Borromi, la cual utilizé estos anillos
como su principal emblema. La propiedad que los hace tan caracteristicos es que al quitar uno de los
tres componentes los otros dos se liberan, formando el 2-enlace trivial. En la historia, esta figura se ha
utilizado para simbolizar la fuerza de la unidad, como por ejemplo en la Trinidad Cristiana.
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09 0T

Figura 1.3

De acuerdo con la definicién anterior, dos nudos (links) K y K’ son isotépicos si
existe una isotopia de K en K’, lo cual denotaremos por K ~ K'. No es dificil verificar
que la relacién por isotopia es una relacién de equivalencia [17, Seccién 2.1].

El problema fundamental de la Teoria de Nudos puede ahora ser descrito en térmi-
nos mas precisos: se quiere determinar la equivalencia por isotopia entre nudos y links.
El ilustre fisico y matematico britdnico William Thomson, méas conocido como Lord
Kelvin, impulsado por la idea de que el modelo del a&tomo era el de un nudo matemati-
co con vértices rodeados de éter, postulaba que la clasificacion de todos los nudos
posibles permitiria explicar cémo los dtomos absorben y emiten luz. Ello motivé al
fisico-matematico escocés Peter Tait, junto a Kelvin, a trabajar varios anos en la con-
feccion de una clasificaciéon de nudos. Dichos resultados fueron recopilados en lo que
se denomina la tabla de nudos, la cual tipifica todos los nudos posibles con una cierta
cantidad de cruces, de la cual se presenta una porcion en la Figura 1.5.

Para comenzar a estudiar la clasificacién de nudos o links, es desable trasladar el
problema de R? a R?. Para ello proyectaremos los nudos o links en un plano, guardando
cuidado con la posicién de las cuerdas en la proyeccién mediante un etiquetado especial.

Definicién 1.4. Sea K C R3? un link. El diagrama del link K, que denotaremos por
Dk, se construye como sigue:

(i) A K le asociamos una proyeccién planar, en la cual los tinicos cruces admitidos
son los dobles puntos como en la siguiente figura:

Figura 1.4

Para tal efecto se debe acomodar la posiciéon de la proyeccién hasta lograr lo
deseado.

(4 ) A cada cruce se le debe asignar alguna de las siguientes configuraciones:
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D@38 Y

31 51 52 61

D) (@ A
ROBHY

(\2 % 7 7o
R e

Figura 1.5: La tabla de nudos hasta 7 cruces

XK

Figura 1.6

16

Dependiendo de la forma del cruce en el nudo que se ha proyectado, en el sentido de
identificar la cuerda que pasa por encima con una linea continua y la de debajo con

una linea cortada.

Un nudo o link se dice manso si tiene una cantidad finita de dobles puntos o cruces;
en caso contrario, diremos que el nudo es salvaje. En lo que sigue, trataremos solo con

nudos y links mansos.

Ejemplo 1.3. El nudo trébol proyectandose en el plano XY

v
/8

Figura 1.7
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Al hablar de la equivalencia de dos nudos o enlaces, nos estamos refiriendo indistin-
tamente a la existencia de isotopia entre ellos, en otras palabras, equivalencia o isotopia
entre links significan lo mismo. Introduciremos ahora una importante definiciéon para
diagramas de links.

Definicién 1.5. Sea K un nudo (link). Denotaremos por K* su reflejado, el cual es el
nudo (link) obtenido a partir de cambiar la configuracién de los cruces, en el sentido de
invertir la cuerda que pasa por encima y la que pasa por debajoE].

Ejemplo 1.4. El nudo trébol no es isotopico al nudo trébol reﬂejadoﬂ

Figura 1.8: Nudo trébol y su reflejado

El lector puede facilmente notar que basta cambiar en un minimo sentido la forma
en que se proyecta un link para que su diagrama se transforme, de lo cual surge un
problema fundamental: jqué caracteristica deben poseer dos diagramas de links para
que representen dos links equivalentes?. Dicha caracteristica es la equivalencia por Mo-
vimientos de Reidemeister, debida al Teorema homoénimo postulado por el matematico
aleman Kurt Reidemeister en 1927.

Definicién 1.6. Los siguientes movimientos, reservados para diagramas de nudos o
links, se denominan Movimienos de Reidemeister:

. ; 2.
Ry Isotopia en R”: /\ (_) \/

AN N
~ 7

XS S B

Figura 1.9: Movimientos de Reidemeister para links

2En estricto rigor, los diagramas de nudos y links son objetos en dos dimensiones, por lo cual las
nociones de encima y debajo no tendrian cabida. Se subentenderd que nos referimos a la forma de los
cruces del link antes de ser proyectado.

3Durante décadas no se conocié invariante (ver alguna que diferenciara al nudo
trébol de su reflejado, de modo que su equivalencia habia quedado sin resolver. En 1985 V. Jones
postulé en [13] la construccién de una nueva invariante polinomial denominada el polinomio de Jones,
a través de representaciones del Grupo de Trenzas (ver de este capitulo) sobre el dlgebra de

Hecke (ver [Capitulo 2 para més detalles)
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Diremos que dos diagramas son R-isotépicos si y solo si uno de ellos se obtiene a
partir del otro mediante una secuencia finita de Movimientos de Reidemeister. En la
Figura 1.10 se pueden ver nudos R-isotopicos, con los R-movimientos explicitamente
empleados.

Setcle

Figura 1.10: El diagrama inicial es R—isotépico al diagrama del nudo trivial.

Teorema 1.1 (Reidemeister, 1927). Sean Dy, y Dy los diagramas de los links L y L'
respectivamente. Entonces, L es isotépico a L’ si y solo si Dy, es R-isotopico con Dy, .

Con este importante teorema en mano, es posible trasladar el problema de la clasi-
ficacién de nudos y links en R? a sus respectivos diagramas en R?. Sin embargo, esto no
necesariamente implica una simplificacion del problema, pues en general no es sencillo
hallar una sucesién de movimientos de Reidemeister que transforme un nudo en otro.
Por ejemplo, los nudos de la Figura 1.11 se consideraron equivalentes durante anos,
hasta que en 1973 Perko probé lo contrario.

N 7
/\)) Q%ﬂ

Figura 1.11: El par de Perko.
Siempre y cuando ello no induzca error alguno, llamaremos nudo (link) al diagrama
Dg de K C R3 y lo denotaremos de igual modo.

Ejemplo 1.5. Retomaremos lo presentado en elfejemplo 2] a saber, la equivalencia entre
el nudo 8 y su reflejado explicitando en esta ocasién los R-movimientos utilizados.
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=N
(/ Ry \’ ror, [ s, 2
C\’/
Ri.R, ’)

4 Y .
4 ———— .J

i \)

Figura 1.12: El nudo 8 es equivalente a su reflejado.

Un modo de proseguir con la tarea de la clasificaciéon de nudos por isotopia, es
estudiar la isotopia por medio de la construccién de invariantes en L.

Definicién 1.7. Una invariante X sobre £ es una funcién de £ en algin conjunto Obj
de objetos conocidos, comparables entre si, tal que

K~ K = X(K)=X(K

Note que si X (K) = X (K’) no necesariamente se concluye que K =~ K’. De hecho, de
la implicancia anterior es més utilizado su contrarreciproco: si X (K) # X (K') entonces
K % K'. Un ejemplo de ello es el nudo trébol y su reflejado, los cuales evaluados en el
polinomio de Jones arrojan imégenes distintas (ver Seccién 2.2).

La razom por la cual el problema de la clasificacion de nudos continuia abierto es pre-
cisamente porque las invariantes fabricadas no son inyectivas, es decir, existen familias
de nudos no isotopicos a las cuales una invariante les asigna el mismo objeto.

1.2. Trenzas

1.2.1. Conceptos elementales

En esta seccion presentaremos un conjunto de objetos que resulta esencial en nues-
tro proposito. Se trata de las trenzas, las cuales guardan una estrecha relacion con los
nudos y links. A diferencia de estos ultimos, las trenzas poseen una potente estructu-
ra algebraica, dado que mediante una operacién definida geométricamente forman un
grupo. Estudiaremos primero la estructura del grupo de trenzas para luego dar paso a
su interpretacion geométrica. Las nociones de diagrama y R-movimientos son también
extrapolables al contexto de trenzas.

La idea es trasladar problemas de la Teoria de Nudos, cuyos objetos elementales
(nudos y links) no poseen estructura algebraica conocida, hacia el Grupo de Trenzas y
otros conjuntos derivados de este. La estructura de grupo de las trenzas juega un rol
clave en la construccién de invariantes polinomiales para nudos y links, las cuales son
de interés sustancial en este trabajo.
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Definicién 1.8. Sea n un entero positivo. Definimos el Grupo de Trenzas de n cuerdas,
denotado por B, como sigue:

oio; =00;; sili—j]>1
Bn: 01, ,0n-1 o .
0i0i+10; = 044100441

Las relaciones de la presentacion son denominadas Relaciones de Trenzas. La presen-
tacion anterior es conocida como Presentacion de Artin de B, pues fue él quien la
postulé en 1925 [3].

Ejemplo 1.6. Note que By = {1} es el grupo trivial. By no tiene relaciones y posee un
solo generador, es decir, By es el grupo libre generado por un solo elemento, el cual es
isomorfo a Z.

Ejemplo 1.7. B3 es el grupo de trenzas mas pequeno no conmutativo. Note que este
grupo esta generado por los elementos oy y 02, con la tnica relacion 10907 = 090105.

Debemos observar que si n > 1, entonces B,, es un grupo infinito. Ademas, B; puede
ser entendido naturalmente como un subgrupo de B;; para todo i. Por lo cual tenemos
la siguiente cadena de inclusiones u homomorfismos inyectivos:

{1}231‘%32%‘—)31‘—).814_1‘—)

Esto proviene del hecho que los i — 1 generadores de B;, oy, - ,0;_1; estan incluidos en
B;.1, asi como las mismas relaciones de B; se satisfacen en B; ;. A continuacién veremos
algunas propiedades basicas del grupo B, las cuales seran utilizadas con posterioridad
en el transcurso de este trabajo.

Proposicion 1.2. Para todo i se cumple que

-1 -1
a) 0;0i410; = 0,,10i0441,

1 -1 _ -1 _-1_
0i0i119; = 0i410; OTit+l,

b

-1 -1 _ -1 -1
O; 0i410i = Oi+10; Oiqq-

d

)
)
-1 _ -1
C) 0; 0i+10; = 0i4+1040,,1,
)

Demostracion. Probaremos solamente a), pues las otras tres demostraciones son anélo-
gas.
A partir de la relacién de trenzas podemos obtener a) como sigue:

004103 = 0441030441
_ -1
0i0i+1 — 04100410,

-1 -1
O'Z-_HO'Z‘O'H_l = 0i0;4+10; .
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En atencion a cuestiones relativas a la estructura algebraica de B, y su estrecha
relacién con las invariantes de nudos, presentaremos una vinculacion entre el Grupo de
Trenzas y el Grupo Simétrico. Se sabe que el grupo simétrico S,, tiene presentacion

$i8j =8j8;; sili—j|>1
Sp = 81,82, ,Sp—1 | SiSi415i = Sit15iSi41
s?=1

Donde s; = (4,7 + 1) es la transposiciéon que envia i en i + 1 y vice-versa.

Asi, para si,---,s,-1 se satisfacen todas las condiciones del [Corolario A.3| (ver
. De alli que podemos concluir que existe un tnico homomorfismo 7, de
B, en S, tal que m,(0;) = s; para todo ¢ € {1,2,--- ;n —1}.

Al ser S = {s1,892, -+ ,8,_1} un conjunto generador de S, se tiene que m, es un
homomorfismo epiyectivo.

Corolario 1.3. B, no conmuta para n > 3

Demostracion. Supongamos que B, es conmutativo, es decir, o009 = 0907. Asi, se
obtiene que
8189 = T (0102) = Tn(0201) = 8281,

lo cual es contradictorio, ya que sabemos que $159 # $257. O

Con el proposito de ser utilizada en cuestiones posteriores relativas a trenzas, defi-
niremos la funcién exponente.

Definicién 1.9. Sea n > 1. La funcién exponente, exp : B, — Z se define como sigue:

T
exp(o) := Zaj’
j=1

donde 0 = o'0? - o0
1 2

Tr
Proposicion 1.4. La funcién exponente es un homomorfismo sobreyectivo.

;. _ a1 Q2 O _ B B2 _Bs
Demostracién. Sean o = o' 0y, on Yy p=0y05 050
Luego, haciendo

o, sil<k<r

= Bey sir+1<k<r+s’
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tenemos que

r+s

exp(ap) =
k=1

r r+s
= Z Ve + Z Yk
k=1 k=r+1
r r+s
=> ar+ Y B
k=1 k=r+1
= Z o + Z B
k=1 k=1

—exp(o) + exp(p)

es decir
exp(op) = exp(a) + expl(p)
lo cual prueba que exp : B, — Z es un homomorfismo. Mas ain, dado a € Z se tiene

que
exp(of) = a,

luego exp es un homomorfismo epiyectivo. O]

1.2.2. Trenzas Geométricas

Como mencionamos en el inicio de esta seccién, B, y toda su estructura goza de
una interpretacién geométrica. En adelante, denotaremos por I al intervalo [0, 1].

Definicién 1.10. Fijemos P, = (4,0,1) y Q; = (i,0,0) puntos en el espacio R3, donde
i€{1,2,--- ,n}. Una n—trenza geométrica es un conjunto de arcos simples orientados
ai,ay, - - a, tales que a; conecta @Q); con P, donde m € S, tal que se cumplen las
siguientes condiciones:

(i) Cada arco de la n—trenza geométrica intersecta en un solo punto al plano z = t,
para todo t € I.

(4 ) Para todo t € I, los arcos aj,as, - ,a, intersectan al plano z = t en n puntos
distintos.

Las dos condiciones anteriores pueden ser interpretadas, en términos geométricos,
como que las n cuerdas no se devuelven, no se intersectan ni se estancan.

Ejemplo 1.8. Representacion grafica de dos trenzas geométricas. A la izquierda, una
4-trenza; a la derecha, una 3-trenza.
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2y

~

Figura 1.13

De un modo analogo que con los nudos, diremos que dos n—trenzas geométricas b,
y by son isotdpicas si y solo si podemos obtener by a partir de una deformacion continua
de by. En términos formales tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.11. Diremos que dos n— trenzas geométricas b, y by son isotopicas si
existe ua funcién continua F : by x I — R? x I tal que para todo s € I, la funcién
F, : by — R? x I dada por Fy(x) = F(z,s) para todo s € by, es una inclusién cuya
imagen es una n—trenza geométrica, donde Fy := Idy, y Fi(b1) = by. De otro modo, la
funcion F'y la familia {F;}sc; es llamada isotopia de by = Fo(by) en by = Fy(by).

Note que esta definicion es perfectamente extrapolable a la dada para isotopias de
links.

Proposicion 1.5. La relacién = por isotopia de n—trenzas geométricas es una relacion
de equivalencia.

Demostracion. Considerando la isotopia Fy = Id, para todo s € I, se tiene entonces
que la familia {F,},c; o la funcién F : b x I — R? x [ es una isotopia de b en b, de lo
cual b~ b.

Ahora bien, si by y by son dos n— trenzas geométricas tales que by ~ by, entonces existe
una isotopia F' que mapea by en bs.

Definamos para todo x € by v s € I la funciéon

G(z,s) == F(F ' (2),1 - s),
la cual es una isotopia de by en by, esto porque

Go(bg) = Fl(bl) = b2 Yy
Gl(bz) = FO(bl) =b

Es decir, by =~ b;. Por lo tanto, ~ es simétrica.

Por 1ltimo, si by, by v b3 son tres n—trenzas geométricas tales que by & by y by = bs,
entonces existen isotopias F' y G que deforman b; en by v by en b3 respectivamente.
Para todo « € by y s € I, definamos la funcion H como sigue:

Hiz,s) — F(z,2s) si
T G(Fu(x),2s — 1) si

Y

o= O
IAINA

s <
s <

i
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la cual es una isotopia de b; en b3, puesto que
Ho(bl) = Fo(bl) = bl y Hl(bl) = Gl(bg) = bg.

De lo cual by =~ bs y, consecuentemente, ~ es transitiva. Teniendo asi que =~ es una
relacion de equivalencia. O

A partir de este resultado podemos construir el conjunto de las clases de equivalencia
por isotopia. A cada clase de equivalencia se le denomina trenza geométrica de n cuerdas.
El conjunto de clases de equivalencia sera denotado por B,.

Definicién 1.12. Para una n—trenza b, definiremos su diagrama D, como sigue:

(i) Proyectamos la n—trenza geométrica b en el plano R x {0} x I, el cual identifica-
remos por R x 1.

(4 ) Cada punto de D, C R X I pertenece a lo mas a dos cuerdas. Esto quiere decir
que los tnicos cruces admitidos son los dobles puntos.

(47 ) Representaremos graficamente los dobles puntos del siguiente modo: la cuerda que
pasa por debajo debe identificarse con una linea cortada cerca de la interseccion;
la que pasa por encima la identificaremos con una linea continua.

Ejemplo 1.9. Diagrama de una 4—trenza

Figura 1.14

Definicién 1.13. Al igual que para diagramas de links, se definen las siguientes iso-
topias de diagramas de trenzas denominadas Movimientos de Reidemeister Ry, Ry y Rs
dados por:
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VN K %\:

A\ / AY [
Ry ) - %(
/ \

Figura 1.15

Definicién 1.14. Diremos que dos diagramas de trenzas son R—isotdpicos si y solo si
uno puede ser obtenido a partir de una aplicacion de finitos Movimientos de Reidemeis-
ter sobre el otro.

Teorema 1.6. Dos diagramas de trenzas representan la misma trenza geométrica si y
solo si son R—isotdpicos [I7, Teorema 1.6].

Ejemplo 1.10. Las siguientes trenzas son isotépicas. Se explicitan aqui los movimientos
realizados para obtener una a partir de la otra.

\ \// \{]

KON

Como nuestro objetivo es justamente probar que B,, tiene interpretacion geométrica,
debemos definir un producto entre n—trenzas para luego extenderlo naturalmente a la
particion B,,.

Definicién 1.15. Dadas dos n-trenzas geométricas by, by C R?x I, definimos el producto
por concatenacion de by con by como sigue:

—_ N

bw%:{@wﬂﬂem Qogi

(x,y,2t —1) € by si; <

IA A

1
2

De modo intuitivo, este producto reduce a la mitad del tiempo que se recorren by y
b, para luego copiar by, bajo by.
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Ejemplo 1.11. El producto de las dos 4—trenzas by y by
b1 : %/
//
bg .
S~
[ (I~

Figura 1.16

Habiendo ya esclarecido el modo en que se operan dos trenzas geométricas, podemos
definir el producto en B,,. Si [by], [b2] € B, entonces definimos el producto de [by] y [bs]
como

[01][ba] = [b1 - b2,

donde b; - by es el producto por concatenacion entre b; y by. Haremos un pequeno
alto en nuestro camino para dar cuenta de una definicién utilizada en la demostracion
de la estructura de grupo de B,,. De manera andloga con los nudos, dada una trenza
definiremos su reflejada como aquella que se obtiene reflejando la trenza original con
respecto al plano XY

Ejemplo 1.12. La 4—trenza geométrica b y su reflejada

Figura 1.17

e,

Proposicion 1.7. B, es un grupo con el producto definido entre clases de equivalencia.

Observacién 1.1. En efecto, el elemento del grupo esta dado por el de la Figura 1.18:
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n — cuerdas

Figura 1.18: El neutro de B,

Mientras que el elemento inverso:

bb—:

14

Figura 1.19: Una trenza multiplicada con su reflejada.

Toda vez que no haya riesgo de confusién, denotaremos a los elementos de B,, sim-
plemente por b en vez de [b] y los llamaremos n—trenzas. Ello viene motivado por el
teorema que sucede a la siguiente definicion.

Definicién 1.16. Llamaremos n—trenzas elementales a las n—trenzas de la forma

i

bz_ _Y - bz'_li- _ 7 _
NIEVANR IS I EVAVRI]

Figura 1.20: La cuerda i + 1 sobre/debajo de la cuerda i

Teorema 1.8. B, satisface las relaciones de trenzas y estd generado por las n — 1
trenzas elementales. En otras palabras

~ B,

bbrs1bs = by bibisn

B, = <b1,~-- "
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La demostracién fue resuelta por matemético austriaco Emil Artin en 1925 [3]]

Observacién 1.2. No es dificil probar que los elementos by, ...,b,_1 generan a B,.
De hecho, dada una trenza b € B,,, podemos aislar sus cruces utilizando deformaciones
continuas, como en el siguiente ejemplo:

2

\

= by'b3 by tboby!

%

K 4

Figura 1.21

Q

1.3. Correspondencia entre nudos y trenzas

Existe una correspondencia entre el conjunto de todos los links £ y los grupos de
trenzas B, la cual estudiaremos a partir de los resultados de Andrei Markov II y James
Wadell Alexander. La correspondencia entre estos objetos es una de las cuestiones mas
fundamentales en el proceso de construccion de invariantes polinomiales para links a
través de la receta de Jones.

Definicién 1.17. La clausura de una trenza g € B, es el link B\ que se obtiene a partir
de conectar a través de arcos los puntos finales e iniciales de S.

Ejemplo 1.13. La clausura de la trenza o, ‘o305 07" es equivalente al Hopf-Link.

Figura 1.22

Observacion 1.3. Note que la clausura de una trenza es considerada con orientacién,
generalmente asignada desde el nivel superior hasta el nivel inferior. Consideraremos

4Fl trabajo de la cita corresponde a uno elaborado por Artin en 1947 con el propésito de probar
varios resultados del grupo de trenzas con mayor rigor que en su escrito de 1925, ademéas de cambiar
el idioma alemén, con el este ultimo fue escrito originalmente, por el idioma inglés.
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sin pérdida de generalidad links orientados, pues asignar alguna orientacion a cada
componente del link siempre es posible.

Definicién 1.18. Definimos B, como la unién de todos los grupos de trenzas, es decir

B., ::|_|Bn

neN

Si consideramos la funcién ~: By, — L tal que 5 — B , lo consecuente es preguntarse
respecto a la naturaleza de” . De otro modo, nos preguntamos si es posible hallar, para
todo link L, una trenza tal que su clausura resulte L (epiyectividad), asi como si la
funcién es inyectiva. En 1932 el matemético estadounidense J. Alexander prob6 que ™
es sobreyectiva, lo cual de modo mas preciso podemos expresar en el siguiente teorema.

Teorema 1.9 (Alexander, 1932). Todo link orientado es isotépico a la clausura de una
trenzal’l

Demostracion. Sea Dy el diagrama de un link L, sin pérdida de generalidad podemos
considerar a L como poligonal y orientado. Tomemos un punto O en el plano P del
diagrama tal que el punto no pertenezca a las aristas y no coincida con los vértices
del diagrama de L. Diremos que L esta trenzado alrededor de O si cada arista de L es
visible desde O con orientacién anti-horaria. Llamaremos a cualquier arista con estas
propiedades como positiva, el resto seran llamadas negativas.

Si existe un punto O tal que nuestro diagrama estd trenzado alrededor de O, entonces
la afirmacién del teorema de Alexander se vuelve completamente clara: solo debemos
cortar el diagrama a lo largo de un rayo desde O y luego enderezar el diagrama.

Figura 1.23

Por tanto, en orden a probar el caso general del teorema, debemos reconstruir nuestro
diagrama de link arbitrario de modo tal que obtengamos un diagrama trenzado alrede-
dor de algin punto O.

Primero, fijemos un punto O. Ahora, usaremos el truco de Alexander como sigue. Con-
sideremos una arista negativa AB de nuestro link poligonal y hallemos algin punto C'
en el plano de proyeccion P tal que el tridngulo ABC' contenga a O. Entonces reempla-
zamos AB por AC'y BC'. Ambas aristas seran evidentemente positivas. Debemos usar

SPara una demostracién del teorema empleando el mismo algoritmo pero para links en R? ver [17)
Teorema 2.3].
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esta operacién hasta que obtengamos un diagrama trenzado alrededor de O, como en
la Figura 1.24.

Figura 1.24: Truco de Alexander

Describiremos con mas detalle la operacion. En el caso en que la arista negativa AB no
contenga cruces, el truco de Alexander puede ser directamente empleado, ver Figura
1.24 a.

Lo mismo puede ser hecho en el caso de que AB contenga solo cruces que estan por
sobre otra arista, ver Figura 1.24 b. En este caso, uno puede dividir la arista AB en
dos aristas y pasarlas por sobre O.

Finalmente, si AB contiene solo cruces por debajo de otra arista, entonces uno puede
realizar la construccion por debajo, como se muestra en la Figura 1.24 c. O]

Dadas dos trenzas isotépicas es evidente que sus respectivas clausuras son isotopi-
cas, no obstante, es posible hallar trenzas no isotopicas cuyas clausuras resultan links
equivalentes por isotopia. De otro modo, la funcién ~ no es inyectiva.

Ejemplo 1.14. El elemento o0, € B; y la 3-trenza 0,02 corresponden a trenzas no
isotopicas cuyas clausuras si lo son.

Figura 1.25

Sin embargo, es posible establecer una relacion entre las trenzas que al ser clausu-
radas resultan el mismo link.

Definicién 1.19. Sea «, 8 € B,. En B, definimos las siguientes operaciones denomi-
nadas Movimientos de Markov:
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a) La operaciéon M, transforma « en la n-trenza SafS~L.

b) La operacién M, transforma « en la (n + 1)-trenza ao, 6 ac, !

Definicién 1.20. Dadas «, € B,. Decimos que 5 es Markov equivalente (o M-
equivalente) con «, siy solo si a puede ser obtenida a partir de § aplicando una secuencia
finita de movimientos de Markov, incluidos sus respectivos inversos. Escribiremos 5 ~
« para denotar que « y 8 son Markov equivalentes.

Proposicion 1.10. ~); es una relacién de equivalencia en B..

Demostracion. Sean 3,5 € B,, [ 2, 1,61, = (3, por lo cual ~j; claramente es
refleja.

Ahora si suponemos que [ ~j; (', entonces existe una sucesiéon de movimientos de
Markov que envian 3 en '. Asi, utilizando los inversos de estos podemos enviar 3’ en
B, teniendo que 3~ 5.

De modo analogo tenemos que ~; es transitiva. O

Teorema 1.11 (Markov, 1935). Sean L; y Lo los links obtenidos respectivamente a
partir de las clausuras de las trenzas 51 y (2. Entonces los links L; y Ly son isotopicos
si y solo si las trenzas 31 y 2 son Markov equivalentes.

El Teorema de Markov nos permite aseverar que existe una correspondencia bi-
univoca entre el conjunto de todos los links £ y el conjunto cociente By, / ~ . A partir
de este hecho tan relevante podemos concluir que para obtener una invariante de links,
basta construir una funcién X : B, — Obj constante en las clases de equivalencias
determinadas por los movimientos de Markov, es decir que X («) = X () si a ~ s f.

En concordancia con lo precedente, se recurre a representaciones del grupo de tren-
zas B, para la construccién de invariantes. Esto motiva el estudio de algebras de tipo
Hecke, las cuales generalmente admiten de modo natural una representacion del grupo
de trenzas o deformaciones de este (como productos semi-directos u otros). Este proce-
dimiento para la fabricacion de invariantes polinomiales via representaciones de algun
grupo de trenzas se conoce como la receta de Jones.



Capitulo 2

La receta de Jones

Las invariantes polinomiales para links construidas a través de la receta de Jones
son el principal objeto de estudio de este trabajo. Nos interesa en particular aquella
definida sobre el dlgebra de Yokonuma-Hecke Y, (u) y cuya construccion serd abordada
en la parte dos. En este capitulo, el lector podra encontrar dos ejemplos concretos de
la utilizacion de la receta de Jones. Por el cardcter preliminar del presente apartado,
las demostraciones seran usualmente omitidas, pues en el proximo capitulo veremos en
detalle el uso de la receta de Jones aplicada al dlgebra de Yokonuma-Hecke, la cual
como ya se dijo generaliza al dlgebra de Hecke. Para mayor profundidad acerca el caso
clasico se sugiere dirigirse a [I3], en donde Jones originalmente anuncia el empleo de
la receta sobre el dlgebra de Temperley-Lieb, cociente del dlgebra de Hecke H,,(u) (ver
seccién 2). En el caso de la aplicacién de la receta a H,,(u), algunos resultados de [14]
son exhibidos en la secciéon uno, en donde se muestra la construccién del polinomio
HOMFLY-PT.

El descubrimiento del polinomio de Jones, y méas enfaticamente su procedimiento de
construccién, acabaron por abrir todo un nuevo campo de investigacion en torno a la
teoria de nudos. La idea, que le valié a su creador la medalla Fields en 1990, parte con
la aplicacién de una funcién traza, usualmente vinculada a algebras de Von Neumann,
sobre el algebra de Temperley-Lieb. Un ano después de tal suceso, surge simultdnea y
paralelamente desde dos grupos de matematicos la definicion de una invariante poli-
nomial sobre el algebra de Hecke. Desde alli en adelante, numerosos y fértiles campos
de estudio se han abierto en torno a la teoria de nudos, permaneciendo hasta el dia
de hoy una gran cantidad de problemas abiertos. Para mayor referencia al respecto se
recomienda ver [19], Apéndice D.

2.1. Algebra de Hecke

Definicién 2.1. Sea u una indeterminada sobre C. El dlgebra de Hecke de tipo A,
denotada por H, (u), es la C(u)—algebra definida por la presentacién con generadores

32
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1,91, -, gn—1 y relaciones

9i9; = 9;9i  sili—j|>1,

9i9i+19i = 9i+19ii+1,

g =1+ (u—u")g.
Observacion 2.1. Note que las dos primeras son precisamente las relaciones de trenzas
de B,, la tercera es denominada relacién cuadratica o relacién de Hecke. Si tomamos
u = 1 entonces g7 = 1, de lo cual se concluye que H,, (1) = CS,,. De este hecho podemos
entender al algebra de Hecke como una u-deformaciéon de la C-algebra de grupo de .S,,.
Mads precisamente, H, (u) puede ser considerada como el cociente de la C-algebra de

grupo de B, por el ideal generado por las relaciones cuadraticas. De otro modo, nos
referimos al ideal bilatero generado por las expresiones

g —1—(u—u)g.

Por otro lado, como mencionamos en la introduccion de este trabajo hemos conside-
rado la presentacién de H,(u) con una versién simplificada de la relacién cuadrética,
originalmente dada por

g’ =q+(q¢—1)g;
donde ¢ :=u?y g; := g; + ug; [5].
De la relacién cuadratica podemos aseverar que cada g; es invertible, puesto que
g =1+ (u—u")g
9i(gi — (u—u")) =1,

con lo cual g;' = g; — (u — u™'). Si considerdramos la relacién cuadréitica original de
la observacién anterior, entonces la expresion para g, ! serfa diferente en el siguiente
sentido:

g =algitqt -1

Definicién 2.2. Las palabras normales en H,(u) son aquellas de la forma vy --- vy,
donde v; € R; y

Ry :={1} yengeneral R;:={1,9;1v]|v€ R;i_1}
Asi, por ejemplo, en Hz(u) el conjunto de palabras normales es

{1, 01, 92, 9192, 9291, 19291 }, dado que
Ri={1},Ry={1,91} y Rs = {1, 92, 9201 }-

Se tiene también que |Rg| = k, pues Ry = {1,gx-1---¢» | 1 <r <k —1}.

Proposicién 2.1. Toda palabra en los generadores de H,(u) puede ser escrita en
combinacion lineal de palabras con a lo mas una aparicion de g,,_1.
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Proposicién 2.2. H,,(u) estd C-linealmente generado por el conjunto de las palabras
normales.

Demostracion. Omitiremos la demostracion, pues se puede concluir de lo realizado en
la [Proposicion 3.9| del proximo capitulo. O

Con el fin de probar la independencia lineal del conjunto de palabras normales,
introducimos los siguientes elementos en End(CS,,).

Definicién 2.3. Para cada ¢ € {1,---,n — 1} definimos los endomorfismos \; €
End(CS,,) como sigue

e 7)<t
e {snr +(u—u ) sil(m) > Lsim)
s () <t
o) {Wsi +(u—u ) sil(r) > lrs;)

Donde m € S,, y ¢ es la funcién largo de S, (Ver |Apéndice Bj).

Lema 2.3. Para todo 1 <1,7 <n — 1 se tiene que
Aipj = pjAi.

Lema 2.4. Los endomorfismos \; satisfacen las relaciones del dlgebra de Hecke para
todo i € {1,--- ,n — 1}, es decir

Aidip1Ai = Aip1Aidigt
M=14 (u—u)\.

Como los endomorfismos \; satisfacen las relaciones del dlgebra de Hecke tenemos,

en analogfa con la construccién del para grupos, las proposiciones 2.5 y 2.6
que se muestran a continuacién.

Proposicién 2.5. La funcién g; — A; define un homomorfismo de algebras A de H,,(u)
en End(CS,,).

Proposicion 2.6. El homomorfismo A definido en la proposicion anterior induce la
funcién C-lineal A : H,(u) — CS,, que viene dada por A(g;) = A\i(1) = s;, por lo
cual A mapea una palabra normal de H,,(u) en una palabra normal de SWH. De esto se
concluye la siguiente proposicién.

Proposicién 2.7. El conjunto de todas las palabras normales de H,(u) es linealmente
independiente.

1Ya que su estructura es analoga a H,, (u), se recomienda al lector ver la para las palabras
normales de S,,, considerando d = 1.
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Por la proposiciones anteriores se concluye el siguiente teorema.

Teorema 2.8. El conjunto de todas las palabras normales de H, (u) constituye una
C-base de H, (u), luego dim¢ H,(u) = nl.

Note que para todo n € N, H,,(u) puede ser entendida como una subdalgebra de
H,11(u), generando la siguiente cadena de inclusiones:

C =Ho(u) = Hy(u) = Ha(u) < - --

Con todos estos resultados clasicos hallados en H,,(u), principalmente extraidos de [14],
estamos en condiciones de enunciar la existencia de una traza de Markov sobre el dlgebra
de Hecke, para luego aplicar la receta de Jones.

La traza de Markov sobre H,(u) recibe el nombre de traza de Markov-Ocneanu (o
simplemente traza de Ocneanu) y constituye una funcién C-lineal sobre el conjunto
Heo(u) := J,,eny Hn(u) con ciertas propiedades. Mas precisamente, la traza de Ocneanu
es una familia de trazas, las cuales se definen inductivamente sobre H,(u) para todo
n > 1.

Teorema 2.9. Sea z una indeterminada sobre C. Para todo n € N existe una funcién
C-lineal tr,, : H,(u) — C(u, 2), la cual satisface que para todo X,Y € H,(u) y todo
neN

a) tr,(1) =1,
b) tr,(XY) = tr,(YX),
c) trpe1(Xgn) = ztr,(X).

Definicién 2.4. La familia Tr := {tr,, },<i, Tr : He(u) — C es llamada traza de
Markov-Ocneanu sobre el dlgebra H,,(u).

Asi, tenemos el siguiente diagrama de funciones:
™ Tr
B, - H,(u) — C

donde 7(0;) = g;- Dado que 7 es un homomorfismo y Tr(XY') = Tr(Y X), se sigue que
Tr o 7 respeta el movimiento de Markov M, es decir, para todo o, 8 € B,,

(Trom)(Baf™) = (Tro7)(a).

No obstante, Tr o 7 no respeta el segundo movimiento de Markov, por lo cual, necesita-
mos re-escalar y normalizar el homomorfismo 7 para obtener una invariante polinomial
de links.

Sea 7y, : B, — Hy(u) el homomorfismo definido por 7 (0;) := Lg;, donde L € C es
el parametro de re-escalacion a determinar. Luego, deseamos que

(Tromp)(on) = (Trom) (o),
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de alli que

Tr(Lga) = Tr(L™"g,")
LT(g,) = L™'Tx(g,")
Lz = Tr(g, — (u—u™t))
LPz=z—(u—ut)

2o r-(u—uh)

L=V,

z

_ .1
donde ) = - (u—u")

. Tenemos asi la representacién m, de B, dada por my(o;) =
z

Vg € H,,(u). Asimismo, requerimos que la composicién resulte igual a 1 evaluada en
el nudo trivial, el cual es isotépico a la clausura de la trenza ¢ = o1 ---0,_1. De este
modo

n—1

Tromy(3) = Tr(VA o1 0p_1)
_ \/anlzn_1‘

Note que

_z—(u—uil)

z
M=z (u—ut)
z(1=AN)=u—u"’
w—ut

1—A

Entonces, si queremos que Tr o 1 A(@) = 1 debemos definir la invariante polinomial
como el polinomio en las variables A\ y u

) |

Considerando que para todo 8 € B, se tiene que my\(8) = (VA)*®@)1(a), y definiendo

Hz(A\u) = ( Tromy)(B), con € B,.

1—A 1
A= (u —u=1)vV/A NN

podemos re-escribir el polinomio anterior como sigue:
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Definicién 2.5. Sea 3 € B,. El polinomio HOMFLY-PTf] es el polinomio 2-variable
Hz(A, u) de C(A, u) definido por:

Hy(\u) = A" (VA)*PE)(Tr o 7)(a).
Teorema 2.10. El polinomio HOMFLY-PT es una invariante de links.

Observacion 2.2. Si consideramos la presentaciéon de H,,(u) con la relacién cuadrética
original, entonces el polinomio de HOMFLY-PT obtenido varia en el sentido de que el
escalar que multiplica a la compuesta Tro )y resulta ligeramente distinto. No obstante,
ambas invariantes son equivalentes.

2.2. Algebra de Temperley-Lieb

El algebra de Temperley-Lieb fue definida por H. Temperley y E. Lieb en 1971 en
contextos de mecanica estadistica. La receta de Jones fue aplicada por primera vez
sobre esta dlgebra en 1984 por Jones en [13], construyendo la invariante polinomial
denominada polinomio de Jones. Este procedimiento se relaciona intrinsecamente con
la seccién anterior ya que el algebra de Temperley-Lieb puede ser entendida como un
cociente del algebra de Hecke.

Este hito tiene un caracter significativo en la historia de la teoria de nudos por varios
motivos. Un hecho notable es que el polinomio de Jones logré un modo mucho mas
eficiente para diferenciar links no isotépicos, Un caso emblematico es el del nudo trébol
y su reflejado, pues por medio de cirugia de Dehn ya se conocia de la no equivalencia
de estos nudos, pero este constituia un procedimiento muy engorroso de aplicar.

Existen otras invariantes polinomiales de links originalmente no construidas con la
receta de Jones, sino que incorporando elementos combinatorios y relaciones Skein [19,
Capitulo 5] como el polinomio de Kauffman, el cual a pesar de no ser comparable con
HOMFLY-PT junto a este ultimo generalizan al polinomio de Jones. Estas invariantes
no son comparables entre si dado que difieren en los links que son capaces de distinguir
y los que no. Otra invariante de links no construida mediante el mecanismo empleado
por Jones es el denominado polinomio de Alexander, elaborada utilizando elementos
algebraicos ligados con propiedades topolégicas de los links tales como el grupo fun-
damental. No obstante la condicién de estas invariantes (de ser elaboradas mediante
procedimientos distintos al de la receta de Jones), resultados de las tltimas décadas
han logrado identificar la respectivas dlgebras que admiten la construccién de estas

2La sigla HOMFLY se debe a las iniciales de sus descubridores: Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd,
Lickorish y Yetter, mientras que la PT es por los polacos Prztytycki y Traczyk, quienes realizaron
el hallazgo casi simultaneamente y de modo independiente. Los resultados del primer grupo fueron
publicados en [I0], en la revista Bulletin of the American Mathematical Society, mientras que los
del segundo grupo (los polacos causantes de la "PT”) fueron anunciados en una publicacién que no
interactué con la primera, a causa del contexto de la Guerra Fria. Por este motivo, algunos articulos
mas anosos referencian al polinomio HOMFLY-PT simplemente por HOMFLY.



CAPITULO 2. LA RECETA DE JONES 38

invariantes mediante el método de Jones. La BMW-algebra es la correspondiente al
polinomio de Kauffman, por ejemplo, mientras que el polinomio de Alexander se liga
con las denominadas dlgebras de Rook [4].

En esta seccién, introduciremos el algebra de Temperley-Lieb por medio de la si-
guiente definiciéon:

Definicién 2.6. Sea )\ una indeterminada sobre C. El algebra de Temperley-Lieb de

tipo A, denotado por TL, (), es el dlgebra con generadores 1, ey, -+ , e, 1 sujetos a las
relaciones
2
GZ — ei,
€;€; = €;€; si |Z —j| > 1,
€;€i11€; = )\61' si ‘Z — j’ =1.

A continuacién, mostraremos que el dlgebra TL,()\) puede ser entendida como un
cociente del dlgebra de Hecke, utilizando para tal efecto la presentaciéon de H,,(u) con
la relacién cuadratica original. Denotaremos a esta tultima por H,(q) para efectos de
diferenciarla de la presentacion usada en este trabajo con parametro u, y a sus n — 1
generadores los identificaremos con g;.

Definamos h; € H,(g) por h; := 17(gi + 1), asf tenemos que

gi=(q+1)h;i—1

Proposiciéon 2.11. El algebra de Hecke tiene una presentacion con generadores hy, -+, h, 1
sujetos a relaciones

h2 = hi;

hihi—l—lhi - nhi = hi+1hihz’+1 - nhi+1,

q
(¢+1)*

Corolario 2.12. TL,(\) es un cociente de H,(q). Més precisamente

TL,(X\) 2 H,(n)/J(n)

donde J(n) es el ideal generado por las expresiones

donde n =

hihis1hi — nh;

Teorema 2.13. Sea TL (1) := | ],y TLn(n). Entonces, existe una funcién C-lineal
Tr : TLy — C compatible con la inclusién i : TL,(n) — TL,41(n), tal que para todo
a,b € TL,, = TL,(n) se tiene que

a) Tr(l) =1,
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b) Tr(ab) = Tr(ba),
c) Tr(ae,) =nTr(a).
Consideremos ahora la funcién p : B, — TL,(n) dada por p(o;) = (¢ + 1)e;, donde

n= d
(¢+1) o ,
por lo cual tenemos las siguiente funciéon compuesta de B, en C:

5+ Se verifica sencillamente que p es una representacién de B, en TL,(n),

B, 2 TL,(n) = C.

La composicién Tr o p respeta el primer movimiento de Markov, pero no el segundo,
por lo cual es necesario un proceso de re-escalaciéon y normalizacion, al igual que con el
polinomio HOMFLY-PT sobre H,,(u). Consideramos la representacion

po: B, — TL,.(n)

donde 6 es el parametro de re-escalacion a determinar. Debemos tener que

Tr o po(0) = Tr o pa(o ),
por lo cual tenemos la siguiente cadena de igualdades:
OTr((q+ Ve, — 1) =0 ' Tr((¢ ' + 1)e, — 1)
0*((q +1)Tr(e,) — 1) = (¢4+Uﬁ®0—1
0*((@+1n—1)= (¢ +1n—1
) 1

92:(71 177_
(g+1)n—1

Pero n = , por lo cual

7
(g+1)2
(¢+1)g
g2 alg+1)?
(g+1)g
(g+1)2
1—qg—1
'
q—q—1
qg+1

De esto se concluye que ¢ = /g y que el siguiente polinomio en ¢ depende solo de &
para a € B,,.
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Definicién 2.7. Sea o € B,,. El siguiente polinomio 1-variable se denomina polinomio
de Jones.

W S T Ly N
Vala) : (f ﬁ) VE(Tr 0 p)(a).

Teorema 2.14. El polinomio de Jones es una invariante de links.

Ejemplo 2.1. Calcularemos el polinomio que V asigna al nudo Trébol y su reflejado.

El primero, que denotaremos 7', viene dado por la clausura de la 2-trenza o73.

oM

Figura 2.1

Asi, el polinomio de Jones de T es

Vi) = (~vi- 5z ) V' (tre e

= (¢ — ) Tr(((g + 1)es — 1))
= (= —q)Tr((g+ 1)} = 3(qg+1)%e1 + 3(q + 1)er — 1)
= (- —q)([(g+1)(g+1)> =3¢ —3+3]n—1)
2 2 q
= (¢ - 9(¢+ (¢ —q+ 1)(qJr Ty~ 1)
= —g(q+1)2 ;il_l
=—¢"+¢ +q

Por otro lado, el nudo Trébol reflejado T™ viene dado por la clausura de la 2-trenza
o7®. Un célculo nos muestra que

¢*—q'—g¢

Trop(o}) =

Y

por lo cual

Vri(q) = (‘V‘_] - %) ﬂ_g%

() ()
q? g+1

=—(¢*'-q¢?—q),
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es decir,
Vp-=q 7 —q ' +q".

De este ejemplo podemos ver que

Vr(q) # Vr-(q),

de lo cual podemos concluir lo mismo afirmado en la En general tenemos la
siguiente proposiciéon:

Proposiciéon 2.15. Dado L € £ tenemos que

Vi(q) = V(g ™).

Observacién 2.3. En el mismo sentido que con HOMFLY-PT, los polinomios de Jones
obtenidos con cualquiera de las dos presentaciones del algebra de Hecke de tipo A son
equivalentes. Ademds, como ya mencionamos, el polinomio HOMFLY-PT generaliza al
de Jones. Esto dado que, considerando que HOMFLY-PT estd parametrizado por A\ y u,
si tomamos la restriccién A = u entonces obtenemos el polinomio de Jones. Un cambio
de variable permite obtener también este ultimo a partir del polinomio de Kauffman.

En la parte siguiente, en la que abordaremos la aplicacién de la receta de Jones al
algebra de Yokonuma-Hecke, veremos que existe también una modificacién en la relacion
cuadratica que interviene en la transformacion de la invariante polinomial, obteniendo
dos invariantes no equivalentes.
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Capitulo 3

Algebra de Yokonuma-Hecke

Como ya se observd en el Capitulo 2 de este trabajo, usando el procedimiento
empleado por Jones en 1984 (la receta de Jones), se pueden construir invariantes po-
linomiales para links mediante representaciones del grupo de trenzas. Es un requisito
necesario para aquello, que la estructura algebraica sobre la cual se esta realizando la
representacion de B, soporte una traza de Markov, lo cual permite la fabricaciéon del
polinomio. Un ejemplo es la traza de Ocneanu sobre H,,(u).

En 2004, J. Juyumaya logré demostrar la existencia de una traza de Markov sobre
el algebra de Yokonuma-Hecke [15]. Este paso fue decisivo para la posterior elaboracién
de la correspondiente invariante polinomial [16, [I] a partir de la aplicacién de la receta
al par (Yqn,(u), Tr).

La comprension de la estructura de esta algebra debe incorporar un estudio del
grupo de trenzas framizadas Fg,, el cual se define como el producto semi-directo entre
(z)dZ)* y B,. Al igual que B,, F;, también tiene interpretacién geométrica: una
trenza framizada, de modo similar al caso clédsico, corresponde a una trenza geométrica
con un elemento en Z/dZ asignado a cada cuerda, ademds de que su clausura resulta
un link framizado, que corresponde a un link con un entero médulo d asignado en cada
uno de sus componentes. Esta interpretacion geométrica tiene sus propias versiones de
los teoremas de Reidemeister, Alexander y Markov.

El presente capitulo consta de tres secciones: la Seccion 3.1 describe la estructura del
grupo de trenzas framizadas, su interpretacion geométrica y los resultados al caso clasico
del par (H,(u), Tr); la Seccién 3.2 muestra la estructura de Y, (u), su presentacién y
algunos lemas; la Seccién 3.3 incorpora la demostracion de una base para el algebra
de Yokonuma-Hecke (proceso andlogo al efectuado en H,(u)). Tal base es empleada
posteriormente en la definicién de una familia de trazas relativas para Y g, (u)

43
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3.1. Grupo de Trenzas Framizadas

Sea B, el grupo de trenzas con n cuerdas, el cual como ya vimos tiene la presentacién
de Artin. Sea Cjy el grupo ciclico de d elementos, cuya presentacién viene dada por

Ca=(t]t*=1)

Sea CF := Cy x - -+ x Cy (n veces). Si definimos como ¢; = (1,---,1,¢,1,---,1) € CF,
donde ¢ esta en la posicién i, podemos presentar al grupo CJ} como sigue

Ct={ci,,cy | =1, c¢icj=cje; paratodo i, )

Por lo visto en el capitulo 1, sabemos que el grupo de trenzas B,, goza de una proyeccion
natural sobre el grupo simétrico S,,, la cual estda dada por

O'Z'—>SZ:(Z,Z+1)

Usando esta proyeccién se obtiene que B, actia naturalmente sobre las entradas de las
n-uplas de C}. Dada esta accién de grupo podemos construir un homomorfismo de B,
en Aut(C%) para luego definir el producto semi-directo entre C7 y B, denotado por

Oy x B, (ver [Kpéudice A).

Definicién 3.1. Se define al grupo de trenzas framizadas médulo d, denotado por
Fan, como el producto semi-directo entre C} y B,,. Andlogamente el grupo de trenzas
framizadas F,, se define como el producto semi-directo entre Z" y B,,, es decir, puede
ser considerado como Fo .

Fan recibe el nombre de grupo de trenzas framizadas mddulo d en alusién a Cgq ~ Zg,
el grupo de los enteros médulo d. En el caso de F,,, nuevamente la acciéon de B,, sobre
C™ viene dada por o(ry, -+ ,7n) = (T51), - ,Ts(n)), donde o — s € S,,.

Observacién 3.1. Note que se cumple particularmente que

Fin=Clx B, =B,
-Fd,l = Cé X Bl = Cd

Adems3s se tiene

L:Cy — Fan ¥
m: Fan — By,

donde ¢ es una inclusién de C} en Fy,, y 7 viene dada por el mapeo o; — o; y t; — 1.

De otro modo se tiene:
{1} = Cr = Fyn = B, — {1} (3.1)
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Definamos t; € F4, por ¢(¢;) = (¢;,1) donde ¢; € C} para i > 1; identifiquemos
también al elemento 7~ '(0) = (1,0) € Fy,, por o. Con estas dos configuraciones y
las funciones expresadas en (3.1) se tiene que F,, estd presentado por los generadores
01,09, ,0p—1 de B, ylos t1,ts,--- , %, de C}; y cumple con las relaciones de B,, para
los o;

0i0; = 0;0; para |[i — j| > 1 (3.2)

0i0i+103 = 0i+100+1,
las relaciones de C} para los ¢y
th=1
tit; =t;t; para todo 1, j, (3.5)
y las siguientes relaciones mixtas
oit; = to,(j)0i- (3.6)
La relacién (3.4) es la tnica en que difieren los grupos F,, y Fan, pues en F,, no existe.

Observacion 3.2. Note que los elementos ¢;, para ¢ # 1, se pueden obtener como
conjugados de 1, luego existe una presentacion alternativa para Fg, con un conjunto
minimo de generadores t; = t,04, -+ ,0,_1, sujetos a las relaciones de B,, para los o;,
ademas de las siguientes:

th=1
o;t = to; para ¢ > 1
O'Z....O'lto'l_l...o'i_l — J;l...o'l_lto'l...o'i

toyto] ! = oytoy 't

Esta presentacién fue usada por Juyumaya en [I5], aunque optaremos por la presenta-
cién original de la definicién, pues ella explicita de modo natural la accién de o; en t;,
ademas de simplificar varios calculos.

De la relacién (3.6) se puede concluir que
-1 _
0itj0; = = loy(j),
de alli que si m € N, entonces

m __ 4 gm—1

m—1
= tUi(j)Uitj

42 m—2
- toi(j)aitj
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Iterando obtenemos, para todo m tal que 1 < m < d — 1, que
oit]’ = lo;)i
Consecuentemente, dado o € B,,, 0 = 0y, - - - 0;,, tenemos que

mo__ m
O'Z'tj =04 """ O—irtj

m
=04yt Oyt

Ty (]) 0-7:7‘

=0y 'O-iT_QtO';-r:_lO'ir(j)o-ir—lo-ir’
Iterando obtenemos

m p— m . .« .. .
oty = tO’il“‘Uir ()% i

T

m __ m
atj =1 )0

o
Asi, hemos probado el siguiente resultado.

Lema 3.1. Dado m € Ny ¢ € B, se cumple para todo i que
ot = ty,H0.

Observacién 3.3. Si tomamos un elemento 3 € Fy,, (6 en F,), entonces [ siempre
puede ser escrito como una palabra de la forma t}'---t"a, con a € B,. En efecto,
usando la relacién mixta de Fg,, siempre es posible mover los elementos de B,, hacia
la derecha, dejando una palabra en los ¢;’s hacia la izquierda. Adicionalmente, los t;’s
siempre conmutan, por lo cual esta palabra en los ¢;’s siempre puede escribirse como
t1' -+ - tim para algunos 1. De este modo, dado cualquier elemento en Fy,, siempre podra
ser escrito de la forma 7' - - - t7"«. Aqui los elementos 7y se denominan framings, y por
lo recientemente visto son siempre identificables para cualquier elemento de Fg,, (6 F,)
por medio de esta configuracion.

Bajo esta notacion el producto y el inverso en JF,, vienen dados como sigue

(1 tipa) (ot B) =T 0
(t - ta) T = Wty P g, e g

De modo geométrico, el producto de las trenzas framizadas viene dado por el produc-
to usual de trenzas con los framings sumados manteniendo la correspondencia entre
cuerdas asignadas por la permutacién asociada a la trenza. A continuaciéon un ejemplo
particular.
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Ejemplo 3.1. El producto de dos trenzas framizadas

7“1—1—52 o+ S3 T3+ S1

XK o2

trl th tgg t51t52 t;gﬁ t71“1 +s2 t;2+53 tga +s1 afB

Figura 3.1

Las nociones de equivalencia por isotopia y diagramas de trenzas y movimientos de
Reidemeister del caso clasico son aplicables andlogamente para trenzas framizadas. El
teorema homoénimo sigue siendo valido también en este caso.

En animo de lograr una correspondencia entre links framizados y trenzas framizadas,
con el objetivo de construir una invariante polinomial para links framizados sobre el
algebra de Yokonuma-Hecke, continuaremos con la definicion de clausura de una trenza
framizada y enunciaremos las versiones de los teoremas de Alexander y Markov para
estos objetos.

Dada una trenza framizada o € F,,, ,se tiene que su clausura @ es un link orientado
framizado. El framing del correspondiente link es obtenido sumando los framings de
todas cuerdas que forman esa componente. A continuacién un ejemplo:

Ejemplo 3.2. La clausura del elemento ¢]'t*t/3a € F3

ra+ 73

Q

Figura 3.2: Note que el link tiene dos componentes

Asi tenemos los siguientes resultados analogos al caso clasico.

Teorema 3.2 (Alexander para trenzas framizadas). Todo link framizado orientado es
isotopico a la clausura de una trenza framizada.

Definicién 3.2. Sea a € F,,. Definimos las siguientes relaciones

i) « estd relacionada con Baf~!, donde § es cualquier elemento de F,
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ii) « estd relacionada con ac,, y con ao, !

Al igual que en el caso clasico no es dificil ( ver [Proposicion 1.10)) verificar que esta rela-
cién es de equivalencia. Diremos que dos trenzas framizadas seran Markov-equivalentes
si y solo si pertenecen a la misma clase de equivalencia por las relaciones anteriores.

Teorema 3.3 (Ko y Smolinsky, 1992). Sean a, 3 € F,,, 'y 3 son dos links orientados
framizados isotdpicos si y solo si a y 3 son Markov-equivalentes [I8, Lema 1].

Observacién 3.4. Podemos hacer una extrapolaciéon de F,, = Fu, hacia S, =
C" xS, y de Fy,, hacia Sy, = C}} xS, donde S, es el grupo simétrico de n elementos.
Soon ¥ San son conocidos como las versiones finitas del grupo de trenzas framizadas y
de trenzas framizadas médulo d respectivamente. Ademds, las presentaciones de Sy, ,, y
de Sy, se obtienen a partir de agregar las relaciones a las presentaciones de F,, y Fap
respectivamente. Usando esta presentacién se puede probar que cualquier elemento de
San puede ser escrito de la forma

Wy -+ W, (3.7)

donde P :={t" |0<m<d—-1},w; € Py

Po={Lt"sw|we P_,1 <m<d—-1} (2 <i<n). Ver [I5 Remark 2|. Las
palabras de la forma wy - - - w,, de Sy, se conocen como palabras normales 0 monomios
estandar.

Retomando la idea de la funcién largo ¢ de S,, el grupo de Coxeter de tipo A
(ver |Apéndice BJ), podemos extender ¢ a una funcién largo ¢ de S, tomando en
consideracién la siguiente configuracion: ¢'(ts;) = ¢(s;) = 1 para todo t € C. Con el
fin de simplificar la notaciéon usaremos ¢ en vez de ¢’ para el grupo Sg,,. De alli procede
el siguiente lema:

Lema 3.4. Para cualquier s;,s;,9 € Sa, tal que ((s;gs;) = €(g) v £(sjg) = {(gsi) se
tiene que s;g = gs;. Equivalentemente, s;gs; = g.

Demostracion. Note que los elementos de C} no tienen incidencia en ¢, luego sin pérdida
de generalidad podemos suponer g = s;, - -+ s;, € Sg, reducida. Hay dos posibilidades:

a) L(sjg) > {(g). Entonces ¢(g) = ¢((s;9)si) < {(sjg), por tanto la
ide Intercambio| aplica para el par s;g,s;. Obtenemos que sjg = ¢'s;, donde
g = 8;Si +++Si, -+ s, o bien ¢ = g. La primera alternativa es imposible, ya que
implicaria que g = s;(¢'s;) = siy, -+ - Sy - -+ 84,84, forzando que gs; = s;, -+ 5, < -+ S;,
de largo menor que g, lo cual es contrario a la hipdtesis £(gs;) = £(s;9) > £(g).
Por tanto ¢’ = g y s;9 = gs;.

b) {(sjg) < £(g) = {(sj(sjg)). Observe que la hipétesis del lema se satisface ahora
para s;g en lugar de g, entonces aplicamos el resultado del lema en el caso a) para
s;g. Concluimos que s;(s;9) = (s;9)s;, es decir g = s;gs;.

]



CAPITULO 3. ALGEBRA DE YOKONUMA-HECKE 49

3.2. Algebra de Yokonuma-Hecke

En esta seccién estudiaremos la estructura del dlgebra de Yokonuma-Hecke. Que-
remos, en primera instancia, dar cuenta de la presentacién del algebra, para lo cual
requerimos la siguiente definicién.

Definicién 3.3. Sead € Ny CFy,, el dlgebra de grupo de F;,,. Definimos los siguientes
elementos en CFg,,

d-1
1 ryd—r : :
ei:zc—irz;titi+1 (1<i<n-—1).

Lema 3.5. Para todo ¢ se tiene que
a) oie; = e;0;,
b) €? =e;.

Demostracion. Para probar a)

0;€; = 0;

T&- ISR
R

I
ISR

Q

<
L3
-y
+
=S

r=0
d—1
1
— r d—r
- E E tz—l—lo-ltz—‘rl
r=0
d—1
1
_ r d—r
~ 4 E tipaty 0
r=0
d—1
1
_ d—ryr
_— 3 t’L tH_lCTl
r=0
Siu=d—r entonces r = d — u, asi
d—1
l tutd—u
gi€i = 7 i Lit1
r=0
= €,0;.

Para probar b) note primero que si g € N tal que 0 < 1y < d — 1 entonces

d—1
1 1
ro4d—ro _ 4ro4d—To § ryd—r __ r+rg2d—r—rg __
r=0
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Esto porque las expresiones r 4+ ro y 2d — r — rg recorren todos los elementos de Cy
(recordar que t¢ = 1). Asi, para cada uno de los d sumandos de e; se cumple lo anterior,

de lo cual
( 3 t:ti@f)

1

d—veces

[l

Definicién 3.4. Sean d € Ny u una indeterminada en C\{0}. El dlgebra de Yokonuma-
Hecke de tipo A, denotada por Y4, (u) (Yg, o simplemente Y, ), estd definido como el
cociente de CFg,, por el ideal bilatero generado por las expresiones cuadréticas

o —1—(u—uYeo; (1<i<n-1)

Denotaremos por g; al elemento en el algebra Y, correspondiente con o; en CFy,,
y mantendremos la notacion para los ¢;. Por tanto, el algebra Y, con pardmetro u

esta definida por la presentacién con generadores 1, ¢y, , gn_1,t1, - ,t, sujetos a las
relaciones
9i9; = 959 i—jl>1
9i9i+19i = Gi+19iGi+1
tit; = tit;
td =

@ =1+ (u—ubeg.
Observacién 3.5. Todo elemento g; € Y4, (u) es invertible y su inverso estd dado por
97 =g — (u—u"e
Ma4s atn, la inclusién natural Fg, C Fg,4+1 induce la siguiente cadena de algebras:
CCYi 1€ CY3nCYgp1 C---

Note que si d = 1 entonces Yy ,(u) = H,(u). De otro modo, el algebra de Hecke es
un caso particular del dlgebra de Yokonuma-Hecke. En efecto, si consideramos d = 1,
entonces e; = 1, de lo cual las expresiones cuadraticas de Y, coinciden con las de

A continuacién enunciaremos un lema para elementos en Sy, que incorpora elemen-
tos andlogos del grupo de Coxeter 5,,.
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Lema 3.6. Para cualquier s;,s;,g € Sy, tales que ((sjgs;) = £(g) y £(s;jg) = {(gs;) se
tiene que:

a) sjge; = €;gsi,

b) ge; = e;g.

Demostracion. Ver [15, Lema 5]. O

3.3. Una base para Y,

Estamos en condiciones de probar una de las proposiciones mas importantes de este
trabajo, a saber, que un conjunto particular de elementos de Y ,, denominado el con-
junto de palabras normales, constituye una base para esta al algebra. Este resultado fue,
como varios otros de los ya expuestos, probado por Juyumaya en [I5] con el propésito
de demostrar la existencia de una traza de Markov en Y.

Lema 3.7. Para todo 7 se cumple que:

d—1

Z trgitd"

r=0

a) gie; = €;g; =

ISH

b) t,+1 conmuta con todo elemento de Y,

Demostracion.
1 d—1 1 d—1 1 d—1
ryd—r ryd—r r d—r
9i€i = Gi i th tis1 = d Zgiti tiv1 = d tiv19iti1
r=0 r=0
d—1 d—
1 I8 1 '8
= E t ltd 9 = E Z d t'LJrlgl €iJi-
r=0 r=0

Ademas, note que

T&.
—_
%
—_

t gztd s

IS

ryd—r
l; ti—i—l gi =

SN

gi€; = €;g; =

ﬁ
Il
=)
5
Il
=)

teniendo asi a).
Por otro lado, £,4; conmuta con todos los ¢; de Y4,. Més atn, la relacion g;t; = t,,(;)9;

permite aseverar que para cualquier ¢ € {1,---,n — 1} se tiene que git,i+1 = tni1;,
pues aqui la accién de s; € S,, no surte efecto alguno sobre n+ 1. Por esto ¢, conmuta
con todo elemento de Y, concluyendo la demostracion. O

Proposicién 3.8. Todos los elementos de Y, pueden ser escritos como combinacién li-
neal de palabras en los generadores en las cuales aparece alo més un o, € {g,, 1,7 |1 <
m<d-—1}.
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Demostracion. La prueba sera realizada por induccién, y basta realizarla para palabras
en los generadores.

Para n = 2, los tinicos generadores son 1,y y g1. De la relacién g2 = 1+ (u —u"1egy
se puede descomponer cualquier potencia de g; en combinacién lineal palabras en e; gy,
pero del Lema 3.7 se deduce que e;¢g; es una palabra que contiene solamente a as = g;.
Se sabe que gith" = t]"g1, asi que nuevamente solo aparece un o, = g1, andlogamente
con t5'g;. De esto se concluye que la afirmacion es cierta para n = 2.

Supongamos ahora la proposiciéon para todo k& < n. Sea M € Y,,4+1 una palabra
en los generadores, probaremos que M es combinacion lineal de palabras que tienen
a lo mas un oy € {gn,thyy | 1 < m < d— 1}. Supongamos que en M aparecen
dos elementos «,, del conjunto anterior, no necesariamente iguales, entonces podemos
reescribir M = My, 1 Moa;, Ms, donde My, M, y Ms pertenecen a Y,,. Luego, por
hipétesis de induccién, M, es una palabra que tiene a lo mas un «,.

Si en M, no aparece ningun «,, entonces «,.; conmuta con My, de lo cual M =
My Moo, Ms. Si apqq = ;. = 1, entonces la afirmacion es verdadera. Si en
cambio, a1 = ., = g, entonces

M = My Myg; M
= MlMZ(l + (u - u_1>€ngn)M3
— M1M2M3 + (U’ - u_l)engnMZ’»

= MyMyM; + (u—u~ Ztngntd’ng (Lema 3.7).

Finalmente, si ayp41 = ¢n y @, = 10", o vice-versa solo basta aplicar la relacion
gnti' 1 =t gy para ambos casos. Asi, M es combinacién lineal de palabras que contie-
nen a lo mas un a1 = gy,

Por otro lado, si en M, aparece exactamente un «,, se puede reescribir M como
Miap 100, M;, donde M7 y M, son palabras en Yg,. Asi, solo basta probar que la
expresion 41,0, es combinacion lineal de palabras en las cuales aparece a lo més
un a,1, en cuyo caso diremos que la palabra es reducida. Consecuentemente, debemos
probar que las siguientes palabras son reducidas:

1) 9ngn-19n, V) GnGn-1tii,
i) gnt} gn, Vi) gnti s,
iii) " gn—19n, vil) ol Gn—1tnty,
V) 10, i) 7 .
Donde m,my, mg,mg € {1,---,d — 1}. Las pruebas de cada caso respectivo son las
siguientes:

1) 9n9n—19n = Gn—19ngn—1 poOr la relacién de trenza, reduciendo la palabra.
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i) 7 G190 = Gn-1t0 190 = Gn-19ntn-
iv) 6t g, =ttt g, =t gatit.

GnIn—1tn1 = Gntpi19n—1 = U3 GnGn-1-

mi+m
tn—i—lgn 1tn+1 = Gn— 1tn+1? ! 2.

)

Vi) gutlE ) = gnlp i tnt =t gatit.
)

)t 1tm2tn+1 = t;nﬂrmgtm

En el caso de ii) considere

gnt?gn = t?—&—lgz = t?—i—l(l - (u - u_l)engn)

- t?—&-l tn+1 (u - U_l)engn

rpd—
=ty — (u— n—Hd Z tnlny19n
m -1 1 rpd+m—r
tn—H —u )a Z tntn-i-l gn

_am d+m—r
=lpa1 — u —u- E tngnt ,

reduciendo g¢,t]" g, y concluyendo asi que cualquier palabra en Y, puede ser reducida,
para todo n € N. O

Lo siguiente viene a demostrar que Y, admite una base formada por las palabras
normales.

Definicién 3.5. Definimos recursivamente los siguientes conjuntos:

R ={t"|0<m<d-1} y

R, ={tl", go1v|veE R _1,0<m<d—1} (2<i<n)
Las palabras normales de Y4, son las palabras de la forma

V1Ug -+ - Uy,
donde v; € R;
Asi, por ejemplo, si d = 3 entonces
Ry = {1,t1,t}}

R2 = {1>t27t%aglagltlaglt%}
Ry = {1,13,3, g2, Gota, Gol3, 921, G291t1, G291t }

y asi sucesivamente.
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Proposicién 3.9. Y, esta linealmente generado por las palabras normales.

Demostracion. La afirmacion es vélida para n = 1. Esto porque Yg,(u) = CCy, luego
toda palabra de CC} es normal de modo trivial.

Supongamos la afirmacién para todo k& < n. Por la proposiciéon anterior el algebra
Y in+1 estd linealmente generada por las palabras de la forma

1) Ml 11) Mzt?_,'_lMg 111) M4gnM5,

donde cada M; es una palabra en Y.

Luego basta probar que las palabras ii) y iii) son combinacién lineal de palabras nor-
males.

Hagamos M3 = vy - - - v,, donde v; € R;. Entonces en ii) se tiene que

m m
Mgtn_HMg, = Mgtn+1?]1 ccUp

m
= M2v1 cee UnflthrlUn-
. /
Si v, =1, entonces

m - m  ym’
1%2 n+1Mg, = MQ”Ul ce Unfltn—i—ltn
m’ ym

= MQ’Ul cee 'Un—ltn tn—l—l

_ m
= MQUl s UTLthrl?

la cual es una palabra normal en Y,
Si v, = gn-1v,,_,, donde v}, _; € R, se tiene que

m _ m /
Mgtn+1M3 = M2U1 s vn_ltn+lgn_1vn_1
m !/
= MQUI e UnflgnflthrlUnfl

_ / m
= (M2U1 o 'Un—lgn—lvn—l) n+1

Como My, vy, -+ Up—1, gn—1V},_1 € Y4, por hipdtesis de induccion se tiene que la palabra
anterior es combinacién lineal de palabras normales.
Si M5 = vy - v,, donde v; € R;, entonces en iii) tenemos que

M4gnM5 = M49nU1 c o Up
= (M4U1 e Un—l)gnvn

Del hecho que g,v, € R,+1 y aplicando la hipétesis de inducciéon a la expresion en
paréntesis, se obtiene una palabra normal en Y. O

Para concluir que las palabras normales son efectivamente una base para Y, resta
probar que ellas constituyen un conjunto C-linealmente independiente. Para ello acu-
diremos a una construcciéon analoga a la de un algebra genérica a partir de un grupo
de Coxeter [I1, Secciones 7.1 a 7.3], aunque considerando al grupo Sg,. A partir de
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esta construccién se definen ciertos endomorfismos A, y p,, de CSy,,, parametrizados
por los generadores w € Sy, y se prueba que ellos conmutan entre si, lo cual es esen-
cial para demostrar en particular que los elementos A, cumplen las relaciones de Y,,.
Asi, dado el homomorfismo de C—algebras w +— A, de Y4, en End(CS,,), la prueba
de la independencia lineal es completamente natural a partir de una extrapolacién del

orolario A.3| para éstas dos C—algebras.

Definicién 3.6. Para cualquier t € C} podemos definir los endomorfismos de CSy,,
ptr y A: como las homotecias \i(g) := tg y pi(g) := gt. Para ¢g; € Y4, definimos los
endomorfismos de CSy,,

51 para {(s;q) > £(g)
>‘gi (g) = -1 ’
sig + (u—u")e;g  para £(s;g) < £(g)
gs; para £(gs;) > {(g)
Pg; (g) = 1 :
gsi + (u—wu"t)ge; para l(gs;) < {(g)

Para iniciar la demostraciéon de la independencia lineal de las palabras normales
construiremos una representacion del grupo de trenzas framizadas en el algebra de
Yokonuma-Hecke usando los endomorfismos anteriores. Para esto requerimos de los
lemas que se presentan a continuacion.

Lema 3.10. Los endomorfismos \,; y py, conmutan para todo i, j

Demostracion. Para los elementos Ay, y p,, tenemos los siguientes casos, de acuerdo a
los distintos largos de g, s;9,9s; ¥y 5;95; :

i) Ug) < Lllgsi) =L(s;9) < L(s;9s:)
)‘gjpgi(g) = Agj(93i> = (s;9)8i = Pgi(sjg) = Pgi/\gj (9)

i) l(s;9) <l(g) < {lgsi) <L(s;gsi)
Este caso no es posible, puesto que la cadena ((s;g) < £(g) < £(gs;) < £(sjgs;)
y la|Proposiciéon B.2|implican las siguientes igualdades: ¢(s;g) = ¢(g) — 1, {(g) =
0(gs;) — 1y L(gsi) = £(s;gsi) — 1. Como £(s;g) < €((s;g)s:) entonces {(s;q) =
U(sjgs;) — 1, es decir £(s;g) = (gs;), lo cual es contradictorio.

i) (s9) < L(s;95) = g) < (g
Ng; g (9) = Ng,; (gsi) = 551 + (u—u"V)e;gs;
Porg; (9) = g (59 + (u —u")ejg) = 5595 + (u —u™')e;gs;
iv) €(s;gsi) < l(g) < (gsi) = L(s;g)
Ag;09i(9) = Ng,(gsi) = ;951 + (u —u"V)e;gsi
Porg; (9) = g (519) = 5595+ (u —u™!)s;ge;

En virtud del [Lema 3.4 s;g = gs;, y por el e;(gsi) = (9si)e; = s;ge,

asi que las expresiones subrayadas son iguales.



CAPITULO 3. ALGEBRA DE YOKONUMA-HECKE 56

v) L(gsi) < l(g) = L(s;g9s:) < {(s;9)

Mg Pgi(9) = Ag; (g5 + (u — u)gey) = s;gs: + (u—u™")s;ge;
pgi/\gj (g) - pgi(sjg> = 595 + (u - U_I)Sjgei

vi) U(sjg9) = (gs;) < L(g) = {(s;95;)

Ag; Pg; (9) = Ag, (gsi + (u — “_l)gei) = 5;95; + (u — u_l)(sjgez- + (u — U_l)ejgei)
PgiNg; (9) = pg. (559 + (u — uejg) = sigsi+ (u—u"")(ejg5 + (u—u)e;ge;)

Nuevamente por lemas [3.4] y [3.6] las expresiones subrayadas son iguales.

vil) (sj95) < Llgs:) < £(g) < (559)
Este caso no es posible por lo siguiente: la cadena £(s;gs;) < €(gs:) < £(g) < {(sig)
y la [Proposicion B.2| permite las siguientes igualdades: ¢(s;gs;) = {(gs;) — 1,
U(gsi) = L(g) — 1y £(g) = L(sjg) — 1; pero como ¢((s;g)s;) < £(s;g) entonces
U(sjgs;) = L(s;jg) — 1, asi que £(s;gs;) = {(g), lo cual es contradictorio.

viii) £(s;gs;) < U(s;9) = £(gs;) < L(g)

Xg;P0:(9) = Ao, (g5i + (u—u™")ge;)
=5;98 + (u—uejgs; + (u—ut)(s;ge; + (u—ut)ejge;)
= s5;98i + (u —u ") (e;jgs; + s;9€;) + (u—u"t)%e;ge;

Poirg; (9) = poi(559 + (u —u"")e;g)
= 5,98 + (u—u"")s;ge;i + (u—u")(e;gsi + (u—u")e,ge;)
= s5;98i + (u —u ") (s;9¢; + €;98:) + (u—u"")%e;ge;

Por lo anterior tenemos que Ay, py, = pg, Ay, para todo i, j. [

Lema 3.11. Los endomorfismos \,, y A, satisfacen las relaciones del algebra de Yokonuma-
Hecke.

Demostracion. Probaremos primero las relaciones de CJ} para A,. Sea g € Sy,

AA(g) =i, M(g) =tlg=1-g=1d(g),

d—veces
luego )\fi = 1. Por otro lado,
Aidi; (9) = A (t59) = titjg = titig = Ay A (9)

ast que Ay, Ay, = Ay; Ay, para todo 4, j. En el caso de la relacién mixta proveniente del
producto semi-directo, es decir, ¢;g; = g;ts,(;) tenemos dos casos:
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1.- Sil(sjg) > L(g) v Uts,0)9) = L(g) < £(sjts;)9) = £(s;g9) tenemos
At Ag; (9) = Aii(859) = tisjg = sjts, 9 = Agj)\tsj(i) (9)
de lo cual Ay Ay, = Ay, )‘tsj 0
2.- Sil(sjg) < (g)y lsjtig) = l(s;g) < {(g) = {(t;g) tenemos
AiiAg; (9) = M (559 + (u — u™)ejg) = tisjg + (u — u™tiesg
mientras que
Mg At (9) = Ag, (Es,09) = sjts; 09 + (u—u Nejts; 9
= tamsig + (u—u"lejts, ()9
=t;5,9+ (u— u_l)tsjﬂ
De lo anterior basta probar que los elementos subrayados son iguales para que

At Ag; = Ag; i, () Para todo i, j. En efecto, si j # iy j # i — 1 entonces s;(i) = 1,
J
de lo cual

IS
—_

tht It = ti— Zt;t;+1 = tie;.

Ul

€jls;(i) = €5ti =

1
Il
o

Si en cambio 7 = i, entonces
eits i) = eitis1 = Z Tt
=7 Z t:tll+{
=t Z e

Z Lt (u=r—1)

= tiei = tiej.
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Si, en ultimo lugar 7 =i — 1, entonces

d—1
ejts; (i) = €i—1ti—1 = p ti_qt; "t

=t— > ti it (u=r+1)
= tiei,l = tiej.

Luego Ay Ag; = Ag;Ar, () para todo i, j.
J
Para probar la relacién cuadratica definimos

Como los A, conviven en End(CS,,,) entonces los A., estan bien definidos en esta misma
C-algebra. Note ademas que e;g = A, (g) por la definicién de los endomorfismos A, por

i

tanto la afirmacién a demostrar es A2 = 1+ (u—u"")\c, Ay, Por tltimo, si £(s;g) > £(g)
entonces A, Ay, (9) = A, (5i9) = €;5;9 = sieig = Mg\, (g) por el [Lema 3.7} en el otro

caso, es decir, cuando £(s;g) < £(g) tenemos que
AeAgi(9) = Ae, (519 + (u — u")eig)
=e;5i9 + (u —uY)elg
=eisig+ (u—u)eg  (Lemadd),
mientras que
A (9) = Aay(ei9) = sieg + (u— ut)e?
=ei5i9 + (u—uYeg (Lema 3.5y [Lema 3.7)).

Probando asi que A\, Ay, = Ay, Ae, para todo ¢. En este escenario, para probar la relacién
cuadratica debemos considerar dos casos dados por los largos de g y s;9.

1.- Sif(s;g) > £(g) entonces £(g) = £(s;8:9) < £(sig), de lo cual
)‘5271(9) = Agz(/\gz(g)) = )\Qi(sig)
- Si(sig) + (U — u_l)eisig

=g+ (u— ’lfl)@igig
=1d(g) + (u —u ") A, g, (9),

luego X2 =14 (u —u"") A, Ay,
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2.- Sil(s;g) < {(g) entonces €(g) = {(s;(s:ig)) > (s;g), asi

1d(g) + (u —u™ )X, Ag, (9) = Agi (5i9) + (0 — u™)Ag A, (9)
= X, (8ig + (u — u™V)eg)
= Agi(Ag:(9))
= \2.(9)

Probando asi que A2 = 1+ (u —u"") A, Ag,.

Para las relaciones de trenzas consideraremos fuertemente el [Lema 3.10, esto porque
dada g = s, -+ 8;, € Sg, una expresion reducida tenemos que py, pg, - Py, (1) =
Siy *+* 8i, = ¢, haciendo p = p,, -+ pg, vy |i —j| > 1 tenemos que

AgiAg; (9) = )\gi)\gjp(1>
= P)‘gi /\gj(l) (um)
= pAg.(s;)
= p(sis;)
= p(s;s;) (relacion de trenza)
= 10)‘93 >‘gz(1>
aP(1)
- )‘gj/\gi< )7

como se queria probar. En el caso de la otra relacién de trenza tenemos que

AgiAgi1 Agi (9) = Agi Agii Ag,p(1)
= PAgAgia Agi (1)
= p(5i5i415:)
= p(Si418iSit1) (relacién de trenza)
= PAgii AgiAgia (1)
)\gz+1)\gz>\gz+1p(]‘)
- )\gi-‘rlA >\91+1< )7

como se deseaba, concluyendo asi la demostracién. O]

El proceso anterior es andlogo al efectuado en el |Corolario A.3| para un algebra
genérica asociada a un grupo de Coxeter (ver [I1], Secciones 7.1 a 7.3]). Asi, de forma
similar obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.12. La funcién A : Y, — End(CSg,,) tal que g; — A, y t; — Ay,
define un homomorfismo de C-algebras.
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Observacién 3.6. El hecho de que los homomorfismos A, y p,s conmuten para cual-
quier generador w, w’ € Y4, permite probar que la funcion A efectivamente constituye

un homomorfismo de C-dlgebras, mas atn, ésta induce una funciéon C-lineal A dada por

~

A Yd7n<u> — (CSd’n
gi = Ag(1l) =si

Asi, si V = vy -+ -v,_1 es una palabra normal de Yg,, entonces

MV) =wi -+ Wn_1 € San, (3.8)

como en la [Ecuacién (3.7)]

Proposicién 3.13. El conjunto de las palabras normales es una C-base para, Y4,,. Por
tanto, la dimensién de Yy, es d"n!.

Demostracion. Supongamos que

ZOsz = O,

VeA

donde A es el conjunto de palabras normales. Luego, aplicando h) y los resultados de la
Observacion 3.6 se obtiene

Z X(aVV) =0

VeA
Z Oév[/W = O,
w

donde W recorre todas las palabras de la forma (3.8), es decir, recorre todos los ele-
mentos de Sy, los cuales por definicién son linealmente independientes en CSg,,, por
lo tanto, se obtiene a,, = 0 para todo v € A, obteniendo asi que las palabras normales
de Y4, constituyen una base para esta algebra.

Para la parte final de la proposicién, note que al ser Ry = {1,¢7* | 1 < m < d — 1}
tenemos que |R;| = d. Asimismo, al ser R; = {1,t",gp—1v | v € R;_1,1 <m <d—1}
se tiene que |R;| = d + |R;—1|. Para i = 2, |R;| = 2d, luego si suponemos que |R;| = dk
para todo k < n, entonces |R,| =d+ |R,-1| =d+ (n — 1)d = dn, asi que |R,| = dn.
Considerando que la base de Y, es {v1--- v, | v; € R;} tenemos que v; tiene d posibles
elementos, vy tiene 2d posibilidades, etc. Asi que la palabra

vl...vn

tiene d - 2d - 3d - - - nd = d"n! posibilidades, por tanto, dim¢(Yy,) = d"n! ]



Capitulo 4

Invariante polinomial

Habiendo ya demostrado que las palabras normales son una C-base para Y, es-
tamos en condiciones de probar la existencia de una traza de Markov en el algebra de
Yokonuma-Hecke. En cuanto a la receta de Jones, la demostracion de la existencia de
una traza de Markov sobre el algebra es crucial para la construccién de la invariante po-
linomial de links. La demostracién de este ultimo resultado, efectuada por Juyumaya en
[15], incorpora un isomorfismo de (Y, Y,)-bimédulos de (Y, ®---&Y,)®Y,®y, , Y,
con Y, 1. En este este capitulo exhibiremos el resultado més importante de este traba-
jo: la demostracién de la existencia de la traza de Markov sobre Y4, (u), por medio del
método inductivo de trazas relativas utilizado en [I, Seccién 4] para el dlgebra Braids
and Ties, en [9] para la framizacién del algebra de Hecke de tipo B, y empleado antes en
[6, Seccién 5] por Chlouveraki y Poulain d’Andecy para las dlgebras de Yokonuma-Hecke
afin y ciclotémica.

El método consiste en la construcciéon de una familia de ciertas funciones lineales
llamadas trazas relativas de Y4, en Yq,-1, asociada a la cadena de dlgebras

CCYy1 € CVYan CYani1 S+

La composicién de todas estas funciones lineales es en efecto la traza de Markov que
buscamos. Luego de demostrar esto, buscamos condiciones sobre los pardametros de la
funcién traza, de modo que ésta compuesta con la representacién natural de F;, en
Y 4 sea efectivamente una invariante polinomial, es decir, que respete la equivalencia de
Markov para trenzas framizadas. Las condiciones halladas se traducen en un sistema de
ecuaciones que involucra los pardametros de la traza, el cual es denominado E-sistema, y
cuya solucion fue obtenida por Gérardin por medio de elementos del anélisis de Fourier
en grupos finitos, ver [10, Apéndice].

La primera seccion de este capitulo contiene la prueba de la traza de Markov sobre
Y4, utilizando las trazas relativas; la segunda aborda la E-condicién necesaria para la
re-escalacion de la compuesta entre la traza y la representacion, lo cual se traduce en
un F-sistema de ecuaciones; la seccidén 3 contiene la solucion general del E-sistema; la
cuarta y ultima seccion expone la construccién de la invariante polinomial.

61
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4.1. Trazas relativas de Markov sobre Y,

En lo que sigue, escribiremos Y,,, = Y, y definiremos

Yoo = Ya

n>0
donde por definiciéon Yy = C.

Definicién 4.1 (Trazas relativas). Sean z, Xy, - - - , X4_1 pardmetros en C(u, z) y vy - - - v,
una palabra normal en la base de Y,,, definimos la traza relativa de Y,, en Y,_; como
la funcién

2V Vp 10 8LV, = gy Gil]

tr, (v - vy) 1= {

donde 0, = gy2---git?, 0<a<d—1y Xy:=1.

XaViUp1  siv, =t

Lema 4.1. Para todo w € Y,,_; se cumple que

_Jzwo,  siu, =gt gily,
tr, (wv,) = .
Xow  siv, =t

Demostracion. Como w € Y,,_1, entonces w es combinacién lineal de palabras normales
wl .. wnfl

Asi, al ser tr, una funcién C-lineal, pues esta definida en la base, tenemos que

T

.,
tr, (wu,) = tr, (Z(wi,l X 'W,n—l%)) = Ztrn(wi,l e Wip—1).
i—1

i=1
De alli que dependiendo de la composicion de v, se derivan dos casos:

Casol: vy, = gn—1 - gil}

.
trn(wvn) = Z trn (wi71 tee wi,n_lvn)
=1
T
= Z ZWiq - wz‘,n—lﬁ;z
=1

'
=z E Wiq - Win-1 | Un
i=1

= 2w7,,.
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Caso 2: v, =t
T
a
tr, (wv,) = E try (Wi - Wip_1ty)
i=1
= g XaWig e Wip-1
=X, E Wi 1« Win—1

concluyendo asi la demostracién. O
Lema 4.2. Sean a y b elementos de Y,,_; y x € Y,,. Entonces se cumple que

a) try(ax) = atr,(x),

b) tr,(xb) = tr,(x)b.
Consecuentemente, se tiene que tr,(azb) = atr,(z)b.

Demostracion. Por un procedimiento equivalente al de la demostracion del lema an-
terior, sin pérdida de generalidad podemos escoger a como un elemento en la base, es
decir, una palabra normal de la forma a;---a,—1 € Y,_1, asi como también podemos
tomar x = x; - - - £, un elemento basal de Y,,. Entonces

tr,(az) = tr,((ay -+ ap_121 - - Tp_1)Ty)

= tr,(d'z,),

donde o’ € Y,,_1. Asi las hipétesis del lema anterior se cumplen y en concordancia con
ello tenemos dos casos que dependen de la estructura de z,,.
Caso 1: Si x,, = gp—1 - - grty entonces

tr,(ax) = tr,(d'z,) = 2d'z,
=241 Qp_1T1 """ In—la
=qay--- a]nil(zml Ce xnila)

= atr, ()
Caso 2: Si x,, = t% entonces
trp,(a'x,) = X.ad' = Xqay -+ ap_171 - - 11 = atr,(z)

Probando asi la parte a) del lema. Ahora bien, para la parte b) nuevamente podemos
tomar a b = by ---b,_; un elemento en la base de Y, _; y & como en la parte a), asi
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tenemos que tr, (xzb) = try(x; -+ - 2,0y - - - by_1), de lo cual se derivan dos casos parame-
trizados por la composicién de z,,, a saber:
Caso 1: Si x,, = t? entonces

tr, (zb) = tr, (2 -+ - 2y 1t0by -+ by1)
= trn(xl e xnflbl Ce bnfltZ)
= Xox1 - Tp1by - by

= tr,(x)b.
Caso 2: Si x,, = gp—1 - - - git¢ entonces

tr, (zb) = trp (1 Xp_1Gn_1 - gitiby -+ - bp_1)
= trn(xl T $n—lgn—l(gn—2 te gzt?bl te bn—l))7

pero ahora la expresién g, o - - g;it?by - - - b,—1 € Y,,_1 es combinacién lineal de palabras
normales en Y, _1, asi que sin pérdida de generalidad (pues la traza relativa es lineal)
podemos tomar g, o - g;itfby -+ -by,_1 = c1 - c,—1 un elemento basal. De alli que

trn(mb) = tI‘n<I1 crTp—19n—1C1 - Cn—l)
= trn(xl o Tp—1C1 Cn—an—lcn—l)-
Sea cual fuere la estructura de ¢,_1, la expresion subrayada en la ecuacion anterior es

necesariamente de la forma ¢,—1g,—2--- ¢;t?, de lo cual podemos aplicar el [Lema 4.1
paraw = Xy Tp_ 11 Cn2 € Yu 1V Up = gn_1Cn_1, pudiendo entonces concluir que

tr, (zb) = zxy - Tp_101 -+ - Cuoly,
= ZT1° " Tp-1C1 """ Cp—2Cn—1
a
= (21 Tp_1Gn—2- - gil{)b1 -+ by

= tr,(x)b,

probando b) y concluyendo asi la demostracién, pues la tltima de las afirmaciones es
sencillamente deducible de a) y b) simultdneamente. ]

Lema 4.3. Sea z € Y,,. Entonces
a) trp_1(try(zgn_1)) = trp—1(tr,(gn-17)),
b) tr,(zt,) = tr,(t,2).

Demostracion. Nuevamente, dada la linealidad de tr, tomaremos x un elemento basal
de la forma z; - - - x,, teniendo asi cuatro casos determinados por la condiciéon de z,, y

Tp_1. Mas al'm, si hacemos © = wx,_1x,, con w = x1-- T2 € Y,_o(u), por el -
tenemos que tr,_i(tr,(xg,—1)) = wtrn_l(trn($n_1xngn_1)) y tr,_1(tr,(gn_12)) =
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wtry—1 (try (gn_12n—12,)), por lo tanto, basta probar las proposiciones sin considerar w.
a) Caso 1: 1, = t%, x, 1 =t° |

Mxn l_tn 1y Tn = Gn-1" gztl‘]yw/:gn3 gzt EYnQ

tr, 1 (b1 (B 1 g1 - 'gitly;)gn—l)) = trn—1 (tTn (1 In—19n—29n—1))0’
=t 1 (0 (1)1 Gn—2Gn—19n—2))W'
= ztrn_l(tfl_lgi_Q)w’
= 2tr, (1% 4 (u—u Dt en_ogn_o)w
= 2tr, 1 (1% Dw' + z(u — u ), 1 (8 en_ogn_2)Ww

= 2 X' + z(u — u e, 1 (8 gnoen o)W

/

= 2 X' + z(u — u )t 1 (gaot? e o)W

d—1
- a 1 ‘s T
= 2 X w + z(u —u tr,_y (gn_QthC_i g tn2tn1> w'

r=0

N o
= 2 X ' + 2(u —u 1)3 2% tr 1 (Grot® ot ot W'

2(u—ut)

=z X ' + ———~ Ztrn 1t o Gn— 27fa+r)

=
(u—u
= X 40 Z T ot

22
(u—u~
—sz+ Ztn yw'

= 2 X, + 2 (u —u” )tzf2
Por otro lado, tenemos que

01 (670 (g1 tl_1Gn1 - Git})) = tTn1 (b (thgn_1 Gn2))'
- trn—l(trn(tngn—Q + (U — U )tagn 1€n—19n— 2))w,
= t1, 1 (Xagn_o)w + (u — u )tr, 1 (tr, (g1t 1€n_1Gn_2))W’
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d 1

Ztrn 1 trn(gn ltn 1t 1t;Tgn_2))w/
r=0
d 1

Ztrn 1 tl"n( n— 19n ltn 1gn 2))
r=0

:sz'—i—(u_u

(u—ut

:Xa’
zXW + p

= 2 X, ez ) Ztrn (Tt g )w'
, o 2(u—uh)
=z2Xw' + ——= Ztrn (81 gn_2)w’

=zX + Ztl”n 1(gn_2tl_H)w'

= 2 X + 2 (u —u” )tifz
= trpy—1 (b1 (62 1 g1 - - 'gitfgn—ﬁ)

Caso 3: T, =t y Ty 1 = Gnn - git?

try_1 (t (gns - - 'gﬂf t2gn_1)) = tr,_1(tr,(gn_o- - -g@-tbgnqtﬁfl))
= ztr,_1(gn_o - -gztfti 1)
= 2t 1(gn_ot® (Gn_z--- gitl)
= 21 1 (t2_9Gn—2Gn-3- - git})
= 22t Gz Gil}
01 (t0 (Gno1Gn2 - Giti15)) = a1 (00t 1 Gn1gn—2 - gil7))
= 2tT1(Gn—ot®_oGn—3- - gitl)
= 227 g g git?

Caso 4: 1 = gn-g- - Gitd, Tn = Gno1- - Git7 Y W' = gn_g - gjt5 € Y o

trn—1 (0 (Gno2 - - - Git i Gno1 -+ - gjtogn—1))
:trn—l(trn(gn—2 o Git Gn1Gn—2gn—1) )W
=tTy1 (70 (Gn—2 * - - it§ Gn—29n-19n—2))w
(Gn—a- gzt“gn 2w’
(Gna - gt )w' + 2(u — u™ e, 1(gna -+~ Gitfen agn-o)w
=2"gn 3 - gitfw' + z(u — w1 (g2 - Gilfen—a2gn-2)w

:Ztrn 1

=2tr,_1

El primer sumando ya esta resuelto, tomaremos el segundo por separado. Considerare-
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mos 7 < n — 3, pues el caso en que i = n — 2 es facil de verificar.

— trnfl(gn72 T git?eananQ)w/
g

(w—u")
Z(U - u_l)trn—l( n—29n—39n—29n—4 " * * git;‘zen—Q)w,
(u—u")

zZlu — ! trn—l(gn—?)gn—zgn—ii te git;'le”—Q)w/
d—1
(u—u™t)
:ZT Z trn—l(gn—3gn—2gn—3 T glt tn 2tn 1)w/
r=0
d—1
(u—u"t) -
=zo—— ) tlu1(gn-sly agn-2gn-3 - Gilit; o)’
r=0
u — U 1 ayr !
Zgn 3ty oGn—3 " gilit, _ow
o(u—u™t) .- T’
= thn 39n—3ln_39n-3 - gitjw
r=0
u — U 1

Ztnr3tn 2n—3Gn—a - gitiw'"
Teniendo asi que
trnfl(trn(gnf2"'gitqgn 1"‘gjt?9n 1))
=Gy gitiw + ) Zt t—oGn—aGn—a- - gitiw'.
Por otro lado

-1 (t0n (Gn—19n—2 - - - git{ gn—19n—2) )0’
=tr 1 (70 (Gn—19n—29n—19n—3 "+ * Gil{ Gn—2) )W
=t 1 (11 (Gn—29n-19n—20n—3 " * - Git§ gn—2) )0’
=2trn_1 (g oGn—3 " - - Gil{ gn—2)w
=2t 1 (g3 - Git{ gn—2)W' + 2(u — w1 (€n-agn-2gn-s - - git{gn2)w
=22 gn_s - git;w' + z(u — u” )1 (€n—29n—20n—39n—20n—3 - - - git{ )W’

Otra vez consideramos el segundo sumando aisladamente:

z(u — U_l)trn—l(en—Zgn—an—fign—an—?) e -git?)w'
=z(u — u’l)t 1(€n—29n-39n-2gn—3Gn—a- - giti W'

U - U/ —r a !
Z tr,— 1 Qtnflgnf&gnflgnf?) < gity )w
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d—1
ZlU —Uu
:(thrn 1(t_29n—39n—2t, 2Gn-3 " -gitf)w/
r=0
2u—ul) 2
:thn 2Gn-3t, oGn—3 - gitiw'
r=0

U—U 1 2 a, /
Zt n 39n—3gn—4”'git7jw

Teniendo asi que

trn71<trn (gnflgn—Q e gitqgnfl e g]ts))
1
2229n_3 gztaw/ + Z tn Qtn Bgn 39n—4 - git?w,

:trnfl(trn(gan e gltz gn—1""" gjtjgnfl))

b) Tomamos x = x; - - - &, un elemento basal y tenemos dos casos dados por la estructura
de z,
Caso 1: z,, = 2

Caso 2: x,, = gp—1 - - git}

tr, (2t,) = trn (21 - Tpo1Gn1 - gititn)
=t (21 - Tp_1Gn—1tnGn—2 " - - git§)
= tr (21 Tt 1Gn1 - Gitf)
=221 Tp-1bp—1gn—2 - it

trn (tn) = tr, (th2r - o1 gn - git?)
= tr, (21 Ty 1ty Gno1 - git})
= t1, (71 Tp1Gn-1tn-1gn—2 - git§)
=221 Tp—1bp_1Gn—2 - gity
= tr,, (zt,)

Concluyendo la demostracion. O]

Considerando los lemas anteriores estamos en condiciones de definir la funcién Tr y
probar el teorema que senala que dicha funcién constituye una traza de Markov sobre
Yoo
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Definicién 4.2. Se define Tr,, : Y,, — C(u, 2) inductivamente por

TI'l = tr1

Tr,, := Tr,,_1 o tr,

Teorema 4.4 (Juyumaya, 2004). La familia Tr := {Tr, },>1 es una traza de Markov
en U@l Yin = Yoo. Es decir, para todon > 1y todo z,y € Y4, se tiene que

a) Tr,(l) =1,

b) Trpyi(zg,) = 2Tr,(2),

)
c) Trppi(atl,) = X Try (),
d)

Tr, (xy) = Tr,(yx).

Demostracidén. a) En efecto, para todo n se tiene que tr,(1) = tr,(t2) = Xy = 1, asf
que Tr,(1) = try o -+ otr,(1) = 1; b) Trpy1(zg,) = Trp(trasi(xg,)) = Tra(zz)) =
2Tr,(X); andlogamente se prueba c). En cuanto a d), basta demostrar la proposicién
para © € Y, un elemento basal e y € {g1-- ,gn-1,t1, - ,tn} = A, es decir, con y
un generador del algebra. En efecto, si te tiene que Tr,(zg;) = Tr,(giz), Tr,(zt;) =
Tr,(t;x), y consideramos y una palabra en los generadores de Y, luego iterando se
obtiene Tr(zy) = Tr(yz).

Sea entonces z un elemento basal de Y,,. Probaremos la afirmacién por induccién sobre
n. En efecto, para n = 1 tenemos x € Y, y por el se cumple que

Try(zty) = tri(xty) = tri(t1z) = Try(t1x)
Si suponemos la afirmacion para todo k < n entonces, si y € A\ {t,, gn—1}:
Tr,(zy) = try o - - o tr,(zy)

(Lema 4.2))

(hipétesis de induccion)

=tryo---otr, q(tr,(zy)
(

z)y

(
=tryo---otr, 1(tr,
=tryo---otr,_(ytr,(z
(

— — — ~—

)
=tryo---otr, 1(tr,(yz)

= Tr,(yx)
Ahora bien, si y = g,_1 6 y = t,, entonces

Tr,(zy) = try o -+ o tr,_1(tr,(2y))
=tryo---otr,_1(tr,(yz)) (Lema 4.3)

= Tr,(yx),

concluyendo asi la demostracién. O]
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4.2. La E-condicion

La traza de Markov por si sola no constituye una invariante polinomial de links
framizados. Para construir la invariante, en atencion a la receta de Jones [14] requerimos
de una funcién que envie un elemento del grupo de trenzas framizadas F4, en Y4, de tal
modo que via traza de Markov a dicho elemento le sea asignado su respectivo polinomio
en C(u,z). De otro modo, una primera aproximacién a la funcién que conformara
la invariante polinomial vendra dada por la composicién Tr o 7y, : Fu,, — C(u, 2),
representada por el siguiente diagrama:

Fin SEN Yain N C(u, 2),

g; — ng
donde L sera el pardmetro de re-escalacion a determinar. Explicamos mejor en el si-
guiente parrafo este hecho.

Para que la composicién precedente constituya de modo efectivo una invariante
polinomial de links framizados debe respetar los movimientos de Markov. El primer

movimiento af ~y; Sa por la proposicién d) del si se satisface, quedando

la tarea pendiente de definir condiciones sobre L de tal modo que se respete el segundo
movimiento de Markov a ~ ao*!. Esto se traduce en la siguiente ecuacion:

Tr o 7p(aoy,) = Tromp(ao,t),
donde a € F,. Luego, al ser 71,(0,) = Lgy,, de la ecuacién anterior se tiene
LzTr(a) = Tr(aL g ")
LzTr(a) = L' Tr((ag,) — (u —u™Haey,)
LTr(a) = L7 (2Tr(a) — (u —u M) Tr(ae,))

Luego, para dividir por Tr(«) como en el caso clasico, y poder dejar la ecuacién anterior
en términos de L,u y z, se debe poder factorizar Tr(«e,) como sigue

Tr(ae,) = Tr(a)Tr(e,). (4.1)

Con esta propiedad podemos definir invariantes de links framizados usando el mismo
método que en la definicién del polinomio de Jones en [14]. Lamentablemente, no existe
una férmula explicita para Tr(ae,), por lo cual, para que la ecuacién (4.1) se satisfaga
debemos definir condiciones sobre los X; (ver [16, Secciones 3 y 4]). Asi, debemos
introducir los siguientes elementos:

1 d—1
B .= p XitmX_p ¥
k=0
d—1
m 1 k+m—k
67(7, )= E tn+ Zfn-i—l
k=0

Note que e = e, y que E© = Tr(e,,).
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Lema 4.5. Sea o = O/ti, donde o/ € Y;,,—1. Entonces

E(ker)
Tr(ae™) = Tr(a),
() = T Tr(a)

Ek)
por lo cual Tr(ae,) = —Tr(a).
Xk

Demostracion.

d—
1
TI'(OZQ( ( EZ r+mt;+1>
r=0
1 Ik yr4+my—r
= EZTr (a/thertme )

]' rrm
=~ > X Te(o )

d—1
1
=~ Z X_, Tr(a/thtrm)

d 1
ZX—TXT+(m+k)Tr< )

r=0
= EMHRTr(of).

Por otro lado, Tr(a) = Tr(a/th) = X, Tr(a’), es decir, Tr(a') =

Tr(c/) en la ultima igualdad se concluye la demostracion.

Lema 4.6. Sea v = /¢y, - - - g;t?, con o/ € Y,,_;. Entonces
Tr(ae,) = 2Tr(ze, 1)

donde z = g, o - - gitlc/.

Demostracion.

r(ae,) = ZTI" (& Gy - - gititht, 1)

d 1

=7 Z X—rTr CY 9n-1" gztatr)

Tr(o

k

Tr(a)

71

; reemplazando

]
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=
= X Te(t, i gna - git)
r=0

d—1
1
= Zc_l Z X, Te(at] 1 gn—a---git?)
r=0

1 d—1

_ a Iqr
=2y ;X_rTr(gn_g cegittalt! )

d—1
1 Z an/tr 47T

ZTI'(gn,Q ce git;-lo/en,l)
2Tr(ze,_1).

O

Los lemas anteriores motivan la generacién de condiciones sobre los X; de tal modo
que permitan deducir la [Ecuacion (4.1)] tales condiciones se traducen en un sistema de
ecuaciones.

Definicién 4.3. Se dice que los nimeros complejos X;, con 0 < ¢ < d — 1 cumplen la
E-condicién si satisfacen el siguiente E-sistema de ecuaciones no lineales en C:

ED = X,EO©
E® = X,EO©

B — X, EO
Note que Xy =1y por tanto k = 0 ya satisface la E-condicién.

Teorema 4.7 (Juyumaya y Lambropoulou, 2013). Si los pardmetros Xy, -+, X4_1 son
soluciones del F-sistema, entonces para todo a € Y,

Tr(ae,) = Tr(a)Tr(e,).

Demostracion. Basta tomar @ € Y,, un elemento basal, derivandose asi dos casos en
funcién del elemento del nivel n de la palabra normal «. La demostracién procedera
por induccién sobre n, de este modo, si n = 1 entonces a € Y; es de la forma a = t{,

asi que por el tenemos que
E(a) E(a)
X, " X,

Tr(aey) = Tr(the) =
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Por otro lado,

Tr(a)Tr(ey) =

= F@ (por el E-sistema).

Ahora supongamos la afirmacién para todo k < n — 1 y probémosla para n.
Caso 1: a = a'tF, con o/ € Y,,_1.

E)
Por el [Lema 4.5 tenemos que Tr(we,) = TTT(Q)’ pero como los X;’s son soluciones
k

del F-sistema se tiene

Ek) X, E©)
Tr(e) = =2

Tr(ae,) = X () X,

Tr(a) = E9Tr(a) = Tr(a)Tr(e,).

Caso 2: o =d'gp_1---git? yo' € Y.

Tr(aes) = 2TH(gns - Gitloen_s)
= 2Tr(gn_2- - gitia')Tr(e,—1) (hip. induccién)

= Tr(a)Tr(e,)
Note que
d—1 d—1 d—1
1 _r 1 1 S
Tr(en1) = 5 > Tr(t 4t,7) = y d XX, = y > Tr(tht,ty) = Tr(en).
r=0 r=0 r=0

]

El proceso de modificacion sobre la traza de modo tal que la composicién Tr o 7wy,
respete el segundo movimiento de Markov es parte de la aplicacion de la receta de Jones,
y recibe el nombre de re-escalacién. Asimismo, Tr o 7, debe asignar al nudo trivial el
polinomio constante 1, forzando de asi un proceso denominado normalizacion. Antes de
abordar esto ltimo estudiaremos el conjunto de soluciones del E-sistema.
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El E-sistema fue resuelto en por Gérardin (ver [16], Apéndice). Como podra verse
a continuacion, este sistema de ecuaciones siempre tiene una solucién no trivial, pues
tenemos por ejemplo la solucion ciclica

SL’kICk

donde ( es una d-ésima raiz primitiva de la unidad. En efecto

d—1 d 1

1
E(m)za TtrL—p :_Zcm—i-rgr:_ZCm:Cm y
r=0 r=0
1 d—1 1 d—1
EO — y ;xmxr == )3 ¢("¢C"" =1, por lo tanto

4.3. Soluciones del E-sistema

A continuacién presentaremos el conjunto general de soluciones del E-sistema, en
lo que sigue denotaremos por G a Z/dZ. Ademés definimos

L*(G):={f:G— C| f es funcién}.

Es sencillo probar que L?*(G) es un C-espacio vectorial con producto interno

< f,g>=>_ f(x)g(z)

xelG
La base canénica de L*(G) estd constituida por las funciones

()= {1 LY
0 sia#b

En efecto, toda funcién f € L*(G) es de la forma
f=>_fla)
acG
Definicién 4.4. El producto convolusién en L*(G) se define como sigue
(fx9)(z) = fv)g
yeG

Sean ¢, : G — C los caracteres de G, es decir
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Definicién 4.5. La transformada de Fourier se define como sigue:

B 230 = G e Flay = 3 Flw)ea(—)

foo— =

Proposicién 4.8. Para todo a € G y todo f,g € L*(G), la transformada de Fourier
satisface las siguientes propiedades:

24
~—
e
Il
@

—a»

: 5(17

=

A
I
QA

o) Jla)=d-f(-a)
fra9=7F-3
e) fg=d'fxq.
Demostmcwn Dado T e G tenemos:

25 —y) = do(a)es(—a) = ex(—a) = e_o()

yeG

b) Gle) = 3 el e .
g yea yea
= Z f(y)ez(—y), por lo cual
yeG
Fla)=>"f@)ed—z) =" (Z f(y)ex(—y)> eo(—7)
zeG z€G \yeG
- Z Z f(y>693( G_z(a Z Z f ”Wy zmw
zeG yeGG oG el
_ 2miz(yta)
=D 2 fwe =3 > fWe-y—a)
zeCG yeG zeG yel@
27rwc(a, y) )
-S 1 (S ) =S =
yeG zeG yeG
=Y f(-a)=d- f(~a)
yeG
Mediante cambios de variables similares se pueden probar d) y e). 0

Sean (X, -+ X4 1) los pardmetros de la traza en Y, fijamos X € L*(G) por

X: G — C
E— X
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Note que si r =y — k, como G = Z/dZ se tiene

(X % X)( ZX

yeG

=Y X(r+kX(-r) (y=r+k)

Para todo k tal que 0 < k£ < d — 1. Por lo tanto el E-sistema es equivalente a
(X * X)(k) = Xi(X * X)(0); 0<k<d-1)
lo cual se traduce en la siguiente ecuacién funcional:
XX =(X*X)0)X, pues X = X (k).
Aplicando la transformada de Fourier se obtiene
X2 = (X« X)(0)X. (4.2)
Definicién 4.6. Sea f € L*(f), se define el soporte de f como sigue
Supp(f) :=={a € G| fla) #0} € G

Sabemos que X # 0, pues X(0) = Xy = 1, asi que de se deduce que X =
(X * X)(0) # 0 para todo a € Supp(f). Luego se tiene que

X = Z (X * X)(

a€ Supp(X)

Definiendo S := Supp(X ) de las propiedades b) y ¢) de la[Proposicién 4.8 concluimos
de la ecuaciéon anterior que

X =(X *X)(O)éZ(X)eS.

seS

Como X (0) = 1, tenemos que (X * X)(0)3]S| =1, con |S] la cardinalidad de S.
Finalmente, hemos probado que las soluciones del E-sistema son funciones X pa-
rametrizadas por los subconjuntos no vacios de Z/dZ como sigue

1
XT: mzes.

Note que si T' = Z/dZ, entonces la solucién es la trivial dg.
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4.4. Construccion de la Invariante Polinomial

Teniendo en consideracion las soluciones halladas para el E-sistema en la seccion
anterior, podemos proseguir con la receta de Jones sobre Yy, (u), comenzando con la
re-escalacion de la compuesta Tr o 7.

Sea d € Nyseaxg = {1, 241} una solucién del E-sistema parametrizada por el

subconjunto no vacio S de Z/dZ. Entonces, usando el podemos proceder
con la factorizaciéon de Tr(ae,) como en (4.1)). Tenemos que

Tr(Lgn) = Tr((Lgn) ")

Lz =Tr(L ™ (gn — (u—u"")ey))
Lz=L"'2—(u—u"Es) (SCZ/dZ)
LPz2=2—(u—ut)Eg

z—(u—ut)Es

I? =
z
— (u—uE
L:\/Z (u—u )5:\/)\—5
2
- 1
donde )\g:MyES:Tr(en):E[w, Seccién 5.

Asi, definiendo la funcion
o; > \/)\—Sgi, t5 17,
se define una representacion
A)\S : fd,n — Yd,n(u).

Maés aun, componiendo esta ultima con la proyeccién natural de F,, en Fgy,, la repre-
sentacion Ay, permite la definicién de una representacién de F,, en Y4, (u). Si para
esta ultima mantenemos la misma notacién Ay, entonces se tiene que lo siguiente

Definicién 4.7. Dada una solucion del E-sistema parametrizada por un subconjunto
no vacio S de Z/dZ, para cualquier trenza framizada o« € F,, definimos para su clausura
a el siguiente polinomio 2-variable:

Fus(@) = (jA_) (Tro Av,) @)

Observaciéon 4.1. Considerando la funcién exponente exp en Fy,, y denotamos

1_>\SU . 1

A= =
\/As(u— 1)E(0) Z\/)\S7
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podemos escribir

Tys(@) = A"/ As)™P @ Tr(a),
donde « en la expresién Tr(«) es la imagen de la trenza framizada o en Yy, bajo la
funcion o; — g; y t§ > 5.

Hagamos L el conjunto de todo los links framizados y sea C(z, X1,---,X41) el
anillo de funciones racionales. Entonces tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.9 (Juyumaya y Lambropoulou, 2013). Si el conjunto de los { X7, -+ Xy4_1}
de los pardmetros de la traza satisface la E-condicién, entonces la funcién I'y g es una
invariante bajo isotopia de links framizados (mddulo d) orientados.

Fd,S L — (C(Z,Xl, s 7Xd71)

~

o +— Fd’g(a)

Demostracion. Por el [Teorema de Alexander| cualquier link puede ser isotopicamente
identificado con la clausura de una trenza. Entonces, por la versién framizada del
rema de Markov], para demostrar que I'y g es constante en la clase de isotopia del link
framizado orientado @ para cualquier o € U,>1.F,, es suficiente probar que en el nudo
trivial oy - - - 0,,—1, al ser evaluado en I'y g resulta igual a 1, y que para o € F,

Fas(@) =Tus(ao,) =Tas(agt). (4.3)

La primera igualdad se concluye de considerar el coeficiente A"~! de la observacién
anterior, mientras que la segunda viene de la re-escalacion de la traza. En efecto, se
tiene que

Tus(@on) = A"VAs ~ " Tr(ag,) = Ayv/Asz Tas(@
Fd,g((%-':) = A"\ )g exples) Tr(ag, ') = A/ As2Tas(a

va que, sin pérdida de generalidad, exp(ag,) = exp(a) + 1 y exp(ag,* ) = exp(a) — 1.
Como Av/Agz =1 se deduce (4.3). Por otro lado, si =0y -+- 0,1 € F, entonces

Las(B) = A" (v/As)" " Tr(g1 -~ guor)
= A" (/g1

~(cae)” A

=1

Concluyendo la demostracion. O

Observacion 4.2. Como mencionamos en la introduccion, hemos considerado la pre-
sentacion del algebra de Yokonuma-Hecke con una versién simplificada de la relacién
cuadratica (ver [5, Remark 1]). A diferencia de los polinomios de Jones y HOMFLY-
PT, este cambio induce una invariante polinomial no equivalente a la que se obtiene al
emplear la relacién cuadrética clasica, pues esta tltima diferencia links que la primera
no distingue (para mds detalles ver [7]).
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Apéndice A

Grupos Libres y Presentaciones

A.1. Conceptos elementales

Definicién A.1. Sea X un conjunto no vacfo, F' = F'(X) el grupo libre en X y R un
subconjunto de F'. Diremos que R es la clausura normal de R en F' si R es el subgrupo
normal de F més pequerio que contiene a R, es decir, si N & F y R C N, entonces
R=N.

Definicién A.2. Sea G el grupo cociente F/N, con N = R. Escribimos G = (X|R) y
le llamamos a esta expresion una presentacién de G. Los elementos de X son llamados
generadores, mientras que para todo r € R tomaremos la ecuacién r = e, con e el
elemento neutro de G, y le llamaremos relacién; en general, en (X|R) se reemplazan
los elementos de R por sus respectivas relaciones. Un grupo G se dice finitamente
presentado si tiene una presentacion con X y R conjuntos finitos.

Proposicion A.1. Todo grupo tiene una presentacion y todo grupo finito esta finita-
mente presentado [12 Cap. 4, Prop. 1].

Proposicion A.2. Sean F,G, H grupos tales que existen homomorfismos v : ' — G
y a: F' — H que satisfacen:

i) Imv=a_G
ii) kerv C ker«
Entonces existe un tnico homomorfismo ¢ : G — H tal que a = ¢ o v.

Demostracion. Dado un g € G, escojamos un f € F tal que v(f) = g y definamos

80
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®(g) = a(g). Tal f siempre existe porque Im v = G y ¢ estd bien definida. En efecto

V(') = vlf) = () =
= v(fif)=e
«— f'f ' ckerv
=>f'f_1€kera; pues kerv C ker «
= a(f'f ) =e
= a(f') = a(f).
Asi que el valor de «(f) no depende de la pre-imagen por v que escojamos de g, de lo

cual, el valor de ¢(g) es también independiente de aquello. Probemos ahora que ¢ es
homomorfismo. Sean g,¢' € Gy f, f' € F tales que v(f) =gy v(f') = ¢. Ya que v es

homomorfismo, v(ff') =v(f)v(f) =99 v

¢(g9’) = algg’)

= a(g)a(q)

= ¢(9)0(g").
Probando que ¢ es un homomorfismo. O
Corolario A.3. Si ¢1,99, -+ ,9n,—1 son elementos de un grupo G que satisfacen las

relaciones de trenzas, entonces existe un tnico homomorfismo f de B, en G tal que
f(o;) = g; para todo i € {1,--- ,n}

Demostracion. St X = {g1,-+ ,gn_1} vy F(X) es el grupo libre generado por X, en-
tonces haciendo v : F(X) — F(X)/N =~ B, la proyeccién natural, con N el grupo
generado por las relaciones de trenzas, y « : F(X) — G la inclusién, tenemos que Im
v=F(X)/Nyque N =kerv C ker o, esto porque X satisface las relaciones de trenzas.
De alli que existe, por la|[Proposicion A.2| un inico homomorfismo ¢ : F(X)/N — G tal
que ¢pov = . Como v(g;) = gi y por la demostracién anterior ¢(g;) = a(g;) = gi, se tie-
ne que en B,, >~ F(X)/N, salvo isomorfismo, ¢(0;) = g; paratodoi € {1,--- ,n—1} O

A.2. Presentacion del Producto Semi-Directo

Los resultados de esta seccién, a menos que se indique lo contrario, han sido extraidos
de [12 Cap. 6, Sec. 4]. De esta construccién participan tres ingredientes: un grupo G,
un grupo A y un homomorfismo a : G — AutA. La funciéon « determina una acciéon de
G en A dada por
a?:=ag(a), a€ AzxedG,

donde ag(a) es la imagen de a por el automorfismo de A y ag. Ya que o es un homo-
morfismo,
(ab)? = a?V?, a® = a, y también " = (a%)" (A.1)
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para a,b € A; g,h € G y e el elemento neutro de G.
Ahora consideremos el producto cartesiano K = G x A, con la operacién binaria

(g,a)(h,b) = (gh,a"b).

Las propiedades de (A.1) garantizan que se cumple la estructura de grupo para esta
operacién: por ejemplo la identidad es (e, e) y el inverso viene dado por

(g.0)" = (g7 (a ") ).

Definicién A.3. El grupo K definido anteriormente se denomina el producto semi-
directo de G y A (con respecto a «) y se denota por A x G.

Se puede verificar facilmente que las funciones

A > K G - K
a = (ea) T g = (ge)

constituyen homomorfismos, y es usual identificar A y G con sus imagenes en K. En-
tonces, A es un subgrupo normal de K, con complemento G, de otro modo

ALK, GL<K, AnG=A{(e,e)} v GA=K. (A.2)

La razén para el nombre producto semi-directo es ahora clara: si Ima = {e}, entonces la
accion definida antes es trivial y, por lo tanto, la multiplicacién en K es la multiplicacion
del producto directo G x A (para detalles ver [12], seccion 4.3]).

Escribiremos una presentacién para K en términos de las presentaciones de Ay G
y de la funciéon « en la proposicién que viene a continuacion.

Proposicién A.4. Sean G =< X|R >, A =<Y|S >y a: G — AutA un homomorfis-
mo tal que ra(y) = y® es una palabraen Y* conx € X ey € Y. Entonces K = Ax G
tiene una presentacion dada por

AxG={(X,Y |RS {zyz  (a¥) |z € X,y eV}
Ver Cap. 6, Corolario 1 en [12].

Corolario A.5. La presentacion del grupo de trenzas framizadas F,,, = (Z/dZ)" x B,
viene dada por los generadores oy, - - - , 0,1 de B,,; ty, - - - t,, de C7 sujetos a las relaciones

0,0j = 0;j0; para |i — j| > 1
0i0i4+10; = 0410041

=1

tit; = tt; para todo i, j

Oitj = lo,(j)0i



APENDICE A. GRUPOS LIBRES Y PRESENTACIONES 83

Demostracion. Basta considerar las presentaciones de B, y (Z/dZ)" = C}} dadas por

B, = <017"' yOn—1

oi0; =0j0;; sili—j|>1
R )
0i0i4+10; = 044100441

td=1
tit]’ - tjtl ’

y la accién de o, € B, en t; € C}} dada por

cn = <th~--,tn

oity = ts,(j)0i,

donde s; es la transposicién (i,i 4+ 1) € S,,, y luego aplicar la proposicién anterior. [J



Apéndice B
Grupos de Coxeter

La idea de estudiar los grupos de Coxeter en este trabajo viene motivada por el
hecho de que .S, representa un grupo de Coxeter por excelencia, y como veremos, existe
una estrecha relacion entre el dlgebra de Yokonuma-Hecke y este grupo dada por la
siguiente cadena de funciones:

Yin <— Fan — San <— Sy

Gran parte de las demostraciones en esta seccion seran omitidas, pues ahondar en
ellas requiere la introduccién de una bateria de conceptos y resultados que no haran
mas que aletargar el propdsito de este trabajo, y en particular de este apéndice, que
no es otro que introducir la funciéon largo en un grupo de Coxeter y algunas de sus
propiedades. No obstante, para mayor profundidad se remite al autor a los excelentes
trabajos de Humprheys [11] y Brenti y Bjorner [2].

B.1. Conceptos elementales

Definicién B.1. Definimos un Sistema de Cozeter como un par (W, S) consistente en
un grupo W y un conjunto S C W, sujeto a las relaciones de la forma

(ss")™&5) = 1 (B.1)

donde m(s,s) = 1 para todo s € S, m(s,s’) =m(s’,s) > 2 para s # s en S.

En el caso en que no haya relacién para el par s, s’, adoptaremos la convencién de que
m(s,s’) = oo. Formalmente, W es el cociente F'//N, donde F' es un grupo libre en el
conjunto S y N es el subgrupo normal generado por todos los elementos de la forma

(Ssl)m(s,s’)

Llamaremos a |S| el rango de (W, S). Identificaremos con s € W a la imagen canéni-
ca de s € S en W siempre y cuando ello no despierte ambigiiedades. Mas aun, nos
referiremos al propio W como un Grupo de Coxeter cuando la presentaciéon es clara.

84
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Observacién B.1. Note que la funcién m : S x S — N U {co} puede ser interpretada
como una matriz (a;;), cuya entrada (7,7) contiene al elemento m(s;, s;). En tal caso
aquella es denominada matriz de Cozeter.

Ademads, como m(s, s) = 1 paratodo s € S, se tiene que en la presentacién de W aparece
siempre la relacién s> = 1 para todo s € S, por lo que la matriz de Coxeter siempre
contiene 1 en los coeficientes de la diagonal. Por su parte, la igualdad m(s, s') = m(s', s)
implica que la matriz asociada al sistema (W,.S) es simétrica. Asimismo la condicién
m(s,s’) =mn < oo se traduce en la relacién

55's8's = 5’58’55 -+ |
donde las palabras a ambos lados de la igualdad contienen m(s, s’) elementos.

Equivalentemente, m puede ser representada mediante un grafo (diagrama) de Coxe-
ter cuyo conjunto de vértices es Sy cuyas aristas con conformadas por los pares {s, s’}
tal que m(s,s’) > 3. Las aristas con m(s, s’) > 4 son etiquetadas con ese niumero. Por
ejemplo

1 2 3

o0—0—o0
2 1 4 se representa mediante 51 S3 52
3 41

Generando la presentacion

<817 52, 83

Si tenemos que m(s, s’) = 2, ello induce la relacién (ss')? = 1, es decir, ss' = §'s. Es por
esto que dos vértices distintos no estan conectados mediante alguna arista en el grafo
de Coxeter si y solo si tales elementos conmutan.

Lo anterior tiene asidero en la siguiente proposicion, su demostracion puede ser vista
en [2, Teorema 1.1.2].

s?=s2=352=1; 51535 = $35153
598535953 — 53525352

Proposicion B.1. Salvo isomorfismo, existe una correspondencia uno a uno entre las
matrices de Coxeter y los sistemas de Coxeter.

El ejemplo que mas nos atane al estudio de estos tipos de grupos, tal como fue
mencionado, lo constituye el grupo simétrico de n elementos S, [2, Seccién 1.5]. En
efecto, S, estd generado por las transposiciones s; := (i,i+ 1) (1 <i <n—1) y sujeto
a las relaciones

$iSj = 5;jS; sili—j| > 1,

S5i8i+18; = Si+15iSi+1,
s7=1.
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Asi, si su matriz de Coxter es m, entonces las relaciones anteriores se traducen en
m(sj,s;) =2si i —j| > 1, m(s;,s;) =3si|i —j| =1y m(s;,s;) =1 para todo i. Por
tanto, se tiene que

1 3 2 2 2 2
31 3 2 2 2
m= |2 1 3 2 2
2222 -+ 3 1

y su grafo de Coxeter viene dado por

S1 82 53 Sp—2 Sn—1

Los grupos de Coxeter con este grafo de Coxeter se denominan de tipo A.

B.2. La funcién largo

Dado un sistema de Coxeter (W, S), sabemos que cada elemento w € W puede ser
escrito como producto de generadores

W= 8189+ Sk, S €S

Esto motiva la definicion de una funcién sobre W que arroje la cantidad minimal de
generadores necesarios para escribir w.

Definicién B.2. Sea (W, S) un sistema de Coxeter, sean s; € Sy w € W. Si w =
S189 - - - S es tal que k es minimal respecto a todas las expresiones de este tipo para w,
entonces diremos que k es el largo de w, denotado por ¢(w) = k y la palabra sy - - - s
se dice reducida.

A continuacién algunas propiedades importantes que cumple la funcién largo [2]
p.108].

Proposiciéon B.2. Para todo w € W se tiene que:
i) l(sw)=/l(w)+1, paratodoseS.
i) L(w™t) =L(w)

Paraw = s1--- s, € W con s; € S usaremos la notacion s; - - - §; - - - 55, para referirnos
a la expresién w pero sin el elemento s;.

Proposicién B.3 (Propiedad de Intercambio (débil)). Sea w = sys9---s, una ex-
presién reducida y s € S. Si {(sw) < {(w), entonces sw = $1---§; -+ s, para algin
ie€{l,---,r}. Ver [2| Teorema 1.4.3].
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Proposicién B.4 (Propiedad de Borrado). Si w = s189---s; y £(w) < k, entonces
w=s1---5---5;--5, para algunos 1 < i < j < k. Ver [2, Proposicién 1.4.7].

Proposicién B.5 (Caracterizacion de Grupos de Coxeter). Sea W un grupo arbitrario
y S € W un conjunto de generadores todos de orden 2. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

i) (W,S) es un sistema de Coxeter.
ii) (W, S) tiene la propiedad de intercambio.
iii) (W, S) tiene la propiedad de borrado.

Ver [2, Seccién 1.5].
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