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Introduccion

La teoria de funciones complejas es una campo de la investigacién matematica
que ha tenido un gran auge desde el siglo XX. Mateméticos como: Z. Nehari, V.
Pokornyi, W. Kraus, J. Pfaltzgraff, Ch. Pommerenke, entre otros, se han interesado
por el estudio de las funciones analiticas. Dentro de esta area destacan la teoria
geométrica de funciones y, en particular, las funciones univalentes. En este sentido
aparece como una herramienta importante la derivada Schwarziana Sf, [3, 5, 10].

El aleman Z. Nehari en 1949 inici6 con un criterio de univalencia, el cual establece
que toda funcién analitica f, con f' # 0y |Sf(z)| < 7?/2 es univalente para todo
|z| < 1, [8]. Nehari, en ese mismo trabajo, enuncié un segundo criterio de univalencia
bajo las hipétesis andlogas al criterio anterior salvo que, |Sf(z)] < 2(1 — |2]?)72. Dos
anos mas tarde, el ruso V. Pokornyi en [9] demostrd un criterio de univalencia donde
se debe satisfacer la condicién, |Sf(2)] < 4(1 — |2]*)7%.

Una funcién arménica de variable real u(z,y) es aquella que satisface Au = 0,
esta se extiende al caso de funciones armonicas complejas de la forma f = u + v
donde se cumple que, Au = Av = 0, observandose que toda funcién analitica es
armonica.

A finales del siglo XX, los matematicos J. Clunie y T. Sheil-Small en [2] sentaron

las bases de lo que hoy es conocido como un mapeo arménico complejo f =h +7



siendo h y g analiticas en un dominio simplemente conexo {2 C C definiendo en
ellas ciertas propiedades. Por otro lado, R. Hernandez y M.J. Martin en 2013 ex-
tendieron la definicién de derivada Schwarziana de funciones analiticas al caso de
mapeos armonicos.

El presente trabajo busca generalizar los criterios de univalencia presentados por

Z. Nehariy V. Pokornyi usando la derivada Schwarziana al caso de mapeos armoénicos.



Resumen

Este trabajo se engloba dentro de la teoria geométrica para mapeos armdnicos
complejos, el cual tiene como objetivo principal establecer la univalencia de mapeos
armonicos a través del uso de la derivada Schwarziana. El estudio esta desglozado
en tres capitulos; a saber:

El capitulo 1 presenta los preliminares en el cual se muestran una serie de
definiciones relacionadas al estudio de funciones analiticas, univalentes y funciones
armoénicas; ademas de teoremas y lemas relevantes como son: el lema de Schwarz,
el lema de Schwarz-Pick, el teorema de Hurwitz, el teorema de Lewy, entre otros.
Todos estos resultados seran utilizados en los posteriores capitulos.

En el capitulo 2 se inicia con la definicion de derivada Schwarziana extendida a
funciones armoénicas. Luego, se enuncia un primer criterio hecho por Nehari para
funciones analiticas ademaés de algunas proposiciones. Seguidamente, este criterio se
generaliza al caso de mapeos armoénicos y se ilustra un ejemplo de mapeo armdnico
que cumpla con las hipétesis del criterio de univalencia generalizado. Posteriormente
se menciona y demuestra un segundo criterio de univalencia de Nehari para funciones
analiticas y se presenta la generalizacién del mismo a mapeos arménicos finalizando
con una secuencia de ejemplos de este ultimo criterio.

Por 1ltimo, en el capitulo 3 se enuncia otro criterio de univalencia conocido como



el criterio de Pokornyi que también se generaliza a mapeos armoénicos y se desarrolla
un ejemplo que cumpla con las hipdtesis pertinentes de la generalizacion.
La generalizacion de los criterios de univalencia presentados son aportes originales

de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Funciones analiticas y univalentes

La teoria de funciones complejas es un area de la matematica ampliamente in-
vestigada durante los tltimos 100 anos, particularmente se estudian de las funciones
analiticas. Recordemos que una funcién compleja f es analitica en un dominio €2 C C,
si y solo si, se satisfacen las famosas ecuaciones de Cauchy-Riemann, més precisa-
mente, f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es analitica con z = z + iy, equivale a verificar las

ecuaciones:

ou  Ov ou ov
woe Y
para todo punto en €. En particular, nuestro estudio tendra como dominio el disco
unitario D = {z € C : |z| < 1}.
Un resultado del andlisis complejo relacionado a las funciones analiticas que uti-

lizaremos es el conocido lema descubierto por el polaco Hermann Amandus Schwarz

el cual se expone en [3], p. 3 que enuncia lo siguiente:



Lema de Schwarz. Sea f una funcién analitica en D con f(0) =0y |f(2)| < 1.
Entonces, |f'(0)] <1 y |f(2)| < |z| para todo z en D. La desigualdad es estricta a
no ser que f sea una rotacion de la identidad, es decir, f(z) = 2.

Posteriormente, como una consecuencia del Lema de Schwarz, el austriaco Georg
Alexander Pick enuncié el llamado Lema de Schwarz-Pick el cual estudiaremos a
continuacion:

Lema de Schwarz-Pick. Sea f : D — D una funcion analitica, entonces para

todo zy, z1 € D se verifica que:

fle) = flz) | |2z | (1.1)
1— f(z1)f(20)|  I1—21%0
En particular, ,
£ < L 12
— |2|

Demostracién: Consideremos zy € D, wy = f(z) y ®, ¥ los automorfismos en

D definidos por:
_ Z =20
d7l(z) =
(Z) 1— 2%z

y ¥(w)

Notemos que,

(Wo fo®)(0) = (¥o[f)(z)="T(w)=0

(Wofod|(z) <1, VzeD.

Luego, aplicando el Lema de Schwarz a la funcion ¥ o f o ® tenemos,

[(Wo fod)(z)] < |z
f(2(2)) = f(20)
1= f(®(2))f(20)

< |zl
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Haciendo ®(z) = z; obtenemos,

f(z1) — f(20)

L — f(z1)f(20)

Finalmente se obtiene (1.1). Por su parte, la expresién anterior puede ser expre-

21 — 20

1 -2z

sada como,
f(z1) = f(20) 1 — f(z1)f(20)
Z1 — 20 - 1-— 212_0 )
Haciendo 2z; — 2 en (1.1) obtenemos (1.2). d

Notese que el Lema de Schwarz-Pick es una concreciéon del Lema de Schwarz.

La definicién de univalencia para funciones analiticas es similar a la de inyec-
tividad en funciones de variable real. En este caso, consideremos {2 un dominio y
f Q2 — C una funcién analitica. Se dice que f es univalente en €2, si y sélo si,
f(z1) # f(z2) para todo z; # 25 en €.

Por otro lado, un resultado fundacional del andlisis complejo no menos importante
es el teorema de Hurwitz, llamado asi por el aleman Adolf Hurwitz el cual se puede
ver detalladamente en [3], p. 4 y enuncia lo siguiente:

Teorema de Hurwitz. Sea Q) un dominio, f, : 2 — C funciones analiticas
y univalentes. Supongamos que f,(z) — f(z) cuando n — oo, uniformemente en

compactos de 2. Entonces f es univalente o constante en €.

1.2 Funciones armonicas

Intimamente ligado al contexto de las funciones analiticas se encuentran las fun-
ciones armoénicas. Recordemos que una funcién real u(z,y) es arménica si satisface

la ecuacién de Laplace,
Pu  Pu

Au:@—f‘a—yQ—

0.
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Extendiendo esta definicion, una funcién continua f = u + v definida en un
dominio {2 C C es un mapeo o funcién armoénica compleja en €2 si u y v son funciones
armonicas reales en ). Ademads, si f = u + v es analitica entonces se satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann y asi, es facil ver que Au = Av = 0; en otras
palabras, toda funcién analitica es arménica.

El Jacobiano de una funcién compleja f = u+iv se define de la siguiente manera:

Jy=| 5w | _Qudv dvd
f du Ordy Oydxr
dy Oy

Notese que si f es analitica entonces su Jacobiano es:

5= (30) + (2e) =wer

Otra definicién relevante es la univalencia local de una funcién analitica f la cual
debe satisfacer que J; # 0, resultado que también es cierto para funciones arménicas
de acuerdo al matemético estadounidense Hans Lewy en [4], p. 20 con su teorema:

Teorema de Lewy. Sea f una funcion armonica definida en un dominio Q2 C C.
Entonces, f es localmente univalente en Q) si y solo si J;(z) # 0 para todo z € €.

Ademés, las funciones armoénicas preservan la orientacién cuando J¢(z) > 0 con
z € Q de acuerdo a [4], intuitivamente, significa que f envia curvas orientadas
positivamente a curvas orientadas en sentido positivo.

En el analisis complejo, los operadores de Wirtinger, nombrados en honor al aus-
triaco Wilhelm Wirtinger que los introdujo en 1927 en el curso de sus estudios sobre
la teoria de funciones de varias variables complejas, son operadores parciales diferen-
ciales de primer orden que se comportan de manera muy similar a las derivadas or-
dinarias con respecto a una variable real cuando se aplican a funciones analiticas.

Estos operadores permiten la construccién de un calculo diferencial para tales fun-
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ciones que es completamente andlogo al cdlculo diferencial ordinario para funciones

de variables reales.

Los operadores de Wirtinger estan definidos de la siguiente manera:
o _1(0 .0 0 1/0 .0
0z ox 8y 0z ox 8y

Un célculo sencillo muestra que una funcién f es analitica, siy sélo si, 0f/0z = 0;

donde z = x + 1y.

en efecto, aplicando el operador de Wirtinger 9/0% a f y sabiendo que f es analitica

se tiene que,

of
0z

Ademas, podemos reescribir el laplaciano de f en términos del operador de
Wirtinger, asi:

Pf  O*f
A= e tap
Pf PP O
0:62 8y8:1: (91:(9y Oy?

(%))
e

8282

— 4




Esta ultima ecuacién implica que para una funcion f con segunda derivada parcial
continua, se cumple que f es armonica, si y s6lo si, df/0z es analitica.

Denotemos por f, a df/0z y por fz a 0f/0z, entonces el Jacobiano de
f(2) = u(x,y) +iv(x,y) con z = x +iy se escribe como: J; = |f.|* —|fz|*, en efecto,

valiéndonos de los operadores de Wirtinger tenemos:

(9u 81} ou ov\]|
{ or (ayﬂa_yﬂ
2 ou v (v  ou\]|?
W{%‘@+(%+@N‘

1
5]

A
R
2 |0r Oz dy
|1 {ou v ov  Ou
‘\ﬂ%*@*(%‘@ﬂ

[y (o oy
4| \ox Oy ox

oudv  Ouov

~ O9zoy Oyoxr

A partir de esta igualdad se tiene que f preserva la orientacién cuando |f.| > |fz]
y, en este caso, f, # 0. La funcién w = f;/f. es llamada dilatacién compleja de
f, de donde decir que f preserva la orientacién es equivalente a que se satisfaga la
condicién |w| < 1.

En un dominio simplemente conexo €2 C C, una funciéon arménica compleja f
tiene la representacion: f = h+7g, donde h y g son analiticas en €2. Para una prueba
recordemos que f es arménica si f, es analitica, y sea b’ = f,. Ahorasea g=f —h

y observe que,
gz = ﬁ - h_z = Oa
por definicion de h. Por lo tanto, g es analitica en D.

La unicidad de la representacion depende del hecho que una funcién analitica y

antianalitica simultaneamente debe ser constante. Si f es una funcion de variable
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real, la representacién se reduce a f = h 4+ h = Re{2h}, tinica bajo una constante
imaginaria aditiva.

Para un mapeo arménico f del disco unitario ID es conveniente elegir la constante
aditiva para asegurar la condicién g(0) = 0. La representacién f = h + g es tnica y

es llamada representacion canénica de f.
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Capitulo 2

Criterios de univalencia de Nehari

para mapeos armonicos

A mediados del siglo XX una rama de la teoria geométrica de funciones se empezo
a estudiar, la cual fue llamada teoria de funciones univalentes. En virtud del Teorema
del mapeo de Riemann el cual establece que dado un dominio del plano complejo
simplemente conexo cuya frontera contiene al menos un punto entonces existe una
aplicacion analitica y biyectiva de dicho dominio sobre el disco unitario, se lograron
estudiar muchos problemas que involucran univalencia sobre D y no en un dominio
simplemente conexo general.

Si consideramos una funcién analitica f : 2 — C localmente univalente podemos

encontrar una serie de criterios que permiten la univalencia de estas funciones a través

(Y Ly
1= (%) -3 (%)

denominado como la derivada Schwarziana de f, [1] y debe su nombre en honor al

del siguiente operador:

matematico polaco H. Schwarz.
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La derivada Schwarziana ha jugado un papel relevante en el desarrollo de criterios
de univalencia para funciones analiticas. Fue en el ano 1949 cuando el aleman Zeev
Nehari se intereso6 por el estudio de las funciones univalentes y decidié vincularlas con
la derivada Schwarziana obteniendo un notable criterio de univalencia para funciones
analiticas en [8] con el cual se establece lo siguiente:

ler Criterio de Nehari. Sea f : D — C una funcion analitica y localmente

univalente. Si para todo z € D,

2
S5()| < 5
entonces f es univalente. La constante w2/2 es la mejor posible.
En ese mismo trabajo [8], Nehari desarrollé un segundo criterio de univalencia
para funciones analiticas donde hizo uso de tres lemas precedentes al mismo, a saber:
Lema 1. Si uy; y us son soluciones linealmente independientes de la ecuacion

diferencial,

u" + pu =0, (2.1)

entonces Sf = 2p, si y solo si, f = uj/us.
Demostracion:

(<) Noétese que el Wronskiano de u; y uy es constante. En efecto, como:

Uy Uz
W = = uyuy — Uz,

uy

entonces,
W' = wjub + ugulh — ujug — ujul,
= wyuy — uiuy
= —puruz + puguz = 0,

13



lo cual implica que W = ¢, con ¢ constante. Luego,

/ !

Ul Uy — UL

p W t2 1% -2 " _ -3,/
U
Asi,
" -3,/

f__  2cuy " uy — _ou-l
f Cuy

Finalmente, sabiendo que uy satisface la ecuacién diferencial (2.1),

f//)/ 1 (f//)2
Sf = CANNS I
f (f/ 2 f/
I \/ 1 — !
= (_2U2_1U2) —5(—2u21u2)2
= 2uy?(up)? — 2uy uy — 2u5%(gh)?

= _2U51(_PU2)

= 2p.
(=) Sea f con Sf = 2p se puede verificar que,
uo = (f)Y? cuando u” + pu = 0.
En efecto,
—=——-= = logu= —%logf’ = u=(f)"V2
Por otro lado, si u; es solucion de,
v+ pu' + qu =0,

tomando us = ¢(x)u; obtenemos que,

d"uy + 2du) + cuf + p(duq + cul) + geus = 0.

14



Luego,
urc” + (2uy + puy)d =0 = — =-2——p
= logd = —2logu; — /p(x)dx
= C = —26_
= us(z) = ui(x) / %e‘fp(m)dmdx.
Asi,

1
ul:(f,)_1/2 = UQZUI/PdZ:fl“/f/dZ:ulf:f:Z_:'
1

Lema 2. Para cada par de puntos distintos zy,zo € D existe un mapeo,

o(z) =€ __ , o] <1,

del disco en si mismo para el cual 0 < p(z1) = @(22).

Demostracion: Primero observemos que,
p(20)] = le(z2)]-

para algun a.

Para ver esto, sea:

notemos que,

[Wi(z1)] = [P2(21)[ <Oy [Wi(22)| = [Wa(22)| > 0.

15



Luego, definiendo ®(t) = |¥q(2(t))| — |Wa(2(¢))| : R — R entonces,
B0)<0 y B(1) >0

Por el Teorema de Valor Intermedio, existe to € R tal que ®(ty) = 0, es decir,
Uy (2(tg)) = Wa(z(to)). En otras palabras, por continuidad, |V, («a)| = |¥y(a)| para
algin a = z(tg) en cualquier curva dada uniendo z; y 2s.

Sin pérdida de generalidad, podemos considerar z; y zo tales que |z1| = |z2].

0

Después de una rotacién adecuada podemos suponer 2, =z = r-€¥ con 0 < 6 < 27

y Re{z1} > 0. Por esta razén, sélo necesitamos probar que:

p(2) = —¢(2),

para algin « tal que || < 1, donde z = 2; = re?. En este caso,

o)+ o) =0 (10 ) 4o (S22 o,

1—az — ZQ

lo cual equivale a:

(z—a)l—az)+(Z—a)(l—az) = 0, z=re?.
z—alzP —a+afz+z—a)zP—a+a)’z = 0
(z+2) + (aZ + a2 = 2(a+alz)
rcos(0) +rlalfcos(d) = o+ alz?

(14 |a®)reos(d) = o+ alz

Como 0 < cos(f) < 1, esta tltima ecuacién tiene una solucién «a con 0 < av < 1.

i
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Lema 3. Sea u una funcion de valor real, continuamente diferenciable en el
intervalo [—1,1], u # 0. Supongamos que, u(z) = O(1 — x) cuando v — 1 y

u(r) = O(1 4+ x) cuando x — —1. Entonces,

1 -1

Demostracion: Noétese que,

1
0 < / ((1—x2)’1xu+u’)2d:€

1

1 1 1
= / (1 — o) z*u’dr + 2/ (1 —2*) tpun/dr + / [w')*dx

1 -1 1

= /_1 (1 — 2*)z*u’dx + /1 (1 —2®) tw[u®)dr + /_1 [W)?dz.  (2.3)

1 -1 1

Integrando el segundo término por partes tenemos,

/1(1 — o) ) dr = [(1 -2tz |t — /1(1 + 23 (1 — o) 2ulde

xu? . xu?

= lim im
r—1 1 — $2 r——1 1 — [L’Q

— /1 (14 23 (1 — 2%) 2u’dw. (2.4)

1

Como u(z) = O(1 — z) cuando x — 1 entonces existe M > 0 tal que,
u(lz) <M1 —2z), z—1. (2.5)
Analogamente, si u(z) = O(1+x) cuando x — —1 entonces existe m > 0 tal que,

u(z) <m(l+zx), x— —L. (2.6)

17



Notese que,

0 < u¥(x)
0 < zu®*(z), cuando x> 0.
zu(z)
0 < L Vo € [0,1).
Usando la condicién (2.5) se tiene,
2 Mz(1—x)? Mzx(1 —
0 < tim 20 <y M2 — 2]y MellZm)
z—1 1 — 332 z—1 1— {E2 rz—1 1 +x
2
0 < 1im 220 <,
r—1 1 — J}Q

Ahora, usando el teorema de acotamiento para limites se cumple que,

2
lim % (=) =
r—1 1 — 1’2
Por otro lado,
0 < u?(z)
0 > au*(z), cuando z <O0.
ru®()
0 > T2 Vo € (—1,0].
ru®(x)
0 < EEEL Vo e (—1,0].

Por la condicién (2.6) se sigue que,

2 2
0 < lim _zu(z) < lim _ma(l+a)° — lim ~ma(l+x) —0
z——1 1— 22 z——1 1— 22 z——1 1—2x
2
0 < lim o (z) <0

(2.7)



Nuevamente valiéndonos del teorema de acotamiento de limites,

lim 2@ (2.8)

-1 1 — 22

Con los resultados (2.7) y (2.8) obtenemos de (2.4) que:
1 1
/ (1 —2*) tou?)dx = —/ (1+2%)(1 — 2°) " *u’dx. (2.9)
-1 -1

Sustituyendo (2.9) en (2.3),

1

0 < /1(1—xQ)_2x2u2dx—/l(1+x2)(l—x2)_2u2dx+/ W)z

1 -1 -1

0 < /1 (1 — 2 2u?[2® — (1 + 2?)]dw + /1 [W']2dz

1 -1

0 < /_l [u']zdx—/_l(l—a:Q)_Quzda:.

1 1

Finalmente,
1 1
/(1—x2)2u2dx < /[u’]zdx.
—1 -1

Luego de haber expuesto los anteriores lemas, Z. Nehari los utiliza para su se-

g

gundo criterio de univalencia el cual se presenta a continuacion:
2do Criterio de Nehari. Sea f : D — C una funcion analitica y localmente

univalente. Si para todo z € D,

2

TR (2.10)

1Sf(2)| <

entonces f es univalente.
Demostracién: Primero observemos que es suficiente probar que, f(r) # f(—r)

para 0 < r < 1 usando (2.10). En efecto, si f(z1) = f(z2) entonces por el Lema
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2, algin automorfismo conforme 7' del disco produce una funcién, F' = f oT" con

F(r) = F(—r) y de acuerdo a [6] con derivada Schwarziana,

(SF)(§) = S(f o )T (&))"

De la desigualdad (2.10) tenemos que,

ISFE) = [S(foT)E)]-(T'())’]
< 2017 T

Luego, por Lema de Schwarz,
[SE(E)] < 2(1—[¢)~

En este sentido F' también satisface (2.10), lo cual muestra que es suficiente
demostrar que, f(r) = f(—r).

En virtud del Lema 1, equivale a probar que si p es una funcién analitica que
satisface,

p()l < (1= 272, |2l < 1,

entonces la relacién gy /go de dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién
diferencial ¢” + pg = 0 toma diferentes valores en +r para cada r con 0 < r < 1. Si

por el contrario,

() _ gi(=r) _
92(r)  ga(=7)
para algin a € C y para algiin r con 0 < r < 1, entonces, g = g — gy satisface

)

g(r) = g(—r) = 0, lo cual implica que existe una solucién no trivial de g” + pg = 0
con al menos dos ceros.

Por lo tanto, el 2do Criterio de Nehari equivale a demostrar que si p satisface,
p(2) < (=172, [ <L
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entonces no existe solucion no trivial de la ecuacion diferencial ¢” + pg = 0 que tenga

a lo mas dos ceros, £r, con 0 < r < 1.

Usando reduccion al absurdo, supongamos por el contrario que existe g # 0 que

satisface:

9" +pg=0 y g(r)=g(-r)=0,

para algin r con 0 < r < 1.

Multiplicando la E.D.O por g e integrando por partes,

0

/ @ (@) + pl)g(@)dz

T

/_ | (@)g@)da + / ' p(@)lg(a) P
J@@ ., - [ (@)@ dr + / ' p(@)lg()de.

—r -r

Como g(£r) = 0, entonces g(%r) = 0. Luego,

f@Pde = [ plelgto)Ps 2.11)

-Tr

Nétese que si [p(x)| < (1 — |x]?)~2 entonces,

p(@)] - lg(@)* < (1 — |2*)*|g(x) "

Integrando a ambos lados la expresion anterior,

Usando (2.11) en

Sea g(rt)

/ p@)lg() e < / (1 a?)2lg() . (2.12)

-

(2.12),

[ 1w@pde < [ -l gt 219

—-r

= u(t) + iv(t) y usemos la siguiente desigualdad:

r?(1—r*)"2 < (1-1)7? —-1<t<1.
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Luego, haciendo el cambio de variable: x = rt,

P = [z)Plg(@)* = (1 =) (u® +0%)
< (1 —1)72(u? +02).
Por otro lado,

|g'(x)|2 — T2<ul2 4 7/2).

Volviendo a (2.13),

/T g/ (z)|*de = / r?(u? 4+ %) dt
< / — %) 72 (u? + 0?)dt
< / (1 — %)% (u? 4+ v?)dt
< [ -,
lo cual contradice el Lema 3. U

Por su parte, en el ano 2013 se realiz6 un estudio en conjunto por: R. Hernandez y
M.J. Martin en [6], donde se extendié la derivada Schwarziana de funciones analiticas

a mapeos armoénicos en su forma canénica que preservan la orientacién la cual esta

w n 3/ o\’
Sy = Sh+ —w'—w") ——( ) , 2.14
! 1_|W|2 (h, 2 1—|w|2 (2.14)

donde f = h+ g : Q@ — C siendo 2 un dominio simplemente conexo; h,g

definida por:

funciones analiticas y w = ¢'/h’ la dilatacién de f.

Noétese que si w = 0 entonces Sy = Sh.
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Ademas, f preserva la orientacion, si y sélo si, h es localmente univalente y

lw| < 1. En efecto, como J; = |I/|* — |¢'|> > 0 implica que,

g
h

/
W >lgl & W0y |L] =l <.

Cabe resaltar que existe una importante relacion entre la derivada Schwarziana de
f = h+7, un mapeo armoénico que preserva la orientacién y la derivada Schwarziana
de la composiciéon A o f donde A es un mapeo armonico afin: A(z) = az 4+ bz + ¢

donde a, b, c € C, correspondencia que se muestra en la siguiente proposicion:

Proposicion 1 Sea f = h + g una mapeo armonico en 2 C C que preserva la
orientacion con dilatacion w. Consideremos el mapeo armdnico afin A(z) = az +

bZ + ¢ con a,b,c € C, y |a| # |b|. Entonces, Siaop) = Sy en ).

Demostracién: Ver [6]. O
Otra proposicién importante establece las condiciones bajo las que se satisface la
univalencia entre un mapeo armonico f, = h + Ag que preserva la orientacién y una

funcién analitica F\ = h + Ag. A saber:

Proposicién 2 Sea f, = h+ Ag, para |A\| = 1 un mapeo armonico que preserva la
ortentacion y F\ = h + Ag, una funcion analitica. Entonces, F\ es univalente, para

todo |\ =1 si, y sdlo si, fy lo es.

Demostraciéon: Asumamos que fy, = h + Ag es univalente para cada A € 0D y
supongamos que existe |A\g| = 1 tal que F), = h+ Agg no es univalente en el disco uni-
tario. Por lo tanto, existen dos puntos distintos z1, zo € D tales que F) (z1) = F)\,(22),

de donde tenemos las siguientes posibilidades:
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(i)

h(z1) = h(z) :

En este caso, se sigue que g(z1) = g(22), y asi fa,(21) = fo,(22) con z; # 29, lo

cual es una contradiccion a la univalencia de f,.

h(z1) # h(z) :
Denotemos por, 8 = arg{h(z1) — h(z2)} € [0,27). Como, F\,(z1) = F),(22)
entonces,
h(z1) — h(z2) = Ao(g(22) — g(21))-
Por lo tanto,
e (h(21) = h(2)) = e “Xo(g(22) — 9(21)),

es un numero real positivo. Luego, tomando conjugados a ambos lados de la

ecuacién anterior obtenemos que:

e~ (h(z1) — h(z2)) = e ®Xo(g(22) — g(21))
e (h(z21) = M(z2)) = €“Xolg(z2) — g(=1))
h(z1) + €2 hg(z1) = h(z) + ¥ Ng(2)
)

fu(z1) = fu(z2), p=e"X €D,

lo cual representa nuevamente una contradiccion.

Con el mismo argumento se prueba que los mapeos armonicos f son univalentes

para todo |A| = 1 cuando las funciones analiticas F), son univalentes.

g

Motivado en las investigaciones realizadas por Z. Nehari y R. Herndndez con M.J.

Martin este capitulo generaliza los criterios de univalencia de Nehari de funciones

analiticas al caso de mapeos armoénicos con dilatacién w que preservan la orientacién.

El siguiente teorema establece un primer resultado:
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Teorema 2.1 (Generalizacién del ler Criterio de Nehari) Sea f = h+ g un

mapeo armonico en D con dilatacion w que preserva la orientacion. Si para todo

zeD,

S/ + Ty | )~ )
5| W) P 3 WEP
3 T p] T S T 419

entonces f es univalente.

Demostracion: Despejando Sh de la derivada Schwarziana para funciones arménicas

(2.14),
o[ 30 @\’
Sh=8;——(—w - | += : 2.16

Aplicando la desigualdad triangular a (2.16) tenemos,

2

|w| " ) " 3‘ w'w
Sh| < |S;| + W =W+ o :
|Sh| < |5y 1— o | W 21— |w?
Sabiendo que |w| < 1y usando (2.15),
1 h”(z) / " ‘ 3’ w/(z) i
Shiz)| < [5p(2)| + wig = 3
I T BTH I R A & R e
1 h”(Z) / " 3 w/(z) i
_ 2
= WO TTeE e @@ ) +2’1—|w<z>|2
L3 jw'(2)/* N
1 —|w(2)]1—|w(z)]
2
< 5 Vz € D.

Usando el ler criterio de Nehari, h es univalente. Ahora dado a € D, definamos
fo=f+af =h,+7, donde hy = h+ag vy go = g + ah. Ademds, notemos que la
dilatacion de f, es:

g, ¢ +al  atw
K, W4ag 14aw

Wa = Pq oW,

25



donde ¢, : D — D es el automorfismo definido por: ¢,(z) = (a + 2)/(1 + @z).

Luego, usando la Proposicién 1 en [6] y el Lema de Schwarz se tiene que:

Sp. = S;.

Por otro lado, teniendo en cuenta que,

se puede observar que:

/ ( ) 1 - |CL|2
)= —
¥a (1+az)?
|wal | (W) W'l
1 — w,l? 1— |pa (w)]?

W' el (@)1 = |w[*)
1—|w> (1= |pa(w)?)

W (A= la)(1 = |w]?)
1— |w|2 |14+ aw|? — |a + w|?

W 11— |w —af® + |aw|?

L= P T w2 = [aP + Jaw]?
d

|w
1 — |wf?

Considerando la igualdad anterior tenemos,

[Sha(2)|

S1.(2)

St.(2)] +

S ()| +

CmE) (M) () )
waww(m@>“) “<0+2<L4%@W>
GO [h) )|, 3 ’ S P
1— |wa(2)P |H(z)  wi(2)] 2|1 = |wa(2)]?
WEl [ME) L)) 8] W) ]
= (o) | 2) %@)+2L—M@f’ el

Como, h!, = h' +ag" = h/(1 + aw) entonces,

h! h”+ aw'
W l+aw
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Por su parte, w, = ¢ (w)w’ implica que,

W  Pq , W 2a (1- ]CL|2) (1+aw)® , " 2o W
o=, W= 3 D A B Y
Wa  Pa w (1+aw)” 1—]al w l+aw  w

Continuando con la desigualdad y usando el hecho que Sy, = Sy tenemos que,

R (2) aw'(z) 2aw'(z)  W(2)

Sha(2)] < |85(2)] + — )

- 1—|w@))? | M(z) 1+aw(z) 1+aw(z) w'(z)

3 W(z) |

e
_ W) |p() W(z) | Baw(z) | 3] W) [
= 5@+ 1—|w))? | (z)  w(2) * L4+aw(z)| 21— |w(2))?
s W) |h(z)  W(z) 3 a o' (2)[*

= W TTLGr e T we) | a1 kP

3 W(z) |

e R i

Como a € D entonces |a|] < 1y ademads,
1 1

< .
14+ aw| = 1—|w|
Usando estas implicaciones en la desigualdad (2.17) obtenemos,

h/l(z) CL)”<2>

|Sha(2)] < |Ss(2)] + w'(2)|

- L= |w()]” [M(2)  w'(2)
/ 2 / 2
U T G TN RV
(1= lwE@NA = |wz)) 211 = |w(z)]
Finalmente, por la condicién (2.15),
2
|Sha(z)| < oL Vz € D.

Asi, h, = h + ag es univalente para todo a € D. Aplicando ahora el Teorema de
Hurwitz a f, se cumple que la funciéon h+ Ag es univalente para todo |A| = 1. Luego,

por la Proposicién 2, h + \g es univalente, en particular, f es univalente. O
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A continuacién se mostrara un ejemplo que satisface las hipdtesis del Teorema

antes expuesto y verificaremos computacionalmente la univalencia del mapeo en D.
Ejemplo 1 Consideremos la funcion f: 1D — C definida por:
f(z) = z+ (0.2)ez.

En este caso, h(z) = z y g(z) = (0.2)e* son analiticas en D. h/(z) = 1 # 0 para
todo z € D, es decir, que h es localmente univalente en D.
Ademas, |W(z)| =1y |g(2)| = 0.2]e*|. De donde,

_|9() 9z
= ie) e

= sup |O.Qexeiy| , zZz=x+1y.
|z]<1

sup
|z|]<1

= sup |0.2¢"|

|z]<1

= 0.2¢

IN

0.5437

< 1, VzeD,

es decir, |w| < 1y asi, f preserva la orientacion.

Por otro lado, la derivada Schwarziana de f es:
0.04|e*|e? 3 0.0016]e*|*
S = - = .
M) = T 0 2T =004/

Veamos que f cumple con la desigualdad (2.15):

1 n"(z) " 3] (= 2 3 W (2)?
S To@r h<(>) WlE) =B g | \£<)2>|2 T w21 : \EJ<)Z|>|2
0.04/c*fF 3 00016 | 3 004 3 0.04/e?|?
1—0.04/x2  2]1—0.04/e=]2]2| T 2|1 — 0.04]ez]22 " 1— 0.2]e*| 1 — 0.09]e* ]2
0.04]e?|[7] 0.0024]¢7|* 0.06]¢2|? 0.12]e?|?
S =004 2] T T—0.04P T =004/ PP (1= 0.2]e7|)(1 - 0.04e=]?)
0.04]e?|? 0.0024]¢*|* 0.06]¢2|? 0.12]e?|?
= + + + = (%)

11— 0.04fex2] |1 —0.04[ez]22 " [T — 0.04[ez]22 " (1 — 0.2]e*])(1 — 0.04[e=[2)
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Como z € D entonces |z| < 1. Asi, podemos acotar superiormente la expresién

anterior,

W < 0.04¢>  0.0024¢"  0.06e* 0.12¢2
= J1—0.04e2| T [1—0.04¢2]2 T |1 —0.04¢2]2 " (1 —0.2¢)(1 — 0.04¢2)
0295 0131 0443  0.886
0.704 ' 0.496  0.496 ' 0.321
— 0.419 + 0.264 + 0.893 + 2.76

= 4.336

2 )
lo cual muestra, por Teorema 2.1, que f es univalente en ID. A continuaciéon veamos

la imagen del mapeo armoénico f.

0.5

0.0

-0.51

Figura 2.1: Imagen del mapeo arménico f(z) = z + 0.2¢2.



El siguiente resultado demuestra la generalizacion del segundo criterio de univa-

lencia de Nehari de funciones analiticas al caso de mapeos armoénicos:

Teorema 2.2 (Generalizacién del 2do Criterio de Nehari) Sea f =h+g un
mapeo armonico en D con dilatacion w, que preserva la orientacion. Si para todo

zeD,

SN = B + T | T ) ()
3(L= P () | 31— o) ()P
2‘ L= Jw(z)P ) 1P =2 21

entonces f es univalente.

La demostracién de esta generalizacion es andloga a la expuesta en el Teorema
2.1, salvo que se utiliza el 2do criterio de Nehari.

A continuacién veamos una secuencia de ejemplos de este teorema:
Ejemplo 2 Consideremos la funcion f : 1D — C definida por:
flz) =z +e2?,
con —1/3 <e < 1/3.

Nétese que h(z) = z y g(z) = £2? son analiticas en D). También, h es localmente
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univalente pues A’ = 1. Ademads, para todo z € D,

q'(2)
W(2)

q'(2)
W(2)

= sup |2ez|
|z|<1

= 2l¢|

w(z)] =

sup
|z|<1

< 2|1/3]
— 2/3

< 1.

es decir, |w| < 1, de donde, f preserva la orientacién. Luego, la derivada Schwarziana

esta dada por:

24et2?
S =
1) = gy
Por otro lado, veamos que f cumple con la desigualdad (2.18). En efecto,
1—[2[*)? |h"(2)
S 1— 2\2 ( / o
SHRIL = 2+ = 7 g @ ()~ ()
L3 ]A = P)e(2) 2+ 3(1—2[)? |w'(2)?
2] 1—|w(2)P 1—w(z)| 1= lw(z)*
244 22(1 — |2]?)? 3 2e(1 — |2)?) 2 3(1 — |z[?)? 4¢? — (%)
(1 — 4e2|2]2)2 2| 1—4e?|z|? 1—2¢|z] 1—4e2z)2 7

Como z € D entonces |z| < 1. Asi, podemos acotar superiormente la expresién
anterior:
(¥) < 68°+12¢?

= 182



lo cual muestra, por el Teorema 2.2, que f es univalente en . A continuacién se

ilustra una secuencia de imagenes de f variando el valor € entre —1/3 < e < 1/3.
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-0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 05

(e) e =0.3. (f) e =—0.3.

Figura 2.2: Secuencia de ejemplos de la imagen de f(z) = z + 22 con |e] < 1/3 y

ceR. 33



Capitulo 3

Criterio de univalencia de

Pokornyi para mapeos armoénicos

Como los criterios de Nehari existen otros resultados que utilizan la derivada
Schwarziana para establecer la univalencia de funciones analiticas. En 1951, dos anos
después de que Z. Nehari demostrara sus dos criterios de univalencia para funciones
analiticas, el ruso V. Pokornyi en [9] establece un nuevo criterio:

Criterio de Pokornyi. Sea f : D — C wuna funcion analitica y localmente

univalente. Si
4

L— [

ISf(2)] < Vz e D.

Entonces f es univalente en .

Impulsado por el estudio que realiza Pokornyi se obtiene un tercer resultado en
el cual se generaliza el criterio de univalencia de Pokornyi de funciones analiticas al
caso de mapeos armonicos con dilataciéon w que preservan la orientacién.

La demostracion empleard argumentos similares expuestos en el Teorema 2.1 del

capitulo anterior, particularmente, las proposiciones 1 y 2. El préximo teorema

34



consolida el resultado:

Teorema 3.1 (Generalizacién del Criterio de Pokornyi) Sea f = h + 7 un

mapeo armonico en D con dilatacion w que preserva la orientacion. Si para todo

z €D,
SN = B + T | e ()~ ()
- | W) [P, 30— WP
L TS £ B peros T p oo A S

entonces f es univalente.

Demostraciéon. Despejando Sh de la derivada Schwarziana Sy,

w % 3( ww \?

Usando la desigualdad triangular en (3.2) y multiplicando por (1 — |z|?) obten-

SN = 1) < 1510 = |+ D ) e
3(1—|2P) | w(z)@(2) |”
+ 5 1—]w(z)|2 ,  VzeD.
Como f preserva la orientacién entonces |w| < 1 y usando la condicién (3.1)
tenemos,
SN = 5) < 185010 = o) + T [FE ) — ()
31— )| «'(2) |
T P
< IS0 - 1) + T [ ) - )
31—[zP) | «(z) [P, 301=]z) (x)P
2 T w@P| 1 wG) - WEP

ISh(:)|(1—|2]2) < 4, VzeD.
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Usando el Criterio de Pokornyi, h es univalente. Ahora dado a € D), definamos
fo=f+4+af = he+ gy donde hy = h+ag y go = g + ah. Ademds, notemos que la

dilatacion de f, es:

g g +al a+tw
u}a:—: — g — g (low7
R,  h+ag 1+aw 4

donde ¢, : D — D es el automorfismo definido por: ¢.(z) = (a + 2)/(1 + az

~—

Usando la Proposicién 1 tenemos que,
Sy, = SF.

Por otro lado, teniendo en cuenta que,

/ ( ) 1— |a’|2
z
a (1+az)?
obtenemos que:
|we 'l

Considerando la igualdad anterior,

St~ e () <46

Da(2)w(2) )
(1—!wa(Z)l2) '
jwa(2)[ (1 = [2[%)

2
1 —|wa(2)]
2

[Sha(2)] (1= 12%) < (1—[2]")

3(1— |2P)
* 2

ha(2) _ wi(2)
ha(2)

< 181 =) +

wa(?)

1~ |wa(2)[*

jw'(2)| (1 = [2*)
1~ |w(2)f’

2
, VzeD.

3(1—12%)
2

ha(2) _ wi(2)

— 5L (1= 2P)+ e

3(1 — |2)
2

w'(2)

1~ |w(z)l”
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Como, h!, = h' +ag" = h'(1 + aw), entonces
h// h// aw/
2 = _ 4 —.
h, k' 1+aw

Por otro lado, w!, = ¢/, (w) - " implica que
wil ool , W 2aw’ w
= J W+ —=

i
Wa  Pa

Continuando con la desigualdad y usando el hecho que Sy, = Sy

"

W' l+aw W’

[Sha(2)I(1 = |21*) < IS(2)I(1 = |2/*)
|w'(2)[ (1 — =)

tenemos que,

h”(z)+ aw'(2) N 2aw'(z)

1— |w(2)]? h(z) 1+aw(z) 1+aw(z) '(2)
31— =) | w'(2)
T P
_ A1 L2y o @A =) [2(z)  W"(z) | 3aw'(z)
- syl -+ MR SR 2 e S,
31— 2P | w'(2)
2 1~ w(z)?
Ly WA [ A(E) ()
< sy - o) + EEIE 0 o
3(1 — [2) |al |’ (=)
1+ aw(z)| (1~ |w(=)[*)
31—z | W) |
5 T F] Vz e D. (3.3)
Como a € D entonces |a|] < 1y ademads,

1 1
< Y
1 +taw — 1— o]

entonces en la desigualdad (3.3) obtenemos que para todo z € D :

e O L s WL 2P () (2)
S (1= 1) < 185 (1= [af) + 5 2H =2 e -
L B0-EPWEE 30 -eP) | @) f

(- wEDA—wEP) 2 1= )P
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Luego, por la condicién (3.1),

Sha(2)| < vz € D.

1—[z*

Asi, h, = h + ag es univalente para todo a € . Aplicando ahora el Teorema de
Hurwitz a h, se cumple que la funcién h+ Ag es univalente para todo |A\| = 1. Luego,
por la Proposicién 2 en [7], h + Ag es univalente para todo |A| = 1, en particular, f
es univalente. O

Ahora consideremos un ejemplo del teorema antes demostrado para verificar las

hipétesis y posterior consecuencia del mismo:

Ejemplo 3 Consideremos la funcion f : 1D — C definida por:
f(z) = 2 +0.0523.

En este caso, h(z) = z y g(z) = 0.052% son analiticas en D y h'(z) = 1 # 0 para
todo z € D, es decir, que h es localmente univalente en D.
Ademss, |V (2)] =1y |¢'(2)] = 0.15]2%|. Luego, usando el principio del médulo
maximo para funciones analiticas tenemos que para todo z € D,
/
z
sup | (2)

|z|<1 h/(Z)

= sup ’0.152
|z|]<1

= 0.15

’

< 1,

es decir, |w| < 1 preservando f la orientacién.
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Por otro lado,

1800522 486-0.0522%2%
T 1-9-0.052[z2 1—9-0.05%z2
18 - 0.052%(1 + 27 - 0.05%| 2|4)
a 1—9-0.052z
0.922(1 + 0.003375|2[*)
C 1-0.0225)z]2

Si(z) =

Ahora, verifiquemos que se satisface la desigualdad (3.1),

S/ = 1) + T2 [/ () — (2
=) | ) [, 30— )P
3 TP T TG =GP

18- 0.05|2[2(1 + 27 0.053[2|*) (1 — |2]2)  6-0.05(1 — |2]?)  54-0.052|z|%(1 — |2|?)

1—9-0.052]z|? 1-9-0.052z2  (1—9-0.05%z[?)
108 - 0.05%|2[2(1 — |2]?)
(1—3-0.05]z)(1 — 9-0.052[z]2)
0.9]2[2(1 +0.003375]2[)(1 — |22)  0.3(1 —|22)  0.135[2]2(1 — |2]?)
1 — 0.0225|2]2 1—0.0225)22 (1 — 0.0225]2]2)2
0.27]22(1 — |2]?)
(1= 0.15]2])(1 — 0.0225[2]2)

<03<4,

ya que z € D, es decir, |z| < 1.
Finalmente, por el Teorema 3.1, f es univalente en ). A continuacién veamos la

imagen del mapeo armoénico f:
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Figura 3.1: Imagen del mapeo arménico f(z) = z + 0.0523.
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Conclusiones

En este estudio se ha presentado la formulacién, generalizacién y verificacién de
tres criterios de univalencia que fueron desarrollados a mediados del siglo pasado de
funciones analiticas al caso de mapeos armoénicos en su forma canonica.

La formulacién es una extensién y ampliacién de la presentada en [8] donde se
exponen dos criterios de univalencia realizados por Zeev nehari para el caso de fun-
ciones analiticas dentro del disco unitario. En tal sentido, la formulacién presentada
se obtiene utilizando de la derivada Schwarziana S f desarrollada a finales del siglo
XIX, operador usado en las hipétesis de los criterios de Nehari. Posteriormente,
haciendo uso de la extensién de la derivada Schwarziana a mapeos armonicos Sy
presentada en [6], se generalizan los criterios de univalencia de Nehari: teoremas 2,1
y 2.2, resultados que, en consecuencia, son aportes originales de la presente tesis.

Seguidamente, se generaliza un tercer criterio de univalencia de funciones anali-
ticas realizado por V. Pokornyi en [9] el cual también hace uso de la derivada
Schwarziana presentada en [6], obteniéndose el teorema 3.1 no expuesto anterior-
mente en la literatura, siendo otro aporte.

Cabe resaltar que las desigualdades (2.15), (2.18) y (3.1) de los teoremas 2.1, 2.2
y 3.1 respectivamente, son fuertes ya que, de acuerdo a los criterios de univalencia

para funciones analiticas lo son.
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Por su parte, se implementaron tres ejemplos de mapeos armoénicos que cumplie-
ran con las hipétesis presentadas en cada uno de los teoremas extendidos los cuales
evidencian computacionalmente, a través de la imagen de cada ejemplo, que efecti-

vamente se satisface la univalencia de los mismos en el disco unitario.
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