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Resumen

Los puntos de cambio son instantes en el tiempo en donde se presentan variaciones bruscas
en la media, en la varianza e incluso en los valores de los coeficientes de un modelo de regresión.
Es de mucha importancia detectar rápidamente estas alteraciones a tiempo, ya que son capaces
de provocar errores en las estimaciones y, posteriormente, en las predicciones de los modelos. La
detección de puntos de cambio en series temporales se ha desarrollado ampliamente a través de
distintos métodos, tales como, la detección de múltiples puntos de quiebre propuesta por Bai y
Perron, el test de Chow, el test CUSUM y el test de MOSUM. Sin embargo, los estudios relacionados
con la detección de puntos de cambio utilizando el análisis wavelet son poco recurrentes. Aun aśı, el
análisis wavelet posee un gran potencial para la detección de puntos de cambio en series temporales,
capaz de encontrar cambios donde los otros métodos no pueden o no son tomadas en cuenta por su
baja perturbación dentro de una serie temporal. En esta investigación se evalúa la efectividad que
tienen los métodos más conocidos en series temporales y el análisis wavelet al momento de detectar
los puntos de cambio utilizando simulaciones. Posteriormente, se aplican todas las metodoloǵıas
clásicas y el análisis wavelet a distintos conjuntos datos para probar su efectividad en la detección
de puntos de cambio.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los puntos de cambio se definen como variaciones bruscas en la media, la varianza y de los valores
de los coeficientes de un modelo de regresión a lo largo del tiempo (Valera, 2020). Recientemente,
ha aumentado el interés por la detección de puntos de cambio en distintas áreas de las ciencias.
Ignorar esos puntos de cambio puede llevar fácilmente a cometer errores en el proceso de análisis de
series temporales con resultados inesperados y conclusiones incorrectas (Su, Zhu, Liu, y Hu, 2013).
Siendo uno de los desaf́ıos más grandes para analistas e investigadores. En muchas ocasiones,
los analistas se encuentran en la dificultad de detectar la cantidad de puntos de cambio y las
ubicaciones exactas de ellos. Los registros que se tienen ponen en evidencia que los modelos de
puntos de cambio solo han desarrollado su potencial en el estudio de las distribuciones gaussianas.
A causa de ello, a mediados de los años 80 su enfoque fue más allá de los modelos tradicionales y
se impulsó el desarrollo de modelos con base en test de hipótesis no paramétricos (Valera, 2020).
En áreas cient́ıficas aplicadas también se ha encontrado el potencial de la detección de puntos de
cambio. En medicina se utilizan para estudiar las frecuencias ECG (Electrocardiograma) y EEG
(Electroencefalograma), en meteoroloǵıa para detectar cambios en la temperatura o la velocidad
del viento, en Machine Learning para el análisis de voz e imágenes y en psicoloǵıa para el análisis
de las conductas cotidianas de las personas, entre otros (Aminikhanghahi y Cook, 2016).

Respecto al desempeño en la detección de puntos de cambio, en ocasiones algunos métodos
presentan resultados deficientes dado que poseen limitaciones en su capacidad para detectar los
cambios abruptos, aśı como lo explican Xie, Gu, Sang, Wu, y Singh (2019), “Todos los métodos
para la detección de puntos de cambio en series de tiempo tienen ventajas y desventajas (Lloyd et
al., 2014; Jeon et al., 2016; Turner et al., 2016), es posible que no sean suficientes para satisfacer
las necesidades prácticas”. No resulta sencillo cumplir con todas las condiciones necesarias para
el uso de ciertos métodos de detección de puntos de cambio. Uno de los supuestos más relevantes
para analizar las series de tiempo es la estacionaridad. Por tal motivo, cuando no se cumple este
supuesto es necesario el uso de técnicas o métodos para determinar el momento de cambio bajo
esta circunstancia (Olsen, Chaudhuri, y Godtliebsen, 2008).

Si bien se han utilizado muchos métodos para la detección de puntos de cambio en series
de tiempo, la literatura solo ha logrado entregar un debate poco desarrollado en los desempeños
relativos (Sastri, Flores, y Valdés, 1989). De esto surge la pregunta, ¿Existirá un mejor desempeño
utilizando otras metodoloǵıas poco recurrentes en series de tiempo?. En este trabajo se pretende
dar una respuesta parcial a esta pregunta.
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Los estudios que implementan el análisis wavelet para la detección de puntos de cambios de-
muestran una interesante manera de obtener información del entorno que, en algunas ocasiones,
pasa desapercibida o no es tomada en cuenta en los métodos convencionales. Es muy eficaz en
presencia de series de tiempo no estacionarias. Se puede utilizar incluso con series de tiempo no
estacionarias sin ningún tipo de transformación previa, lo que ofrece una ventaja sobre los métodos
que solo se pueden aplicar a series estacionarias.

Este trabajo de investigación se encuentra dividido en los siguientes caṕıtulos, en el caṕıtulo 1
se presenta el contexto de los puntos de cambio, en el estado del arte se plantean las investigaciones
que se han desarrollado con el análisis wavelet, tanto en la práctica como en la teoŕıa, luego se
propone el planteamiento del problema de esta investigación con los objetivos, la hipótesis y la
pregunta de investigación. Posteriormente, se presentan los tests y métodos clásicos utilizados para
la detección de puntos de cambio de esta investigación y los procesos que utilizan para llevar a
cabo su función. En el caṕıtulo 2 se presentan los fundamentos del modelamiento estad́ıstico de
series temporales, aśı como una descripción de modelos de series temporales. En el caṕıtulo 3 se
introducen los conceptos básicos de la teoŕıa wavelet, sus principales caracteŕısticas y sus alcances.
En el caṕıtulo 4 se compara la efectividad que poseen los tests a través de simulaciones numéricas
realizadas a distintos modelos de series temporales para la detección de puntos de cambio. En el
caṕıtulo 5 se aplican los tests de detección de puntos de cambio a los datos del flujo anual del
caudal del ŕıo Nilo, a los datos de la tasa de desempleo en Chile, a los datos del ı́ndice de precios
al consumidor general en Chile y a los datos del Seeing. Se realiza una discusión a partir de los
resultados obtenidos en cada una de los tests logrando un acuerdo con los diferentes fenómenos
ocurridos. En el caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo.

1.1. Detección de puntos de cambio

Los diferentes tests de detección de puntos de cambio se enfocan en determinar el cambio de
nivel que se puede presentar en un momento que es desconocido para los analistas, estos cambios
son detectados con facilidad si su efecto de cambio es fuerte, aunque es posible que detecten los
cambios de nivel débiles.

En las siguientes secciones se van a presentar los tests de detección de puntos de cambio desa-
rrollados en el art́ıculo de Brown, Durbin, y Evans (1975) construyendo las bases teóricas de los
test CUSUM y MOSUM. Otros investigadores como Chu, Hornik, y Kuan (1995) quienes proponen
ideas para mejorar el test MOSUM a partir de los estudios de Brown y cols. (1975) y de Ploberger
y Krämer (1992). Además, se presentan las caracteŕısticas del test de Chow bajo los análisis de
(Banda-Ortiz y González, 2020) quienes utilizan el test de Chow para estudiar el impacto de las
crisis financieras para la fecundidad. Otros estudios implementan los métodos clásicos para detectar
cambios en los ı́ndices bursátiles de páıses que pertenezcan al MILA (Mercado Integrado Latino
Americano) entre los años 2008 y 2018 (Morales, 2019).
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1.2. Test CUSUM

Los mejores modelos de regresión son aquellos que cumplen ciertos supuestos, como la media
de los residuos sea constante, la varianza de los residuos es finita, entre otros. Sin embargo, existen
otros supuestos que son interesantes de estudiar, como el supuesto de que los coeficientes de un
modelo de regresión sean iguales o constantes en el tiempo. Existen debates acerca de este supuesto
ya que en ocasiones se considera ambiguo, por lo que es necesario un estudio con diferentes criterios
para disminuir esa incertidumbre, más aún si el modelo será utilizado para hacer pronósticos (Brown
y cols., 1975).

El modelo de regresión que utilizan Ploberger y Krämer (1992) y Brown y cols. (1975) para los
test CUSUM y MOSUM es el siguiente:

yt = x′tβt + ut, t = 1, ..., T, (1.1)

donde t representa el tiempo de la serie, yt son las observaciones de la variable dependiente,
xt = [1, xt,2, ..., xt,K ]′ es el vector columna de las K + 1 observaciones de la variable independiente
con el valor a la unidad en el primer componente, β es el vector columna de los K + 1 coeficientes
y los errores ut son iid (no necesariamente N(0, σ2))(Ploberger y Krämer, 1992).

En la literatura se ha expresado el rol que poseen los cambios en los residuos para las estimacio-
nes en series temporales. Sin embargo, no todos los métodos tienen la capacidad de detectar todos
los cambios que se producen a través del tiempo. Algunos de los métodos más utilizados para las
estimaciones son la suma de cuadrados recursivos y la suma de mı́nimos cuadrados residuales u
ordinarios (en esta investigación se profundiza en la suma de los mı́nimos cuadrados ordinarios).
Con respecto a la suma de cuadrados ordinarios, el método no resulta ser sensible para detectar
cambios leves o de lento crecimiento de los coeficientes en el tiempo. Por otro lado, posee mejor
desempeño que otros métodos utilizados en el área industrial detectando cambios leves en la media
(Brown y cols., 1975).

Para poder observar de manera general los mı́nimos cuadrados residuales individuales zt en los
gráficos Brown y cols. (1975) proponen que

Zr =
1

σ̂

r∑
1

zt, r = 1, ..., T,

donde zt son residuos de aplicar el método de mı́nimos cuadrados y σ̂r es el estimador de la
desviación estándar para eliminar el factor de escala irrelevante que depende del valor de r.

Se establece como hipótesis nula que los coeficientes son constantes en el tiempo

H0 : β1 = β2 = ... = βT = β.

Si se asume que H0 es verdadero, entonces br será la estimación de mı́nimos cuadrados ordinarios
(MCO) de β bajo las primeras r observaciones, ver definición (1.1.1).

Definición 1.2.1 Sea br = (X
′
rXr)

−1X
′
rYr, en el cual se tiene una matriz conformada por X

′
rXr

sin singularidad y sea wr definido de la siguiente manera:
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wr =
yr − x

′
rbr−1√

(1 + x′r(X
′
r−1Xr−1)−1xr)

, r = k + 1, ..., T, (1.2)

donde X
′
r−1 = [x1, ..., xr−1], Yr = [y1, ..., yr] y k es la cantidad de regresores.

Definición 1.2.2 Sea Sr la suma de cuadrados residuales luego de ser ajustado el modelo a las r
primeras observaciones, teniendo en cuenta que H0 es verdadero, entonces Sr = (YrXrbr)

′
(YrXrbr).

En muchas ocasiones se presenta una constante en el modelo de regresión y coincide que una de
las variables regresoras es una constante para las primeras r1 observaciones, donde r1 > k. La idea
principal es que la variable regresora constante inicial se eliminará al comienzo de las recursiones
disminuyendo los regresores a k − 1 (Brown y cols., 1975).

Según los investigadores Brown y cols. (1975) para el test CUSUM se debe asumir que βt es
constante hasta el tiempo t = t0 el cual cambia de valor después de ese tiempo. Entonces, los wr
tienen medias iguales a 0 en r = k + 1, ..., t0, y medias diferentes de 0 luego de la aplicación en
r = t0, ..., T . De esta manera se estudian los gráficos que se utilizan para dar información acerca de
las desviaciones de las medias de los wr desde el origen mientras se mueve a lo largo del trayecto
de la serie en el tiempo.

El primer gráfico es la cantidad acumulada:

Wr =
1

σ̂

r∑
k+1

wj . (1.3)

Con r tomando nuevos valores r = k + 1, ..., T , donde σ̂ corresponde a la desviación estándar
estimada determinada por σ̂2 = ST /(T −k). Posteriormente, se necesita un método para evidenciar
la relevancia de la desviación del trayecto muestral de Wr del valor medio E(Wr) = 0. Por lo tanto,
es necesario encontrar un par de ĺıneas que se ubiquen simétricamente por arriba y por abajo de la
ĺınea de Wr = 0, de tal forma que la probabilidad asociada al cruce de ambas ĺıneas o rectas sea
igual a α, el nivel de significación (Brown y cols., 1975).

Utilizando la propiedad de los wr bajo H0, las Wk+1, ...,WT se definen como una secuencia de
variables aproximadamente normal, tales que:

E(Wr) = 0 V (Wr) = r − k y C(Wr,Ws) = min(r, s)− k, para r, s > k

Para derivar el test CUSUM, los Wr se aproximan usando un proceso Gaussiano continuo
{Zt, k ≤ t ≤ T} que se denomina movimiento Browniano con inicio en Zt = 0 en el tiempo t = k.
Por lo tanto, Zt tiene media igual a cero y desviación estándar de

√
t− k. La ĺınea recta a escoger se

obtiene de 2 maneras. Si se quiere encontrar una curva de manera tal que bajo la hipótesis nula la
probabilidad de que la ruta de la muestra por arriba de la curva en un punto arbitrario entre t = k
y t = T sea constante, se escogen curvas mediante la cantidad ±λ

√
(t− k) donde λ es constante.

Sin embargo, el objetivo central es probar que los Wr son capaces de traspasar las rectas, por lo
que la probabilidad de cruce no puede ser constante en todo el recorrido de t, para solucionar este
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problema se elige una familia de rectas tangentes a las curvas ±λ
√

(t− k) en los puntos intermedios
entre t = k y t = T . Esto nos deja con una familia de pares de rectas que se encuentran entre los
puntos {k,±a

√
(T − k)}, {T,±3a

√
(T − k)}, donde a es un parámetro. Por ende, dentro de esta

familia se debe encontrar un miembro cuya probabilidad de que la muestra Zt traspase los pares
de rectas es de 1

2α (Brown y cols., 1975).

Ploberger y Krämer (1992) buscan la forma de mejorar los métodos propuestos por Brown y
cols. (1975) y proponen un nuevo enfoque como se observa en la ecuación (1.4)

û
(T )
t = yt − x′tβ̂(T ), (1.4)

donde β̂(T ) = (
∑T

t=1 xtx
′
t)
−1
∑T

t=1 xtyt es la estimación de los coeficientes por MCO y (T )
denota la dependencia de las observaciones de la muestra (t = 1, ..., T ). Por lo que poseen una gran
ventaja contra los residuos recursivos, ya que los residuos van cambiando a media que se ingresan
más observaciones a la muestra. También, están correlacionados y son heterocedásticos bajo H0.
Una de las razones de utilizar los MCO es que poseen una mejor aproximación a los verdaderos
cambios abruptos bajo H0, es decir, es posible detectar los cambios abruptos con mayor facilidad
si se presenta una desviación en el modelo (Ploberger y Krämer, 1992).

La estimación de mı́nimos cuadrados ordinarios es un método con ventajas considerables al mo-
mento de determinar cambios abruptos. Aunque, no es totalmente fiable, su desventaja se produce
cuando se presentan intersecciones en el modelo de regresión provocando que la suma de residuos
sea cero. Por lo que es dif́ıcil verificar que ha ocurrido una desviación del modelo después del cam-
bio estructural. Además, el tiempo transcurrido al detectar el cambio estructural es irrelevante, ya
que tarde o temprano los residuos de mı́nimos cuadrados ordinarios volverán a cero (Ploberger y
Krämer, 1992).

La ecuación (1.4) da cuenta de las ventajas para detectar los cambios estructurales, por lo que
Ploberger y Krämer (1992) proponen una mejora para la ecuación (1.3),

Definición 1.2.3 Sea B(z)(T ) el puente Browniano estándar que se compone de la suma acumulada

de los mı́nimos cuadrados residuales û
(T )
t . Entonces,

B(z)(T ) =
1

σ̂
√
T

Tz∑
t=1

û
(T )
t , (1.5)

donde Tz es el momento en que se desvanece uniformemente en z y se definen las rutas de
las muestras para que sean elementos aleatorios del espacio de probabilidad subyacente dentro de
D[0, 1] de todas las funciones reales en el intervalo [0, 1] que son continuas por la derecha y tienen
ĺımites por la izquierda, es decir, que haya convergencia entre las funciones (Ploberger y Krämer,
1992).

Para evaluar la convergencia del proceso definido por la ecuación (1.5) se deben tener en cuenta
3 supuestos:

Supuesto 1: Los regresores xt y los errores ut se definen como un espacio de probabilidad
tal que

ĺım
T→∞

sup
1

T

T∑
t=1

‖xt‖2+γ <∞ para algún γ > 0,
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Supuesto 2: Sean xt el vector de regresores y x′t el vector de regresores inversos tales que

ĺım
T→∞

1

T

T∑
t=1

xtx
′
t = R,

para alguna matriz R sin singularidad y no estocástica definida en (K ×K), donde se asume
que no hay perdida de generalidad y el modelo se ha reparametrizado tal que

R =

[
1 0
0 R∗

]
,

En este caso especial, se tiene que

c ≡ ĺım
T→∞

1

T

T∑
t=1

xt = [1, 0, ..., 0]′,

Supuesto 3: Sean los errores ut son estacionarios y ergódicas, con

E(ut|Υt) = 0, E(utt|Υt) = σ2,

donde Υt es el espacio de σ generado por {yt−s, xt−s+1, ut−s|s > 1}.

Una vez cumplido con los supuestos, bajo H0,

B(T )(z)
d−→ B(z) T →∞, (1.6)

donde
d−→ es la convergencia en distribución.

El estad́ıstico de prueba para el test CUSUM es

sup
06z61

|B(T )(z)|, (1.7)

dado que sup06z61 |B(T )(z)| es una función continua de B(z). Se tiene lo siguiente

sup
06z61

|B(T )(z)| d−→ sup
06z61

|B(z)|, (1.8)

Considerando la ecuación (1.8) es posible construir la probabilidad de que B(z) cruce ambas
bandas de confianza lo que lleva a

P ( sup
06z61

|B(T )(z)| > a) −→ P ( sup
06z61

|B(z)| > a),

donde a pertenece a todos los reales y B(z) tiene media igual a 0. Además, dado que T −→∞,
Ploberger y Krämer (1992) proponen un valor para determinar que los residuos han cruzado ambas
bandas de confianza igual a
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2
∞∑
j=1

(−1)j+1exp(−2j2a2).

La varianza del puente Browniano a través del intervalo [0,1] está dado por

V (B(z)) = z. (1.9)

el resultado equivale a que la probabilidad de rechazar la hipótesis nula va variando a través del
intervalo [0,1], es decir, que la probabilidad de que B(z) traspase una de las ĺıneas rectas paralelas
al eje z es de un máximo para z = 1/2.

1.3. Test MOSUM

El test MOSUM (Moving Sum) posee caracteŕısticas similares al test CUSUM, ya que se utilizan
los residuos recursivos o los mı́nimos cuadrados residuales de un proceso Wiener estándar para
determinar el cruce de las bandas de confianza en valor absoluto. Sin embargo, se debe incluir un
componente adicional al test MOSUM, que es una ventana de movimiento que se construye a partir
de una cierta cantidad de observaciones de la muestra (Chu y cols., 1995), la cual se explica a
continuación.

El test MOSUM de mı́nimos cuadrados residuales es descrito por Chu y cols. (1995) de la
siguiente manera. Sean ε̂T,n = yn − x′nβ̂T , con n = 1, ..., T los mı́nimos cuadrados residuales,

β̂n = (X ′nXn)−1X ′nYn el estimador de mı́nimos cuadrados ordinarios en el momento n para j =
0, ..., T−[Th] , el j-esimo momento de la suma móvil de los mı́nimos cuadrados residuales se obtiene
a partir de

1

σ̂[Th]
1
2

j+[Th]∑
n=j+1

ε̂T,n, (1.10)

donde [Th] es la ventana de sumas móviles de los mı́nimos cuadrados residuales que se mueve
a través de la muestra, además, [Th] es la parte entera de Th, cuyo valor que tome (0 < h < 1)
es la proporción de residuos utilizados para conformar cada suma móvil . El estad́ıstico de prueba
para la suma móvil de los mı́nimos cuadrados residuales está constituido de la misma manera que
el estad́ıstico de prueba de la suma acumulativa de mı́nimos cuadrados residuales de Ploberger y
Krämer (1992), solo que en esta ocasión se introduce un nuevo componente [Th].

MSoT,h = máx
0j6T−[Th]

1

σ̂[Th]
1
2

∣∣∣∣∣∣
j+[Th]∑
n=j+1

ε̂T,n

∣∣∣∣∣∣ , (1.11)

donde el śımbolo o indica que el proceso browniano se construyen a partir de los mı́nimos
cuadrados residuales.

En el teorema presentado por Chu y cols. (1995) se define el proceso browniano de la siguiente
manera. Sea W o un proceso Wiener definido en [0,1] y

12



Soh(t) = h
1
2 {W o(t+ h)} (0 6 t 6 1− h).

Además, la hipótesis nula para este método es

MSoT,h −→ máx
06t61−h

|Soh(t)|.

Cuyos valores cŕıticos asintóticos del test MOSUM de mı́nimos cuadrados están determina-
dos por la probabilidad de que traspase las bandas de confianza de ambos lados del proceso no
estandarizado Soh ,

ĺım
T→∞

P (MSoT,h > b) = P{|So(t)| > b, para algún 0 6 t 6 1− h}. (1.12)

Existe otra manera más eficiente de estudiar la variación en el tiempo de βt mediante un ajuste
a la regresión en un intervalo pequeño de k observaciones sucesivas y trasladar este intervalo a
través de la serie. Los gráficos de los coeficientes obtenidos por la función en el tiempo otorgan otra
prueba de medición más a las desviaciones de la estabilidad de σ2 (Chu y cols., 1995).

La detección de puntos de cambio está implementada en el paquete ”Strucchange”del software
R con distintos métodos ya conocidos, tales como el test CUSUM, el test MOSUM y el test de
Chow. Los 2 primeros test utilizan el test de fluctuación generalizado y el proceso de fluctuación
emṕırico. El desarrollo teórico y computacional es entregado por los investigadores Zeileis, Leisch,
Hornik, y Kleiber (s.f.).

1.3.1. Test de fluctuación generalizado

Los tests de fluctuación generalizados para el proceso CUSUM y MOSUM ajustan un modelo a
las observaciones y conforman un proceso emṕırico que toma la fluctuación en los residuos o en las
estimaciones. En este proceso se conocen los ĺımites, cuya probabilidad de que traspase las rectas
bajo H0 es α. Si la ruta del proceso emṕırico atraviesa esos ĺımites, la fluctuación resultante será
inusualmente grande y, por ende, la hipótesis nula debe rechazarse con un nivel de significancia α
(Zeileis y cols., s.f.).

1.3.2. Proceso de fluctuación emṕırico

En base a las fórmulas que se utilizan en un modelo de regresión lineal simple o múltiple, la
función ”efp”procede de un proceso de fluctuación emṕırico ajustado. A continuación se presentan
los tipos de procesos de fluctuación más conocidos. En el paquete ”strucchange” se puede utilizar la
función efp para aplicar los test CUSUM y MOSUM con los métodos OLS-CUSUM o Rec-CUSUM
y OLS-MOSUM o Rec-MOSUM en la condición type.
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El primero es el proceso CUSUM por MCO que utiliza la suma de los mı́nimos cuadrados
residuales el cual es descrito por Ploberger y Krämer (1992) con un estad́ıstico dado por

W o
n(t) =

1

σ̂
√
n

[nt]∑
i=1

ûi (0 6 t 6 1).

El proceso limitante o estad́ıstico de prueba paraW o
n(t) es el puente browniano estándarW o(t) =

W (t) − tW (1), donde W (.) detecta que hay un cambio abrupto alrededor del punto de quiebre
(Zeileis, Kleiber, Krämer, y Hornik, 2003).

Para el caso del proceso MOSUM que utiliza las sumas móviles de los residuos del puente
browniano estándar para detectar cambios estructurales, a diferencia del proceso CUSUM, este
tiene la caracteŕıstica de que no acumula la suma de todos los residuos hasta llegar a un tiempo t,
sino que suma un número fijo de residuos en una ventana de observaciones cuyas dimensiones están
sujetas al parámetro de anchura h ∈ (0, 1) y que va desplazándose por todo el recorrido temporal
de la muestra (Zeileis y cols., s.f.). Por todo lo anterior, el proceso MOSUM por el método de los
mı́nimos cuadrados ordinarios (MCO) se describe de la siguiente manera:

Mo
n(t | h) =

1

σ̃
√
n

[Nnt]+[nh]∑
i=[Nnt]+1

ûi

 (0 ≤ t ≤ 1− h), (1.13)

= W o
n

(
[Nnt] + [nh]

n

)
−W o

n

(
[Nnt]

n

)
.

donde Nn = (n−[nh])/(1−h). El proceso de fluctuación emṕırico está constituido por un puente
browniano. Del mismo modo que con el test CUSUM, si se detecta un nuevo cambio estructural en
el tiempo t0, entonces ambas rutas del test MOSUM van a tener un cambio abrupto alrededor de
t0 (Zeileis y cols., s.f.).

Ĺımites de bondad de ajuste de los test CUSUM y MOSUM

Los ĺımites de los procesos MOSUM son constantes, b(t) = λ, en este caso se asume que los
procesos limitantes son estacionarios. Sin embargo, en los procesos CUSUM no es igual, ya que
el movimiento browniano o puente browniano, no cumple el criterio de estacionariedad. Lo más
natural es el uso de ĺımites que sean proporcionales a la función de desviación estándar del proceso
teórico escogido, es decir,

b(t) = λ
√
t(1− t) (1.14)

Para el proceso CUSUM por MCO, donde λ corresponde al nivel de confianza, los ĺımites que
se utilizan usualmente son lineales, ya que se tiene conocimiento acerca de la forma cerrada para la
probabilidad de que atraviese las rectas. Por ende se estandarizan sus bandas de confianza teniendo
en cuenta que

b(t) = λ (1.15)

son las rectas tangenciales a las bandas de confianza de la ecuación (1.18) en el tiempo t = 0,5
(Zeileis y cols., s.f.). Lo cual coincide con los estudios realizados por Brown y cols. (1975) quienes
proponen una familia de pares de rectas tangenciales a las curvas ±λ

√
(t− k). Sin embargo, en
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algunos estudios se entregan valores cŕıticos útiles dependiendo del valor de significancia, para
α = 1 %(1,63), α = 5 %(1,36) y α = 10 %(1,22) (Ploberger y Krämer, 1992).

Figura 1.1: Ejemplo de un proceso de fluctuación emṕırico del test CUSUM por MCO junto con las
rectas umbrales que permiten detectar los puntos de cambio para un nivel de significación dado.

Fuente: Elaboración propia.

En la figura 1.1 se observa que las rectas paralelas a la media de los residuos del proceso de
fluctuación emṕırico son las bandas de confianza, el proceso de fluctuación emṕırico va aumentado
su altura a medida que transcurre el tiempo hasta traspasar una de las bandas de confianza y
señalar que hay un punto de cambio, al llegar al punto de cambio el proceso comienza a descender
hacia la media igual a cero.
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Figura 1.2: Ejemplo de un proceso de fluctuación emṕırico del test MOSUM por MCO junto con
las rectas umbrales que permiten detectar los puntos de cambio para un nivel de significación dado.

Fuente: Elaboración propia.

Al igual que en la figura 1.1, en la figura 1.2 se observa que las rectas paralelas a la media de los
residuos del proceso de fluctuación emṕırico son las bandas de confianza, el proceso de fluctuación
emṕırico va aumentado su altura a medida que transcurre el tiempo hasta traspasar una de las
bandas de confianza y señalar que hay un punto de cambio, al llegar al punto de cambio el proceso
comienza a descender hacia la media igual a cero.

1.4. Test de Chow

El test de Chow fue desarrollado por el economista Gregory Chow (1960) y tiene como función
probar si los coeficientes de 2 modelos de regresión lineal son iguales. El test de Chow consiste
en utilizar 2 submuestras de la muestra original y, posteriormente, se contrastan por medio de la
suma de los residuos al cuadrado (Morales, 2019). Siguiendo con la propuesta de la hipótesis nula
de que los parámetros del modelo son iguales o que no existe cambios estructurales, se construye
el estad́ıstico de la siguiente manera:

F =
(SRCR − SRCNR)/k

SRCNR/(n1 + n2 − 2k)
∼ F[k,(n1+n2−2k)] (1.16)

donde SRCR corresponde a la suma de residuos al cuadrado restringido o de la muestra original;
SRCNR son las sumas de los residuos al cuadrado no restringidos o de las submuestras; k corres-
ponde al número de regresores y n1, n2 corresponden al tamaño de las 2 submuestras, el estad́ıstico
de prueba sigue una distribución F con (n1 + n2 − 2k) grados de libertad. Por consiguiente, si el
valor del estad́ıstico de prueba es mayor al valor cŕıtico F obtenido con un nivel de significancia α,
se rechaza la hipótesis nula y se concluye de que hay evidencia suficiente para asegurar que existe
un cambio estructural en uno de los parámetros del modelo (Banda-Ortiz y González, 2020).
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Para obtener el cambio estructural, en primera instancia, se realizan iteraciones de los valores
que puede tomar el estad́ıstico F entre los posibles cambios estructurales de la muestra en intervalos
fijos.

SupF = sup
l16l6l2

F (l), (1.17)

donde l son los puntos que dividen la muestra total para cada submuestra, (l1, l2) son las
iteraciones que marcan el intervalo de interés y F (l) es el valor del estad́ıstico F más grande de
todos los valores que puede tomar el estad́ıstico F entre (l1, l2). Además, el margen de iteraciones
está delimitado entre los percentiles 15 y 85 de la muestra, de esta manera se potencia la efectividad
de la detección del cambio estructural. Sin embargo, no es suficiente el uso de este margen de estudio,
ya que se puede estar excluyendo potenciales cambios estructurales que sean de interés para una
investigación (Morales, 2019).

Los ĺımites del estad́ıstico F se determinan de manera similar que los ĺımites de los procesos de
fluctuación emṕıricos. Bajo la hipótesis nula de que no hay cambios estructurales, la probabilidad
asintótica de que el valor supremo del estad́ıstico de prueba F atraviese esos ĺımites es α (Zeileis y
cols., s.f.).

Figura 1.3: Ejemplo del gráfico del estad́ıstico de prueba F del test de Chow junto con la recta
umbral que permite detectar los puntos de cambio.

Fuente: Elaboración propia.

En la figura 1.3 se observan los distintos valores que toma el estad́ıstico F en las distintas
combinaciones de las submuestras cuyo valor más alto señala el punto de cambio dentro de la serie
temporal que traspasa la banda de confianza.
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1.5. Test de múltiples puntos de quiebre

En la literatura y en múltiples estudios se han abordado las técnicas para estimar un punto
de cambio o cambio estructural que es desconocido en un modelo de regresión lineal, pero no son
muchos los estudios donde se estimen los múltiples cambios estructurales y la estimación de las
fechas en que se detectan. Sin embargo, Bai y Perron (1998) buscaron la manera de establecer los
métodos de estimación para ambas interrogantes, los múltiples puntos de quiebre y las fechas de
esos puntos de quiebre. Para su estudio consideran un modelo de regresión múltiple con m puntos
de quiebres (o m+ 1 quiebres),

yt = x′tβ + z′tδj + ut t = (Tj−1 + 1, ..., Tj), (1.18)

para j = 1...,m+1, se utiliza la convención que T0 = 0 y Tm+1 = T , yt es la variable dependiente
observada, xt(p × 1) y zt(q × 1) son los vectores covariantes, β con δj son los vectores de los
coeficientes y ut es el ruido. Además, los sub́ındices de (T1, ..., Tm) indican los puntos de quiebres
que se consideran desconocidos. En śıntesis, se estiman los coeficientes de regresión desconocidos
en compañ́ıa de los puntos de quiebre cuando las T observaciones en (xt, yt, zt) estén disponibles.

El modelo de regresión lineal múltiple expresado de forma matricial es

Y = Xβ + Z̄δ + U, (1.19)

donde Y = (y1, ..., yT )′, X = (x1, ..., xT )′, U = (u1, ..., uT )′ δ = (δ′1, ..., δ
′
m+1)′, β es el vector de

coeficientes y Z̄ es la matriz que se separa diagonalmente Z en los m−quiebres (T1, ..., Tm), es decir,
Z̄ = diag(Z1, ..., Zm+1) con Zi = (zTi−1+1, ..., zTi)

′. Además, el ı́ndice 0 indica el verdadero valor

del parámetro. En espećıfico, δ0 = (δ0′
1 , ..., δ

0′
m+1)′ y (T 0

1 , ..., T
0
m) son los verdaderos valores de los

parámetros δ y los puntos de quiebre. La matriz Z̄0 divide de manera diagonal Z en las m-quiebres
(T 0

1 , ..., T
0
m). Dado lo anterior, el nuevo modelo para estimar múltiples puntos de quiebres es

Y = Xβ0 + Z̄0δ0 + U. (1.20)

Cuyo principal objetivo es estimar los coeficientes desconocidos (β0, δ0
1 , ..., δ

0
m, T

0
1 , ..., T

0
m), para

los cuales se asume que δ0
i 6= δ0

i+1 (1 6 k 6 m).

Para realizar la estimación Bai y Perron (1998) utilizan el método de los mı́nimos cuadra-
dos residuales. Entonces, para cada m-vector (T1, ..., Tm) se denota como {Tj}, la estimación de
mı́nimos cuadrados de β y los δj se obtiene minimizando la suma de los cuadrados residuales∑m+1

i=1

∑Ti
t=Ti+1+1[yt − x′tβ − z′tδi]2. Sean β̂(Tj) y δ̂(Tj) los resultados de las estimaciones. Luego se

reemplaza en la función matricial y se obtienen los resultados de la suma de cuadrados residuales
como ST (S1, , , , Sm), los estimadores de los puntos de quiebre (T̂1, ..., T̂m) se obtienen

(T̂1, ..., T̂m) = argminT1,...,TmST (T1, ..., Tm), (1.21)

donde la minimización se toma sobre todas las particiones (T1, ..., Tm) tal que Ti−Ti−1 ≥ q. Por
consiguiente, los estimadores de los parámetros de regresión son las estimaciones de los mı́nimos
cuadrados vinculados a los m-vectores o separaciones estimadas {T̂j}, donde β̂ = β̂({T̂j}) y δ̂ =

δ̂({T̂j}).
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En lo que respecta al test, Bai y Perron (1998) consideran un estad́ıstico de test de tipo supremo
de una función F con hipótesis m = 0 puntos de quiebre versus un determinado número de puntos
de quiebres m = k.

Sea (T1, ..., Tk) un vector con m = k puntos de quiebre tal que, la fecha del puntos de quiebre
Ti se obtiene a partir de la tasa de convergencia del verdadero valor de los puntos de quiebre
T 0
m+1 = T de cada partición λi, cuyas estimaciones de λ̂ = (λ̂1, ..., λ̂m) = (T̂1/T, ..., T̂m/T ) contienen

los verdaderos valores de las particiones λ0 = (λ0
1, ..., λ

0
m) ,es decir, Ti = [Tλi] con i = (1, ..., k). A

partir de lo anterior, se define el estad́ıstico de múltiples puntos de quiebres de la siguiente manera:

FT (λ1, ..., λk; q) =

(
T − (k + 1)q − p

kq

)
δ̂′R′(R(Z̄ ′MxZ̄)−1R′)−1Rδ̂

SSRk
(1.22)

donde R es la matriz convencional tal que (Rδ)′ = (δ′1−δ′2, ..., δ′k−δ′k+1) yMx = I−X(X ′X)−1X ′.
Además, SSRk es la suma de cuadrados residuales que depende del segmento (T1, ..., Tk).

Figura 1.4: Ejemplo del gráfico con el resultados del test de múltiples puntos de quiebre.
Fuente: Elaboración propia

En la figura 1.4 se puede observar la formación de segmentos a lo largo de la serie temporal
con sus respectivos puntos de cambio. Sin embargo, es necesario determinar restricciones sobre
los posibles valores de las fechas de los puntos de quiebre. Es decir, se debe limitar cada fecha
de los puntos de quiebre para que sea asintóticamente distinta y limitada a los ĺımites que se
construyen a partir de la muestra. El conjunto que determina el efecto de un punto de quiebre es
Λε = {(λ1, ..., λk); |λi+1 − λi| ≥ ε, λ1 ≥ ε, λk ≤ 1 − ε}. Finalmente, el estad́ıstico del SupF se
define como

supFT (k; p) = sup(λ1,...,λk)∈ΛεFT (λ1, ..., λk; q). (1.23)

donde q son los grados de libertad, p es el número de coeficientes y ε = 0,05 es un valor cŕıtico
asintótico.
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En la siguiente sección se presentan las investigaciones relacionadas con el análisis wavelet
aplicadas a series temporales para la detección de puntos de cambio, tanto prácticas como teóricas.

1.6. Estado del arte

Existen muchos métodos para la detección de puntos de cambio en series temporales, pero es
dif́ıcil encontrar un método válido para la detección de puntos de cambio implementando el análisis
wavelet. Es por eso que Chen y Gupta (2001) proponen diferentes métodos para la detección y
estimación de los puntos de cambio, los métodos que presentan son en su gran mayoŕıa métodos
utilizados en las estad́ısticas tales como, cambios en la media con varianza conocida y desconocida,
cambios en la varianza, modelos normales multivalentes, entre otros. Por otro lado, también se
encuentra la detección de puntos de cambio mediante las transformadas wavelet utilizando un
test de hipótesis en el cual la hipótesis nula es un cambio suave en el modelo versus la hipótesis
alternativa donde el cambio es abrupto. Este test se describe con más detalle en la sección (3.4).

Los estudios que comparan el análisis wavelet con otros métodos frecuentemente utilizados en
series temporales, demuestran que el análisis wavelet posee una mayor efectividad al momento
de detectar puntos de cambio. Un ejemplo de ello se encuentra en el estudio de Alarcon-Aquino
y Barria (2009) donde utilizan la segmentación wavelet para detectar los puntos de cambio en
la varianza de los coeficientes mediante la transformada wavelet discreta de máxima superposición
(TWDMS) o en inglés (MODWT ). Las wavelet utilizadas son la wavelet Haar, la familia wavelet de
Daubechies y la wavelet Spline cuadrática. Los resultados obtenidos en los estudios de simulación,
dan cuenta que la eficacia de detección de puntos de cambio es mayor con las wavelets que en las
pruebas de divergencia y el test GLR de Brandt. Las wavelets que destacaron fueron la wavelet
Spline cuadrática y la wavelet de baja asimetŕıa que pertenece a la familia wavelet de Daubechies
que utilizó un filtro igual a 10.

Muchos investigadores han buscado la manera de incorporar el análisis wavelet de tal forma que
su potencia de detección disminuya lo menos posible en el tiempo. Ante ese desaf́ıo los investigadores
Yazgan y Özkan (2015) utilizan las propiedades de la descomposición wavelet para elaborar una
prueba estad́ıstica que detecte cambios en la media de un proceso distribuido independientemente,
comparando el rendimiento de su prueba con otros 3 métodos de detección de puntos de cambio
tales como, la prueba MOSUM (Suma acumulativa móvil), la prueba CUSUM (Suma acumulativa)
y la prueba Sup-f (Supremo de la prueba F), los resultados demuestran que el algoritmo propuesto
es mejor que los métodos CUSUM y Sup-f cuando existen múltiples puntos de cambio, pero si se
tiene un intervalo de tiempo más extenso estos métodos no pierden tan rápidamente su potencia
de detección. Por otro lado, la prueba MOSUM mantiene su potencia por una gran cantidad de
puntos de cambio ya que wavelet y este método utilizan información local de la misma ventana de
aprendizaje.

La búsqueda por ampliar las capacidades del análisis wavelet ha influenciado el trabajo de
Raimondo y Tajvidi (2004) para llevar a cabo un método capaz de diferenciar un punto de cambio
dentro de series con mucho ruido. Ellos implementan un método basado en el análisis wavelet y teoŕıa
de valores extremos para determinar la existencia de discontinuidades en una función con ruido.
Su función es modelar los puntos cŕıticos que sobrepasen el umbral de la transformada wavelet.
Para obtener información acerca de las discontinuidades se usan las propiedades de los coeficientes
wavelet, ya que tienen como función reflejar la regularidad local de la señal, es decir, donde la
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función es irregular los coeficientes tienden a ser grandes y donde la función es regular o suave
los coeficientes son pequeños (ver (Chen y Gupta, 2001)). De esta manera se puede identificar las
discontinuidades o cambios abruptos en las señales ruidosas. El test del modelo implementado utiliza
las sumas normalizadas provenientes de una aproximación de distribución Pareto generalizada. La
elección del umbral es un proceso delicado para lograr el equilibrio entre el sesgo y la varianza.
Si el umbral está en una posición muy alta se tendrán menos observaciones y, en consecuencia, se
obtendrá una mayor variación de las estimaciones. Por otro lado, para el caso de seleccionar un
umbral muy bajo las estimaciones van estar muy sesgadas. No resulta fácil determinar los ĺımites
correctos para optar por un umbral adecuado, más aún cuando se tiene un tamaño de muestra
pequeño.

Otros trabajos sobre detección de puntos de cambio con análisis wavelet son los siguientes:

El potencial del análisis wavelet se ha extendido a áreas conservadoras como la medicina
cuyos resultados deben ser los más precisos y asumiendo los menores riesgos para sus pa-
cientes. Keković y Sekulić (2019) utilizan las capacidades de detección del análisis wavelet
para elaborar un algoritmo basado en filtros de medias móviles con la transformada wavelet
para detectar puntos de cambio en las frecuencias de un electroencefalograma (EEG). Los
resultados obtenidos muestran una efectividad del 90 % en la detección de puntos de cambio
en filtros de medias móviles con transformadas wavelet en frecuencias inferiores a 40 Hz.

En el estudio de Chan y cols. (2021) desarrollan un algoritmo de detección de puntos de
cambio llamado WAvelet KNEe (WANE) para estimar el tiempo de llegada de las señales
vibratorias en las redes de distribución de agua. Este algoritmo es comparado con otros 2
métodos convencionales que se han empleado para la estimación de las señales vibratorias
en las redes de distribución de agua, uno es el método de la transformada wavelet discreta
y el otro es la suma acumulativa (CUSUM). El primer método utiliza la wavelet Haar y la
desviación estándar de los coeficientes de detalle como detector en cada uno de los niveles
de descomposición. Luego, se estima el tiempo que se demora en detectar la señal vibratoria
usando los coeficientes de detalles. El segundo método elimina el ruido de la señal vibratoria
por medio de filtros de mı́nimos cuadrado recursivos (RLS). Por consiguiente, se realiza la
prueba CUSUM que cumple la función de determinar si ha ocurrido un cambio en la señal vi-
bratoria. Los resultados obtenidos dan cuenta que el algoritmo (WANE) fue el mejor evaluado,
pero posee ciertas falencias como los hiperparámetros, la compleja implementación compu-
tacional, entre otros puntos. Sin embargo, es más precisa en contraparte de las metodoloǵıas
convencionales.

En la siguiente sección se presenta el planteamiento del problema que motiva el desarrollo de
esta investigación.
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1.7. Planteamiento del problema

A través de los años se han presentado distintos métodos para detectar puntos de cambio en las
series temporales, muchos de ellos enfocan sus esfuerzos en la detección de cambios de nivel en media
sin tomar en cuenta las zonas de alta variabilidad donde puede estar la información interesante de
analizar, por lo tanto, el análisis wavelet puede ser el método apropiado para resolver esa desventaja.

Dado que los métodos tradicionales de detección de puntos de cambio tienen ciertas desventajas
tales como, un pobre desempeño a la hora de detectar puntos de cambio en varianza, tanto cambios
pequeños como grandes, las preguntas que guiaron esta investigación son:

1. ¿El análisis wavelet es capaz de detectar puntos de cambio en media o varianza en una serie
temporal?

2. ¿El análisis wavelet tiene un mejor desempeño detectando puntos de cambio en media o
varianza que los métodos tradicionales?

1.8. Objetivos

A continuación se presentan los objetivos de la investigación.

1.8.1. Objetivo general

Evaluar el desempeño de la transformada wavelet continua (TWC) para la detección de puntos
de cambio en series de tiempo.

1.8.2. Objetivos espećıficos

Estudiar el uso de la transformada wavelet continua en series de tiempo.

Investigar metodoloǵıas clásicas de detección de puntos de cambio en series de tiempo.

Describir el uso del análisis wavelet en la detección de puntos de cambio en series de tiempo.

Examinar el desempeño del análisis wavelet en la detección de puntos de cambio en la me-
dia y varianza introducidos en modelos AR, MA, ARMA, ARIMA y GARCH a través de
simulaciones y compararlos con los tests tradicionales: MPQ, Chow, CUSUM y MOSUM.

Implementar la detección de puntos de cambio en datos reales con métodos tradicionales y
análisis wavelet.
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1.9. Hipótesis

Las hipótesis que dan respuesta a las preguntas de investigación son las siguientes:

La transformada wavelet continua (TWC) es el mejor método para detectar puntos de cambio
en varianza.

El análisis wavelet detecta puntos de cambio en media y varianza en una serie temporal.

Esta investigación consta de 6 caṕıtulos, el primer caṕıtulo se compone de los estudios realizados
para la detección de puntos de cambio tanto en series temporales como en el análisis wavelet, el
caṕıtulo 2 presenta encuentra el contenido relacionado a la teoŕıa de series temporales, el caṕıtulo 3
presenta las bases teóricas del análisis wavelet, en el caṕıtulo 4 se realiza la metodoloǵıa aplicando
la teoŕıa wavelet y de series temporales para medir su desempeño en la detección de puntos de
cambio, el caṕıtulo 5 presenta la aplicación de los tests tradicionales y wavelet en los conjuntos de
datos a evaluar el desempeño de cada uno de los tests. Por último, el caṕıtulo 6 presenta el análisis
de los resultados de los tests en las simulaciones y en las aplicaciones a los conjuntos de datos para
determinar si se cumplen con las expectativas de esta investigación.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

En este caṕıtulo se presentan los aportes cient́ıficos de Valera (2020) en las secciones 2.1 a 2.5
y los conocimientos teóricos de Tsay (2001) en las secciones 2.5 y 2.6.

2.1. Series de tiempo

El análisis de series de tiempo se fue desarrollando rápidamente gracias a las bases teóricas de
Box-Jenkins y su influencia ha contribuido en los estudios cient́ıficos de mayor dificultad como el
análisis espacial (Valera, 2020). En otras áreas como la economı́a, las empresas necesitan los mejores
pronósticos para llevar a cabo la toma de decisiones sólidas. Los mejores pronósticos son aquellos
que se ajusten bien a un modelo (Singh, 2015). Consecuentemente, se establece una relación en la
cual se plantean estrategias para la toma de decisiones en base a las predicciones en las series de
tiempo (Valera, 2020).

2.2. Componentes de las series de tiempo

El análisis clásico de las series temporales entrega indicios acerca de los valores que la variable
puede llegar a tomar, con esa información es posible desarrollar modelos que brinden las carac-
teŕısticas sobre los datos observados, de esta manera se puede establecer una relación entre la
teoŕıa y la muestra (Valera, 2020). Es posible detectar 4 componentes que son parte de las series
temporales:

(a). Tendencia: Representa el cambio a largo plazo de la serie de tiempo, se pueden definir como
el cambio que pueda tener en la media y se puede observar los movimientos suaves o abruptos
de la serie en un periodo de tiempo suficientemente extenso.

(b). Estacionalidad: En la mayoŕıa de las series temporales se pueden presentar variaciones
recurrentes en ciertos peŕıodos de tiempo. Este fenómeno no es complicado entender y de ser
necesario se puede separar de la serie, a este suceso se le conoce como desestacionalización de
la serie.

(c). Periodicidad: Son variaciones que con frecuencia se manifiestan con una larga duración
alrededor de la tendencia a través de los años o meses.

(d). Aleatoriedad: Se define como los cambios aleatorios en los movimientos de los datos los
cuales no tienen un patrón lógico reconocible.
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2.3. Descomposición clásica de series de tiempo

Para obtener un adecuado análisis de series de tiempo, es necesario construir modelos capaces de
otorgar una mirada simplificada de la evolución de las series en el transcurso del tiempo. En relación
a ello, se afirma que el conjunto de variables Xt es una función conformada por los componentes
de Tendencia Tt, estacionalidad St y el error εt (Valera, 2020). Estas componentes se caracterizan
por:

Tt: Corresponde a la Tendencia y realiza la modelización de la serie a largo plazo.

St: Representa la estacionalidad o el comportamiento iterativo de la serie en distintos periodos
de la serie de tiempo.

εt: Es la manifestación de distintos factores y por lo general son desconocidos. Este efecto es
la representación de las fluctuaciones de la serie Xt entorno al promedio µt.

Los modelos que se construyen para el análisis de series de tiempo a partir de estos componentes
son:

Modelo aditivo: Es ideal utilizarlo cuando la magnitud de las variaciones de las frecuencias de
tipo estacional no poseen cambios bruscos. Además, se puede usar cuando la estacionalidad
no tiene dependencia atribuida por otro componente. Es decir, son de utilidad en series que
posean variación estacional constante, de no ser aśı, el modelo debe ser multiplicativo. Es
posible construir un modelo aditivo mediante operadores.

Xt = Tt + St + εt .

Modelo Multiplicativo: Se desempeñan mejor cuando la magnitud de las variaciones de las
frecuencias estacionales de la serie aumentan y disminuyen gradualmente con las variaciones
de la tendencia y se representa por la siguiente ecuación:

Xt = Tt × St × εt

2.4. Procesos Estocásticos

Un proceso estocástico se define como un conjunto de variables aleatorias, {Xt}t∈T que van
evolucionando en el tiempo, t ∈ T con su respectiva distribución de probabilidad, donde T puede
ser un subconjunto de los números enteros o un intervalo o todos los reales (Valera, 2020).

2.5. Procesos estacionarios

Según Tsay (2001) las series de tiempo pueden presentar uno de los 2 tipos de estacionariedad.
En el primer caso se considera un proceso estocástico fuertemente estacionario o estrictamente
estacionario si la distribución conjunta (Xt1 , ..., Xtk) es igual en distribución a (Xt1+t, ..., Xtk+t)
para todo t, donde k es un entero positivo y (t1, .., tk) es un conjunto de k enteros positivos. Es
decir, el supuesto de estacionariedad estricta se cumple si y sólo si la distribución conjunta no
vaŕıa en el tiempo. Sin embargo, la condición de estacionariedad fuerte es muy dif́ıcil de demostrar
emṕıricamente. Por lo tanto, se asume un nivel más débil de estacionariedad. Para que un proceso
estocástico se considere estacionario débil o débilmente estacionario este debe tener una
media y varianza constante en el tiempo y la covarianza entre 2 periodos depende exclusivamente
de la distancia entre estos periodos de tiempo y no del tiempo en que se calculó la covarianza.
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Las propiedades que conforman un proceso débilmente estacionario son:

E(Xt) = µ, para todo t ∈ T .

V (Xt) <∞, para todo t ∈ T .

Cov(Xt, Xt+z) = γz, depende sólo de z, (donde γz se define en la definición 2.5.1)

La última condición se puede análizar de la siguiente manera:

Definición 2.5.1 Sea Xt un proceso débilmente estacionario. Entonces

γX(u,w) = γX(u− w, 0) para todo u,w ∈ T .

γz = γX(z, 0) = Cov(Xt+z, Xt), para todo t ∈ T y z ∈ Z.

de este modo, la función de autocovarianza γX se define como la función que solo depende de
las diferencias entre (u−w) = z, el cual es denominado retardo de z (Valera, 2020). Por lo tanto,
se desprenden 3 propiedades inherentes de la covarianza.

Definición 2.5.2 Sea γ la función de autocovarianza de un proceso estacionario {Xt, t ∈ T}.
Entonces:

γ0(Xt) = V (Xt).

|γz| ≤ γ0.

γz = γ−z.

En el área de las finanzas, es común afirmar que una serie de rendimientos de activos sea un
proceso estocástico estacionario débil. Para comprobar emṕıricamente este supuesto se necesita de
un número indicado de rendimientos históricos.

La serie Xt es ruido blanco si su conjunto de variables aleatorias son independientes e idéntica-
mente distribuidas con media 0 y varianza finita. También es conocido como ruido blanco Gaussiano
(N(0, σ2)).

La función de autocorrelación se utiliza para una serie de tiempo débilmente estacionaria
con dependencia lineal entre 2 rezagos en estudio

ρz = Cov(Xt+z ,Xt)√
V (Xt)V (Xt+z)

= Cov(Xt,Xt+z)
V (Xt)

= γz
γ0

Utilizando la propiedad V (xt+z) = V (xt) desde una serie débilmente estacionaria se puede
utilizar la propiedad, ρ0 = 1 y −1 ≤ ρz ≤ 1 y ρz = ρ−z. Adicionalmente, la serie Xt es débilmente
estacionaria y es no correlacionada si y sólo si ρz = 0 para todo z > 0.

La función de autocorrelación parcial calcula la correlación entre 2 variables aleatorias que
se encuentran separadas z peŕıodos de tiempo y sin tener en cuenta la dependencia impuesta por
los retardos que se encuentran en medio de esas 2 variables. La definición formal es:

ϕzz = Corr(Xt, Xt−z/Xt−1, Xt−2, ..., Xt−z+1)
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En la siguientes subsecciones se van a describir diferentes tipos de procesos estacionarios. Tales
como: Modelo AR(p), MA(q), ARMA (p,q), ARIMA (p,i,q), ARCH(p) y GARCH(p,q). Todos ellos
son considerados como procesos estacionarios débiles.

2.5.1. Modelos autoregresivos (AR) de orden p

Uno de los modelos más frecuentes en el análisis de series temporales es el modelo autoregresivo.
Un modelo autoregresivo de orden p se define como:

Xt = φ0 + φ1Xt−1 + ...+ φpXt−p + at, (2.1)

A partir de la ecuación (2.1) es posible determinar su media :

E(Xt) =
φ0

1− φ1 − ...− φp
,

donde p es un entero no negativo, at es ruido blanco N(0, σ2
a), y φi son los parámetros del

modelo para i = 0, ..., p. Este modelo de serie temporal comparte una estructura semejante a los
modelos de regresión lineal simple, donde Xt es la variable respuesta o dependiente y Xt−1, ..., Xt−k
son las variables regresoras o independientes. Un modelo autoregresivo de orden 1 está definido por
un valor de p = 1 y se escribe de la siguiente manera:

Xt = φ0 + φ1Xt−1 + at. (2.2)

Tsay (2001) postula que, bajo el supuesto de estacionariedad débil de un modelo AR(1) se tiene
E(Xt) = µ, V (Xt) = γ0, E(at) = 0 y Cov(Xt, Xt−j) = γj , donde µ y γ0 son constantes. Además,
γj está en función de j y no de t.

E(Xt|Xt−1) = φ0 + φ1Xt−1,

E(Xt) = φ0 + φ1E(Xt−1),

µ = φ0 + φ1µ,

E(Xt) = µ =
φ0

1− φ1
. (2.3)

A ráız de este resultado se tienen las siguientes implicaciones en Xt. En primer lugar, la media
de Xt existe si φ1 6= 1. En segundo lugar, la media Xt es 0 si y solo si φ0 = 0.

Usando φ0 = (1− φ1)µ se tiene el siguiente modelo AR(1):

Xt − µ = φ1(Xt−1 − µ) + at. (2.4)
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Sustituyendo la expresión (2.4) de forma generalizada, se tiene la siguiente formula:

Xt − µ = at + φ1at−1 + φ2
1at−2 + ...+ φn1at−k ;n ≥ 0 ; k = 0, 1, ..., T

Xt − µ =
∞∑
i=0

φi1at−i. (2.5)

Entonces, Xt − µ se identifica como una función lineal de at−i para i ≥ 0. Por ello, es posible
utilizar esta propiedad además de la propiedad de independencia en la serie ruido blanco {at},

E[(Xt − µ)at+1] = 0.

En relación con este resultado se puede entender el hecho de que Xt−1 está sucediendo en el
tiempo t y no se encuentra sujeta a la información rezagada.

Utilizando la ecuación (2.2) se puede determinar su varianza:

V (Xt) = φ2
1V (Xt−1) + σ2

a, (2.6)

donde σ2
a está relacionada a la varianza de la serie at y teniendo en cuenta que la covarianza

entre Xt−1 y at es 0. Además, bajo el supuesto de estacionariedad se obtiene el siguiente resultado
a partir de la ecuación (2.3):

V (Xt) =
σ2
a

1− φ2
1

.

La varianza de Xt es válida si y solo si φ2
1 < 1. Esta condición es justificada, dado que la

varianza de una variable aleatoria {Xt} es acotada y no negativa. A partir de la idea anterior, bajo
el supuesto de estacionariedad débil de un modelo AR(1) se tiene que −1 < φ1 < 1, es decir, la
condición que es suficiente para que un modelo AR(1) a partir de la ecuación (2.3) sea un proceso
débilmente estacionario es |φ1| < 1.

2.5.2. Modelo de medias móviles (MA) de orden p

Para algunos especialistas los modelos de Medias móviles (MA) son considerados como una
extensión de una serie de ruido blanco o también como un modelo AR de orden infinito con ciertas
limitaciones en sus parámetros. Para este caso es recomendable utilizar la segunda propuesta, por
ende, la ecuación correspondiente a un proceso MA(q) es el siguiente:

Xt = c0 + at − θ1at−1 − ...− θqat−q, (2.7)

donde c0 es una constante, at es una serie ruido blanco y θ1, ..., θq son constantes reales del
modelo con q > 0.
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Los modelos MA(q) poseen la caracteŕıstica de ser débilmente estacionarios por naturaleza, esto
se debe a que son combinaciones lineales finitas de una sucesión de ruido blanco.

Utilizando la ecuación (2.7) se puede determinar la media del modelo MA(q) que se define a
continuación:

E(Xt) = c0

Del mismo modo, a traves de la ecuación (2.7) se establece la varianza de un modelo MA(q):

V (Xt) = (1 + θ2
1 + θ2

2 + ...+ θ2
q)σ

2
a

2.5.3. Modelos ARMA de orden (p,q)

Los modelos ARMA son considerados como una conjunción de propiedades de los modelos AR
y MA en un modo compacto para que la cantidad de parámetros a usar sea la menor.

Un modelo ARMA(p,q) se define de la siguiente manera:

Xt = φ0 +

p∑
i=1

φiXt−i + at −
q∑
i=1

θiat−i, (2.8)

donde {at} es definida como una serie ruido blanco, (p, q) son enteros no negativos, (φ0, ..., φp), (θ0, ..., θq)
son parámetros del modelo.

Otra manera de describir la ecuación (2.8) utilizando el operador de diferencias B se presenta
a continuación:

(1− φ0B − ...− φpBp)Xt = φ0 + (1− θ0B − ...− θqBq)at. (2.9)

El polinomio obtenido al lado izquierdo de la igualdad (1 − φ0B − ... − φpBp) corresponde a
un polinomio de un modelo AR y, por otro lado, el polinomio (1 − θ0B − ... − θqBq) pertenece
al polinomio modelo MA, donde BXt = Xt − Xt−1 . Para estos modelos se exige que no existan
factores comunes entre los polinomios, ya que se puede reducir considerablemente el orden (p,q) del
modelo. Bajo otro punto de vista, cuando un AR es puro, el polinomio AR involucra la ecuación
caracteŕıstica de un modelo ARMA. Además, si todas las soluciones de una ecuación caracteŕıstica
tienen valores menores a 1 en valor absoluto, entonces el modelo ARMA se puede considerar como
débilmente estacionario. Siguiendo con la idea anterior, la media incondicional del modelo ARMA
es la siguiente:

E(Xt) =
φ0

1− φ1 − ...− φp
. (2.10)
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2.5.4. Procesos de memoria larga ARIMA

Los modelos ARIMA poseen una fuerte memoria dado que los coeficientes en el modelo MA no
decaen rápidamente en el tiempo a cero, esto conlleva a que el valor pasado en ai−1 del modelo no se
desvanezca en la serie. Para contrarrestar esta situación de no estacionariedad por ráıces unitarias
es recomendable el uso de la diferenciación.

Una serie zt se considera un proceso ARIMA (p,1,q) si el cambio en la serie ct = zt − zt−1 =
(1 − B)zt pertenece a un modelo ARMA(p,q) estacionario e invertible. En resumen, una serie no
estacionaria se puede convertir en una serie estacionaria a través de ct = zt− zt−1 que se denomina
como la primera diferencia de la serie zt. Sin embargo, es posible que la serie zt posea más de 1
ráız unitaria y, por lo tanto, se deben realizar múltiples diferenciaciones para transformar la serie
a estacionaria.

Existen diferentes maneras de estacionarizar un modelo con ráız unitaria, algunos se comple-
mentan con otros para dar una mayor solidez al modelo de interés.

2.5.5. Diferenciación en estacionalidad

El operador que diferencia en estacionalidad una serie de tiempo con estacionalidad zt con s
peŕıodos es definido como:

4szt = zt − zt−s = (1−Bs)zt.

En algunas situaciones es posible utilizar la transformación logaŕıtmica para que la serie sea
estacionaria. Este operador es usado con mayor frecuencia en el análisis de series financieras y
económicas. Por lo general, se utiliza la transformación logaŕıtmica bajo 2 escenarios. El primero,
se utiliza para mantener bajo control el crecimiento exponencial de la serie y el segundo, es utilizado
para estabilizar la variabilidad de la serie.

2.5.6. Modelo múltiplicativo estacional

Un hecho importante en las series temporales es el de analizar su comportamiento estacional y
su carácter estacionario, al detectarse un aumento exponencial desenfrenado y las ráıces unitarias,
se puede evidenciar que el modelo (ARIMA) posee correlaciones entre los pares de observaciones
distanciadas por periodos estacionales bajo el supuesto de que la serie de ruido blanco {at} en
la parte estacional esté correlacionado. A partir de lo anteriormente descrito se puede escribir su
modelo como:

(1−Bs)(1−B)zt = (1− θB)(1−ΘBs)at (2.11)

donde s es la periodicidad de la serie, at es una serie con caracteŕısticas de ruido blanco, con
|θ| < 1 y |Θ| < 1.

2.6. Modelos heterocedásticos condicionales

En econometŕıa existen modelos que son especialmente utilizados para elaborar pronósticos
de la volatilidad de las acciones o de activos financieros cuyo especial interés es el rendimiento o
ganancia en el corto o largo plazo. Estos son los modelos heterocedásticos condicionales, en estas
secciones se van a describir los modelos ARCH(p) y los modelos GARCH(p,q).
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2.6.1. Modelo ARCH(p)

El modelo ARCH(Autoregressive conditionally heterosedastic) fue propuesto por Engle (1982)
y es un modelo econométrico utilizado en el estudio de la evolución de la volatilidad (σ2

t ) de activos
financieros, cuyas principales caracteŕısticas son:

(a) gt es el rendimiento de un activo que tiene media ajustada y no es correlacionada en serie,
pero si es dependiente.

(b) La dependencia de gt se analiza en los valores de los rezagos de una función cuadrática simple.

Un modelo ARCH de orden p se define como:

gt = σtεt, σ2
t = α0 + α1g

2
t−1 + ...+ αpg

2
t−p, (2.12)

donde {εt} es un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(iid) con media igual a 0 y varianza igual a 1, α0 > 0, y αi ≥ 0 para i > 0. Además, los coeficientes
αi deben cumplir con ciertas condiciones de regularidad para que la varianza incondicional de gt sea
finita. Por lo general, se asume que ε sigue una distribución t-Student estandarizada o en algunas
ocasiones sigue una distribución normal estándar.

Supongamos que se tiene un modelo ARCH(1)

gt = σtεt, σ2
t = α0 + α1g

2
t−1,

donde α0 > 0 y α1 ≥ 0. La media no condicionada de gt se mantiene en cero debido a

E(gt) = E[E(gt|Ft−1)] = E[σtE(εt)] = 0,

donde Ft−1 denota la información obtenida del conjunto en el momento t-1. La varianza no
condicionada de gt se describe como

V (gt) = E(g2
t ) = E[E(σ2

t |Ft−1)] = E(α0 + α1g
2
t−1) = α0 + α1E(g2

t−1).

En śıntesis, gt es un proceso estacionario cuyo valor esperado es E(gt) = 0 y su varianza
correspondiente es V (gt) = V (gt−1) = E(gt−1). En adición, la varianza de gt posee la siguiente
caracteŕıstica, V (gt) = α0 + α1V (gt) y V (gt) = α0/(1− α1), ya que la varianza de gt debe estar en
los reales positivos 0 ≤ α1 < 0.

2.6.2. Modelo GARCH(p,q)

El modelo GARCH fue propuesto por Bollerslev(1986) y son una extensión generalizada de un
modelo ARCH. Sea gt = xt − µt una media ajustada de retornos logaŕıtmicos. Por consiguiente, gt
se describe en el modelo GARCH de orden (p,q) como

gt = σtεt, σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αig
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j , (2.13)

donde ({εt}, α0, αi) posee las mismas caracteŕısticas que en el modelo ARCH (p), ver en la

ec(2.12), βj ≥ 0 y para que el proceso sea estacionario debe cumplir con
∑max(p,q)

i=1 (αi + βi) < 1.

En el siguiente caṕıtulo se presentan las bases teóricas del análisis wavelet y el método que se
utiliza para la detección de puntos de cambio.
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Caṕıtulo 3

Wavelet

Las wavelets forman un conjunto de herramientas de procesamiento de señales, cuya función
es analizar en diferentes escalas de tiempo las propiedades locales de señales complejas donde no
se cumpla el supuesto de estacionariedad. Son el pilar de nuevos métodos de análisis de señales y
se pueden encontrar en distintos problemas como la compresión de datos y la eliminación de ruido
(Misiti, Misiti, Oppenheim, y Poggi, 2007). El estudio del análisis wavelet ha surgido lentamente
en el área de las matemáticas aplicadas (Daubechies, 1992). Son muchos los investigadores que han
aportado al avance cient́ıfico de los wavelet desde la teoŕıa hasta la práctica. Los más destacados del
siglo XX son Daubechies (1988), Donoho (1993), Chui(1992), Donoho y Johnstone(1994) y Silver-
man (1999) (Vega, 2003). Su aplicación se ha expandido a distintas áreas, tales como, astrof́ısica,
geof́ısica, medicina, telecomunicaciones, entre otras (Misiti y cols., 2007).

El concepto de estudiar una señal como una superposición de funciones se remonta a principios
del siglo XIX. Fue Joseph Fourier quien dedujo que al superponer una suma de funciones de
frecuencias seno y coseno se podŕıan formar diversos tipos de funciones. Esta suma de funciones se
conoce como desarrollo de Fourier el cual entrega una descomposición en componentes de frecuencia.
Estas componentes añaden información de cada una de las frecuencias hacia la variabilidad de la
función (Vega, 2003).

Si bien la teoŕıa de Fourier ha logrado resolver problemas de diversa complejidad, su aplicación
ha perdido efectividad a través del tiempo ya que las limitaciones de la teoŕıa lo vuelven poco
eficiente en la práctica. Por otro lado, el análisis wavelet es mucho más versátil y no es penalizado
por las limitaciones que posee el desarrollo de Fourier (Vega, 2003). El análisis wavelet realiza una
descomposición de componentes que entregan información acerca de los dominios de frecuencia y
de tiempo. En resumen, el análisis wavelet es más confiable para describir los cambios de patrones
en el dominio de frecuencias de las funciones a través del tiempo (Vega, 2003). Según Misiti y cols.
(2007) se pueden distinguir 3 etapas propias de las caracteŕısticas de las wavelets, estas se separan
en:

Análisis: Un wavelet es una función que va oscilando como una onda pero que velozmente
se amortigua en 0 en distintos peŕıodos de tiempo. Al estar bien posicionada en tiempo y
frecuencia, se establece una familia de funciones de análisis por traslación en el tiempo y
dilatación en escala. De esta manera, las wavelets conforman un “acercamiento” matemático
para estudiar en sincrońıa las propiedades de una señal en distintas escalas de tiempo.
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Eliminación de ruido: Se refiere a la capacidad de reconstruir la señal útil al mismo tiempo
que observamos una representación ruidosa de la señal. El método consiste en obtener la trans-
formada wavelet de las observaciones de toda la señal, para después amoldar cuidadosamente
los coeficientes usando al máximo las caracteŕısticas locales e invertir la transformación.

Compresión: La compresión se utiliza para disminuir la cantidad de volumen de informa-
ción que se está codificando. Esta caracteŕıstica surge de la capacidad de las wavelets para
compactar la enerǵıa de la señal en los coeficientes que son significativamente diferentes de 0.

3.1. Teoŕıa Wavelet

Desde la sección 3.1 hasta la sección 3.3 se utilizarán las bases teóricas implementadas por
Misiti y cols. (2007). Además, en la sección 3.4 se presenta la técnica para la detección de puntos
de cambio por Chen y Gupta (2001).

Sea L1(R) o L1 el espacio de funciones integrables sobre los reales y L2(R) o L2 el espacio
integrable de funciones cuadradas de enerǵıa finita sobre los reales.

La norma elevada al cuadrado
∫
R |s(t)|

2dt se denomina enerǵıa de la señal s.

Sea ψ̂(ω) la transformada de Fourier:

ψ̂(ω) =

∫
R
ψ(t)e−2iπωtdt. (3.1)

Sea ψ una función suficientemente regular y bien localizada. La función ψ ∈ L1 ∩ L2 se llama
wavelet si cumple la condición de admisibilidad en el dominio de la frecuencia:∫

R+

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω =

∫
R−

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω < +∞, (3.2)

donde ψ̂ conforma a la transformada de Fourier de ψ. Esto conlleva en particular a que la
wavelet utilizada tenga integral igual a 0.

Para probar de manera simple la condición de admisibilidad se considera que, para una wavelet
ψ perteneciente a los reales, se tiene que verificar que:

ψ ∈ L1 ∩ L2, tψ ∈ L1 y
∫
R ψ(t)dt = 0.

Para resumir los conceptos vistos hasta ahora, supongamos que por un peŕıodo de tiempo la
wavelet oscila particularmente de manera ondulatoria y es localizada por efecto de un amortigua-
miento. En otras palabras, su oscilación está relacionada con la cantidad de momentos iguales a 0 y
su localización está relacionada con el intervalo donde adquiere valores que son significativamente
distintos de 0.
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A partir de una función ψ utilizando los componentes de dilatación a y traslación b se puede
construir una familia de funciones que se denominan átomos básicos:

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b
a

)
a ∈ R+, b ∈ R. (3.3)

Para una función f de enerǵıa finita, se obtiene la transformada wavelet continua Cf de la
función ψa,b como:

Cf (a, b) =

∫
R
f(t)ψa,b(t)dt a ∈ R+ y b ∈ R.

Realizar cálculos con la función Cf es lo mismo que hacer análisis en f con la transformada
wavelet ψ. Por ende, la función f es posible describirla a través de los coeficientes de la transformada
wavelet continua Cf (a, b). Estos coeficientes son utilizados para medir las fluctuaciones de f en su
escala a. Luego, la tendencia en la escala a posee un lento decaimiento y se eliminan en Cf (a, b).
Esto hace posible que el análisis wavelet realice un análisis local de la función f , además del
comportamiento de los efectos de escala entre el Cf (a, b) y distintos valores de a. Si por ejemplo
suponemos que la función wavelet ψ es cero en el exterior del intervalo [−Z,+Z], entonces ψ(a,b)

va a ser cero en el exterior del intervalo [−aZ + b,+aZ + b]. Por consiguiente, el valor obtenido por
Cf (a, b) va a depender del valor de f en la vecindad que está ubicado b con la longitud que posea
a.

Con respecto a esto, las wavelet poseen ciertas diferencias con el análisis de Fourier, esto se debe
a que el valor que posea la transformada de Fourier f̂(ω) de f en un punto ω va a depender de los
valores que tome f en todo el conjunto R. Por contraparte, los valores grandes que tome Cf (a, b)
van a entregar información en relación a la irregularidad local de f en el entorno de la posición b y
en la escala de a. En śıntesis, el análisis wavelet es considerado el análisis de las fluctuaciones que
posea la función f en todas las escalas designadas.

Si solamente se requiere utilizar ciertas partes de la función, entonces el uso de un subconjunto
discreto es lo indicado. Por ejemplo, si se tiene un subconjunto discreto de R+, y R. Se dejan fijos
a a0 > 1, b0 > 0 y luego se toma a a ∈ {ah0}h∈Z y b ∈ {qah0b0}h,q∈Z2 .

ψa,b(t) =
1√
a
ψ

(
t− b
a

)
a ∈ R+ 6= 0, b ∈ R.

Para el caso de la transformada wavelet discreta se usará la familia wavelet indexada en Z:

ψh,q(t) = a
−h
2

0 ψ
(
a−h0 t− qb0

)
a0 > 1 y b0 > 0 fijo y h, q ∈ Z2.

Para f ∈ L2 se define una transformada wavelet discreta para una función de enerǵıa finita f
como:

Cf (h, q) =

∫
R
f(t)ψh,q(t)dt = (f, ψh,q)L2 (h, q) ∈ Z2.

Los valores de a y de b respectivamente se presentan como:

a = 2j , b = r2j o b = ra para (j, r) ∈ Z2.

34



Para el presente caso y para wavelets que corroboran propiedades más poderosas que la admisi-
bilidad, como lo es el caso ortogonal, se determinan nuevas componentes para estudiar una señal a
través de una función escala ϕ vinculada con ψ y la función ψ se dilata y traslada por toda la señal.
En resumen, la función escala representada por ϕ es utilizada para establecer las aproximaciones
locales y la función ψ se utiliza para denotar las fluctuaciones alrededor de las aproximaciones
locales como se define a continuación:

ψj,r(y) = 2
−j
2 ψ(2−jy − r), para (j, r) ∈ Z2, (3.4)

ϕj,r(y) = 2
−j
2 ϕ(2−jy − r), para (j, r) ∈ Z2. (3.5)

Los coeficientes wavelet de una señal, s(t), están definidos por

αj,r =

∫
R
s(t)ψj,r(t)dt, (3.6)

y, cumpliendo ciertas propiedades, los coeficientes obtenidos pueden reconstruir la señal de la
siguiente manera:

s(t) =
∑
j∈Z

∑
r∈Z

αj,rψj,r(t). (3.7)

dada la existencia de una función ψ tal que la familia de funciones {ψj,r}(j,r)∈Z2 se encuentra
relacionada con las descripciones del análisis multiresolución (AM) que se describe en la siguiente
sección.

3.2. Análisis Multiresolución

El análisis multiresolución (AM), se utiliza para descomponer una señal s(t) en un espacio vec-
torial de funciones como la suma de subespacios bajo ciertas propiedades, de tal forma que cualquier
función se describe como una serie constituida por sus proyecciones en aquellos subespacios.

Un AM de L2(R) se define como una familia de subespacios de señales de enerǵıa finita, {Vj}j∈Z,
que son cerrados anidados, es decir:

(a) Vj es un subespacio cerrado de L2,

(b) Vj ⊂ Vj+1,

(c) ∪j∈ZVj = L2 y ∩j∈ZVj = {0}.

Cada subespacio, Vj proviene del espacio de origen (o espacio central) V0 por contracción (para
j < 0) o por dilatación (para j > 0) de sus funciones, en otras palabras, las funciones de Vj se
obtienen por dilatación o contracción por diádicos (2j) de funciones que pertenecen al espacio único:

f(t) ∈ Vj ↔ f(2t) ∈ Vj+1 ∀j ∈ Z

Los subespacios {Vj}j∈Z del AM forman los espacios de aproximación. Por otro lado, se utilizan
los subespacios de detalle denominados como {Wj}j∈Z. Para j ∈ Z fijo, se tiene que Wj es el
complemento ortogonal del subespacio Vj en Vj−1:
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Vj+1 = Vj ⊕Wj para j ∈ Z

Las traslaciones enteras de ϕ, {ϕj,r}r∈Z van creando los subespacios Vj . De manera similar, las
traslaciones enteras de ψ, {ψj,r}r∈Z son las responsables de crear a los Wj . Como L2(R) = ⊕j∈ZWj ,
cualquier función de enerǵıa finita perteneciente a R se describe como la suma de todos los detalles
pertenecientes a la señal y {ψj,r}(j,r)∈Z2 conforman una base wavelet ortonormal de L2(R). En
otras palabras, los coeficientes αj,r están relacionados a los ψj,r en las denominadas proyecciones
ortogonales de la señal s(t) sobre Wj .

Recopilando los conceptos vistos anteriormente, se puede organizar las wavelets usando 2
parámetros:

r, el tiempo cuya función es trasladar los segmentos para un nivel en espećıfico,

2j la escala cuya función es cambiar de un nivel j a un nivel menor.

La función escala o padre wavelet (ϕ) y la función wavelet o madre wavelet (ψ) cumplen funcio-
nes importantes por separado en la descomposición de las señales. En primer lugar, las funciones de
escala son usadas para determinar el valor de los coeficientes de aproximación βj,r =

∫
R s(t)ϕj,r(t)dt,

los cuales entregan los promedios locales de la señal s(t). En consecuencia, las aproximaciones de
la señal se describen como, Aj(t) =

∑
r∈Z βj,rϕj,r(t). En segundo lugar, las funciones wavelet son

usadas para determinar el valor de los coeficientes wavelets αj,r =
∫
R s(t)ψj,r(t)dt, los cuales se

calculan a partir de la diferencia de 2 promedios locales sucesivos. Estos son denominados como
detalles de la señal s(t), Dj(t) =

∑
r∈Z αj,rψj,r(t).

3.3. Familia wavelet

El análisis wavelet tiene muchas más libertades que el análisis de Fourier, ya que uno puede elegir
sus átomos básicos. Más aún, bajo las caracteŕısticas del procesamiento de wavelets, es mejor utilizar
la transformada wavelet continua en lugar de la transformada wavelet discreta, si la redundancia
es de utilidad para poder analizar la señal. Por el contrario, será mejor utilizar las transformadas
wavelet discretas si el objetivo es la compresión de la señal. En el último caso, para la TWD,
se utilizarán wavelets con filtros, mientras que en el primer caso, para la transformada wavelet
continua la mayoŕıa de las funciones que integren cero son óptimas (Misiti y cols., 2007).

Existen diversos tipos de familias wavelet los cuales poseen diferentes propiedades como:

el soporte de las funciones madre wavelet ψ, ψ̂ ( y también en padre wavelet ϕ, ϕ̂) o la velocidad
en que converge a cero en las funciones ψ(t) y ψ̂(ω) cuando el tiempo t o la frecuencia ω crece
hacia infinito, lo que permite cuantificar la localización wavelet en tiempo y en frecuencia.

La simetŕıa, en el análisis de señales es muy útil para no considerar las perturbaciones.

La cantidad de momentos en que se hace cero en la madre wavelet ψ o padre wavelet ϕ, son
utilizados para entender su compresión.

La regularidad, es de mucha utilidad para conseguir imágenes o señales que son reestructu-
radas uniformes y regulares.
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En la literatura y en la práctica se pueden encontrar diversos tipos de señales que comparten
caracteŕısticas similares con las familias wavelets, las más utilizadas son:

Wavelet Haar

La familia wavelet Haar es una de las wavelets más antiguas y simples, es utilizada frecuente-
mente en muchas investigaciones, es discontinua, tiene forma cuadrada, ver la madre wavelet Haar
en la 3.1, y se define como:

ψ(x) = 1 si x ∈ [0, 0.5[,

ψ(x) = −1 si x ∈ [0.5, 1[,

ψ(x) = 0 e.o.c.

Para la función escala ϕ(padre wavelet) se define de la siguiente manera:

ϕ(x) = 1 si x ∈ [0, 1[,

ϕ(x) = 0 e.o.c.

Una vez obtenido su escala y traslación se puede construir la wavelet Haar como se observa en
la figura 3.1.

Figura 3.1: Ejemplo de una wavelet Haar.
Fuente: Wavelets and their Applications.

Otro tipo de wavelet muy utilizada es la familia wavelet de Daubechies donde la wavelet Haar
también forma parte de esta familia.
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Wavelets Daubechies

La familia wavelet Daubechies de un solo parámetro son de soporte compacto, regularidad
arbitraria y posee las siguientes caracteŕısticas:

La longitud de soporte de la wavelet madre ψ y wavelet padre ϕ es de 2N − 1, donde N es la
cantidad de momentos en que la wavelet madre ψ es cero.

Las wavelets de Daubechies son asimétricas (Sobre todo para aquellos valores bajos de N)
pero la wavelet Haar es un caso especial, es la db1.

La madre wavelet Daubechies de orden N = 2 hasta N = 10 se observa en la figura 3.2.

Figura 3.2: Se presenta una wavelet Daubechies para las familias db2-db10.
Fuente: Wavelets and their Applications.

En algunas situaciones la capacidad de análisis local y de precisión de las funciones en tiempo
y en escala son confusas. Es por esto que se da un mayor enfoque en wavelets que cumplen con la
condición de admisibilidad muy débil. Algunos de ellos son:
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Wavelet Gorro mexicano

La wavelet Gorro mexicano es una función continua que es proporcional a la segunda derivada
de una función de densidad gaussiana, se define como:

ψ(x) =

(
2√
3
π−1/4

)
(1− x2)e−x

2/2

Figura 3.3: Ejemplo de una wavelet gorro mexicano
Fuente: Wavelets and their Applications

En la figura 3.3 se puede observar que la wavelet Gorro mexicano posee variaciones de corta
duración con frecuencias de alta y baja amplitud.

Wavelet Morlet

La wavelet Morlet cumple de manera parcial la condición de admisibilidad aunque sea una
función que es estándar, se define de la siguiente manera:

ψ(x) = Ce−x
2/2 cos (5x),

donde C es una constante de normalización que es utilizada para hacer la reconstrucción de
señales.

Figura 3.4: Ejemplo de una wavelet Morlet.
Fuente: Wavelets and their Applications.

Observando la figura 3.4 se puede apreciar que posee la wavelet de Morlet tiene una mayor
cantidad de ondas en su frecuencia con una mayor amplitud que la wavelet Gorro mexicano.
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Cada wavelet posee sus ventajas y desventajas en el estudio de señales. Sin embargo, la wavelet
gorro mexicano posee una gran ventaja sobre otras wavelets, ya que muchos de los algoritmos
utilizados para la detección de picos, poseen una alta tasa de detección de falsos positivos debido
al ruido presente en los espectros de espectrometŕıa de masas. Pero, con la transformada wavelet
Gorro mexicano, la tasa de detección de falsos positivos disminuye considerablemente, dado su
rango de soporte [−5, 5] y su valor de escala a = 1 la vuelven ideal para detectar picos de baja y
alta amplitud (Du, Kibbe, y Lin, 2006).

En la siguiente sección se presentan las bases teóricas para detectar puntos de cambio a través
del análisis wavelet realizada por (Chen y Gupta, 2001).

3.4. Modelo de detección de puntos de cambio utilizando wavelets

La teoŕıa desarrollada en wavelets ha facilitado la localización de componentes oscilantes a
través de la descomposición de las funciones o señales. Por ende se construye un modelo de ruido
blanco para combinar los modelos de series temporales y wavelets. El modelo de ruido blanco es el
siguiente:

Y (dx) = f(x)dx+ τW (dx) x ∈ [0, 1], (3.8)

donde W corresponde a un proceso Wiener, τ es el parámetro en el nivel de ruido que idealmente
es pequeño, f es una función desconocida con aumentos y cáıdas agudos.

Los cambios en la amplitud de las funciones se pueden localizar a través de la siguiente definición:

Definición 3.4.1 Dada una función f se dice que posee α-cúspides en x0 si existe una constante
positiva K tal que para h acercándose a 0 por la izquierda o la derecha,

|f(x0 + h)− f(x0)| ≥ K|h|α.

Si α = 0, la función desconocida f tendrá un salto en x0. Para cúspides agudas el valor de α
está en, 0 ≤ α < 1.

La prueba a contrastar esta bajo las siguientes hipótesis:

H0 : f es diferenciable,

vs

H1 : f tiene al menos 1 punto de cambio α− cúspides,

donde 0 ≤ α < 1.

Según Chen y Gupta (2001) el modelo apropiado es desarrollado por Wang(1995), definiendo
la transformada wavelet de la función desconocida f como:

(Cf )(s, x) =

∫ ∞
−∞

ψs(x− u)f(u)du, (3.9)
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donde ψ es un wavelet de Daubechies, y

ψs(x) =
1√
s
ψ(x/s).

La (Cf )(s, x) es una función que posee una escala s y una localización espacial en el tiempo x.

La transformada wavelet del ruido blanco W (dx) se define en la siguiente ecuación:

(CW )(s, x) =

∫ ∞
−∞

ψs(x− u)Wdu, (3.10)

y la transformada wavelet de Y es,

(CY )(s, x) =

∫ ∞
−∞

ψs(x− u)Y du = (Cf )(s, x) + (CW )(s, x). (3.11)

Además, (CW )(s, x) posee las siguientes propiedades:

(CW )(s, x) es definido como un proceso gaussiano estacionario con media igual a 0 y función de
covarianza definidas a continuación:

E{(CW )(s, x)(CW )(s, y)} =

∫ ∞
−∞

ψs(x− u)ψs(y − u)du, (3.12)

y

V ar{(Cf (s, x)} =

∫ ∞
−∞

ψ2(u)du = 1. (3.13)

Definición 3.4.2 Sea sτ el valor de la escala para el cual, cuando f(x) es diferenciable, el orden
de magnitud de Cf (sτ , x) y CW (sτ , x) están balanceados. Esto ocurre cuando τ tiende a 0, η > 1 y
sτ ≈ (τ2|logτ |η)1/(2α+1).

En la siguiente sección se presenta el estad́ıstico de prueba para el test wavelet y, además, se
incorpora un nuevo componente.
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3.4.1. Identificación del valor cŕıtico aproximado del test y la estimación de
discontinuidades y cúspides

A partir de las hipótesis mencionadas en la sección (3.4), bajo H0 la función f es diferenciable
y, en consecuencia, (CY )(sτ , x)tiene el orden de magnitud de (CW )(sτ , x) y su valor está dominado
por ella. Por otro lado, bajo H1 la función f posee discontinuidades y/o cúspides, para valores
cercanos a x, (CY )(sτ , x) está dominada por (Cf )(sτ , x). Además, el valor máximo de la función
|(CY )(sτ , x)| para x ∈ [0, 1] es de orden más grande bajo H1 que H0, y a partir de esto se puede
construir un estad́ıstico de prueba definido en el teorema 1:

Teorema 1 Bajo H0, para 0 < γ < 1,

limτ→0P
[
max0≤x≤1|(CY )(sτ , x)| ≥ Cτ,γ ]= γ,

donde Cτ,γ es un valor cŕıtico aproximado obtenido de la siguiente manera:

Cτ,γ = τ(2|logsτ |)−1/2 · [2|logsτ | − log{log
1− γ

2
}+ log{[

∫ ∞
−∞

(ψ(u))2du]1/2/(2π)}].

En el siguiente caṕıtulo se aplica la metodoloǵıa teórica de los caṕıtulos anteriores a través
de los tests clásicos y wavelet para detectar puntos de cambio en los diferentes modelos de series
temporales clásicos y de usos más espećıficos, como en la economı́a.
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Caṕıtulo 4

Simulaciones

En este caṕıtulo se realiza una evaluación de la efectividad que poseen los distintos tests para
detectar puntos de cambio. Se compararán los test clásicos, el test de múltiples puntos de quiebre
(MPQ), el test de Chow, el test CUSUM y el test MOSUM con el test utilizando el análisis wavelet
descrito en la sección 3.4 del caṕıtulo 3.

Para evaluar el desempeño de cada test utilizado en esta investigación se desarrolla un estudio
de simulación con el diseño factorial 25 con 2 niveles y 5 factores los cuales se definen en el siguiente
cuadro:

Factores Niveles

A: Puntos de cambio al principio o al final (+) al principio ; (-) al final

B: Puntos de cambio juntos o separados (+) juntos ; (-) separados

C: Cambios pequeños o grandes en magnitud (+) grandes ; (-) pequeños

D: Cambios en la media o en la varianza (+) media ; (-) varianza

E: Cantidad de puntos de cambio (+) 4 puntos ; (-) 2 puntos

Cuadro 4.1: Diseño factorial del estudio de simulación para evaluar y comparar el desempeño de
los tests para la detección de puntos de cambio.

Fuente: Elaboración propia.

Se realizan 32 iteraciones utilizando el software estad́ıstico Rstudio combinando los 5 factores
bajo diferentes niveles, los cuales empiezan todos en el nivel (-) y al avanzar en las iteraciones se
va cambiando el nivel de uno de los factores, este proceso termina cuando todos los factores estén
en el mismo nivel (+).
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Factores

Simulación A B C D E tipo de caso

1 - - - - - (1)
2 + - - - - a
3 - + - - - b
4 + + - - - ab
5 - - + - - c
6 + - + - - ac
7 - + + - - bc
8 + + + - - abc
9 - - - + - d
10 + - - + - ad
11 - + - + - bd
12 + + - + - abd
13 - - + + - cd
14 + - + + - acd
15 - + + + - bcd
16 + + + + - abcd
17 - - - - + e
18 + - - - + ae
19 - + - - + be
20 + + - - + abe
21 - - + - + ce
22 + - + - + ace
23 - + + - + bce
24 + + + - + abce
25 - - - + + de
26 + - - + + ade
27 - + - + + bde
28 + + - + + abde
29 - - + + + cde
30 + - + + + acde
31 - + + + + bcde
32 + + + + + abcde

Cuadro 4.2: Diseño factorial para las simulaciones.
Fuente: Elaboración propia.

Este proceso se repite para los modelos que se presentan en la figura 4.1 y los tests deben
detectar los puntos de cambio para todos los casos que se presenten.
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Los modelos clásicos utilizados en las simulaciones son los siguientes:

Modelo AR(1), Xt = 0.8 Xt−1 + ut, ut es ruido blanco con σ=0.1,

Modelo MA(1), Xt = −0.8 ut−1 + ut, ut es ruido blanco con σ=0.1,

Modelo ARMA(1,1), Xt =0.9Xt−1+0.8ut−1 + ut, ut es ruido blanco con σ=0.1,

Modelo ARIMA (1,1,1), Xt −Xt−1 es ARMA(1,1) con φ1 =0.4, θ1 =0.8 y con σ=0.1,

Modelo GARCH(1,1), ξ2
t =0.1π2

t−1+0.8ξ2
t−1

donde ξ2
t es la volatilidad impĺıcita lognormal de los rendimientos de la serie, πt = ξtut es el

rendimiento corregido de la media y ut son (iid) con media 0 y varianza 1 (Tsay, 2001).

(a) Modelo AR(1) (b) Modelo MA(1)

(c) Modelo ARMA(1,1) (d) Modelo ARIMA(1,1,1)

(e) Modelo GARCH(1,1).

Figura 4.1: Simulación de modelos clásicos de series temporales.
Fuente: Elaboración propia.
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En la figura 4.1 se presentan los modelos. Estas simulaciones se modificaron según las carac-
teŕısticas de cada combinación de factores en el diseño. Es decir, por cada modelo simulado se
obtienen 32 series de tiempo, en total 5x32. Además, a cada modelo se les aplican los 5 tests (4
tests clásicos y 1 test wavelet).

4.1. Resultados de las simulaciones

En el cuadro 4.3 se presentan los resultados obtenidos con cada test para cada uno de los modelos
de series temporales luego de considerar todas las combinaciones de los niveles de los factores. El
desempeño de cada uno se evalúa mediante un porcentaje que representa los puntos de cambio
ingresados y que al menos 1 de ellos fueron detectados. Este porcentaje se separa en dos medidas,
el primer porcentaje corresponde a los puntos de cambio detectados por un cambio en la varianza,
el segundo porcentaje corresponde los puntos de cambio que fueron detectados en un cambio en la
media.

Tests de detección de puntos de cambio

Modelo MPQ Chow CUSUM MOSUM Wavelet

AR(1) (6 %)(56 %) (6 %)(37 %) (0 %)(43 %) (6 %)(37 %) (43 %)(18 %)
MA(1) (0 %)(81 %) (0 %)(56 %) (0 %)(56 %) (6 %) (43 %) (12 %)(31 %)

ARMA(1,1) (12 %)(43 % ) (0 %)(12 %) (6 %)(25 %) (18 %)(31 %) (18 %)(25 %)
ARIMA(1,1,1) (31 %)(12 %) (18 %)(6 %) (18 %)(18 %) (43 %)(25 %) (37 %)(25 %)
GARCH(1,1) (6 %)(50 %) (6 %)(43 %) (0 %)(37 %) (6 %)(25 %) (0 %)(12 %)

Cuadro 4.3: Porcentajes de puntos de cambio detectados en media o en varianza por los tests en
los modelos de series temporales.

Fuente: Elaboración propia.

Para el modelo AR (1) los tests clásicos tuvieron un mejor rendimiento en la detección de puntos
de cambios en la media, entre el 60 % y el 30 %. Sin embargo, la mayoŕıa de los tests no superan el
6 % de la detección de puntos de cambio en la varianza para los casos cuando los puntos de cambio
están al final de la serie y a una distancia cercana. Por otro lado, el test wavelet fue superior a los
test clásicos en la detección de puntos de cambio en la varianza.

Para el modelo MA (1), los tests clásicos tuvieron un exitoso rendimiento en la detección
de cambios en media, sobre todo el test MPQ el cual detectó alrededor del 80 % de los puntos
ingresados. Además, antes de ingresar los puntos de cambio, 3 de los 4 test tradicionales (MPQ,
Chow y CUSUM) detectaron el mismo punto de cambio en la media. Si bien los tests clásicos
tuvieron un mejor rendimiento en media, en la detección de puntos de cambio en varianza su
rendimiento fue inferior o igual al 6 %, el test MOSUM solo logró detectar un punto de cambio.
Por otro lado, el test wavelet tuvo un mejor rendimiento en la detección de puntos de cambio en
varianza que los tests clásicos en presencia de varios puntos de cambio. Respecto a la detección de
puntos de cambio en la media, la mayoŕıa de los puntos detectados por el análisis wavelet fueron
producto de fuertes cambios en magnitud.
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Para el modelo ARMA (1,1) los tests tuvieron un rendimiento superior en la detección de puntos
de cambio en media, incluso el test wavelet. Los tests con mejor rendimiento en media fueron el
test MPQ y el test MOSUM. Respecto a los cambios en varianza, el test MPQ soló logro detectar
puntos de cambio al final de la serie con fuertes cambios en magnitud y donde los puntos estaban
juntos. El test MOSUM tuvo un alto rendimiento en la detección de puntos de cambio en varianza
al igual que el test wavelet, aunque la mayoŕıa de los casos que logró detectar fueron cuando los
puntos de cambio se encontraban cerca de los grandes cambios en magnitud. Por último, el test
wavelet tuvo un mejor rendimiento en la detección de puntos de cambio en media que en varianza,
esto producto a los fuertes cambios en magnitud al final de la serie temporal superando al test de
Chow e igualando el desempeño del test CUSUM.

El modelo ARIMA (1,1,1) al ser una serie ARMA diferenciada posee menos cambios bruscos a
través del tiempo. El test MOSUM se desenvuelve mejor en la detección de cambios en la varianza,
pero el test wavelet supera o iguala a todos los otros tests en la detección de puntos de cambio en la
media. Los tests clásicos, sorprendentemente tuvieron un mejor desempeño detectando más cambios
en varianza que en media al igual que el test MOSUM. En el caso del test de Chow la precisión de
la detección de los puntos de cambio aumenta en presencia de cambios fuertes en magnitud aunque
su rendimiento se ve limitado por su capacidad de detectar 1 punto de cambio a la vez, por lo que
su rendimiento es bajo en ciertas situaciones. Por último el test MPQ tuvo un mejor rendimiento
detectando cambios leves en varianza cuando se presentaban varios puntos de cambio y en otras
ocasiones con fuertes cambios en magnitud.

En el modelo GARCH (1,1) se obtuvieron resultados parecidos al modelo AR(1), algunos tests
lograron detectar cambios en varianza con gran dificultad, ya que en el caso de los tests MOSUM
y CUSUM el puente browniano apenas logró traspasar las bandas de confianza en presencia de
cambios leves y fuertes en magnitud de la varianza. Por el contrario, en media, los tests MOSUM
y CUSUM logran traspasar con facilidad las bandas de confianza, al menos en los cambios fuertes
en magnitud. En los tests MPQ y Chow la precisión aumenta cuando se presentan cambios fuertes
en magnitud en la media, en los casos de cambios leves su precisión disminuye considerablemente,
aunque en los casos de cambios al principio se mantienen cerca del rango de cambio. En el caso del
análisis wavelet no se obtuvo un buen rendimiento para detectar puntos de cambio en varianza, los
puntos de cambio si fueron detectados en cierto modo, pero el test wavelet no es capaz de determinar
los puntos de cambio óptimos. En media, se obtuvo un mejor resultado, si bien no detecta los puntos
de cambios ingresados, se mantienen a una corta distancia de los puntos ingresados. En general,
el test wavelet tuvo un desempeño igual o inferior a los tests clásicos en la detección de puntos de
cambio en la media, salvo para el caso del modelo ARIMA donde el ocurre el efecto contrario.
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Caṕıtulo 5

Aplicaciones

En este caṕıtulo se presenta la aplicación de los test clásicos y el análisis wavelet para la detección
de puntos de cambio en las series temporales del ŕıo Nilo, la tasa de desempleo en Chile, el IPC
general de Chile y los datos del Seeing del observatorio Paranal de Chile.

5.1. Flujo anual del caudal del ŕıo Nilo

El ŕıo Nilo es considerado uno de los ŕıos más grandes de África, la superficie de su cuenca
cubre alrededor del 10 % del continente, su amplio contorno abastece de agua a 10 páıses, nace del
ŕıo Kagera hasta desembocar en el extremo suroeste del Mediterráneo y actualmente las fuentes
h́ıdricas que alimentan al caudal del ŕıo Nilo son el Nilo Azul y el Nilo Blanco (GeoEnciclopedia,
2016). La serie del flujo anual del caudal del ŕıo Nilo cuenta con 100 observaciones desde el año
1871 hasta el año 1970, ver Figura 5.1.

Figura 5.1: Flujo anual del caudal del ŕıo Nilo 1871-1970.
Fuente: Inference for Change Point and Post Change Means After a CUSUM Test, pág. 27.
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Se puede observar en la Figura 5.1 que la serie temporal posee una leve tendencia a la baja con
cambios bruscos en las etapas iniciales desde 1871 hasta 1880 y luego decae hasta llegar a un punto
mı́nimo en 1913. Posteriormente se estabiliza alrededor de la media de 919 m3. La estabilización
del flujo del caudal está justificado por obras de construcción realizadas durante los años 1899 y
1902, ya que en el ŕıo Asuán se impulsó un proyecto de construcción llamada la presa baja para
disminuir los daños provocados por las inundaciones (Fredes y Hidalgo, 2019).

Se establecen como hipótesis a contrastar:

H0: El flujo anual del caudal del ŕıo Nilo es estable a lo largo del tiempo.

vs

H1: El flujo anual del caudal del ŕıo Nilo no es estable a lo largo del tiempo.

El resultado de los tests de hipótesis aplicados para este conjunto de datos fueron los siguentes:

Test de hipótesis Estad́ıstico de prueba P-valor

Test de Chow 75,93 2,22e-16

Test CUSUM por MCO 2,95 5,409e-08

Test MOSUM por MCO 1,53 0,01

Cuadro 5.1: Test de hipótesis del flujo anual del caudal del ŕıo Nilo.
Fuente: Elaboración propia.

Del cuadro 5.1 se puede observar que los p-valores son inferiores a α = 0, 05, por lo tanto, se
tiene evidencia suficiente para rechazar la hipótesis nula y afirmar que el flujo anual del caudal del
ŕıo Nilo no es estable a lo largo del tiempo.
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Figura 5.2: Puntos de cambio del flujo anual del caudal del ŕıo Nilo.
Fuente: Elaboración propia.

En la Figura 5.2 se observa que en el gráfico correspondiente a la estimación de puntos de
cambio bajo el test de múltiples puntos de quiebre (MPQ) hay 2 segmentos que separan la serie
temporal cuyo punto de cambio fue estimado con el menor BIC y menor SSR o suma de cuadrados
residuales los cuales fueron (1270,1597457). Por ende, la cantidad de puntos de cambio para esta
serie temporal fue de 1 correspondiente al año 1898.

En el lado superior derecho de la Figura 5.2 se presenta el estad́ıstico del test de Chow. El punto
de cambio obtenido corresponde al año 1898 con un estad́ıstico observado de Sup.F = 75, 93. El
año está relacionado a las primeras etapas de construcción de la presa baja de Asuán.

De manera similar, se puede observar en el panel inferior izquierdo de la Figura 5.2, bajo la
estimación de mı́nimos cuadrados ordinarios el test CUSUM, que el punto de cambio se produjo
en el año 1898 con un estad́ıstico de prueba S0 = 2, 95, es decir, hasta ahora el test de múltiples
puntos de quiebre, el test de Chow y el test de CUSUM han detectado el punto de cambio en la
misma fecha designada. Sin embargo, el test de CUSUM posee un decaimiento más lento cuando
cruza la banda superior de confianza, lo cual dificulta la identificación del punto de cambio, ver
Figura 5.2.

Finalmente, en el panel inferior derecho de la Figura 5.2 se puede observar, bajo la estimación
de los mı́nimos cuadrados ordinarios del test de MOSUM, que el punto de cambio se produjo en
el año 1889. Esto evidencia que 3 de los 4 test lograron detectar el punto de cambio en la misma
fecha bajo distintos métodos.
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Figura 5.3: Ramificación de candidatos a ser puntos de cambio para la variable del flujo anual del
caudal del ŕıo Nilo.

Fuente: Elaboración propia.

En la Figura 5.3 utilizando el análisis wavelet se pueden observar 2 ramificaciones que marcan
los máximos locales o cúspides de la transformada wavelet Gorro mexicano que son candidatos a
ser puntos de cambio, la ramificación 1 corresponde al año 1895 y la ramificación 2 al año 1935, la
ramificación perteneciente al año 1895 tiene mayor posibilidad de ser punto de cambio ya que una
de las condiciones para ser considerada punto de cambio es que su rama sea superior o igual a 9
núcleos.

Figura 5.4: Puntos de cambio con wavelet para la variable flujo anual del caudal del ŕıo Nilo.
Fuente: Elaboración propia.

Se puede observar en la Figura 5.4 que, de las 2 ramificaciones en la Figura 5.3,candidatos a ser
puntos de cambio, la ramificación del año 1895 fue seleccionada como el punto de cambio óptimo.
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Tests de puntos de cambio Puntos detectados

Test MPQ 1898

Test Chow 1898

Test CUSUM por MCO 1898

Test MOSUM por MCO 1889

Análisis wavelet 1895

Cuadro 5.2: Detección de puntos de cambio del flujo anual del caudal del ŕıo Nilo bajo diferentes
métodos y tests.

Fuente: Elaboración propia.

En el cuadro 5.2 se presentan los puntos detectados por cada uno de los métodos utilizados.
Todos son cercanos en el tiempo entre si, 3 de los métodos coincidieron en el año 1898 mientras el
test MOSUM detectó una fecha más temprana (9 años antes) y el test wavelet casi coincidió con
los resultados de los 3 primeros tests del cuadro (3 años antes).

En la siguiente sección se va a describir la segunda aplicación de los tests en los datos de la tasa
de desempleo en Chile.

5.2. Tasa de desempleo en Chile

El desempleo, desocupación o cesant́ıa, se refiere a la ocupación del ciudadano que no se en-
cuentra ejerciendo una actividad laboral para una entidad o empresa. Por consiguiente, pertenece a
la proporción de personas que en edad, condiciones y disposición de trabajar que no han obtenido
un puesto de trabajo (Instituto Nacional de Estad́ısticas, 2020).

Figura 5.5: Tasa de desempleo en Chile 1986-2021.
Fuente: Federal Reserve economic data.
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La base de datos de la tasa de desempleo en Chile considera como desempleados a personas
sobre los 15 años de edad. Los datos se obtienen de la página web de FRED (Federal Reserve
Economic Data) y abarca un rango de tiempo desde enero 1986 hasta marzo 2021.

A primera vista se pueden distinguir 6 posibles puntos de cambio en la Figura 5.5. El primer
punto de cambio se produce alrededor de los años 1990 y 1992 después de una rápida cáıda de la
tasa del desempleo en el año 1986, desde un 14,5 % a un 8,5 % aprox. El segundo punto de cambio
se presenta alrededor de los años 1994 y 1995 con el mismo valor porcentual de los años 1990 y
1992. El tercer punto de cambio se presenta alrededor de los años 1999 y 2000 con un aumento en la
tasa de desempleo desde un 5,5 % a principios de 1998 hasta un 11 % en el tercer trimestre del año
1999. Después del año 2000 hasta el año 2005 la tasa de desempleo se mantiene estable variando
entre 9,5 % y 10,5 % hasta llegar al cuarto punto de cambio entre el segundo y tercer trimestre del
año 2004 con un valor porcentual de 10,4 %. El quinto punto de cambio se observa alrededor de los
años 2009 y 2010 después de un lento descenso hasta un 6.5 % en la tasa de desempleo, luego se
recupera rápidamente hasta alcanzar valores cercanos entre los 9,5 y 10 %. Finalmente, el último
punto de cambio se observa al final de la serie temporal entre los años 2020 y 2021 con un valor
porcentual de un 12,5 % aprox., donde la tasa de desempleo mantuvo un lento crecimiento desde el
año 2013 hasta el año 2019, entre el 6 % hasta un 8 %, luego tiene un rápido y vertiginoso aumento
a comienzos del año 2020.

Se establecen como hipótesis a contrastar:

H0: La tasa de desempleo en Chile es estable a lo largo del tiempo.

vs

H1: La tasa de desempleo en Chile no es estable a lo largo del tiempo.

El resultado de los tests de hipótesis aplicados para este conjunto de datos se presenta en el
siguiente cuadro:

Test de hipótesis Estad́ıstico de prueba P-valor

Test de Chow 64,889 4,855e-14

test CUSUM por MCO 3,1963 2,675e-09

test MOSUM por MCO 3,1172 0,01

Cuadro 5.3: Test de hipótesis de la tasa de desempleo en Chile.
Fuente: Elaboración propia.

Observando el 5.3 los p-valores obtenidos para cada tests son inferiores al nivel de significación
α = 0,05. Por lo tanto, en todos los casos se rechaza la hipótesis nula y se concluye que la tasa de
desempleo en Chile no es estable a lo largo del tiempo.

.
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Figura 5.6: Puntos de cambio de la tasa de desempleo en Chile.
Fuente: Elaboración propia.

En la Figura 5.6 se puede observar que en la esquina superior izquierda se encuentra el test de
múltiples puntos de quiebre (MPQ), el cual separa la serie de la tasa de desempleo en Chile en 6
segmentos con el menor BIC y RSS cuyos valores fueron (541.9, 1377.8). Por ende, la cantidad de
puntos de cambio para esta serie temporal fue de 5 (octubre del año 1991, noviembre del año 1998,
mayo del año 2005, septiembre del año 2010 y diciembre del año 2015), la mayoŕıa de los puntos
de cambio que detectó este test estuvo cerca de los puntos mencionados en la Figura 5.5. En la
esquina superior derecha de la Figura 5.6 se encuentra el test de Chow, el cual detectó un punto
de cambio en marzo del año 1991 el cual estuvo a unos meses de diferencia del punto de cambio
que detecto el test de múltiples puntos de quiebres (MPQ). En la esquina inferior izquierda de la
Figura 5.6 se encuentra el test CUSUM que detectó 2 puntos de cambio en mayo del año 1989 y
en junio del año 2006, estos puntos de cambio son cercanos a los puntos de cambio detectados por
el test de múltiples puntos de quiebre con un par de meses de diferencia. En la esquina inferior
derecha de la Figura 5.6 se encuentra el test MOSUM que detectó 4 puntos de cambio en julio del
año 1988, en octubre del año 1995, en noviembre del año 2001 y en julio del año 2014. Este test y
el test de múltiples puntos de quiebre fueron los que más puntos de cambio detectaron, solo que el
test MOSUM tiene hasta 4 años de diferencia en comparación con el test de múltiples puntos de
quiebre.

Entre los años 1998 y 2002 hubo una cáıda en la generación de nuevos empleos que afectaron
a las personas jóvenes (entre 18 y 25 años) de mayor nivel educacional y baja experiencia laboral,
los sectores más afectados fueron en la construcción por el aumento del salario mı́nimo y en la
industria (Cowan, Micco, Mizala, Pagés, y Romaguera, 2003). Entre los años 1990 y 1992 Chile
pasaba por una etapa de transición y, además, en esos años Chile se posicionó como una de las
mejores economı́as de Latinoamérica (Fredes y Hidalgo, 2019). Entre los años 1995 y 1999 se produce
la crisis asiática provocando una cáıda en las exportaciones y del PIB (Fredes y Hidalgo, 2019).
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Figura 5.7: Ramificación de candidatos a puntos de cambio en los datos de la tasa de desempleo en
Chile.

Fuente: Elaboración propia.

En la Figura 5.7 se observa que hay muchos candidatos para ser puntos de cambio que cumplen
el criterio de poseer 9 o más núcleos. Las ramificaciones que más se destacan son las ramas 1 del
año 1986, la rama 4 del año 1995, la rama 5 del año 1999, la rama 7 del año 2004 y la rama 8 del
año 2009, por lo que es muy posible que esas ramas sean puntos de cambio óptimos.

Figura 5.8: Puntos de cambio con wavelet en la tasa de desempleo en Chile.
Fuente: Elaboración propia.

En la Figura 5.8 se observa que, de todas las ramificaciones candidatas a ser puntos de cambio
solo 4 fueron elegidas, estas marcan la mayoŕıa de los puntos de interés mencionados al inicio de la
sección de los datos, lo que lo convierte en un buen método para detectar cambios en las variaciones.

A continuación en el cuadro 5.4 se presenta un tabla resumen de los punto de cambio detectados
por los tests y el análisis wavelet.
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Tests de puntos de cambio Puntos detectados

Test MPQ Octubre 1991
Noviembre 1998

Junio 2005
Septiembre 2010
Diciembre 2015

Test Chow Marzo 1991

Test CUSUM por MCO Mayo 1989
Junio 2006

Test MOSUM por MCO Julio 1988
Octubre 1995

Noviembre 2001
Julio 2014

Análisis wavelet Octubre 1994
Septiembre 1999

Abril 2004
Mayo 2009

Cuadro 5.4: Detección de puntos de cambio en la tasa de desempleo en Chile bajo diferentes métodos
y tests.

Fuente: Elaboración propia.

En el cuadro 5.4 se puede observar que los tests de múltiples puntos de quiebre y Chow detec-
taron, a lo más, 1 punto de cambio en la misma fecha, con 8 meses de diferencia. Por otro lado, el
test CUSUM detectó puntos de cambios muy cerca de los puntos que detectó el test de múltiples
puntos de quiebre con una diferencia de 1 a 2 años aproximadamente, por lo que puede ser una
zona de punto de cambio entre los años 1990 y 2005. En el caso del test de MOSUM detectó casi
la misma cantidad de puntos de cambio que detectó el test de múltiples puntos de quiebre y muy
cerca de las fechas que ese mismo test detectó, con una diferencia de hasta 4 años. Por último, el
análisis wavelet tuvo el mismo rendimiento que el test MOSUM y también los puntos de cambio
que detectó estuvieron a una distancia de a lo más 3 años.
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5.3. IPC en Chile

El ı́ndice de precios al consumidor (IPC) mide la variación de los precios de una canasta de
bienes y servicios de consumo en los hogares, se construye en base a la encuesta de presupuestos
familiares y se realiza mes a mes por el Instituto Nacional de Estad́ısticas. En la Figura 5.9 se
presenta la variación mensual del IPC en Chile desde enero del año 2004 hasta febrero del año
2021.

Figura 5.9: IPC General en Chile 2004-2021.
Fuente: Banco Central de Chile.

En la Figura 5.9 se puede observar que en el año 2008 hubo una cáıda estrepitosa desde un
1,5 % a un -1,2 %, las causas se deben a muchos acontecimientos internacionales. Uno de ellos
fue la denominada crisis Subprime o crisis hipotecaria producto de los préstamos hipotecarios a
instituciones de inversiones cuyas acciones desestabilizaron la economı́a mundial con pocos retornos
para sus accionistas y aumentaron la incertidumbre de otros inversionistas. El sector inmobiliario
también recibió un efecto negativo con el aumento del valor de las propiedades (Laval, 2009).
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Se establecen como hipótesis a contrastar:

H0: El IPC General en Chile es estable a lo largo del tiempo.

vs

H1: EL IPC General en Chile no es estable a lo largo del tiempo.

Test de hipótesis Estad́ıstico de prueba P-valor

Test de Chow 13,27 0,005785

Test CUSUM por MCO 1,59 0,01261

Test MOSUM por MCO 1,63 0,01

Cuadro 5.5: Test de hipótesis del IPC General en Chile.
Fuente: Elaboración propia.

A través del cuadro 5.5 se pueden observar los resultados de cada test los cuales obtuvieron
un p-valor inferior a α = 0, 05. Por lo tanto, ese tiene evidencia suficiente para afirmar que el IPC
General en Chile no es estable a lo largo del tiempo.

Figura 5.10: Puntos de cambio en el IPC General en Chile.
Fuente: Elaboración propia.
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En la esquina superior izquierda de la Figura 5.10 se observa que el test de múltiples puntos
de quiebre (MPQ) divide en 2 segmentos la serie temporal, cuyo punto de cambio fue estimado
con el menor BIC y menor SSR, cuyos valores fueron (192.97, 27.75) respectivamente. Por ende, la
cantidad de puntos de cambio para esta serie temporal fue de 1, correspondiente a octubre del año
2008. En la esquina superior derecha de la Figura 5.10 se encuentra el test de Chow que detectó un
punto de cambio en octubre del año 2008 con una variación porcentual del IPC General del 0,9 %,
en la cual se produjo un aumento del precio del petróleo (Laval, 2007). También la crisis Subprime
ya alcanzaba su punto máximo provocando estragos en las grandes agencias de inversiones que
posteriormente llevaŕıa a la quiebra a muchas de ellas para el año 2009 (Laval, 2009). En la esquina
inferior izquierda de la Figura 5.10 se encuentra el test CUSUM que muestra el mismo resultado
que en los tests de MPQ y Chow, un punto de cambio en octubre del año 2008. En la esquina
inferior derecha de la Figura 5.10 se encuentra el test MOSUM que detectó un punto de cambio
en julio del año 2007 correspondiente a una variación del IPC General del 1,1 %. En esta fecha
comenzaban los efectos de la crisis Subprime con el aumento de las tasas de interés interbancarias
en Estados Unidos (Laval, 2007).

Figura 5.11: Ramificación de candidatos a puntos de cambio del IPC General en Chile.
Fuente: Elaboración propia.

En la Figura 5.11 se puede observar que de todos los candidatos a ser punto de cambio la rama
2 es la más indicada para ser elegida ya que es la más larga, aunque otras ramas como la 4 y la 6
también pueden ser consideradas como puntos de cambio.

El análisis wavelet no pudo determinar un punto de cambio para el IPC General de Chile debido
a problemas en el software. En el cuadro 5.6 se presentan los puntos de cambio detectados por los
distintos tests.
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Tests de puntos de cambio Puntos detectados

Test MPQ Octubre 2008

Test Chow por MCO Octubre 2008

Test CUSUM por MCO Octubre 2008

Test MOSUM por MCO Julio 2007

Cuadro 5.6: Detección de puntos de cambio del IPC General en Chile bajo diferentes tests.
Fuente: Elaboración propia.

En éste se observa que los tests de múltiples puntos de quiebre (MPQ), Chow y CUSUM
obtuvieron los mismos resultados. Por otro lado, el test de MOSUM detectó un cambio cerca de
donde se encuentra el punto de cambio detectado por los otros tests, por lo que es posible que ese
punto detectado se encuentre en una zona de posibles puntos de cambio.

En la siguiente sección se presenta la serie temporal de los datos del Seeing. Además, se describe
brevemente su uso en la astronomı́a y la importancia del observatorio donde se obtuvo la información
para este estudio.

5.4. Seeing

En Chile existe un gran interés por la comunidad cient́ıfica en el estudio de la astronomı́a y
de sus derivados dada las condiciones favorables de visibilidad atmosférica que posee, particular-
mente, en la zona norte del páıs en la región de Antofagasta se encuentra uno de los observatorios
internacionales más importantes, el observatorio Paranal que cuenta con el Very Large Telescope
(VTL).

Figura 5.12: Media por hora del Seeing 1° semestre 2021.
Fuente: Observatorio Paranal de Chile.
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Los datos bajo análisis corresponden a la variable Seeing, medida utilizada para determinar el
grado de distorsión de la atmósfera. Los datos obtenidos por el observatorio están registrados por
segundos en horarios de las 22 PM a las 10 AM. En este estudio se considera la media por hora
como se observa en la figura 5.12. El motivo por el que se decide utilizar las medias por hora en vez
de las medias por segundos es debido a que las diferencias entre los valores registrados por segundos
eran demasiado pequeña por lo que no se podŕıa observar ni detectar un cambio lo suficientemente
pequeño para ser considerado como punto de cambio. El Seeing o grado de turbulencia atmosférica,
es producido por las corrientes de aire con valores que se encuentran entre los 0.4 grados de arco en
zonas de gran altitud y sobre 1 grado de arco en zonas de baja altitud. Su escala de medición está
separada en 2 categoŕıas, la escala Antoniadi y la escala Pickering, en esta investigación se utiliza
la escala Pickering que va desde 1(excelente) a 10(pésimo) (Bravo, 2019).

Se establecen como hipótesis a contrastar:

H0: La media por hora del Seeing es estable a lo largo del tiempo.

vs

H1: La media por hora del Seeing no es estable a lo largo del tiempo.

Test de hipótesis Estad́ıstico de prueba P-valor

Test de Chow 47,072 3,571e-10

Test CUSUM por MCO 2,8265 2,301e-07

Test MOSUM por MCO 4,8639 0,01

Cuadro 5.7: Test de hipótesis de la media por hora del Seeing.
Fuente: Elaboración propia.

A través del cuadro 5.7 se pueden observar los resultados de cada test los cuales obtuvieron un
p-valor inferior a α = 0, 05. Por lo tanto, ese tiene evidencia suficiente para afirmar que la media
por hora del Seeing no es estable a lo largo del tiempo.
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Figura 5.13: Puntos de cambios en la media por hora del Seeing.
Fuente: Elaboración propia.

En la esquina superior izquierda de la Figura 5.13 se puede observar que el test de múltiples
puntos de quiebre (MPQ) divide a la serie temporal en 4 segmentos y 3 puntos de cambio uti-
lizando el menor BIC y RSS, los valores correspondientes a estos criterios fueron (1385.6, 213.1)
respectivamente. El primero, el 03/21-03AM, se detectó cuando la media disminuyó levemente a 0.5
puntos del arco de distorsión aprox. hasta llegar al segundo punto de cambio, el 04/14-10AM, con
un aumento fuerte de la media a 1.3 puntos aprox. Finalmente, el tercer punto, el 05/08-04AM, con
una cáıda fuerte en la media de 0.5 puntos aprox. En la esquina superior derecha de la Figura 5.13
se encuentra el test de Chow el cual detectó un punto de cambio correspondiente al 05/08-02AM
con un valor de 1.025 de Seeing, lo que gráficamente coincide con el cambio en la media que fue
detectado por el test de múltiples puntos de quiebre soló que un poco antes. En la esquina inferior
izquierda de la Figura 5.13 se encuentra el test CUSUM el cual detectó 2 puntos de cambio, el
04/15-04AM, que marca un cambio fuerte en la media que está por delante del segundo punto de
cambio que detectó el test de múltiples puntos de quiebre, y el 05/08-02AM, que estuvo cerca del
último punto de cambio que detectó el test de múltiples puntos de quiebre. En śıntesis, tanto el
test CUSUM como el test de múltiples puntos de quiebre tienen estimaciones muy similares. En la
esquina inferior derecha de la Figura 5.13 se encuentra el test MOSUM el cual detectó 3 puntos de
cambios, el 04/16-03AM con un Seeing por hora de 0.67, que marca un cambio fuerte en la media
que está por delante del primer punto de cambio que detectó el test CUSUM y un poco más lejos,
con 2 d́ıas de diferencia, del segundo punto de cambio detectado por el test de múltiples puntos de
quiebre (MPQ), el 05/08-04AM, coincidió con el tercer punto de cambio que fue detectado por el
test de múltiples puntos de quiebre. Por último, se detectó el tercer punto de cambio al final de la
serie, el 06/10-03AM, con un leve aumento en la media de 1.2 grados del arco de distorsión.
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Figura 5.14: Ramificación de candidatos a puntos de cambio en la media por hora del Seeing.
Fuente: Elaboración propia.

En la Figura 5.14 se puede observar que hay muchas ramificaciones candidatas a ser puntos
de cambio, pero si recordamos 1 de los criterios de selección el cual es que posea sobre 10 núcleos
la cantidad de candidatos se reduce significativamente, en lo que respecta a las posibles ramas
a ser puntos de cambio se puede observar que la rama 3, 12, 22, 33, 40, 42 y 46 tienen grandes
posibilidades de ser seleccionadas.
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Figura 5.15: Puntos de cambio con wavelet en la media por hora del Seeing.
Fuente: Elaboración propia

En la Figura 5.15 se observa que el análisis wavelet seleccionó un total de 12 puntos de cambio,
los primeros 5 puntos fueron detectados antes del primer punto de cambio detectado por el test de
múltiples puntos de quiebre , de los cuales 4 marcan cambios fuertes en varianza entre valores de
los 2 a 4 grados del arco de distorsión. Además, el quinto punto, 03/20-04AM, se detectó cerca del
primer punto de cambio del test de múltiples puntos de quiebre. Luego, se detectaron 3 puntos de
cambio fuertes en varianza sobre los 1.5 y por debajo los 3 grados del arco de distorsión. Finalmente,
de los últimos 4 puntos de cambio que fueron detectados solo 3 de ellos alcanzaron valores por debajo
de 1.5 grados de arco de distorsión, el valor más grande, 05/20-05AM, fue de 5 grados del arco de
distorsión.

En el cuadro resumen 5.8 se muestran los resultados obtenidos para los distintos tests y del análi-
sis wavelet en la detección de puntos de cambio de todas las aplicaciones a los distintos conjuntos
de datos.
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Test de puntos de cambio

Bases de datos MPQ Chow CUSUM MOSUM Wavelet

Ŕıo Nilo 1898 1898 1898 1889 1895

IPC 10/2008 10/2008 10/2008 07/2007 N/D

Desempleo 10/1991 03/1991 05/1989 07/1988 10/1994
(Mes/Año) 11/1998 06/2006 10/1995 09/1999

06/2005 11/2001 04/2004
09/2010 07/2014 05/2009
12/2015

Seeing 03-21-03AM 05-08-02AM 04-15-04AM 04-16-03AM 01-30-09AM
(Mes-Dı́a-Hora) 04-14-10AM 05-08-02AM 05-08-04AM 02-11-07AM

05-08-04AM 06-10-03AM 02-18-07AM
03-10-03AM
03- 20-04AM
04-20-05AM
04-24-04AM
05-02-07AM
05- 20-05AM
05-31-06AM
06-10-05AM

Cuadro 5.8: Detección de puntos de cambio en los datos del flujo del caudal del ŕıo Nilo, la tasa de
desempleo en Chile, el IPC General en Chile y la media por hora del Seeing.

Fuente: Elaboración propia.

En el cuadro 5.8 se observa que tanto los tests de múltiples puntos de quiebre (MPQ), Chow
y CUSUM obtuvieron los mismos resultados en los datos del flujo anual del caudal del ŕıo Nilo y
del IPC General en Chile. Por otro lado, en los datos de la tasa de desempleo en Chile los puntos
de cambio obtenido por el test CUSUM mantuvieron una corta distancia de los puntos de cambio
obtenidos por los tests de múltiples puntos de quiebre y Chow, lo cual posiblemente se deba a una
diferencia en la metodoloǵıa del test. En cambio el test de MOSUM fue capaz de detectar puntos
de cambios más alejados que los otros tests clásicos, aunque eso no significa que su capacidad de
detección sea mala, sino que es capaz de detectar puntos de cambio en zonas de poca variabilidad.
Por último, el análisis wavelet logró detectar puntos de cambio a una corta distancia de los puntos
que detectaron los tests clásicos en los datos del ŕıo Nilo, el IPC General en Chile y en la tasa de
desempleo en Chile con una diferencia de hasta 5 años, para los datos del IPC General en Chile
hubo problemas para que el análisis wavelet determinara los puntos de cambios óptimos, pero si el
análisis wavelet hubiese tenido éxito, en los candidatos a puntos de cambio la ramificación 2 en el
año 2008 hubiese sido el punto de cambio óptimo.
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En la serie del Seeing hubo una detección de múltiples puntos de cambio, con excepción del
test de Chow, aunque la detección de un punto a otro sea diferente en términos de hora, lograron
detectarlos en los mismos d́ıas. Por ejemplo, los tests de múltiples puntos de quiebre, CUSUM y
MOSUM lograron detectar puntos de cambio con una diferencia al menos de 2 horas (representados
con el color magenta) en el 5.8 y de 2 d́ıas (representados con el color azul) en ese mismo cuadro.
Por otro lado, el análisis wavelet fue el que se destacó por sobre los otros tests ya que fue capaz
de detectar más puntos de cambio y varios de ellos están relacionados a las fechas de detección de
los tests clásicos. Pese a que la mayoŕıa de los puntos detectados por el análisis wavelet fueron en
variaciones altas, hay algunos puntos detectados en variación pequeñas que mantienen una corta
distancia con los diferentes puntos de cambio de los tests clásicos, posiblemente posea una mayor
sensibilidad que los otros tests al momento de detectar puntos de cambio.

En el siguiente caṕıtulo se van a exponer las conclusiones de esta investigación con las observa-
ciones de los anteriores caṕıtulos.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Durante el transcurso de este trabajo de titulación se investigaron las metodoloǵıas clásicas
de detección de puntos de cambio en series de tiempo, incluyendo el test de múltiples puntos de
quiebre, el test de Chow, el test CUSUM y test MOSUM ampliamente utilizados en la literatura
para detectar puntos de cambio en series de tiempo. Además se logró implementar cada uno de
ellos en el software R.

Se estudió la teoŕıa de análisis wavelet, los fundamentos, algunas de las principales familias
wavelet, como por ejemplo, wavelet Haar, wavelet Daubichies, wavelet Morlet y wavelet Sombrero
mexicano. Se profundizó en la transformada wavelet continua y discreta, y en el uso del escalograma
y su implementación en el software R.

Se investigó el uso del análisis wavelet en series de tiempo. Se utilizó el análisis wavelet para la
detección de puntos de cambio. Se hizo una revisión bibliográfica del estado del arte en la literatura
para detectar puntos de cambio en series de tiempo. En este trabajo se evaluó el desempeño de la
transformada wavelet continua (TWC) para la detección de puntos de cambio en series de tiempo
a través de simulaciones.

Los resultados de las simulaciones fueron importantes para destacar la función que cumple cada
uno de los test aplicados en esta investigación, sobre todo para el caso del análisis wavelet que
posee un mayor alcance en la detección de cambios en la varianza. Se comparó el desempeño de los
tests clásicos con el análisis wavelet en la detección de puntos de cambio en series de tiempo con
los siguientes modelos, AR(1), MA(1), ARMA(1,1), ARIMA( 1,1,1) y GARCH(1,1). En general los
tests clásicos tuvieron un mejor desempeño que el test basado en el análisis wavelet detectando
cambios en la media salvo en el caso del modelo AR(1) donde el análisis wavelet muestra un
desempeño superior. Respecto de los cambios en varianza, los tests clásicos no lograron superar el
desempeño que tuvo el análisis wavelet, salvo en el modelo ARIMA(1,1,1) y el modelo GARCH(1,1).

Finalmente, se aplicó la metodoloǵıa de detección de puntos de cambio en 4 conjuntos de datos
reales utilizando tests clásicos y el test basado en el análisis wavelet.
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Se detectó un cambio en la media del flujo anual del caudal del ŕıo Nilo, de 1100 m3 a 925 m3,
debido a la construcción de la presa de agua para disminuir los daños producto de las inundaciones
en temporadas de alta precipitación. En la serie de la tasa de desempleo en Chile, se encontraron
muchas fechas en donde la tasa era alta con valores de hasta un 12,5 %. En otros casos disminuyó
hasta un 5,5 % producto de diversos acontecimientos en esas fechas. En los datos del IPC se observa
un cambio brusco y de gran magnitud alrededor del año 2008 (tests MPQ, Chow y CUSUM) en
la misma fecha, marcando un cambio en la media que va desde el 1.1 % hasta el 0.8 % producto
de un aumento del precio del petróleo y de la crisis hipotecaria. Lamentablemente, el test wavelet
no pudo determinar los candidatos óptimos para la serie temporal del IPC General en Chile. Por
último, los datos del Seeing poseen gran variabilidad y tienen muchos datos faltantes porque las
mediciones se obtienen durante la noche y algunos d́ıas no tienen mediciones. Los datos fueron
registrados por segundo, lo que hace imposible determinar un cambio evidente entre los registros
debido a su variabilidad. Por ende, se decidió tomar promedio por hora para realizar el análisis.
Entre los resultados obtenidos, los tests clásicos lograron detectar cambios en la media de los datos,
algunos leves y otros más fuertes. Es más, algunos de los tests consiguieron detectar el mismo punto
de cambio con tan solo horas de diferencia. En cambio el test wavelet se destacó detectando más
cambios en la variabilidad con márgenes que superaban los 3 puntos hasta los 5 puntos del arco de
distorsión.

Como conclusión, hubo una estrecha cercańıa entre los tests MPQ, Chow y CUSUM en la
detección de puntos de cambio en las aplicaciones. Si bien hubieron algunas diferencias entre los
valores obtenidos por cada uno de los tests, es posible que el punto que detecte se deba a una
región o zona de análisis en donde se encuentren los distintos candidatos a ser puntos de cambio.
El test MOSUM y el test Wavelet coincidieron en las fechas detectadas en los datos de la tasa de
desempleo y los datos del Seeing. El análisis wavelet se desempeñó mejor detectando cambios en
varianza. En algunos casos detectó varios puntos de cambio relativamente cerca a los encontrados
por otros tests.
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Apéndice A

Anexos

Versión del software utilizado

Rstudio version 4.0.4

Librerias tests clásicos

library(strucchange)

1. Test de múltiples puntos de quiebre

se va a tomar de ejemplo los datos del flujo anual del caudal del ŕıo Nilo dentro del software
Rstudio.

data(”Nile”)

se cronstruye un modelo de regresión con la constate uno como variable regresora.

bp.nile < − breakpoints(Nile ∼ 1)

a traves de un resumen se obtienen los candidatos a ser puntos de cambio, a medida que
aumentan los candidatos aumentan las particiones dentro de la serie temporal. Además se
presetan los criterios mı́nimizando los RSS (residual sum of squares) y BIC (Bayesian infor-
mation criterion) utilizados para establecer la cantidad óptima de puntos de cambio mediante
los valores mas pequeños de ambos criterios. Sin embargo el criterio dominante es el mı́nimo
valor que posea el BIC.

summary(bp.nile)

el siguiente comando designa automáticamente la cantidad de puntos de cambio o segmentos
de cambios de nivel siguiendo las normas de menor valor de los criterios RSS y BIC.

breakpoints(bp.nile)
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se ajusta un modelo de regresión con un punto de cambio como variable regresora, depen-
diendo de los resultados de breakpoints(bp.nile) la cantidad de puntos de cambio es diferente.

fm1 < − lm(Nile ∼ breakfactor(bp.nile, breaks = 1))

se gráfica la serie temporal utilizada como ejemplo.

plot(Nile, ylab=”Flujo del ŕıo Nilo”, xlab=”Años”)

utilizando el comando lines se pueden observar el recorrido del modelo de regresión ajustado
transformado a serie temporal donde se denota el cambio del valor de la media .

lines(ts(fitted(fm1), start = 1871), col = 4)

a diferencia del comando anterior aca se utiliza la cantidad de puntos de cambio óptimos
designados por el comando breakpoint marcando las fechas dentro de la serie temporal con
una linea vertical segmentada.

lines(bp.nile,col=”darkblue”)

2. Test de Chow

se construye un estad́ıstico de prueba F el cual por defecto utiliza desde el 15 % de los datos
en adelante .

fs.nile < − Fstats(Nile ∼ 1)

se presenta el test de hipótesis para el test de Chow, se rechaza la hipótesis nula cuando el
supremo del estad́ıstico F atraviese la banda de confianza con una probabilidad igual a un
α = 0,05.

sctest(fs.nile)

El comando breakpoint es compatible con el algoritmo del test de Chow, por lo que se puede
determinar la fecha en que se produce el punto de cambio.

breakpoints(fs.nile)

se grafican los valores del estad́ıstico F en función del test de hipótesis, la cúspide que se
forma marca el único punto de cambio de la serie temporal.

plot(fs.nile,main= ”Test de Chow”,ylab=”Estad́ısticoF”,xlab=”Años”)

al igual que en el test de Bai-Perron se utiliza el comando lines para marcar con una linea
vertical segmentada la fecha en que se detectan los puntos de cambio.

lines(breakpoints(fs.nile),col=”darkgreen”)
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3. Test CUSUM

en la construcción del modelo de regresión se pueden utilizar 2 tipos de métodos, en este
estudio solo se utilizara el método OLS (Ordinary least square) .

ocus.nile < − efp(Nile ∼ 1, type = ”OLS − CUSUM”)

el test de hipótesis consiste en que los residuos de un proceso browniano estándar puedan
atravesar ambas bandas de confianzas por el lado positivo y negativo paralelas a la media de
los residuos con un probabilidad de α = 0,05. Además, se obtiene el máximo valor en valor
absoluto del estad́ıstico de prueba.

sctest(ocus.nile)

se grafican los valores de los residuos del modelo de regresión en función del test de hipótesis.
Se pueden detectar más de 1 punto de cambio atravesando las bandas de confianza por ambos
lados formando cúspides, las cúspides más grandes marcan el punto de cambio anunciando la
fecha de detección.

plot(ocus.nile, main=”Test CUSUM por método OLS”, ylab=”Proceso de fluctuación emṕırico”,xlab=”Años”)

3. Test MOSUM

al igual que en el algoritmo del test CUSUM se construye el modelo de regresión para el test
MOSUM. Sin embargo, el test MOSUM utiliza por defecto un componente adicional, una
banda de análisis h = 0,15 para calcular los residuos del movimiento browniano, esta banda
de análisis comienza desde el 15 % de los datos de la serie temporal.

omus.nile < − efp(Nile ∼ 1, type = ”OLS −MOSUM”)

se presenta el test de hipóteisis del test MOSUM que posee las mismas condiciones que en el
test CUSUM.

sctest(omus.nile)

se grafican los residuos del proceso browniano en función del test de hipótesis, donde los
residuos atraviesan las bandas de confianza por ambos lados formando cúspides los cuales
marcan el punto de cambio y la fecha.

plot(omus.nile,main=”Test MOSUM por método OLS”, ylab=”Proceso de fluctuación emṕırico”,xlab=”Años”)
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4. Wavelet
Las librerias para el análisis wavelet se deben instalar en el siguiente orden

(1) install.packages(”wmtsa”, repos=”http://R-Forge.R-project.org”)

(2) install.packages(̈ıfultools”)

(3) install.packages(”splus2R”)

Luego se leen las librerias en el siguiente orden

A. library(splus2R)

B. library(ifultools)

C. library(wmtsa)

se construye una transformada wavelet continua mexican hat a partir de la serie temporal

wav.Nile< −wavCWT(Nile)

se identifican los valores máximos dentro de la transformada wavelet formando un subconjunto
de ramificaciones, estas ramificaciones pueden ser largas o cortas.

wavtree.Nile< −wavCWTTree(wav.Nile)

se utiliza el comando summary para analizar los candidatos a ser puntos de cambio, entre los
datos más relevantes se encuentra el End time (o la fecha), el Length y los Octaves.

summary(wavtree.Nile)

se grafican los resultados de summary(wavtree.Nile) a traves de log2(scale) en el eje Y y las
fechas en el eje X. El valor log2(scale) esta relacionado al valor de Octaves y el largo de las
ramas esta relacionado con el length.

plot(wavtree.Nile)

se determinan los puntos de cambios de las ramas cuyo valor length sea mayor o igual a 10 y
el mı́nimo ruido local sea 3.

Peak.Nile< −wavCWTPeaks(wavtree.Nile)

se gráfica la serie de tiempo para luego determinar el punto de cambio.

plot(Nile,main=”EstimaciónporWaveletPeaks”,ylab= ”Flujo”,xlab=”Años”)

El punto de cambio se muestra a traves del comando points con la fecha en que se detecta el
punto de cambio.

points(Peak.Nile, pch=16, col=”red”, cex=1.2)

72



Referencias

Alarcon-Aquino, V., y Barria, J. (2009). Change detection in time series using the maximal
overlap discrete wavelet transform. Latin American Applied Research, 39 , 145-152. Descar-
gado de https://www.researchgate.net/publication/230710713 Change detection in

time series using the maximal overlap discrete wavelet transform

Aminikhanghahi, S., y Cook, D. (2016). A survey of methods for time series change point detection.
Knowledge and Information Systems, 51 (2), 339-367. doi: 10.1007/s10115-016-0987-z

Bai, J., y Perron, P. (1998). Estimating and Testing Linear Models with Multiple Structural
Changes. Econometrica, 66 (1), 47. doi: 10.2307/2998540
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