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Introducciéon

El tema central en la teoria de representaciones de grupos, es clasificar las re-
presentaciones irreducibles de un grupo. La teoria de caracteres es una herramienta
fundamental para tal clasificacion. Es maés, se puede decir que determinar la tabla
de caracteres de un grupo es equivalente a clasificar las representaciones irreducibles
del grupo. A pesar que calcular la tabla de caracteres es una herramienta muy ttil,
para algunos grupos resulta incalculable.

El tema de esta tesis se desarrolla dentro de la teoria de Supercaracteres de
grupos finitos. Esta es una teoria que tiene como origen una forma de aproximarse
a entender los caracteres irreducibles de un grupo, cuando estos son muy complejos
o practicamente imposibles de determinar.

Sea U, (F,), el grupo de las matrices triangulares superiores de tamaio n con
coeficientes en el cuerpo finito con ¢ elementos, F,. El grupo U,(F,) es un gru-
po fundamental en grupos clasicos y ha sido estudiado por diferentes autores. Sin
embargo, no se conoce una clasificacién satisfactoria de sus representaciones irre-
ducibles. Ademds, calcular sus caracteres irreducibles es un tema muy complejo y
esta lejos de describirse en una tabla de caracteres.

C. André y N. Yang hacen una aproximacion a la tabla completa de caracteres
de U, (F,), haciendo uso de ciertas particiones de caracteres irreducibles y de U, (F,).
Los métodos utilizados por André y Yang son independientes y permiten entender
los caracteres irreducibles del grupo U, (F,).

Persi Diaconis y 1. Martin Isaacs han axiomatizado los trabajos realizados por
André y Yang en una teoria de Supercaracteres de un grupo finito. Esta nueva teoria
es util para entender la tabla de caracteres, asi como también variadas aplicaciones
en otras areas, por ejemplo en la teoria de niimeros y la teoria de codigos, entre otras.
La teoria de Supercaracteres de un grupo G, es definida a través de una particion

de los caracteres irreducibles Irr(G) y de una particion de G.
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Maés precisamente, dado un grupo finito G, una teoria de Supercaracteres para
G, consiste de una particién X del conjunto de caracteres de Irr(G) y una particién
IC de G, que satisfacen los tres axiomas siguientes:
1. {1} e K
2. |X| = K]

3. Para cada X € X, el siguiente caracter

xx =Y x(1)x

XEX
es constante sobre cada K € K.

Los K € K son llamados superclases y los elementos de X son llamados supercarac-
teres de G. También se suele decir que los yx son los supercaracteres de G.

Si se considera, X como la particién del conjunto de caracteres irreducibles Irr(G)
a aquélla formada por los singleton y los elementos de K como las clases de conju-
gacion de G, se tiene que la teoria de Supercaracteres de GG coincide con la teoria
ordinaria de caracteres de (G. También se puede recuperar, mediante la teoria de Su-
percaracteres, la representacion regular del grupo G (ver Ejemplo 11 para detalles).

Los dos ejemplos anteriores de Supercaracteres son considerados triviales. Para
algunos grupos estos ejemplos triviales son las uinicas posibilidades, existen muchos
grupos para los cuales la teoria de supercaracteres no es trivial. Por ejemplo, supon-
gamos que A es un grupo que actia a través de automorfismos sobre GG. Entonces,
es bien sabido que, A permuta tanto los caracteres irreducibles de G y las clases de
conjugacién de G. Por el lema de Brauer (ver 9), la permutacién de los caracteres de
A correspondientes a estas dos acciones son idénticas, y por lo tanto hay un nimero
igual de A- érbitas en Irr(G) y de G. Estas descomposiciones de las 6rbitas produ-
cen una teoria de supercaracteres para G: los miembros de X son las A- érbitas en
Irr(G), y los miembros de K son las uniones de las A-6rbitas en las clases de G. En
esta situacion, la suma de los caracteres en una érbita X € X es constante en cada
miembro de K.

Esta tesis se centra principalmente en la construccién de una teoria de Super-
caracteres del grupo Diédrico via el teorema de Brauer mencionado anteriormente.
También en recuperar la construccion de una teoria de Supercaracteres del grupo
ciclico finito y sus aplicaciones a sumas de Ramanujan.

A continuacion pasaré a dar detalles de la estructura de la presente tesis. El

primer capitulo, se presentan notaciones y herramientas necesarias para el desarrollo
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de la tesis, se presentan también el grupo ciclico, el grupo Diédrico y el grupo
unipotente de tamano 4 con enteros en el cuerpo finito de dos elementos, asi como
también resume algunos elementos de la teoria de caracteres y las propiedades de
las sumas de Ramanujan, para luego ser demostradas de manera més simple usando
la teoria de supercaracteres. En el segundo capitulo, se presenta toda la teoria de
supercaracteres, y se destaca el teorema de Brauer, importante para la construcciéon
de la teoria y se muestra a modo de ejemplo el caso para Uy(Fs).

En el capitulo tercero, se desarrolla la teoria de supercaracteres para el grupo
ciclico, la cual puede ser usada notablemente para estudiar las sumas de Ramanujan,
ver [6]. Finalmente en el capitulo cuarto, se calcula una teoria de supercaracteres
del grupo diédrico, este capitulo es fundamental dentro de esta tesis, pues la teoria
de supercaracteres del grupo diédrico que hemos construido no se encuentra en
la literatura, hasta donde sabemos. Nuestra construccion se basa en la teoria de
supercaracteres del grupo ciclico vista en el capitulo 3.

De modo preciso, se logra una total descripcion de los supercaracteres y super-
clases de D,,, ver teorema 12, teorema 13 y teorema 14, teorema 15 respectivamente.

La tesis se enmarca dentro del Proyecto Fondecyt 1141254.






CAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo se recopilaran las notaciones y herramientas necesarias para el
desarrollo de la tesis.

En la seccion 1 se da una lista de notaciones, las cuales seran ocupadas en este
trabajo. En la seccion 2, se recuerda el Grupo Ciclico. En la seccion 3 se muestran las
clases de conjugacion y la teoria de representaciones del grupo Diédrico. En la seccién
4, se listan los elementos del grupo U(Fs) y también sus clases de conjungacién,
presentadas en una tabla.

En la seccién 5, se define producto de Kronecker. En la seccién 6, se dan algunas
nociones béasicas de representaciones lineales complejas de un grupo finito. En la
seccion 7, se presentan algunos elementos de la teoria de caracteres, que usaremos
en el desarrollo de la tesis, por ejemplo las relaciones de ortogonalidad y Reciprocidad
de Frobenius. La seccién 8 es sobre las sumas de Ramanujan, las cuales usaremos
en el capitulo 2 y 3.

En la tesis grupo significa grupo finito y los espacios vectoriales son complejos

de dimension finita.

1. Notaciones

Simbologia Significado

/ anillo de niimeros enteros

C cuerpo de niimeros complejos

F, cuerpo finito con ¢ elementos

GL(V) grupo de automorfismos lineales del C- espacio vectorial V'
Un(q) grupo de matrices unitriangulares superiores sobre [,

trA traza de la matriz A

Ce(g) centralizador de g en G

C(a) clase de conjugacion de a

7
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2. Grupo Ciclico

Sea Z,, el grupo de enteros modulo n. Recordar que Z,, es ciclico de orden n y

podemos considerarlo como:
Zn=A{1,2,...,n}.
donde el neutro es n.

Ejemplo 1. Tomando el conjunto Z, = {1,2,3,4}, la tabla de operaciones

+11(2]3(4
1121341
2131412
314(1(2]3
4111234

También tenemos el producto de enteros moédulo n. Denotaremos Z, el grupo

de unidades de Z,, con el producto.
Ejemplo 2. Las unidades del grupo (Zy,-) son 1 y 3.

Teorema 1. Para todo n € N, tenemos:

Aut(Z,) =~ 7.

n

DEMOSTRACION. Sea
w : Zn — Zn
un automorfismo. Tenemos que Z, es generado por 1. Si k € Z,,, entonces
k=k-1=1+4+...4+1
k
Luego,
k) = 1+...+1
»(k) (At +1)

k—veces

= 9D +...+9(1)

/

k—wveces

= k1),
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Asi, 1 queda completamente determinado por ¥(1). Si a := (1), luego, todos los
Y € Aut(Z,) son de la forma:

Yeo: 1 — a

con a unidad de Z,,. Asi, para cualquier automorfismo 1 de Z,,, ¥ = 1,, con (1) :=a
y a una unidad. Sea,

F: 77 — Aut(Z,)
con F(a) = v,. Es claro que F' es inyectiva y epiyectiva. Probemos que F' es un

homomorfismo. Sea x € Z,, tenemos

(Va0 o) () = Ya(br) = a(br) = abr = Yay(z)
Por lo tanto, F'(ab) = ta = ¥, (¢s) = F(a)F(b). En consecuencia,

Aut(Z,) = 7.

3. Grupo Diédrico

En esta seccién introduciremos el grupo Diédrico. En particular, calcularemos
sus clases de conjugacion y su teoria de representaciones.

Sea n un entero positivo. El grupo Diédrico D,,, es el grupo de simetrias de un
n-agono regular. Asi, D, actia naturalmente sobre el conjunto de vértices y aristas
del n-agono regular. Denotemos por A la rotacién a través del angulo 27/n y B es
cualquier reflexion del n-dgono regular . Asi, tenemos que el grupo Diédrico D, es

el grupo presentado por generadores A y B, con las siguientes relaciones:

A" =1, B’ =1, BAB'=A""

Y

donde A tiene orden n y B tiene orden 2. Es bien sabido que D,, tiene orden 2n, y

sus elementos son:
1,A A% ... A"' B AB,A’B--. A" 'B.

Teorema 2. En el grupo diédrico D, se distinguen dos tipos de clases de con-

Jugacion de acuerdo a la paridad de n. Mds precisamente:

1. Sin es par, D, tiene 3+ n/2 clases de conjugacion, las cuales son:
{1}’ {A,Anil}, {A27An72}’ e {An/Zflen/%»l}’ {1471/2}7
{B,A’B,..., A" *B},{AB, A’B, ..., A" 'B}.
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2. Sin es impar, D,, tiene se tiene (n+3)/2 clases de conjugacion, las cuales

son:
{1}, {A, A1} {42 A2) L {AD2 Al D/2
{B,AB,...,A""VB}.
DEMOSTRACION. Toda rotacién es conjugada a su inversa, debido a que
BA'B™' = A7
Mas generalmente, las férmulas
AATAT = AV (A'B)AY(A'B)™ = A~

muestra que los conjugados de A7 en D,, son A7 y A7,

Para encontrar las clases de conjugacién de B, notemos que:
A'BA™' = A*B, (A'B)B(A'B)™' = A*B

Como i varfa, A% B recorre las reflexiones en el cual la potencia de A es un exponente
divisible por 2. Si n es impar, entonces todo entero médulo n es miltiplo de 2 (ya

que 2 es invertible médulo n, asi podemos resolver a = 2x mod n dado a). Luego,
{A*B |ic€Z}={A'B|icZ}

asi, toda reflexién en D,, es conjugada a B, si n es impar. Sin embargo, cuando n
es par, solamente se obtienen la mitad de las reflexiones conjugadas a B. La otra

mitad son conjugadas a AB. En efecto:
A (AB)A™" = A*"1B (A'B)(AB)(A'B)"! = A*"'B
como 17 varia, esto nos da la clase de AB, la cual es:
{AB,A’B, ..., A" 'B}.

Asi, existen (n — 1)/2 pares de rotaciones conjugadas para n impar (excluyendo
la identidad) y n/2 — 1 pares de rotaciones conjugadas para n par (excluyendo la
identidad y A™/?). O

Ejemplo 3. Sea Dy el grupo diédrico de orden 8, el cual tiene la siguiente pre-

sentacion:

Dy=(AB|A*=DB*=1,BAB ' = A1),
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Los elementos del grupo son :
Dy={1,A A* A® B, AB, A’B, A*B}.
Tenemos que A, A3 son conjugados, ya que
BAB™ ' = A3

También es fdcil ver que B y A2B son conjugados y que AB, A3B también lo son.

Luego, Dy tiene 5 clases de conjugacion, las cuales son:
(1) {1},{A, A*}, {A%},{B, A’B}, {AB, A*B}.

Ejemplo 4. Sea D3 el grupo diédrico de orden 6, el cual tiene la siguiente pre-
sentacion:
Ds=(AB|A*=DB*=1,BAB ' = A",

Los elementos del grupo son :
Ds ={1,A, A* B, AB, A’B}.
Tenemos que A, A% son conjugados, ya que
BAB™' = A%

También es facil ver que B y AB son conjugados y que AB, A>B también lo son.

Ast, D3 tiene 3 clases de conjugacion, las cuales son:

(2) {1}.{A, A*"} {B, AB}.

4. Grupo Uy(Fy)

Una descripcién completa de la teoria de representaciones del grupo finito de
matrices triangulares superiores, es un problema aun no resuelto. André y Yang,
desarrollaron una teoria que permite aproximarse a una especificacion de las repre-
sentaciones irreducibles de este grupo. Luego, Diaconis e Isaacs axiomatizaron los
resultados de André y Yang para un grupo finito. Asi, gruesamente los supercaracte-
res reemplazan a los caracteres irreducibles y las superclases reemplazan a las clases
de conjugacion.

Para ejemplificar la teorfa de Supercaracteres, nos serviremos del grupo Uy(Fy), es
decir, del grupo unipotente de matrices de tamano 4 con enteros en el cuerpo fi-
nito de dos elementos, [F5. Para nuestra ejemplificacién necesitaremos las clases de

conjugacion de Uy(IFy), las cuales son descritas a continuacion:
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U, () consta de 64 elementos, los cuales son:
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4. GRUPO Uy (Fy)

oS o O

- == - O

- - O O

- O O O

S~ O

— O - O

- - O O

— O O O

— = O

S~ — O

- - O O

— O O O

- o O

S = = O

— - O O

— o O O

- == O

— == - O

- - O O

— o O O

— O O

— == - O

- - O O

— o O O

— - O

— o — O

- - O O

— O O O

S —H O

— == = O

— - O O

— o O O

- O o

— O - O

oS - O O

— O O O

S O o~ -

— O - O

oS - O O

— o O O

— O o~

o o~ O

oS - O O

— o O O

o O o~

o o —= O

oS - O O

— o O O

- O o

— o - O

- - O O

— O O O

o OO - -
—\ O — O
- - O O

— o O O

— O =

o o — O

S - O O

— o O O

o O o
o o~ O
— — O O

— o O O

— o

o o —=H O

S~ O O

- O O O

SO o

S~ —= O

S = O O

— O O O

o o - -

S~ — O

S - O O

— O O O

O = =

o O = O

S = O O

— o O O

S O o~

- == - O

oS - O O

— O O O

O o~ o~

— O - O

o - O O

— O O O

— o o

oS~ = O

oS - O O

— O O O

— O

S o~ —= O

o - O O

— o O O



1. PRELIMINARES

14

L B e B e i

- — - O

oS - O O

— O O O

— O o~

- — - O

oS - O O

— o O O

L e B e B

— O — O

oS - O O

— o O O

S —H o~

- = - O

o - O O

— o O O

o~ o~

oS o = O

- - O O

— o O O

O —=H o~

S~ —~ O

- - O O

— o O O

o ©O - -
o 44 — O
— - O O

— o O O

S —H o~

o o = O

— — O O

— o O O

o O - -
e )
- - O O

— o O O

(el s T

— O - O

- - O O

— o O O

e e B e B

S = = O

— - O O

— o O O

— O

o —~ +H O

— - O O

- o O O

— o o

- - O

- - O O

— O O O

— O =

- - O

- - O O

— O O O

— o o

— O - O

— - O O

— o O O

SO - o~

- == == O

— - O O

— O O O

Uy(F2) tiene 16 clases de conjugacion. La tabla que sigue describe las clases de

conjugacién de Uy(Fs).
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Tabla de clases de conjugacion de Uy (F2)
Tipos de clases Numero de clases
de conjugacién
1 000
C, = 01 00 X
0010
0001
1 001
Cy = 01 00 X
0010
0001
1 01 ¢
Oy = 0100
0010 9
0001
c ey
1 00 ¢
Oy = 01 01
0010 9
0001
c eIy
1 01 ¢
Cy = ( 0101
0010 9
0001
c €y
1 001
Oy = 011 e
0010 4
( 0001
b,e € Fy

CUADRO 1. Tabla de clases de conjugacién de Uy(FFy)

15
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Tabla de clases de conjugacion de Uy (F2)

) Numero de clases
Tipos de clases

de conjugacion

c+e c
0
1
0
c,e €Ty

R
I
o O O =
O O = =
— = 0
N

Cg:

o
o O = O
R =]
=)

b,@EIFQ

(@)
o O = O
o = O O
— =

c,e €Ty

010 =

o = O o
_ o O O

o

o
o =R O
— =

C’12 =

= O = O
s

b, cE ]FQ
CUADRO 2. Tabla de clases de conjugacion de Uy(F5)
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Tabla de clases de conjugacién de Uy(IF;)
Tipos de clases Numero de clases
de conjugacion
1 1 b c
010 e
Ciz = P )
0 001
b,c,e € IFy
L1 b c
01 1 e
Cu= 001 8
0 0 01
b,c,e € IFy
1 1 b ¢
01 1 e
= ( 0010 q
0 0 01
b,c,e € Fy
1 0 b ¢
01 1 e
Cis = 001 8
0 001
b,c,e € IFy

CUADRO 3. Tabla de clases de conjugacion de Uy(F5)

5. Producto de Kronecker

Recordemos que el producto de Kronecker A ® B de una matriz A de m x n y

una matriz B de p X ¢ es la matriz de mp x ng definida por

CLHB s alnB
AR B = :
amiB -+ amnB
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Si A, B, C'y D son matrices de manera que se puedan formar sus productos AC'y
BD, entonces
(A® B)(C® D) =AC ® BD.

Recordemos también que si A es m X m y B es n X n, entonces

(3) det(A ® B) = (detA)"(detB)™
y
(4) tr(A® B) = (trA)(trB).

6. Representaciones de Grupo

Antes de definir el cardcter de un grupo, necesitamos dar algunas nociones basicas

de representaciones lineales complejas de un grupo finito.

Definicién 1. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo C
y sea G un grupo finito. Una representacion de G es un par (V,p), donde p es un

homomorfismo del grupo G en el grupo GL(V):
p: G — GL(V)
g — Pg
Se dice que V es el espacio de la representacion, y que p es la accién de la
representacion. Si no hay peligro de confusién usaremos simplemente p (o V') para

referirnos a la representacién (V) p). Si el espacio vectorial V' tiene dimensién n, se

dice que n es el grado de la representacion en cuestion.

Definicién 2. Sean (V,p) y (V',p') dos representaciones de G. Diremos que
ellas son equivalentes, si existe un C-isomorfismo ¢ de V en V' tal que ¢ respeta la

accion de grupo, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

v 2y

pgl O PQI{

vy

Definicion 3. Un subespacio W de V' se dice que es G-estable si se tiene
ps(W) C W, para todo g € G.

Definicién 4. En el caso que {0} y V' sean los inicos espacios estables, diremos

que la representacion es irreducible, en caso contrario se dice que es reducible.
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Teorema 3 (Teorema de Mashcke, ver [9]). Toda representacion V- de G es su-

ma directa de representaciones irreducibles.

Definicién 5. Sean (V,p) y (V',p') dos representaciones de un grupo G. Un
entrelazamiento entre estas representaciones (o entre p con p') es una aplicacion

C-lineal ¢ de V en V' tal que
pyo¢=d¢op, paratodo geG.

Denotaremos por Homg(V, V'), el conjunto formado por el entrelazamiento de
Va V. SiV =V’ entonces Homg(V, V') se denota por Endg (V).
Noétese que Homg(V, V') es un subespacio vectorial de Home(V, V).

Teorema 4 (Lema de Schur, ver [9]). Sean (V,p) y (V' o) dos representaciones
irreducibles de G, y sea ¢ € Home(V,V'). Entonces:
1. St p y 0 no son isomorfos, tenemos que ¢ = 0.
2. StV =V"yp=o, entonces ¢ es una homotecia.
Entonces tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1. Endg(V) ~ C, si y sdlo si V' es irreducible.

Proposicién 1 (ver pag. 16 [9]). Toda representacion V' de G tiene la descom-
posicion siquiente:
V=mVidomlVoa®...0om,V,
donde m;V; denota la suma directa de m; sumandos de V;, y los V; son irreducibles

no equivalentes entre si.

Mds aun si tenemos otra descomposicion de V' como la anterior, es decir
WA ST 1y /! 1y 7!
V=miVi®&myV,®...om,V,.
Entonces, r = s, m; = Mg(j) Y Vj’ = V,(), para algin o permutacién de
{1,2,...,r}.

6.1. Representaciones del grupo Diédrico.

Teorema 5. Para el grupo Diédrico Dy, tenemos cuatro representaciones com-
plejas unidimensionales, si n es par y dos representaciones complejas unidimensio-

nales, si n es impar. Mds precisamente:
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Para n par, las representaciones unidimensionales, denotadas 0., 6, _,0_, y0__,

son definidas como sigue:

6++ . G — GL(V)
A — 1
B — 1
0, : G — GL(V)
A — 1
B +— —1
0_.: G — GL(V)
A — —1
B +— 1
0__: G — GL(V)
A — -1
B — —1

Para n impar, las representaciones unidimensionales son 0., y 0. _ y se definen de

la siguiente forma:

,r: G — GL(V)
A — 1
B — 1
0, : G — GL(V)
A — 1
B — —1

Teorema 6 (ver [9]). El grupo D, tiene n/2 — 1 representaciones irreducibles
complejas 2-dimensionales si n es par, y (n — 1)/2 representaciones irreducibles

complejas 2-dimensionales st n es impar.

Mas precisamente, en el teorema anterior las representaciones 2-dimensionales
Pm, estan definidas por
Ppm: Dn — GLy(C)
donde

5) pm<A>:<”: n?m>, pm<B>:($ é)
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yn = 627Ti/n

homomorfismos p,, definen una representaciéon irreducible de D,,, mas aun ellas son

. En el caso par 1 < m < %—1yenelcasoimpar1§m§%LOS
isomorfas entre si.

Ejemplo 5. Para el grupo Diédrico Dy, tenemos la cuatro representaciones uni-

dimensionales: 0, 0, _,0_, yO__.

Ademds tenemos una representacion compleja irreducible de dimension 2, segun Teo-

rema 6, la cual llamaremos p;:

p: G —  GL(V)

A — ¢ 0

0 —i

B 01
—

10

Ejemplo 6. Sea D3 el grupo diédrico de orden 6, ocupando el ejemplo 4 vy el
Teorema 5 este grupo posee dos representaciones unidimensionales, nombradas como
Orr yOi.

Ademds tenemos una representacion compleja irreducible de dimension 2, segun

Teorema 6, la cual llamaremos py, donde

p: G —  GL(V)

A t 0
—

0 —1

B 01
—

10

6.2. Algunas construcciones genéricas.

Ejemplo 7. Sean G un grupo finito y sea V un espacio vectorial de dimension
finita sobre el cuerpo C, con base B = {v,}seq. Para todo g € G, definamos la

funcion de B en B definido por:

Up F— Ugh
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Esta funcion se extiende linealmente a todo V' y define un homomorfismo p, de
GL(V). Ast, tenemos una representacion p de G. La cual se llama la representacion

reqular de G.

Podemos construir representaciones de grupo a partir de representaciones dadas
de él. Aqui usaremos la suma y el producto tensorial de representaciones. Los cuales

se definen a continuacion:

Definicién 6. Sea G un grupo y V, W espacios vectoriales. Consideremos dos
representaciones lineales
p: G — GL(V)
c: G — GL(W)
Entonces podemos construir la representacion suma directa:
pdo: G — GLVaeW)
g — (p@o)(y)
También podemos construir la representacion producto tensorial:
pRo: G — GLV W)
g — (p®o)(yg)
7. Teoria de Caracteres
Definicién 7. El caracter x, de una representacion (V,p) de G es la funcion
X, : G — C definida por:
Xp(9) = tr(pg),

donde tr denota la traza del automorfismo.

Notemos que (1) es justamente la traza de la matriz identidad. Asi, x(1) es la

dimension de V.

Definicién 8. Si x es el cardcter de una representacion irreducible de G, se dice

que x es un cardcter irreducible.

Ejemplo 8. Teniendo presente (5) se sigue que el cardcter X, de p, tiene los

siguientes valores:

(Xm (P (AN)) =0 + 7™ (Xm(pm(A’B))) = 0.

recuerde que 1 = e/,
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Notacién 1. Denotaremos por Irr(G) al conjunto de todos los caracteres irre-

ducibles de G.

A continuacién se enuncian las proposiciones basicas de la teoria de caracteres,

cuyas demostraciones pueden ser consultados en [8], [10].

Proposicion 2. Sea (V, p) una representacion de G. Entonces:
1. x,(1) =dim V
2. Xp(zgz™) = x,(g), para todo xz,g € G. Es decir, el cardcter es constante
sobre las clases de conjugacion.

3. Xo(97") = Xo(9)-
4. x(g) es una suma de raices n-ésimas de la unidad, con n el orden de g.

Proposicién 3.

1. Representaciones equivalentes tienen el mismo cardcter.

2. Si x es un cardcter, entonces x(1) divide a |G].

3. El numero de caracteres irreducibles es igual al nimero de clases de conju-
gacion.

4. ‘G’ = EXeIrr(G) X(1)2

Proposicion 4. Sean p y p' dos representaciones de G. Entonces:

L. Xpop' = Xp + Xp's
2. Xp2p = Xp " Xp'-

Corolario 2. Todo caracter x de un grupo finito G se descompone de forma
unica como combinacion lineal de caracteres irreducibles x = nyx1+ -+ +npXr para

ctertos n; € N.

Notese que los caracteres son funciones constantes sobre las clases de conjugacién.
Una funcién constante sobre las clases de conjugacién se llama central o bien funcién
de clases. Denotemos por C'(G) el C-espacio vectorial, constituido por las funciones

centrales de GG, es decir:
C(@)={f:G—C : f(h™'gh) = f(g), ¥ h € G}

Observacion 1. Segin 2 de la Proposicion 2, x, € C(G), para toda representa-

cion p de G.
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Sean C1,Cy, ..., C, las clases de conjugacion de G. Sea ¢; definido como sigue:

1 ) e C;
- {1 =€
0 si x&Cj
Una base de C(G) es justamente el conjunto {J; | 1 <7 < n}. En particular, se sigue

la siguiente proposicion.

Proposicién 5. La dimension de C(G) es igual al nimero de clases de conju-

gacion de G.

Definicién 9. Si G es un grupo finito, definimos en el espacio vectorial C(Q)
el producto interno £2, también llamado producto de Frobenius, como sigue:

1 -
(f1, f2) == @ Zfl(x)f2($)

zeG

donde f1, f2 € C(G).

Observacién 2. Bajo la accidén por traslacién, la representacion natural £2(G) =

(C(@), £2) es conocida como la representacion reqular de G,
g-xr=gx, cong,x €G

Teorema 7 ( Ver [8]). Sea G un grupo. El conjunto Irr(G) es una base ortonor-

mal, con respecto al producto interno £2, de C(G).

Corolario 3. Si un cardcter x de un grupo finito se descompone en trreducibles

como X = niXi1 + -+ nEXk, entonces
k

(Gx) =l

i=1

En particular, x es irreducible si y sélo si, {x,x) = 1.

DEMOSTRACION. Del Corolario 2, se tiene que, x = mix; + -+ + ngXx, para

ciertos n; € N. Luego,
(G x) = (naxa + -+ e, naxa + -+ ) = Zninj<Xi> X
i,J

Ahora de Teorema 7, se sigue que
k

ox) = ni=1

i=1
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Proposicién 6 (Ver pagina 19 de [8]). Sea G un grupo y denotemos por xq el
caracter de su representacion reqular (ver ejemplo 7). Entonces:

G| sig=1
0 en otro caso

Ademds, xq tiene la siguiente descomposicion como suma de caracteres irreducibles:

(6) xe= Y, x(Ox.

x€lrr(G)

xa(9)

Definicién 10. Sea G un grupo. La tabla de cardcter de G es una arreglo rec-
tangular S = (a; ;) de nimeros complejos donde

aij = (xi(c;))

donde x; € Irr(G) y ¢; € C; Se conviene que X1 es el cardcter trivial y que ¢; = 1.

Tabla de Caracter de G
1 C2 Cr
X1 | xiler) [ xilea) |- | xaler)
Xz | X2(c1) | xa(e2) | ... | xa(er)
Xr | Xr(e1) | Xr(ca) |- | xo(cr)
CUADRO 4

Ejemplo 9. Construiremos la tabla de caracteres de Dy, del ejemplo 5.
Tenemos:

xl(m(AQ))=X1<<é _OZ-> (0 0i>>:’<1<<_t)1 —01>)

Ocupando la Definicion 7, tenemos que

o(00))--
wtam = ({05 0)) = ((0))
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Ocupando la Definicion 7, tenemos que

()

De esta forma tenemos la siguiente tabla de caracteres:

Tabla de Cardcter de Dy
1| A|A%2| B |AB
Op+ 1] 1|11 1
Op_|1] 1 |1 ]-1]-1
O+ |1 -1} 1] 1]-1
O__|1]-1] 1 |-1
x1 |20 [=2] 0] 0
CUADRO 5

Terminaremos esta subseccién recordando las relaciones de ortogonalidad.

El hecho que Irr(G) es una base ortonormal, dice en particular que

<X’L7Xj |G| ZX’L - 5’Lj

geG

Esta relacion es llamada la Primera Relacién de Ortogonalidad.
Teorema 8 (Segunda Relacién de Ortogonalidad). Sean g,h € G entonces

— C st h son G-conjugados,

e 0 en otro caso

DEMOSTRACION. Sean g1, ¢, . . . , g representantes de las clases de conjugacién
de Gy X la matriz de tamano k x k cuya entrada (¢, ) es x;(g;). Sea D la diagonal
de la matriz que representa la tabla de caracter de G. De la primera relacién de

ortogonalidad, se obtiene

(7) 0ij = ZX’ g ’G| Z ’CG Xz (gm)X (gm)'

gEG

Este sistema de k? ecuaciones es equivalente a la siguiente ecuacién matricial

G| = XDX'
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donde I es la matriz identidad. Si a la ecuacién anterior multiplicamos por X ! por

la izquierda y luego X por la derecha, obtenemos
X YG|IX = DX'X.

Por la Primera Relacion de Ortogonalidad tenemos que:

(8) G165 = xi(9)x;(9)-

geG
Pero, recordando que los caracteres irreducibles son funciones clases y asi constantes

sobre las clases de conjugacion, se sigue que:

k
(9) G165 = 1C(gm)Xi (9m) X5 (9m)
m=1
Esto implica que,
|G| Iy = MDM*

Pero, recordemos que el cuadrado de la matriz inversa por la izquierda es necesaria-

mente la inversa por la derecha, luego
|G|I = DM*M

En general, la entrada (i, j)-éxima por la derecha de la matriz es

k
(10) G165 =Y 1Ca(g)xa(9:)xxk(95)
m=1
Dividiendo ambos lados por |Cs(g:)| = %, tenemos

(11) Ce(g)| =) xilgi)xr(g))

m=1

O

7.1. Caracter inducido y Reciprocidad de Frobenius. Por iltimo, intro-
ducimos la definicién de caracter inducido y el resultado conocido como reciprocidad

de Frobenius (ver [8]). Por lo anterior necesitamos introducir la siguiente definicién.

Definicién 11. Sea G un grupo finito y H un subgrupo de G. Si ¢ es una funcion
de clases en H, llamaremos ¢° : G — C a la funcién definida por

o, ) wlg) sigeH,
go(g)—{ 0 sigé H.
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Sea R un sistema de representantes de GG segin H, entonces

G = Hr

reR
Luego, definimos
|ZZ¢ (hrg(hr)~ ’H’ZZ¢ (hrg(hr)~
reR heH heH reR

Notemos que,

hrglhr)1) { (hrg(hr)™")  hrg(hr)™ € H,

0 si hrg(hr)™' & H.

Pero, ¢ es una funcién de clase de H, es decir, hrg(hr)™' € H es equivalente a

rgr=! € H, de esta forma

-1 -1
_ p(rgr rgr— € H,
Phrg(hryy = PO e
0 sirgr— ¢ H.

Ast, @°(hrg(hr)™1) = ©O(rgr=1). Por lo tanto:

|ZZ<,0 rgr™t) =Y (rgr ).

reR heH geG

Proposicién 7 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H un subgrupo de G. Supon-
gamos que ¢ es una funcion de clase de H y que 0 es una funcion de clase de G,

entonces
<§07 9>H = <90G7 9>G’

DEMOSTRACION. Tenemos lo siguiente:

(12) (¢9,0)c = \G|Z@ \GH ZZw (zgz~")0(g).

geqG geG zelG

Haciendo y = zgx~! y observando que 6(g) = (y), obtenemos

(13) (% 0)c IGH ZZ@ Zso )0(y) = (. 0)n.

yEG zeG yEG



8. SUMAS DE RAMANUJAN 29
8. Sumas de Ramanujan

Denotemos por i el complejo tal que i = —1. Sea e(x) := exp(2miz) con x
un entero positivo. e(x) es una funcién periddica de periodo 1. Como es usual,
denotemos por ¢, (z) la suma de Ramanujan, esto es

n ju
(14) () == Z e(;).
(Gm)=1
La suma de Ramanujan goza de interesantes propiedades, para enunciar alguna de

ellas, necesitamos la siguiente notacion
1, sizln
(15) 513‘” =
0, en otro caso
A continuacién daremos la definicién de la funciéon de Mdébius y la definicion de

la funcion de Euler.

Definicién 12. Sea n € N. Se define la funcion de Mdébius p(n) del siguiente

modo
1 ,stn =1
pu(n) =< (=1)*% | sin es producto de k primos diferentes,
0 , st n es divisible por un cuadrado mayor que 1

La funciéon de Mobius es multiplicativa, y tiene gran relevancia en la teoria de

las funciones multiplicativas y aritméticas.

Proposicion 8. La suma sobre todos los divisores positivos de n de la funcion

de Mobius es cero, excepto cuando n = 1. Es decir

Z/Ad):{;’ .

dn , sin>1

Un resultado importante es la férmula de inversion de Md&bius:

i o= 30 (2)a= S u(3)s

d|z d|(z,n)
dln

Definicién 13. La funcion de Euler ¢(n), estd definida como el nimero de
enteros positivos menores o iguales a n que son primos relativos con n. Se conviene

que 1 es primo relativo con todo entero.

Proposiciéon 9. Sean p un nimero primo y k un entero positivo. Entonces:
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entre si, entonces
¢(mn) = ¢(m)p(n).
Observacion 3. la funcion ¢(n) también se puede escribir como:
$(n) =Y > uld).
k<n d|(k,n)
Ahora reordenando las sumas tenemos

o) = 3 ) = n 3 D

dln dln

Z o(n) = n.

dn

Proposicién 10.

Una importante relacién entre la suma de Ramanujan y la funciéon de Mébius es
la siguiente:
(17) D ca(r) = bupen
din

en otros términos:
n
(18) calt) = ; i (%) doa.

Las dos primeras propiedades de la suma de Ramanujan, tienen que ver con la
funciéon de Euler y de Mobius. En efecto, la suma de Ramanujan puede ser vista

como una generalizacion de estas funciones. Mas precisamente, tenemos:

1. ¢,(0) = ¢(n) es la funcién de Euler
2. cp(x) = cp(1) = p(n) si (x,n) = 1. ¢, (1) es la suma de las n-ésimas raices
de la unidad, y esta es exactamente la funcion de Mébius pu(n).
Nétese que la féormula (18) muestra que ¢,(x) es un entero. Esto representa un
importante hecho aritmético; en efecto, la funcién de Mobius pu, puede ser vista como

p(n) = cp(1). Asi, tenemos la siguiente notable propiedad:

(19) S uld) = 3 ea(1) = néy, { g sin=1

dn dn sin>1
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8.1. A continuacién listaremos una serie de propiedades de la suma de Rama-

nujan que seran demostradas en el Capitulo 3 usando la Teoria de Supercaracteres.

1. Si (m,n) =1, entonces

Cnn (T) = (1) cn ()

para todo x en Z.

2. Si (mx,ny) = 1, entonces

Cnn(TY) = em(T)cn(y).

3. Para n > 1 tenemos

Ademas, ¢, (x) es siempre un entero.

4. Sin = p*ps?---p2 es la factorizacién candnica de n entre los distintos

primos p1,pa,...,pr y d = pf)lp’g2 .- pP es un divisor de n, entonces

ea(d) = [T e ).
=1






CAPiTULO 2

Supercaracteres

La teorfa de supercaracteres fue motivada por los trabajos de C. André (ver [1],
(2], [3], [4]) v Ning Yan (ver [11]) sobre la teoria de representaciones del grupo
unipotente sobre un cuerpo finito. A pesar de que los métodos seguidos por cada
uno de ellos son diferentes, los resultados a los que llegan son equivalentes. En pocas
palabras, ellos obtienen una particion del conjunto de caracteres irreducibles del
grupo unipotente la cual tiene alguna de las propiedades notables que ayudan a
entender la teoria de Caracteres del grupo unipotente. La teoria de supercaracteres,
la cual es una axiomatizacion de los trabajos de C. André y N. Yan, fue introducida

en el 2008 por P. Diaconis e Isaacs en [5].

1. Supercaracteres

Definicién 14. Sea G un grupo finito. Supongamos que X es una particion de
los caracteres irreducibles de G y K es una particion de G. Diremos que el par (X, K)
define una teoria de supercaracteres de G, si:

1. {1} e K
2. x| = K
3. Para cada X € X, el siguiente cardcter
xx =Y x(1)x
XEX
es constante sobre cada K € K.

Los K € K son llamados superclases y los elementos de X son llamados supercarac-

teres de G. También se suele decir que los xx son los supercaracteres de G.
Proposicion 11. Las superclases son uniones de clases de conjugacion.

DEMOSTRACION. Sean u,v € Gy X una particién de Irr(G).

Sobre G se define la siguiente relacion de equivalencia

u ~ v,siy sélosi yx(u) = xx(v),

33
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para todo X € X. Es claro que, u ~ v es una relaciéon de equivalencia, la cual induce
una particién en G.
Las clases de equivalencia segin ~ son los elementos de K, es decir, si C' es clase de
conjugacion, entonces C' C K| para algin K € K.

Ahora, sea X un conjunto no vacio, sobre el cual hay dos relaciones de equiva-
lencia. Sean estas = y ~.

Supongamos que X =Y entonces X ~ Y. Demostremos que la clase de equiva-
lencia segin ~ son uniones de clases de equivalencia segin =.

X=YsiysolosiY =gXg !, luego

Xx(V) =Y x(Mx(Y) =D x(Dx(gXg™") = xx(X)

x€X xE€X
se cumple debido a que yx es invariante por conjugacion.

O

Ejemplo 10. Consideremos X como la particion de Irr(G) cuyos elementos son

todos los singleton posibles de Irr(G) y IC como las clases de conjugacion. Es decir,
X={{x} [ xelr(G)}

K = {clases de conjugacion de G}

Claramente tenemos que {1} € K y |X| = |K|. Ademds, si X = {x}:

xx = > x(x=x

XEX

Ast, la Teoria de Supercaracteres es la Teoria ordinaria de Caracteres.
Ejemplo 11. Sean X y KC definidos como sigue:
X ={X1, Xo}
donde X1 ={1} y Xo={x € r(G) | x #1}. YV
K ={K, Ky}

donde Ky = {1} y Ky = {g € G | g # 1}. Entonces, (X,K), define una teoria de
supercaracteres. En efecto, {1} € K y que |X| = |K| = 2, ademds

XX1:1
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Xx, = > x(L)x =Y (dimx)x.

xXeX x€X
Ast, xx, = Xa — 1, donde xg denota el caracter de la representacion regular.

Los dos ejemplos anteriores de supercaracteres, son validos para cualquier grupo
finito. Existe un mecanismo de construir una teoria de supercaracteres de un grupo
finito, el cual esta basado en un teorema de Brauer. Pasemos ahora a explicar este
mecanismo: sea A un grupo que actua en GG por automorfismos. Luego, A permuta
tanto Irr(G) como el conjunto de clases de conjugacién de G. La particién de las
clases de conjugacion en las A-orbitas produce una particiéon K del grupo G, y sea
X la particién de Irr(G) dados por las A-6rbitas. Un cdlculo sencillo muestra que
para cada A-Orbita X € X, el caracter yx es constante en cada miembro de K . El
lema de Brauer garantiza que |X| = |K]| , y por lo tanto, (X,K) es una teoria de
supercaracteres de G. Este mecanismo es el que ocuparemos principalmente en esta

tesis.

Teorema 9 (Teorema de Brauer, Ver pagina 93 de [8]). Sean G y A grupos, tales
que A actia sobre Irr(G) y A actia sobre las clases de conjugacion G Entonces el

nimero de A-drbitas en Irr(G) es igual al nimero de A-érbitas en G.

Sea G := Aut(G) el grupo de automorfismos de G. Tenemos que G actia sobre

Irr(G) y G como sigue:

» G actia sobre Irr(G), de la siguiente manera,

pef; p-x=x0¢

= G actia sobre GG como sigue

©-g:=p(9)

Mas generalmente, cada subgrupo H de Aut(G) actia sobre Irr(G) y G. Asi,
cada subgrupo H de Aut(G) determina una correspondiente teorfa de supercaracter
(Xg,Ky) para G. Para ser més especificos, H induce una permutacion de Irr(G) y
también permuta las clases de conjugacion de G. Esta descomposicién nos da una
teorfa de Supercaracter para G donde los elementos X; de Xy (= {X1, Xs, ..., X, })
son H—drbitas en Irr(G) y las superclases K; de Ky (= {K1, Ko, ..., K, }) son unio-
nes de H—odrbitas de clases de conjugacién de G. Por el Teorema de Brauer, el

nimero de H—dérbitas de Irr(G) es igual al nimero de H—drbitas inducidas sobre el
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conjunto de clases de conjugacién de G. Por construccién, cada supercaracter (20)

es constante sobre cada miembro de K.

1.1.
que (X, K) es una Teoria de Supercaracter para G. Sea X = {Xj, Xo, ..

Tabla de Supercaracteres. Supongamos que GG es un grupo finito y
., X} con

sus correspondientes supercaracteres

(20) xx = Y x(1)x
xX€X;
y K = {Ki,K,,...,K,}. La tabla de Supercaracteres para G correspondiente a

(X,K) es el arreglo S de r x r cuyos (i, 7) son las entradas de xy, (/). Esta tabla
es analoga a la tabla de Caracteres, donde ahora las filas son indexadas por los

supercaracteres y las columnas por las superclases. Mas precisamente, tenemos

S = (XXi(Kj));:j:l'

Tabla de Supercaracter de GG
K Ky o K,
Xx, | Xx: (K1) | xx, (Ka) Xx, (K7)
Xx | Xx2 (K1) | Xx,(K3) Xx, (K)
Xx, | Xx, (K1) | xx, (K2) |- | X, (K5
CUADRO 1

2. Ejemplo de Supercaracteres del grupo unipotente Uy(F5)

La teoria de representaciones del grupo simétrico 5,, puede ser escrito combina-
toriamente a través de la particion de n. En efecto, cada particion de n se identifica
con un diagrama de Ferrer, ver [7], el cual permite construir la respectiva representa-
cién irreducible. Un fenémeno combinatorio similar ocurre con el grupo de matrices
unipotentes U, (F,) definido sobre el cuerpo F,,.

Recordemos que clasificar las representaciones irreducibles del grupo U, (F,), es
un problema complejo, probablemente intratable para un n arbitrario. A pesar de

esto, André (ver [1], [2], [3], [4]) descubre una manera natural de construir ciertas
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sumas de caracteres irreducibles y ciertas uniones de clases de conjugacién de U,
juntos forman una 1til aproximacién al grupo de representaciones irreducibles.

La nocién de una teoria de Supercaracteres de un grupo finito estuvo motivada
por el trabajo hecho por André y Yan (ver [1], [2], [3], [4], [11]) , de manera que las
particiones del conjunto de {1,2,...,n} := n indexan los supercaracteres de U, (F,)
de manera natural y facil de calcular.

A continuacién ejemplificaremos la Teorfa de Supercaracteres de U,(F,) para
q = 2 yn = 4. Esta ejemplificacién es til para entender la construccién de la teoria

de supercaracteres para el grupo unipotente en general.

Definicién 15. Sea U := Uy(FFy). Todo elemento de U puede ser escrito como

u+1
donde u es de la forma
0 % * =
0 0 *
21
(21) 0 0 *
0 0 0

Como cualquier g se puede escribir como la identidad mds su parte nilpotente,
de esta manera U = {u+1 | u es de la forma (21)}.

Definicién 16. Una particion de n se puede representar mediante un diagrama

que conecta los vértices de este con arcos.
Definicién 17. Para S C {1,2,--- ,n}, sea

Ss = {conjunto de particiones de S},

S=Js.

n>0
donde S, = S12,...n}-
Un arcoi ~ j de K € Sg es un par (i,j) € S x S tal que

l.i<y

2.1 1y j esten en la misma parte de K.
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Ejemplo 12. Sea n = 4 y consideremos la siguiente particion {1,3} U {2,4}.
Ast, tenemos los arcos 1 —~ 3 y 2 ~ 4, el cual se puede representar por el diagrama

que conecta los vértices de la particion dada, es decir

1 2 3

Estas orbitas nos sugieren una manera natural de indexarlas por la entrada méas
lejana no cero de la matriz. Esto es, usar un conjunto de particiones, conectadas por
un arco, donde un arco ¢ —~ [ indica que hay un 1 en la entrada ¢,! de la matriz,
y ceros a la izquierda en la i-ésima fila y ceros bajo él en la [-ésima columna. Por

ejemplo, si tenemos la particién representada por los arcos

<

D St
obtenemos la matriz
0100
0000
0000/’
0000

también se puede utilizar de manera reciproca. De esta forma los conjuntos de par-

ticiones indexan las superclases.

Ejemplo 13. Para n = 4, tenemos 15 particiones.Cada conjunto particion de
{1,2,3,4} es un conjunto de arcos de {1,2,3,4}, donde estos arcos nos indicardn la

posicion del elemento 1 en las entradas de la matriz Uy(Fa) — 1.

0000
e e o o — OOOO
o203 0000
0000
0100
N oo . |0000
o203 0000
0000
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oS o o O

— O O O

o o o O

o o o O

0001

0000
0000
0000

0000

0010

0000
0000

0000

0001

0000
0000

0000
0000

00 01

0000

[ Jop)

[_JoN

0100

0010

0000
0000

0100
0000

0001

0000

0000

0010

0001

0000
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0010
¢ TSN 0001
—
ooz 3 0000

0000

0001

//\\_ _ 0010

roz3 4 0000

0000

0010

/\/\. 0000
o —

rozo3 000 1

0000

0100

SN O 0001
o —

o234 0000

0000

0100

VAV aN 0010
<—

ooz 3y 0001

0000

FEsta biyeccion entre el conjunto de particiones (conectadas por un arco) y la en-
trada mds lejana no cero de la matriz, nos da las superclases, K de Uy(Fs), que lla-
maremos Kl, KQ, Kg, K4, K5, K67 K77 Kg, Kg, KlO; KH, Klg, K137 K14, K15 a cada una
de las matrices anteriores respectivamente. De manera reciproca obtenemos los su-

percaracteres.

Ejemplo 14. Los elementos pertenecientes a las superclases KC, son:

K, =

o O O O
o o O O
o o O O
o o o O
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> O o O

— o O O

S — O O

o o o O

o o o O

o O O O

0
0
0

)7-[{9

o o O

01 u+a v+aw

o O O

S -~
+ 0o +t s —+ o
3 3
— o o o — O O O
o O O o © o o o
oo o0 0o o © o oo
I I
— [ap]
=) =)
bd —
++10+w00
S 3 3
3 3
S 4 0O o ¥ A o o
O o0 oo o o o o
o oo o o o o o
I Il
(o) N
=) =)

)

Estas particiones de las entrada de la matriz nos dardan los supercaracteres de

~
t =
3
a+10
L 3
)
S
+ —~ o o
3
==
o o o o
(‘\
I
3
8
—
3
+ - o o
)
S o o o

— o O O

o o o O

K14 =

Uy.

Para la matriz K; su correspondiente supercaracter X es:
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Lo mismo ocurre para la matriz Ky su correspondiente supercaracter Xs es:

/\ [ J [ ]

1 2 3 4

Siguiendo de la misma forma llamaremos a cada diagrama de arcos por X;:

ESE
I I

>
|

= )
)

X3 = n/_o\[\
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Podemos comprobar claramente que estas superclases reagrupan las clases de

conjugacion que dimos en las tablas 1 y 3, es decir

CiCcKy, (CyCKy C3CKs CfCKg,
Cs C K1, CgC Ko, C7;CK,, CgsC Ks,
Co C K7, CioCHKy CnCKiys CppCHKy
Ci3 C Ky, Ciy C K5, Ci5C Kg, Ci6 C K.

Hemos encontrado los supercaracteres y las superclases de Uy (F,) de esta forma

hemos comprobado que tienen el mismo cardinal y que el {1} estd en las super-

clases, sélo nos falta calcular la tabla de supercaracteres para tener una Teoria de

Supercaracteres.

2.1.  Para calcular la tabla de supercaracteres introduciremos los siguientes

resultados:
Sean m y o particiones de 4, donde sus valores estan ordenados de manera cre-

ciente
1. d(m,0) :=|D(m)ND(0)|, donde D() es la cantidad de arcos de la particién

7, de la misma forma para la particién o.

2. dim(7), es la sumatoria de la resta de los vértices (vértice mayor - vértice
menor) que conectan los arcos de la particién .

3. nst(m) es el nimero de arcos anidados.

Para entender estos célculos daremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 15. Sea m = {1,5,9}U{2,3,6,7}U{4,8} una particion de 9, entonces,

podemos representar esta particion con el siguiente diagrama
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De esta forma podemos calcular los supercaracteres como sigue:

X (K1) =

2. SUPERCARACTERES

(_ 1 ) d(m,0) qdim(ﬂ) —d(m)

qnst(a) (q _

1)d(7‘r,a)

pero en nuestro caso ¢ = 2. Luego, sean X, = {1,2}{3}{4} y Ky = {1,2}{3}{4}
(—1)i21-1

202 1)t

Sean Xy = {1, 3}{2H{4} vy K1 = {1}{2}{3}{4}

XX2<K2)

Xxs (K1) =

(_1)02271
292 —-1)°
A continuacién, presentamos la tabla de supercaracter de Uy(Fs)

=—1.

=2

Tabla de supercaracter de Uy(Fs)

Ky | Ky | K3 | Ky | K5 | Ko | K7 | Kg | Ko | Ko | K11 | Ko | Kz | Ky | K5
Xx;, | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Xx, | 1 |—=1] 1 1 1 1 1 |—-1]-1] 1 1 -1 1 -1
Xxs | 2 0 |—2 0 2 2 0 —2 0 —2 0
Xx, | 410 0 |—4|1 0 0 0 0| —-21] 0 0
Xxs | 1 1 1 1 -1 1 1 |—-1] 1| -1 —1 1 1 —1
Xxe | 2 2 2 2 0 |—-2|0 0 0 0| —-21] 0 0| —-21] 0
Xx, | 1 1 1 1 1 |-1 1] -1 1 1 -1 -1
Xxs | 1 [—1] 1 1 -1 1 1 1 |—-1] -1 1 —1 1 —1 1
Xx, | 1 [—=1] 1 1 1 1 |—-1]—-1] 1| -1 1 1 -1 -1 1
Xx0 | 1 1 1 1 |—-1|1|-1]-1|-1] 1 1 1] -1 1 1
Xx,| 410 |—4]| 4 0 |—4 0 0 0 4 0 0 0
Xx | 410 0 |—-4]-2|0 0 0 0 0 2 0 0
XXi3 | 2 0 |—-2] 2 -2 0 0 0| —-21] 0 0 0
XX, | 2 | —2| 2 2101100 0 | —-2] 0 2 0
Xxis | 1 | —1] 1 —1] 1 |-1]1 1 1 1 1] -1|-1] -1

CUADRO 2




CAP{TULO 3

Supercaracteres del Grupo ciclico y aplicaciones

En este capitulo construiremos una Teoria de Supercaracteres para el grupo

Z/nZ a través del Teorema de Brauer.

1. Teoria de Supercaracteres para el grupo Z/nZ

Sea G un grupo abeliano. Un homomorfismo p: G — C* , donde C* es
el grupo multiplicativo de los nimeros complejos, se denomina caracter de G. Por

lo tanto (en la notacién multiplicativa) p tiene las siguientes propiedades

L p(zy) = p(x)p(y) Yo,y €G
2. p(1) =1, donde 1 es el elemento identidad de G
3. p™(z) =1 para todo x € G, donde m = |G| es el orden de G

En particular, si G es ciclico de orden m y g es un generador de (G, entonces

todos los caracteres de GG son:

pula) = ¢ (—’“) siz— gt

m

para algin a(mod m). Asi, el nimero complejo p(g) es una raiz m—ésima de la
unidad, por lo que es de la forma w = e(%) para algin 1 < a < m. Como cada

r € G puede escribirse de la forma x = ¢* para cierto k, se tiene que

p(x) = p(g*) = p(g)".

Ocupando lo anterior, tenemos que las representaciones irreducibles de Z/nZ son

como sigue:

(22) Irt(Z/nZ) ={ e, : Z/nZ — C* | e, es un homomorfismo}.

2mik

donde, e (k) :=e"n ,para 0 <k <n— 1.
Sea G := Aut(Z/nZ). G actia sobre Irr(Z/nZ) como sigue:

77Z)a’€s ::esowa

45
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donde ez 01, = €4s.

En orden a clasificar las G- d6rbitas de Irr(Z/nZ), veamos cuando dos elementos
de G estan relacionados. Sean e, y es dos elementos de G, con r y s en los enteros.
Asi, e, estd relacionado con ey, si y sélo si, existe a elemento de las unidades del

grupo ciclico, tal que

wa'er = €s.

Luego, para todo k en Z/nZ, tenemos

(erotha)(k) = es(k)

2mir(ak) 2misk
[ n = e n
2mwik(ar—s)
e = = 1

En particular, si £ = 1, entonces
(ar — s) = n.
Tenemos ahora el siguiente lema:

Lema 1. Sean r y s dos enteros, tenemos que (r,n) = (s,n), si y sdlo si, existe
a € (Z/nZ)* tal que ar = s, (mod n).

DEMOSTRACION. Sean 7 y s enteros tal que ar = s con a € (Z/nZ)*, por
demostrar que si (r,n) = t, entonces, (s,n) = t. Si (s,n) = t, existen «, f € Z tal
que

as+0n =t
por hipoétesis, tenemos que ar = s, por lo tanto
alar)+0n = t
aa(r)+pn =t
Es decir, (r,n) = t.
Por otro lado, sean (r,n) = (s,n) = t, por demostrar que existe a en las unidades

del grupo ciclico tal que ar = s.

Tenemos que t divide a r, s y n. Luego existen «, 3, o/, 3’ tal que

(23) ar+pfn = t
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(24) as+08n =t
Tomando la ecuacién (23) y multiplicando por ¢!, se tiene
art '+ pBnt™t = 1
si multiplicamos la ecuacion anterior por s, tenemos
arst ™t + Bnst™t = s
ahora, aplicamos médulo n, tenemos
ast™r = s.
Luego, basta tomar a := ast™!, entonces
ar = st lar
despejando « de la ecuacion (23), tenemos
ar =t — n

multiplicando por st~! y reemplazando a = st~}

st™lar = st7(t— (n)
ar = st7'(t — fn)
ar = s5—fnst!
multiplicando por o/,
aro/ = sa’ — Bnst o/
multiplicando por %,
art™'a/ = st7'a/ — st fBnt o/
art™ o/ = o/s(t7 —t726n)

reemplazando o's segin la ecuacion (24)
art7'a/ = (t—pn)(t"' —t20n)
ahora aplicando médulo n
adrt™t = 1.

Asi, a es invertible.

47
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Proposicién 12. Sean r,s en Z,. Ocupando el Lema 1, tenemos:
e, estd relacionado con eg si y sdlo si, existe a en (Zy,)™, tal que ar — s = n.

O equivalentemente,
(r7 n) = (S’ n)

En orden a clasificar las G-orbitas en Z,, veamos cuando dos elementos de G

estan relacionados. Primeramente, G actia sobre Z,,. Mas precisamente

% k= %(k)

para todo k en Z/nZ.
Sean u y v dos elementos de G. u y v estan relacionados si y sélo si, existe a

elemento en las unidades del grupo ciclico, tal que

Vo u =0

Es decir,

u esta relacionado con v siy sélosia-u=v mod n.

Resumiendo tenemos, las érbitas X, y K, definidas como sigue:
X, := la 6rbita de e, = {e, | (r,n) = (s,n)}.

K, := la érbita de u = {v | (u,n) = (v,n)}.

Definidas anteriormente las 6rbitas X, y K, tenemos el siguiente teorema:
Teorema 10. Por el teorema de Brauer. Sean
X ={X, | r divisor de n}.

K ={K, | u divisor de n}.

entonces el par (X,K) define una teoria de supercaracteres.

Ejemplo 16. Sin = 6, entonces tenemos que los supercaracteres X son:

X, = {61, 65}
Xo = {es,eq}
Xz = {es}

X6 = {66}
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los cuales estan dados por los divisores de 6, y las superclases K corresponden a:

K, = {1,5}
K, = {2,4}
Ky = {3}
Ke = {6}

Calculemos ahora la tabla de supercaracteres. Para cada X; con i divisor de n, el

cardacter xx, es constante sobre cada K; € IC, luego

27i 107

Xxi = L-(a(l)+es(l) = 1-(eF +e6) = 1L
L-(e1(2) +e5(2) = 1-(eF +e6) = —L
L-(e18) +e5(3) = 1-(eF +e76) = —2
L-(ex(6) +e5(6)) = 1-(ed +e5) = 2

o = l-(e()+e(l) = 1-(F +e%) = —1
1-(ea(2) +es(2)) = 1-(e% +e6) = —1
1-(e3(3)+e4(3) = 1-(e5 +e6) = 2

1-(es(6)) = 1-(es7) = 1.

Resumiendo tenemos la siguiente tabla:
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Tabla de supercaracter de 7./ Zg
Ko | Ky | K3 K
Yxo | 1] 1 1
v, | 2 | —1] 2 ~1
xx, | 1|1 [=1 1
Yy | 2 | —1]-2 1
CUADRO 1

2. Tabla de Supercaracter de Z/p“Z, para p primo

En esta seccién, se construird la tabla de supercaracteres para Z,., con p un
nimero primo y a > 1.

Recordar que la funcién de Euler , ¢(n) es una funcién aritmética que cuenta
los niimeros enteros positivos menores o iguales que n que son primos relativos con
n. Asi, tenemos que por definicién ¢(1) = 1, pues el entero 1 sélo puede ser primo

relativo consigo mismo. Ahora si p es primo, se tiene:

¢(p) =p—1.
Mas generalmente,
o) = (-1 (keN)
A continuacién calcularemos la suma de Ramanujan c,«(m), donde o = k. Ana-
licemos primeramente el caso a =1y a = 2.
1. Si a = 1, tenemos

- £ (2

Jj=1

(Gop)=1

Ahora distinguiremos dos casos cuando p divide a m y cuando p no divide
a m.

Caso 1: Si p divide a m, entonces m = kp.

cp(m) = ij—1_1€<j%)
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Caso 2: Si p no divide a m, entonces m =kp+r, 0 <r < p.

cp(m) = Ep]:l e(@#)
= >'._. e(jk+%>

) = Sjea,e (%)

2. Si a0 = 2, tenemos

j=1
(4:p?)=1

Distinguiremos dos casos: cuando p? divide a m y cuando p? no divide a m.

Caso 1: Si p? divide a m, entonces m = kp?.

ce(m) = Y, e(%)

Caso 2: Si p? no divide a m , entonces m = kp? +r, 0 < r < p?. En este
caso, distinguiremos dos subcasos segin p divide a m y segin p no divide

a m.
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Si p divide a m, se tiene

¢y (m) = Zp2j:1 e <j(k;z;;+r))

(J;p2 =1 ‘

= YV, e <]k‘+ i)—;)
(J;p )=1 '

= ¥, elk) e ()
(J;Iﬂ =1 ‘

= = o)
(4,p?)=1

Por otro lado, p divide a m si y sélo si, p divide a r lo que es equivalente a

tener r = Ip. Sea A2

={jez/p’L| (j,p*) =1}
Z]GA 2 € <jl>

i

(2

JGZ/PQZ €
0— Z]EAC
JEAC
_#A;2
_p'

—

0

Si p no divide a m, tenemos

(m)

como, A% = {p,2p, 3p,- -

2 . 2 r
ZI()'j?)l . <](k1;’2+ ))
J,p7)=
2 . -
> e (Jk + #)
(G:2)=1 |
S (k) e (5)
Gp)=1 : |
Siccq e (§) - Tiesy (3)

_ ir
0 ZjeAZQ € <p2>
_ ir

ZjeA;Q € (p2>

} =p-Z/pZ, entonces j = u - p, luego

)

0.

P
u=1

upr
2

:)

(m)

ur
p
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Ahora veamos cuando « es mayor que 2, tenemos

e () = pzmj ¢ (;—i)

j=1
(4,p™)=1

Distinguiremos dos casos: cuando p™ divide a x y cuando p™ no divide a x, entonces
Caso 1: Si p™ no divide a x, entonces x = kp™ +r, 0 < r < p™. En este caso,
distingueremos dos subcasos mas segin p™~! divide a z y segin p™~! no divide a x.

Si p™~! divide a z, se tiene

m j(kp™+r
(@) = T ()

(Gpm)= .
= >7 i € (jk‘+ Z%)
(p™)=1 '
= Y ek e ()
(pm)=1

p™~ ! divide a x si y sélo si p™ ! divide a 7, lo que es equivalente a tener

r=Ipm 1t 0<1<p, asi,

cmle) = X7 e(d)

Sea Apm :={j € Z/p™Z | (§,p™) = 1}, luego

Cpm (.CE) - ZjGZ/me € (%) - Z]GAzm € <];)

l
= 0—> 4 € (J—
Z]GAPm P

- _ i
o ZjeA;m € <p>

= —#A

= —pm L
Como

HL/P"L = F Apm + FEA .
Tenemos,

ASe = P —o(p™)

I
S|
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Si p™~! no divide a z, tenemos
Com (:1:) _ mej:1 e <j(kg;z+r))
(4,p™)=1 ‘
D NC <jk+;—;>
(4,p™)=1
(d,p™)=

como, A, = {p,2p,3p,---} =p-Z/p™ 'L, entonces j = u - p™ ", luego

- _ Jr
() = ZjeA;m € <pm>
pmfl Upm_l’f‘
- u=1 € pm

m—1 wr
= = u=1 © 3

= 0.

Caso 2: Si p™ divide a z, entonces x = kp™.

m

Grl@) = T e (42)

(jpm)=

= Zp j=1 6(]k)
(4:p™)=1

= o(p™)

= p"Hp—1).

Resumimos lo anterior en el siguiente lema:

Lema 2. Para todo p numero primo y m entero. Tenemos:

Pl p—1) siplx,

(25) epm(z) =< —pmt si p™ Jx pero p™t|x,
0 si p™ fx pero p™ ! fr.

Notemos lo siguiente

(26) e (1) = p(p™), e (™) = ¢(p™),

donde p(n) denota la funcién de Mobius.

Debido a que los divisores de p® son precisamente los nimeros d; = p'~! para i =
1,2,...,a+1, por el lema anterior tenemos que (4, j) son las entradas (a+1) x (a+1)

de la matriz S = S(p®) dado por:
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Corolario 4. i m = 1 — 1, entonces podemos escribir lo anterior como una

matriz S; j, donde i,j son las entradas de una matriz de orden (k+1) x (k+1)
1 st =1,
, 2(p—1) sii+j<k+2,
O Sumeupitoy = P T s
—pi=2 sii+j=k+3,
0 sti+ g > k+ 3.

Ejemplo 17. Siguiendo la misma idea del ejemplo 16, calculemos la tabla de
Supercaracter de S(9) = S(3?).
Los supercaracteres de Zg son X = {Xo, X3, X1} y las superclases son K = { Ko, K3, K1},
realizando algunos cdlculos simples, obtenemos la siguiente tabla de Supercaracteres
de Zy.

Tabla de supercaracter de Zgy
Ky | K3 K
Xxo| 1 | 1 1
Xxs | 2 | 2 -1
Xx; | 6 | =3 0
CUADRO 2

Podemos también comprobar facilmente usando el Corolario 4 que la tabla de

Z32 es

Tabla de supercaracter de Zs2
Ky K3 K
X Xo 1 1 1
Xxs| 3—1 [3—-1] -1

Xx, |3(3—=1)| =3 0
CUADRO 3

Ejemplo 18. Ahora sin importar quien sea el niumero primo elegido, si su po-
tencia es 2 0 3, (ocupando el Corolario 4), se sigue inmediatamente que:
1 1 1
Sp)=| p-1 p-1 -1
plp—1) —p 0
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1 1 1 1
p—1 p—1 p—1 —1
pp—=1) plp-1) -p O
-1 —p 0 0

S(p*) =

3. Producto de Supercaracteres

Dadas dos teorfas de Supercaracteres (X1,K1) y (X2,K2) de dos grupos finitos
GG1 v G5 respectivamente. Se puede construir un producto natural de la teoria de

Supercaracteres sobre G; X (G5. Teniendo

K=K KV, K K = (R KD K

xl = {X1(1)7X2(1)7 s >X7£1)}7 x2 = {X1(2)7X2(2)7 s 7X5(2)}
primero definimos

K= ,Cl X ICQ.
Por otro lado,

Irr(Gy x Go) = Irr(Gy) x Irr(Gs),

esto indica considerar X, como sigue:
X=X, x Xy,
Ahora un sencillo calculo nos muestra que

(28) X, x@ (91, 92)) = X0 (90X x 2 (g2),

siempre que g; v go pertenezcan a GGy y Gg respectivamente. En particular esto

implica que xx,xx, s constante sobre cada elemento de K. Ahora, debido a que
X = X1 [[%2] = |[KA[IKC| = K],

podemos concluir que (X, ) define una teoria de Supercaracteres sobre G; X Gb.

Recordemos que si G; y G5 son grupos finitos, entonces
Aut(Gl) X Aut(GQ) - Aut(G1 X Gg),

notese que la igualdad no se tiene en general.
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Sean G1 = Z/mZ, Gy = Z/nZ, con m y n primos relativos, tenemos que
(Z/mZ) x (Z/nZ) ~ Z/mnZ,
asi
Aut(Z/mZ) x Aut(Z/nZ) ~ Aut(Z/mnZ),
equivalentemente, por Teorema 1, tenemos:
(Z)mZ)* x (Z/nZ)* ~ (Z/mnZ)™.

Asi, la funcion

(29) O :Z/mZ x L/nZ — 7/mnZ

definida por ®((a, b)) = ab (mod mn) es un isomorfismo. En particular, si (md, nd") =
1, entonces

(30) Crn(dd") = e (d)en(d)

cuando d y d' sean divisores positivos de m y n, respectivamente. Es decir, sean
G1=7Z/mZy Gy = Z/nZ, con

Kl = {a€Z/mZ:(a,m)=1}

K%, = {beZ/nZ:(bn)=1}
De manera equivalente tenemos

XTl(m) = {a€Z/mZ: (a,m)=1}

asi,

Xx. (@) = Y x(1)x()
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Xx. () = D x(Dx(x)

k=1
(kydn)=1

= ¢q,(x)

Luego,

X (@) = > x(x(=)

XEXm X Xnp,

= Y ewn(@)

E(S’T)EXmXXn

I )

(srymn)=-""2—

dmdn

=Y Y W ()
(s,ni)zzlﬁ(r,’r:)zzlﬁ

- e W ()
(s,m)= - (ran— 2

- () ()
(s,m) = (rﬁzzlﬁ

En particular, por (29) tenemos que

(K xK? Y={ce€Z/mnZ : (c,mn)=1}

T(m) T(n)
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y que
®((d,d")) = dd'(mod mn)

siempre que d|m y d’|n. poniendo todo esto junto y usando (28) junto con el Corolario
4 da lo deseado
(31) S(mn) = S(m) ® S(n)
siempre que (m,n) = 1.
Ejemplo 19. Vamos a a calcular las tablas de Supercaracteres de S(2) y S(3).
Sean X = {X1, Xs}, los supercaracteres de Zo y K = {K1, Ky} las superclases

de Zso , realizando algunos cdlculos simples, obtenemos la siguiente tabla de Super-

caracteres de Zs.

Tabla de supercaracter de Zs
K, Ky
Xx, | 1 1
Xx; | 1 -1
CUADRO 4

Sean X = {X1, X3}, los supercaracteres de Zs y K = {K1, K3} las superclases
de Zs, realizando algunos calculos sencillos, obtenemos la siguiente tabla de Super-

caracteres de Zs.

Tabla de supercaracter de Zs
K3 K
Xxs | 1 1
Xx; | 2 -1
CUADRO 5

Ahora, teniendo en cuenta la tabla de supercaracteres calculada en el ejemplo 16,

podemos afirmar que

S(6) = S(2) ® S(3)

Una importante consecuencia de (30) es el hecho que las sumas de Ramanujan
¢ () son multiplicativas respecto al subindice n (ver [5]) . Este hecho lo describen las
propiedades enunciadas en el Capitulo 1, subseccién 8.1, las cuales demostraremos

a continuacion.
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1. Dado que (m,n) = 1, se sigue de la ecuacién (30) que
Cmn((€;mn)) = cqn((c;m)(z, 1)) = cn((c,m))en((c, 1))

de donde ¢ () = e (x)e,(x) por (31).

2. Dado que (m,n) = (x,n) = (y,m) = 1, se sigue de (30) que

Cmn((Ty, mn)) = cmn((x,m)(y, 1)) = cpl(z,m))ca((y,n)

de donde ¢y (2y) = cm(x)en(y) por (31).

3. Esta propiedad se resume de (26) y del Lema 2. La parte fundamental de

¢, se sigue del Lema 2 y los valores explicitos dados en (27).



CAPiTULO 4

Una Teoria de Supercaracteres para el grupo Diédrico

1. Grupo Diédrico

En este capitulo calcularemos primero los automorfismos del grupo diédrico,
basandose en la teorfa de Supercaracteres construida para el grupo ciclico. Los ele-
mentos del grupo de automorfismos de D,,, serdn usados para construir una Teoria

de Supercaracteres del grupo Diédrico.
Teorema 11. Aut(D,,) = (Z/nZ)* x Z/nZ.

DEMOSTRACION. Sean v € Aut(D,) y Ay B € D,,, definidos en el capitulo 1,
seccién 3, entonces y(A) € (A) y v(B) € (A), pues el orden de (A7B) es igual a 2,

el cual es diferente de n, con 1 < j <n — 1. Asi,

1(4) = A
v(B) = A'B.
para algtn s y t. Por lo tanto,
y(A) = A

v(A'B) = A®MB.
De este modo, un automorfismo v de D,, queda determinados por enteros s y t,
donde 1 <s<n—1y0<t<n-—1.Se escribira, si no hay peligro de confusion,
Y = Vst
Consideremos ahora la accién de (Z/nZ)* sobre Z/nZ por:
¢ : (Z/nZ)* — Aut(Z/nZ)

S — Qs

donde
0s : L/nl — Z/nZ

t — st
De esta accién se definird el producto semidirecto (Z/nZ)* x Z/nZ:

(51,t1)(82,t2) = (5152, t1 + s, (t2)) = (5152, t1 + s1t2).
61
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Sea 1) definido como sigue:

v Aut(D,) — (Z/nZ)* x Z/nZ
Vst — <Svt)

Tenemos que ¥ es un homomorfismo.

V(Vsr,0) 0 (Vsnta) = (8182, 11 + s1t2)
= (s182,t1 + s (t2))
= (s1,t1)(s2,t2)

(751,t1)(”)/527t2)(AiB) = 781,t1(Ai82+tQB)
A(i52+t2)51+t1B

Atbs2sit+(tesi+t) B

lo que implica que ¢<731,t1)(732,t2) = (51527 th+ 51t2> = w(7817t1)¢<7827t2>’
Claramente 1 es un isomorfismo. La inyectividad viene directamente del hecho:

Vs € Ker(1) = ¥(yss) = (1,0) = 75 = 1Id.

Esto demuestra el teorema. O

2. Supercaracteres del grupo Diédrico D,

2.1. Supercaracteres. Para construir una teoria de Supercaracteres (segin
el Teorema de Brauer, ver 9), usaremos las acciones del grupo diédrico sobre Irr(G)
y sobre si mismo vista en pagina 35 de esta tesis. Distinguiremos segin n sea par o

impar.
Conservando la notacién del Teorema 11, sea ¢ = 15, € Aut(D,). Tenemos:

2.2. G actia sobre Irr(D,,). En el grupo diédrico, los caracteres irreducibles
se pueden distringuir entre los caracteres de dimension uno y los de dimensién dos.
Como el comportamiento de los caracteres no es homogéneo, debemos distinguir

dos casos: el caso cuando n es par y cuando n es impar.
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2.2.1. Caso n par. Dados 1 < u,v < 3 — 1. x,, esta relacionado con x, siy
sélo si, existe (i,7) en (Z/nZ)* x Z/nZ tal que

Q,U(i,j) * Xu = Xv-
Entonces,
(Xu © %)) (A) = xu(A)
luego,
(32) Xu(A) = xu(4)
(33) e = gy

donde 7" = cos(*“) 4 isen(*). Tomando en cuenta que la funcién coseno es una

n n

funcién par y la funcién seno es una funcién impar, la ecuacién (33), se nos reduce

a
cos(FH) = cos(¥Y)
rui | o _ 2
g = m
ua + 21 = v

donde 27 significa multiplo de 27. Ocupando Lema 1, tenemos que, existe a en la

unidades del grupo ciclico, tal que
au=v (mod n),
donde u es divisor de n.
Proposiciéon 13. Sean x,, xs. Tenemos que x, ~ Xs st y solo si,
s=ar

cona € 7). Asi,
O(xr) = {Xar | a € Z};}

También la orbita de x.,., puede ser descrita como:

Ow) = {xs | (rm) = (s,m), 1<s<2—1)

O(x,) = {Xad | a € Z;}

con d = (r,n).
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DEMOSTRACION. Primero demostremos que O(x;) = {xar | @ € Z}} es equiva-
lente a O(x,) = {xs | (r,n)=(s,n), 1<s<5—1}conl<r<§-—1
Sea x € O(x,), entonces

X = Xar, Dparaalgina € Z’
luego, debemos probar que (r,n) = (s,n), es decir
(Tv n) = (CLT‘, n)

Si d = (r,n), entonces d = (ar,n). Luego, d = (ar,n) si y sélo si

1. dlar y d|n
2. d'|ar y d'|n, entonces d'|d

Es claro que la primera condicién dada se cumple, debido a que d = (r,n),
entonces d|n y d|r, por lo tanto d divide a cualquier miltiplo de r, es decir, d|ar.

Ahora, si d'|ar, entonces existe u € Z,, tal que

ar = ud'
como a € Z), ocupando Lema 1,
U
ar = ud
r o= a ‘ud

Es decir, d'|r y d'|n, entonces d'|d, pues d = (r,n).
Sea s tal que (r,n) = (s,n) y 1 < s < % — 1, por demostrar que x5 € O(x).
Basta ver que,
s=ar paraalgina€Z,.
Como (r,n) = (s,n), ocupando el Lema 1, existe a € Z) tal que
ar = s

Ahora, demostremos que la descripcion de las o6rbitas de x, son equivalentes, es
decir, O(xr) = {xs | (1,n) = (5,n), 1 <s<F—1}conl <7 < 7 —1esequivalente
aO(xr) ={Xaa | ¢ € Z)} con d = (r,n).

Sea x € O(xr) = {xs | (rnn) =(s,n), 1<s<F—1}conl<r <5 —1,

entonces

X = Xs
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con (r,n) = (s,n) = d. Luego, debemos demostrar que x € {xaa | @ € Z}, es decir,
X = Xad, Dparaalgin a € Z*

Asi,
X = Xs = Xar

como (r,n) = (d,n) por lema 1, existe o € Z* tal que
r=aod

de esta manera,
Xar = Xaad
Ahora, si x € {Xaa | @ € Z}}, entonces

X = Xaa Daraalgin a € Z
Nuevamente, ocupando lema 1, existe a € Z, tal que
r=ad

asi, a~'r = d, de esta forma
Xad = Xaa~1lr
O

Ejemplo 20. Paran =6. Sea 1 <r < 2, luego existen dos representaciones de
dimension dos x1, x2 € Irr(G). Encontraremos las drbitas de estas representaciones

ocupando la Proposicion 13. Asi, tenemos,
Ox1) = {xae1la€e{1,5}}conl1<a-1<2

= {Xl}

O(x2) = {xa2la€e{l,5}} conl<a-2<2
= {x2}

Ejemplo 21. Paran =38. Sea 1 <r < 3, luego existen tres representaciones de
dimension dos x1, X2, X3 € Irr(G). Encontraremos las drbitas de estas representa-

ciones ocupando la Proposicion 13. Asi, tenemos,
Ox1) = {xa1|la€{1,3,5,7}} con1<a-1<3

= {X1,X3}
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O(x2) = {Xa2]a€{1,3,5,7}} con1<a-2<3
= {xo}

Ejemplo 22. Paran = 10. Sea 1 < r <4, luego existen cuatro representaciones
de dimension dos x1, X2, X3, X4 € Irr(G). Encontraremos las drbitas de estas
representaciones ocupando la Proposicion 13. Asi, tenemos,

Ox1) = {Xa1|a€e{1,3,5,7,9}} conl1<a-1<4

= {x1,xs3}

O(x2) = {Xa2|a€{1,3,5,7,9}} conl1<a-2<4
= {x2 xa}
Representaciones unidimensionales. Sin peligro de confusién nombraremos
las representaciones unidimensionales por 64 4,0, _,0_ ., 0_ _.

Ahora, veamos cuando dos de estas representaciones estan relacionadas. Tene-

mos:

1. 04 4 estard relacionado con 6, _, siy sélo si, existe (a,b) en (Z,)* X Z, tal

que
77Z}(a,b) 044 = O4-
0+ 4 © V(ap) = 0,
(Bsos 0 Ba)(A) = 04 (4)
B (A7) — 0, (4)
(04.4(A))" = 0, (4)
1 = 1
Yap) - 04+ = O4-
04+ © V(ap) = 04—
(044 0 Yiap)(B) = 0,-(B)
04+ (AB) = 04-(B)
(0.4 (A))"(0:(B)) = 0,_(B)
1 # —1.

Por lo tanto, 6, 1 no esta relacionado con 6 _.
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2. 6,4 4 estara relacionado con 0_ ., siy solo si, existe (a,b) en (Z,,)* X Z,, tal

que

Y(ap) - 0+ + = 0+

0+ + © V(ab) = 04
(04 0 Pan)(A) = 0-4(4)
r4(A%) = 0_4(A)
(64,+(4))" = 0-+(4)
1 £ —1.
V(ap) - O+ = 04
01+ © Viap) = 0_4
(044 0 Viap)(B) = 0_.(B)
0.1 (AB) = 0_.(B)
(04.4+(A)"(04.4(B)) = 0_4(B)
1 = 1.

Por lo tanto, 6, | no estd relacionado con 6_ .

3. 64 + estara relacionado con #_ _, siy solo si, existe (a,b) en (Z,)* X Z,, tal
que
VYap) O+ = 0 -
01+ 0 Yiap) = 0__
(04 + 0 Y@p)(A4) = 0-_(A)
0, (A7) -0
(0++(A))° = 0__(4)
1 £ 1.
Viap) 01+ = 0__
04+ 0 Pap) = 0__
(044 0Uap)(B) = 0__(B)
04+(A"B) = 0--(B)
(0++(A)*(04+(B)) = 0-_(B)
1 £ 1.

Por lo tanto, 0 | no estd relacionado con 6_ _.
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4. 6, _ estard relacionado con 0_ ., siy solo si, existe (a,b) en (Z,)* x Z, tal

que
V(ap) - O+, = 04
01— © Viap) = 04
(04— 0Pap)(A) = 0 4(A)
0, (A" = 0.(A)
(0+.-(A))" = 0_.(A)
1 £ 1.
Y(a,b) A = 0_4
01— © V(ap) = 0_4
(04— o Y@n)(B) = 0_+(B)
0. (A°B) = 0_.(B)
(01, (A)°(0+.-(B)) = 0-4(B)
1 £ 1.
Por lo tanto, 64 _ no esta relacionado con 6_ 4,
5. 64 _ estara relacionado con #_ _, siy solo si, existe (a,b) en (Z,)* X Z,, tal
que
w(a,b) '9+,— = ‘9—,—
01— 0 ap) = 0
(04— o Pap)(A) = 6--(4)
0, (A7) — 0 (4)
O, () = 0. (4)
1 4 1.
¢(a,b) ‘6+,— = 9_,_
0r o Y(ab) = 0__
(04— 0V@uy)(B) = 0__(B)
0. _(A°B) = 0__(B)
(0+-(A)*(04,-(B)) = 0-_(B)
1 _—

Por lo tanto, 6 _ no esta relacionado con 6_ _.



2. SUPERCARACTERES DEL GRUPO DIEDRICO D, 69

6. 6_ + estara relacionado con #_ _, siy solo si, existe (a,b) en (Z,)* X Z,, tal
que

¢(a,b) '9—,+ = ‘97,7

O+ ©Viap) = 0__

(0—+ © Y@p)(A) = 6-_(A)

0. (A — 04

O (A = 0 (4

(0_ 1 (A))* # —1 para algin a € Z
z/J(a,b) : 97,+ = (9,’,
0+ ©P(ap) = 0__
(6. obun)(B) = 6. (B)
6_ . (A°B) = 60__(B)

(0 (A)(6_ 1 (B)) ,
(6_(A)'(6_1(B)) # —L

I
=
|
—
S
SN—

Por lo tanto, 6_ ; no estd relacionado con 6_ _.

Resumiendo lo anterior, tenemos:

Teorema 12. Los supercaracteres del grupo Diédrico son:

X={{01+1{0+-}{0-+}.{0--},0(x:)}

con O(x,) segin la Proposicion 183.

2.3. ¢ actua sobre (G. Recordando las distintas clases de conjugacion para

el grupo Diedral. En el caso par, ellas son:

{1}, {Az}, {A A con 1 < u < —
{B,A’B,.--  A""'B}, {AB, A3B,--- , A"\ B}

las cuales nos sirven para hacer el calculo de las superclases.
Sean A%, A, B € G, con 1 <wu,v < § — 1 entonces
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1. A% estard relacionado con AY, si y sélo si, existe (a,b) en (Z,)* x Z, tal

que
Piap) - A2 = A°
Dap(A7) = A
Aga — Av
Azav =
sa—v =
sa—v =0 modulo n

n ’ .
Como n es par y a € Z), entonces A2 no esta relacionado con A" .

2. A% estara relacionado con B, si y sélo si, existe (a, b) en (Z,)* x Z, tal que

w(a,b)'A§ = B

Yap(AZ) = B
A3z — B.

Por lo tanto, Az no estd relacionado conB .

3. A% estara relacionado con AB, si y slo si, existe (a,b) en (Z,)* x Z, tal

que
¢(a,b)'A% = AB
Vap(A2) = AB
Az = AB
Azl = B.

Por lo tanto, A% no esta relacionado con AB .
4. A" estard relacionado con AY; si y sélo si, existe (a,b) en (Z,)* x Z, tal

que

77Z)(a,b)'Au = A
w(a,b)(Au) = A’

Aua — A
Aua—v -1

ua — v =N

ua v modulo n
(u,m) = (v,n).

Por lo tanto, A* estd relacionado con A, si y sélo si (u,n) = (v,n).
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5. A" estard relacionado con B, siy sélo si, existe (a,b) en (Z,)* X Z, tal que

w(a,b) -A* = B
Vap(A*) = B
Ave = B.

Por lo tanto, A" no esta relacionado con B .
6. A" estard relacionado con AB, si y sélo si, existe (a,b) en (Z,)* x Z, tal
que
Ylap) - A" = AB
Yan(A*) = AB
Ava—l = B.
Por lo tanto, A" no esta relacionado con AB .

7. B estard relacionado con AB, siy sélo si, existe (a,b) en (Z,)* X Z, tal

que
Yiap) - B = AB
w(a,b)(AbB) = AB
Ab1 = 1
Ab-1 = 0
A1 =1 médulo n
Ab =1 médulo n

Por lo tanto, B no esta relacionado con AB .

Podemos resumir lo anterior, en el siguiente teorema:

Teorema 13. Las superclases K del grupo Diédrico para n par son:
{1}y {A2} {A'B,coni par} {A'B,,con i impar}
y la superclase, que nombraremos K,, estd dada por:
Kg={A* A"7* tal que (n, k) = d}
donde d divisor den y d < 3.

Algunos ejemplos,
a) Paran = 6 tenemos, {A', A%}, {A? A*}, veamos si A! estd relacionado

con A% entonces debemos ver si existe (a,b) en (Zg)* X Zg. Asi,

l-a—2=6
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Como Zg = {1,5}, entonces A' no esta relacionado con A?. Es decir,
{A, A%}y {42, AL
b) Para n = 8 tenemos, { A, AT}, {A2, A%}, {43, A%} veamos si A ~ A2,

Al ~ A3 A? ~ A3, entonces debemos ver si existe (a, b) en (Zg)* X Zs.

Asi,
l-a—2 = 8
l-a—3 = 8
2.4—3 = 8§

Como Z§ ={1,3,5,7}, entonces

Al o4 A2
AINA3
A2 L A3

Es decir, {A1, A7, A3, A5} y { A2, AS}.
c¢) Para n = 10 tenemos, {A', A%}, {A?, A%}, {A3 A"}, {A% A%} veamos
si A~ A% AL ~ A3 AL ~ A A% ~ A3 A% ~ A% entonces debemos

ver si existe (a,b) en (Zyg)* X Zyo.Asi,

l-a—2 = 10
l-a—3 = 10
l-a—4 = 10
2.a—3 = 10
2.a—4 = 10

Como Zj, = {1,3,7,9}, entonces

AL 4 A2
Al o~ A3
AL 4 A
A2 4 A3
A2~ A

S N N

Es decir, {A, A%, A3 AT} v { A%, A8 A%, ASY}.
Ejemplo 23. Para n = 8, segun los calculos realizados anteriormente, tenemos

X={{0++}{0+-}{0-+},{0- -}, {x1. x3}: {xa}}
K= {{1}7 {A4}7 {A27A6}7k17k2’ k3}
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Sean, ky = {A!, A3, A%, AT}, ky = {B, A2B, A'B, A°B} y ks = {AB, A>B, A°B, A"B}.

Ast, podemos calcular la tabla de supercaracteres,

= 2 (cos(%2) + isen(3%2) + cos(=E2) + isen(=22))
— 2. (14i0+1+0)
= 4

X2(4%) = 2-(n** +n7*?)

— 9. (cos(%) + zsen(%) + cos(= 28”'4) + zsen(—2§r4))

2. (=1 4140+ —1 +i0)

= —4
(x1+x3)(AY) = 2- (a(A%) + xs(4Y)
= 2-( Tt )
= 2 (cos(3?) 4 cos(ZZ2) + cos(F2) + cos(Z2E2))
— 2. (c14 -1+ -1+-1)
= 8.
O +xs)(4%) = 2 (a(4%) +xs(4%))
2. (N2 412 4 B2 4 gB2)
2 - (cos(¥Z2) + cos(=22) 4 cos(*Z0) + cos(=22))
2.(0+0+0+0)
= 0.

(x1 +x3)(AY) = 2-(xa(AY) +xs(AY)
OISR R S A
- (cos(%% 1)—1—003( 2“)—1—005(73)4-605( 2§T3))

2

=B I N
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Tabla de Supercaracter para Dg
Elemento | 1| A* | A% | ky | ko | ks
0. (1|1 ]1][1]1]1
b, 1] 1|1 ]1]-1]-1
o_, |1|-1|-1]-1]1 |1
o__ |1|-1|-1]-1]-1]-1
X2 114 ]|—-4] 000
Apinsy [2]-8] 0101010

CUADRO 1. Tabla de Supercaracter para Dg

En conclusién tenemos el célculo para los supercaracteres del grupo Diédrico D,
cuando n es par, considerando las superclases descritas en el Teorema 13.

Consideremos el elemento A* en la superclase Ky, tenemos que para 1 < r < 5—1
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Consideremos la Superclase A2. Tenemos que para 1 < r < 5—1

ox, (A7) = > X(1)x(A?)
XEXr
= 2- 3 Xar(A2)
a€LY
= 20 > xs(42)
1<s<2-1
- 2 Z Xad(A%)
d=(r,n
1<r<2o1
a€Zy
= 9 Z nad§+n—ad%
d=(r,n
1§r§g—1
A€y .
= 2. 3 2605(%?:15)
d=(r,n
1<r<21
a€Zy
= 4. > cos(mad)
d=(r,n)
1<r<2il
a Z;f
Consideremos la Superclase B
ox,(B) = > x(1)x(B)
XEXr
= 0
Consideremos la Superclase AB
ox,(AB) = > x(1)x(4AB)
XEXr
= 0

2.3.1. Caso n impar. Dados 1 < u,v < ”T_l X« esta relacionado con x, siy

sélo si, existe (i,7) en (Z,)* x Z, tal que
¢(z’,j) * Xu = Xv-

Entonces,
(Xu © ¥(i)(A) = xu(4)

luego,

(34) Xu(A) = xu(4)
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(35) nuz+77—uz — 77U+77_U‘

donde n% = cos(#=4) +isen(#). Tomando en cuenta que la funcién coseno es una

n n

funcién par y la funcién seno es una funcién impar, la ecuacién (35), se reduce a

cos(3=4) = cos(*2)
iy - i
ua + 2w = v

donde 27 significa multiplo de 27. Ocupando Lema 1, tenemos que, existe a en la

unidades del grupo ciclico, tal que
au=v (mod n)
y u divisor de n.
Proposicion 14. Sean x,, xs. Tenemos que x, ~ Xs St y solo si,
s=ar

con a € 7). As,
Oxr) = {Xar | @ € Z;;}

También la orbita de x,, puede ser descrita por:

O(XT) = {XS | (T,n) = (San)a 1 S S S
conl <r< "T_l Y

O(xr) = {Xaa | a € Zy}

con d = (r,n).

DEMOSTRACION. Primero demostremos que O(x,) = {Xar | @ € Z}} es equiva-
lente a O(x;) = {xs | (r,n) =(s,n), 1<s<"F} conl<r<i3h
Sea x € O(x;,), entonces

X = Xar, Dparaalgina € Z)
luego, debemos probar que (r,n) = (s,n), es decir
(T7 n) = (G/T', 77,)

Si d = (r,n), entonces d = (ar,n). Luego, d = (ar,n) si y sélo si

1. dlar y d|n
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2. d'|ar y d'|n, entonces d'|d
Es claro que la primera condicién dada se cumple, debido a que d = (r,n),

entonces d|n y d|r, por lo tanto d divide a cualquier multiplo de r, es decir, d|ar.

Ahora, si d'|ar, entonces existe u € Z,, tal que

ar = ud’
como a € Z), ocupando Lema 1,
/
ar = ud
r o= a 'ud

Es decir, d'|r y d'|n, entonces d'|d, pues d = (r,n).
Sea s tal que (r,n) = (s,n) y 1 < s < "L por demostrar que x, € O(x,). Basta

ver que,

para algin a € Z,;.

Como (r,n) = (s,n), ocupando el Lema 1, existe a € Z) tal que
ar =s

Ahora, demostremos que la descripcién de las orbitas de y, son equivalentes, es

decir, O(x,) = {xs | (r,n) = (s,n), 1<s< 21} conl<r <21 es equivalente

2
a O(xr) = {Xada | @ € Z;} con d = (r,n).
Sea x € O(xr) ={xs | (r,n) =(s,n), 1<s< ”T_l} conl<r< ”T_l, entonces
X = Xs

con (r,n) = (s,n) = d. Luego, debemos demostrar que x € {xaa | @ € Z)}}, es
decir,

X = Xad, Para algin a € Z,
Asi,
X = Xs = Xar
como (r,n) = (d,n) por lema 1, existe o € Z* tal que
r=ad
de esta manera,

Xar = Xaad
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Ahora, si x € {Xaa | @ € Z)}, entonces
X = Xaa Daraalgin a € Z
Nuevamente, ocupando lema 1, existe a € Z,° tal que
r=ad

asi, a~'r = d, de esta forma
Xad = Xaa~1r
O
Ejemplo 24. Paran ="7. Sea 1 <r < 3, luego existen tres representaciones de
dimension dos x1, X2, X3 € Irr(G). Encontraremos las drbitas de estas representa-
ciones ocupando la Proposicion 14. Asi, tenemos,
O(x1) = {Xxa1]a€{1,2,3,4,5,6}} conl1<a-1<3
= {x1,x2, x5}
Ejemplo 25. Paran =9. Sea 1 <r < 4, luego existen cuatro representaciones

de dimension dos x1, X2, X3, X4 € Irr(G). Encontraremos las drbitas de estas

representaciones ocupando la Proposicion 1/4. Asi, tenemos,

O(x1) = {Xa1|a€{1,2,4,5,7,8}} con1<a-1<4

= {X17X2,X4}

O(xs) = {Xa3|a€{1,2,4,5,7,8}} con1<a-3<4
= {xs}

Representaciones unidimensionales Sin peligro de confusién nombraremos

las representaciones unidimensionales por::

» La trivial la cual ya hemos nombrado por 0. ..

» De igual manera la representacion 6, _

Veamos cuando dos de estas representaciones estan relacionadas. Tenemos:
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1. 0., ~0,_ < 3F(ab)e€(Z,) xZ, tal que
Viap)  O++ = 04
Or+0Y@an = 04—
(044 0 Y(ap)(A*) = 0, _(A")
(044 (A)™ = (04.-(A))"
1 =1
2. 0. ~0,_ & 3F(a,b) € (Z,)" X Z, tal que
1/1(a,b)'9+,+ = 05
i 0ap) = 04
(04 .+ ©Yap)(A“B)
0, (AB) = 6, (A"B)
(04 (A)) (01 +(B))
1

ASI,7 0_’_7_‘_ ’7[/ 04_,_.

Resumiendo lo anterior, tenemos:

Teorema 14.
X={04+,04-.0(x)}

con O(x.), segin la Proposicion 14.

Recordando las distintas clases de conjugacion para el grupo Diedral. En el caso

impar, ellas son:
{1}
{A", A" "} con 1 <u < nT—l
{B,AB,A?B,-.. ,A""YVB}

las cuales nos sirven para hacer el caculo de las superclases.
Sean A%, A", B € G, con 1 <u,v < § — 1 entonces

A~ B & 3 (a,b) € (Zy)" x Ly, tal que tap) - A* =B
& 3 (a,b) € (Zn)* X Zy, tal que qp)(A") =B
< 3 (a,b) € (Z,)* x Zy, tal que A" = B
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Asf, A" £ B .

Podemos resumir lo anterior en el siguiente teorema:

Teorema 15. Las superclases IC del grupo diédrico para n impar son:

{1}; {B,AB,AB,... ,An-1B)}

y la superclase, que nombraremos K4, estd dada por:

Kg={A* A"7* tal que (n, k) = d}

donde d diwvisor den y d < ”T’l

Ejemplo 26. Sea n =7, tenemos que si d es divisor de 7 y d < 3,

d={1}

de esta forma

K, = {A!, A5, A2, A5, A3, A}

Ejemplo 27. Para n =7, segun los cdlculos realizados anteriormente, tenemos

X = {{6+,+}a {‘9+,*}7 {Xb X2 X3}}
K= {{1},{A', A* A A* A5 A°} {B,AB,A’B,A*B,A*B, A°B, A°B}}

Asi, podemos calcular la tabla de supercaracteres,

(x1+x2+x3)(4") =

\)

(O (AY) + xa(AY) + xs(AY)

2. (7,]1~1 + 7,]—1'1 + 772-1 + ,,7—2~1 + n3~1 + 77—3-1)

2- (cos(@) - cos(#) + cos(@
2-—1
-2
Tabla de Supercaracter para Dy
Elemento | 1| A! B

04+ 111 1

0y _ 111 —1
Apaexsy | 3] —2 0

) + cos(

CUADRO 2. Tabla de Supercaracter para D7

—2m-2
7

)+ 003(@) + cos(

—27-3
7

)
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Ejemplo 28. Paran =9, tenemos

X={{0 110}, {x1, X2, xa ks {xs}}

K= {1}, k1, o, ks}
donde
kp = {A' A% A* A8 AT A%
ko = {A3, A}
ks = {B,AB,A’B,A*B, A*B, A°B, A°B, A"B, A®B}
Ast, podemos calcular la tabla de supercaracteres,

O+ + XA = 2 (a(A) + x4 + x(4)
= 2.+ Pt g gt gt
= 2-(cos(3F) 4 cos(ZF1) + cos(F52) + cos(=22) + cos(F52)
+cos(=241))
- 2.0

= 0

Tabla de Supercaracter para Dy

Elemento | 1| ky | ko ks
04+ 101 ] 1 1
0 _ 1 1 -1

Apixexay [3] 0 | =6 0
Ay 11-2] 4 0

CUADRO 3. Tabla de Supercaracter para Dy

Ejemplo 29. Para n = 15, tenemos

X={{0: 1}, {0+-} D xas xa xa b s xeds {xs 1}

K ={{1}, k1, ko, k3, ka}
donde
ki = {A', A% AY AT AR AN A AMY
ko = {A3 A% A° A2}
ks = {A° AT}
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ks ={B,AB,A’B,A*B,A*B, A°B, A°B, ATB, A®B, A°B, A"*B, A"' B, A B, A B, A" B}

Ast, podemos calcular la tabla de supercaracteres,

(1 +x2+xa+xr)(A) =

= 2 (cos(Z2) + cos(=2
) 4 cos(Z 7) + cos(=

+cos(=
— 9.1
= 2

—2m-4

15

27r1

Tabla de Supercaracter para Dis

Elemento | 1| ky | ko | ks | ky
O+ + 111711
O+, 111171 ]-1

A{X17X27X47X7} 41 2 | -41-8] 0
Apaney 2] -2]-2] 8 | 0
Ay 1{-2] 4 |-2| 0

—2m-7
15

CUADRO 4. Tabla de Supercaracter para D5

2 (xa(A") 4+ x2(A") + xa(A") + x7(A))
) + cos(32) + cos(=E2) + cos (X

)

=)
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En conclusion tenemos el céculo para los supercaracteres de D,,, cuando n es
impar, considerando las superclases descritas en el Teorema 15.

Consideremos el elemento A* en la superclase K;. Tenemos que para 1 < r <
n—1
T2
ox, (AF) = > x(D)x(4Y)
X€Xr
= 2. X Xar(Ak)
€Ly
= 20 Y xs(4h)
1<s<nst
= 2. Z Xad(Ak)
d=(r,n)
1<rgnst
A€y
= 92. Z nadk + nfadk
d=(r,n)
1<rgnst
a€ZY

= 2. > 2cos(2dk)

= 4 > cos(%)

Cuando n es un un nimero primo e impar, el calculo del supercaracter

ox. (AF) = 4 003(%)

d=(r,n)
1<r<nsd

a€Ly

—1
= —2
Consideremos la Superclase B
ox.(B) = X2 x(1)x(B)

XEXr
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