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INTRODUCCION

Nuestra investigacion se desarrollard en el marco de un estudio de casos del
aprendizaje del concepto de continuidad puntual de una funcion de variable real, ensefiado a
nivel universitario, debido a que dicho concepto es fundamental en el estudio de la funcién
real, siendo a la vez bésica en la ensefianza matematica universitaria. Dentro de las
problematicas que trataremos existen algunas relacionadas con las dificultades y errores
frecuentes de los estudiantes en la comprensién del concepto, por medio de diferentes
registros semidticos, la epistemologia del concepto y las entrevistas realizadas a profesores y

estudiantes; asi como otras relacionadas con las formas de evaluacion del concepto.

Reconociendo la amplia variedad de problematicas constatadas podemos destacar las
siguientes que se reiteran con mayor frecuencia en los alumnos de la carrera de Matematica de

una Universidad de la V Region.

En primer lugar, se identifica un error frecuente en los alumnos(as) al momento de
justificar la continuidad de una funcion en un punto, puesto que éstos calculan los limites

laterales y si estos son iguales, deduciendo asf que la funcién es continua. *

En segundo lugar se identifica una dificultad frecuente al momento de verificar la

siguiente igualdad ? :

lim,q f(x) = f(a)

Al carecer de las técnicas necesarias para calcular el limite de la funcion presentada,
esto imposibilita al estudiante decidir si la funcién es continua 0 no en un punto. También
ocurre que los estudiantes calculan erroneamente el limite de la funcion en juego, y por ende,

responden de forma incorrecta si la funcidn es continua o no.

1~ . e o . . . s .
Dificultad reconocida por Profesor de Matematica de una Universidad de la quinta region, con mas de
diez afios de experiencia dictando el curso de Calculo | en la carrera.

2 Ver anexo 1: Control de estudiantes del curso de Célculo | del segundo semestre del 2010



En algunas investigaciones han observado que la forma de expresion de la funcion
condiciona las respuestas de los alumnos(as), siendo el orden de dificultades, tablas, graficos y
expresiones algebraicas (Sierra Vazquez, Gonzalez Astudillo, & Ldpez Esteban). Ademas, se
observa que al momento de presentar problemas con representaciones graficas los estudiantes
no infieren de forma correcta, o infieren los aspectos minimos de la gréafica de la funcion en

relacion a la continuidad puntual. (Sierra Vazquez, Gonzélez Astudillo, & Lépez Esteban)

Referente a la utilizacion de los limites laterales, los estudiantes justifican la
continuidad puntual de la siguiente forma: ... “hay un limite lateral por la izquierda y por la
derecha. Cuando esos dos limites coinciden en ese punto, esa funcion es continua” (Sierra

Vazquez, Gonzélez Astudillo, & Lpez Esteban, pag. 53)

Los alumnos(as) no comprenden la definicion (épsilon-delta), pues el concepto de
limite posee una complejidad mayor a la que estan acostumbrados a trabajar. Esto se asocia al
hecho de que los aspectos cognitivos implicados no se pueden generar puramente a partir de la
definicion matematica. (Vrancken, Gregorini, & Eng)

Desde otro punto de vista encontramos dificultades referentes al tipo de evaluacion.

“Las preguntas que elaboran los profesores para clasificar las respuestas son del tipo,
diga si es 0 no continua esta funcion, decida del conjunto de graficas siguientes cuales se
corresponden con funciones continuas, etc. En cierto sentido, preguntan directamente lo que
esperan ver aparecer, la continuidad, ignorando el hecho que quiza dichas respuestas estén

ya condicionadas por las préacticas escolares” (Aparicio & Cantoral, 2004).

Esto se ve reflejado en la mayoria de las pruebas aplicadas en el curso de Calculo | de
la carrera de Matemaética de una Universidad de la V regidn. A continuacién veremos algunos

de estos ejemplos extraidos de la primera prueba de Calculo I°.

El proposito de nuestro trabajo es la creacion de una situacion didactica exitosa que
ayude a comprender el concepto de continuidad puntual en un primer curso de célculo I,
apoyandonos en conceptos tales como; registros semidticos, pensamiento matematico

avanzado, epistemologia de dicho concepto, experiencias de profesores y ayudantes del curso

3 o .z " . . . . ~
Ver anexo 2: Recopilacidn del tipo de evaluaciones referente a la continuidad en diferentes afios.



de célculo I. Despertando con esto el interés de los estudiantes en formalizar con teorias
didacticas los objetos matematicos vistos en célculo I.



CAPITULO |

1. PROBLEMATICA

1.1. OBJETIVOS

1.1.1. OBJETIVOS GENERALES

Disefiar una propuesta de ensefianza aprendizaje para fortalecer el aprendizaje de
continuidad puntual mediante los cambios de registros: lenguaje natural, algebraico, numérico,

tabular y gréfico.

1.1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

a. Analizar desde las concepciones identificadas en el origen de la continuidad de
una funcién segun el proyecto de investigacion (Contreras de la Fuente, Luque
Cafiada, Ordofiez Cafada, Ortega Carpio, & Sanchez Gomez, 2000), el
tratamiento de la continuidad puntual en los textos universitarios citados en el
programa de Calculo | para la carrera de Matematicas de una Universidad de la

V region.

Con este objetivo se quiere ver la relacion que existia entre los textos universitarios y

la historia de dicho concepto.

b. Analizar la continuidad puntual en los textos universitarios citados en el
programa de Calculo | para la carrera de Matematica de una Universidad de la

V region, desde la Teoria de Registros Semioticos segin Raymund Duval.

Este objetivo fue planteado con la finalidad de verificar la cantidad de registros
semioticos utilizados y si existen cambios entre ellos. Por otro lado se quiere clasificar si el

libro es apropiado para la ensefianza del concepto bajo la teoria de los registros semioticos.



c. Analizar las respuestas del cuestionario de los estudiantes con experiencia
formal en ensefiar el concepto: Ayudantes de la Carrera de Matematicas, desde
la Teoria de Registros Semidticos segiin Raymund Duval.

Con este objetivo se quiere comprobar, inicialmente, si el ayudante tiene dominio del
concepto, las dificultades que posee para pasar de un tipo de registro a otro y por ultimo la
capacidad de fundamentar sus respuestas apoyandose en mas de un registro.

d. Analizar las entrevistas realizadas a los profesores de la carrera de Matematica
de una Universidad de la V region.

Con este objetivo se quiere reconocer e identificar conocimientos previos y relevantes
que debe tener un estudiante e identificar el uso de diferentes registros en una propuesta

realizada por los docentes.

e. Disefar una propuesta apoyado en el analisis previo de la Teoria de Registros
semioticos, segun Raymund Duval, y la experiencia de los tres profesores

participantes de la Carrera de Matematicas de una universidad de la V region.
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CAPITULO II

2. ANTECEDENTES

2.1 HISTORIA DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD

El concepto de continuidad puntual de funciones reales de variable real es considerado
basico en la ensefianza matematica universitaria, iniciandose su estudio cuando se hizo
presente en los programas de bachillerato desde los afios treinta del siglo XX. Los profesores
de la ensefianza universitaria sefialan las grandes dificultades que conlleva el proceso de
ensefianza-aprendizaje de este concepto, el cual es clave para la comprension de las
matematicas superiores (derivadas, integrales, etc.). Continuando con los lineamientos de las
problematicas de la adquisicion del concepto de continuidad, se han encontrado en la literatura
especializada muchas investigaciones que revelan que los estudiantes tienen dificultades al
enfrentarse al concepto de limite, aun mas cuando esta en el contexto de las funciones y de la
continuidad asi como por ejemplo lo sefialan Artigue, 1992; Breidenbach, Dubinsky, Hawks y
Nichols, 1992; Cornu, 1992; Sierpinska, 1987; Tall y Vinner, 1981. (Gatica, Maz-Machado,
May, Cosci, Echevarria, & Renaudo, 2010)

Al realizar un breve compendio de la historia de la continuidad puntual, no
pretendemos hacer algo original, sino presentar una sintesis ordenada de los diferentes textos

encontrados e investigados.

A lo largo de la historia de la continuidad, los griegos fueron una de las primeras
civilizaciones en tener la nocion de continuidad, aunque era del tipo intuitivo y no tenian
enfoque alguno a las funciones, pues no existia este concepto aun. Asi como sefialo Boyer
(Boyer & Martinez Pérez, 1999) los pitagoricos intuyeron que el espacio y el tiempo pueden
ser imaginados como constituidos por puntos e instantes, pero tanto el espacio como el tiempo
tienen también otra propiedad que es mas facil de intuir que definir conocida como

continuidad.

11



Aristételes describe el punto pitagérico como una unidad considerada en el espacio, lo
cual trajo controversia al enfrentarse a las ideas de los eleaticos”, cuyo principio fundamental
era la unidad y permanencia del ser. Entre los defensores de estas ideas podemos destacar a
Zenon, cuyas paradojas mas citadas son las que se refieren a la imposibilidad del movimiento,

como por ejemplo las siguientes:

i) La de la dicotomia: Zendn esta a ocho metros de un arbol. Llegado un momento,
lanza una piedra, tratando de dar al arbol. La piedra, para llegar al objetivo, tiene que recorrer
antes la primera mitad de la distancia que lo separa de €l, es decir, los primeros cuatro metros,
y tardara un tiempo (finito) en hacerlo. Una vez que llegue a estar a cuatro metros del arbol,
deberé recorrer los cuatro metros que le quedan, y para ello debe recorrer primero la mitad de
esa distancia. Pero cuando esté a dos metros del arbol, tardara tiempo en recorrer el primer
metro, y luego el primer medio metro restante, y luego el primer cuarto de metro... De este

modo, la piedra nunca llegaré al arbol.

i) La de Aquiles y la tortuga: “El guerrero Aquiles, el de los pies veloces, decide
salir a competir en una carrera contra una tortuga. Ya que corre mucho mas rapido que ella, y
seguro de sus posibilidades, le da una gran ventaja inicial. Al darse la salida, Aquiles recorre
en poco tiempo la distancia que los separaba inicialmente, pero al llegar alli descubre que la
tortuga ya no estd, sino que ha avanzado, mas lentamente, un pequefio trecho. Sin
desanimarse, sigue corriendo, pero al llegar de nuevo donde estaba la tortuga, ésta ha
avanzado un poco mas. De este modo, Aquiles no ganara la carrera, ya que la tortuga estara

siempre por delante de ¢1.”

iii) La de la flecha: En esta paradoja, se lanza una flecha. En cada momento en el
tiempo, la flecha esta en una posicion especifica, y si ese momento es lo suficientemente
pequefio, la flecha no tiene tiempo para moverse, por lo que esta en reposo durante ese

instante. Ahora bien, durante los siguientes periodos de tiempo, la flecha también estara en

* El pensamiento eledtico se opone tanto a la filosofia materialista de los milesios como a la teoria del
flujo universal formulada por el fildsofo griego Heraclito. Segun los eleaticos, el universo es en esencia una
unidad inmutable, que siendo infinita en tiempo y espacio, esta mas alla de la cognicidn proporcionada por los
sentidos humanos. Sélo a través de la reflexion filoséfica, afirmaban, se puede alcanzar la verdad ultima. Las
observaciones sensoriales ofrecen tan solo una vision limitada y distorsionada de la realidad.

12


http://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81rbol
http://es.wikipedia.org/wiki/Flecha
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http://es.wikipedia.org/wiki/Her%C3%A1clito

reposo por el mismo motivo. De modo que la flecha estd siempre en reposo (el movimiento es

imposible)

iv) La del estadio: Dos filas de igual nimero de soldados (B B BBy C C C C) parten
de los extremos de un estadio en direccion al centro (la tribuna formada por A A A A) a la
misma velocidad. Se detienen cuando estén alineados. El primer soldado B recorre un espacio
igual a dos A, pero en el mismo tiempo, el primer soldado C recorre cuatro soldados B. Dado
que los tamarios de A, B y C son iguales, se concluye que la velocidad de los soldados C es
doble que la de los soldados B, y habiamos dicho que la velocidad era la misma.

AAAA

Las paradojas de Zenon influyeron negativamente en el desarrollo del concepto de
infinitesimales, pero son los primeros antecedentes del razonamiento infinitesimal. A pesar de
ello, la nocién de continuidad estaba implicita en las respuestas a estas paradojas. En este
periodo no podemos olvidar que solo existia una nocion intuitiva de lo que era continuidad,

debida a que por el momento no estaba definido el concepto de funcidn.

Continuando con la evolucion del concepto de continuidad destacamos el nombre de
Nicole Oresme (sitio Web Descartes) quien asocia el concepto de funcion en la Edad Media,
Boyer (1986) sefiala que Oresme escribio: “Todo lo que varia, se sepa medir o no, lo podemos
imaginar como una cantidad continua representada por un segmento rectilineo” En su idea
primitiva de representacion grafica de funciones, Oresme dibuja una grafica velocidad-tiempo
que es continua. La continuidad aparece como una propiedad global de las magnitudes

medibles.

En el siglo XVII se produce la aritmetizacion de la geometria, lo que claramente va a
influir y repercutir en la idea de continuidad. Como sefiala El Bouazzoui (1988) durante este

periodo se pasa de la concepcion geométrica intuitiva de la nocion de funcion a una

13



concepcidn algebraica gracias a los trabajos de Descartes (1596-1650) y Fermat (1601-1665).
Se debe recalcar que en esta época se utilizé el traspaso de un registro geométrico a uno
algebraico, lo cual en estos dias se hace de manera inversa. Las funciones se representan por
formulas analiticas (registro analitico) y la mayor parte de ellas corresponden a trayectorias de
un mévil. De esta manera, la continuidad toma cada vez méas un carécter geométrico ligado a
las curvas, ayudado claro esta por Descartes. Gracias a los aportes de Newton (1643-1727) la
concepcion de continuidad comienza a ligarse con el tiempo y con Leibniz (1646-1716) toma
un caracter espacial. Con Euler (1707-1783) la idea de continuidad va ligada al concepto de
funcién, la cual fue desarrollada en el siglo XV1II. En el capitulo primero de su Introduction in
analysis infinitorum comienza definiendo las nociones iniciales: términos constantes y
variables, definiendo ademas la funcidn como “una expresion analitica formada de cualquier
manera a partir de esta cantidad variable y numeros o cantidades constantes (Boyer, 1986,
p.558)".

Esta restriccion de expresion analitica desaparecerd posteriormente después de la
polémica establecida con D’Alambert (1717-1783) sobre el problema de la cuerda vibrante.
De este modo, en el prefacio de sus Institutiones calculi differentialis, de 1975, aparece la
nueva definicion “Si x es una cantidad variable, entonces toda cantidad que dependa de x de

cualquier manera o que esté determinada por aquella se llama funcion de dicha variable”.

Las funciones “discontinuas” o “mixtas” son las que estan definidas por tramos, en las
cuales hay una expresion para cada intervalo de valores lo que ayuda a tener una funcion con
mayores posibilidades de manipular en todo el dominio de la variable. Este tipo de funciones
seria discontinuo, segun lo propuesto por Euler, quien define las funciones continuas como
“aquellas en las que todos los valores estan ligados por una misma ley o dependencia de la
misma ecuacion. Asi, una funcion que no es continua, es un conglomerado de funciones

continuas”

14



De acuerdo con El Bouazzoui (1988) la idea Euleriana de continuidad es adecuada para
las funciones numeéricas de la época. Esta concepcién de la continuidad llega a ser fuente de
errores. La solucién obtenida por Daniel Bernoulli para el problema de la cuerda vibrante
como suma de una serie de senos y cosenos deberia ser continta. Sin embargo, es discontinua
(Velasco Hernandez) En sintesis, la suma de una serie de funciones continuas puede no ser

continua. A resolver estas “contradicciones” se dedican los matematicos posteriores a Euler.

Lagrange (1736-1813) escribié dos grandes tratados sobre funciones: Teoria de las
funciones analiticas y Lecciones sobre el Céalculo de las funciones. Da una nueva definicion

de funcién, mas rica que la de Euler:

“Llamamos funcion de una o varias cantidades a toda expresion de calculo en la cual
estas cantidades entran de cualquier manera, mezcladas o no, con otras cantidades que
consideramos como valores dados e invariables, mientras que las cantidades de la funcién
pueden recibir todos los valores posibles. Asi, en las funciones no consideramos mas que las
cantidades que suponemos variables, sin ninguna consideracion a las constantes que pueden

estar mezcladas” (citado en Grattan-Guinnes (1984), p.33).

Es valioso el aporte de Lagrange, pues en sus trabajos se encuentra por primera vez
una definicién por comprension del concepto de continuidad, considero6 el desarrollo en serie

entera de la funcion f(x+i), la que define asi:

Se podra encontrar una abscisa i correspondiente a una ordenada menor que una
cantidad dada, y entonces todo valor mas pequefio de i correspondera también a ordenadas

menores que la cantidad dada (citado en El Bouazzoui (1988) p.80).

En el siglo XIX, el concepto de funcion tuvo su mayor apogeo, debido a que éste
evoluciona considerablemente, afectando directamente al concepto de continuidad. En el

transcurso de la época se encuentran funciones que presentan muchas contradicciones al
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aplicarles la definicion de continuidad, asi como por ejemplo la encontrada por Cauchy en
1844

y=xx=0
F(x)=

y=—xx<0

Esta funcién es discontinua en el sentido de Euler, pues esta definida por dos

expresiones. Sin embargo, puede representarse por una sola expresion  y =+/x2 para todo
namero real x, por lo que sera continua. Serd Bolzano (1781-1848) el primero en dar una
definicion de continuidad desligada de las consideraciones geométricas, espaciales y
temporales de sus predecesores. Como sefialan Rey Pastor y Babini (1985) Bolzano se
adelantd en numerosas cuestiones a los analistas mas famosos del siglo XIX en el concepto de
funcion continua, en los criterios de convergencia de series, en la existencia de funciones
continuas sin derivada. Pero, la influencia de sus escritos fue escasa por estar alejado de los

centros de poder matematicos. Definid asi el concepto de funcién continua sobre un intervalo:

“Decir que una funcion real f de la variable real x es continua, para todos los valores
de x pertenecientes a un intervalo dado, no significa otra cosa que esto: si x es un tal valor
cualquiera, la diferencia f (x-w) — f (x) se hace mas pequefia que cualquier cantidad dada si se

toma w tan pequeria como queramos’’ (Dugac, 1981, p.16).

En sus trabajos, Bolzano demostrara con rigor las propiedades fundamentales de las
funciones continuas. ElI Bouazzaoui (1988) considera esta definicion como no geométrica (no
hay consideraciones de tipo geométrico), local (se estudia lo que ocurre en un punto y se
generaliza a los puntos de un intervalo) y aritmética (se apoya del calculo). Es la primera vez

que el concepto de continuidad toma la forma de definicion matematica.
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Otro personaje destacado es Cauchy (1789-1857) quien pone las bases del Analisis
Matematico tal y como lo conocemos hoy en dia. Su definicion de funcion es la siguiente:

Cuando unas cantidades variables estan ligadas entre ellas de tal manera que, dando
el valor de una de ellas se pude deducir el valor de las otras, concebimos de ordinario estas
diversas cantidades expresadas por medio de una que toma el nombre de la variable
independiente y la otra cantidades expresadas por medio de la variable independiente son las
que Illamamos funciones de esta variable (citado por Youschkevitch (1976), p.58).

En 1821, Cauchy da su definicion de continuidad:

La funcion f(x) es continua con respecto a x entre los limites dados si, entre estos
limites un crecimiento infinitamente pequefio de la variable, produce también un crecimiento

infinitamente pequefio de la funcion misma.

Como vemos aparecen las palabras “infinitamente pequefio”, que intuitivamente se

sabe lo que es, pero que no esta precisado en la definicion.

Con Weierstrass (1815-1897) se produce la “aritmetizacion” del Analisis. Debido a que
se refiere a las funciones continuas, es el primero en dar a conocer un ejemplo de una funcion
continua en todos sus puntos y no derivable en ninguno de ellos, aunque ya Bolzano habia
puesto un ejemplo de este tipo de funciones (ejemplo que no habia tenido difusion por el
aislamiento en que se encontraba Bolzano con respecto de la comunidad de matematicos).
Weierstrass da una definicion de continuidad desligada de ciertas ideas intuitivas de
crecimientos “infinitamente pequefios”, de variable “aproximando” un limite, que estaban
presentes en las definiciones anteriores. Su definicion recogida en Boyer (1959, p.287) es la

siguiente:

“f(x) es continua en ciertos limites de x si para todo valor de xqen este intervalo y
parta todo numero positivo épsilon arbitrariamente pequefio, es posible encontrar un
intervalo xo tal que para todos los valores de este intervalo la diferencia f(x) — f(xo) es en valor

’

absoluto inferior a épsilon”.
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Aqui Weierstrass introduce al lenguaje la épsilon y el delta; ademés utiliza
cuantificadores que faltan en las definiciones de Bolzano y Cauchy; también su definicion se

aplica a cualquier funcién numérica arbitraria.

Con los trabajos de Cantor (1845-1918) y Dedekind (1831-1916) comienza el gran
desarrollo de la topologia, correspondiendo a Hausdorff (1868-1942) la nocién de espacio
topoldgico y a Fréchet (1878-1973) la de espacio métrico. Hausdorff definira el concepto de

continuidad de la siguiente manera:

“Una transformacion continua significa que a cada punto del primer espacio hay
asociado un unico punto del segundo espacio y que dado un entorno de una imagen de un
punto existe un entorno del punto origen (o de cada punto origen si hay varios) cuya imagen

esta contenida en el entorno de dicho punto imagen”.

Con la definicion anterior desaparece la idea intuitiva geometrica de continuidad, la
continuidad o no de una funcion dependera de las topologias del dominio de la funcion y del

espacio imagen.
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CAPITULO I

3.1. MARCO TEORICO

3.1.1 UNA VISION DE LA DIDACTICA DE LA
MATEMATICA.

Segun Ricardo Cantoral, Francisco Cordero, et al. (2003) el objetivo central de la
didactica de la matematica es averiguar como funcionan las situaciones didacticas, es decir,
cuales de las caracteristicas de cada situacion resultan determinantes para la evolucion del
comportamiento de los alumnos y, subsecuentemente, de sus conocimientos. Lo cual no

significa que solo se interese en analizar las situaciones didacticas exitosas.

Para lograr comprender el objetivo central debemos conocer algunos conceptos béasicos

de la Ciencia de la Didactica de la Matematica.

Brousseau define una situacion diddctica como: “Un conjunto de relaciones explicita
y/o implicitamente establecidos entre un alumno o un grupo de alumnos, algun entorno
(incluyendo instrumentos o materiales) y el profesor con un fin de permitir a los alumnos
aprender, es decir reconstruir algun conocimiento. Para que el alumno construya el
conocimiento es necesario que se interese personalmente por la resolucion del problema
planteado en la situacion didactica. La resolucion del problema se vuelve entonces
responsabilidad del alumno, que debe hacerse cargo de obtener un cierto resultado. El
analisis del comportamiento del alumno se realiza a través de las variables de la situacién
donde se produce este comportamiento. Cuando el estudiante se interesa personalmente en la

situacion, se dice que se ha conseguido la devolucion de la situacion al alumno”

Una situaciéon funciona de manera “a-didactica” cuando el alumno se apropia del
problema planteado, entra en un proceso de busqueda autdbnomo, sin ser guiado por las

supuestas suposiciones que el profesor espera.
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Por otro lado, debido a la caracteristica del conocimiento matemético, que incluye
tanto conceptos como sistemas de representacion simbolica y procedimientos de desarrollo y

validacion de nuevas ideas matematicas, es preciso contemplar varios tipos de situaciones.
Brousseau identifica cuatro tipos de situaciones:

Situacién de Accion

Situacién de Formulacion

Situacién de Validacion

Situacién de Institucionalizacion

En la situacion de accion el alumno trabaja de manera individual en un medio
didactico, para lo cual necesita aplicar sus conocimientos previos al momento de resolver los
problemas, consiguiendo con esto una adquisicion de un determinado conocimiento. En esta
situacion el alumno se relaciona directamente con el medio fisico, donde se desarrolla el

proceso didactico.

En la situacion de formulacion los alumnos se agrupan para dar a conocer sus
hallazgos, algo similar a un plenario, donde pueden consensar y desarrollar conclusiones
mucho mas elaboradas que los ayudaran a concretar la siguiente etapa. Ademas, acé se lleva a
cabo una sociabilizacion de las experiencias, dando a conocer las estrategias utilizadas al

momento de resolver la problematica propuesta.

Para la situacion de validacion se necesita que las respuestas entregadas por los
alumnos sean comprobadas de tal manera de validarlas. Este proceso debe ser directo, es decir,
la misma situacion corrobora que las respuestas encontradas son verdaderamente factibles para

la problematica.

En la situacion de institucionalizacion, el profesor toma protagonismo, puesto que
toma lo hecho por los alumnos y aclara los conceptos que pudieron tener algin grado de
dificultad, ademas aporta con observaciones ayudando a ordenar las ideas entregadas, presenta
los resultados de una manera formal. En resumen oficializa la matemaética trabajada en dicha

situacion.
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A pesar de no constituir una situacion a-didactica, la institucionalizacion representa

una actividad de suma importancia en el cierre de la situacion didactica.
Brousseau define este concepto de la siguiente forma:

La consideracion “oficial” del objeto de ensenianza por parte del alumno, y del
aprendizaje del alumno por parte del maestro, es un fendmeno social muy importante y
una fase esencial del proceso didactico: este doble reconocimiento constituye el objeto

de la institucionalizacion. (Panizza)

Segun Ricardo Cantoral, Francisco Cordero, et al (Cantoral, Farfan, Cordero, Alanis,
Rodriguez, & Garza, 2005) para el desarrollo del pensamiento matematico entre los

estudiantes es necesario disefiar situaciones didacticas en las que:

e Se responsabilicen de la organizacion de su actividad para tratar de resolver el
problema propuesto, es decir, que formulen sus propios proyectos personales.

e La actividad esté orientada hacia la obtencion de un resultado preciso, previamente
hecho explicito por el profesor y que pueda ser identificado por los propios alumnos.
Estos deben anticipar y luego verificar los resultados de su actividad.

e Laresolucidn del problema planteado implica la toma de multiples decisiones por parte
de los alumnos, y la posibilidad de conocer directamente las consecuencias de sus
decisiones a fin de modificarlas para adecuarlas al logro del objetivo perseguido. Es
decir, se permite que los alumnos intenten resolver el problema varias veces.

e Los alumnos pueden recurrir a diferentes estrategias para resolver el problema
planteado, estrategias que corresponden a diferentes puntos de vista sobre el problema.
Es indispensable que en el momento de plantear el problema los estudiantes dispongan
de al menos una estrategia (estrategia de base) para que puedan comprender la

consigna y comenzar su actividad de busqueda de la solucion.
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Al momento de disefiar una propuesta complementaria para la ensefianza del concepto
de continuidad puntual, nos basaremos en diversos autores anteriormente nombrados,
aprovechando tipos de preguntas y actividades que se consideran necesarias en el aprendizaje
de este concepto, el cual aportara en forma paralela a otros conceptos que son la base del
Célculo y de otras areas de Matematicas de nivel universitario que utilizan el Pensamiento
Matematico Avanzado, a diferencia del Pensamiento Matematico Elemental que es el utilizado

en la Ensefianza Media de nuestro sistema educacional.

Es claro que una de las dificultades en el proceso de adquisicion del concepto de
continuidad puntual tiene que ver con los diversos problemas relacionados al aprendizaje del
concepto de limite de una funcion, por ende al entendimiento del concepto de funcién y sus
diferentes registros de representacion (gréafico, algebraico), asi como también a los cambios de

registros de una funcion.

Segun Abraham Cuesta Borges “El proceso de aprendizaje de los conceptos de funcion
y extremo en estudiantes de economia: Anélisis de una innovacion didactica” en la linea de
investigacion del Pensamiento Matematico Avanzado el objeto de estudio es el aprendizaje de
conceptos y temas relacionados con el andlisis, a saber: funciones, continuidad, nimeros
irracionales, numeros reales, limites y célculo diferencial e Integral, que son propios del
curriculo de bachillerato y la universidad. Precisando mas sutilmente, podemos tomar la
descripcion del Pensamiento matematico hecho por Dreyfus, que dice “comprender es un
proceso que tiene lugar en la mente del estudiante” y es el resultado de “una larga secuencia de
actividades de aprendizaje donde ocurren y actdan una gran cantidad de procesos mentales”.
Ademas, se establece que en la matematica avanzada, gracias a su nivel de abstraccion, basta
con definir el concepto en base al conocimiento formal, no asi en las matematicas elementales
gue necesitan describirlo y depender de las experiencias. La similitud entre ambas es que se
basan en el lenguaje natural para relacionar las actividades matematicas con el contexto,
logrando como resultado final la construccién de un esquema mental de un concepto

matematico.

El formarse un esquema conceptual indica que se ha logrado comprender dicho
concepto, lo cual permite que puedan asociar a él ciertos significados, como lo serian

imagenes mentales, propiedades, procedimientos, pero particularmente con las experiencias de
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los alumnos. Un sinfin de libros y clases de matematicas parecen basarse en el supuesto que,
los conceptos se adquieren en base a su definicion “de memoria” lo cual permitiria que los
estudiantes puedan aplicarla en la resolucion de las tareas o problemas. Lo cierto es que
aprenderse una definicion de memoria no garantiza comprender el significado del concepto.
Un claro ejemplo seria la definicion de limite basada en épsilon-delta. Muchos estudiantes la
reconocen y la recuerdan, pero muy pocos la pueden aplicar como realmente se deberia.

En un articulo de investigacion Didactica de la Matematica (Azcéarete & et.al, 1999) se
hace una distincion entre Pensamiento Matematico Elemental y el Pensamiento Matematico
Avanzado, considerando la complejidad y la capacidad de controlarla. Para controlarla afirma
que uno de los procesos més potentes son la representacion y la abstraccién®. Por otra parte
Dreyfus sefiala que abstraer, analizar, categorizar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar y
formalizar no forma parte de las matematicas superiores. A pesar de ello, debemos destacar
que las ultimas tres toman gran importancia en los cursos superiores. Esta idea la podemos
asociar a la capacidad de los estudiantes de formarse una imagen mental del concepto, la cual
se puede describir como el conjunto de todas las imagenes asociadas a un concepto en su
mente o cualquier representacion del concepto. Esta claro que al intentar traducir de manera
verbal un concepto dependemos de las representaciones visuales, las imagenes mentales, las
impresiones y las experiencias asociadas al nombre del concepto, pero como lo sefiala Vinner

(1991), dichas formas verbales no son las primeras cosas que evocamos en nuestra memoria.

Dreyfus en (Cuesta Borges, 2007) hace especial referencia al caracter complementario
de la relacion existente entre los procesos de abstraccion y representacion, estableciendo una
similitud entre ésta y la relacion existente entre las representaciones internas o los esquemas
mentales internos mediante los cuales el individuo interactla con las representaciones externas
del conocimiento. En este sentido sefiala que el proceso de aprendizaje deberia consistir en

cuatro etapas:

1. Usar una representacion.
2. Usar varias representaciones en paralelo.

3. Realizar nexos entre estas representaciones.

5 . s . . s , .
Abstraccion: es la sustitucion de fendmenos concretos por conceptos confinados en la mente
humana.
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4. Integrar las representaciones y flexibilizar los cambios entre ellas.

Segun lo indicado en uno de los libros estudiados (D Amore), la construccién de los
conceptos matematicos depende estrechamente de la capacidad de usar mas registros de
representaciones semiéticas de dichos conceptos.

1. De representarlos en un registro dado.
2. De tratar tales representaciones al interior de un mismo registro.

3. De convertir tales representaciones de un registro dado en otro registro.

La “construccion del conocimiento en Matematica” significa precisamente la union de
estas tres “acciones” sobre los conceptos, de tratar las representaciones obtenidas al interior

de un registro establecido y de convertir las representaciones de un registro en otro.

Debemos tener en cuenta los cambios de registros, que se efectian en objetos
pertenecientes a la matematica, aspecto que es estudiado en la Teoria de Registros de
Representacion Semidtica, fundada por Raymond Duval. Afirma que: “Dado que los
conceptos matematicos no son directamente accesibles a la percepcion... no es posible

estudiar los fendmenos relativos al conocimiento sin recurrir a la nocion de representacion”.

Todos los simbolos, gréficas, signos, escrituras y notaciones, utilizados en matematicas
(puntos, comas, mayor que, menor que, etc.) representan un objeto matematico. Estos signos
componen lo que se denomina registro, lo que constituye el medio de expresion o de
representacion semioética, es decir, son los elementos que permiten representar un objeto

matematico en un determinado tipo de registro o medio.

Duval sostiene, ademas, que solamente por medio de las representaciones semidticas es
posible una actividad sobre los objetos matematicos, porque las representaciones mentales que
son expresadas al exterior por medio de simbolos o signos, a través de la llamada semiosis,
deben ser las encargadas de realizar los procesos relacionados con un determinado objeto

matematico.

Cuando Duval habla de “registro de representacion semidtica”, se refiere a un sistema
de signos que permite cumplir las funciones de comunicacion, de tratamiento y de

objetivacion.

24



Segun este pensador Matematico, para que un sistema semi6tico se comporte como un

registro de representacion, debe cumplir con tres actividades cognitivas:

e La presencia de un objeto identificable como un objeto de un registro dado

e El tratamiento de un objeto, que es la transformacién del objeto dentro del mismo registro
donde ha sido expresado

e La conversion del objeto, que es la transformacion del objeto en otro objeto perteneciente
a un registro distinto del original, conservando la totalidad o parte del significado original

del objeto

Ademas, sostiene, que para lograr la comprensién integral de un objeto se debe
manejar y coordinar al menos dos registros de representacion, donde la coordinacién hace
énfasis en la rapida y espontanea conversion de un tipo de registro a otro.

(Concepto, objeto cognitivo)
_ W representado w.

= & T
T - C 4 - —
Representante de » Representante de
un registro A < un regisiro B
3 'y
1 2
Tratamiento Tratamiento
en el registro en el registro

Modelo de la representacion centrado en la funcion de objetivacion.

Las flechas 1y 2 corresponden a las transformaciones internas a un registro. Las flechas 3 y 4 corresponden a
las transformaciones externas, es decir, a las conversiones por cambio de registro. La flecha C corresponde a lo
que llamaremos comprensién integradora de una representacion: supone una coordinacién de dos registros. Las
flechas punteadas corresponden a la clasica distincion entre representante y representado. Naturalmente, este

esgquema considera el caso mas simple de la coordinacion entre dos registros.

De acuerdo con Duval, citado en una de las publicaciones de la revista CIAMEN
(Castro Cortés, 2011), las actividades cognitivas fundamentales de representacion ligadas a la
semiosis son la formacion, que implica recurrir al uso de signos para sustituir la visién de un
objeto; el tratamiento, que es la transformacion de una representacion a otra al interior del

mismo registro y la conversidn: que es una transformacioén que produce una representacion en
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un registro distinto al inicial. A su vez, las funciones cognitivas comunes a todos los registros
de representacion estdn dadas por la comunicacion: que puede verse bajo la forma de
conversacion, comentario, exposicion etc.; debe permitir el paso de un sistema a otro, siendo
fundamental para la interaccion social; el tratamiento, que es la posibilidad de transformacion
de la informacién de tal manera que se pueda obtener nueva informacion y la objetivacion:

que es el control del sujeto frente a las actividades y sus vivencias.
Sobre la construccion de conceptos, Duval establece que, dado que cada representacion

es parcial con respecto a lo que representa, debemos considerar como absolutamente necesario

la interaccion entre diferentes representaciones para la formacion del concepto.
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3.2. MARCO MATEMATICO®

Sea f una funcion definida en una vecindad abierta
Se dice que la funcion f es continua en el punto x,.
Si se cumple la condici6n

limy .y, f(x) = f(x0)
Esto es:

Si para cada numero positivo &, por pequefio que sea, podemos determinar la
existencia de un numero positivo §, tal que para todos los valores de x, pertenecientes al

dominio f que satisfacen la desigualdad |x — x,| < &, se verificara la desigualdad

lf(x) — f(xo)| < &, es decir,
xlgg? fx)=f(xy) ©Ve>0,36>0talque,si 0<|x—xo| <8 = |f(x)—flxx)l <e

A continuacidn se presenta en forma grafica
Ya

f(x,)*e T
f(xg) T
fxg) -eT

X
xv

v Figura 1: Para cualquier & >0

6 PR , . o . . . .
Definicién extraida de Calculo | “limites y continuidad de funciones”, escuela Naval Arturo Prat
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YAL

+

f(xg) 4

) Xy -0 ;(0 Xq + 6;(
Figura 2: Existe 6 > 0
Ya
flxg) +
£ %
Xq -0 X Xy + ,53(

Figura 3: Tal que, si 0 < |x —xo| < &
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Ya

fix,)+e +
f(xg) +
f(xg) - €1

— (=)

e fi(x)

F 3

4
xv

Figura 4: Entonces, |f(x) — f(xo)| < &

También el lim,_, f(x) = f(x,) se puede explicar a partir de la desigualdad
|x — x| < &, de donde deducimos que |f(x) — f(x,)| < &, entonces para cualquier punto
de la funcién con ecuacion y = f(x), corresponden a los puntos x localizados a una distancia
no mayor que & de x,, nos encontraremos dentro de un segmento de ancho 2¢, construido

por dos rectas:

y=fl)—¢, y=fx)+e

YIL

f(xo} +E 1+ —
fixg)) T — =

f(xg) - € +
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Observando la representacion grafica, el punto (x,, f(x,)) se encuentra en la gréafica

de f,y podemos encontrar puntos de ella muy cercanos al punto (x,, f (x,)).

Para concluir, segun la definicién de continuidad, para cualquier & positivo y para

cualesquiera rectas de ecuacion

y=f(xo)—¢ , y=f(xy)+e

encontraremos dos rectas paralelas al eje de las ordenadas con ecuaciones
X=x9—06 , Xx=2x,+06 tal que una parte de la grafica de f queda completamente

contenida en un rectangulo construido por las cuatro rectas mencionadas anteriormente.
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Tipos de discontinuidad evitables

1) Si lim,, f(x) existey f(x,) no existe, su representacion grafica es:

YJL

ry

X
2) Si lim,, f(x) = f(xo) , f(xo) #a a€eRr
Ya
a 1
fixg) 1
) X

En las dos situaciones anteriores se puede evitar la discontinuidad de la funcion.
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CAPITULO IV

4.1. METODOLOGIA

4.1.1. UN ESTUDIO DE CASO.

En este apartado, explicaremos coémo hemos seleccionado a los participantes para el
proyecto de investigacion. La decision de utilizar una metodologia de investigacion cualitativa
se debe al interés de nosotros que la muestra sea significativa, es decir, que las personas que
integran dicha muestra sean personas que por su posicion, por su historial académico o por

cualquier otro criterio, puedan aportar conocimientos relevantes sobre el tema estudiado (1)

Nuestra eleccion ha sido optar por un estudio de caso: el grupo de profesores y
estudiantes de la carrera de Matematicas de una Universidad de la V region. Los criterios que
se han utilizado para estudiar este grupo son diferentes. Unos para los estudiantes con
experiencia en ensefiar el contenido; otra para los sin experiencia y por ultimo, otros para los
profesores escogidos. La diferencia se centra en que los objetivos de la seleccion de las
personas fueron distintos, pues no es menor la diferencia entre un académico y un estudiante
con algo o nada de experiencia ensefiando este concepto del Calculo. A continuacion
mencionaremos los criterios seleccionados segun profesores, estudiantes con experiencia y sin

experiencia.

1. Parael caso de los profesores de la carrera.
e Laexperiencia dictando la asignatura
e La variada formacion académica. Cabe mencionar que el profesor A tiene
formacién Pedagdgica.

e Ladisposicién para colaborar con nuestro proyecto.
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2. Parael caso de los Ayudantes de Célculo I.
e Laexperiencia que tienen como ayudantes en la carrera de Matematica.
e Ladisposicion para colaborar con nuestro proyecto.
e Elinterés por el area del Célculo.
3. Para el caso de un estudiante sin experiencia.
e Ladisposicion para colaborar con nuestro proyecto.
e Elinterés por el area del Célculo.
e La confrontacion de resultados al momento del andlisis de sus respuestas, las

que seran contrastadas con los entregados por los ayudantes de Calculo 1.

La técnica de estudio de casos como método docente, fue nuestra eleccion, pues tiene
la ventaja de adaptarse a cualquier nivel educacional, en particular a la Educacion Superior.
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4.1.2. PARTICIPANTES Y CONTEXTO

En esta investigacion participaron 3 docentes de ensefianza universitaria del
Departamento de Matemdticas de una Universidad de la V region, con varios afios de
experiencia en la ensefianza del Calculo a estudiantes de Pedagogia y Licenciatura en
Matemdtica. Estos mostraron su conformidad al utilizar su imagen, apoyandonos en lo
necesario para nuestra investigacion, también participaron cuatro estudiantes de la Carrera de
Matematica. El estudiante “A” aprob6d Calculo | y se ha desempefiado como ayudante dentro
de la carrera en esta asignatura, pertenece al plan de Licenciatura en la Carrera. El estudiante
“B” aprob6 Calculo | y se ha desempefiado como ayudante dentro de la carrera en esta
asignatura, pertenece al plan de Pedagogia en Matematica Ultimo semestre. El estudiante “C”
aprob¢ Calculo | y se ha desempefiado como ayudante dentro de la carrera en esta asignatura,
se encuentra en proceso de la eleccion del plan Pedagogia o Licenciatura en Matematica. El
estudiante “D” aprobd Calculo | y no tiene experiencia como ayudante, fue elegido para

contrastar las argumentaciones de las respuestas con los ayudantes de Célculo 1.

La manera de referirse a nuestros participantes tiene como fin el garantizar su
anonimato, retribuir la confiabilidad entregada al momento de dar sus respuestas y, por ultimo

asegurar que las argumentaciones entregadas por ellos no esté influenciado por presion alguna.
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4.1.3. RECOLECCION DE DATOS

Se han recolectado datos, tanto de la fase de andlisis como de la fase de planificacion
del disefio de la propuesta. Realizamos una entrevista sobre la planificacion de una clase a los
docentes participantes, que se acotard solamente al contenido de continuidad puntual que
tenia como objetivo profundizar en algunos aspectos relacionados con la ensefianza del

concepto.

Esta entrevista es semiestructurada con un guion previo. En la primera parte indagamos
en la fase de Iniciacion previa a introducir el concepto. En la segunda etapa investigamos la
fase de Institucionalizacién del concepto, y, en la tercera, en la Aplicacion del concepto.
Dentro de la fase de Aplicacion se les solicit6 el disefio de una clase, la cual sélo un docente

realizo.

Posteriormente se realizO un cuestionario a los cuatro estudiantes participantes
referidos al concepto de continuidad puntual. La instruccion general fue: Argumente todas sus
respuestas, si es posible y dé varias fundamentaciones en cada respuesta. Este cuestionario fue
realizado sin limite de tiempo. Después de la entrega del cuestionario se estudiaban las
respuestas y se solicitaba un poco mas de profundizacion, si es posible, en algunas de ellas con
la finalidad de verificar si el estudiante argumentaba cada una de sus afirmaciones de manera

mas explicita.
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4.1.4. ANALISIS DE DATOS

El analisis de datos tiene como fin el cumplimiento de varios objetivos, de acuerdo con
la perspectiva tedrica en la que nos apoyamos. Se analizaron los textos sefialados en el
programa de la carrera de Matematica desde dos angulos, Epistemoldgico y Teoria de
Registros Semioticos segun Raymund Duval. Se consideraron estos dos aspectos, pues a
medida que evoluciond el concepto se fueron presentando diferentes registros semioticos. Para
el caso del cuestionario de continuidad puntual nos basaremos en Analisis de errores, una
valiosa fuente de informacion acerca del aprendizaje de las Matematicas (Silvia Monica del
puerto y otros). Se aplicaran entrevistas a algunos Profesores del Departamento de Matematica
de la Universidad de Valparaiso, para constatar enfasis con los cuales se trata el concepto de
continuidad puntual, importancia historica y epistemoldgica del concepto, ademas de la

utilizacion de los cambios de registros al momento de abarcar el tema.
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4.1.5 ANALISIS DIDACTICO EN LA COMPRENSION DEL
CONCEPTO DE CONTINUIDAD.

En esta seccién expondremos un anélisis epistemoldgico realizado al concepto de
continuidad de una funcién de variable real (Contreras de la Fuente, Luque Cafiada, Ordofiez
Carfiada, Ortega Carpio, & Sanchez Gomez, 2000), es decir su origen y evolucion, con el fin
de conocer las concepciones epistemolégicas que se han presentado a lo largo de su desarrollo.

“La tesis didactica béasica que se postula es que los alumnos, a la hora de estudiar un
concepto matematico, manifiestan unas concepciones cognitivas que, en general, pueden
identificarse con las concepciones epistemoldgicas mostradas en la historia del desarrollo de
ese concepto. Esto, en el campo de la Didactica de las Matematicas, tiene una importancia
fundamental, puesto que si se conocen y afloran dichas concepciones epistemologicas y se
contrastan con las cognitivas de los estudiantes, sera posible modelizar y, por tanto, explicar
su comportamiento académico. Ademas, también permitird elaborar secuencias de
aprendizaje capaces de incidir, por medio de una ensefianza activa donde el alumno participe
en la construccion del conocimiento, positivamente en su rendimiento escolar”. (Contreras de

la Fuente, Luque Cafada, Orddfez Cafada, Ortega Carpio, & Sanchez Gémez, pag. 18).

Las concepciones y obstaculos identificados en la génesis referente al limite de una
funcion se puede consultar en Contreras de la Fuente, Luque Cafada, Orddfiez Cafada, Ortega
Carpio, & Sanchez Gémez, pags. (18-25). También en el mismo proyecto de investigacion se
pueden encontrar concepciones cognitivas del limite de una funcion detectadas en las

respuestas de los estudiantes de dicho estudio (pags. 25-26).

A continuacion nos enfocaremos en las concepciones y obstaculos identificados en la
génesis de la continuidad de una funcidn, la cual fue extraida del proyecto de investigacion ya

citado.
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4.1.6 CONCEPCIONES Y OBSTACULOS IDENTIFICADOS
EN EL ORIGEN DE LA CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Para analizar las concepciones se utilizé en el proyecto de investigacion la metodologia
aplicada al concepto de limite de una funcion (Robinet (1983), D’Hombres (1987), Ruiz
(1998), Deledicq (1995), Sanchez y Contreras (1995a), Sanchez y Contreras (1995b), Sdnchez
(1997) y Sanchez y Contreras (1998) y Contreras y cols. (2000c)); citado en (Contreras de la
Fuente, Luque Cafiada, Ordofiez Cafiada, Ortega Carpio, & Sanchez Gémez)) la que clasifica

en seis categorias:

Etapa historica.

- Hecho relevante que caracteriza la concepcion.

- Cientificos mas relevantes relacionados con la concepcion.
- Problemas mas relevantes que se planteaban.

- Métodos empleados en las argumentaciones.

- Relacion con otras concepciones.
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Seguidamente se explicitaran dichas concepciones, juntos con los obstaculos

encontrados en el proyecto de investigacion.

4.1.6.1. LA CONCEPCION PRIMITIVA (CCA)

Etapa: Desde el siglo V a.c. hasta el siglo XVI1.

Hecho relevante que caracteriza la concepcion. Los griegos consideraban que una

curva era “un término fijo a quien los poligonos inscritos y circunscritos se aproximan
continuamente y tanto como se quiera, a medida que se aumenta el nimero de sus lados”. La
ley de continuidad seria como la guia en la aproximacion continuada de los poligonos de la

curva.

Cientificos mas relevantes relacionados con la concepcion: Zenon y Arquimedes.

Problemas més relevantes que se plantean:

a) La nocion de continuidad esta implicita en las respuestas a las paradojas de Zendn.
Este quiso poner en evidencia el problema causado por la introduccion simultanea
de dos hipdtesis contradictorias: continuidad y discontinuidad. La primera supone
la continuidad espacial y temporal, divisible hasta el infinito; la segunda, la
discontinuidad radical de la realidad.

b) Arquimedes consideraba a las curvas como el término fijo al que los poligonos
inscritos y circunscritos se aproximaban continuamente tanto como se quiera, a

medida que aumenta el nimero de lados.

Métodos empleados en las argumentaciones: La ley de continuidad seria como una

guia en la aproximacidn continda de los poligonos a la curva.

Relacion con otras concepciones: Con la concepcion geométrica del limite (CLG).
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4.1.6.2. LA CONCEPCION GEOMETRICA (CCB)

Etapa: Desde el siglo XVII hasta la primera mitad del siglo XVIII.

Hecho relevante que caracteriza la concepcion. Se pasa de una aritmética geometrizada

(la Aritmética esta contenida en la Geometria) a una geometria aritmetizada, por medio de la
Geometria Analitica.

Cientificos mas relevantes relacionados con la concepcion: Descartes, Newton y

Leibniz.

Problemas mas relevantes que se plantean:

a) Descartes, distingue la clase de las curvas algebraicas (que son expresables por
medio de una ecuacion) que llam6 geométricas y las curvas mecanicas que no son
geométricas.

b) Newton, considera una curva como engendrada por el movimiento uniforme de un
punto, descompone cada instante la velocidad de este punto en otras dos, una
paralela al eje OX y la otra al OY. La curva es continua en el sentido de que esta
representada por un trazo continuo.

c) Leibniz, enuncia el principio de la ley de la continuidad: “nada se hace por saltos
en la naturaleza y no se puede pasar de un estado a otro sin pasar por los estados

intermedios.

Métodos empleados en las argumentaciones. Las variaciones de las magnitudes que

intervienen en las expresiones algebraicas de las curvas descritas por ecuaciones de 2° grado,
se consideran como que evolucionan de manera continua y los puntos de estas curvas estan en

relacion con los puntos de una recta.

Relacion con otras concepciones. Con la concepcidn de limite numérica de infinitésimo

como constante (CLNIC).
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4.1.6.3. OBSTACULOS ASOCIADOS A LA CONCEPCION
(CCB)

La concepcion CCB funciona para las funciones manipuladas en su época, es decir,
funciones representadas por una expresion algebraica —fundamentalmente polinomios- siendo
una fuente de errores al conducir a la idea de que son continuas las funciones que admiten una

tangente en todo punto. Denominaremos a este obstaculo OCCB.

4.1.6.4. LA CONCEPCION EULERIANA (CCC)
Etapa: Segunda mitad del siglo XVIII.

Hecho relevante que caracteriza la concepcion. Se identifican las funciones continuas

como “las definidas por una sola expresion analitica”. La funcion continua es la derivable.

Cientificos mas relevantes relacionados con la concepcion: Euler y Lagrange.

Problemas mas relevantes que se plantean:

a) Euler, define las funciones continuas como aquellas en las que todos los valores
estan ligados por una misma ley o dependencia de la misma ecuacién. Asi, una
funcion que no es continua, es un conglomerado de funciones continuas.

b) Lagrange, al demostrar un teorema de series, dice “se podria siempre encontrar
una abscisa i correspondiente a una ordenada menor que una cantidad dada, y
entonces todo valor mas pequefio que i responderd también a ordenadas menores

que la cantidad dada.”

Métodos empleados en las argumentaciones. Se define la continuidad por comprension,

es decir, el enunciado da una propiedad que deberan satisfacer las abscisas y las ordenadas.

Relacion con otras concepciones: Con la concepcion numérica de derivada.
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Obstaculos asociados a la concepcion CCC

La concepcion CCC funciona para funciones numeéricas de la época, pero se constituye
en obstaculo para funciones definidas a trozos. Por ejemplo, se denominard el obstaculo
OCcCcC

4.1.6.5. LA CONCEPCION DE CAUCHY (CCD)

Etapa: Primera mitad del siglo XIX.

Hecho relevante que caracteriza la concepcion: Momento del encuentro de la

continuidad con el limite.

Cientificos méas relevantes relacionados con la concepcion. Chasles, Cauchy y

Bolzano.

Problemas mas relevantes que se plantean:

a) Chasles, dio un ejemplo de funcién definida por expresiones analiticas distintas en
intervalos diferentes del dominio de la variable independiente y que se puede
representar por unica expresion.

b) Cauchy) proporciona una otro ejemplo en 1844:

y=x,x=20
F(x)=

y=—xx<0

Es discontinua en el sentido de Euler, al estar definida por dos expresiones, pero

también puede representarse por y = v x?2, para todo X real, serd también funcion.

c) Bolzano, da una definicion de continuidad en la que ésta se encuentra con el

concepto de limite.
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Métodos empleados en las argumentaciones. De tipo infinitesimal. Cauchy dice: “... si

un incremento infinitamente pequeiio de la variable produce siempre un incremento

infinitamente pequefio de la misma funcion.”

Relacion con otras concepciones: Con la concepcion numérica del limite.

4.1.6.6. LA CONCEPCION DE WEIERTRASS-DARBOUX (CCE)

Etapa: Segunda mitad del siglo XIX.

Hecho relevante que caracteriza la concepcion. Con esta concepcion se disocia

completamente la continuidad como intuicion geométrica.

Cientificos méas relevantes relacionados con la concepcién. Weiertrass, Heine,

Riemann, Dedekind y Darboux.

Problemas mas relevantes que se plantean:

a) Hasta Weiertrass, una funcion continua era considerada como derivable, salvo en
un cierto nimero de puntos aislados. Esto provenia de la experiencia fisica que
hace creer que una curva continua posee en todos sus puntos una tangente, salvo
quizas en ciertos puntos. Weiertrass da el primer ejemplo de una funcién continua

en un dominio y no derivable en ninguno de sus puntos:

fi(x) = Z:'g}ﬂ cos(a"mx) con a entero impar; b Abo1e %

constante y >1;

b) Heine, refina la definicion al introducir € y también 1 (que es el & de hoy).

c) Riemann, utilizo 6 y a para definir la continuidad uniforme.

d) Dedekind, define la continuidad segun la idea de cortadura en la recta real.

e) Darboux, define de la forma mas exacta posible la continuidad en un punto (local)

y la continuidad sobre un intervalo (global).
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Métodos empleados en las argumentaciones. Al definir la continuidad con € y 8 y
cuantificadores como: “para todo valor de Xp”, se convierte en “operativa” y se dota de un

rigor matematico, lo cual permite aplicarla a funciones numéricas arbitrarias.

Relacion con otras concepciones: Con la concepcion CLMA (concepcion métrico-

analitica).

4.1.6.7. LA CONCEPCION TOPOLOGICA CCG

Etapa: Primera mitad del siglo XX.

Hecho relevante que caracteriza la concepcion. La concepcion aritmetizada de la

continuidad se revela inadecuada en un contexto topologico, por lo cual es necesario

generalizar la nocion a funciones de un espacio topologico en otro.

Cientificos mas relevantes relacionados con la concepcién. Hausdorffy Fréchet.

Problemas mas relevantes que se plantean:

a) Hausdorff, define el espacio topologico, la nocion de entorno y otras nociones
basicas como punto adherente, conjunto abierto, cerrado, conexo, separable y
espacio compacto.

b) Fréchet, aplica la continuidad a espacios métricos.

Métodos empleados en las argumentaciones. Al ser la nocion de continuidad de

caracter eminentemente topoldgico, se asegura la transferencia de ciertas propiedades de un
espacio a otro. Por ejemplo, los homeomorfismos permiten la transferencia de estructuras

algebraicas y topologicas.

Relacion con otras concepciones. Con la concepcion topolégica de limite.
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4.2. ANALISIS DE TEXTOS UNIVERSITARIOS
SENALADOS POR EL PROGRAMA DE LA CARRERA DE
MATEMATICA

Para el analisis de los textos universitarios utilizaremos dos criterios teéricos. El
primero, serd la identificacion de concepciones y obstaculos de la continuidad puntual
definidos en “Las Concepciones y Obstaculos Identificados en el Origen de la Continuidad
de una funcion”. Puesto que dicho trabajo recorre la historia del concepto, se puede deducir
una relacion directa con la evolucion del conocimiento, y apropidndonos de diversas
concepciones (Contreras de la Fuente, Luque Cafiada, Ordofiez Cafiada, Ortega Carpio, &
Sanchez Gomez, 2000), facilitaran un analisis mas profundo de los textos Universitarios.

Para retomar las concepciones a utilizar y minimizar su escritura se definiran como:
- La concepcion ingenua CA. (Concepcion primitiva CCA).

- La concepcién geométrica, CB.

- La concepcion de Euler, CC (concepcion Euleriana CCC).

- La concepcion de Cauchy CD. (Concepcién de Cauchy CCD).

- La concepcion de Weiertrass, CE. (Concepcion de Weiertrass-Darboux CCE ).

- La concepcion topologica, CT. (Concepcion topolégica CCG).

- la concepcion CH, relacionada con la contestacion: “porque esta definida en todo
punto”. En esta contestacion subyace lo siguiente: si f es funcion = la funcion traslada la
“contigiiidad” de los puntos del intervalo I a una “contigiiidad” de las imagenes = la funcion
es continua. Como esto supone decir, que el conjunto de las funciones F esta c en el de las

funciones continuas F¢, se trata de una concepcidn errénea sustantivamente.
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- La concepcion Cl, ligada con la contestacion: “hay un punto no pertenece a la curva”.

Es errénea sustantivamente (para méas detalles ver El Bouazzoui, 1988).

Otra herramienta que utilizaremos es la Teoria de representaciones semidticas, segun
Raymund Duval, en particular identificaremos la utilizacion de los diferentes registros
semioticos.

4.2.1. CALCULUS. CALCULO INFINITESIMAL, SEGUNDA
EDICION, MICHAEL SPIVAK. EDITORIAL REVERTE S.A.

Funciones Continuas (Capitulo 6)

Si f es una funcién cualquiera, no se cumple necesariamente que

lim /(x) = f(a).

En efecto, esto puede dejar de ser cierto de muchas maneras. Por ejemplo, f puede
incluso no estar definida en a, en cuyo caso la ecuacién no tiene sentido (figura 1).

//

}
T
a

FIGURA 1

Introduccién del concepto: EI concepto de continuidad se introduce a través de
fendmenos discontinuos, pues explicita la negacion de la definicion de continuidad adoptada
por este texto. Este segmento no deja claro todas las maneras en que no se cumple la
definicidn, sélo especifica una y ésta se fortalece con la figura 1. Cabe destacar que en este
segmento del texto estudiado no se realiza ninguna aclaracion del fenomeno de

discontinuidad, sdlo se abarca implicitamente. Ademas, este caso de discontinuidad se
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fortalece presentando la representacion gréafica de dicha definicidn, con lo que se induce a la
concepcién geométrica CB. También, podemos hacer referencia a que evoca a la concepcion
intuitiva y por Gltimo es fortalecida por medio de la aclaracion en el lenguaje técnico, referente
al sentido de una ecuacion. También podemos encontrar la concepcion ClI reflejada en el
ejemplo y fortalecida con la gréfica de la figura 1.

Para profundizar el andlisis, siguiendo los lineamientos de la Teoria de las
representaciones semioticas de Raymund Duval, podemos mencionar que para la mayoria de
los alumnos la comprension que logran de un contenido quedard limitada a la forma de
representacion que utiliza. Considerando que es s6lo un fragmento del inicio del capitulo
podemos observar registros de escritura simbélica y gréficos, ademas de la primera

definicidon que podriamos considerarla como un registro analitico.

También puede no existir lim f(x) (figura 2). Finalmente, como se ve en la

aesa

figura 3, aun estando definida f en a y existiendo lim f(x), el limite puede no ser

igual a f(a). T

Parece natural considerar como anormal todo comportamiento de este tipo
y distinguir con algin calificativo honroso aquellas funciones que no presentan

: / Uk
P ; a // a 2
(a) (b) {c)
FIGURA 2

estas peculiaridades. El calificativo adoptado ha sido «continuas. Intuitivamente,
una funcién f es continua si su gridfica no contiene interrupciones, ni saltos ni
oscilaciones indefinidas.

En este segmento del contenido continda refiriéndose a los casos en que la definicion

de continuidad puntual no se cumple, pues explicita el caso en el que el limite de la funcion
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f(x) cuando tiende al punto a  no existe, e implicitamente, la imagen del punto a existe
“f(a)”. Se fortalece esta situacion apoyado de tres graficas (CB) en las que ocurre que dicho
limite no existe, pero si existe f de a. EI segmento ofrece tres gréficas que representan la no
existencia del limite, pero no especifica la diferencia entre ellas, lo que puede agobiar al lector
que carece de espacio y tiempo para asimilar cada una de ellas.

Cuando se hace referencia a la figura 3 se continla refiriéndose a la igualdad de la
definicion de continuidad puntual, pero en este caso es logico estudiar el concepto de
igualdad, pues este se refiere a la igualdad numérica. Por el contrario, en los casos anteriores
no era légico preguntarse si se cumplia la igualdad, puesto que al menos una de las

expresiones algebraicas no existia.

El calificativo “continua” hace referencia a las concepciones geométricas CB por
medio de las tres caracteristicas que no puede poseer la grafica de una funcién: no contiene
interrupciones, ni saltos ni oscilaciones indefinidas, y, ademas, se enuncia implicitamente el

principio de la Ley de continuidad de Leibniz.

Aunque esta descripcion es, por lo general, suficiente para

vt

/] a

FIGURA 3

decidir si una funcién es continua observando simplemente su grifica (habilidad
que merece ser cultivada), es ficil engafarse, y la definicién rigurosa es muy
importante.

Este segmento nos acerca a la definicion formal de continuidad puntual, se presenta la
concepcion de Weiertrass-Darboux CE, pues se disocia la continuidad como intuicion

geométrica sefialando que ésta debe ser cultivada. También se refleja la concepcién CB al
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describir la situacion mediante la grafica de la funcion abstracta. Dicha concepcion es la
equivalente a la mencionada en la Teoria de las representaciones semiéticas. El contenido
representado en esta expresion gréfica prioriza la intuicion del alumno para relacionarla con el
concepto requerido, ademas de una correspondencia semantica entre la gréafica y el argumento

explicativo a él

DEFINICION

La funcién f es confinua en a si

lim f(x) = f(a).

No tendremos dificultad alguna en hallar muchos ejemplos de funciones que
son, 0 no son, continuas en algin numero a@; todo ejemplo referente a limites
suministra un ejemplo referente a continuidad, y el capitulo 5 suministra cierta-
mente bastantes de éstos.

Definiciéon Formal

En esta definicion no se explicita si ésta sirve para todo tipo de funciones (funciones
definidas por tramos y las no definidas por tramos). Se asume que esto debiese ser un
conocimiento adquirido al momento de ver la unicidad de limite tratada en capitulos
anteriores. En cuanto a los ejemplos, considera que el lector posee la rapidez necesaria de
relacionar los ejemplos de limites con el concepto de continuidad. Esta definicion trae
notaciones implicitas, pues la idea de esta definicion es comparar valores numéricos, y por
ende valores existentes, lo cual conlleva que el limite de la funcién cuando tiende al punto a, y
f de a deben existir, de lo contrario esta definicion no tendria sentido. En este segmento no se
explicita inmediatamente la concepcidén de Cauchy, la cual relaciona la definicion de limite
con el concepto de continuidad puntual, segin Bolzano, tampoco aparece en ella la
concepcion CB para fortalecer esta situacion por medio de una grafica de la funcion abstracta

y su relacién de igualdad a f de a.
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Dando una mirada a este fragmento de texto referido a la Teoria de las
representaciones semidticas podriamos mencionar que hay un registro simbolico, pues
hacemos referencia a una definicion mediante expresiones simbdlicas. Otra cosa curiosa que
podemos destacar es la poca concordancia en la utilizacién de registros que se vieron en la

introduccién del concepto y el que se utiliza para dar la formalidad.

Ejemplos:

La funcion f(x) = sen 1/x no es continua en 0, porque ni siquiera estd definida
en 0, y lo mismo vale para la funcion g(x) = x sen 1/x. Por otra parte, si quere-
mos extender la segunda de estas funciones. es decir, si queremos definir una
nueva funcién G poniendo

L= ‘xsen i, x»=%0

a, x = 0,

En este ejemplo se ve reflejada la concepcion de Cauchy CD, al momento de explicitar
la funcion G(x), pues en esta concepcion Euler dice que las funciones definidas por dos
expresiones son discontinuas. También se dan dos ejemplos de funciones discontinuas por el

hecho de no estar definidas puntualmente para la imagen del valor cero.

Apoyados en la teoria de los registros semiodticos, aludimos que solo se presenta
registros de una escritura simbolica lo que va unido directamente a un registro analitico en lo
referente a la igualdad producida en la funcién. Ademas, no concuerda el énfasis puesto en los
registros de representacion grafica vistos en la introduccion del concepto y el tipo de registro
utilizado para sefialar el ejemplo. Esto cobra importancia ya que los alumnos tienden a
resolver los ejercicios con los registros o estrategias que tienen mas presentes en su memoria,

en este caso, nos referimos a los registros de representacion grafica.
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entonces la eleccion de @ = G(0) puede hacerse de tal manera que G sea continua
en 0; para hacer esto podemos (de hecho, debemos) definir G(0) = 0 (figura 4).
Esta clase de extension no es posible para f; si definimos

sen 1/x, x#0
a, x =0,

F(x) =

entonces F no serd continua en 0, cualquiera que sea a, porque lim f(x) no existe.

g0

En este segmento, se define G (0) con la finalidad de hacer continua la funcién G(x) en
el punto 0. Esta ampliacion de la funcion es fortalecida con la figura 4 al igual que la funcién
g(x), pero en este caso se ve reflejado que g (0) no existe, pero el limite si, ya que tiende a 0,
lo que se puede inferir a partir de la grafica de la figura 4 parte a) En cuanto a esta inferencia
no se da una explicacion algebraica o analitica que fortalezca este hecho.

Teniendo presente la teoria de representaciones semioticas y su influencia en el anélisis
de la ensefianza de los conceptos, es importante destacar que en la formalizacion del concepto
de continuidad puntual se priorizé el registro de escritura simbdlica y el registro tabular, sin
tomar en cuenta el registro grafico de una funcion a la que tanto énfasis se le dio en la
introduccion del concepto. Esto nos lleva a inferir que no hay coherencia en la presentacion
del concepto de continuidad puntual con las formas de explicar los ejemplos expuestos. En
este sentido y segun las perspectivas de las representaciones semidticas, los alumnos podrian
tener dificultades al momento de resolver dichos ejemplos, puesto que no tendrian un registro

“modelo” a seguir.

Podemos identificar en este ejemplo la concepcién de Cauchy CD, al momento de
definir la funcion F(x), ya que en esta concepcion Euler habla de la discontinuidad de

funciones definidas por tramos.
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La funcién

x racional
x irracional

s = {5

(a) (b)
FIGURA 4

no es continua en a, si a7 0, puesto que lim f(x) no existe. Sin embargo,

- .a

lim f{x) = 0 = f(0), de modo que f ¢s continua precisamente en un solo punto, ¢l O.

Las funciones f(x) = ¢, g(x) = x y h(x) = x* son continuas ¢n todos los ni-
meros a, pucesto que
hm f(x) Iim ¢ < J(a),

rooa rea

lim g(x) = lim x = ¢ = g(a),

za =—a
lim A(x) = lim x? = a* = h{a).
>—a r—a

En este segmento se presenta la funcion f(x) original (a) y a su lado la funcién reparada
(b) lo que expresa una funcion continua en todo su dominio. Se apoyan en la grafica de las
funciones, concepcion CB, para sefialar de manera méas coherente un ejemplo siguiendo la
tendencia de la introduccion del concepto. Ademas, podemos mencionar que se aprecia la

concepcion de Cauchy CD, pues se expresa la funcion en tramos.

Siguiendo con la secuencia légica del andlisis, en este segmento se puede apreciar
claramente que la figura (a) no posee valor para la funcion evaluada en el punto a, lo cual nos
lleva a inducir que la funcién no es continua en dicho punto. Este hecho lo explicita con
lenguaje técnico, en cambio con un poco de dificultad se aprecia que en la figura (b) es
apreciable la continuidad de la funcion en 0, claramente se puede apoyar en el texto para
precisar con mas detalle la diferencia entre ambas graficas. Ademas esta afirmacion la

comprueba con la definicion de continuidad puntual.
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En este segmento se dan ejemplos de tres funciones continuas en un punto ay se

verifica la igualdad de la definicidén de continuidad puntual.

Podemos sefialar la correspondencia semantica entre registros (gréfico y leguaje
natural). Visualmente se encuentran registros del tipo simbdlico, gréaficos y del tipo analitico.

Considérese finalmente la funcién

) = 0, x irracional
1/q, x = p/qfraccién irreducible.

En e) capitulo 5 hicimos ver que lim f(x) =0 para todo a. Puesto que 0 = f(a)

F—-a

solamente cuando a es irracional, esta funcién es continua en a si a es irracional,
pero no si a es racional.

En este apartado del texto, se da un ejemplo de una funcién definida por tramos, lo cual
hace referencia a la concepcion de Cauchy, se verifica la igualdad de la funcion sélo para el

caso en que “a” es irracional, pero no para el caso en que “a” es racional.

Nuevamente, bajo la perspectiva de registros semioticos notamos la ausencia de una
vision de representacion grafica para justificar lo expresado en este fragmento de texto. Aca
podemos notar poca relacion entre la funcién y su parrafo “explicativo” el cual estd orientado
a citar una explicacion anterior. Teniendo presente dichos eventos, podriamos sefialar que hay
posibilidades de que los alumnos tuviesen problemas en la clara percepcion de los ejercicios y
ejemplos. Esta tendencia a no utilizar representaciones gréaficas en la mayoria de sus ejemplos
podria ser debido a la orientacion calculista del libro, el cual estaria enfocado desde el

principio para gque los estudiantes practicaran y ejercitaran apoyandose en sus problemas.
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Serd mds fdcil todavia dar ejemplos de continuidad si demostramos dos sen-
cillos tcorcmas.

TEOREMA 1
Si f y g son continuas en &, entonces

(1) f+ g es continua en g,
(2) f-g es continua en q.

Ademads, si g(a) 5~ 0, entonces
(3) 1/g es continua en a.
DEMOSTRACION
Puesto que f y g son continuas en a,
ll_ir.r: f(x) = f(a) y 133: g(x) = gla).
Por el teorema 2(1) del capftulo 5 esto implica que
lim (f +)(x) = /(a) + g(@) = (/ + 9)(@),

lo cual es precisamente la afirmacién de que f + g es continua en a. Las demos-
traciones de las partes (2) y (3) se dejan para el lector. l

En este segmento se presenta un teorema de funciones continuas en un punto a, que
tiene relaciébn con algebra de funciones continuas y seguidamente con la respectiva
demostracion de s6lo una parte del teorema, en particular “f+g es continua en a”. Esta
demostracion se realiza con la definicion dada por la igualdad numérica. Las otras dos partes

de este teorema se dejan al lector, pues se realizan de forma analoga.

En este segmento, no se utiliza la concepcion de Weirtrass-Darboux CE para relacionar
la continuidad puntual con (épsilon-delta), lo que muestra un razonamiento l6gico correcto,

pues aun no se explicita dicha relacién, pero tampoco se fortalece este teorema con la
concepcion geométrica CB.
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Profundizando un poco mas, podemos mencionar que bajo la mirada de la teoria de
representaciones semidticas hay una persistente utilizacion del registro de escritura simbodlica,
ademas de expresiones linglisticas que apoyan las relaciones producidas con los registros
analiticos. Nuevamente hacemos notar la carencia del registro grafico utilizado en un
comienzo para ilustrar las situaciones. Aunque podria ocurrir que el registro utilizado por
excelencia este texto permite efectuar con mayor facilidad, rapidez y economia de espacio los

ejercicios y problemas propuestos.

Partiendo de las funciones f(x) =c¢ y f(x) = x, que son continuas en a, para
todo a, podemos aplicar el teorema 1 para concluir que vna funcién

bnx"' -+ b"_lxn—l + - - 4+ bo
emx™ T+ Cm1x™ 1+ -+ - 4 g

; f(x) =

es continua en todo punto de su dominio. Pero es dificil llegar a mucho m4s de
esto. Cuando estudiemos en detalle la funcién seno serd ficil demostrar que sen
¢ continua en a para todo a; aceptemos de momento este hecho. Una funcién
tax como

sen®* x + x* + x* sen x
sen®” x + 4x* sen?® x

fx) =

. puede demostrarse ahora que es continua en todo punto de su dominio. Pero toda-
via no podemos demostrar la continuidad de una funcién tal como f(x) = sen (x*);
necesitamos, evidentemente, un teorema referente a la composicién de funciones

;_ continuas. Antes de formular este teorema, vale la pena destacar el siguiente punto

. acerca de la definicién de continuidad.

En este apartado, se encuentran ejemplos de funciones continuas construidas a partir
de dos funciones ya definidas como continuas. A modo propio consideramos que los ejemplos
expuestos no son de caracter trivial, puesto que se podria interpretar o pensar que sélo se debe
utilizar el teorema 1para su comprension, ademas que dicho teorema no explicita de manera

general acerca de la divisién de funciones continuas en un punto, sino que solo se limita al
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caso en que el numerador es una constante. Especificamente toma al nimero 1 como

numerador y considera como denominador a la funcion g.

Podemos sefialar que bajo la mirada de la teoria de representaciones semidticas
encontramos bastante congruencia entre el enunciado en el lenguaje natural y la relacion de las

funciones respectivas que poseen registros de representacion simbolica.

Volviendo nuevamente al andlisis bajo el punto de vista de las concepciones
epistemoldgicas e histéricas podemos precisar que se percibe la presencia de la concepcion de
Cauchy CD, a causa que se presentan funciones continuas en un punto, con sélo una Unica

expresion.

Si traducimos la ecuacién lim f(x) = f(a)

- de acuerdo con la definicién de limites, se obtiene

para todo € > 0 existe un & > 0 tal que, para todo x,
si 0 < |[x—a] <3, entonces |f(x) — f(a)] <e.

TV IR T ST

Pero en este caso, en que el limite es f(a), la frase

Z

e F i

0<|x—a|<$é

puede cambiarse por la condicién mds sencilla

T LA

lx — a| < 8,

2
o
B
"

rpuesto que si x = a sc cumple ciertamente que |f(x) — f(a)| < €.

’("l

Prosiguiendo con el analisis de cada parrafo, acd podemos identificar que se relaciona
la continuidad puntual en “a” con la definicion (épsilon-delta), la que es explicada por partes
apoyandose de los conectores l6gicos de la expresion. A modo de reflexion consideramos que
esta estrategia utilizada tiene como objetivo ayudar a los estudiantes a mejorar la comprension
de dicha definicién, ya que asi como fue abordada en capitulos anteriores. Esta suele ser

complicada y dificil de aplicar por los alumnos(as). Esta explicacion amerita una
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interpretacion grafica para mejorar su comprension, porque esta descrito y comprobado que el

analisis heuristico de las interpretaciones gréaficas o geométricas por parte de los alumnos (a)

permite una mayor comprension de lo expuesto (Duval, 1999). Lo mencionado recientemente

alude a las representaciones graficas  bajo la mirada de la teoria de representaciones

semidticas y al mismo tiempo a la concepcion geométrica CB.

TEOREMA
E‘ 2

Si g es continua en a, y f es continua en g(a). entonces f o g es continua en a. [Ob-

Sérvese que se requiere que f sea continua en gla), no en a.)

;

DEMOSTRACION

Sea £ > 0. Queremos hallar un & > 0 tal que para todo x,

si [x—a] < & entonces |(feg)(x) — (feg)a)l <&
es decir. |f(g(x)) — f(g(@)] < &

Tendremos que aplicar primero la continuidad de f pa

tiene que estar g(x) de gla) para que se¢ cumpla esta desigualdad. Puesto que f a‘

o
-

continua en g(a), existe un & > 0 tal que para todo y.
(1) si |y — gla)| < &, entonces |f(y) — flg(a))| < &
En particular, esto significa que
(2) Silg(x) — gla)] < &',-entonces |f(g(x)) — flgla)] < &

Aplicamos ah
x de a para que se cumpla la desigualdad le(x) — g(a)|

|

|
|

3

ra estimar como de cerca

|

l

ora la continuidad de g para estimar como de cerca tiene quc estar
< &. El nimero & es un

nimero positivo como cualquier otro numero positivo; podemos, por lo tanto,

tomar & como el €
existe un 8 > 0 tal que, para todo x,

(3) Si |x—a| <3, entonces le(x) — gla)| < &

Combinando (2) y (3) vemos que para todo x,

si |x—a| < 8, entonces If(g(x) — fgla)| <=. 1

(1) de la definicién de coniinuidad de g en a. Deducimos que

En esta seccion se presenta un teorema que trata sobre la composicion de funciones

continuas en un punto “a”. Para el caso de su demostracion se utiliza la concepcion de
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Weiertrass-Darboux, ademas de la definicion (épsilon-delta). Tampoco hace referencia a la
concepcion CB, la que no muestra coherencia con la presentacion inicial de la continuidad

puntual.

Apoyéandonos en la teoria de las representaciones semioticas, podemos destacar la
presencia de los registros de escritura simbdlicos, registros de expresiones linglisticas. Estas
ultimas tienen una estrecha relacién, puesto que la representacién simbdlica codifica la frase

conformada por la expresion lingiistica, dandole sentido a lo presentado bajo cada parrafo.

Podemos ahora volver a considerar la funcién

_ fxsenl/fx, x# 0
f(x) = 0 x=0.

’

i : icaci de los:

Hemos observado ya que f es continua en 0. Unas cuantas aplxcacnonesl b;é-l-"
teoremas 1 y 2, junto con la continuidad de sen, demuestran 'que f esl am. m;'
continua en a, para a = 0. El lector deberia ser capaz de analizar con la misma]
2 IV 3

facilidad funciones tales como f(x) = sen (x* + sgn (x + sen® (x7))). 1

En este segmento se presenta un ejemplo de una funcién continua en todo su dominio,
no explica las llamadas “Unas cuantas aplicaciones del teorema 1 y 2, junto con la continuidad
de f(x)” para demostrar la continuidad puntual en a, por ende no encontramos pertinente este
ejemplo en la forma en que se presenta, ni menos el que tiene relacién con la composicion de
funciones. Podemos encontrar la concepcion de Cauchy CD en la definicion por tramos de la

funcion f.

Ahora, desde un punto de vista mas superficial, podriamos sefialar que se encuentran
registros de escritura simbdlica, expresiones linglisticas y registros analiticos. Ademas de
hacer énfasis a que la seccion encargada de explicar la funcion dada como ejemplo no es
congruente con ella, en otras palabras, no dan claridad de lo que ocurre en lo representado
algebraicamente. Asi como sefialabamos anteriormente se necesitaria una explicacion con

algun registro gréafico para ayudar a la pobre explicacion del problema.
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| TEOREMA 3

I Supbngase que f es continua en a, y f(a) > 0. Entonces existe un niimero 8 > 0 tal
que f(x) >0 para todo x que satisface |x— a| < 8. Andlogamente, si f(a) <0,

v';éntonces existe un nimero & >0 tal que f(x) <0 para todo x que satisfa-
fee |x—a| < 3.

| DEMOSTRACION

| Considérese el caso f(a) >0 puesto que f que es continua en a, si ¢>> 0 existe
: un 3 > 0 tal que, para todo X,

si |x— a| < 8, entonces If(x) — fla)| <e.

" Puesto que f(a) > 0 podemos tomar a f(a) como el &. Asi, pues, existe 5> 0 tal
que para todo x,

si |x —a| < 3, entonces |f(x) — fa)| < fla).

esta ultima igualdad implica f(x) > 0. i
. Puede darse una demostracion andloga en el casq fla) < 0; témese €= f(a).
O también se puede aplicar el primer caso a la funcion —f. B

En este segmento se presenta un teorema con la hipotesis de una funcion f continua en
el punto “a”, se utiliza la implicancia con la definicion (épsilon-delta), lo que hace referencia
a la concepcion CE. Para el caso de este teorema no se dan ejemplos, perdiendo con esto
coherencia con la presentacion de los teoremas anteriores. Tampoco hace referencia a la

concepcion CB, y de esta manera no muestra coherencia con la presentacion inicial de la
continuidad puntual.

Apoyandonos en la teoria de las representaciones semioticas, podemos destacar la
presencia de los registros de escritura simboélicos, registros de expresiones linguisticas. Estas
Gltimas tienen una estrecha relacion, puesto que la representacion simbdlica codifica la frase

conformada por la expresion linguistica, dandole sentido a lo presentado bajo cada parrafo.
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CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL.

TAYLOR, EDICION LIMUSA
(Apartado capitulo I1)

2.8 Continuidad. Hemos visto que para una funcion F={(z9)|y=
F(x))}; lim F(x) no depende del valor de F(a), y que dicho limite puede exis-

tir aunque F(a) no exista.
La funcién F es continua en a si
(i) @ estd en el dominio de F; esto es, si F(a) esta definida;
(ii) l.-i.'.‘} F(x), existe;

(iii) lim F(x) = F(a).

i : -

Si una funcién es continua en cada punto de un intervalo fiado, es con.tmna
sobre el intervalo. Si una funcién no es continua en a, sé dice que es discon-
tinua o que fiene una discontinuidad en a. :

Las condiciones (i), (ii) y (iii) de la definicién de continuidad en a, a
veces se combinan en un solo enunciado:

lim F (x), = F(a) (21)

o lo que es equivalente.

lhi_’ngl"(a-%-h) = F(a). (22)

En otras palabras, las proposiciones (21) ym(22), cuando se interpretan.c?rflo
equivalentes a las condiciones (i), (ii) y (iii), pueden tomarse como .dehmcm-
nes de “F es continua en ”. Hemos supuesto que (21) y (2?) son eqmvalen.t?s;
se le pide al lector que lo demuestre, en el ejercicio 23, al final de esta seccion.

Debe tenerse cuidado al interpretar los enunciados (21) y (22). Una
funcién puede dejar de ser continua en a, si F(a) no existe, si no existe lu“" F(x)

osi F(a) y lig F(x) no son iguales. Considérense los siguientes ejemplos:
& &

Introduccién al concepto.

El concepto de continuidad se inicia a través de la definicion de una funcion como “un
conjunto de puntos denominado F, que alude a la relacion que existe entre el valor del limite
de F cuando x tiende al punto a y la imagen de F de a, (enfatiza en la dependencia de dichos
valores). Da un ejemplo implicito de un caso de discontinuidad puntual, ya que cita la
existencia del limite y la no existencia de la imagen de F de a”. Por un lado hace referencia a
la concepcion de Cauchy CD, pues define la continuidad de F en el punto “a” con las tres

condiciones clasicas para que se cumpla la ecuacién que relaciona la continuidad con el
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célculo de un limite y la imagen de F de a. Por otro, lado en la definicion de este concepto no
se hace referencia a las concepciones CB, CE, ya que no se enfatiza en explicaciones
geométricas del concepto y tampoco se relaciona con la definicion formal (épsilon-delta).

Luego de las tres condiciones sefialadas en el parrafo se define la continuidad en un
intervalo y a continuacion la discontinuidad puntual sin considerar ninguna concepcién
histdrica explicitamente, pero si lo hace de manera implicita, trata la continuidad puntual en un
intervalo lo cual alude a la concepcion CB, puesto que en esta concepcién se definen las
curvas no geométricas representadas por un tramo continuo. La definicion la resume en la
verificacion de alguna de dos ecuaciones que presenta, porque las considera equivalentes.
Dichas definiciones no explican la afirmacién de equivalencia, ya que deja a cargo del lector
la demostracion formal. Cabe destacar que en principio sefiala explicitamente la equivalencia
de las ecuaciones 21 y 22, luego explica que sélo era un supuesto por demostrar. En el
siguiente parrafo, destaca el cuidado al interpretar las ecuaciones y entrega implicitamente los

casos de discontinuidad puntual, tampoco se ve reflejada alguna concepcion histdrica.

Dando una mirada desde la teoria de las representaciones semioticas, podriamos
sefialar que el fragmento se destaca por especificar y orientar el contenido apoyandose en
expresiones linglisticas, registros de escritura simbdlica. Los enunciados son congruentes con
las proposiciones expuestas, lo que podria justificar la ausencia de registros graficos que a

nuestro parecer ayudaria bastante a los alumnos(as) a mejorar su comprension.
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Ejemplo 1. Considérese la funcion F, dada por

2% —S5x—3 a

F(x) = ———, xz1.

X =
Note que

=2x+1 x53.

Flz) = (2x + 'l) Ui.—s}

& O
La grafica de F es la recta cuya ecuacién es y = 2x + 1, excepto porque
le falta el punto (3,7), como se indica en la Fig. 2.6. Por el teorema 7,

l,iB}F(x) :l,'ﬂ (2x+1) =17.

Para la funcion F, existe linJ\ F(x) y es igual a 7. Sin embargo, F(3) no esta
£

definida y asi pues, F es discontinua en 3.

Fig. 2.6 <~ « e

En la explicacion de este ejemplo utiliza las concepcién geometrica CB al instante de
graficar la funcidn; cabe resaltar el tratamiento en conjunto de la manipulacion algebraica de
la funcion y la manipulacion geométrica de ésta, a pesar de que en la introduccion del
concepto no se reflejan estas concepciones; también se realiza una explicacion detallada de la
discontinuidad evitable de la funcidn, ya que analiza la existencia del limite y de F(3).Se
continGa sin reflejar la concepcion de Weiertrass-Darboux CE, pues no relaciona la definicion

utilizada actualmente (épsilon-delta) con el concepto de continuidad puntual.

Bajo la perspectiva de la teoria representaciones semidticas, podriamos mencionar que

comienza utilizando los registros de representacion simbolica y analitica, cambiando luego a
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un registro linglistico donde aclara lo sucedido anteriormente. Diversos registros son
utilizados en este fragmento, donde se encuentra el ejemplo lo que ayudaria bastante a los
alumnos(as) para que puedan comprender la manera de resolucion que beneficia la resolucion
de los proximos ejercicios. En la explicacion se utilizaron especificamente el registro
linguistico y el registro grafico para sefialar y dejar bien clara la ausencia del valor que

corresponde a la restriccion.

Ejemplo 2. Considere la funcién G, dada por
- 2x° —5x—3 et nr
C(x) = _.'CT- L - % 3
G(3) = 4.
Como en el ejemplo 1, G(x) = 2x + 1 para x5~ 3. La grifica de G es la
misma grafica de F afadiéndole el punto (3,4), como se indica en la Fig. 2.7.
Igual que en el ejemplo 1

l’m} G(x) =17.
Para la funcion G, existe le G(x) y es igual a 7. Aunque G(3) esta definida;
el valor de G(3) =4 es diferente del limG(x) y por tanto; G es disconti-

nua en 3.

Fig. 2.9

En la explicacion de este ejemplo, nuevamente utiliza la concepcion geométrica CB al
instante de graficar la funcion. Es importante sefialar el tratamiento en conjunto de la
manipulacién algebraica de la funcion y la manipulacién geométrica de ésta, a pesar de que en

la introduccion del concepto no se reflejan estas concepciones, también se realiza una
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explicacion detallada de la discontinuidad evitable de la funcion, pues analiza la existencia del
limite y de G(3), en este caso no se cumple la igualdad , debido a que ambas expresiones
existen pero son distintas. Se continGa sin reflejar la concepcion de Weiertrass-Darboux CE, al
no relacionar la definicion utilizada actualmente (épsilon-delta) con el concepto de

continuidad puntual.

Destacando una nueva perspectiva asi como el de la teoria de las representaciones
semidticas, observamos la presencia de registros graficos y registros lingliisticos que apoyan
la explicacion, los cuales consideramos que beneficiarian al alumno(a) al momento de
estudiarlo. Esto se argumenta por los estudios de Duval que sefiala que mientras mayor sea la
cantidad de registros en los cuales se expresa un contenido o idea, son mayores las
posibilidades de ser adquiridas por el oyente.
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Ejemplo 3. Considere la funcién #, dada por

2x* —5x + 3

H(x) = ===

H(3) =7
Aqui lcx_rg H(x) =7 y H(3) =7, de modo que l'u..? H(x) = H(3), luego
H es continua en 3. La grifica de H es la recta mostrada en la Fig. 2.8
A veces deseamos expresar la definiciéon de continuidad de una fpncién
F, en a, en términos de desigualdades. Nétese que la proposicion (21) significa
que dada una ¢« > 0, existe una 3 > 0 tal que \

|F(x) — F(a)| < ¢ cuando 0 < |x—a] < 3.

’y X -—#310 simplemente, H(x) = 2x + 1.

Ya que F(a) —F(a) =0, y 0 < e, escribimos esto simplemente como
|F(x) —F(a)| < & cuando [x—a| < 3.
Reciprocamente, si a es cualquier nimero real con la propiedad de que cualquier
intervalo abierto que contenga a a, contiene también nimeros distintos de a, del
dominio de F, entonces la proposicion de que “dada £ > 0, existe una 8 > 0
tal que |F(x) —F(a)| < e cuando |x —a| < 8"
indica que

lrx_lfl“ F(x) = F(a):

- Luego la proposicién (21) es equivalente a
la proposicién “dada cualquier ¢ > 0, existe
una § > 0, tal que

Bla) — P (@) <e comdo |x—afictl
"o sea:
Fla) —e < F(x) < F(a) + ¢
= cnando a —38 < x<a+ 8 (23)

/ . l ~ Si F es continua en a y si F(a) %0 en-
' 21 2 3 tonces se sigue de (23) que existe un niimero
3 > 0 tal que '
Fig. 2.8 F(x) #0 cuando x € [a— 3;a + 8].

En este fragmento de texto, nuevamente utiliza la concepcién geométrica CB al
momento de la explicacion del ejemplo, puesto que grafica la funcion, destaca el tratamiento
en conjunto de la manipulacién algebraica de la funcion y la manipulacion geométrica en el

desarrollo del ejercicio. Hay que considerar que al momento de la introduccién no reflejaban
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estas concepciones, lo que tendia a suponer que en el desarrollo del capitulo no se
encontrarian. Apoyandose de diversos registros linguisticos, de escritura simbdlica y analitica
realiza una detallada explicacion de la continuidad puntual de una funcion, ya que se analiza
la existencia del limite y la existencia de H (3), a diferencia de los casos anteriores ahora si
cumple la igualdad.

Se puede apreciar la concepcion de Weiertrass-Darboux CE, al relacionar la definicion
utilizada actualmente (épsilon-delta) con el concepto de continuidad puntual, con este ejemplo
fortalece la definicion formal dada al comienzo.

66



Fla) +ep————

- F
(a. Fia)) /
F“,U-———————. 7’——

F(a)—eo————/

|
i
o a—4

Qg ————— e

Fig. 2.9

Si la funcion F es continua en ¢, entonces el punto (a, F(a)) estd en la
grifica de F y hay puntos de la grafica de F tan cercanos como queramos al
punto (a F(a)). A veces se dice que si F es continua, podremos hacer la dife-
rencia entre las ordenadas dc dos puntos de la grifica de F tan pequefia como
queramos, con s6lo hacer la diferencia entre las abscisas de estos dos puntos,
suficientemente pequeiia. Dicho con mas precisién: dada cualquier ¢ > 0, existe
una 8 > 0 tal que se satisface (23); esto es, F(x) esti en el intervalo (F(a) —
e; F(a) + ) para toda x cn cl intervalo (a—5;a | 8). Esto significa que
dada una ¢ y para cualquier seleccién de las lineas cuyas ecuaciones son

y=F(a) —e y y=Fla) +e,
existen lineas con ecuaciones _
x=a—38 y x=a+ 38

con la propiedad de que la porcién de la grafica F que estd entre las dos dltimas
lineas, queda completamente contenida en el rectingulo determinado por las cua-

¥
\

: . e
et > X ;

-2

Fig. 2.10 =

tro lineas antes citadas (véase la Fig. 2.9). Si F es continua sobre un intervalo,
la grifica de F sobre esc intervalo serd una curva que no se interrumpe.



En este segmento del texto se fortalece la definiciébn formal dada al comienzo.
Podemos reconocer el uso de las concepciones CB, CD y CE las cuales sirven de apoyo para
realizar una explicacion de la definicion sefialada en el texto; ademas, podemos mencionar
que recurre a la grafica de una funcidn arbitraria para mostrar la relacién que existe entre la
continuidad y la definicién de limite. Por altimo, destacamos que explicita la definicion
formal (épsilon-delta).

Recurriendo nuevamente a la teoria de las representaciones semioticas, podemos
recalcar la directa relacion entre los registros de representacion simbdlica y la representacion
grafica, la cual facilita la comprension del concepto. El registro lingiistico trabajado se

caracteriza complementar perfectamente lo sefialado de modo gréafico.

Ejemplo 4. ;Es continua en 0 la funcién F dada por
F(x) = —2parax <0
F(x) = 2parax > 0?
La grafica de F esta dada en la Fig. 2.10. '
Solucién. Claramente la grafica de F esti rota en x = 0; es evidente que
F es discontinua en 0. La condicién (i) de continuidad se satisface, puesto que
F(0) = 2. Sin embargo
.l_i.lgF(x) =—2y !_Lr‘t)\’F(x) .

Como el limite por la izquierda no es igual al limite por la derecha, no existe
lim F(x): Por tanto, la condicién (ii) de continuidad no se satisface.
P

Frecuentemente deseamos saber si una funcién es continua o no en todos
los puntos de su dominio, y de no serlo, en cuales es discontinua. El teorema

siguiente ayudard en estos casos.

En este ejemplo identificamos la presencia de la concepcion Euleriana CC, ya que
define una funcion por tramos. Si recordamos, Euler sefialaba que las funciones que estaban
conformadas por mas de una funcion eran discontinuas; ademas, detectamos la concepcion
geométrica CB la cual es referenciada de manera implicita ya que argumenta la
discontinuidad, citando la grafica de la funcion F. Para finalizar, encontramos que se encuentra
enunciado un teorema que en estos instantes no se analizara puesto que escapa a los

parametros y lineamientos de nuestra investigacion.
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Profundizando y destacando méas elementos que ayuden al anélisis del texto recurrimos
a la teoria de representaciones semiéticas, las cuales nos hacen detectar la presencia de
registros de representacion simbdlica, registros lingiisticos y registros analiticos. Como ya ha
sido costumbre, en el texto continda la estrecha relacion entre los registros detectados.
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4.2.3. CALCULO KITCHEN, JOSEPH W. KITCHEN.
DEPARTAMENT OF MATEMATICS, DUKE UNIVERSITY

3.6. Conti_nlidad

No sdlo han discutido los tedlogos sobre el namero de 3
. » e cles C
bailar sobre la cabeza de un alfiler, sino también sobrcms‘igun éllgelpgﬁg'dg

moverse de un punto A.a otro B instantaneamente, y si en tal caso tiene el angel
que pasar por el espacio intermedio. Sin entrar en tal controversia, no parece
arriesgado afirmar que los movimientos cotidianamente observados no mues-
tran discontinuidades como esas atribuidas a veces a los angeles. Considérese un
cgche .c'irculando por la autopista de Pensilvania. Supondremos, a efectos de esta
d'nscuswn, que dicha autopista es una recta en la que hemos introducido un
sistema de coordenadas. Sea f{(t) la coordenada del coche en el instante r.
Supongase que en un cierto instante t, se halla el coche en medio de un tinel de
longitud 2z. Es claro que con toda certeza el coche deberd haber estado dentro
de!‘u'me_l durante algin tiempo (quizas muy corto) anterior a Ly Y que seguira en
su interior durante otro cierto tiempo después de t,. La primera clausula de la
frase anterior puede ser formulada analiticamente asi: Existe un T <t, tal que

T<t<to=|f()— f(to) <e.

La traduccion de la segunda cliausula es esta: Existe un 7" tal que to<T' y
lost<T'=|f(t)— f(to)| <&.

Sea d =min (to—T, T —t,). Si |t —to| <, entonces o bien
I<ig<t, o _ txt<T.

En cualquiera de los casos |f(t) — f(to)| <& Como el tinel fue elegido arbitraria-
mente, hemos probado de hecho que

(Ve>0)(30 > 0)(Ve)(lt —to] <d=|f(r) — flto)] <e).
Una afirmacion equivalente es

limf(t)=f(¢o)-

=iy

Introduccién al concepto.
El concepto de continuidad puntual es introducido mediante la concepcion intuitiva

CA, ya que alude a una situacion poco convencional (no matematica) para explicar el
principio basico de esta misma. Destaca y asocia cuidadosamente la relacion que existe entre
las variables, lo que ayuda al lector a tener una percepcidn mas primitiva del concepto

logrando con esto un entendimiento mucho mas profundo de lo que se quiere decir acerca del
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concepto. Va transformando poco a poco la situacion de caracter intuitiva a matematica,
alcanzando la concepcion de Weiertrass-Darboux CE, ya que se presenta la definicion en base
a ¢y 0y cuantificadores como “para el valor de t”, se convierte en “operativa” y se dota de un

rigor matematico, lo que permite aplicarla a funciones numéricas arbitrarias.

En la introduccion del concepto, nos habla de coordenadas espaciales, las cuales
debiesen ir apoyadas por la concepcién CB que ayudarian para reflejar lo que se pretende
explicar. A pesar de ello, la relacién entre la situacion y las variables es bastante clara, lo que
justificaria la no presencia de la concepcion CB. Por medio de una serie de argumentos e
igualdades logra llegar a la definicién formal (épsilon-delta) y su equivalente ecuacion.

Aportando nuevos datos al analisis ya sefialado, encontramos la presencia de registros
de representacion lingiistica, pero enfocada al lenguaje natural no matematico, ademas de
tener registros de representacion simbolica que expresa a la perfeccion la situacion sefialada
con el lenguaje natural. Teniendo en cuenta la manera poco comun de introducir el concepto

se considera innecesario el uso de representaciones graficas para describir la situacion.

Qc;ﬁni_cién 1. Se dice que una funcion real f es continua en un punto a R si y
solo si

lim f(x)= f{(a),

X=a

0 equivalentemente,

(Ve>0)(30> 0)(Vx)()x —a| < =>|f(x) —f(a)| <e).
Se dice que la funcién f es continua sobre (0 en) un conjunto S = R si y solo si es

continua en cada punto del conjunto.

'Nétcse que para que una funcién f sea continua en un punto a deben
satisfacerse tres condiciones:

1) f(a) debe estar definido (es decir, ae%;),
2) lim, ., f(x) tiene que existir;
3) el limite anterior debe ser f(a).
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Definicion.

En este fragmento de texto, se repite la conclusion a la cual se llegd en el fragmento
anterior, donde la equivalencia de la definicién formal (épsilon-delta) y la ecuacion es clara.
Esté ligada directamente con la concepcién de Cauchy CD, pues define la continuidad de f en
el punto a con las tres condiciones clasicas para que se cumpla la ecuacion que relaciona la

continuidad con el célculo de un limite y la imagen de F de a.

Tomando como punto de vista la teoria de representaciones semidticas sefialamos la
presencia de registros de representacion simbdlica y registros de representacion linguistica.
Ahora a pesar que ya se formaliz6 el concepto luego de realizar una introduccion fascinante,
consideramos que hubiese sido conveniente apoyarse de algin gréafico y asi expresar otro
punto de vista a la formalidad entregada.

Ejemplo 1. De los Ejemplos 4 y 13 de la seccion precedente se sigue que las funciones
seno y coseno son continuas sobre toda la recta real. También, por el Ejemplo 5 de dicha
seccion, se tiene que la funcion raiz cuadrada es continua sobre el intervalo (0, 4+o0).

Al momento de presentar los ejemplos, destacamos la poca relacién entre la
introduccion al concepto y lo que tenemos en este fragmento de texto, lo cual consideramos
que perjudicaria directamente al alumno(a) ya que las herramientas entregadas en un principio

parecen insuficiente para alcanzar la comprension de dicho ejemplo.

Destacando, por otra parte, la pobreza de registros utilizados en esta seccion, nos hace
deducir que para trabajar con este libro es necesario ya tener las nociones basicas que se
relacionan con el concepto, ademas de una gama de registros para interpretar lo que sefiala
dicho texto. Es complejo describir elementos no utilizados y necesarios para una buena

comprension del concepto, pero hay presencia de registros de representacion linglistica.
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Ejemplo 2 La funcién f(x)=[sen x] no es continua en n/2. En este caso, se cumplen
las condiciones (1) y (2), pero no la (3), pues vimos que

lim f(x)=0+#1=f(n/2).

X=x;2

En este ejemplo, se relaciona directamente con la manera que se introdujo el concepto,
ya que es sencillo observar que se cumplen las condiciones 1 y 2 pero no la 3. La dificultad
que podria encontrarse en esta seccion es el dominio basico de las funciones trigonométricas,
puesto que ni en la introduccion ni en el encabezado de los ejemplos sefialan algln tipo de

ayuda.

Ahora, si detectamos mas de un registro de representacion semidtica, entre las cuales
podria sefalar registros analiticos, registros de representacion simbolica y registros
linguisticos.

Ejemplo 3. La funcion sen (1/x) es discontinua en 0 ya que no se satisface ni (1) ni (2).

Qe los teoremas sobre limites podemos inferir de inmediato ciertas
propiedades de cierre para la clase de funciones continuas. Supdngase, por
ejemplo, que f y g son ambas continuas en un punto x,. En tal caso

m f(x)=f(x0),  lim g(x)=g(x,),

y, por tanto,

hf?., (f +9)(x) = f(x0) + g(x0) =(f + g)(x0),

es decir, la fun_cién S+4g es continua en x,. De igual forma pueden tratarse el
producto, la diferencia y el cociente.

En este fragmento de texto, destacamos la trivialidad del ejemplo, la poca presencia de
alguna perspectiva diferente para hacerle referencia o énfasis a su representacion grafica, a
pesar de ser un ejemplo trivial y facil de verificar las propiedades sefialadas en el texto, podria
ser interesante observar el comportamiento de la curva. Luego presenta unas funciones

continuas de las cuales postula una propiedad sin preocuparse de entregar una explicacién o
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demostracion de peso. Ademas menciona que de la misma manera puede tratarse la

multiplicacion y otras.

Desde el punto de vista de la teoria de las representaciones semidticas, podriamos
corroborar la pobreza de registros observados, destacar el registro de representaciones
simbdlicas y las representaciones linguisticas. Con la gran diferencia en comparacion al

analisis de los otros textos, acd no se presenta una congruencia entre ambos registros.
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4.2.4. ASPECTOS DE LA CONTINUIDAD PUNTUAL COMO

OBJETO MATEMATICO ANALIZADOS EN UNA UNIDAD
DIDACTICA

Tabla 1. Céalculo de Kitchen.

FORMA

(Sintaxis)

¢Como
introduce el

Concepto?

Situando la ubicacion de un coche en una
autopista, en la cual introduce un sistema de coordenadas

y plantea una problematica.

Tres condiciones para una funcion f

1. f(a) debe estar definido (es decir a € Dy)

2. ellim,_, f(x) debe existir
3. el limite anterior debe ser f(a)

¢Qué simbolos

g0

limyq f(x), f(@)

utiliza?
lim,_, f(t), f(t,), donde y t, son tiempos
Se dice que una funcion real f es continua en un
. punto a € R siy solo si
¢Enque
términos las limy, f(x) = f(a)
define?

(Ve > 0)(36 > 0)(VO) (It — to| <8 = |f(t) — f(to)
<e¢)
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¢Qué otros Definicién de limite
aspectos
formales
manejan?
FORMA Técnica directa: definicion de una funcién
. ) continda en un punto.
(Sintaxis) | ¢Qué técnicas se
tratan? Técnica indirecta: igualdad numérica (aplicacién
del célculo de limites)
¢Cémo El concepto es introducido por medio de la cita
introduce el de un problema ficticio y luego con un problema de la
concepto? vida cotidiana, en particular un problema de aplicacion
fisica. Esto conlleva a las dos definiciones formales
mencionadas anteriormente
¢COmo maneja No se maneja
el paso de la
CONTENIDO equivalencia

(Semantica)

entre las dos

definiciones?

Significado Grafica en un solo Variacion de
geométrico trozo de curva imagenes y pre-imagenes
() ()
¢Marca No, a ningun significado geométrico.

importancia?
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CONTENIDO
(Semantica)

¢COmMo maneja
el paso de la
grafica en un
solo trozo a la

variacion de las

imagenes?

No
significado geométrico

lo maneja, pues no menciona ningun

REPRESENTA
CIONES
SEMIOTICAS

Fenomenologia

Matematica Fisica Otras

(X) (X) (X)

¢Marca Marca mayor importancia a la matematica pues
importancia? | solo aparece un enunciado relacionado a la
fenomenologia fisica
Contexto Algebraico | Numérico Lenguaje Gréficos
natural
(X) () ()
(X)
¢Marca En lo algebraico, pues sélo hay dos ejercicios

importancia?

que solicitan graficos de una funcion relacionandolo con
la continuidad puntual. En cambio el lenguaje natural se
explicita sélo al comienzo del tema con la situacion de

un coche en una autopista

Tabla 2. Calculo infinitesimal, Segunda Edicion Michael Spivak

FORMA

(Sintaxis)

¢Como
introduce el

Concepto?

Lo introduce implicitamente explicando los
tipos de discontinuidades por medio de ejemplos con

sus respectivas graficas.
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¢Coémo
introduce el

Concepto?

Observando su grafica (sin interrupciones, ni

saltos, ni oscilaciones indefinidas)

limyq f(x), f(@)

¢Qué simbolos g, 0
utiliza?
¢ENn qué a) En términos de desigualdades ¢, &
términos las _ : i
. b) La funcion f es continua en a si
define? _
lim,q f(x) = f(a)
Registros  semioticos  graficos y su
) interpretacion de lim,._, f(x) = f(a)
FORMA ¢Qué otros
aspectos Discontinuidad de una funcién
(Sintaxis) formales (implicitamente)
manejan?
Definicidn de limite
Técnica directa: definicion de una funcion
o continta en un punto.
¢Que técnicas
se tratan? Técnica indirecta:
- igualdad numérica (aplicacion del calculo de
limites)
- Interpretaciones graficas de la ecuacion
limyq f(x) = f(a)
Analizando los posibles casos en que no se
cumple la ecuacidn lim,_, f(x) = f(a
CONTENIDO | ¢Cémo introduce P xoaf (4) = 1(0)

(Semantica)

el concepto?

Intuitivamente, analizando su grafica y destacando
que este método merece ser cultivado, pues suele ser

enganoso.
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CONTENIDO
(Semaéntica)

¢COmo maneja
el paso de la
equivalencia
entre las dos

definiciones?

Explicando la definicion “a)” apoyado de la

definicion “ b) ” y explicando esta misma

Grafica en un solo trozo

Variacion de imagenes y

. de curva pre-imagenes
Significado
geomeétrico (X)

¢Marca Marca importancia en los gréaficos de las

importancia?

figuras 1, 2 y 3 que muestran los diferentes tipos de

discontinuidades

¢COmo maneja
el paso de la
grafica en un
solo trozo a la

variacion de las

imagenes?

No se maneja en el texto.

REPRESENTA
CIONES
SEMIOTICAS

Fenomenologia

Matematica

(X)

Fisica

()

Otras

()

¢Marca

importancia?

Marca mayor importancia a la matematica,

pues todas las definiciones, ejemplos y ejercicios son

de esta fenomenologia

Contexto

Algebraico

(X)

Numérico

(X)

Lenguaje

natural

()

Graficos

(X)
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REPRESENTA
CIONES
SEMIOTICAS

¢Marca

importancia?

Marca  importancia en la representacion
semiotica de los gréaficos al momento de explicar

cuando no se cumple la siguiente ecuacion

lim, ., f(x) = f(a)
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Tabla 3. Calculo diferencial e integral de Taylor, Edicién Limusa

FORMA

(Sintaxis)

¢Como introduce

el Concepto?

Con la definicién de una funcién

F={(x,y)|y=F(x)} y haciendo notar

que el valor de F(a) no depende de lim,._,, F(x)

(tipos de discontinuidades)

¢Qué simbolos

utiliza?

lim,_, F(x), F(a)

lim,_o, F(a+h) , F(a)

€0

¢En qué términos

a)

(i) aesta en el dominio de F; esto es si
F(a) esta definida.

(ii) lim,_,, F (x), existe

las define? (iii) lim,,, F (x) = F(a)

b) lim,_, F(x) = F(a)

c) lim,_o F(a+ h) = F(a)

d) en términos de desigualdades ¢, 6
¢Queé otros Definicion de una funcion

aspectos formales

manejan?

Discontinuidad de una funcién

¢Qué técnicas se

tratan?

Técnica directa: definicion de una funcion

continGia en un punto.

Técnica indirecta: igualdad numérica

(aplicacién del calculo de limites)
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CONTENIDO
(Semantica)

¢Coémo introduce

el concepto?

Definiendo una funcién y relacionandola

implicitamente con los tipos de discontinuidad

¢Como maneja
el paso de la
equivalencia

entre las cuatro

definiciones?

Se combina las definiciones de a) para

concluir la definicion b).

Para explicar el significado de la definicion
b) se utiliza la definicién d) y la figura 2.9, que es
la grafica de la definicion de d)

Significado Grafica en un solo Variacion de imagenes y
geomeétrico trozo de curva pre-imagenes
() ()
¢Marca En la grafica en un solo trozo de curva al

importancia?

momento de explicar los ejemplos 1, 2, 3y 4.

¢CAmo maneja el

paso de la grafica

en un solo trozo a
la variacion de

las imagenes?

No se maneja en el texto.

REPRESENTA
CIONES
SEMIOTICAS

Fenomenologia

Matematica Fisica Otras

(X) () ()

¢Marca

importancia?

Marca mayor importancia a la matematica,
pues todas las definiciones, ejemplos y ejercicios

son de esta fenomenologia
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Algebraico | Numérico | Lenguaje | Graficos
natural
Contexto (X) (X) (X)
(X)
¢Marca Marca importancia a las desigualdades
REPRESENTA_ _ _
importancia? algebraicas al momento de explicar las
CIONES o
. definiciones a), b), ¢) y d). Y en segundo lugar le
SEMIOTICAS

da importancia a los gréaficos al momento de
explicar todos los ejemplos de continuidad puntual,
y en los ejercicios que presenta el texto en los
ejemplos de continuidad puntual.

A modo de conclusion consideramos que el texto universitario, Calculo Diferencial de
Taylor, se debe mantener en la bibliografia recomendada en la carrera de matematica para el
curso de célculo I, ya que, se utilizan cuatro representaciones semidticas poniendo énfasis en
los registros algebraicos y graficos.

Cuestionamos el texto universitario, Calculo de Kitchen, ya que posee el tratamiento de
solo dos representaciones semidticas, dandole mayor importancia al registro algebraico y no al
gréfico. No obstante, debemos destacar la rigurosidad matematica que este libro posee y las
aplicaciones a las ciencias fisicas.

Para finalizar el texto universitario, Calculo Infinitesimal de M. Spivak, destacamos la
utilizacion del registro grafico y algebraico al momento de ensefiar el contenido y de
ejemplificar el concepto de continuidad puntual. El texto maneja tres representaciones
semioticas, dandole importancia al registro grafico.
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4.3. DISENO DE ENTREVISTA A ESTUDIANTES DE LA
UNIVERSIDAD

4.3.1 ENTREVISTA AYUDANTE A

1. ¢Qué entiende por proceso continuo en el lenguaje ordinario?

RC>’YJ § = L= /74,0
5 se h3bl> Ae
ot vive : = Frecso

’ )D/(mpj 75"5"?f./l/'

>/
Ceme este

Géwpo y

((/ prO(,&)p)
“PEr>

- e
[QﬂSWV/C c"/

‘w&m}a o f/’"}‘/’fybj

El ayudante evidencia un entendimiento correcto por medio de un ejemplo asociado al

tiempo, utiliza un registro utilizando el lenguaje natural.
2. ¢Lafuncion f(x)=x es continua en x=5? ¢Por que?

Ré,Sp 2~
Se S = b2 . =
2 ?UC 1=z Liin Eridin

en }/éwn X = a_ {>/ﬁ/’{ a_

> 4+ -
ol g

& B G
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&= Lorvry e ex, s le
X — A
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EoE (del s, = ) S
Vi e S < )

e = - - /)fa o f—
= e L€ o T
en f;/fjo »m //Wh bl L= ) es 7> /{j,ﬂ,d)
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> G

El ayudante logra una respuesta correcta verificando cada una de las condiciones de la
definicidn de continuidad puntual. Para verificar la primera condicién utiliza un registro con
lenguaje natural y lenguaje matematico formal; para verificar la segunda condicion emplea

un registro algebraico y, ademas, la definicién equivalente de continuidad puntual para
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encontrar el valor del limite. EI ayudante no verifica la Gltima condicién, suponemos que la

considera trivial, ya que define el dominio maximal de la funcion.

x> -9
f(x)=
3. ¢Lafuncion X—3 es continua en todo su dominio? Justifique
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El ayudante muestra un dominio en el registro algebraico y grafico para fundamentar su

respuesta. La respuesta es correcta, el lenguaje matematico utilizado lo consideramos

adecuado sin detectar problemas de escritura matematica.
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4. Decida si la funcion f(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta.

2(x—3) six <0
) Seaf(x) =1x2—x—6 six>0
5 six=0

4) Z&m 7—%7”)\{, & (L) g)e F\,«v( Ae

ey (/W/)
o e Trm o > A,
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El comentario que realiza el estudiante, consideramos que es una dificultad del
reconocimiento del comportamiento de la funcion en x=-7, no compartimos su punto de vista..

La pregunta fue planteada precisamente con la idea de estudiar la argumentacion de la
respuesta de cada estudiante ante esta situacion.

Decida si la funcién g(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta

.. x+7 six < -7
i) Seaf(x)z{ ) ,
x“+ 3x — 28 six>-—7
v >< \'7>) et "‘/7[7?> Fim zien qre esT> Ae S A= -2
rl'rz/w‘/*" Z’end‘(/VP;:n ~
o— = f_”df_ ) g = = %
= P f‘l’”’ijﬂ" e =2 J5
_——— P e ——— ) 3 +
= ;(_// 2 = K=&
e,
y = 2 =3N — ‘_T;\

El ayudante A muestra un dominio del registro algebraico asociado a la funcién planteada.
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El ayudante logra comprender la pregunta, esto se refleja en la identificacion de la
discontinuidad en el punto x=0. La respuesta la justifica citando las tres condiciones de
continuidad puntual sin explicitarlas, suponemos que la considera trivial.

Decida si la siguiente funcién es continua o no en x=0, justifique su respuesta.

1
2

Sea f(x) ==

X

Lo
1e 52 mple |, oy o, / e i
7 Lo Y
2e sa2ke PR mition L o =
2o &
’ x e "(fﬂ’fﬁ /> pond,
v 0 ( /
e / Dannf . 20 & Recy
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D - K‘f mq///&m 3 *vo 2 Mo (}(/}[/
# ‘
B >» : ?/%c/;vzﬂ[?)’”—é”fl /)25/»1%0
con lipwz = | | '
3 K'O ; )_I'X): — e ¢5

X"

El ayudante tiene claridad del concepto ya que nuevamente verifica cada condicion asociada
a la continuidad puntual, utilizando un lenguaje matematico y escritura correcta y con un
buen manejo del registro algebraico.
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El ayudante evidencia un correcto manejo del registro gréafico y se preocupa de inferir la
respuesta a partir de la grafica de la funcion.

5. Encuentre, si es posible, tres funciones diferentes de modo que [f(X)| = |g(X)| = |h(X)|=2.

El estudiante no responde esta pregunta, suponemos que no logra encontrar las funciones
requeridas.

6. ¢Qué comprendes por continuidad puntual de una funcién de variable real?

—
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El ayudante se apoya en el registro de lenguaje natural para argumentar su respuesta, no
relaciona explicitamente las condiciones de continuidad puntual, pero evidencia una

comprension del concepto a partir de la construccion de una gréafica continua, extrapola la
situacion citando una especie de camino.
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Actividad n° 2

Analice las siguientes gréficas:

A B) )
Ay | A Y 4 Y
II ]
f o
4:/ o — / I". _
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> 0 [ X " 0 ¢ X
0 ¢ X
D) E) F)
F 3 )l'
5 & A
\ .
N — 2
0l £ | // ;

1. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcidn en x=c en el grafico A?

fio Se et ohst e gl = S i ity ~
F ] NAIEE w8 Ll
a L o F o  ~ 1o ~ W ’ + b e 7 ’
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El ayudante logra una respuesta correcta, pero coloca en duda la apreciacién del registro

grafico presentado, pues dice “supuestamente”, esto lo atribuimos a la no familiarizacion de
la observacion de funciones por medio de registros graficos.
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2. ¢Que observa en el comportamiento de la funcidén en x=c en el grafico B?
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El ayudante responde correctamente, su argumentacion la consideramos muy buena ya que

identifica el tipo de discontinuidad a partir del registro grafico y logra identificar la
tendencia de los limites laterales involucrados.

3. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico C?
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El ayudante responde correctamente, muestra una comprension del comportamiento de la

funcion a partir del registro gréafico, pero esta vez no clasifica el tipo de discontinuidad.
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4. ;Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico D?
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El ayudante responde correctamente, nuevamente muestra una inquietud al decir a simple
vista, lo atribuimos a la incomodidad de enfrentarse a preguntas que solo utilizan un registro
gréfico.

5. ¢Queé observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico E?

" SR SRR R Bavd, Sk 3
: N 4 ; /
o 47 S /s s —2 11N> . (2 Qe
¢ 2 - - r ‘;/)'M 2 s
> - V) Tk
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D loon .')’?‘,7 ‘ e b o 7/‘7// y 22>

El ayudante responde correctamente, su respuesta se basa en la verificacion de la segunda
condicion, vale decir, la existencia del limite; no clasifica el tipo de discontinuidad, no
analiza la existencia de la funcién en el punto solicitado y tampoco comprueba la condicion

de igualdad del limite con la funcién en el punto requerido.
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6. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=a en el grafico F?
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El ayudante responde correctamente, su justificacion se basa en la verificacion de la segunda

condicion de continuidad puntual, el ayudante no comprueba las otras dos condiciones.

Actividad n° 3

1. ¢Qué entiendes de cada una de las siguientes definiciones de continuidad puntual?

Explica.
lim f(x)= f(a),
x—a
4 -
= 7 Iim foe Siay
N— a_
22ls FEIT. it .y
>
A I " T/
y ) /'J by IC'..//' £ s
g =t f},11-|/z 5
Y4 =N > So b < /> v
. v 7 & 4’ / nu /w;(‘nr
‘zl\\ 3{;‘0“ } '(L\)”

El ayudante tiene la claridad del simbolo matemdtico “igualdad”, ya que explicita que la

comparacion debe cuestionarse sélo en el caso que los dos objetos matematicos relacionados
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existan por medio de la expresion “esta bien definida”. También realiza una argumentacion

basada en el registro grafico de la funcion, explicitamente se refiere a “agujero”.

(Ve = 0)(38 = 0)(Vx)(|x —a| < 5=|f(x)—f(a)| <e&).
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El ayudante utiliza un lenguaje matematico correcto para introducir un concepto implicito
que aparece en la definicion, caracteriza esta vecindad con su centro y radio, explicita
ademas la relacion que resulta entre épsilon-delta. Muestra un correcto manejo del registro

algebraico y grafico.

¢Cual prefieres y por qué?

CI bo F)//
>Nz /
L{'/ ! ( > ,{‘;} P mA ,// ”
ar 2 ” / LEO TGN Ly 2
‘(/ S % ML 7> % ] P
Ve >Y S = -
| > 7 Lo By > P 7
el M= F> ) 7 / > (v =

El ayudante relaciona la mecanica con el entendimiento de un concepto matematico.
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2. ¢Cudles son las condiciones suficientes para asegurar la continuidad de una funcion en
x =a? ¢Por qué?

(l >— /A} /M"e r >S5 { vty (‘[“_) }

¢ /
j\-‘\.) ZXJ(’P

El ayudante coloca en duda las tres condiciones que se deben cumplir para que una funcién
sea continua en un punto especifico. Las condiciones solo las relaciona con la definicion de

continuidad puntual que involucra la existencia e igualdad de las constantes. No especifica
ninguna condicion apoyado en el registro grafico

3. ¢Qué dificultades has detectado que tienes para decidir sobre la continuidad de una
funcion en un punto?

™
.
3
S
(V)
W
-
S
N
\)
3

El ayudante detecta la dificultad de comprension de la definicion de continuidad puntual
épsilon-delta, reconocemos que es un concepto abstracto que necesita diferentes tipos de

registros al momento de presentarse, ya que esto nos ayuda a la comprension de un concepto
matematico.
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4.3.2. ENTREVISTA AYUDANTE B

1. ¢Qué entiende por proceso continuo en el lenguaje ordinario?
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El ayudante explicita un ejemplo de continuidad la que esta relacionada con el &mbito fisico,

apoyada en su trayectoria. Desempefidndose en el rol de ayudante es capaz de extrapolar

dicho concepto a otra ciencia, demuestra un manejo en el registro-lenguaje natural y en el

registro algebraico, hace referencia implicita al registro algebraico al citar ecuaciones, sin

explicitar dicho registro.

2. ¢La funcion f(x)=x es continua en x=5? ;Por qué?

T e

' Ox) =2 N
conks 57 s

: r P o PascédNow
o Splie oA o

_ S s
b e gy

L Oc A
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El ayudante responde correctamente, su justificacion se basa en el registro grafico de la
funcion, también hace referencia a una concepcion historica al referirse a dibujar sin levantar
el lapiz utiliza un registro del lenguaje natural. En su justificacién no verifica las tres
condiciones de continuidad puntual a partir de la grafica, suponemos que no lo considera

necesario.

2

3. ¢Lafuncion f(x) = es continua en todo su dominio? Justifique
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El ayudante verifica la existencia de limite utilizando la técnica de factorizacion
correctamente, ademas explicita el dominio de la funcion, para ello utiliza un registro

algebraico.
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El ayudante no logra graficar correctamente la funcion, ya que no considera su dominio, por
ende no manejo el registro grafico de dicha funcion, reconoce la existencia y el valor del

limite, pero no explicita las justificaciones graficas para sus afirmaciones.
©

L (AAANA
o

L'a'('\' | ,‘N‘y,,(; = ) i J
f / T I f) / > )
(w ™ —— -
X-0 2 X=2
A f / ‘ 2 Um /7 et O Ao 3
/)-1," 4 L e /L.,-K L ha )

El ayudante verifica la condicion 2 y 3 utilizando un registro algebraico correctamente.
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El ayudante intenta entregar una justificacion utilizando el registro grafico, pero nuevamente
no considera el dominio de la funcion y utiliza solo un registro algebraico para su afirmacion,

no verifica las condiciones de continuidad puntual.
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El ayudante se percata de las contradicciones que se evidencian al utilizar el registro grafico
y algebraico, pero no se logra explicar el origen de estas contradicciones. El ayudante solo se
preocupa de estudiar la continuidad en el punto especifico x=3, no realiza el estudio de la

continuidad en todo su dominio.
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4. Decida si la funcion f(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta.

2(x—3) six <0
) Seaf(x)={x2—x—6 six>0
5 six=0

Decida si la funcion g(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta

. /‘,)\ :)) [ Ye X <@ G\J
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e \}(X\).' K- W~ si X 7o
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El ayudante justifica su respuesta correctamente utilizando el registro algebraico, verifica
todas las condiciones de continuidad puntual, pero anticipadamente explicita que la funcién

es continua sin verificar todas las condiciones. No utiliza un registro gréfico.
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x+7 six < -7

ii) Sea f(x) = {xz +3x — 28 six > =7
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El ayudante responde correctamente utilizando el registro algebraico y verifica las tres

condiciones de continuidad puntual. No utiliza un registro grafico en su justificacion.

5. Decida si la siguiente funcién es continua 0 no en x=0, justifique su respuesta.

1

Sea f(x) = =
X
J (x ) - Sk
4 5
i“'( o \ ’l iA "(1Jq A ™ -1 ¢ L/\,{ 3 A A

El ayudante utiliza el registro algebraico para verificar la existencia de la funcion en el punto

x= 0, esta verificacién la realiza correctamente.
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El ayudante justifica correctamente la primera condicion utilizando el registro grafico,

suponemos que no considera necesario verificar las dos condiciones restantes de continuidad
puntual.

G -

6. Encuentre, si es posible, tres funciones diferentes de modo que |f(x)| = |g(x)| = |h(x)|=2.

El ayudante no logra encontrar las funciones solicitadas.
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7. ¢Que comprendes por continuidad puntual de una funcion de variable real?
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El ayudante hace referencia a un “dicho comun”, el cual se expresa utilizando un lenguaje

natural, no entrega detalles acerca de su comprension.
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El ayudante realiza una explicacion de cada una de las condiciones de la continuidad
puntual, utiliza un lenguaje matematico para explicar cada una de las condiciones, explicita

el registro algebraico. En su comprension no hace referencia a la equivalencia de continuidad
épsilon-delta.
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Actividad n° 2

Analice las siguientes gréficas:

A) E) C)

v

v
=
i
w
=

> E) F)

\

1. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcidén en x=c en el grafico A?
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El ayudante realiza una correcta inferencia del registro grafico de la funcion, esta inferencia
se centra en verificar la primera condicion de continuidad puntual. No realiza inferencias

respecto de las dos condiciones restantes de continuidad puntual.
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El ayudante realiza afirmaciones apoyado en la verificacion de las condiciones de
continuidad puntual y basandose en las inferencias que realiza del registro grafico. Ademas
utiliza el registro algebraico para complementar sus afirmaciones. Consideramos que
argumenta correctamente su respuesta ya que utiliza el registro de representacion

correctamente.

2. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcién en x=c en el grafico B?
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El ayudante destaca implicitamente que es il6gico comparar dos constantes que no existen
basandose en el registro algebraico, deja claro que para realizar una comparacién numerica
es necesario que las constantes existan. No se refiere al tipo de discontinuidad que tiene la

funcion.
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3. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico C?
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El ayudante responde correctamente, pero su justificacion no es completa ya que no entrega
los argumentos necesarios para decir que se cumple la desigualdad y tampoco justifica las
dos condiciones restantes. Utiliza un lenguaje algebraico pero sin justificacion, no menciona

el tipo de discontinuidad que tiene la funcion en el punto x=c.

4. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico D?
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El ayudante explicita las tres condiciones utilizando el registro algebraico, pero no justifica

sus afirmaciones.
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5. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico E?

6. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico F?
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El ayudante verifica las tres condiciones de continuidad puntual, no justifica

{

claramente la no existencia del limite en el punto c, no clasifica el tipo de discontinuidad que
presenta cada funcién. Para su justificacion solo utiliza el registro algebraico, el ayudante
explicita una contradiccion pues en la afirmacion dos aparece que existe el limite para ambas

funciones, en cambio en la condicion tres afirma que el limite no existe.
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Actividad n° 3

1. ¢Qué entiendes de cada una de las siguientes definiciones de continuidad puntual?
Explica.
lim f{x) = f{(a),

X==g

(Ve >0)(38 > 0)(Vx)(|x —a| < d==|f(x) —f(a)| <&).

¢Cual prefieres y por qué?
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El ayudante destaca las dos condiciones que involucra una igualdad entre dos constantes, no

interpreta la igualdad graficamente.
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El ayudante enfatiza que la definicion anterior es mas facil de visualizar algebraicamente,
pero no realiza esta visualizacion gréafica. Evidencia la incomprension de la definicion
épsilon-delta y la atribuye a conocimientos previos tales como: inecuaciones y

cuantificadores l16gicos.

2. ¢Cuales son las condiciones suficientes para asegurar la continuidad de una funcién en

X =a? (Por que?

El ayudante explicita la tercera condicion de continuidad puntual, no realiza inferencias a

partir de su significado grafico de la continuidad puntual.
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3. ¢Que dificultades has detectado que tienes para decidir sobre la continuidad de una
funcién en un punto?
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Las dificultades que sefiala tienen relacion con conocimientos previos a un curso de
Calculo. Destaca el lenguaje logico, inecuaciones, el tratamiento de funciones en sus
diferentes registros y todo lo que involucra el concepto de limites de funciones. Suponemos
que los conocimientos previos detectados tienen relacion con el entendimiento del concepto de

continuidad puntual épsilon-delta y también con el entendimiento de dicho concepto en todos
sus registros.
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4.4.3. ENTREVISTA AYUDANTE C

1. ¢Qué entiende por proceso continuo en el lenguaje ordinario?

El entrevistado asocia el proceso continuo a un hecho cotidiano finito, como es el de
preparar el almuerzo, este ejemplo implicitamente tiene relacion con el tiempo y se expresa
en un registro linguistico natural.

2. ¢La funcion f(x)=x es continua en x=5? ;Por qué?

El ayudante no justifica su respuesta, pues suponemos que la considera trivial. Explicita la
igualdad que se debe cumplir para la continuidad puntual con un registro algebraico
Unicamente, no explicita la existencia del limite, tampoco hace referencia a la existencia de

la funcién en x=5.

2

3. ¢Lafuncion f(x) = X

es continua en todo su dominio? Justifique

Su justificacion es incorrecta, pues verifica la existencia de la funcion en x=3y este punto no
pertenece al dominio de la funcion, ademas no realiza un estudio de la continuidad puntual en

el dominio de la funcion.
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4. Decida si la funcion f(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta.

2(x —3) six <0
) Seaf(x) =1x2—x—6 six>0
5 six=0

Decida si la funcion g(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta

.. x+7 six < -7
i) seaf(0)={% .
x“+ 3x — 28 six>-—7
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En el primer ejercicio su respuesta es correcta, utiliza un teorema de continuidad para su
justificacion. Menciona el concepto de punto critico, para referirse al comportamiento de la
funcion en su dominio, no tiene la claridad de un punto critico. No queda claro a que
polinomio se refiere pues se supone que se refiere al tramo x>0, se infiere ademas que el
estudiante no considera que en la funcion aparecen tres polinomios: uno de grado 0, uno de
grado 1 y uno de grado 2. El lenguaje no es el apropiado pues dice “pertenece a un
polinomio”, suponemos que intenta justificar que es una funcion polinomial. El ayudante
utiliza un registro algebraico. En su argumentacion utiliza el concepto de continuidad
puntual.

Para el segundo ejercicio su respuesta es correcta, pero no justifica los procedimientos que

utilizo para verificar la igualdad, ademas no explicita correctamente la definicion de
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continuidad puntual, pues da por entendido la unicidad del limite. Utiliza un registro

algebraico, no verifica las condiciones de continuidad puntual.

5. Decida si la siguiente funcion es continua o no en x=0, justifique su respuesta.

Sea f(x) = =

X

Su afirmacion es correcta, pues la funciébn no cumple con la primera condicion de

continuidad puntual, el ayudante justifica dicha respuesta. Utiliza un registro algebraico.

6. Encuentre, si es posible, tres funciones diferentes de modo que |f(x)| = |g(X)| = |h(x)|=2.

El ayudante no responde esta pregunta, suponemos que no logra encontrar dichas funciones.

7. ¢Qué comprendes por continuidad puntual de una funcién de variable real?

El ayudante hace referencia al registro grafico, a pesar de no expresar parte de su respuesta
utilizando dicho registro, ademas de una concepcion historica acerca de una funcién
continua, explicita el concepto de continuidad puntual por intermedio del registro algebraico.
En su comprension sélo explicita la definicidn, no explica que comprende de ella, no explicita

ninguna aplicacion del concepto, no utiliza un registro gréfico.
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Actividad n° 2

Analice las siguientes gréaficas:

A) E) C)
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\

1. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcidn en x=c en el grafico A?
- A_Ll’,’f‘,(*’:‘

/ l\ \v S an/

Su inferencia a partir de la grafica es correcta, su argumentacion se basa en la primera

condicion de continuidad puntual.
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2. ¢Que observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico B?

Si observamos solamente la respuesta, suponemos que el estudiante no comprende la
clasificacion de una funcién discontinua por salto, ya que Gnicamente argumenta la existencia
del limite por intermedio de los limites laterales, no se preocupa de la existencia de la

funcién en el punto x=c.

3. ¢Que observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico C?

v/

Suponemos que el ayudante con esta respuesta se refiere a que no se cumple la condicion uno
de continuidad puntual. No utiliza ningun registro en su respuesta, ademas no consideramos

esta observacion como valida, ya que no la argumenta.

4. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico D?

El ayudante responde correctamente, pero no justifica las condiciones de continuidad
puntual, sélo hace referencia a la tercera condicion de continuidad puntual sin hacer un
andlisis de los limites laterales a partir de la gréafica, utiliza en su respuesta un registro

algebraico.
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5. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=a en el grafico E?

o

El ayudante observa la discontinuidad que se presenta por medio de la existencia del limite,
ya que analiza los limites laterales, verifica la desigualdad que hay entre la imagen del punto

y la existencia del limite en el punto. No utiliza un registro algebraico.

6. ¢Que observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico F?

El ayudante responde correctamente, pero la argumentacion no es valida pues no explicita las
condiciones que se deben cumplir para que una funcion sea continua puntualmente, los
graficos son distintos por ende necesitan un analisis individual. No utiliza los registros en su

argumentacion.

Actividad n° 3

1. ¢(Qué entiendes de cada una de las siguientes definiciones de continuidad puntual?

Explica.

ii_l_" Sf(x)=fl(a),

(Ve =>0)(35 = ONVx)(|x —a| < d==|f(x) —f{a)| <&).

¢Cual prefieres y por qué?
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El ayudante hace referencia a la comprension de la unicidad de limite al referirse a los limites
laterales, pero no explicita la condicién que estos deben ser iguales para que el limite en el
punto a exista. También hace referencia a la existencia de la funcién en el punto x=a, pues
realiza la comparacion con el limite por medio de la palabra “coincida”, suponemos que
comprende la unicidad de limite pero no la explicita, ademas no se refiere al concepto basico
de igualdad, es decir, la comparacion de dos constantes. El ayudante no realiza inferencias
respecto de la gréafica de la funcion, tampoco se refiere al registro numérico que involucra
una igualdad.

Con respecto a la equivalencia de la definicion de continuidad puntual épsilon-delta, el
ayudante solo identifica la expresion sin realizar comentarios acerca de dicho concepto, es

mas, no realiza comentarios referentes a ningln registro.

2. ¢Cuales son las condiciones suficientes para asegurar la continuidad de una funcién en

X =a? (Por que?

En su argumentacion hace referencia al registro grafico y algebraico, sin utilizarlos, no
explicita las condiciones de continuidad puntual, suponemos que entiende la condicién de
existencia del limite, ya que hace referencia a la unicidad de limite, también comprende la
condicion de existencia de la funcidén en todo su dominio, pues hace la referencia de la

imagen de la funcion.
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3. ¢Que dificultades has detectado que tienes para decidir sobre la continuidad de una

funcién en un punto?
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La primera dificultad mencionada por el ayudante no la reconocemos en nuestro trabajo, a
pesar que gracias a su trayectoria €l logra reconocerla como una. Referente a la segunda
dificultad consideramos que es el caso puntual representado en su experiencia con un tipo
particular de funciones, suponemos que es valida pero tiene relacion con técnicas de

factorizacion de polinomios de cualquier grado, lo cual se escapa de nuestro tema.
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4.3.4. ENTREVISTA ESTUDIANTE D

Actividad n° 1
Responder:
1. ¢Qué entiende por proceso continuo en el lenguaje ordinario?

Que es algo constante, que se va haciendo permanente, un ejemplo de esto se podria
decir que cuando uno tiene una funcién f(x)=x"2 y le da valores a esta para poder graficarla se

da cuenta que en ningn punto se separa de otro, sigue una linea sin cortes.

El estudiante explicita un ejemplo basado en el concepto de funcion y no en un lenguaje
ordinario. En su entendimiento logramos identificar la relacion que tiene con respecto al
tiempo, ya que lo relaciona con “algo constante”, que es “permanente”. Utiliza un registro

algebraico y el lenguaje natural para explicar un proceso continuo.

2. ¢Lafuncion f(x)=x es continua en x=5? ¢;Por que?
Si, por que sus limites laterales dan el mismo valor.

El estudiante no tiene claridad del concepto de funcién, ya que lo relaciona con la unicidad
de limites solamente sin considerar el dominio de la funcién. No utiliza ningln registro para

justificar su respuesta.

2-9
3. ¢Lafuncion f(x) = );j es continua en todo su dominio? Justifique

No, porque presenta una discontinuidad en el punto x=3.

El estudiante no demuestra claridad en el concepto de continuidad, ya que no logra
identificar correctamente el dominio de la funcion y se centra en el punto donde dicha funcién
es indeterminada. Utiliza el registro algebraico para referirse a la indeterminacion de la

funcion.
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4. Decida si la funcion f(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta.

2(x—3) six <0
i)  Seaf(x)={x2—x—6 six>0
5 six=0

No, porque sus limites laterales no son iguales y tampoco en el punto dado x=0.

El estudiante no logra comprender el enfoque de la pregunta, ya que realiza un estudio de

continuidad en el punto x=0y no en el punto x=-7, que es el punto en cuestion.

En su justificacion nuevamente da a entender que no maneja el concepto de continuidad
puntual, pues lo relaciona a la unicidad de limite para verificar la existencia de dicho limite.
No logra en base a su respuesta clasificar el tipo de discontinuidad que se presenta. No utiliza
un registro grafico, sélo utiliza un registro algebraico para estudiar el comportamiento de la

funcion en el punto.

5. Decida si la funcion g(x) es o no continua en el punto x=-7, justifique su respuesta

x+7 six < -7

iv) Sea g(x) = {xz + 3x — 28 six >—7

Si, por que sus limites laterales son iguales y en el punto igual.

El estudiante no utiliza un lenguaje formal para justificar su respuesta, no explicita las
condiciones de continuidad puntual, aunque tiene algunas nociones de dichas condiciones que
las evidencia en preocuparse de la igualdad entre los limites laterales (segunda condicion de
continuidad), también se preocupa de la existencia de la funcién en el punto en cuestion y de
la igualdad de este con el limite (primera y tercera condicién de continuidad).EI estudiante no
utiliza los registros graficos ni algebraicos para su justificacion, tampoco justifica sus

afirmaciones.

120



6. Decida si la siguiente funcion es continua o no en x=0, justifique su respuesta.

Sea f(x) = L

x2
Es indeterminable, ya que no existe porque da 1/0 por lo tanto no es continua.

El estudiante no utiliza un lenguaje matematico adecuado, logra justificar la no existencia de
la funcidn en el punto solicitado, por ende su afirmacion es correcta. No utiliza correctamente

el registro algebraico, no justifica su respuesta en un registro gréafico.

7. Encuentre, si es posible, tres funciones diferentes de modo que [f(x)| = |g(X)| = |h(x)|=2.
El estudiante no logra encontrar las funciones solicitadas.
8. ¢Qué comprendes por continuidad puntual de una funcién de variable real?

Que la funcion es continua solo en el punto indicado, es decir, es sacar el limite de la

funcion que tiende a un numero y ese numero se reemplaza en la funcion.

El estudiante intenta describir la mecanica de las condiciones para que una funcién sea
continua, no evidencia un entendimiento correcto de estas tres condiciones, suponemaos que no
comprende el concepto de continuidad puntual y tampoco lo podria extrapolar a alguna

situacion real.

No utiliza los diferentes registros: gréafico, algebraico, lenguaje natural, etc.
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Actividad n° 2

Analice las siguientes gréficas:
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1. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico A?

Que la funcion es continua, porque no existe ningun “corte” en la grafica

El estudiante no logra responder correctamente, ya que suponemos que no comprende el

significado del circulo en blanco, el que sefiala que la funcion en el punto ¢ no esta definida.
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2. ¢Que observa en el comportamiento de la funcién en x=c en el grafico B?
Que es discontinua en el punto x=c, ya que existe un “corte” en ese punto

El estudiante no logra justificar cada una de las condiciones de continuidad a partir del
registro gréfico de la funcion, sélo verifica la no existencia de la funcién en el punto “c”,
afirma que la funcion es discontinua sin clasificar el tipo de discontinuidad, no se refiere a la

existencia del limite en el punto en cuestion.
3. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico C?
Que es continua en toda la grafica porque es una sola linea, sin saltos.

El estudiante no responde correctamente, nuevamente no reconoce el significado del circulo
en blanco. El estudiante no realiza observaciones referentes a las condiciones de continuidad
puntual, ya que no se refiere a la existencia del limite de la funcion ni tampoco a la funcién

evaluada en el punto.
4. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico D?
Que es continua por que la grafica no muestra cortes.

El estudiante responde correctamente, pero su justificacion solo se basa en la visualizacion de

la grafica, no verifica las tres condiciones de continuidad puntual.
5. ¢Qué observa en el comportamiento de la funcion en x=c en el grafico E?
Que es discontinua porque en x=a existe un corte

El estudiante no responde correctamente, pues su justificacion no es valida ya que la funcion
existe en el punto en cuestién, el estudiante no se refiere a la existencia del limite en dicho
punto, tampoco realiza la comparacion por medio de la igualdad entre el limite y la funcién

en dicho punto. Ademas no clasifica el tipo de discontinuidad presentado en dicha funcién.
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6. ¢Que observa en el comportamiento de la funcién en x=c en el grafico F?
Que es discontinua en el punto x=a ya que no es una linea.

El estudiante no responde correctamente, ya que suponemos que solo considera las “lineas”
como funciones continuas, no se refiere a las condiciones de continuidad puntual. A pesar de
que explicita la discontinuidad de la funcion, no la consideramos correcta pues su

justificacion es incorrecta.

Actividad n° 3

1. ¢Qué entiendes de cada una de las siguientes definiciones de continuidad puntual?

Explica.
lim f(x) = f(a),

(Ve > 0)(38 > ON(Vx)(|x —a| < d==|f(x) —f(a)| <&).

La primera dice Que el limite de la funcion f(x) cuando tiende a un valor “a” debe ser
reemplazado en la funcion y dar un numero, luego se sacan los limites laterales cuando tiende
al menos y mas el numero (no en valores, solo en signos para indicar izquierda y derecha) y
deben dar el mismo nimero. Cuando los tres nimeros sean iguales la funcion es continua en

dicho valor al cual tiende la funcion.

La segunda dice: para todo épsilon mayor que cero existe un delta mayor que cero
para todo X, tal que ese X restado con un numero en valor absoluto sea menor que el delta si y
solo si el valor absoluto de la funcién menos la funcion reemplazada con el numero es menor

que el épsilon

El estudiante no comprende esta definicion, ya que sélo explicita el significado de la

simbologia que involucra la definicion épsilon-delta.
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¢Cual prefieres y por qué?
La primera porque es mucho méas practico de entender y aplicar.

La eleccion la atribuimos a la mecanizacion que entiende por el concepto de continuidad

puntual.

2. ¢Cudles son las condiciones suficientes para asegurar la continuidad de una funcién en

X =a? ¢Por qué?
Que sus limites laterales y en el punto “a” la funcion debe dar el mismo valor

El estudiante intenta evidenciar el entendimiento de la existencia del limite, por medio de la
unicidad de limite, implicitamente verifica la existencia de la funcién en el punto a y la

9

igualdad que se debe cumplir entre el valor del limite y el valor de la funcion en el punto “a”.

3. ¢Qué dificultades has detectado que tienes para decidir sobre la continuidad de una

funcion en un punto?

Cuando me ponen una funcién y me dan un numero que debo sacar la continuidad, siempre
me complico como no me daban diferentes funciones para cuando x era mayor que el numero
dado, menor que el numero dado e igual al nimero dado. Me dificultaba que hacer en ese

Caso.

El estudiante evidencia una dificultad no detectada en nuestro trabajo, pero si la evidencia en
el error que comete en la pregunta cuatro de la actividad nimero uno al estudiar la

continuidad en el punto x=0.

A modo de conclusion cuestionamos por parte de los ayudantes, el manejo de los
diferentes registros semidticos y casualmente encontramos dificultades en la comprension del
concepto. Reafirmamos con esta entrevista la necesidad de crear una situacion didactica que
facilite la ensefianza del concepto por medio del uso y el y traspaso de diferentes registros

semioticos.

125



4.4. DISENO DE ENTREVISTA A PROFESORES DE LA
UNIVERSIDAD.

4.4.1 ENTREVISTA PROFESOR A

Observacion: La siguiente entrevista se traspaso desde una grabacion, por lo cual hay
algunas palabras e ideas que no se concretan o en ocasiones palabras que no se podian

entender en la grabacion, esto se realizo en mutuo acuerdo (Docente-entrevistador).
¢COMO ENSENAR EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD PUNTUAL?

Objetivo: Profundizar en algunos aspectos relacionados con la ensefianza del concepto
de continuidad puntual en la carrera de matematica, partiremos del supuesto de que se desea
ensefar el concepto de continuidad puntual a los alumnos que cursaran Calculo | de la carrera

de matematica de una Universidad de la V region.

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢En qué asignatura considera usted que seria mejor tratar el concepto de

continuidad puntual? ¢;En qué contexto seria mejor introducir este concepto?

Respuesta: bueno, razonablemente en un primer curso de calculo, ya no sé como se
llame y el concepto... seria lo mejor introducir este concepto considerando que los alumnos
tengan un conocimiento previo de lo que es los conjuntos continuos, en el sentido de variable
que se usa en este tipo de funciones para entender la continuidad, tienen que ser funciones
definidas en un conjunto continuo. Por ejemplo los reales o complejos. Y la continuidad
puntual evidentemente implica posteriormente una continuidad global definida en cualquier

conjunto numérico continuo.
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2. ¢Cudl es la justificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir
el concepto de continuidad puntual? ¢Para qué sirve este concepto?

Respuesta: bueno, aunque vean que una funcidn... cierto en un medio real, no un
medio necesariamente continuo, aparentemente, pero por lo menos podemos citar lo que tiene
que ver con todo lo que interviene con variables temporales, es decir, el tiempo suponiéndolo
continlo podriamos asegurar que la mayoria de los fendmenos, ya sean de cualquier tipo:
fisicos, bioldgicos, quimicos, psicolégicos. Se pueden considerar en variable continua, sin

rupturas... por lo menos tenemos la seguridad de que existe una variable continua.

Bueno, ya lo habiamos dicho anteriormente porque lo que mas se usa hoy en dia en los
sistemas generales y en los cursos lineales y no lineales donde interviene la variable del

tiempo como variable real.

3. ¢Como se puede motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?

Respuesta: bueno, un poco tiene que ver con la pregunta anterior porque la motivacion
justamente es que las personas, los estudiantes, vean que por ejemplo la misma vida de ellos
ha sido continua en el tiempo, ellos tienen la edad que tienen es porque de alguna manera el
tiempo transcurrié en forma continua en su vida como por ejemplo. O que se yo en algun
fendbmeno temporal como es la medida de la velocidad de un mdvil o el lanzamiento de un

satélite o lo que ustedes quieran usar, movimientos astronémicos.

4. ¢Con qué conceptos previos debe estar familiarizado el alumnado antes de
introducir el concepto de continuidad puntual? ;Qué modelos matematicos debe manejar los

estudiantes para acceder al concepto continuidad?

Respuesta: bueno, ya un poco lo habiamos comentado porque este concepto tiene que
Ver con conjunto y con conjuntos de nimeros, no necesariamente, pero si en lo cotidiano en lo

usual debe ser con conjuntos numéricos continuos, como por ejemplo los niUmeros reales o los
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complejos, asi que por lo tanto el alumno debe conocer los nimeros reales muy bien y por

qué no, en los cursos posteriores debiera conocer variable compleja.

El concepto de modelo matematico aunque es muy amplio, pero acabamos de decir que
existe una clasificacion entre modelos matematicos continuos y modelos matematicos
discretos, asi que por lo tanto nosotros debemos ser capaces de mostrarle a los alumnos

modelos matematicos continuos.

5. ¢Qué aspectos considera usted que seria conveniente que el profesor/a tuviera

presente a la hora de iniciar la introduccién del concepto en el aula?

Respuesta: bueno, ya lo hemos comentado un poco antes, tendriamos que tener en que
el alumno tenga una familiaridad con cierto tipo de conceptos, los manejara, por ejemplo el
concepto de intervalo real, bola abierta compleja en el caso complejo, cosa que ahi lo ubique
perfectamente en que variable esta trabajando y ¢por que?, y con funciones del tipo real o

compleja que esté trabajando.

Analisis de Fase Previa a la Introduccion del Concepto

Segun las palabras sefialadas por el Profesor, considera que es necesario introducir el
concepto en los primeros cursos de céalculo, ya que los alumnos deben tener formadas las
nociones basicas de conjuntos continuos, asi como lo son: los nimeros reales, los numeros
complejos; la finalidad de los requisitos sefialados es para que los alumnos(as) logren

comprender a cabalidad el concepto de continuidad.

Una de las primeras nociones que el Docente presenta en la ensefianza del concepto
de continuidad puntual va enfocada a hechos cotidianos, situaciones que son comunes para
los alumnos(as), asi como lo son las variables temporales, fendmenos fisicos, bioldgicos,
quimicos y psicologicos. El objetivo de dichos ejemplos es motivar a los jovenes pues si
observan que el contenido se refleja en unos hechos concretos y cotidianos para ellos tienden

a prestar mucha mas atencion.
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El profesor al utilizar dichos ejemplos también estaria usando registros graficos, para
exponer la situacion planteada, y registros algebraicos para definirla de un modo formal-

matematico.

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

A continuacién le presentamos definiciones del concepto de continuidad puntual,
extraidas de los libros de texto citados en el programa de célculo | de la carrera de matematica

de una Universidad de la V region.

1. ¢Cual de ellas la considera méas adecuada para ensefiar a los estudiantes de este nivel?

¢Por qué?

Célculo, Joseph W. Kitchen, Jr.

Deiﬁmcnén L. Se dice que una funcién real f es continua en un punto a e R si y
solo si

lim f(x) = f(a),

o equivalentemente,
(V&> 0)(30 > O)(Vx)(|x —a] < d==|f(x) —f(a)| <&).
.Nétcsc que para que una funcién f sea continua en un punto a deben
satisfacerse tres condiciones:

1) f(a) debe estar definido (es decir, ae D)
2) lim,., f(x) tiene que existir;
3) el limite anterior debe ser f(a).

Calculus. Calculo infinitesimal, Michael Spivak, Segunda edicion

DEFINICION

La funcién f es continua en a si
ii_.n: f(x) = f(a).
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Calculo diferencial e integral. Taylor & Wade. Editorial Limusa

23 Continuidad. Hemos visto que para una funcién F={(zxy)|y=
F(x)}; lim F(x) no depende del valor de F(a), y que dicho limite puede exis-

tir aunque F(a) no exista.
La funcién F es continua en a si
(i) a esta en el dominio de F: esto es, si F(a) csta definida;

(i) l'lg Fix), existe;
(i) Li_rﬂle) = F(a).

tervalo dado, es continua

Si una funcién es continua en cada punto de un in
se dice que es discon-

sobre el intervalo. Si una funcién no es continua en a,
tinua o que tiene una discontinuidad en a.
Las condiciones (i), (ii) y (iii) de la definicién de continuidad en a, a

veces se combinan en un solo enunciado:

Li_xyl"(x) = Fla) (21)

o lo que es equivalente.

l[ipIFl'a-{*h) = F(a). (22)

Respuesta: bueno, la verdad es que las tres definiciones son de autores muy
importantes. Aqui el calculo diferencial de Kitchen, pero aunque es una representacion buena
en general, el libro que aparece aca citado de Michael Spivak segunda edicion, la verdad que
él hace lo que se llama definicién provisional de la continuidad, vale decir, que va
introduciendo poco a poco, primero que nada poniendo en claro el dominio de la funcion que
esta hablando, poniendo en claro muy bien qué tipo de punto es la continuidad... en ese, en
aquel... que tipo de punto, muy bien, y también ademas, dice mas en forma casi en castellano
la forma de expresar la continuidad, no usando el formalismo del tipico lenguaje épsilon-delta

que aparece muchas veces en algunos libros citados.
2. ¢Como presenta usted la definicién de continuidad puntual?

Respuesta: bueno, la definicion de continuidad puntal, especificamente en funciones de
variable real... reales de variable real... se presenta normalmente... en las clases que yo hago,
primero que nada haciendo hincapié que significa que una variable tienda a un punto, es decir,
se va haciendo por partes y posteriormente a que valores tiende la funcion evaluada en esa
dicha variable y por qué razon, entonces represento un diagrama geométrico de la situacion

gracias a las propiedades de los intervalos... esa es la forma que lo hago.
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3. ¢Que opina del uso de los aspectos historicos y evolutivos en la ensefianza de los
conceptos matematicos? Para el caso concreto del concepto de continuidad ¢qué puede

comentarnos? ;Lo utiliza?

Respuesta: bueno esto es demasiado amplio, pero bueno podriamos decir que... los
aspectos historicos son siempre importantes porque hay que pensar que los autores de todos
estos conceptos que hemos estado hablando... ellos también hicieron un trabajo de la forma de
representacion mas clara a las personas que escuchaban por primera vez el concepto. En
consecuencia creo que es notable por ejemplo el caso de algunos autores como... los que
iniciaron el calculo como es Newton, Leibniz... y ellos presentaron de una forma que a lo
mejor que hoy en dia no podriamos entender, para la época, pero gracias al estudio didactico
del concepto se ha logrado gran entendimiento de la mejor demostracion de la representacion

de este concepto.

En el caso de continuidad puntual ¢lo utiliza? Claro, por supuesto porque en el
concepto original de la continuidad que representaba Newton, por ejemplo, el no hablaba
practicamente de limite sino que hablaba de aproximaciones... hay que pensar que ¢l utilizaba
la teoria de aproximaciones para el concepto de limite de la funcion y era aparentemente muy

rudimentario, pero se entendia muy bien cuando una variable tendia a un punto.

4. ¢Cree necesaria su ensefianza en los cursos de tercero y cuarto medio? ¢Por que?

Respuesta: la verdad es que debiera ser posible, porque se supone que los estudiantes
nuevos... de estas nuevas generaciones, han evolucionado en el concepto de... del conjunto
que habiamos eludido en el momento y hay que pensar que todo esto tiene que ver con el
concepto de variable de conjunto que tiende a un punto es muy antiguo, por lo tanto, se supone
que los alumnos hay evolucionado en sus mentes para poder entender que una variable tienda

a un punto... asi que podriamos decir que ahi tenemos el por qué del asunto.
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5. ¢Que ejemplos utiliza en clase para que los alumnos comprendan el significado del
concepto Continuidad puntual? ;Por qué?

Respuesta: Bueno, el... la idea siempre no es hacer formalmente una... colocar una
funcion y decir que la variable tiende a un numero... no es solamente esto sino que uno debe
dar ejemplos de continuidad real, en la realidad pero concretamente y... hay muchos ejemplos
en la vida real de continuidad puntual... emm en la realidad... de hecho ya nosotros tenemos
una idea de continuidad puntual con nuestros propios dias de edad, nuestra cronologia es
distinta.

6. ¢Que otros aspectos estudia con los alumnos en el tratamiento de la continuidad

puntual?

Respuesta: bueno, los otros aspectos que... naturalmente nacen de la continuidad
puntual, son necesariamente la continuidad en conjuntos que ya no sean necesariamente de
puntos, sino que puede ser cualquier tipo de conjuntos... por ejemplo el caso de los reales,

referido a solo los aspectos matematicos.

Analisis de la Fase De Institucionalizacion del concepto.

El profesor no presenta alguna preferencia al momento de seleccionar alguna de las
definiciones de los tres libros propuestos por el programa de Matematica de una Universidad
de la V region. Destaca la importancia de los tres autores, aungue por su formacion sugiere el
uso de épsilon-delta. Dichos conceptos son perfectamente apropiados para los alumnos de
primeros medios de ensefianza universitaria, segin la vision del profesor, ya que poseen la

madurez y la capacidad de abstraer los conceptos presentados.

La manera de formalizar el concepto es por medio de las variables reales o funciones

por partes, lo cual infiere que el Profesor se apoya en el registro algebraico para realizar la
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mayoria de sus clases. Podemos sefialar que también valora los aspectos histdricos de la

continuidad, a pesar que no los utiliza de manera formal en sus clases.

ENTREVISTA 2

EVALUACION DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD, FASE DE
APLICACION DEL CONCEPTO:

1. ¢En qué situaciones particulares utiliza mas frecuentemente el concepto de

continuidad puntual o para realizar qué tipo de calculos? ;En qué asignaturas?

Respuesta: bueno, a esto normalmente cuando uno lo aplica, evidentemente en cursos
posteriores, la verdad es que uno al principio parte con el concepto... el alumnos tiene que
llegar a lo que significa graficamente lo que es dibujar una funcion continua a través de un
lapiz puesto en una hoja, cierto, sin levantarlo y entonces queda el grafico de una funcién
continua, pero la aplicacion realmente del concepto complicado es mas adelante... es mas
adelante, en cursos posteriores cuando uno requiere, como deciamos anteriormente, requiere
que las funciones a tratar tengan un tipo de continuidad para poder hacer una... por ejemplo
una aproximacion continua de algo... y yo creo que la pregunta vale... en que asignatura... la
verdad que la asignatura son la posterior, por ejemplo en un curso de varias variables, un curso
de calculo en varias variables la continuidad... en una funcién de varias variables, la
continuidad también aparece en la continuidad en cada variable y cada variable es variable real

. en consecuencia también una de estas aparece en la continuidad en varias variables y hay
que recordar que la continuidad en una variable real de una funcién vectorial, 6sea cuando
corresponde a una curva... da mas idea grafica de por qué la curva, como curva que alguien se
mueve sobre ella se presenta una caracteristica de continuidad puntual... porque tanto la
trayectoria o curva o como quiera llamarse son ... la mayoria son funciones que son continuas
y para el concepto de limite puntual en varias variables se utilizan curvas del tipo continuo,
por lo tanto, que converjan a un punto que tengan como limite un punto donde ... de varias
variables... donde tenemos asignaturas posteriores en que podemos aplicar la continuidad
puntual, también podria ser una asignatura de limite de ecuaciones diferenciales ordinarias

donde la variable normalmente... la variable continua en el punto y también va a interesar que
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la respuesta a esta ecuacion diferencial o fendmeno diferencial de una respuesta realmente

continua en el punto.

2. ¢Qué aspectos del concepto de continuidad cree que necesariamente deben figurar

en una evaluacion de su aprendizaje?

Respuesta: bueno, las continuidades tienen que ver con derivada de funciones y
muchas veces con funciones que son compuestas... de forma como cociente, como las
funciones racionales polinomiales que son cociente polinomio y requiere un estudio de la
continuidad asi que por lo tanto los teoremas basicos, digdmoslo asi, los principales de la
continuidad debieran estar en manifiesto, y hay otras cosas que aunque esta continuidad es
continuidad puntual también no deja de ser la continuidad que posteriormente se desarrolla en
cualquier programa de continuidad uniforme, que permite mucho mejor todavia seguridad de

una evaluacion real del aprendizaje de la matematica.

3. ¢Como sabe que sus alumnos han aprendido el concepto de continuidad puntual?

Respuesta: ehh... bueno, una manera de saber que los alumnos realmente han
entendido este concepto debiera ser y es atreves... primero que nada el profesor tiene la
obligacién de hacer una suficiente ejercitacion adecuada para que el alumno entienda
plenamente el concepto. En segundo lugar debiéramos pedirle, si es que tuvieramos un
ayudante... ayudantes que deben estar capacitados para hacer algln tipo de ejercicio basico y
fundamental para que entienda el concepto... El tercer punto es que siempre es importante
entregar guias dirigidas de aprendizaje en cualquier tipo de aprendizaje de concepto
matematico, en lo particular... La aplicacion mas clara se ve a través de las funciones que uno
espera que el alumno encuentre en algiin momento en su vida, como estudiante de matematica,
6sea que no sea cualquier tipo de funcién por qué hay funciones que realmente no se usan
casi... podriamos aludir a algunas funciones como del tipo exponencial, del tipo como

deciamos logaritmica, combinaciones de logaritmos con exponencial... funciones compuestas.
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Analisis de la Evaluacién del Concepto de Continuidad

El Docente encuestado sefiala que el alumno debe ser capaz de reconocer de manera grafica
el concepto, para fortalecer su base, el cual se utilizara en los cursos superiores. A pesar que
en el inicio del concepto se enfoca en su interpretacion grafica, se induce que es solo la
primera etapa para trabajar posteriormente con registros algebraicos y de una manera mas

abstracta.

Para corroborar los conocimientos adquiridos por los alumnos, deberian ser capaces de
responder a los problemas planteados, precisamente en el registro algebraico, a pesar que al
instante de introducir el concepto se utilizo diversos registros y ejemplos relacionados con
situaciones cotidianas, estos no forman parte de la evaluacion. Se infiere que a causa del
nivel de ensefianza que realiza el docente, la grafica no alcanza a cubrir todo lo que necesita
expresar, ya que es un pensamiento mas abstracto el cual se puede interpretar utilizando el
registro algebraico. Para finalizar y asegurarse que los alumnos comprendan los alumnos
tendran el apoyo de un ayudante capacitado que sea capaz de orientarlos en cada unos de los
ejemplos y ejercicios, ademas de poder apoyarlos a interpretar los diferentes problemas en

variados registros, lo que suponemos mejora la comprension del concepto.
4. Disefie una clase que tenga por objetivo ensefiar el concepto de continuidad puntual

- Esta clase debe tener actividades de evaluacion y las posibles respuestas de sus

estudiantes.
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Al momento de especificar el movimiento de la variable utilizara algun registro grafico para
sefializar el comportamiento o quizas para que los alumnos(as) puedan observar desde una

perspectiva mas concreta la situacion.
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Para recrear esta situacion por lo general se utiliza un grafico o quizas algin esquema, pero

como sefiala no profundiza mucho ya que es un conocimiento que el profesor considera como
previo al curso.
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Al momento de sefialar una funcion real nos estariamos refiriendo a la representacion

algebraica, pero siempre teniendo en cuenta que reconoce varios conocimientos como ya
adquiridos por los alumnos(as).
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Para esta etapa de la clase ya comienza a dominar el registro algebraico por sobre el registro
grafico.
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Para este nivel ya predomina completamente el registro algebraico, ademas de hacer
referencia a simbolos matematicos que los alumnos deberian comprender, puesto que ya
tuvieron una preparacion en lo referente a funciones, asi como lo serian: funcion, intervalo I,

conjunto de los numeros reales, la funcion evaluada en t, etc.
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Perduran los registros algebraicos y simbolos matematicos pertinentes al contenido.
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Al momento de presentar la definicion formal, el Profesor utiliza algo similar a la definicion
expresada con épsilon-delta, aunque ajustada a la orientacion entregada en el curso el cual

hace referencia a la continuidad de un punto perteneciente a un intervalo.
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Asi como interpreto en un comienzo la definicion de continuidad puntual de manera
algebraica, ahora la presenta de manera grafica para mejorar la comprension de dicha
definicion, esto se considera poco utilizado por los docentes, pues la mayoria de los

estudiantes utilizan pocos registros para expresar sus ideas acerca del concepto
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Parafraseando lo explicitado anteriormente de manera algebraica y grafica, ahora utiliza un

registro de lenguaje natural para facilitar la comprensién del dicho concepto.
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De la manera que expresa la forma que tendran as evaluaciones podriamos asegurar que en
ellas estaran presentes ejercicios en variados registros, de esta manera seria consecuente con

su método de ensefianza.

5. Con respecto al disefio de su clase.

5.1. ¢Qué dificultades podrian tener sus estudiantes al resolver las actividades
propuestas?
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El docente a pesar de presentar el concepto de varias maneras, con sus afios de experiencia,

igual considera gue en los alumnos mas de alguna duda tendran, pues conoce la diversidad de
los jovenes.
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A pesar de los intentos por interpretar de varias maneras el concepto y probablemente los
ejemplos, los alumnos tienen demasiadas dificultades para traspasar de un registro a otro.
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Para responder a esta pregunta el alumno podria utilizar un registro grafico u algebraico,

pero siempre y cuando haya captado la idea de interpretar la aproximacion por los costados.
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Esta problematica o dificultad detectada por el docente es comdn en los estudiantes, esta
problematica tiene relacion con la utilizacion de los diferentes registros semidticos y con sus
cambios, pues en los textos estudiados en este trabajo solo se presentan con el registro

algebraico. Ademés esta dificultad es detectada por todos los participantes de nuestro

trabajo.
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Asi como los estudiantes tienen dificultades para cambiar de registros al enfrentar algin
problema planteado, es claro que esta dificultad tiene relacion con toda la ensefianza de las
matematicas, ya que la rigurosidad que se necesita en esta ciencia es de vital importancia
para el aprendizaje de los conceptos matemaéticos. Consideramos que esta dificultad se

presento en los ayudantes y en el estudiante sin experiencia.

5.2. Con este disefio, ¢Qué significado cree usted que construira el estudiante sobre el
concepto de continuidad puntual?
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El profesor espera que el estudiante construya un modelo de variable continua en un
intervalo, ademas una funcion real de esta variable. Consideramos que los aprendizajes
esperados podrian lograrse utilizando explicitamente los cambios de registros.
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4.4.2. ENTREVISTA PROFESOR B

¢COMO ENSENAR EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD PUNTUAL?

Objetivo: Profundizar en algunos aspectos relacionados con la ensefianza del concepto
de continuidad puntual en la carrera de matematica, partiremos del supuesto de que se desea
ensefiar el concepto de continuidad puntual a los alumnos que cursaran Calculo | de la carrera
de matematica.

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢En queé asignatura considera usted que seria mejor tratar el concepto de continuidad

puntual? ;En qué contexto seria mejor introducir este concepto?

R.: Cuando el alumno tenga claridad y madurez del concepto de limite. A nivel

universitario.

2. ¢Cual es la justificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir el

concepto de continuidad puntual? ;Para qué sirve este concepto?

R.: Que toda funcion no presenta la propiedad de que todo par de puntos préximos
deben tener imagenes proximas. Sirve, ademas de lo anterior, para modelar procesos continuos
de la vida diaria.
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3. ¢Cblmo se puede motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?

R.: Presentando:

a) Situaciones reales que se puedan modelar a través de curvas continuas o
discontinuas.

b) Como una aplicacion directa del concepto de limite.

4. ;Con qué conceptos previos debe estar familiarizado el alumnado antes de introducir
el concepto de continuidad puntual? ;Qué modelos matematicos debe manejar los

estudiantes para acceder al concepto continuidad?

R.: Con el concepto de limite de funciones. Debe manejarse modelos lineales y no
lineales simples.

5. ¢Que aspectos considera usted que seria conveniente que el profesor/a tuviera
presente a la hora de iniciar la introduccion del concepto en el aula?

R.: Alumnos interesados en el tema. Alumnos con una formacion inicial que permita
entender el concepto.

Analisis de la Fase de introduccion del Concepto

Para conseguir el dominio del concepto de continuidad el Docente requiere que los
alumnos posean una madurez y claridad del concepto de limite, un dominio de los conjuntos
numeéricos lineales-no lineales, lo cual implicaria que conozca su interpretacion grafica,
algebraica y probablemente su interpretacién en el contexto de la vida cotidiana.
Precisamente estos registros son los iniciales y motivadores para que los alumnos aprecien
dicha asignatura, esta conclusion se infiere, pues el docente lo sefiala pero no de manera

explicita. Al referirse a ejemplos de la vida cotidiana suponemos que utilizara variados
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registros para explicitar dichas situaciones (registros gréficos, algebraicos y lenguaje

natural.)

FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

A continuacién le presentamos definiciones del concepto de continuidad puntual,
extraidas de los libros de texto citados en el programa de calculo | de la carrera de matematica

de la universidad de Valparaiso.

1. ¢Cual de ellas la considera méas adecuada para ensefiar a los estudiantes de este nivel?

¢Por qué?
R.: La utilizada por J. Kitchen. Presenta todas las alternativas de continuidad.

Caélculo, Joseph W. Kitchen, Jr.

Dfﬁmcnén L. Se dice que una funcién real f es continua en un punto ae R si y
solo si

lim f(x) = f(a),

o equivalentemente,
(Ve > 0)(33 > O)(Vx)(|x —a| < d==|f(x) —f(a)| <&).
.N()tcsc que para que una funciéon f sea continua en un punto a deben
satisfacerse tres condiciones:
1) f(a) debe estar definido (es decir, ae D)
2) lim,.., f(x) tiene que existir;
3) el limite anterior debe ser f(a).
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DEFINICION

La funcién f es continua en a si
lim f(x) = f(a).

Calculus. Calculo infinitesimal, Michael Spivak, Segunda edicion

23 Continuidad. Hemos visto que para una funcién F = {(xy)|y=
F(x)}; lim F(x) no depende del valor de F(a), y que dicho limite puede exis-

tir aunque F(a) no exista.
La funcién F es continua en « si
(i) @ estd en el dominio de F; esto es, si F(a) csta definida;
(i) l'lﬂ F(x), existe;

(iii) lim F(x) = Fla).

Tl ; -

Si una funcién es continua en cada punto de un intervalo dado, es continua
sobre el intervalo. Si una funcién no es continua en a, se dice que es discon-
tinua o que tiene una discontinuidad en a. .

Las condiciones (i), (ii) y (iii) de la definicion de continuidad en @, a
veces se combinan en un solo enunciado:

li_ml’(x) = Fla) (21)

o lo que es equivalente.

!imF!'a+h) = F(a). (22)

Calculo diferencial e integral. Taylor & Wade. Editorial Limusa
2. ¢Como presenta usted la definicion de continuidad puntual?

R.: Haciendo una motivacion geométrica sobre el tema a tratar.

3. ¢Qué opina del uso de los aspectos historicos y evolutivos en la ensefianza de los

conceptos matematicos? Para el caso concreto del concepto de continuidad ¢qué puede
comentarnos? ;Lo utiliza?

R.: Son importantes en la medida que no desvirtden la atencion sobre el concepto a
tratar. Creo que no es necesario, en un curso de Calculo en una variable, hacer un alcance

historico para este tema (si lo debiese utilizar para el concepto de limite de una funcion real).
No lo utilizo.
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4. ;Cree necesaria su ensefianza en los cursos de tercero y cuarto medio? ¢Por qué?

R.: Podria ser necesario en la medida en que, a ese nivel de formacion, el estudiante

consiga comprender el concepto fundamental anterior: limite de una funcion.

5. ¢Qué ejemplos utiliza en clase para que los alumnos comprendan el significado del
concepto Continuidad puntual? ;Por qué?

R.: Ejemplo diversos: funciones lineales, polinomiales, definidas por tramos, de
aplicacion a fendmenos geométricos y/o fisicos. Porque se representan en estos una gama

diversa de tipos de funciones y no continuas.

6. ¢(Qué otros aspectos estudia con los alumnos en el tratamiento de la continuidad

puntual?

R.: Discontinuidades, teoremas fundamentales, calculos. Continuidad en intervalos

cerrados y teoremas fundamentales sobre este tipo de continuidad.

Analisis de la Fase de Institucionalizacion del concepto.

El Docente encuestado para formalizar el concepto entre los libros presentados por el
programa de la carrera de Matematica de una Universidad de la V region prefiere el
Kitchen, puesto que expresa de todas formas el concepto de continuidad. Se apoya del enfoque

geomeétrico y posteriormente del registro algebraico para formalizar el concepto.

Considera como base para introducir el concepto que los alumnos posean un dominio de la
funcion, la grafica y el significado del concepto de funcion. Ademas considera importante los
aspectos historicos de los conceptos matematicos, aungue precisamente para la continuidad

no la considera fundamental.

El Docente tanto para los ejemplos y ejercicios del comienzo se enfoca casos cotidianos, para
finalizar con ejercicios formales del curso, me refiero a funciones lineales, polinomios,

fendmenos geométricos o fisicos.
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ENTREVISTA 2

EVALUACION DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD, FASE DE
APLICACION DEL CONCEPTO:

1. ¢En qué situaciones particulares utiliza méas frecuentemente el concepto de continuidad

puntual o para realizar qué tipo de célculos?. ;En qué asignaturas?

R.: En todas aquellas que involucren funciones contindas. Al tratar el concepto de
derivada de una funcién (mas exigente que la continuidad), de integral definida, series de
funciones. Asignaturas: Calculo 1, Célculo 11, Célculo en Varias Variables, Ecuaciones

Diferenciales y cualquier otro de matematica superior.

2. ¢Qué aspectos del concepto de continuidad puntual cree que necesariamente deben

figurar en una evaluacion de su aprendizaje?

R.: ElI dominio del concepto, el uso de célculos involucrados, la aplicacion de teoremas

ensefiados.

3. ¢Como sabe que sus alumnos han aprendido el concepto de continuidad puntual?

R.: A través de evaluaciones parciales y globales que se utilizan en el curso. A través

de la participacion en el aula mediante preguntas dirigidas a los estudiantes.
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Analisis de la evaluacion del concepto de continuidad

Para la evaluacion del concepto el Docente utiliza los métodos tradicionales de evaluacion,
asi como lo son: controles parciales, evaluaciones globales. Para la cual espera que alumnos
posean un dominio del tema y aplicaciones de los teoremas, esto nos hace inferir que los
alumnos(as) serian capaces de trabajar en mas de un registro para solucionar los problemas

planteados.

Observacién: El Docente encuestado no presenta una propuesta de clase, por lo cual no
podremos analizarla. A pesar de ellos consideramos que por las respuestas entregadas su

propuesta intentaria cumplir con todos los items destacados anteriormente.
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4.4.3. ENTREVISTA PROFESOR C

¢COMO ENSENAR EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD PUNTUAL?

Objetivo: Profundizar en algunos aspectos relacionados con la ensefianza del concepto
de continuidad puntual en la carrera de matematica, partiremos del supuesto de que se desea
ensefar el concepto de continuidad puntual a los alumnos que cursaran Calculo I de la carrera
de matematica.

FASE DE INICIACION PREVIA A INTRODUCIR EL CONCEPTO:

1. ¢En queé asignatura considera usted que seria mejor tratar el concepto de continuidad

puntual? ;En qué contexto seria mejor introducir este concepto?

R.: - Calculo |

- Si se tiene como conductas de entradas el concepto de Limite de Funciones, se
puede introducir el concepto formalmente

2. ¢Cual es la justificacion que se puede dar a los estudiantes para tener que introducir el

concepto de continuidad puntual? ;Para qué sirve este concepto?

R.: - Es un concepto basico para el estudio de ramas de la Matematica como son
Calculo en una variable, Calculo en una 0 mas variables, para el estudio en Topologia y

Analisis real
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3. ¢CbAmo se puede motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de este concepto?
R.: - Mostrando graficas de funciones arbitrarias tanto continias como discontinuas

- Mostrado aplicaciones de funciones en otras areas de estudio como Fisica, Biologia u
otros

4. ;Con qué conceptos previos debe estar familiarizado el alumnado antes de introducir
el concepto de continuidad puntual? ;Qué modelos matematicos debe manejar los
estudiantes para acceder al concepto continuidad?

R.: - concepto de funcion

- concepto de limites de funciones y conocer algunas técnicas algebraicas del calculo
de Limites

5. ¢Qué aspectos considera usted que seria conveniente que el profesor/a tuviera presente

a la hora de iniciar la introduccion del concepto en el aula?

R.: - Los objetivos y conductas de entradas que tiene el curso al cual se va a ensefiar el

concepto de continuidad

Analisis de la introduccién del Concepto

El docente entrevistado sefiala que los conocimientos requeridos para introducir el concepto
es un curso inicial de calculo (introduccion al calculo), lo que implicaria que el alumno(a)
domine el concepto de funcién (en su forma grafica, algebraica y contexto natural). Esta claro
que el enfoque dado a este concepto es solo preparativo para trabajar de una manera mas

abstracta, lo que denominariamos un lenguaje formal del contenido.

Sin importar el objetivo que pretenda alcanzar, el docente trabaja en un inicio con registros

graficos y situaciones de la vida cotidiana (aspectos fisicos, biolégicos, etc.)
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FASE DE INSTITUCIONALIZACION DEL CONCEPTO:

A continuacién le presentamos definiciones del concepto de continuidad puntual,
extraidas de los libros de texto citados en el programa de célculo | de la carrera de matematica

de la universidad de Valparaiso.

1. ¢Cual de ellas la considera mas adecuada para ensefiar a los estudiantes de este nivel?

(Por qué?

R.: De las tres presentadas para la Carrera de Matematica usaria la definicion del libro

calculo de Joseph W. Kitchen, Jr

Célculo, Joseph W. Kitchen, Jr.

Dﬁﬁmcnén 1. Se dice que una funcién real f es continua en un punto acR si y
solo si

lim f(x) = f(a),

xX-—~a

o equivalentemente,
(Ve > 0)(33 > O)(Vx)(|x —a| < d==|f(x) —f(a)| <&).

.Nétmc que para que una funciéon f sea continua en un punto a deben
satisfacerse tres condiciones:

1) f(a) debe estar definido (es decir, ae @)
2) lim,.., f(x) tiene que existir;
3) el limite anterior debe ser f(a).

Calculus. Calculo infinitesimal, Michael Spivak, Segunda edicion

DEFINICION

La funcién f es continua en a si
ii_.n.l f(x) = f(a).
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Calculo diferencial e integral. Taylor & Wade. Editorial Limusa

23 Continuidad. Hemos visto que para una funcién F={(zy)|y=
F(x)}; lim F(x) no depende del valor de F(a), y que dicho limite puede exis-

tir aunque F(a) no exista.

La funcién F es continua en « si

(i) @ estd en el dominio de F: esto es, si F(a) csta definida;

(ii) Li_rg Fix), existe;

(ii1) ]}.T; Fix) = F(a). |

Si una funcién es continua en cada punto de un intervalo 'dado, es continua
sobre el intervalo. Si una funcién no es continua en a, sé dice que es discon-
tinua o que fiene una discontinuidad en a. .

Las condiciones (i), (ii) y (iii) de la definicion de continuidad en a, a
veces se combinan en un solo enunciado:

lim F(x), = Fla) (21)
o lo que es equivalente.

l,,i_,“g Fla+ h) = Fla). (22)

2. ¢Cbémo presenta usted la definicién de continuidad puntual?

Depende si1 hay conceptos basicos de topologia lo presento asi.

Sea f:IR — IR, x, € IR, f es continua en x, si (Ve > 0)(38 > 0) tal que f(Vs(xy)) E
Ve (f (x0))

Vs vecindad abierta de x, .V, vecindad abierta de f(x,)

S1no hay conceptos topologicos. entonces lo defino en forma equivalente

(Ve>0)36>0)(Jx —xpl <6 = |f(x) = f(x)| < &
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3. ¢Que opina del uso de los aspectos historicos y evolutivos en la ensefianza de los
conceptos matematicos? Para el caso concreto del concepto de continuidad ¢qué puede

comentarnos? ¢Lo utiliza?

R.: El conocer aspecto histérico del desarrollo de la matematica es una fuente
inagotable de recurso para un profesor de matematica de modo de tener las herramientas para

desarrollar e incentivar el estudio de esta ciencia

El concepto de Célculo y sus ramificaciones se introdujo en el siglo XV1Il, con el gran
desarrollo que obtuvo el andlisis matematico, creando ramas como el calculo diferencial,
integral y de variaciones. Por los trabajos de Descartes y Leibnitz se dice que descubrieron en
forma independiente el calculo diferencial Bernard Bolzano, fue el pionero en el anélisis de
funciones, en sus trabajos estudio el criterio de convergencia de sucesiones y dio una
definicion rigurosa de continuidad de funciones. Estudio profundamente las propiedades de las
funciones continuas y demostro en relacion con estas una serie de notables teoremas,
destacando el denominado teorema de Bolzano: una funcion continua toma todos los valores

comprendidos entre su maximo y su minimo.

4. ¢Cree necesaria su ensefianza en los cursos de tercero y cuarto medio? ¢Por que?

R.: Con el avance que se tiene hoy, creo que es necesario y posible introducir algunos

conceptos basicos del Célculo diferencial

5. ¢Qué ejemplos utiliza en clase para que los alumnos comprendan el significado del

concepto Continuidad puntual? ;Por que?

R.: En ciertos niveles es necesario usar el ejemplo visual para introducir y facilitar la

comprension del comportamiento de las funciones continuas y discontinuas
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6. ¢Qué otros aspectos estudia con los alumnos en el tratamiento de la continuidad

puntual?

R.: Las Propiedades algebraicas de las funciones continuas y aplicaciones también el
concepto de tangencia en un punto

Analisis de la institucionalizacion del concepto

Nuevamente la preferencia entre los textos propuestos por el programa de Matematica es el
Kitchen, gracias a sus variadas alternativas para expresar la continuidad. Para formalizar el
concepto utiliza la formalidad de épsilon-delta, lo cual es un registro completamente
algebraico, que confirmado por los ayudantes y otros, es una de las expresiones mas

complejas para reproducir por los alumnos, pues la aprenden pero no la comprenden.

Considera los aspectos historicos como una fuente de recursos para el docente, aunque no
queda claro si da o no utilidad a ella en sus clases. Basandonos en esto comprendemos la
utilizacion de registros graficos por el docente para introducir el concepto, lo cual ayuda a la

comprension.
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ENTREVISTA 2

EVALUACION DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD, FASE DE
APLICACION DEL CONCEPTO:

1. ¢En qué situaciones particulares utiliza méas frecuentemente el concepto de continuidad

puntual o para realizar qué tipo de célculos?. ¢(En qué asignaturas?

R.: En calculo diferencial e integral en una y varias variables, en ecuaciones

diferenciales, Espacios topoldgicos.

2. ¢Qué aspectos del concepto de continuidad puntual cree que necesariamente deben

figurar en una evaluacion de su aprendizaje?
R.: - Saber distinguir entre una funcién continua y discontinua en un punto
- Reconocer algunas propiedades algebraicas que tienen las funciones continuas
3. ¢Como sabe que sus alumnos han aprendido el concepto de continuidad puntual?

R.: Haciendo preguntas sobre continuidad, evaluando guias de ejercicios, tareas y en

las evaluaciones formales.

Analisis de la evaluacion del concepto

El docente orienta la evaluacion del concepto utilizando el registro algebraico en vez del
grafico, a pesar que la mayoria de la introduccion estuvo apoyada de una u otra manera de

dicho registro.

Observacidn: el docente no alcanza a realizar la clase, pero al igual que el docente anterior
suponemos que intentaria cumplir con sus objetivos o intereses de la clase al momento de

formularla.
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CAPITULO V

5.1. PROPUESTA PEDAGOGICA

A continuacion se presenta una situacion complementaria que pretende una busqueda
de modelos en situaciones, en donde se identifiquen y expresen diferentes registros semiéticos,
graficos y algebraicos. También se pretende que se reflexione y se analice la utilizacion de
recursos manipulativos tangibles, obstaculos e implicaciones histéricas ,realizar una mirada a
las diferentes actividades cognitivas que conlleva la utilizacion de sistemas semidticos que
define Duval, en particular la formacién, el tratamiento y la comprension que define dicho

autor.

La situacion presentada nos permite evidenciar actividades cognitivas de formacion,
tratamiento y conversion que requiere un sistema semidtico. Se presentan algunos registros de
representacion en el planteamiento de esta actividad y se requiere la utilizacion y el analisis de
los registros para la resolucion del problema. El analisis que se pretende en torno a este
problema es las actividades cognitivas que permiten la comunicacion para exteriorizar
representaciones mentales y por ende complementar el buen desarrollo de una actividad

matematica.

Conocimientos previos

Para realizar esta actividad el alumno debe manejar los siguientes objetos matematicos:

concepto de funcion, concepto de limite, limites laterales y unicidad de limite
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Analisis A priori

Basandonos en los resultados obtenidos de las entrevistas, estamos convencidos que seria
apropiado experimentar con tecnicas y actividades complementarias que ayuden a mejorar la
adquisicion y comprensién en su plenitud del concepto de continuidad puntual de una funcién
real de variable real, para lograrlo proponemos una serie de actividades que se basan
principalmente en los cambios de registros; asi como ya se ha expuesto anteriormente mientras
mas registros se dominen al momento de tratar un concepto implica mayor dominio de él.

Las actividades estan propuestas para alumnos con nociones basicas del concepto de
continuidad, como por ejemplo el concepto de funcién, concepto de limite, limites laterales y
unicidad de limite. Apoyandose en estos conocimientos los alumnos(as) deberan analizar las
diferentes situaciones propuestas, interpretar gréaficos y relacionarlos con tablas de valores y
por ultimo deberén obtener conclusiones desde las respuestas entregadas. Cada actividad esta
ordenada de tal manera que la dificultad aumenta gradualmente, logrando que la adquisicion
del concepto sea natural y a la vez significativa para los estudiantes.

La primera actividad se basa en la intuicion, que consideramos una de las formas mas
sencillas de adquirir la esencia de un concepto. El alumno debera ser capaz de interpretar la
relacion de una vida cotidiana con el concepto de limites laterales, puede decirse que es
guiada, pero es bastante practica al momento de intentar sefialar que algo se aproxima a un
punto muchisimo aunque nunca se toque.

La segunda y tercera actividad estan basadas en el célculo y cambios de registros,
ademas del analisis de sus respuestas y en la reflexion de las mismas.

El estudiante acé debera ser capaz de encontrar el dominio de una funcion, el conflicto
que podria existir es evaluar la funcion en valores que no se encuentran en su dominio. Luego
debera obtener conclusiones a partir de andlisis realizado a cada pregunta, de la misma manera
que la primera actividad la dificultad aumenta de manera gradual. Por ultimo la tercera
actividad hace que el alumno relacione el registro tabular con el grafico, completando asi el
traspaso de varios registros, lo cual produciria como resultado un mayor dominio del
concepto.
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Las Lineas del Tren

Objetivo: relacionar una situacién de la vida cotidiana al concepto de continuidad
puntual

El ojo estima la distancia en base a la disminucion de tamafio de los objetos y al angulo
de convergencia de las lineas, es decir, partir de dos partes distintas para luego encontrarse en
un punto . Del objetivo y de la distancia dependera el que la imagen tenga mas o menos
profundidad, hay que considerar que la sensacién de profundidad es puramente ilusoria, pero
forma parte una técnica de composicién muy importante.

1. Segun tu punto de vista ;Qué indica la perspectiva de las vias del tren?

Que puedes observar

2. Sitrasaras una linea por el centro de las vias ¢Qué relacion habria entre las vias y dicha
linea?

Que puedes observar
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3. ¢Habra un punto en el cual se junten las vias y la linea imaginaria? Y si tomamos en
cuenta la perspectiva ¢cambiarias de opinion?

Que puedes observar

4. ;Que concepto del calculo se relaciona con la respuesta anterior?

5. Apoyado con el concepto relacionado anteriormente ¢(Queé relacién podrias sefalar
entre las vias y la linea trazada?
Objetivo: Inferir el concepto de continuidad puntual.

Que puedes observar
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Facilitando el Trabajo con el Concepto de Continuidad Puntual

_:._

i 1+ x3 si 1<x<2
e f(X)= 3X2 .
T+6 Si 2<x<4

1. Contruye una tabla de valores de x cada vez mas proximosa 2 por la izquierda.
Objetivo: confrontar el dominio de la funcion con la tarea matematica del calculo de
imagenes de determinados nameros reales.

:I:I Conclusiones a partir de la construccién de la Tabla 1
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2. Construya una tabla de valores proximosa 2 por la derecha.
Objetivo: establecer correspondencia entre las aproximaciones de la tabla y su limite

lateral por derecha.

I
] |
] |
] |

Conclusiones a partir de la construccién de la Tabla 2

3. A partir de la construccion de las dos tablas anteriores. ;Qué puede concluir?.
Objetivo: descubrir la relacion existente entre ambas tablas.

Conclusiones
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4. Contruye una tabla de valores de x cada vez mas proximosa 1 por la derecha.

Objetivo: establecer correspondencia entre las aproximaciones de la tabla y su limite

lateral por derecha.

I
] |
] |
] |

Conclusiones a partir de la construccién de la Tabla 3

5. ¢Es posible construir una tabla de valores proximos a 1 por la izquierda? Si es posible
contruyala, de lo contrario justifique su respuesta.

Objetivo:

I
| |
1 |
| |

Conclusiones de la Tabla 4
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6. A partir de las tablas y conclusiones ( 3y 4) ¢Qué relacion podemos encontrar?

Objetivo: descubrir |

a relacion existente entre ambas tablas.

Conclusiones

7. Contruye una tabla de valores de x cada vez mas proximos a 4 por la izquierda.

Objetivo: establecer correspondencia entre las aproximaciones de la tabla y su limite

lateral por izquierda.

I

Conclusiones a partir de la construccién de la Tabla 5

1 |

I

1|
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8. ¢Es posible construir una tabla de valores proximos a 4 por la derecha? Si es posible
contruyala, de lo contrario justifique su respuesta.
Objetivo:

:I:I Conclusiones a partir de la construccién de la Tabla 6

9. A partir de las tablas y conclusiones ( 5y 6) ¢Qué relacion podemos encontrar?
Objetivo: descubrir la relacion existente entre ambas tablas

Conclusiones
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10. Complete la tabla segun corresponda:

1+ x3 si 1<x<?2

flx) = ,
—+6 Si 2<x<4

o1

11. Compara los valores de las tablas 3 y 4 (valores proximos de 1) con el valor de f(1) .
Objetivo: verificar si se cumple una de las condiciones para la continuidad de una
funcion.

Comparacioén de las Tablas 3y 4 con el valor de f(1)

12. Compara los valores de la tabla para los valores proximos de 2 con La imagen de 2 .
Objetivo: verificar si se cumple una de las condiciones para la continuidad de una
funcion.

Comparacion de las Tablas 1y 2 con el valor de f(2)
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13. Compara los valores de la tabla para los valores proximos de 4 con La imagen de 4.
Objetivo: verificar si se cumple una de las condiciones para la continuidad de una

funcion.

Comparacion de las Tablas 5y 6 con el valor de f(4)

Formalizando los Conceptos

En conjunto con tus comparieros responde cada una de las siguientes preguntas y
contrasta las respuestas con el Profesor.

1. De acuerdo a lo realizado hasta el momento. Expresa utilizando el concepto de limite

las relaciones de las tablas construidas para:
Objetivo: comprobar la forma y capacidad de abstraccion en base a lo sefialado

anteriormente.

Expresion para Expresion para Expresion para

x=1 x=2 x=4
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2. (Existe el limite para los valores proximos a x = 1?, justifica tu respuesta.
Objetivo: Relacionar la respuesta de la actividad namero 1 con la unicidad de limite

Justificacion

3. ¢Existe el limite para los valores proximos a x = 2?, justifica tu respuesta.
Objetivo: Relacionar la respuesta de la actividad namero 1 con la unicidad de limite

Justificacion

4. (Existe el limite para los valores proximos a x = 47, justifica tu respuesta.
Objetivo: Relacionar la respuesta de la actividad namero 1 con la unicidad de limite

Justificacion
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5. Compara los valores proximos a 1 con el valor de f(1)
Objetivo: Comparar resultados del registro tabular con resultados del registro analitico

6. Compara los valores proximos a 2 con el valor de f(2)
Objetivo: comprobar si logra argumentar basandose en los principio de continuidad
puntual.

7. Compara los valores proximos a 4 con el valor de f(4)
Objetivo: comprobar si logra argumentar basandose en los principio de continuidad
puntual.
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8. ¢Que tipo de Discontinuidad existe en x =1?
Objetivo: Verificar a partir la actividad nimero la existencia de una discontinuidad
puntual.

9. ¢Qué otras Discontinuidades hay en esta funcion? ;Por que?. Utiliza lenguaje
Matematico
Objetivo: comprobar si se logra argumentar correctamente utilizando un lenguame
matematico la existencia o no de otras discontinuidades.

10. ¢Por que es continuaen x = 2?
Objetivo: Comprobar la adquisicion del concepto de continuidad puntual
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11. ;Expresa de forma algebraica la relacion entre el limite cuando el valor de x se
aproxima a una constante y el valor de la imagen de dicha constante ?

Identificando Grificas

1. Completa la siguiente tabla apoyandote del grafico
Objetivo: traspasar del registro algebraico a lenguaje tabular.

24

x | f(x) 8
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Determina los siguientes limites utilizando para ello la representacion gréafica de la
funcion f

Objetivo: relacionar la grafica con los respectivos limites laterales

lim,_,_4- f(x) =__ 1

lim,,_+f(x)=____ ¥

limy,o- f(X)=____

lim,_, o+ f(x) =_

limx—»Z‘ f(X) = 2 a1 0 i 3 M 5 £

lim,_,+f(x)=___

lim_-f)=____

me—»? fx)y)=____

lim, e+ f(x)=___

limys- f(x) =

¢La funcidn que representa la grafica anterior es Continua en todo su dominio?
Justifique.

Observacion: aplicar conocimientos e interpretaciones anteriores para sacar
conclusiones
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CAPITULO VI

6.1. CONCLUSIONES

Nuestra idea se origino a partir de las experiencias que hemos tenido en la educacion
superior como ayudantes de la asignatura de calculo I, esto nos llevo a discutir el objeto
matematico que debemos estudiar, la eleccién fue la continuidad puntual ya que la mayoria de
los teoremas vistos en cursos superiores exige que una funcién sea continua. En nuestra
investigacion nos fuimos dando cuenta que los errores de los estudiantes de una universidad de
la V region se repetian a nivel mundial y por ende, era necesario buscar una solucion al
problema. También nos motivo el darnos cuenta que este trabajo sea el pionero en las
investigaciones de los estudiantes de la carrera de pedagogia, ya que no nos cabe duda que a

futuro estos temas debamos ensefiarlos como docentes de ensefianza media o superior.

El disefio de situaciones de aprendizaje orientadas a la construccion de un concepto
matematico no es trivial, debido a las caracteristicas de abstraccion y representacion que son
requeridos en el pensamiento matematico avanzado, y por ende en un discurso matematico

universitario.

Consideramos que el estudio de los textos recomendados para la asignatura desde la
mirada de los cambios de registros y ademas fortalecido desde el punto de vista histérico es
coherente, ya que por un lado los obstaculos y concepciones identificadas revelan la
utilizacion de cambios de registros, y por otro lado diversos autores (Dreyfus, D"Amore y
Duval), afirman que la utilizacién de cambios de registros es una herramienta fundamental

para construir un concepto matematico.

El grupo de participantes que intervino en nuestro proyecto fue escogido con diferentes
objetivos orientados a destacar el triangulo didactico: el saber, el docente y el alumno. Los
profesores nos aportaron en su experiencia en la introduccion, institucionalizar y evaluar el
concepto de continuidad puntual, esto nos permitié por un lado identificar los conocimientos
relevantes en la construccion del concepto, y por otro lado identificar la importancia que le
otorgan a la historia y uso de los diferentes registros. Los ayudantes nos permitieron

identificar la importancia del dominio de los diferentes registros al momento de justificar sus
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respuestas. Ademas una consecuencia que se detecto casualmente fue las dificultades que
tienen los ayudantes para inferir informacion a partir de los diferentes registros. El estudiante
sin experiencia en ensefiar el concepto de continuidad puntual nos permitio por un lado
identificar los errores en la utilizacién del lenguaje y escritura matematica y por otro lado la
poca experiencia en la uso de los diferentes registros al instante de justificar sus respuestas, y
por ende se reflejan errores conceptuales del concepto de continuidad puntual.

Consideramos que la puesta en practica de las actividades planteadas en nuestro disefio
permitird a los estudiantes lograr una conceptualizacion intuitiva del concepto y la importancia
que tiene el manejar distintos registros semioticos. Ademas la puesta en practica permitira el
redisefio y estudio de la experiencia desde otros enfoques tedricos que estime conveniente el
lector.

A modo de conclusién final consideramos que debemos cuestionarnos dia a dia las
situaciones didacticas que implementamos en el aula, ya que esto, nos permitira
familiarizarnos con los objetos matematicos que ensefiamos. La didactica de la matematica se
debe implementar en la ensefianza universitaria chilena y esperamos que a futuro se continten
estudiando objetos matematicos del calculo diferencial apoyados de conceptos tales como:

Registros Semioticos, Pensamiento Matematico avanzado y su Epistemologia.
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ANEXOS

DE

ANEXO 1: CONTROL DE ESTUDIANTES DEL CURSO
CALCULO | DEL SEGUNDO SEMESTRE DEL 2010

CARRERA DE MATEMATICA

MLP - 111 / CALCULO I
CONTROL N°4
Nombre: [0\147624 NE é)%?) é“/fu: fe
3
sen?®(mx) RS
z(sec(rz) — 1) =
Para la funcién f(z) a)x . Bz =0
e e LS00 “zl_z , si0<z<1

Existen a,b € R de modo que f sea continua en = = 0 ?. Justifique

Tiempo : 15min
Octubre /2010.

Desarrollo:
ll’f\"" ][C\() = f(u)
¥50
i 4_{,\,\,; I—Jh*)\'lf—il‘;‘_
- weed g 1*\/1‘2‘

*x—> 0"

o b'*l'\l
o gl e
A L

RPN
:E:Olo +¥)o x(,Jpn x)
= \O*&:Z\ A —4'*//1 x
e 1’19
X
X ger(T™0 |
T L sent (T % s
* LN“ Sf’fi(/- = - -A X 7o
Sans wlsemd—0k = ke
/1/ : 2T O ’TL'W
4o 2 (T S L W LM‘ ”’T_“‘)—\’ et
T L - AR *=>0 sec L
= - =
DO S (TR
/ > é’w’ /w) 2
L/W ]f(/‘) xéo“' x50
=0
L& fm % 1[(0)
*->0 1
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Nombie: Mose Dame! Hernawoez Pino

CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre:
3
M , si—m/2<z<0
z(sec(rz) — 1)
Para la funcién f(z) ={ a s BEE=0
1-+/1-
b+Tz , si0<z<1

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z = 0 7. Justifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

Desarrollo:

w
A (0 [ (0O kg )

- ST e Xk \"T""'—:‘ £ eios A
xsor x (akfrx)-1) )((mmm\ STy

oot te
b A b ) pb 2
Lx—ao b % //1 ﬂ LEUN (”JT’)—(—?) e )&NW)

bt = = Wb, 1, 4
%+(4+JT :3"42, bt

§’
o
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre:

sen®(mz)

z(sec(m:) -1)

1-y1-2

Para la funcién f(z) =

b+
z

Vatalin baevedo.

, si—m/2<z<0
¢ Mop=0

s oaliles me]

Existen a,b € R de modo que f sea continuaen z=0?. J ustifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

Desarrollo:

\im %’b(n—x)
X0~ x(sedn'x)-l)

o, i)
L ¥
Cos (TTx)
bm S 2 (TT%)
k=D0 L,fgéﬂl))
G4mx)

bm <0 (114)-cosX

Kb o~ )((4 - s (T)'X)>
N Tooffe). s T x-esTTx
* ) (Ams(rrx))
X T Sem‘(TFx\w:(‘lTx) o [tas(tx)
X—> 0~ m) A+ es(Tx ),
T b St (ﬁx)coﬁ(n’x) (H s Tx)
A—p o
4= 6052(ny

T Uiy —_
- S@M%(W A+w5 )

T L W)(H’Ca/ﬁ/))

A2~

H1+1) =

%)

Cozec. .
) &

Gos

Smbn/)(
x(T«cosru )
S
Son T = Xz‘{( K=x &s,
o4TX
31\ Ny ST Y
s
2 % U5 (o9l
S 0 - nll

s 4 5 2 48

2T,
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Gw bt I-d =%

YD ot —Tq/
e
et B8 Ve
oot Xpo /7/
bt 4= li-ns Jafi=x
R T e
¢~—004 X A+F :_1)(

bt bw _4_:_(_4;)0_
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CARRERA DE MATEMATICA

MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre: /)’}'M;Uc Joﬁ"-/ /)mw)

Para la funcién f(z) =

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

Desarrollo:
) ) = 0
Y
/
L i 1
> O
)l
i §
'S
>0 Y \
ur)

sen3(mz)
z(sec(mz) — 1)

a

N

Vi-z
T

, si—m/2<z <0

s B =

-8l p<

j'J ¥ B

X - Ca

‘)L
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre: ?QA%\{\\'O\ \(6(3(\(“. (asvro.

sen(mz)
_ i—-m/2<
z(sec(nz) —1) ’ s-njessch
Para la funcién f(z) ={ a , siz=0
b+ 1—_# 5 B0 <l

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.

Octubre /2010.
Desarrollo:
! o
LY \ A
Y
\ | C
1 7 ‘7_ -
\ Y - Ay
05 Klishe ok x [ l g
T
) A+On X 1
) "
% oy
1 )-
) <
A\ ry AU D
=3 0" ' -
_’/ﬁf, <
530 2 Sr AL oS (T D X
v 0" e
|
M

X=>4.>
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4
Nembre: Doy g Epnema 1Y
3
25 (5] , si—m/2<2<0
z(sec(mz) — 1)
Para la funcién f(z) =< a s Blz=0
Lt s

b+
X

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

Desarrollo:

Q/X:O

Ceo - Loy = 0

‘644—\34—X /5,'O<>(S/

X

i b4 vty

)

X—0
\vom b+/ - \/AT)Q 2 liom o+l _ (4()77 A —x
g 5 % A—do A K—==90 X
) 0O s
e /,(m = ZZ o Jmm VA-x , Vl+x
%X —bo X K p A X VT ¥ x
= //'077 ﬁl? b = /1/77’7 /- X
X -0 X XVl+X
= /;(m FRr s M /‘/m 4
A—DO ON1+o
®), EE /l(m /
Vi
G~ dipn f
2 //'(m 1 =4
X0
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. o ~———
; : : ﬂ%&/”’f_

| ' CARRERA DE MATEMATICA
| MLP - 111 / CALCULO

Nombre:
z(:c'(‘sT(’;z_)l) , si-m/2<z<0
- - Para la funcién f(z) ={ 4 , siz=0 .
3 e loy oc ‘f‘” , si0<z<1 - -

m;.iERdemodoquméeontinunenz=0?. Justifique.

0% [octubre /2010.

b ke o o0 e done Lom sy 0 L 0y
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ES

- Espinora
CARRERA DE MATEMATICA /Daﬂlg/a o
MLP - 111 / CALCULO T :
CONTROL N°4
| sen®(mz)
Bes e s | W -T) 4 ARER<0 '
ara zZ)=1¢ a y Siz=0 - i
il il o \/{f’o’(g.O)(OM
‘ : 9
E:dstena,bekdemodoquefmeonﬁnuamz=0?.Just:ﬂque. i g
“’W?' =)
Tiempo : 15min. —r ;
? Octubre /2010. !
' Desarrollo: - RN

Dbt L) - b _ b .
1 (/ #

A | }
, - . — T S
0/.) 2 l;.)'inl : ,7/7 7 \A - L o ',/" I '1 3 \'A?f”_r. 7 / -
¥ i, e
 x—00 g
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombrei Flofenca Dasunl da Sandha

3
__sen’(mz) , si—7m/2<z<0
z(sec(rz) — 1)
Para la funcién f(z)={ a  BhE=0
pplovi-a Vzl"z , sid<z<1

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.

Octubre /2010.

Desarrollo:
e LR S D e Bl
%y 0t e x- 0" x>0t X

T R S Ty
- b x 1+ a-»)

R »a0? %

: : 1 _
Mbmf/—‘@
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre: MAcCALenA AUSTAN PN TE freos TH

3
__sen’(mz) , si—7m/2<z<0
z(sec(mwz) — 1)

Para la funcién f(z) ={ a , siz=0
T o BT EREOOE

z
Existen a,b € R de modo que f sea continuaenz =0 ?. J ustifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

esarrollo: 4 :

B D . un Sen £ se (09D ae 00

Wl (ST -) Y A seemesd
| S U sen AT

ol N sec () -4
s n . SO e |

X >0~ Ser(fx)-{

hn il el b b+ (in A U8 ok
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

g Wity Grpia

Nombre:

3
_sen’(nz) , si—-m/2<z<0
z(sec(rz) — 1)

Para la funcién f(z) =< 4 v M0
R TS

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

Desarrollo:

=l mn®(Tx ) -T)s £ x20
X=re" Tx)—{
el b+ L:_i\/z
9 XMQ ,ZJ\ x
MCFX) ) livm b + l—W
-~ xo——oo
““°° X( L=plix 4-\}"-7\ e
“ "‘ b, bt T30k T
e (T x
X2 T 1= x) M bt 17-—(4—x>
> L’m Mmq('ﬁ) \(""" x(A+V{—~
5 X+ O —){::)W
e e Fo vt )
e Jwyrfx(x—;n_’sﬁr E £
i e o Cwﬁ—x'\
s i i 4
SO m - b+ =S
_}1‘ .~ i e ,{.}«Ji—a.l
: b Y b-4,
Che
b, By
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre: CD\/I,O C Q/L/OVCC/ e /\

sen(nz) :
AR 0 ) = <
z(sec(rz) —1) ’ e

Para la funcién f(z) =< o a0
o (e

T
Existen a,b € R de modo que f sea continua en z =0 ?. J ustifique.

Tiempo : 15min.

Octubre /2010.
Desarrollo:
fioh . 3
s o W“ﬁ ﬁmmxm £ana-a ', iR
vy %ot e T g A A +Va-x
_dim by Ll A-(4=X) . Linn b éc’m =
T LA . T =)

Laies -« Liwm &pw bt

X4 A1l

' /(,{71
1) ( X /{A//’V)’\ fﬂ’)’\(“’@- §1Y] ((/(\
)9 0 " T

A e e e >

K =T :
foom U EX, SnPX) | finm  SenlK . sem™Tx |, LTX
A% % =20 xay 2 N CaTX

cenli x)
Limn HOTX . [ Co*Tx - ConTx = fim Som TX (1~ iXYarom) Lok
= e A kA = fho] 1=

5 i X - A X NA— TX
Xy A= L&yTi x &=V

: Z 3
L% M/ Clilr. Ca"db X ~ O
K/b"/lrz /;(
L = a :
b+t-0
e 4L
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CARRERA DE MATEMATICA
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CONTROL N°4

Nombre:

3
P R R
z(sec(nz) — 1)

Para la funcién f(z) =< R0
b+l_$ » BLO< Bz <1

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z =0 ?, J ustifique.

Tiempo : 15min.

JA
Octubre /2010. P : \”\(, o
ctubre /! (u e b (u‘l\j A OV Sen C?\) 2 \\ e A \(
Desarrollo: S‘L) " \" \\ <¢g e NEN e\kb\\ > .
Y e .
> () ﬂ b+ sl 4/
6(( N — (/V\* s 1 1— X

/f*—,,_- o —
~f/5ec{(’“>(>'/B i

X
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre:\/oleqh g Bdndice O,

3
_M , si—m/2<z<0
z(sec(mz) — 1)
Para la funcién f(z) =<¢ a o )
O e L Vzl"” , si0<z<1

Existen a,b € R de modo que f sea continua en o = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

\ (
Desarollo: (), ¢, e ceo rhnuoeel Wl oxy 4

{JNY\Q(X\; Ok 5 QXKDB:O
=D

% = {

\ E o < M 5
Wremos e . Vvee o1 &\ 'S

0 :A./"(\/\ F;Q/Y\b(ﬁQ ‘\m nov A\ Ty
=0 W (ae(TEXD-1)

QODTX) /
b
. wr“’f'%\/ 0 e : -
% h/\/\n E/,;ﬁf ﬁ 3 Lm\ Nov x\jf’_, = {0 )
oo )T 3 ) v 2
Y40 X\JQ_‘;:,E)_/# O “X COO\TTY) S,
Wo.(mX) / ( SSTX)
. G or 1=AIoX
A0 s

e R S '

¥ -\ % LA A XW—Q% 3

‘ v
\0on ‘O\\om\n.o l(ﬂ) 0y VMW

\
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre: &g /Y atin \JJ’V‘M@M)J'O‘

3
L("x) , si—m/2<7<0
z(sec(mz) — 1)

Para la funcién f(z) ={ a , siz=0
Pl LS le_”” , sid<z<1

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z =0 ?, J ustifique.

Tiempo : 15min.

Octubre /2010.

Desarrollo:
bon, o+ -
X —a 0*¢ x

. e Ta
x-10" m

/) //V ‘
p' b + ’\,ﬂ' = L b 4 ﬁ/w\ A= B
W X

x—4 Ol— )(—-VO* X

} / X
+ W 7 K dpp mm——y
/Q'/’”f A'/ggﬁ A%rg Cgﬁ‘ T ) xaor & U+
\/./\O ; = -

s A=
A i : }M/l 4 = = O
=g i

bt %0 Dbz
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre: 6636)6 »4\@[/3\/ Herrera

3
) rliee b
z(sec(mz) — 1)
Para la funcién f(z) =<{ a sesiie =0
b+l;F o B0 i

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z =0 ?, Justifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

Desarrollo:

31‘ WY
L Ip
S >

]

]C (X) i x:(—;e(. (‘rﬂ\(\ % 1 )

i) A
W\
b

. 2
x Sec (tx) —X %A X
oS

T ) — Sen > (nx]

=
s
{
>
)
>

X

2 ~N
4&\()(\ = ¥ S@‘n” - ©S CT(\ = S‘FV\D(‘T)() 8

&(k} :')(~$eh3(\'r>()-<00§ (rx) - x'l)
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CARRERA DE MATEMATICA
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CONTROL N°4

Nombre: ,97.,«/\ /@/M l/,’/c‘ﬂ

3
T O (e
z(sec(mz) — 1)
Para la funcién f(z) =< o 3 Blea=10
T L USRS

x
Existen a,b € R de modo que f sea continua en z =0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.
Octubre /2010.

Desarrollo:

.

So3(itx ) (o8 (TX)

T X (- cestr)

(I- Cost(®x)) So(Wx) Cs(itx)
X (A~ Cas TX)

(1= osva) 1 + codT) (ST sl )
x M) % !
(4 +cos 1) W{ Cofﬁ*)) :

==

[SonTTK) 1

O ¥ Cos.T% ) (W(‘Tx))
i G

v
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

)
(L= L) Nombre: SoSe H~§Q NAANDER S ‘o Y A
E 3(mz)
_‘0 : ot EAE) , si—m/2<2<0
&~ Para la funcién  f(z) = x(sec(m:) Y 5 Blw=0
b+1 \/1 & , dilesLl

Existen a,b € R de modo que f sea contl =072 i - R
Tiempo : 15min. = \ W
Oct ; - = >
ctubre /2010 o / ;
C /

Desarrollo:

Pehenos oblemenlos Limnles \Weraes.

i -V9-x = b+/\_",ﬁ\r/:-; & bhﬁf\“ g 4+\)—/
b+ ix\)’)/; = M@* g & 8 A /H,r_/):

bum L=l-®  _blem L2Lex HM,,,/
0 x(140) 0w () e dx

77

) %&
podl) = Jom Ao (T
ﬁcg»ﬁ), % K(rc(mx-d) X720 x(m(ﬂﬂ-ﬂ (rx)

: & henl)
g }iywo)’ )X"%)ng- ~>0 &% Q’WV\ X(AQ:(ITX’”)

x(;»zorx-ﬂ) XCW(TKA\\ £ rrx)"
UT}\)3 (rxp
= L
TG, RS Do T2X -D .
. M A1) . /«wmx-m 7‘ . D‘ )

\«2: g eliste v Son b/b a0 i
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CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

)
VR | Ve e
Nombre: JVan  Outllen no fonet

sen®(mx)
z(sec(rz) — 1)
a

Bt 1—\I/1—z

Para la funcién f(z) =

v B =10

s, 8l0 < @i

Heane oo

, Si—T/2<2<0

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.

Octubre /2010.
Desarrollo:
- 8 s h
2 () - lin
&r - R e - S e -
z- c (") — 14) 2
v
\
\ \ N
%17 (x
< %=0 =
E { A — 2> Y 9
~ 1
25 ~

3 (X
-
4
. -
'(C,_‘)ﬁ K
=
2 o
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CARRERA BE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCUL® I

CONTROL N°4

Nombre: Qons*mbk Soto .

3
__sen*(mz) , si—m/2<z<0
z(sec(mz) — 1)
Para la funcién f(z) ={ a , Blz=0
1-1-
b+ = 2 s Bl0Smie ]

Existen a,b € R de modo que f sea continua en z =0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.

Octubre /2010.
Desarrollo:
Lim b« R
x >d
=
ba w , A-N1-x' | L+ 4>
X—>0 s e A+ \A-X%
b + Lw ., 4 :
i A= « (=
be Um A
o 1t e T
"’» X =2
b=-17
-
Lim s (TX)
rR=> 0" \((@Q@\)“)
h‘W\ wen d (TX)
K=—=20 "
X ( . & s ;)
W cax)
Wim N (TT\).QCAGH’)
X~>0" RLt-o4(1x)
St § L‘:W\ WZ(V\) « COJ QT)(] g [+ Cod Tx
K =>0 )~ Cog(mx) A+cog i

1 A ;
m Wm co&/% C et s
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ANEXO 2: RECOPILACION DEL TIPO DE EVALUACIONES
REFERENTES AL CONTENIDO DE CONTINUIDAD EN LOS
DIFERENTES ANOS

CARRERA DE MATEMATICA
MLP - 111 / CALCULO I

CONTROL N°4

Nombre:
. o
(_sen’(m@) G re<a<0
x(sec(mx) —1)
Para la funcién  f(z) =14 a , siz=0
1—1—=x
bt — V- , si0<a <1
x

Existen a, b € R de modo que f sea continua en x = 0 ?. Justifique.

Tiempo : 15min.

Octubre /2010.

Desarrollo:

Universidad de Valparaiso
Licenciatura en Ciencias

PCBQ- 128 / CALCULO I

3) Determine, justificando, todas las discontinuidades remediables de la funcién
cos(F+1—ux)
flo) = 52—~
¢ —3x + 2
1L 2.0 pts.
1) Sea a € R. Se define la funcién

(l—m_ \/E

: six<l1
f(z) = o1
|22 — x + q| siz>1

Determine a de modo que f sea continua en z = 1. 2.0 pts
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Universidad de Valparaiso
Carrera de Matemdtica

MLP - 111 / CALCULO DIFERENCIAL

111.
2sen (Efr) , o s11 <2 <2
1) Para la funcion  flz) =< 4 -2 2
p— siz > 2

Existe « € R de modo que f sea continua en z = 2 7. Justifique.

32z 1

> , determine el tipo de dis-
T —r

2) Dada la funcion  f(z) = z

continuidad que presenta cn z = 1. (1.5 pts)

Universidad de Valparaiso
Carrera de Matemdtica

MLP - 111 / CALCULO DIFERENCIAL

Prueba 2 - Recuperativo

sen(ax) Y1 siz<0
T
1. Dada la funcién f(z) = ¢ 1 ,siz=0
1 —cos(vV2z
L=eoslVa) 0 s
T

Es posible determinar el valor de a de modo que resulte continua en
z = 07. Justifique.
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Universidad de Valparaiso
Carrera de Matemdtica

MLP - 111 / CALCULO I

Prueba 2 - Recuperativa

1. 3) Determine, justificando, todas las discontinuidades remediables de
la funcién
cos(5 +1—1x)

r) = 2.0 pts.
f@) = —3==—3 pt
1L
1) Sea a € R. Se define la funcién
( V1+rVz-V2
f(@) = vt
|z2 — = + a siz > 1
Determine ¢ de modo que f sea continuaenz =1. 2.0 pts.
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