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Abstract

In this work we obtain a generalization of the secant method over Riemannian mani-
folds, moreover we construct a family of methods type secant over Riemannian manifolds.
Consequently, we obtain some important complementary results as: a modified version
of the concept of divided differences; a convergence result for the secant method over
Riemannian manifolds that hold certain continuity conditions. Additionaly, we prove a
uniqueness solution result for the secant method over such manifolds. Finally, we give a
non trivial example of the application of our method.



Introduccion

Recientemente, ha habido un creciente interés en el estudio de algoritmos numéri-
cos para encontrar singularidades de campos vectoriales sobre variedades Riemannianas,
véase, por ejemplo, [1, 5, 6, 13, 14, 20, 26, 29, 30, 37, 39, 44, 50]. M4s especificamente, el
estudio de los métodos sobre variedades Riemannianas comenzaron en 2002 con el trabajo
de de O. Ferreira y B. Svaiter [30], donde extendierén el método de Kantorovich (Newton)
a este contexto. Posteriormente en 2003 y 2006 J.P.Dedieu, P. Priouret, G. Malajovich,
Li, C. y Wang, J. [43, 44], utilizando el trabajo de O. Ferreira y B. Svaiter, generalizarén
las a-Teoria y y-Teorfa de Smale al contexto de iteraciones intrinsecas tipo Newton sobre
variedades geodésicamente completas, ver [21]. M4s tarde, Ioannis K. Argyros en [14] de-
bilité las hipétesis de la convergencia del Método de Newton en variedades Riemannianas;
En el mismo sentido podemos ver las obras presentadas en [13, 20, 26]. En 2009 Ionnais.
K. Argyros y posteriormente en 2013, Jinsu He, Jinhua Wang y Jen-Chih Yao, estudiarén
el método de Newton sobre grupos de Lie, ver [8, 18]. En 2011, en su tesis doctoral [33],
R. Castro extendi6 al contexto de variedades Riemannianas varios métodos, incluyendo
entre ellos el método simplificado de Kantorovich [34], en el que la derivada covariante es
la misma en cada paso. Extendié un método de tercer orden libre de operadores bilineales
en el que fue necesario introducir el concepto de diferencias divididas en el contexto de
variedades Riemannianas [37] y mostro la convergencia de algunos métodos cldsicos de
tercer orden a dicho contexto [38, 40]. Es relevante mencionar que el método de Newton
sobre variedades Riemannianas ya ha sido utilizado por Roy L. Adler para estudiar el
modelo geométrico de la columna vertebral humana, ver [1].

Un método se entiende como la construccién de una sucesién de puntos, por lo que en
este trabajo diremos que un método converge si la sucesion asociada converge. En espacios
euclideos, el método més famoso para resolver de forma aproximada una ecuacién no lineal

es el método de Newtons, donde F' es una funcién diferenciable que estd definida de un
espacio vectorial X sobre si mismo. Este método, puede extenderse a los espacios de
Banach, utilizando la derivada de Fréchet, como lo demostré Kantorovich [20].

Como es sabido, los métodos iterativos de orden superior para encontrar ceros de una
funcién vectorial han sido extensamente estudiados durante el ultimo siglo. Dentro de los
mas importantes, nosotros destacamos los métodos de Newton, Shamanskii, Halley, Super-
Halley, Chevyshev, Chevyshev-Halley, y el método de los Dos-pasos. Estos métodos se han
extendido a espacios de Banach comenzando con el trabajo de Kantorovich en los anos
60 [20, 34]. Existen varias pruebas para la convergencia de estos métodos, bajo diferentes
hipétesis sobre las funciones vectoriales y la condicién inicial considerada, ver [9, 10, 12,
13, 14, 17, 34, 41, 45, 49]. El método de Chebyshev-Halley ver [9] es probablemente el



método més conocido para resolver ecuaciones no lineales con convergencia cibica, este
método fue extendido al contexto de espacios de Banach por I. K. Argyros [9].

En andlisis numérico el método de la secante en R es una variacién del método de
Newton-Raphson en el cual en vez de calcular la derivada de la funcién en un punto,
y teniendo en mente la definiciéon de derivada, estd se aproxima a la pendiente de recta
secante que une el valor la funcién evaluada en el punto de estudio y el punto de la
iteracion anterior. Este método es de especial interés porque el costo computacional es
muy importante al momento de seleccionar un métodos. Por lo tanto resulta importante
evaluar si el costo computacional de derivar la funcién es demasfado elevado o no, de hecho
por esta razén el método de Newton no resulta atractivo.

El método de la secante también ha sido generalizado y estudiado en espacios de
Banach, dichos estudios han proporcionado algunos resultados de convergencia semilocal
[23], posteriormente el método de la secante en espacios de Banach fue extendido a una
familia de Métodos tipo Secante [24] se utilizaron w—condiciones de convergencia suave que
generaliza las condiciones habituales, es decir, condiciones de continuidad tipo Lipschitz
y Holder ver [23, 24, 33, 35]

En su mayoria los métodos numéricos clasicos ya han sido generalizados sobre varie-
dades Riemannianas a excepcion del método de la secante, el cual posee ciertas ventajas
sobre los métodos ya mencionados, especificamente dicho método solo exige que el campo
vectorial sea continuo, a diferencia de los demas métodos que exigen diferenciabilidad. Mo-
tivados por estos hechos, nos planteamos como objetivo central de este trabajo generalizar
los métodos tipo secante al contexto variedades Riemannianas, ademéas de demostrar la
convergencia y unicidad de la soluciéon de las sucesiones asociadas a dicho método, para
lograrlo introducimos una modificacién a la definicién de diferencias divididas sobre varie-
dades hecha por R. Castro y colaboradores, en [34]. Adicionalmente, bajo w—condiciones
de convergencia suave se obtendran resultados de convergencia semilocal para dichos méto-
dos. Posteriormente damos estimaciones para el orden de convergencia del Método de la
Secante sobre Variedades Riemannianas. Finalmente damos un ejemplo para ilustrar la
aplicacién y utilidad de la generalizacion del método de la secante sobre variedades Rie-
mannianas.



Capitulo 1

Preliminares Geomeétricos

En este capitulo daremos algunos resultados preliminares que seran de utilidad en los
préximos capitulos. Iniciamos recordando los elementos de la Geometria Diferencial. En
particular variedades Riemannianas y algunos resultados de analisis matematico, estos nos
permitiran establecer condiciones y resultados similares a las ya existentes en espacios de
Banach, para estudiar y construir métodos iterativos sobre Variedades Riemannianas.

1.1. Variedades Diferenciables

En esta seccién recordaremos daremos los conceptos de variedad diferenciable, campo
de vectores, subvariedades conexiones, transporte paralelo, y daremos algunos ejemplos
ademas recordaremos algunos resultados relevantes para nuestro objetivo, sus demostra-
ciones pueden ser consultadas en [36]. Ademés, en todo lo que sigue, en esta seccién M
denotard un espacio topoldgico conexo no va vacio.

Definicién 1 Una carta o sistema de coordenadas m-dimensional en M es un par (U, ¢),

donde U C M es un conjunto abierto y p : U — R™ es un homeomorfismo de U sobre
R™,

Observacion 2 Sean m; : R™ — R las proyecciones candnicas, con i =1,...,m, las cuales
son dadas por w; (x1,...,xn) = ;. Si (U, @) es una carta m-dimensional en M podemos
escribir ¢ = (@1, ..., om ), donde p; = mjop : U — R, las funciones @1, ..., pm son llamadas
funciones coordenadas de @ o simplemente las coordenadas de U.

Definicién 3 M es una variedad n—dimensional diferenciable, si existe una coleccion A
de cartas coordenadas (U, ) llamada atlas de M tal que:
a) Para cada p € M eziste una carta (U, ) € A de dimension n con p € U.



b) Si (U,p),(V,X) €A conUNV # 0 entonces Xop™t : o(UNV) - X(UNV) es
un difeomorfismo C°.

¢) A es mazimal con respecto a las coondiciones a) y b); es decir A contiene todas las
posibles cartas con estas propiedades. Ver Figura 1.1

E?ﬁ

o(UNV)

Figura 1.1: Compatibilidad entre de cartas

Ademds, dado N C M, esté hereda naturalmente las propiedades de variedad diferen-
ctable, y es llamado subvariedad de M.

Ejemplo 4 M = R™ y ¢ : R™ — R™ dada por ¢ = Id, asi (R™,p) es una carta
m-dimensional en R™.

Dada
n+1

S™ = {(21, e, Tny1) € RMTL: Zg;f =1}

i=1
la esfera unitaria n-dimensional en R™T1 con la topologia usual de R, Para cada i =

1,....,n+ 1, consideremos los conjuntos

U~

7

={(z1, ., Tpt1) € 5" 1 2 <0}

UZ+ = {($1, ---7$n+1) eS" x> 0}7

es fdcil ver que estos 2n + 2 conjuntos son abiertos en S™ y que S™ = U?:”Lll (Ui_ U UZ-”L) .
Denotemos por D™ C R"™ el disco unitario abierto

n
D" = {y = (Y1,..yYn) € R™: ny < 1}
1=1



y definamos las aplicaciones cp?E : UZ-jE — D" dadas por

(,0?: (ml, ...,l‘n+1) = (:El, ...,/fi, ...,l‘n+1) s

donde T; significa que omitimos la i-esima coordenada. Podemos visualizar que para cada

x = (1,...,Tpy1) € S™ se tiene que gpzi (z) € D", pues Z?;':ll x? < 1. Una sustitucion
. . L . -1

directa nos permte verificar que las aplicaciones inversas de (pf son ((pf) D" — Ul-i,

donde

n
—1
((70?:) (ylv"'7yn) =y, ¥i-1, = 1_Zy227ylv7yn
=1

Se puede verificar que las aplicaciones gogt son homeomorfismos. De lo anterior, tenemos
que A = {(Uii,gpfc) ci=1,..,n+ 1} es un conjunto de 2(n+ 1) cartas en S™.

Ejemplo 5 Supongamos X = R"™' — {0}, en X definimos la relacion de equivalencia
siguiente: Sean x,y € X, entonces x =y si y solo si existe t € R — {0} tal que y = tx, es
decir, x =y si y sélo si ellos estdn sobre la misma recta pasando por el origen en R 1.
Denotemos por [z] la clase de equivalencia de x € X y por RP™ = {[z] : x € X}. El
conjunto RP" es llamado espacio proyectivo real n-dimensional.

Sea m: X — RP™ la proyeccion 7 (x) = [z]. Dotamos a RP™ con la topologia cociente
inducida por 7, es decir, A C RP™ es abierto si, y sélo si, 7~ (A) es abierto en R,
Esta es la menor topologia que hace a m continua.

Consideremos el espacio proyectivo real n-dimensional

RP" = {[(a;l, ...,a;n+1)]/[(a;1, ...,xn+1)] = {t (1’1, ...,xn+1) ;t 75 O}}

Veamos que RP"™ es una variedad n-dimensional con un atlas de (n + 1) cartas. Definimos
los abiertos en RP™

U, ={[z] e RP": [z] = [(a1, ..., an+1)]; a; # 0};

Yy notemos que U?jllUi = RP", también definimos ¢; : U; — R™ dado por

ai aj—1 Q41 an+1
qm-([x]):(—,..., oL Girl );

a; a; a; a;

¢; esta bien definida, en efecto sea y = (Y1, ..., Yn+1) € [x], luego

Y1 Yi—1 Yi+1 Yn+1
¢i ([y]) = <_'7"'7 - Bk H'_ PR 7l+ > ’
Yi Yi Yi Yi

entonces existe t € R — {0} tal que

Y15y Ynt1) = (tar, ..., tan41) ,



por lo que

(yl Yi-1 Yitl yn+1> _ (fgl tai—1 taip tan+1>

v Ty Ty oy ) e a7 ta; T tay

y por lo tanto

Los siguientes resultados son importantes, ya que muestran que dada una funcién
diferenciable f : R"*! — R tenemos que f~'(0) es una variedad n—dimensional C,
llamada hipersuperficie definida por f. Su demostracién puede ser vista en [36].

Teorema 6 Sea f : R"™ — R es una funcion C*®; y My = {x € R""/f (z) = 0}; si el
gradiente grad (f)(p) # 0 para todo p € My entonces My es una variedad n— dimensional
C°, llamada hipersuperficie definida por f.

Ejemplo 7 Sea Sl (n) el conjunto de todas las matrices reales con determinante igual a
1. Probemos que SI(n) es una variedad de dimension n®—1. Es conocido que Sl (n) puede
ser considerado como un subconjunto de R,

Para dicho fin consideremos la funcion f : R — R de clase C*°, dada por:

JOX) = 1— det (X),

luego es claro que

Sl(n)={AeR"”/f(X) =0}

Sea X € Sl(n), digamos X = (Z11, .oy T1n, T21y ooy Ty ooy Tlns eey Tin )y AST

r11 ... X1n
Tnl .- Tpn
por lo tanto
df 1 r12 ... Tin T11 0 .. Tin r11 ... Tin 0
= AR A G I P
dxi
Tpo .. Tpn Tpn1 0 ... Tpn Tpl o Tpp O
luego sea
11 ZEl(j_l) $1(j+1) .. T1n
M ;= Ti(j—1)  Ti(j+1) )
Tnl .- xn(j_l) xn(jH) oo Ipm



obtenemos

o2 ... X9n
df
(-1 — (M
- )| (M)
Tn2 Tnn
Andlogamente,
rog ... Ton
df i+j+1 itj+1
= (_1)2 J : : — (_1) J Mij-
dax.: ; . . P
“ Tn2 .. Tpn

ahora razonamos por absurdo, supongamos que

grad f (X) =0,
por lo tanto
U S
dryy 0 dry,

de donde
0=ux11 (M11) —x12 (Mi12) + ... +(=1)" 21, (M1,)
lo cual es una contradiccion, ya que
det (X) = 1.

Ast
grad (f (X)) # 0,

por lo tanto Sl (n) es una variedad de dimension n? — 1.
Ejemplo 8 Supongamos
M ={A € M (n) /traza (A) = 0},

definimos
f:M(n) =R,

dada por
f(A) =traza(A)

identificando la matriz A con un vector en R™ tenemos

n
FU@11 o 1n) s (Tt ooy Tn)) = D Wi
=1

10

= det (X),



esta funcion es C*°, si consideramos
TL2
My={AecR" /f(A) =0}

Y como
grad (1)) = ((1,0,.:,0) 10 (0., 0,1)) £0

para todo p € My; entonces My es una variedad (n2 — 1) —dimensional C*°.

1.2. Vectores y espacio tangente de una variedad

Apartir del concepto de vector tangente utilizado en la teoria de superficies, definiremos
un concepto analogo, no obstante, una generalizacion inmediata de esté no es posible, ya
que no necesariamente una variedad es un subconjunto de alginR™,lo que imposibilita una
generalizacion inmediata. Sin embargo , en el cdlculo en R™, un vector v en un punto p € R™
puede ser ”vistogomo una derivada direccional de la siguiente manera, si v = (a!,d?, ..., a")
y f:R™ = R es diferenciable, entonces la derivada direccional de f en p en la direccién

de v es

NGICED M-

Vamos a emular esta idea mediante la definiciéon de vector tangente como un operador
real valuado en el conjunto de funciones diferenciables sobre M. Para ello necesitaremos
definir el concepto de diferenciabilidad sobre variedades.

Definicién 9 Sea p € M; diremos que f : M — R es de clase CF (con k < 00) en el
punto p si existe una carta (U, @) alrededor de p tal que

fop lipU)—R

es de clase C* en ¢ (p) € R™.

Notemos que en esta definicidn estamos aprovechando el concepto de diferenciabilidad
en R", pues f o @~ esta definido sobre el abierto ¢ (U) de R" donde conocemos bien
este concepto y mediante este dimos la definicion de diferenciabilidad en M. Ademds, la
definicion no depende de la eleccion de la carta coordenada porque si tomamos (V, 1)) otra
carta coordenada, tenemos que

fov™t=(fop ) o(poy™),

la que a su vez también es de clase CF, pues ¢ op~" es diferenciable.

11



Definicion 10 Consideremos las variedades de clase C*°, M™ y N™. Sea
f:M™— N",

Diremos que f es diferenciable de clase C* (con k < 00) en el punto p, si existe una carta
(U, ) alrededor de p € M™, (V1)) alrededor de f (p) € N™ tal que f(U)CV y

bofoptip(U) =9 (V)
es de clase C* en ¢ (p) y diremos que f es diferenciable, si lo es para todo p € M.
Observaciéon 11 El conjunto de las funciones reales valuadas sobre M esta definido por,
I'(M)={f:M —R/f es de clase C*}.
Ahora, ya nos encontramos en condiciones de definir el concepto de vector tangente.

Definicién 12 Un vector tangente a M en p es una funcion X, : I' (M) — R; cuyo valor
en [ es denotado por Xpf 6 X, (f), tal que para todo f,g € T (M) yr € R;

a) Xp (f+9) =X, (f) + Xp (9)
b) Xp (rf) =rX,(f)
c) Xp (fg) = f(p) Xp(9) +9 () Xp (f);

donde fg es el producto ordinario de funciones y f(p) X, (g) es el producto de los
numeros reales f (p) y X, (g) -

Ejemplo 13 Sea o : (—e,e) — M wuna curva diferenciable en M con o (0) = p; definimos
Xo:T (M) >R

por

d(fo
xp =22

12



donde la derivada del lado derecho es la derivada usual de funcion real f o «, luego

d((f+g)oa)
dt t=0
d(foa+goa)
dt
_d(foa) d(goa)
R dt

=Xy () + X, (9).
d

) x5 (rf) = L2

d(foa)

dt
=rX,)(f)-

a) X, (f+9) =

t=0

t=0

t=0

t=0

d(goa) +g(p)d(fooz)

=1 —4 » i |,
=f) X, (9)+9) X, (f)-

Entonces X)) es un vector tangente en p.

Sabemos que un vector tangente X, a una superficie puede ser visto como una derivada
direccional, eligiendo alguna curva cuyo vector de velocidad es X,,. De esta forma definimos
algunos vectores tangentes (9/9z), a M en p, los cuales servirdn como base del espacio
tangente de M en p.

n

Definicién 14 Supongamos (U, @) una carta alrededor de p € M yu',...,u™ coordenadas

de R™, entonces (8/8:17’)p es un vector tangente dado por:

0 a(focp_l)
— | ()=——F%"""(p)-

Ejemplo 15 Si consideramos f : S?> — R dada por
fxy,2) =a2> + 4% + 2,
y sea
-(7°7)
p_ \/57 7\/5 .

13



Si (U, ) es la carta alrededor de p € S? definida en el hemisferio superior, donde ¢ (x,y, z) =
(z,y), entonces

(For™) (u',u?) = (u)? + (u2)® + /1 — (u))? — (w2)?,

como )
entonces
9 CO(fop™) (1
(8561)@) ) oul <_2’0>
1
= [ 2u! — Y <i,0>
( V- @) - <u2>2) V2

=v2-1

Similarmente

(5),, - (%2 - o <u2>2) (0)=

Hacemos hincapié en que el valor de (9/ 8xi)(p) (f) depende estrictamente de la carta
utilizada.

Definiciéon 16 La i—esima funcion coordenada local sobre M con respecto a la carta
(U, ¢) es la funcién x* : U — R dada por

z' (m) = u' (p (m)).

Note que, tiene sentido cdlcular x, (a:l) . Es mds
0 N =4 todo1<i,j <
g ()(x)— 2, para todo 1 < 4,5 < n.
p

Sea p = o~ () donde a = (al, ...,a") e R"”, s

entonces




Definicion 17 El espacio tangente a M en p, T,M, es el conjunto de todos los vectores
tangentes a M en p.

Note que el conjunto de vectores tangentes a M en un punto p forman un espacio
vectorial n—dimensional, lo cual se establece la siguiente proposicion.

Proposicién 18 T,M un espacio vectorial. Mds ain

().,

=1

es una base de T,M. Ademds, si

entonces

Ejemplo 19 Si M = R™ y p € R", como {(R",id)} es un atlas de R"; tenemos que
{(amz) /1 <i < n} es una base de T,M para cada p € R™ (independiente de la carta;

PUES exzste una sola carta). Si X,, € T,M entonces,

X”‘Z (aa:)

para algunos a* € R. Por lo tanto, si (p; al, ..., a"), la aplicacion de X, sobre una funcion

fer (M) es
vn-$4(%)
) ZZ:;Q 0u' /) (y)

af\  _0(fee)
(), =" e,

Ast, estd coincide con la nocion de derivada direccional de f respecto a v = (a
el punto p.

donde

1,...,a") en

Si My es la hipersuperficie definida por f, se puede concebir T},M; como un subespacio
de T,R""! para cada p € Mj.

15



Ejemplo 20 Supongamos f : S?> — R y p € S? como en el ejemplo anterior. Sea (V,)
la carta definido por

Py, 2) = (2, 2).

Se puede ver que con respecto a esta carta, que

(8),,=v> (&), ="

Note que este es un resultado diferente que se obtuvo mediante el uso de la carta en el
ejemplo anterior.

Realizamos el ejemplo anterior con la finalidad de mostrar que la base del espacio
tangente TpS2 depende de la eleccién de las cartas.

Campos de vectores

En esta seccién introduciremos el concepto de campos de vectores el cual sera utilizado
en las proximas secciones. En lo que sigue consideraremos M una variedad n—dimensional

cee.

Definiciéon 21 Un campo de vectores X es una asignacion que a cada p € M le asocia
un vector X,. Si X € T,M. Si X es un campo de vectores y f € I' (M), podemos definir
la funcion real valuada X f en M por

(XF) iy = Xpf-

Si Xf es C®, es decir X f € T'(M) para cada f € T (M), entonces X es llamado campo
vectorial.

Notemos que X es un campo de vectorial y (U, ) es una carta, en efecto (las z* son
funciones diferenciables) entonces X puede ser escrito como

Xp = ZXZ (p) < 2>
= 9" J )

donde X (p) = X, (ml), para todo p € U.

Observacion 22 Sea X (M) el conjunto de todos los campos vectoriales de M. Dado
X, YeX (M), reR, yfel (M), podemos definir X +Y, rX, y fX por

a) (X+Y),=X,+Y,
b) (rX),=rX,
c) (fX), = f(p) Xp.

Asi, X (M) hereda naturalmente la estructura de espacio vectorial de T,M .
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Notese que fX es un campo vectorial, mientras que X f es una funciéon C'*° por ende
Y, (X f) esta bien definido.

1.3. La diferencial de una funcién entre variedades y subva-
riedades

En esta seccién introduciremos el concepto de la diferencial de una funcién f: M — N,
con M y N variedades. Esta idea proporcionara algunos ejemplos de conceptos geométri-
cos. En particular, vamos a seguir estudiando el espacio tangente de una hipersuperficie
M definida por una funcién f. Supondremos que M y N son variedades y que

¢: M- N

es diferenciable.
Definimos para cada X, € T, M un elemento (®.), (X;) de Tp,)N de tal manera que
la asignacién

Xp = (D), (Xp)

sea una transformacién lineal para cada p € M. Una forma de hacer esto serfa definir (®.),
en una base de T, M. Intiutivamente, el candidato natural para la definicién de la matriz
(®.), serfa el Jacobiano de (Yo®op™) (¢ (p)) donde (U,¢) es una carta alrededor de
py (V,1) es una carta alrededor de @ (p). Sin embargo, el eventual problema con esta
definicién es que no es invariante; es decir, depende de la eleccién de la carta coordenada.
La demostracién del siguiente lema, y las 4 proposiciones de esta seccion, estan detalladas
en [36].

Definiciéon 23 Si ® : M — N es diferenciable, el diferencial de ® en p es la funcion
((I)*)p : TpM — T@(p)N

definido por

donde X, € T,M y f € I'(N).

Lema 24 (®.), esta bien definido. Ademds, si ® : M — N y X, € T,M, entonces
(@), (Xp) € Tpp)N.

Proposicion 25 Sea ®: M — N yp € M. Entonces
(@x), 1 TyM — Ty N

es una transformacion lineal.
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Proposicion 26 Sean ® : M — N y ¥ : N — P funciones diferenciable sobre las
variedades M, N y P, sip € M y q= ® (p), entonces

(Fo®),), = (T.),0 (D),
Mds atn, esto ocurre para todo p € M, luego
(Pod), =V,0d,.

Proposicién 27 Sea ® : M — Ny p € M. Sean (U,p) y (V,¢) cartas alrededor de p y
q = ® (p) respectivamente tales que

o (U)CV.

Si ‘
{(a/axﬁp/izzl,”ﬂn}

es la base de T,M asociado a la carta (U, p) y

{(0/0y"), /i =1,...n}

la base de TyN asociado a la carta (V,1)), entonces la matriz de (Py)
1

p con respecto a dichas

bases la matriz de 1 o ® o ™+, mds concretamente

(®.), <aii> - Zj: = w = <6iyj>q’

donde
s=¢(p).

Proposicién 28 Si M = M; es la hipersuperficie definida por
fiRY SR,
entonces TyM es isomorfo (como un espacio vectorial) a
(@), T,M = { X, € T,M /{(grad (1)), X,) =0},

donde ® es la inclusion de M en R™H1,
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1.4. Conexiones lineales sobre variedades

Para esta seccién es importante la derivada de un campo vectorial a lo largo de una
curva «. Esto realmente significa que dado un campo vectorial Y podemos diferenciarlo en
direccién de los vectores tangentes a la curva a. Esto nos lleva naturalmente a la definicion
de un campo de vectores paralelos a lo largo de una curva «, y nos da una condiciéon
suficiente y necesaria para una que curva « sea una geodésica (que el campo vectorial
tangente sea paralelo a lo largo de la curva). Formalizaremos la nocién de diferenciacién
de un campo vectorial usando las llamadas conexiones lineales.

Definicion 29 Una conexion lineal en M es una funcion
ViX(M)xX(M)— X (M),
tal que para X,Y,Z € X (M), reR y feT (M);
a) Vx Y+ 2)=VxY +VxZyVx (rY)=rVxY;

b)) VxivZ =VxZ+VyZyVixY = fVxY;
¢)Vx (fZ)=(Xf)Y + fVxY.

donde VxY := V(X,Y).

Notemos que la condicién (c) tiene sentido a nivel técnico. Ya que, X f € T' (M), de
modo que (X f)Y esta bien definido y el lado derecho de (c) es un campo vectorial. Se
puede observar que, (c) es sélo la regla de la ”derivada de un producto”. Donde V se
denomina conexién lineal. VxY debe ser leildo como la derivada covariante de Y con
respecto a X (o en la direccién de X); Es importante mencionar que cualquier variedad
admite muchas conexiones lineales, ver [7].

Si tomamos una carta (U, ¢) con su base asociada en T, M para todo p € U

{(8/0a"), /i =1,...,n},

entonces cualquier campo vectorial X puede expresarse de forma local

2% (5):

donde '
X'el'(U).

Debido a las propiedades lineales de V y de la regla de la derivada del producto, el
comportamiento de V queda totalmente determinado conociendo sus valores en la base de

T,M, es decir los valores de
0
\% — .
(a?ci) <8$J )
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Estos valores deben poder expresarse como combinaciones lineales de los (8/ 8azk) con los
coeficientes en I' (U).

Definicién 30 Sea V una conexion lineal en M y sea (U, p) una carta coordenada los
simbolos de christoffel con respecto a (U, ) son funciones

k
Iy e (U),

V2 () = =1 (g

Notese que no hay nada en esta definicion nos permita concluir que

definidas por

k _ 1k
Fij_rjiv

de hecho esto no suele ser cierto, Sin embargo si la conexién es simétrica,
VxY -VyX =[X,Y],

y por [36], se tiene
VxY =VyX.

Es valido destacar que la conexion es tnica, si esta es libre de torsiéon o simétrica y
ademas es compatible con la métrica.

Ejemplo 31 Supongamos que M =R", si Y € X (R™) digamos

Y,=> (), (e, s

para

e va- (),

podemos definir una conexion sobre R™ por

VxY = (Xf7) (e).

i=1

Para interpretar ésta conexion en R™, supongamos que
n
Y—(f1 ) X =(a a)—Za-e-
- PRERES) ) - 1y:yUn) — YAVEI
j=1
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como

entonces
= )
X= 0 (55).
7j=1
luego
N N A
X(f){ aj<8$j>]f
j=1
=29 (w) [
7=1
ast

ort oft
oul 0 Oun
DYp=1 : : :
afr af"
oul 0 Oun (p)
ast 1
n _(of
g—ilf o ax =10 (W)
Dy, (X) =1 : = :
afm ofm ofn
ul  t Oun (p) an Z;L:I a; (%)
8 1 a n
= Z?:l a; f;u(jp)el (p)+ ...+ Z?:l a; ](;u(jp) en (p),
luego

DY, (X) = ; 2 " <8gu§p>>

por lo tanto
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Notemos que (V XY)p solo depende del valor de X en el punto p. La Y dependencia
no es tan simple, pues depende del valor de Y a lo largo de cualquier curva sobre X.

Definiciéon 32 Un campo vectorial Z a lo largo de la curva o : I — M ; es una asignacion
que a cada t € I un elemento Z,uy € ToyM tal que By : I — R definida por By (t) =
Za) (f), es una funcién diferenciable para todo f € T (M).

Definiciéon 33 Sea o : I — M wuna curva. El campo vectorial tangente a «, T, esta

definido por
d
(To)agy = (ax); <E>t7

donde t es la coordenada de I.

Si no hay confusién, podemos escribir T' = T,. En coordenadas locales sobre « (tg)

tenemos: ) 9
da?
Toy =, v (t) (@)a(w

i
A menudo se utiliza (da/dt) en lugar de T,. Nétese que T, es una funcién que depende
t, y no depende de « ().

Definicién 34 Sea a: I — M yY € X (M); definimos la derivada covariante de'Y a lo
largo de la curva o, denotada por V1Y, por

(VoY) o) = (VXY ) o10) -
donde tog € I y X es un campo vectorial sobre M tal que
Xato) = Ta(to)
Ejemplo 35 Supongamos que M = R? con la conexion del plano euclideano y
a(t) = (cos(t),sin(t)), t € (0,2m),
sea

Y =vye1 + zeq,

T = —sin(t) e; + cos () ez,

un vector tangente a « (t),
Si
X = —ye; + xeo,
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entonces
Xa() = Taq)-

Por lo tanto,
V1Y =VxY = Xye; — Xxes = xeq + yeo,

Asi
V1Y = cos(t)e; + sin (t) ea.

Lema 36 Consideremos av: I — M es una curva, yY,Z € X (M) tal que

Yat) = Za)

para cada t € I. Entonces
V5.,Y =Vx, 72

a lo largo de a.

La siguiente proposicién sera importante, para facilitar los calculos de nuestros ejem-
plos.

Proposicién 37 Sea M = My una hipersuperficie definida por f, si consideramos v
como la conexion lineal del espacio euclideano (derivada direccional) de dimension (n + 1),

y tomemos
_grad f
lgrad f|

Si X,Y € X (M), entonces la conexion en la variedad My estd dada por

VxY = VyY — <€XY, N> N,

1.5. Campos Vectoriales Paralelos y Geodésicas sobre Va-
riedades con Conexién Lineal.

En esta seccion defimos algunos conceptos de campos vectoriales paralelos y geodésicas
en variedades mediante las conexiones lineales. Mostramos que el transporte paralelo es
una versiéon ”global”de la derivada covariante. En esta seccién fijaremos una variedad M
con conexiéon lineal V.

Definicion 38 Sea T un campo vectorial a lo largo de una curva o sobre una variedad
diferenciable M, decimos que un campo vectorial Y sobre M es paralelo a lo largo o si

V1Y =0.
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Ejemplo 39 Consideremos el espacio euclideo R™, entonces Y es paralelo a lo largo de
una curva a i, y solo si Yoy = (a(t),a1,...,an), donde a; € R,
En efecto, supongamos que Y es paralelo a lo largo de «, es decir

VoY =0,
sea X una extension de T, es decir
St
es una 2n—tupla entonces
n
VxY =Y X (f)ei= (X)X (1), X ("),
i=1

sabemos que

" dot ol a
(Taaio = 3 G (e 0) = (@03 % (0. T ).

luego

como

entonces
n

> 8 (L) o

con J =1,...,n, luego utilizando la regla de la cadena, tenemos que

d(fjoa) B
T(t) =0,

por lo tanto _
df?
T

asi f7 es constante a lo largo o (t), entonces

7 (a(t) = a; €R, j=1,...,n;

(t) = 0.

por lo cual
Ya(t) = (a(t),a1,...,an).
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Teorema 40 (T. Levi-Civita, 1917, ver [36]). Sea o : [¢,d] — M, p = a(c) y }71; e T,M.
Entonces existe un unico campo vectorial Y paralelo a lo largo de una curva a tal que

Yoy = Yp.

La prueba de este resultado se realiza usando el teorema de Picard, para establecer
bajo qué condiciones puede asegurarse la existencia y unicidad de un campo vectorial Y
paralelo a lo largo de una curva «, ver detalles en [9].

Definiciéon 41 Dada una curva «, definimos el transporte paralelo a lo largo de «, via la
aplicacion
Poty ity : TouyM — Ty M
dado por
Pt ts (?a(m)) = Ya(t)

donde Y es el unico campo vectorial paralelo a lo largo de la curva a tal que

Yagt) = Ya()-

La siguiente figura ilustra el comportamiento del transporte paralelo sobre un circulo
de latitud ¢, = %, del vector X = (%\/g, 0, %), sobre S2, donde la aplicacién de transporte
paralelo esta dada por

0  sin((cos¢,)t) O

X (t) = cos ((cos ¢,) t) 96 smé, 06

Figura 1.2: Transporte paralelo
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Proposicion 42 Para toda curva o,
Pa,tl,tz : Ta(tl)M — Ta(tg)M
es una transformacion lineal isometrica.
Observaciéon 43 Dado que el transporte paralelo es una isometria, entonces
HPa,tl,tQH =1

La siguiente proposiciéon muestra la relacién entre el transporte paralelo y la derivada
covariante.

Proposicion 44 Si
Pa,tl,tz : Ta(O)M — Ta(t)Ma

es el transporte paralelo a lo largo de o, (con respecto a la conexion lineal V). Entonces

Poaity,a© Yow) = Ya@)
t

(V1Y) o) = lim

Las curvas sobre superficies que juegan el mismo rol de las rectas en el plano euclideano
son las llamadas geodésicas, a continuacion inroduciremos la definicién formal de ellas.

Definiciéon 45 Una curva o sobre M es llamada geodésica con respecto a la conexion V,
S1
vTaTa = O;

equivalentemente

para K =1,...,n. Esta es conocida como la ecuacion de una geodésica.

La siguiente figura ilustra sobre S? que al considerar un segmento de circulo v; desde
el polo norte N a un punto A en el ecuador, seguido por parte del ecuador v, a B, entonces
un segmento de circulo v3 de B al punto N. Sea X el vector unitario punto-hacia el sur
a lo largo de v; en N. Esto puede ser transportado paralelamente a lo largo de v; hasta
A, donde apunta hacia el sur, luego a lo largo de 2 hasta B, donde apunta hacia el sur,
y luego a lo largo de ~3 hasta N, donde apunta hacia el sur a lo largo de 3. El resultado
final es un vector diferente de X. De hecho, el angulo entre los dos vectores en N es 6 :=
angulo entre 1 y 3. También 0 es igual al area de la regién delimitada por vi,v2 y 3.
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Observacién 46 Dado que ' (0) es el vector tangente a la geodésica vy en el punto inicial,
este es transportado paralelamente a lo largo de la geodésica 7y, por lo que

P Ol =1 @Il
para todo t € [0,1].

La siguiente figura ilustra sobre S? que si consideramos dos meridianos diferentes 7, o
desde el polo norte hasta el polo sur. Sea X el vector tangente a - en el polo norte. Si
X es transportado paralelamente a lo largo de ~ hasta el polo sur, obtenemos un vector
tangente v/, ya que v es una geodésica. Si X es transportado paralelamente a lo largo de
a, debe mantener un dngulo constante con o/, que también es paralelo. Sea 6 el dngulo
entre 7' y o’en el polo norte. El d4ngulo entre los dos vectores se traduce en el transporte
de X hasta el polo sur, notemos que 26 es el drea de la region limitada por v y a.
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Teorema 47 Sea M wuna variedad con una conexion lineal V. Sip € M y X, € T,M,
entonces existe una unica geodésica

a:(—ee€) — M,
cona(0)=p, y

(1) (0) = (%) (0) = Xp.

Ahora introduciremos algunos resultados necesarios para enunciar la definicién de fun-
cién exponencial.

Teorema 48 Dado p € M existe una vecindad V de p, sea € > 0 y una funcion C,
v:(=0,0) xU — M

con
U={(qw) eTM/qeV yw e T,M;w| <e}

tal que
v (g w) : (=6,6) — M

es la unica geodésica de M, la cual en el instante t = 0 pasa atraves de q con velocidad w,
para cada q €V yw € TyM; con |w| < e.

Definicion 49 Sean p € M y U C TM, donde TM denota el fibrado tangente de M,
definimos la funcion exponencial

exp: U — M,

por
exp (¢,v) =v(1,q,v),

donde
vy:IxU— M.

es la unica geodésica de M, la cual en el instante t = 0 pasa atraves de q, para cada q € V.
Observaciéon 50 La definicion anterior nos permite definir la funcion
exp, : IygM — M

por
expy (v) = p,
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donde
exp (q,v) = v(1,q,v).

Entonces

‘dt

() at = ol

Esto significa, geométricamente que exp, (v) es un punto p sobre M situado sobre la unica
geodésica que pasa a través de q, que tiene como vector tangente v en q, cuya

d(p,q) = ||v||-

Se puede demostrar que exp, define un difeomorfismo de una vecindad U de origen
0, € T,M sobre una vecindad U de M; Llamado vecindad normal de p, ver [26].

Observacion 51 Dados dos puntos q1,q2 € Wital que v(0) = q1 y v (1) = qo, existe una
unica geodésica minimizante v que los une y depende diferenciablemente de los puntos qq
y g2 en el siguiente sentido. Dados q1,q2 € Wital que v(0) = q1 y v (1) = g2, existe v con
d(q1,q2) = |[v]| tal que

7' (0) = .

De esta forma
7 (t) = exp, (tv).

Observacion 52 Sea p € M y U una vecindad normal de p. Consideremos una base
ortonormal {e;};~, de TyM. De esta base obtenemos el isomorfismo

FiR™ — T, M,

definido por

f Uy .- Zuzez

m
q = €Xp, (ZW@) )
i=1

decimos que (uq, ..., u,) son coordenadas normales de q en la vecindad normal U de p y el
sistema de coordenada es dado por la composicion:

p=exp,of :R" — U.
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Una de las propiedades méas importantes de las coordenadas normales es que las
geodésicas que pasan a través de p estan dadas por ecuaciones lineales, [27].

La funcién exponencial posee muchas propiedades importantes ver [5, 6]. Cuando la
funcion exponencial se define para cada valor del pardametro ¢ € R; diremos que la variedad
Riemanniana M es geodésicamente completa o simplemente completa. El teorema de Hopf
- Rinnovs ver [36], también establece que la propiedad de ser geodésicamente completa de
la variedad Riemanniana es equivalente a ser completa en el sentido de espacio métrico.

1.6. Metricas Riemannianas, distancias y curvaturas

En esta seccién definimos el concepto de métrica Riemanniana, veremos que cada
variedad Riemaniana tiene una conexién lineal natural asociada (llamada conexién de
Riemanniana), asi con esta conexién la nocién de geodésica cobra un mejor sentido.

Una métrica Riemaniana se define como una asignacién diferenciable, que a cada punto
p € M le asigna un producto interno en 7}, M. De manera mas formal tenemos la siguiente
definicién:

Definicion 53 Un campo de metricas g sobre una variedad M es una asignacion que a
cada punto p le hace corresponder

9gp : TyM x T, M — R
tal que, para todo X,,Y,, Z, € T,M se cumple que:

a)gp (Xp + Y, Zp) =0p (Xp7 Zp) + Gp (Yp7 Zp)
b)gp (rXp,Yy) =rgy,(Xp,Yp); para todo r € R
C)gp (Xp7 Y};) =0p (Yp7 Xp)

d)gp (Xp,YED) S0y g (Xp,YED) =0= X, =0.

Notemos que mediante la coondicién a) y b) de la definicién anterior obtemos las
siguientes igualdades

9p (Xp, Yp + Zp) = gp (Xp, Yp) + 9p (Xp, Zp)

9p (rXp,Yp) = 1gp (Xp, Yp),
Por lo tanto una métrica es un producto interno en 7, M. Ademds, dada una métrica,

g podemos definir la funciéon ¢ (X,Y): M — R, por g (X,Y)(p) = gp(Xp, Yp).

Definiciéon 54 Una métrica Riemanniana sobre una variedad M es un campo de métricas
g tal que g(X,Y) € I' (M), para todo X,Y € X(M). Una variedad Riemanniana es una
variedad M con una métrica Riemanniana.
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Es sabido que toda variedad diferenciable posee una métrica de Riemanniana, ver [5].
Debemos de tener en cuenta que en la geometria el término métrica no se refiere a una
funcién de distancia, sino a un producto interno. Més adelante observaremos que existe
una funcién de distancia asociada a la métrica de Riemanniana. Podemos definir las n?
funciones real valuadas g;; en la carta coordanada (U, ¢) mediante

9ij (P) = 9p <<a?cl>p <%>p> |

Ejemplo 55 Consideremos que N =R"™ y g = (,) el producto interno usual tal que

9o (Xp, Yp) = Y aibi,
i=1

donde

X;D = (pa ai, "'7an) )
)

Y;? = (pa b17 sy bn) )
entonces

9i5 (p) = gp <<aaxz>p <%>p> = dij,

donde d;; es delta de kronecker, ya que

" 0 0 0
X, = a; (—Z> = < Z) + ...+ ay (—Z>
P ZZ:; ox » Ox » ox »

=aie1 + ... + apnén,

0
(8:&)]0 = (p;0,...,1,...,0) .

Definicién 56 Supongamos que M es una subvariedad de N. Sip € M entonces T,M
puede ser visto como subespacio vectorial de TpN. Si N posee una métrica Riemanniana
gV y Xp, Y, € T,M, ademds como T, M C T,N, entonces gV (Xp,Y),) existe y tiene sentido
por tanto podemos definir

donde

g;fyw (Xpayp) = g;fyv (Xpayp)7
es decir
9 =g,
gI],V[ es llamada la métrica Riemanniana inducida por la g™ .
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Definicién 57 Supongamos que A : T,M — T,M es una transformacion lineal. A es
una isometria, st para todo X,,Y, € T,M, se tiene que

Ip (Xp, Yp) = 94 (AX), AY)) .

Definicion 58 Sea V una conexidn lineal sobre una variedad riemanena M. Se dice que
V es compatible con la métrica si para todo X,Y,7Z € X (M),

donde X (g (Y, Z)) estd denotado por X4 (Y,Z).

Proposicion 59 Sea V una conexion lineal sobre una variedad Riemanniana M, entonces
V es compatible con la métrica si y solo si para cada curva o sobre M el transporte paralelo
a lo largo de a es una isometria.

Definicion 60 Una conexion a fin o lineal es simétrica o libre de torsion si
VxY - VyX =[X,Y],
para todo X,Y € X(M).

Esta condicién no es tan intuitiva como la propiedad de ser métrica. En particular, no
tiene nada que ver con la torsién de una curva. La razén del termino simétria viene dado
por el siguiente lema.

Lema 61 V es libré de torsion si y solo si en una carta coordenada,

k _ 1k
Fij - th

para todo 1 < 4,5,k < n.

Teorema 62 (Lema fundamental de la geometria Riemanniana ver [36]). Sea M una
variedad de Riemanniana con una métrica Riemanniana g. Entonces existe una unica
conexion a fin o lineal V simétrica y compatible con la metrica sobre M.

Definiciéon 63 La conexion lineal V que es garantizada por el Teorema anterior es lla-
mada conexion de Riemanniana o de Levi-Civita de la variedad de Riemanniana.

Ahora daremos una nocién de distancia en una variedad Riemanniana y discutiremos

la nocion de longitud minimizante, ellas son propiedades de las geodésicas (con respecto
a la conexiéon Riemanniana). Fijemos una variedad M y una métrica Riemanniana g, y
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sea V la conexiéon Riemanniana. Supongamos que M es conexa por caminos; es decir, si
p,q€ M, entonces existe una curva

a:[a,b] — M,

tal que
a(a) =py ald) =q.

Definicién 64 Si « : [a,b] — M entonces la longitud de « estd definida por

= [ o (T,

Sip,q € M, la distancia de p a q es
d(p,q) =inf {[le},

donde el infimo se toma sobre todas las curvas C° que unen p con q. Esta distancia es
llamada métrica inducida por g.

Proposicion 65 La variedad Riemanniana M con la distancia definida anteriormene es
un espacio métrico.

Consideremos la topologia de una variedad Riemanniana M como un espacio métrico
sobre M el cual posee la misma topologia inducida por la estructura de espacio métrico
procedente de la métrica Riemanniana g, ver [5]. Debido a que estamos suponiendo que
M es una variedad Riemanniana tiene sentido hablar de una parametrizacion por longitud
de arco.

Definiciéon 66 Diremos que la curva o estd parametrizada por longitud de arco si
ga(t)((Ta)a(t) ) (Ta)a(t)) =1

Teorema 67 Supongamos que « : [a,b] — M es una curva parametrizada por longitud
de arco. Si

el <1181
para todas las curvas § € C* tal que
B(a) =ala),
)
B(b) =al(b),

entonces a es una geodésica.
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Teorema 68 (J. H. C. Whitehead, 1932, ver [36]) Para cada punto p en una variedad
Riemanniana M existe una entorno U tal que

a) Cualquier dos puntos q,v € U pueden unirse mediante una geodésica una cuya
imagen estd contenida en U.

b) La geodésica o es la inica geodésica que une q y v, que tiene una longitud d(q,r).

¢) Existe una carta de coordenadas local (U,0) de manera tal que las geodésicas através
de p son de la forma

a(t) =@ at, ..., ant),

para algunas constantes ai, ..., a, € R.

Teorema 69 (Hilbert, 1902 ver [36]). Sea M una variedad Riemanniana conexa y com-
pleta como un espacio métrico con la métrica inducida por g, entonces cualquier par puntos
estdn unidos por una geodésica que minimiza la distancia entre el dichos puntos.

Teorema 70 (Hopf - Rinow, 1931 ver [36]). Si toda geodésica en M puede se extendida
indefinidamente (es decir, se define en todo R), entonces cualquier par puntos se pueden
unir por una geodésica que minimiza la distancia entre ellos. Ademds M es completo con
la métrica inducida por g.

El siguiente lema tomoda de [35] nos permite saber cuando un operador es invertible
y nos entrega una estimacién para su inversa. Este jugard un papel muy importante en
la prueba de nuestros resultados principales en la seccién método de la secante sobre
variedades riemannianas.

Lema 71 (Lema de Banach). Sea A un operador lineal acotado e invertible en un espacio
de Banach E y B un operador lineal acotado en E. Si

A~ B—1]| <1,
entonces existe B~1 Y
. A~
1B7H < 1= [A—TB 1]
BV
— 1 lATYIB - Al
Ademds,
1
-1
1574l e

1
< .
T 1 [|ATHIB - A
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Capitulo 2

Métodos 1terativos sobre
variedades Riemannianas

En esta seccién describiremos los métodos més para funciones definidas de espacios de
Banach en si mismos, estos métodos son: el método de Kantorovich (método de Newton
sobre espacios de Banach), el de Kantorovich simplificado, el de Chebysheff-Halley y el de
la secante, el cual serd objeto de minucioso estudio en la siguiente seccion.

Recientemente el método de Kantorovich , el de Newton-Kantorovich simplificado y el
de Chebysheff-Halley han sido generalizados al contexto de variedades Riemannianas, ver
(33, 34].

En este orden de ideas, nuestro objetivo es generalizar el método de la secante al
contexto de las variedades Riemannianas en el siguiente capitulo, dicha generalizaciéon no
habia sido posible hasta ahora ya que no se tenia la nocién de diferencias divididas en
dicho contexto, Una primera definicién fue hecha por R. Castro en su tesis doctoral,ver
[33], en esta tesis hacemos una modificacién de la definicién hecha por R. Castro y logramos
generalizar el método de la secante y una familia de métodos Tipo Secante al contexto de
variedades Riemannianas.

Estableceremos una nocién paralela entre el método de Newton en los espacios de
Banach y el método de Newton en variedades de Riemannianas. Para ello recordemos el
Teorema de Kantorovich o el método de Newton en los espacios de Banach, ver [20].

2.1. Meétodo de Kantorovich sobre espacios de Banach

Teorema 72 (Kantorovich 1964) Sea E un espacio de Banach, Q C E un conjunto abier-
to y convexo, F : Q — Q una funcién continua, F € C' y DF Lipschitz sobre Q , tal
que:

|DF () — DF (y)|| <l —y|, para todo x,y € Q.
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Supongamos que para algin xg € Q, DF (x) es invertible y que para algin a >0 yb>0:

1) |[pr (xo)—lu <a

@) ||DF (zo) ' F (xo)H <b

(3) c=abl <3

(4) B(zo,ts) CQdondet, =L (1—v/1T—2c).
8%

V = —DF (xk)_l F(a;k),

Tyl = Tk + Vg

entonces {xy ey © B (%0,t4) y T — Px, s la tinica singularidad de F sobre B [xo,t.] .
Ademds, sic< 3 y B (z0,7) CQ con

1
entonces p, tambien es la unica singularidad de F' sobre B (xg,7) y una cota para el error
es:

b, g
|lze — 2il| < (20)7 25 k=1,2,...

Siguiendo con este orden de ideas, la derivada de F' en x,, es sustituida por la derivada
covariante de X en p,
V()X (pn) : TpnM — TpnM
v — Vy X,

donde Y es un campo vectorial que satisface que Y (p) = v. Adoptamos la notacién
DX (p)v = VX (p); por lo tanto DX (p) es una aplicacién lineal de T,M en T,M. Asi,
en éste nuevo contexto

—F (a:n)_l F (z,),

se puede escribir como
~DX (pn) ™" X (p),

~ (VX)) (pn) -

Ahora podemos escribir el teorema de Kantorovich en éste nuevo contexto, es decir sobre
variedades Riemannianas.
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2.2. Método de Kantorovich sobre variedades Riemannia-
nas

Definicion 73 Sea M una variedad Riemanniana, Q C M un conjunto abierto convexro
y X € X (M). La derivada covariante

DX = V()X

es Lipschitz con constante L > 0, si para cualquier geodésica 7y y a,b € R, tal que 7y [a,b] C
Q , se tiene que

12,6, DX (7 (0) Pyap = DX (v (a))]| < L / I+ @]

escribiremos DX € Lip; () .

Teorema 74 (Kantorovich sobre variedades Riemanniana) Sea M una variedad Rieman-
niana, @ C M un conjunto abierto y convexo, X € v (M) y DX € Lip; (2). Supongamos
que algin py € Q, DX (pg) es invertible y que para algin a >0 yb>0:

o [privelze s <
(2) |[DX (po)~" X (po) H (H VX po)X Po)) H <b)
(3) c=abl <3

(4) B (po,t )QQdondet*zé(l—\/l——Zc).

Si
v = —DX (pr) " X (p)
Pry1 = exp,, (Vr),

entonces {pr}ren C© B (Post«) ¥ Pk — Dx, s la unica singularidad de F' sobre B [z, t.] .
Ademds, sic < % y B (zo,r) CQ con

t*<7"< sk —

%(1+\/1—2c)

entonces p, tambien es la unica singularidad de F' sobre B (xg,7) y una cota para el error
es:

d(pepe) <2207 k=1,2,... .

El siguiente dibujo muestra el comportamiento del método de Kantorovich sobre va-
riedades Riemannianas
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expp, ({\_: WX (po)) ™ X (po 1)

Figura 2.1: Interpretacién geométrica del método de Kantorovich

2.3. Meétodo Kantorovich simplificado sobre variedades Rie-
mannianas

Ahora describiremos el método simplificado de Kantorovich sobre variedades Rieman-
nianas fijando DX (po)_len cada iteracion, el cual fue estudiado por R. Castro y colabo-
radores en [39].

Teorema 75 (Kantorovich simplificado sobre variedades Riemannianas) Sea M una va-
riedad Riemanniana, Q@ C M un conjunto abierto y convexo, X € x (M) y DX € Lip; ().
Supongamos que algin py € Q, DX (po) es invertible y que para algin py € 2, DX (po) es
invertible y que para algin a >0 yb>0:

D [px )| <

(1)
@) ||PX o) X o) <0,
(3) c=abl <3,
(4) B(po,t.) CQ donde t, = 5 (1 —/1T=2c).
Si )
UV = _Pcrk,O,IDX (p(])_ Pcrk,l,OX (pk)7
Pr+1 = exp,, (Vk),
donde{oy : [0,1] — M}, . es una familia de geodésicas minimizantes que unen po y pi.

Entonces {pr}reny € B (po,t«) ¥y px — p«, es la tinica singularidad de X sobre
B [po, ti]. Ademds, sic < % y B (po,r) € Q con

t*<r§t**:%(1—|—\/1—20),
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entonces px es la unica singularidad de X sobre B (po,r) y una cota para el error es:

d(pep) <2 (1—vI—20"; k=12, ..

2.4. Meétodo de Chebyshev—Halley sobre variedades Rie-
mannianas

De los métodos de alto orden, para hallar los ceros de una aplicacion no lineal, algunos
de los més estudiados han sido el método Chebyshev y el de Halley.

Este método en espacios de Banach fue presentado por Argyros en [9], él probé la
convergencia de las sucesiones asociadas al método y dio condiciones para la existencia y
unicidad para dichas soluciones. El método estd descrito por:

Yn = o — F' ($n)_1 F(zy,),
Gp=F' (xn)_l B (zn) (Yn — Tn),
Tpal = Yn — %F’ (:En)_l [I + %Gn] 'B (zn) (yn — :En)2, n > 0.

Donde B (z,) : E x E — E es un operador bilineal, A un paremetro no negativo y
F' (z,) y F" (x,) denotan la primera y segunda derivada Fréchet de F evaluada en x,.
Note que, este método incluye, como casos particulares, el método de Newton y el método
de Chebyshev-Halley sobre espacios Banach con (B =0y B = F”, respectivamente), ver
[17], [32], [16], [15]. Ademds, obtenemos el método Halley para A =1y B = F” (cf. [9]),
y el método de Euler-Chebyshev para A =0y B = F" (cf. [10]). En general si B = F” es
llamado familia de métodos de Chebyshev-Halley (cf. [16]).

Recientemente R. Castro y colaboradores llevaron este método al contexto de varieda-
des Riemannianas, en donde describieron el método de la siguiente manera:

Un = -DX (pn)_l X (pn) )

n = €XDPp,, (un) )

o(t)= exp,,, (tuy),

Gn =DX (pn)_l B (pn) (un7 ) ’

H, = [ITpnM + %Gn] ’

Up = _% o,O,lDX (pn)_l H;1B (pn) (una un) >
Pn+1 = €XPg, (vn)

Donde

DX (py) = V()X (Pn)
D2X (pn) = V() (V)X (Pn)) = Vi ;0 X (n),
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y I, ar denota laidentidad sobre T}, M y B (py) : T}, M xT},, M — T}, M es un operador
bilinieal que aproxima la segunda derivada de covariante. Si B = 0, obtenemos el método
de Newton sobre variedades Riemannianas (cf. [40], [19], [30]). En el caso, de que

B =D?X,

Este es llamado método de Chebyshev-Halley sobre variedades Riemannianas.
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Capitulo 3

Métodos Tipo Secante sobre
Variedades Riemannianas

En esta secciéon vamos a generalizar el método de la secante sobre variedades Rieman-
nianas y presentaremos una Familia de Métodos Tipo Secante sobre las mismas. Ademas,
bajo condiciones de convergencia suave las cuales generalizan las condiciones habituales,
es decir, continudad Lipschitz y Holder, obtendremos un resultado de convergencia semilo-
cal para éllos. También obtendremos un resultado para la unicidad de las soluciones para
estos métodos, Y estimaremos el orden de convergencia para ellos.

Utilizaremos el hecho de que si f : R"*! — R es una funcién diferenciable y 0
es uno de sus valores regulares, entonces f~1(0) es una variedad n—dimensional C,
llamada hipersuperficie definida por f. Esto sera de utilidad para elaborar un ejemplo del
método de la secante sobre variedades de este estilo ya que sobre ellas se puede calcular
"facilmente”la derivada covariante de un campo vectorial X como la proyeccion de la
derivada direccional sobre el espacio tangente, por lo que no seria necesario utilizar los
simbolos de Christoffel de la variedad.

3.1. Existencia de diferencias divididas sobre Variedades Rie-
mannianas

El concepto de diferencias divididas ha sido fuertemente estudiado en las dltimas déca-
das, ver [26, 23, 24], los primeros trabajos [26] asumieron la existencia de dichos operadores,
posteriormente se demostré la existencia de estos operadores para espacios de Banach, es-
te operador no es tunico, sin embargo cuando los dominios y recorridos son espacios de
Banach finito dimensionales, es posible saber la cantidad operadores existentes [22].

En el contexto de variedades Riemannianas R. Castro en [33], dio una primera defini-
cién de diferencias divididas y construyo con ellas un método iterativo de tercer orden de
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convergencia libre de segundas derivadas covariante.

A continuacién demostraremos que toda variedad Riemanniana admite la construccién
diferencias divididas sobre ella y construiremos explicitamente una de ellas con la cual, en
la tltima seccién de esta tesis haremos un ejemplo sobre S2.

Definiciéon 76 Sea M una variedad Riemanniana, @ C M un conjunto abierto y convezo.
Supongamos que vy es una curva reqular en M, [s,s+h] C dom (v) y X un campo vectorial
continuo sobre M. Un operador lineal 0 : Ty p)M — Ty syn)yM es llamado diferencias
divididas de X en los puntos v (s) y v (s + h) en direccion de ' (s) si y sdlo si

00 Pynsen (7 (5)) = 3 (X (75 1) = Py (X (7(5)))

El siguiente teorema prueba la existencia de dichos operadores.

Teorema 77 Para cada campo vectorial X definido sobre M y cada curva regular v en M
con [s,s+ h] C dom () existen diferencias divididas de X en los puntos v (s) y v (s + h)
en direccion de v (s).

Proof. Consideremos la curva reqular vy sobre M con [s, s+h] C dom (v) y el subespacio
de Tﬁ/(s)M

M =gen{y (s)} ={M (s): A eR},

sea Ml = Py s o+n (My) y consideremos, sobre Ml, la aplicacion lineal § : Ml — Ty(8+h)M
definida mediante

50 Pyaain (W' (5)) = = (AX (7(5+ h)) = APy ayn (X (7(5))).

h

sabemos que existe una proyeccion lineal 11 de T, pyM sobre M, es decir, existe I :
TysrnyM — M, tal que i
(T, (s4n)M) = M,

II(v) =,

para todo v € M;.
Definamos 0 : Ty ynyM — T. (

+nyM por 6 = 0 o II, claramente 0 es un operador
lineal y ademds, dado que Py g 8+h( ( )) € M, entonces
o]

0o P%s s+h ( ) —y,s,s—i-h ( (8))))
é 'y,s,s—i-h (/7 (8))
1

— (X (7 (54 1) = Prsin (X (7(5))).

es decir, 6 es una diferencia dividida de X en los puntos vy (s) y v (s+ h) en direccion de
/
Y (s). =
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Ejemplo 78 Como en el teorema anterior, consideremos la curva reqular v sobre M con
[s,5 4+ h] C dom (), el subespacio de T.s\ M

M =gen{y (s)} ={M (s): A eR},

Ml = P’y,s,s—l—h (Ml) 5

{ei(”h)}:z:l ’

es una base de T'y(s4pyM, supongamos que Py s o1 (Y (s)) en dicha base tiene la represen-
tacion

ademds supongamos que

Pyaarn (Y () =Y A€ oiny M ER.
=1

Sea iy el primer indice para el cual )\;YO # 0, por lo que el conjunto

1 io—1 i0+1
{ev(erh)’ s oy Prsssn (7 (8)) €55y - €3<s+h>}

es linealmente independiente, por lo que ademds es una nueva base de T, sy p)M.
Definamos ahora la proyeccion lineal 11 : Ty pyM — M, de la siguiente manera:

I (Pysstn (V' (5) = Pysisen (Y () yH( (s+h)) = Oy(sh)s

para i@ # ig, donde Oy (syp) es el vector nulo en T p) M, por lo tanto, si v € T, (s1pn)M,
digamos

n
_ Y i
v = E 5@ €y (s+h)
i=1

entonces
)= 30 A (e o)
i=1i
—H( 1)
= G (el )
como

I (P%sverh (s) Z NI < (s+h )
- )‘7 < (s—l—h))
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entonces 1

1 (eun) = 3T Prosrn (0 4)

por lo que
.

II (U) = )\_i;)H (P'y,s,s—i-h (7/ (S)))
io
concluyendo que

0 (v) =0 oIl (v)
= 21 (P (7 )

:%<%m@@+myf%ﬁmxw@m)

El ejemplo anterior es ttil cuando el campo vectorial es no diferenciable, en el caso de
ser diferenciable, construiremos en el siguiente lema, otras diferencias divididas en términos
de la derivada covariante.

Lema 79 Sea v una geodésica sobre M y sea X un campo vectorial Clsobre M, entonces
el operador [y (s),v (s + h); X] es definido por

1 s+h
) s+ Wi XI0 =3 [ Praen (DX (1(0) (P ()

es una diferencia dividida o lo largo de la curva v.En particular si v : I — M es la
geodésica que une a los punto p y q entonces para s =0 y h = lobtenemos

1
pa:X10) = [ P (DX (3(0) (P ()
Proof. Consideremos la curva definida en’, ;) M

J(t) =Pyps (X (v(1)),

entonces
f’(t) — whfgo f(t+wu)) B f(t)
= Jim = (Py s (X (7 (E+ ) = P (X (v(1)))
= Tim (P (Proc o Prans X (7 (64 w)) = X (7 (1)
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dondeP, ; s es lineal y continuo, entonces
, 1
0= Pt | Ji, - (P Py (X (0 (25 0)) = X (2 (0)]

= Pyt [ Jim (P (X 3 04 0) = X 3 (0)
= LIyit,s (DX (’Y (t)) (7/ (t))) .
luego
s+h s+h
| P @x0@ o) d= [ 7@

=f(s+h)—[(s)
= PysinsX (7 (s +h)) = Py X (7(5))
=Py sinsX (v(s+h) =X (v(s),
por lo tanto, obtenemos

1 s+h
E / ~¥,t,s+h (DX (/7 (t)) (P’Y78+h,t (’7/ (S + h)))) dt
1

P.
s+h
= E / Pﬁ/,s,s—l—h o P’y,t,s (DX (’Y (t)) (P“/,s-l-h,t (f}/ (S + h’)))) dt

1 s+h
— EP’y,S,s-l-h/ Pyis (DX (v (1)) (v (1)) dt

= TP (PysensX (3 (5 + 1)) = X (3(5))

= % (X (v(s4+h)) = Pyss+nX (7(5)))

lo que nos permte definir unas diferencias divididas a lo largo de ymediante

1 s+h
() (540 X)0 () = [ Prsn (DX (3 () (P (0 (54 )t
es decir, hemos definido un operador diferencias divididas enT’, ;1) M por la formula

1 s+h
) s+ Wi XI0 =3 [ Praen (DX (1) (P (D) e

en particular si v : I — M es la geodésica que une a los punto p y ¢ entonces para s =0
y h =1, obtenemos

1
p.¢; X]() = /0 Pyo1 (DX (3 (8) Py () d.
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3.2. Meétodo de la Secante sobre Variedades Riemannianas

Antes de comenzar con la generalizacién del método de la secante sobre variedades
Riemannianas, en esta seccién estudiaremos método de la Secante sobre espacios de Banach
ver [23]. Comenzaremos por establecer algunas nociones paralelas entre el método en
espacios de Banach y sobre variedades Riemannianas.

Nos interesa encontrar condiciones para la convergencia semilocal del método secante
sobre variedades Riemannianas, este problema es fundamental para el andlisis numérico y
la geometria, ya que muchos problemas aplicados se reducen a resolver una ecuacién con
un operador F' no lineal tal que

F(x)=0.

Para aplicar el método de la secante en espacios de Banach, es necesario utilizar en concep-
to de diferencias divididas. Sea F': 2 C X — Y y € un subconjunto convexo abierto de
X en Y, espacios de Banach. Dado L(X,Y), el espacio de los operadores lineales acotados
de X a Y, entonces un operador [z,y, F| € L(X,Y), es llamado diferencia dividida de
primer orden para F' en los puntos = e y con (z # y), si cumple la siguiente igualdad:

[z,y, Fl(z —y) = F (z) = F (y)-
Por [23], tenemos que el método secante a los espacios de Banach, se describe mediante:

{ dados z_1, 9 € Q,
Tp4+1 = Tn — [wn—hxruF]_l F (wn) .

Estudiaremos condiciones de continuidad tipo Lipschitz o Holder, Suponemos que, para
cada par de puntos distintos x,y € €2, existen las diferencias divididas de primer orden de
F para estos puntos. Si existe una constante no negativa k tal que se satisface:

Iz, y, F] = [v,w, FI|| < k(z = ol” + [ly = w]"), con p € [0,1],

para todo z,y,v,w € Q con x # y y v # w, decimos que F’ tiene unas diferencias divididas
tipo (k,p) -Holder continuas en 2. Si p = 1, decimos que F' tiene una diferencia dividida
tipo Lipschitz continuas sobre €.

Para nuestro trabajo podemos relajar esta condicion de siguiente manera:

||[l‘,y,F] - [’U,ZU,F]H < k’(”l‘—’UH + ||y—w||), con T, Y, v, w € Q’

donde w : Ry x Ry — R, es una funcién continua no decreciente en sus dos argu-
mentos.

Haciendo uso de esté andamiaje teérico y dadas las condiciones en espacios de banach,
ya podemos comenzar con la construccién de las herramientas necesarias para generalizar
el método de la Secante sobre Variedades Riemannianas.
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Definicion 80 Sea M una Variedad Riemanniana, Q C M un conjunto abierto y convezxo.
Supongamos que vy es una curva en M, [a,b] C dom(y) y X : M — TM un campo
vectorial continuo sobre M. Definimos las diferencias divididas de primer orden para un
campo vectorial X en los puntos v (s),y (s + h) en direccion de ~' (s) por:

[y (8).7 (s +h) s X] o Pyssrn (7 (s) = % (X (v(s+h) = Pyssen (X (7(5)))) -

Notemos que estd definicion generaliza la nocion de diferencias divididas de primer orden
a un espacio euclideo, en este caso como la geodésica

y(s)=z+s(y—z),

con s € R; donde { 7(0) une a x e y. Bn este caso s = 0 y h = 1; entonces

7(1) =y

v (s) = (y — x). Asi remplazando obtenemos,
[ (0), 7 (1) : X] o Py (7 (0)) = X (v(1)) = Pyoa (X (7(0))),
de esta ecuacion se tiene
[y, X](x —y) = X (2) = X () .

Por lo tanto usando estos resultados podemos escribir la generalizacién del método de
la secante en variedades Riemannianas, de la siguiente forma:

Up = _[pn—lypnaX]_l (X (pn))
{ Pn+1 = €XPyp,, (Vn), (3.1)

con pn_1,pn dados.
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Ilustramos la geometria del método en Figura 3.1:

Figura 3.1: Interpretacién geométrica del método de la secante

Ahora necesitamos generalizar las condiciones de continuidad tipo Lipschitz o Holder
sobre Variedades Riemannianas, resultado sumamente valioso para obtener un resultado
de convergencia semilocal para el método secante en variedades Riemannianas. Es muy
importante notar que nuestro método (3.1) sirve para hallar singularidades de campos
vectoriales X los cuales no necesariamente tienen que ser diferenciables.

Definicion 81 Suponemos que, para cada par de puntos distintos p1,ps € @ C M; y
q1,q2 € Q@ C M, donde Q2 es un abierto conexo de M, existe un operador diferencias
divididas de primer orden X en estos puntos,tal que satisface la siguiente w condicion:

p1, P2, X] o (Py0,1) — (Py0,1) © [q1, g2, X]|| < w(d(p1,q1),d(p2,q2)) (3.2)

donde con v (0) = g2 y v (1) = p2, donde ~y es la unica geodisica minimizante que une py y
g2 yw: Ry xRy — Ry es una funcion continua no decreciente en sus dos argumentos.
Note que

[p1,p2, X] 0 (Py01) — (Py0,1) © [q1, 92, X]

esta bien definido, pues ambos tienen mismo dominio y recorrido, de hecho:

[plvp27X] © (P'y,O,l) : Tq2M — Tp2M

)
(P%OJ) © [QIaQ%X] : quM — Tp2M.
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3.2.1. Analisis de convergencia para el método de la secante sobre va-
riedades Riemannianas

Antes de obtener el resultado de convergencia semilocal para el método secante sobre
variedades Riemannianas, bajo estas nuevas condiciones, Introducimos algunas notaciones.
Sea p_1,po € 2 C M y se tendran en cuenta las siguientes funciones auxiliares:

a(w) = 25 W) = SitFan W = it

donde a = d (p_1,p0), B = H[p—17p07X]_1H .

Teorema 82 Supongamos que para cada par de puntos disntintos p1,ps € Q C M; y
q1,q2 € Q C M, donde Q) es un abierto conexo de M, existen los operadores diferencias
diwididas de primer orden [p1,p2, X] € L (T, M, T, M) y [q1,q2, X] € L (T, M,T,,, M) en
estos puntos,tal que satisface la siguiente w condicion:

l[p1,p2, X] 0 (Py0,1) — (Pyo0,1) © [q1,92, X]|| < w (d (p1,q1),d(p2,q2))

con v (0) = qo y v (1) = p2, donde 7 es la inica geodisica minimizante que une ps y qs.
Asumamos que:

- El operador lineal Ly = [p—1,po, X] es invertible y ||[p—1,p0,X]~* (X (po))|| < m;

-_La ecuacion u = (bl(i)&%) +a(u)+ 1) 7.

(3.3)
esta ecuacion tiene al menos una raiz positiva. Sea R la minima raiz positiva. Si fw (R + a, R) <
1, ¢(R) <1, y B(po,R) C Q, entonces la sucesion generada por (3.1) esta bien definida,
y converge a p* € B (pg, R).

Antes de comenzar con la prueba de este teorema, estableceremos varios lemas previos.

Lema 83 Sila sucesion {py }nen generada por el método (3.1) esta bien definida entonces,
se tiene que:

X (pn) = ([pn—1,Pn, X] 0 Py, 01— Py,_1,01 © [Pn—2,Pn—1,X]) (Un-1) .

Proof. Sea {yn},cn la familia de geodésicas minimizantes que une p,—1 y py ,es decir,
V-1 (0) = pn—1 Yy Yn-1 (1) = pp. Luego por la definicion de diferencias divididas,

=1 (8) ;Y1 (5 + 1) ; X]oPy s (11 (5)) = % (X (-1 (s + 1)) = Py ssn (X (7n-1(5))))
cuando (s =0 y h =1) se tiene:

-1 (0); -1 (1) s X]Py01 (721 (0)) = (X (-1 (1)) = Py (X (-1 (0))))
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es decir

[Pr—1,Pn, X1 0 Py, 5 01 (=1 (0)) = (X (pn) = Py, 101 (X (Pn-1)))

dado que
Yn—1(t) = exp,  (tvn-1),

por lo tanto
-1 (0) = vp—1,

ast
[Pn—1,0n: X] 0 Py, 101 (vn—1) = (X (Pn) — Py_1,01 (X (Pn-1)))

por otra parte utilizando el método (3.1) sabemos que vy,_1 estd definido por:
Un-1 == [pn-2,Pn-1, X] 71 (X (pn-1)) -
Ahora si despejamos X (pp—1) obtenemos:
X (Pn-1) = — [Pn—2,Pn—1, X] (Vn-1)..

Luego, remplazando en (3.4)

[pn—hme] o P’ynfl,O,l (Un—l) =X (pn) + P’yn,170,1 [pn—27pn—17X] (Un—l) 5

Finalmente:

X (pn) = ([pn—1,Pn, X] 0 Py, 01 — Py_1 01 [Prn—2:Pn—1,X]) (Un-1) .

|
Lema 84 Bajo las mismas hipotesis de teorema 82 se tiene que:

1. d(p3,po) < (ba+a+1)n < R.

(3.4)

Proof. Primero comenzaremos probando que p; € B (pg, R). Usando el método (3.1)

vo = —[p—1,p0,X]7" (X (po))
P1 = expy, (vo) s

por definicién 49 tenemos que
Yo (t) = exp,, (tvo)
dado que

1 1
d(popr) = /0 Iy @] dt = /0 leoll dt = ool
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por lo tanto

d (po.p1) = llvoll = || [p-1, 90, X]7 (X (p0))]| -

por hipétesis sabemos que

| [p=1, 20, X] ™" (X (po))]| <,

Adema3s
ba
R= <— + a> n-+n,
1—c¢
entonces
n < R.
Por lo tanto
d (po,p1) = ||lvol|
= ||lp=1, 0, X]7" (X (p0))]|
<n <R,
es decir
p1 € B (po, R).

(3.5)

Luego utilizando la definicién 81, (3.2) y el hecho que el transporte paralelo es una

isometria obtenemos que

Iz, — [P—lapo,X]_l o Py1,00 [po,p1, X] o Py oa|

Luego aplicando el lema 71, tenemos que existe

(Ipo;p1, X] © Pyg10) " = P01 © [P0, p1, X] 7}

Como:
1o o 1, X1 = o, o0, X117
entonces B
X -1 < _—
[[po, p1, X]|| 7 < 1 — Bw (a, R)

o1

< ||lp=1,p0,X] 7 0 Pyy 1,00 Pyy 0,1 © [P—1,0,X] — [P—1,00,X] " © Py 1,0 © [po, p1, X]
< |p=1,20,X]7 0 Py 10| 1 Pyo,01 © [p—1,P0,X] — [P0, p1, X] © Pyg 01l

< |lp=1, 20, X] || | Pyo, 100l [I[p0s 15 X] © Py 01 — Pyg.0,1 © [P—1, o, X]||

< |llp=1,p0,X]7 || lpo, p1, X] © Pyy0,1 — Pyy0,1 © [p—1,p0,X]||

< ||lp=1,p0,X] || w (d (po, p-1) d(pl,po))

< Bw (o, R)

< pw(a+ R, R)

< 1.

)
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Ahora probaremos || X (p1)|| < w (e, R) d (p1,po), usando el lema (83)

X (p1) = ([po,p1,X] 0 Py, 01 — Pyy01 © [P—1,P0, X]) (v0),
luego
1X (p1)Il < l|([po, p1, X] 0 Pyy 01 — Pyo0,1 © [P—1, 00, X])| || (vo)]l
< w (d(po,p-1),d(p1,p0)) d(p1,p0)

como w : Ry x Ry — R es una funcién continua no decreciente en sus dos argumentos,
ademés utilizando d (p1,po) <1y a = d (po,p—1), obtenemos que:

X (p)|| < w (e, ) d(p1,p0) (3.7)
<w(a,R)d(p1,po)-

verifiquemos que d (p2,p1) < ad (p1,po), usando el método 3.1 sabemos que:

v = —[po, p1, X] 7 (X (p1))

b2 = expp1 (Ul) )

Luego usando lema 3.5 y la definiciéon 50 tenemos

d (p2,p1) = [lv1|
< ||tpo.pr, X171 ()1

< llpo. 21, XTI 1X (p)]

Bw (o, R)
Wd (p1,10)

S ad (p17p0) )

IN

es decir
d(p2,p1) < ad (p1,po) - (3.8)

Finalmente, probemos d (p2, pg) < R, para esta prueba consideramos,
d (p2,p0) < d(p2,p1) + d(p1,po)

Bw (a, R)
= Bw(a R + 1| d(p1,po),

IA
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luego basta evaluar R en la ecuacién (3.3) entonces:

e (e
— (1% )+ sy

pero como <%) n>0y (a+1)n >0, tenemos que:

d(p2,p0) < (a+1)n <R,

es decir que
Py € B(po, R). (3.9)

Andlogamente como operamos en la prueba de 3.6, utilizando la definicién 81, asu-
miendo que w : Ry X Ry — Ry es una funcién continua no decreciente en sus dos
argumentos, usando el resultado 43 y definiendo {¢,, },en una familia de geodésicas que
une a cada uno de los puntos pg € M con p,, € M, en este caso cabe destacar que vg = ¢
es la geodésica que une ¢ (0) = pg con ¢1 (1) = p1 y ¢2 es la geodésica que une ¢2 (0) = pg
con ¢9 (1) = pa, obtenemos que:

I, — [p—l,po,X]_1 © Py 1.0 [p1,p2, X] © P 0.1

< [p—l,po,X]_ 0 Py, 0,10 Py, 0,10 [p-1,00,X] — [p—1,p0,X] 7 0 Py, 0.1 © [p1,p2, X] 0 Py, 01|

< ||p=1,p0,X]7 0 Pyy 01| 1Pss,01 © [P=1,p0, X] — [p1, 2, X] © Pyy o1

< ||[p=1,20. X1 | 1 Pos.0.1] I[p1, P2, X] © Piy01 — Py © [p-1.p0,X]|

< |llp=1, 20, X] 7 || 1, p2, X] © Py 01 — Py o1 © [P—1, 0, X]||

< ||lp=1,p0, X1 ||w (d (p1,p-1) , d (p2,p0))

< ||lp=1,p0, X]| " w (d (p1,0) + d (po, p—1) , d (P2, o))

< fw(a+ R, R)

< 1.

Luego aplicando el lema 71, tenemos que existe
([plvp27X] © P¢2,0,1)_1 = P¢2,0,1 o [p17p27X]_17
Como:
| P01 © @1,p2,X]_1|| = H[Phpz,X]_lH ;

entonces

-1 B
”[plap27X]H gm

Veamos que || X (p2)|| < w(R,2R) d (p2,p1), usando el lema 83

X (p2) = ([p1,p2, X] 0 Py, 01 — Py, 0,1 © [po, p1, X]) (v1),

(3.10)
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luego

X (p2) || < [[([p1,p2, X] 0 Py, 01 — Py, 01 © [P0, p1, X [ (v1) ]
(d(p1,p0),d(p2,11)) d(p2,p1)

<
<
< w (d(p1,p0),d (p2,po) + d (p1,p0)) d (p2,p1) s

w
w
como w : Ry x Ry — R, es una funcién continua no decreciente en sus dos argumentos,
ademés utilizando d (p1,po) < n = Ry el paso 4, obtenemos que:

X (p2)|| < w (R, R+ R)d(p2,p1) (3.11)
Sw (R7 2R) d (p27p1)

Ahora probemos d (p3, p2) < bd (p2,p1), usando el método (3.1) sabemos que:
va = —[p1,p2, X] 71 (X (p2))
P3 = expy, (v2),

Luego

d (p3, p2) = val|
< a2, X171 1X (21
< |llp1, p2, X1 IX (p2)l]
fw (R, 2R)
=1 _Bw(R+oR
< bd (p2,p1)

N

)d(m,pl)

es decir, hemos probado
d (p3,p2) < bd (p2,p1) . (3.12)

Verifiquemos que d (ps, po) < R, para esta prueba consideramos,

d (p3,po) < d(p3,p2) + d(p2,po)
< bd (p2,p1) + d (p2,po)
< ab(d(p1,po)) + (a+1)d(p1,po)
< (ba+a+1)d(p1,po),

luego basta evaluar R en la ecuacién (3.3) entonces:



pero como ¢ < 1; (ba + a + 1) > 0, entonces:

d(p3,po) < (ba+a+1)n <R,

es decir que
PseB (po, R) . (3.13)

Lema 85 Bajo las mismas hipotesis de teorema 82 para todo n > 3, se tiene que:

Zn) d(pnap0) < R.
iin) Euxiste [pn_l,pn,X]_l tal que

B
1—w (d (pn—hp—l) 7d (pTHpO))
- B
S (1-pw(R+a,R)

Z”n) HX (pn)” w (2R 2R) d (pn—lypn—Q) .

ivn) d(pn—i—lapn) < d(pnapn—l)-

H[Pn—lame]_lu <

Proof. Demostremos que i, ) — iv,) son ciertas para todo n > 3, para ello usaremos el
principio de inducciéon matematica.
Sabemos para n = 3 por lema 3.13, que:

d(p3,po) < (ba+a+1)n <R,

es decir que P3 € B (po, R) .

Ahora probemos iiy,).

Andlogamente como operamos en la prueba del lema 84, utilizando la definicién 81,
asumiendo que w : Ry x Ry — R, es una funcién continua no decreciente en sus dos
argumentos, usando el resultado 43, y considerando ¢3 la geodésica que une ¢35 (0) = pog
con ¢3 (1) = p3, obtenemos que:

I, — [P—1,00,X] 7" 0 Pyy 1.0 © [p2,p3, X] © Pyy 0.1

< [p—l,po,X]_ 0 Py .01 © Ppy0.1 0 [P-1,10,X] — [p—1,00,X] 7" © Py, 0.1 © [p2,3, X] © Py, 01|
< |lp=1, 20, X7 © Py, 01| 11 Pps,01 © [P—1,20,X] — [p2, 3, X] © Py 01

< || [p—1,00, X]7H || 1 Po 0,1 | [1[P2, p3, X] © Py 0.1 — Py 0,1 © [p—1,p0,X]]|

< ||lp=1,p0,X]7 || I[p2, P3, X] © Ppy.0.1 — Pos.01 © [P—1,10,X]||

< p=1, po, X]|| 7" w (d (p2, p-1) , d (p3: P0))

< |lfp—1, 0, X]|| ™" w (d (p2,p0) + d (po, p—1) , d (p3,10))

< Bw(a+ R R)

< 1.
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Luego aplicando el lema 71, tenemos que existe

([p27p37X] o Pd)3,0,1)_1 = Pd)3,1,0 o [p27p37X]_17

Como:
HP¢371,0 o [p2ap3,X]_1H = H[P%p?nX]_lH :
entonces ,
-1
2, X1 < T

Verifiquemos que iii,) se cumple
Usando el lema 83

X (ps) = ([p2,ps, X] o Py, 01 — Py,.010 [p1,p2, X]) (v2),

luego

1 X (p3) |l < [I([p2; p3, X] © Py, 01 — Py, 01 © [p1,p2, X]) | [ (v2) ]

<
< w(d(p2,p1),d(p3,p2))d(p3,p2)
< w (d(p2,po) + d(p1,p0) ,d(p3,po) + d (P2, po)) d (p3, p2) »

como w : Ry x Ry — R es una funcién continua no decreciente en sus dos argumentos,
ademads utilizando d (p1,pg) < 7 = R, obtenemos que:

X (p3)|l < w (2R +2R) d (p3, p2) -

Ahora probemos ivy,).
Usando el método (3.1) sabemos que:

v = —[p2,p3, X] 7" (X (p3))
P4 = expy, (vs),

Luego

d(ps,p3) = |vs||
< |p2.ps X171 o)

< [llp2, p3, X7 1X (pa)]

Bw (2R, 2R)
ST Bw(R+a,R
<cd (p37p2) :

)d (p3,p2)
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Supongamos ahora que estas condiciones i,) — iv, ) son ciertas para n < k, probemos que
estas condiciones se cumplen para n = k + 1, por el método (3.1)

U = —[pr—1, 06, X] 7 (X (pr))
Pk+1 = eprk (Uk) ’

Luego

d(pk+17p0) < d(pk-i-lvpk) + d(pkvpk—l) +oeee At d(p37p2) + d(p27p0) )

ahora usando la hipétesis inductiva tenemos que:

d (pr+1,P0) < ¢d (Pr+1,Pk) + cd (Pr, Pk—1) + - - + d (p3, p2) + d (p2, o)
<[ 24" 4+ 1]d (p3, p2) + d (P2, po)
<[P+ 44 1] (bad (p1,po)) + (a + 1) d (p1, po) ,

como ¢ < 1, obtenemos que:

1— cn—2

1 ] d(p1,po)

d (pr+1,P0) < [

< [1% +a+ 1] n =R,
es decir que Pyy1 € B(po, R).

Ahora probemos iiy,).

Anélogamente como operamos en la prueba del lema 84, utilizando la definicién 81,
asumiendo que w : Ry x Ry — Ry es una funcién continua no decreciente en sus dos
argumentos y usando el resultado 43, y considerando ¢y la geodésica que une ¢y (0) =

po con ¢pi1 (1) = prs1, obtenemos que:

\I,,, — [10—1,100,)(]_1 0 Py 11,00 [Pks Pht1: X] © Py 01|

< [p—l,po,X]_ 0 Py t11,0© Poir01 0 p-1,0,X] — [p—1,00,X] 7" 0 Py, 11,0 © [Pk, Pr+1, X] © Py 01|
< |llp=1,p0,X] " 0 P¢k+1,1,oH | Poyr.0.1 © [P—1,00,X] = [P Prt1, X] © Py, 0]

< =1, 20, X1 || /| Posr r.0| [Pk Prs1: XT 0 Py, 0,0 — Payir 0 © [p—1,00,X

< |[p-1,p0,X]™ U [Pk Prt1, X] 0 Py, 01 — Popr1,0 © [p—1, 00, X]||

< p=1,p0, X]I7" w (d (Pr> p-1) » d (Pr+1,P0))

< |lfp=1, 0. X]|| ™" w (d (prs po) + d(po, p-1)  d (Prt1:P0))

< fw(a+ R, R)

< 1.

Luego aplicando el lema 71, tenemos que existe

—1 _
(Ipks Prt1, X] © Poyy110) = P01 0 [Pres D1, X] 71,
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Como
HP¢;€+1,1,0 © [pk7pk+17X]_1H = [pkvpk-i-le]_l)

entonces

g

X < .
||[pk7pk+17 ]H =1 —ﬁw (R—FOZ,R)

Ahora verificamos iii, ), usando el lema 83

X (pk+1) = ([pk, Pr+1, X] 0 Py, 01 — Py, 01 © [PE—1, Dk, X]) (v2) ,

luego
1 X (Pr+) | < [[([Prs Pt1, XT 0 Poyy 01 — P01 © [Pr—1, Pk, XD (08) |
< w(d(pk,pr—1) > d (Pr41,0k)) d (Pkt1, k)
< w (d(pg,po) +d(Pr—1,P0) , d (Pr+1,P0) + d (P, o)) d (Pk+1,Dk) »

como w : Ry x Ry — R es una funcién continua no decreciente en sus dos argumentos,
ademds utilizando d (pg—_1,p0) < 7 = R, obtenemos que:

1 X (Pr+1)ll < w (2R, 2R) d (prt1, k) -

Ahora probemos ivy,).
Usando el método (3.1) sabemos que:

Vkr1 = —[Pr, Prs 1, X1 (X (prg1))

pk+2 = eprk+1 (Uk—l—l) 9

Luego
d (Prt2, Pk+1) < H[pkapk-i-lyX]_lX(pk—i-l)H
< N lpws Pt XX (prsn)
pw (2R, 2R)
< d
T (@i BB (Pk+1,Dk)
< cd (Pr+1,Dk) -
n

A continuacion demostraremos nuestro resultado principal.
Proof. Para concluir con la prueba del teorema 82, demostremos que {p, }nen €s una
sucesion de cauchy, para m > 1y n > 2 para esta prueba tenemos:

d (pn—i-mapn) <d (pn—i-mapn—i-m—l) +d (pm+n—17pn+m—2) +---+d (pn—l—lapn) )
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utilizando ivy,) y fijando py 4, tenemos que:

d(pn+m7pn) < [Cm_l + Cm_2 +---+ 1]d(pn+17pn)
11—
= < > d(pn-i-bpn) )

1—c¢

m n—2
usando el hecho de que (11__00 > 2 < (Cch)v entonces:

n—2

C> d(p3,p2) ,

C
1—

d (pn—i-ma pn) < (

por lo tanto {p, }nen es una sucesién de cauchy y como M es completo entonces {py, }nen
tiene limite, digamos p., es decir p, — p,. Tomando limite y usando el hecho que d es
una funcién continua, se tiene que

i @ o)) < (Jim e, i po) <l R
por lo tanto

d(p+,po) < R,
lo que implica que

P« € B (po, R).

Finalmente, veamos que p* es una raiz de X,

X (Pn)ll <w (2R, 2R) d (P, pn—1) ,

cuando n — oo, entonces d (pp, pn—1) — 0. Por lo tanto
X (p)|| = 0.

Ahora basta probar que el operador [g.,p«, X] es invertible, para esto operamos andlo-
gamente como en la prueba del lema 84, utilizando la definicién 81, asumiendo que
w: Ry x Ry — Ry es una funcién continua no decreciente en sus dos argumentos y
usando el resultado 43, y considerando ¢ la geodésica que une ¢ (0) = py con ¢ (1) = p,
obtenemos que:

|77, — [P-1,20,X]7" 0 Py1,0 0 [gss s X] © Py o1 ]|
< ||lp=1,20,X]7" 0 Py100 Pyoa o lp—1,00,X] — [p—1,00,X] 7" 0 Py 1,00 [qe, ps, X] 0 Py ||

< ||lp=1,p0,X]7 0 Py 10| | Ps0,1 © [P—1,0,X] — [gs, P+, X] © Pyl
< |p=1, 20, X7 || 1Ps, 1,01l |lgss s> X] © Pyo1 — Pyo1 © [p—1,p0,X]|
< ||lp=1,0, X1 || II[gss px» X] © P01 — Ppo.1 © [p—1,p0,X]|

< lp-1,p0, X]|| " w (d (gs, p-1) , d (ps, P0))
< Bw (d (g, po) + d (po,p-1) ,d (P« o))

< Bw(a+ R, R)

< 1.
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Luego aplicando el lema 71, tenemos que existe

([q*ap*uX] o P(i)*,l,())_l
y €omo
([Q*vp*vX] © P(f?*,l,())_l = P(b*,(),l © [Q*vp*vX]_lv
entonces [gs, ps, X| ! existe y ademéds

g

* *7X _1< 9

ya que
Povio® gepes X1 = Ngeopen X172

Ahora probemos que p, es uUnico. Supongamos que existe una segunda raiz, ¢, €
B (po, R) y consideremos la geodésica que une p, y g, tal que a (0) = p, con a (1) = gs,
y €Oomo

[ (0),a (1), X] 0 Papa (o' (0)) = (X (a(1)) = Pao (X ((0))))-
entonces
[q*,p*,X] O 0,1 (O/ (0)) = 07

y como [gx, p«, X] ¥ Pap,1 son operadores lineales invertibles, entonces
a (0)=0¢€T, M,
por lo tanto
d(q.,p4) = || (0)]| =0,
concluimos que
x = Dx,

es decir, py es Unico. m

3.2.2. Orden de Convergencia del Método de la Secante sobre Varieda-
des Riemannianas

El analisis del orden de convergencia del método de la Secante sobre Variedades Rie-
mannianas, se realizard de manera local, es decir, en un vecindad de una singularidad del
campo vectorial que estamos considerando. Podemos definir el orden de convergencia, en
variedades Riemannianas de la siguiente manera.
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Definicién 86 Sea M una variedad riemanniana completa y sea {py} ey una sucesion
en M convergente a pi. Si existe un sistema de coordenadas (U;x) de M con p, € U, y
constantes p > 0;C > 0; y K > 0 tal que, para todo k > K ; la sucesion {py}r. , estd
contenida en U entonces se cumple la siguiente desigualdad:

P (3.14)

|27 rg1) — 27 (o)|| S efjz™! (or) — 27 (ps)]
entonces se dice que {py} ey converge a p, con orden de convergencia al menos p.

Notemos que la definicién anterior no depende de la eleccion del sistema de coorde-
nadas, al contraio la constante ¢ si depende solo de este, pero para cualquier sistema de
coordenadas dado, existe tal constante, ver [31].

Observe que en coordenadas normales alrededor de 0y,

|exp,! (p) — exp, ! (q)|| = d (p.q) (3.15)
asi, en coordenadas normales, (3.14) se transforma en
d (pr+1,p+) < cd (Pr, )"

Teorema 87 Bajo las hipdtesis del 82, la siguiente estimacion para el orden de covergen-
cta del método de la secante es cierta.

Bw (d (pnsPn—1) s d (Pn,x))
d(Pr+1,pe) < 1 — Bw (d (pn—1,p-1) ,d (Pn,P0))

d (pn,ps) , para todo n > 0,

es mds,

A (pririps) < fw (R + «,2R)

ST Buo(a+ RR)" PmPe):

Proof. Sea k suficientemente grande de tal forma que pg, px+1, ..., P« pPertenezcan a
una vecindad normal U de pi. Consideremos la geodésica [ que une pi con p, definida
por

Br (t) = exp,, (tur), (3.16)

donde uy, € T),, M y d(pg;p«) = ||ugl||. ver remark 3.8 ademds sabemos que si p y g estén
en un vecindad normal U de py; entonces

lexp,,! (p) — expy,! (9)]| = d(p.q), (3.17)

ver [33].
Sea {3, },cy la familia de geodésicas minimizantes que une p;, y py ,es decir, 3, (0) = py,
¥ Bn (1) = ps«. Luego por la definicién de diferencias divididas 81,

[Bn (0), Bn (1) 3 X]Ps,. 0. (8, (0) = (X (Bn (1)) — Ps, 00 (X (B (0)))),
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es decir
[Pns s X] 0 Pp,, 01 (87, (0) = (X (ps) = B0 (X (pn)))
dado que X (p.) = 0, entonces
[Pns sy X] 0 Pp,, 01 (8, (0)) = =P, 01 (X (pn))

asi
X (pn) = —P8,,1,0 © [Pnsps: X] 0 Ps, 01 (8, (0))

componiendo con el operador [p,—1,pn, X], obtenemos

— [Pa—1,Pn, X]7 (X () = [Pu=1,Pn, X] "' 0 Ps,.1,0 © [Pns s, X] 0 Ps, 0.1 (B, (0)) .

Usando el método (3.1) tenemos que:
Un = [Pn—1,Dn, X] 7" 0 P, 1,0 © [Py Dy X] 0 Ps, 0.1 (B4 (0))
como 3, (0) = ,, entonces
Uy — iy = ([pn—1,pn,X]_1 0 Pg, 1,0 © [PnsPs> X] 0 Pg, 01 — IT,,ﬂM) (1n) ,
luego por 3.17, 3.1 y 3.16

d(Pns1,p+) = |lexpy,) (pni1) — expy, (p4)||

|

- H ([pn—lame]_l 0 Pp, 1,00 [Pn,Ps; X] 0 P, 01 — ITpnM) (1n)
< H[pn—l,Pn,X]_l 0 Pg, 1,00 [Pn,ps; X] 0 P01 — ITpnMH | t2nll 5

como ||| = d(pp, p«), entonces

d (Pn+1,p4) < H[pn—l,pn,X]_l © Pg, 1,0 © [P px; X] 0 P, 01 — ITpnMH d (Pnsps)
asi

A (ns192) < || [Pa1,90 X170 oo | 1lpn, 22 XT 0 Pao1 = Pay 1 © [pn1,pms X111 d (0, )

= 1— Buw (d (pn—lyﬁp—l) ,d(pmpo)) H[pn,p*,X] o Pﬁn,O,l - Pﬁn,O,l © [pn—lypnaX]” d(pmp*)
Bw (d (P, Pn—1) ,d (Pn, px))
11— pw(d(pn-1,p-1),d (pn, Po
pw (R + «,2R)

=1-pBw(a+R.R

))d (pnyp*)

)d (pnyp*) :
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concluimos que:

d (pn+l7p*) < 15_”/@(5(‘; j_a Z?;) d (pnap*) :

|

Obeservemos que el ultimo resutado, implica que el orden de convergencia para el
método de la secante sobre variedades Riemanianas es al menos 1.

El método de la Secante es 1til cuando X no es derivable o es dificil de calcular X',
pero es mas lento que el método de Newton. Recordemos que, mientras que el método de
Newton tiene convergencia cuadratica sobre espacios de Banach, el método de la secante
L)

tiene orden de convergencia ( sobre espacios de Banach, ver [24].

3.3. Una Familia de Métodos Tipo Secante sobre Variedades
Riemannianas

En esta seccién estudiaremos como generalizar una familia de métodos tipo secante so-
bre variedades Riemannianas, esto con la finalidad de resolver ecuaciones no lineales sobre
variedades Riemannianas. Consideramos la Condicién (3.2), para las diferencias divididas
81 que generaliza aquellas habituales, es decir, condiciones de continuidad tipo Lipschitz
o Holder. También obtendremos un resultado para la convergencia semilocal de una Fa-
milia de Métodos Tipo Secante sobre variedades Riemannianas. Ademas obtendremos un
resultado para la existencia y unicidad de las soluciones de una Familia de métodos tipo
secante sobre variedades Riemannianas, Y estimaremos el orden de convergencia de una
Familia de Métodos Tipo Secante sobre Variedades Riemannianas.

Ahora utilizando el andamiaje teérico construido hasta ahora, y dadas las condiciones
en espacios de Banach construimos una familia uniparamétrica de procesos iterativos de
tipo Secante, dada por el siguiente algoritmo:

dados x_1, 9 € Q,
Yn = A\tpn + (1 = N) zp—1, con A € [0,1], (3.18)
Tn4l = Tp — [y7wxn?F]_l F (wn) .

Observemos que (3.18) se reduce al método de la Secante si A = 0 y al método de Newton
si A =1, porque x,, = y,, y en este caso es conocido [24] que, si F' es diferenciable Fréchet,
[Yn, Tn; F] = F(x,). En el caso real, para los métodos (3.18), es claro que cuanto mds
préximo esté x, a y,, mas alta serd la velocidad de convergencia. Por ello, considerar
los procesos iterativos dados en (3.18) nos permitird aproximarnos més répidamente a la
solucién que el método de la Secante y la velocidad de convergencia se aproximard a la
del método de Newton cuando A\ sea aproximadamente 1. Ademds, evitamos calcular el
operador F'(z,) en cada paso.
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Ya estamos en condiciones de comenzar con la construccién de las herramientas necesa-
rias para generalizar una familia de métodos tipo secante sobre variedades Riemannianas,
para esto construimos una familia uniparamétrica de procesos iterativos de tipo secante
sobre variedades Riemannianas mediante la siguiente definicién.

Definicién 88 Sea A € [0,1], dados p_1,p0 € Q C M, consideremos oy una geodésica
minimizante que une p_1 y po, tal que oo (0) = p_1 y oo (1) = po, y sea qo = og (N\), para
todo n > 0 definiremos la familia de métodos iterativos tipo secante a la sucesion genereda
por:

Un = _[QnypnaX]_lX (pn)

Tusn () = expy, (1)

dn = On (>\)

Pn+1 = €XPyp,, (vn),

donde oy, : [0,1] — M, es una familia de geodésicas minimizantes que unen p,_i con py,.

(3.19)

Mostramos la geometria del método con esta figura:

Pn Pr+1

Pn+2

Figura 3.2: Interpretacién geométrica de una familia de métodos tipo secante

Considerar las condiciones (3.19) aplicadas a una familia uniparamétrica nos permitira
solucionar la dificultad de aproximar una solucién del problema inicial de forma reducida
en cuanto al costo operacional, y efectiva en cuanto a la velocidad de convergencia.

3.3.1. Anadlisis de convergencia para Una Familia de Métodos Tipo Se-
cante sobre Variedades Riemannianas
En lo que sigue se considerard una funcién w : Ry x Ry — Ry continua y no

decreciente en sus dos argumentos. Si p_1,po, qo,q1 son puntos de nuestra variedad M,
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entederemos por i) — iv) las siguientes 4 condiciones:
i) d(p-1,p0) = a.

i) Existe [qo,po, X] ' y ademés H[Qijo,X]_lu <B.

if) || la0,po, X7 X (po)|| < .
iv) Se satisface la siguiente w condicién:

lp1,p2, X] 0 (Prp1) — (Pron) © g1, 62, X]|| S w (d(p1,q1),d(p2,q2))

con 0 (0) = g2y 0 (1) = p2, donde o es una geodisica minimizante que une gy y po.

Si A € [0, 1], definiremos el escalar a y la funcion b (u) por:

— _ Bw(@=Nan) — _ Bw(@=Nnm)
a= 1—60.1()\774—(1—)\7;&,77)’ b(’LL) - 1—Bw(u+(1—n)\;7a,u)'

Bajo las condiciones previamente establecidas probaremos el siguiente teorema, el cual
nos da condiciones para la convergencia semilocal del método (3.19), el cual generaliza
el método de la secante sobre variedades Riemannianas estudiado en la seccién anterior,
mas aun, si A = 1 el método (3.19) se convierte en el método de Kantorovich sobre
variedades Riemannianas. Es muy importante notar que si A # 1, es decir A € [0,1),
nuestro método (3.19) sirve para hallar singularidades de campos vectoriales X los cuales
no necesariamente tienen que ser diferenciables.

Teorema 89 Sea 2 un abierto de M, supongamos que para cada par de puntos disn-
tintos p1,p2 € Q@ C M; y q1,q2 € Q C M, (con p1 # p2 y 1 # q2) existen los opera-
dores diferencias divididas de primer orden [p1,p2, X] € L (Tp, M, T, M) y [q1,q92, X] €
L(Ty,M, Ty, M). Silas condiciones i) — iv) son ciertas, si la ecuacion

a
= —+1 2
u <1—b(u)+>n (3.20)
tiene al menos una solucion positiva, siendo R la menor de ellas, y si
1
Pw(R+ (1 —Na,R) < 3 b(R) <1 y B(po, R) C 2.

Entonces, la sucesion {p,} definida en (3.19) estd bien definida, es decir, p, € B (po, R)
para todo n € N y converge a un unico punto p. € Blpg, R], tal que X (pi) = 0.

Antes de comenzar con la prueba de este teorema, estableceremos los siguientes 4
lemas.

65



Lema 90 Sea {U"}nGN una familia de geodésicas minimizantes o, las cuales unen p,_1 y
Dn, €s decir, oy, (0) = pp—1 y 0p (1) = py, para todo n € N. Si la sucesion {py, }nen generada
por el método (3.19) esta bien definida entonces:

X (pn) = ([Pn=1,Pn, X] 0 Py, 01 — Ps,.0,1 © [Gn—1,Pn—1,X]) (Un-1) -

Proof. Usando la definicién de diferencias divididas 81,

[on (8),0n (s +h); X] 0 P, ss4n (U;L (3)) = % (X (on (s +h)) = Po, 5,540 (X (00 (5))))

si s =0y h =1 la anterior igualdad se convierte en

[on (0), 00 (1) 5 X] Py, 0,1 (07, (0)) = (X (0 (1) = Por, 0,1 (X (00 (0))))

es decir
[Pr—1,Pn, X] 0 Py, 0.1 (07,1 (0)) = (X (Pn) = Pr,y 01 (X (pn-1))) - (3.21)
Como
on (t) = exp, | (tvn-1),
entonces

O-;L (0) = Un—1,

luego por (3.21)
[Prn—1,Pns X] © Py, 01 (Un-1) = (X (Pn) — o,y 01 (X (Pn-1))) - (3.22)
Por otra parte, ultilizando (3.19), podemos observar que:
X (Pn-1) = = [n—1,Pn—1, X] (vn-1)
luego, remplazando en (3.22)
[Pn—1,Pns X] 0 Py, 01 (0n—-1) = X (Pn) + Ps, 0,1 ° [Gn-1,Pn-1, X] (Vn-1) ,
lo que finalmente implica
X (pn) = ([Pn=1,Pn, X] 0 Py, 01 — Ps,.0,1 © [Gn—1,Pn—1,X]) (Un-1) -
[ ]

Lema 91 Sea {0y}, la familia de geodésicas del lema 90 , y qn, como fue definido en
(3.19), si i) —iv) son ciertas, entonces:
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d(qo,q1) < Mol + (1 = A) a.

2. Para todo n > 1
d(Qna Qn—i-l) <A an” + (1 - )‘) ”Un—l” .

Proof.

1. Ya que
d(QOle) < d(QOva) + d(p07q1) )

Yy qo es un punto de la geodésica ogy, entonces

d(p-1,p0) = d(p-1,90) + d(po, q) ,

luego por hipdtesis i) y como

A
Ara) = [l 0]
obtenemos que
A
a:AH%@Nﬁ+Mmm%

teniendo en cuenta 40,

A
d(Pon)Za—/O Ha{)(O)Hdt:a—)\a,

Por otro lado notemos que

/

0,(0)=v,-1 Yy O';H_l (0) = vy,

por lo que R
Apar) = [ 1ot O dt = A
Remplazando (3.26) y (3.27) en (3.25), concluimos
d(qo0,q1) < Allvoll + (1 = A) e,
2. Por 3.19, sabemos que para todo n € N

€XPp,,_4 (tUN—l) = 0On (t) Y qn = 0On ()\) s
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entonces g, € oy ([0,1]), por lo que
d (Gn,Pn) = d (Pn-1,Pn) — d (Pn-1,qn) ,
lo que implica que

(Qnypn) +d (pm Qn-i-l)
(pn—lapn) —d (pn—h Qn) +d (pm Qn-i-l) )

d(QTan-{-l) S d
<d

ast, y por nota 46
1 A A
d (qn, Gn+1) §/0 HU;L (t)Hdt_/O HU;L (t)Hd’H‘/O HO-;L'f‘l (t)Hdt
1 A A
g/o Ha;(mudt_/o Hag(o>||dt+/0 % (0)]] i,

luego, concluimos que

d(qns ant1) < [[on—all = Mvn—1ll + Allvn]]
< Aonll + (1= A) [lon-1]l -

|

Lema 92 Bajo las mismas hipotesis de teorema 89 se tiene que:
1. d(ps;po) < (ba+a+1)n < R.
2. d(q2,p0) < (a+1)n < {ﬁ + 1] n < R.

Proof. Comenzaremos probando que p; € B (po, R). Sabemos por el método (3.19),
para n = 0 que
o1 (t) = expy, (tvo),

por lo que
1 1
d (o, p1) = /0 ot (&) dt = /O lvoll d = woll,

y esto, a su vez implica que

d (po,p1) = ||lq0, 20, X1 (X (po))|| < n,

ademas como
an

= 1-b(R)

+n,
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entonces
d(p()vpl) =n < R7

es decir
p1 € B(po, R). (3.28)

Por otra parte utilizando la definicién 81, (3.2) y el hecho que el transporte paralelo es
una isometria, obtenemos que:

I, — [Qijo,X]_l o Py 100 [q1,p1,X] 0 Py 01|

[0: 0, X] ™ 0 Py, 1,0 © Poy 0,1 © [q0, 20, X] — [0, 20, X] ™' © Pry 100 [q1,p1, X] 0 Py 01|
[ |7 0 Py 10|| 1Py 0,1 © [90, 0, X] — [q1.p1, X] 0 Py o 1]

[QmPO X17Y 1Poy 1.0l g, 1, X1 © Py 0.1 = Poy 0,1 © [g0, 2o, X]|

[0, 2o, X171 llq1, p1, X] © Poy 0,1 — Poy 0,1 © [q0, 20, X]||

(90, p0, X]7 || w (d (g0, q1) » d (po, p1))

NN IN TN IA

utilizando lema 3.23,

1190, o, X7 ||w (d (g0, q1) » d (po, p1)) < Bw (A |vol| + (1 = A) @), R)
<Bw((M+(1=ANa),R)
<Pw((R+(1—-XNa),R)
<1,

por lo tanto
| Iz,, — [90,0,.X] ™" © Psy 100 [q1,p1, X] 0 Py 0] < 1,
aplicando el lema de Banach 71, existe
([q1,p1, X] © Py 0.1) ™" = Py 100 g1, 1, X] 7,

y ademas

B
1—Bwn+(1—-XNa,n)

Por otra parte, si n = 1, entonces por el lema 90

g1, pr, X]| 7" <

(3.29)

X (p1) = ([po,p1, X] © Py 01 — Pry 0,1 © 90, P0, X]) (v0)

luego

1X ()|l < lllposp1, X] © Pyy 01 — Poy 0,1 © 90, Po, X]|| || (vo)]]
<w (d (p07 QO) 7d (p07p1)) d (p07p1) 5
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como d (p1,pg) < n 'y por (3.26)

w ((1=A) e,n)d(po,p1) <w (Avoll + (1 = A) e, n) d (po, p1)
Sw(R+(1—=Xa,n)d(po,p1)
Sw(R+(1=Xa,R)d(po,p1),

luego
[X (p)l| Sw (R+ (1= A) e, R)d(po,p1) -

Por otra parte utilizando el método (3.19) para n = 1, 3.28 y 50 tenemos

d (p2,p1) = [lv1|
< H[Ch,pl,X]_lX(Pl)H

< lgw, o1, X117 1X (p1) |

Bw ((1—X)a,n)
L=Bwn+(1—=XNa,n

S ad (p17p0) )

N

IN

)d(Phpo)

por lo tanto
d(p2,p1) < ad (p1,po) -

Por lema (3.28) y la anterior desigualdad obtenemos

d (p2,po) < d( p27p1 +d(p1,p0)

[ A) e, n)
1—ﬁw >\77—|— (I1-=Xa,n)

(a+1)n,

IN

+1} d (p1,po)

/\

ademds, como R es una raiz de (3.20), entonces

a
= (-2 +1
w= ()
(-
1o )T

ab
= <1_b>n+(a+1)n+n.

dado que (f‘—_bb> n>0y (a+1)n >0, entonces (a + 1)n < R por lo tanto

d (p2,p0) < R,
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es decir que
P2 €B (p07 R) .

Ahora probemos que [g2, p2, X| es invertible, para ello definimos la geodésicas 6 que
une a pg € M con punto py € M , es decir 8 (0) =pg y 0 (1) = py, asi

I, — [90,20,X] ™ © Pp10 0 [q2,p2, X] © P
[0, 0, X] ™ 0 Py 100 Pyoqo[q0.po,X] — [q0,p0, X] ™ 0 Py100[q2,p2, X] 0 Py
[ Lo Pyl 11Po,0,1 © [q0, po, X] — a2, p2, X] 0 Py 1|
[QOJ)O X7 Poaoll lg2s p2s X] o Pyoa — Poo © [q0, po, X
H[QO,poX !
[ -1

QO7POX

lg2, p2, X] © Pg.o1 — Pao1 © [q0, po,X]||
w (d (g2, q0) ,d (p2,p0)),

por (3.23) y (3.28), obtenemos

NN AN IN A

|0, 20, X]7 || w (d (g2. q0) , d (P2, p0)) < Bw (d (g2, 90) , d (P2, P0))

< Bw (d(qo,po) + d (p1,p0) + d (g2, p1) ,d (p2,p0))
A /

= Bw <<(1 N a+n+ i | (t)Hdt) ,R>
A

= Bw <<(1 )\)a+n+/0 Hv1Hdt> ,R)

=Pw (1 =N a+n+Afvl),R)

= fw (((1 = A) a+n + Aad (p2,p0)) , R)

=Bw (1 —=AN)a+Aan+n),R)

<Bw((1=ANa+n(l+a)),R)

<Pw((l =N a+R,R)

<1

luego
| Iz, — [90,20,.X] ™" © Po10 0 [q2,p2, X] 0 Py < 1,

por el lema 71, existe ([g2, p2, X] o P9,071)_1, asi existe [go, p2, X]™!, ademads

g2, p2, X][|7" = HP9100 q2,p2, X 1H (3.33)

< B
T 1-Bw(R+1—=XNa,n)

De otro lado, por el lema 90 con n = 2 y el hecho de que ¢; es un punto de la geodésica
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que une py con pp

[ X (p2) | < [[[p1, P2, X] © Poy 01 — Poy0. © [q1, p1, X]| [Joa]]
<w(d(p1,q1),d(p2,p1))d(p2, 1),
= w (d (po,p1) — d(po,q1),d (p2,p1)) d (p2,p1)
< w ([[voll = AMlvoll ; an) d (p2,p1)
<w((1=A)n,an)d(pz,p1),
note que
PwAn+(1=Na,n) <pw(R+(1-XN)a,R) < %,
y €Omo
1—BwAn+(1=XA)a,n) >0,
entonces
fwn+ (1 —-Nan)
1= BwAn+(1—A)a,n) —
es decir

a <1,

ademds como w es creciente entonces

w ((1 - A) 77,&77) d(p%pl) S w ((1 - )\) 77777) d(p27p1)
por lo tanto
X (p2)l| < w ((L=A)n,n)d(p2,p1) -
Por método (3.1), para n =3

d (p3,p2) = [lv2|
< H[Q2,Z92,X]_1X(P2)H

< lllg2, p2. X1 1X (p2)l

Bw ((1 = A)n,an)
1-Bw(R+(1—Na,R)
< bd (p2,p1),

A

IN

d (p27p1)

asi
d(ps,p2) < bd (p2,p1) .
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Adems3s

notemos que

R

d (p3,po) < d(p3,p2) + d (p2,po)
< bd (p2,p1) + d (p2,po)
< bad (p1,po) + (1 +a)n
<ban+(1+a)n
<n(ba+a+1),

ab
(1—_b—|—a—|—1—|—ba—a—ab>n

:n(ba—ka—i-l)—i-n(%—a—ab),

y dado que b < 1 , entonces

lo que implica que

concluimos que

Ahora probemos 2

b
n(l—_l)—a—ab> >0,

n(ba+a+1) <R,

d(p3,po) <n(ba+a+1).

d(q2,p0) < d(q2,q1) + d(q1,po)
< AMvr]l 4+ (1 = A) Jlvol| + A vl
= Avrll + [lvoll
< d(p2,p1) +d(p1,po)
< ad (p1,po) + d (p1,po)
<(a+1)n

a
< | — .
< {1_b+1}n<R

Lema 93 Bajo las hipdtesis de teorema 89, para todo n > 2 :

in) d(pn,po) < R.
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iin) d(qn,po) < [ﬁ + 1} n<R.
iiiy,) Existe [qn,pn,X]_1 tal que

B
@n»q0) > d (Pn, o))

B
ST B+ 0-—NaR)

J1an e X171 | < 1= B (d

wn) [ X (p)l <@ ((1=A)n,m) d(pn, Pr-1)-
Un) d(pn—i—lapn) S bd (pnypn—l) .

Proof. Todas estas afirmaciones ya han sido probadas para n = 2, sus demostraciones
estan incluidas en el lema 92, ver (3.32, 3.33, 3.34 ,3.35 y 3.36).

Supongamos que las afirmaciones i,) — iv,) son ciertas para todo n < K. Probemos
que ellas son ciertas para n = K + 1. Probemos i,,) para n = k + 1.

Por definicién del método (3.19), para n < K y utilizando la desigualdad triangular

d(pk-i—hp()) S d(pk-i—hpk) + d(pk7pk—1) +o 4+ d(p37p2) + d(p27p1) + d(p17p0) (337)
< bd (pk, pk—1) + bd (pr—1, Pk—2) + - - - + bd (p2, p1) + d (p1, po)
< b%d (pr—1,pr—2) + b*d (Pr—2, Pk—3) + - - - + b%d (p2, p1) + bd (p2, p1) + d (1, Po)
< "V (p2,p1) + " 72d (pa, p1) + - - - + bd (p2,p1) + d (p1, po)]
<P R b+ 1d (p2, 1) + d (1, o)

1— bk
<
—|11-b

} ad (p1,po) + d (p1,po)

a
< |— =
_L_bJrl]n R,

es decir Pyy1 € B (po, R).
Probemos ahora ii,) paran =k + 1.
Por desigualdad triangular

d(qk+17p0) S d(Qk+17Qk) + d(Qkuqk—l) +---+ d(q27q1) + d(q17p0) ’

y por lema 91, se tiene que

d (qr+1,00) < (Mvgll + (1= A) [|[vg—1l])
+ Mve—1ll + (T = X) [Jop—all) + - -+ (A lor]| + (1 = A) [lvoll) + A lvoll
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dado que
[vk+1ll = d (Prt2: Pr+1) 5

entonces

d(qr+1,p0) < Ad (Pry1,pr) + (1= A) d (pr, pr—1) + A (pr, Pr—1)
+ (1 =N d(pr—1,pp—2) + -+ Ad(p2,q1) + (1 = A) d (p1,p0) + Ad (p1,P0)
= M (pr+1, k) + d (P Pr—1) + - - + d (p1, o)
< d(pr+1,px) +d (Pr, pr—1) + - - +d(p1,p0),

Por un procedimiento analogo a prueba i, ), se obtiene

a
d(pk-i-lvpk) + d(pkvpk—l) + e +d(p17p0) < |:1—_b + 1:| n < R7

asi

a
dlarm) < |55 +1] < R (3.33)

Probemos ahora iii,) para n =k + 1.
Consideremos la geodésica ¢ que une py y p, con pg, p, € M, es decir ¢, (0) = po con

®n (1) = Dn,

I, — [q0,P0,X] ™ © Py.1,0 0 [qk+1, Phr1, X] 0 Pyo |

< ||lg0,p0,X17" 0 Py 1.0 © Py © [q0, 0. X] = [q0, 0, X] ™" © Py 1.0 © [qkt1, Prr1, X] 0 Py
< |lg0, po, X17* © Py1.0| | Ps0.1 © [90, 20, X] = [qk+1, Prt1, X] 0 Pyoa

< |lg0, 2o, X1 1Ps,1.0ll I[@k+15 Prt1, X] © Poo1 — Ppo,1 © g0, po, X

< ||lg0, 2o, X1 || I[@k+1, Pr+1, X] © Pyo1 — Py © [q0, po, X]||

< g0, o, X1~ w (d (qx+1,90) > d (Pk+1,P0))

< Bw (d (@r+1,90) » d (Pr+1, Do)
por otra parte usando (3.26) y (3.38) obtenemos
Bw (d(qr+1:90) » d (Pr+1,P0)) < Bw (d (g0, p0) + d (qk+1,P0) s )
< Bw <(1—)\)a+ [%bﬂ] n,R>
<Pw((l=Na+R,R)

asi

|1z, — [40,20.X] ™" © Py 1,0 © [Ghr1s Pt X] © Py 01| < Bw (d (grsts q0) - d (prs, po))
(3.39)

<Pw((l-ANa+R,R) <1,
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por el lema 71, existe ([qu,pkH,X] o P¢k+170,1)_1, asi existe [quy1, Prr1, X] 7!, ademéds

17" = || Popyri0 © [t 1, X] 7|

B
1 — Bw (d (qk+1,90) , d (Pr+1,P0))
< B
“1-Bw((l-=Na+RR)

H[Qk-i-hpk-l-lu X]

Ahora probemos iv,) paran =k + 1.
Por el lema 90, y el hecho de que an < 7, tenemos que

1X (e < || (law i, XT © Poyyy 0,1 = P01 © [Prs i X1) || 1l (vr) ]

< w (d(qr;pr) > d (Pks1,Pk)) d (Prs1, Pk)

<w((1 =) d(pr+1,px) , bd (P Pk—1)) d (Prt1, Pk)

<w ((1=X)b"2d(p2, p1) ,bk_zd(m,m)) d (P41, Pk)
Sw((T=A)d(p2,p1).d(p2,p1)) d(Prs1, Pr)

<w ((1 = A)an,an) d (pr+1, pr)

Sw((T=XN)n,m) d(Prs1,Pk)

asi
| X (Pr41)|| S w ((L—=X)n,n) d(Pry1,Dk) -

Ahora probemos vy,) paran =k + 1.
Por el método (3.19)

d (pr+2,Pk+1) < H[Qk+1,pk+1,X]_1H 1 X (1)

1p2, p3, XTI~ 1 X (e |
Pww (1 = A)n,n)

1-Bw(R+(1-Na,R

< bd (pr41,Pk)

<.

IN

IN

)d (P41, k)

|

A continuacion demostraremos nuestro segundo resultado principal.

Proof. Para concluir con la prueba del teorema 89, demostremos que {p, }nen es una
sucesion de cauchy.

Param > 1y n > 1 se tiene

d (pn—i-mapn) <d (pn—i-mapn—i-m—l) +d (pm+n—17pn+m—2) +---+d (pn—i-lapn) )
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utilizando iv) reiteradamente, tenemos

d (pn—i—nwpn) S bd (pm+n—lapn+m—2) + bd (pm+n—2apn+m—3) + -+ d (pn—l—l:pn)
< bm_ld (pn—l—l:pn) + bm_2d (pn—l—l:pn) +---+bd (pn—i—lapn) +d (pn—i-lapn)

< B 52 4 1]d (g, )

1-pm
= <17—b> d(pn+17pn)7

dado que <%) < <ﬁ) b1, entonces

bn—l
1— b> d(p37p2) )

por lo tanto {py, }nen es una sucesién de cauchy ya que b — 0 pues b < 1. Y como M es
completo entonces {p, }nen €s convergente, digamos que p, — ps.

Tomando limite y usando el hecho que la distancia es una funcién continua, se tiene
que

d (pn—i-mapn) < (

lim (d(pn,po))Sd(ﬂ@mpn,n@mp@ < lim R,

n—-o0 n—-oo
por lo tanto

d (p*7p0) S R7
lo que implica que
p« € B (po, R).
Veamos que p* es una raiz de X,
X (o)l < w (1 = A)an, an) d (pn, pn—1) ;

cuando n — oo, entonces d (pp, pn—1) — 0. Por lo tanto
X (p)|| = 0.

Finalmente probemos la unicidad, Supongamos que existe una segunda raiz, ¢. € B (po, R),
veamos primero que el operador [g., p«, X| es invertible. Consideremos ¢ la geodésica que
une ¢ (0) = pp con ¢ (1) = ps, entonces

I, — 90,20, X] 7" © P10 © [qw, s, X] © Py 1|
[0, 20, X]™" © Py 1,0 © Py o1 0 [q0, po,X] — [q0, p0,X] ™ © Py.1,0 © [@s, s, X] 0 Py 1|
40,0, X] 7" 0 Py 10| 1Pp0,1 © 90,20, X] — (@ sy X] © Py ol

[

[0, 0, X] 7 || | Po,1.0ll 1@, s, X] © Pso1 — Ppo1 © [q0, po, X

(90, po, X]7H| || lgs, ps» X © Ppo1 — Py o1 © [q0, po, X]||
(d(g«,q0) , d (p«,0))

NN INININ A

||[QO7PO,X]||_1 w
|[g0, po, X]1|| ™~ Bw (d (g«, po) + d (o, qo) , d (P«,P0))
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cuando n — oo, entonces

Bw (d (gx,po) + d (po, q0) , d (P, po)) = Bw (d (n@mpn,po> +d(po, o), d (nﬁnoopn,po))
= lim Bw(d(pn,po) + d(po, o) d (Pn:po))

< pPw(R+(1-XNa R)
<1,

por lo tanto
HITPO - [qovp0,X]_1 o P¢>,170 o [q*vp*vX] 0 P¢70,1H <1,

aplicando el lema 71, tenemos que existe

([q*ap*uX] o P(;ﬁ*,l,())_l

y como
([Q*vp*vX] © P(f?*,l,())_l = P(b*,(),l © [Q*vp*vX]_lv

entonces [gs, ps, X] ! existe, ahora consideremos la geodésica ¢ que une p, y g, es decir,

¢ (0) = psx con ¢ (1) = g, y como
[0 (0),9 (1), X] 0 Ppoa (¢ (0) = (X (¢ (1)) = Ppoa (X (¢(0))))-
entonces
[q>k7p*7X] o ©,0,1 (QOI (O)) = 07
y €omo [gx, p«, X] ¥ Py 0,1 son operadores lineales invertibles, entonces ¢’ (0) = 0 € T, M,
luego
d(qx,ps) = HQD/ (O)H =0,
concluimos que
x = Px-

3.3.2. Orden de Convergencia para una familia de Métodos tipo Secante
sobre Variedades Riemannianas

El andlisis del orden de convergencia para una familia de Métodos tipo Secante Va-
riedades Riemannianas, se realizara de manera local, es decir, en un vecindad de una
singularidad del campo vectorial que estamos considerando. Podemos definir el orden de
convergencia, en variedades Riemannianas como en (3.14).
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Teorema 94 Bajo las hipdtesis del 89, la siguiente estimacion de el orden de covergencia
para una familia de métodos tipo secante es cierta.

/Bw(d(QHapn)a d(pnap*))
4 Pr1p) < 77 Bw (d (gn;po) ,d (Pn, o))

d (pn,p+) , para todo n > 0,

es mds,
pw (a+ R,2R)
<
d(pn+17p*) = 1—,BW(C¥+R,R

Proof. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que U es una vencindad normal de
tal forma que pg, Pk+1,...,p« € U para k suficientemente grande. Luego se cumple, (3.14)
para todo p,q € U y pata todo k. asi, si uy € T), M satisface exp,, (1) = ps, entonces

)d (pnap*) .

Bk (t) = €XPyp, (tlu’k?) )
es una geodésica minimizante que une py con p, v d(pk , px) = ||k .Por lo tanto, por (80),
[Br (0), Bk (1) 3 X Pg,. 0.1 (B (0) = X (B (1)) = Pay0,1 (X (B (0)))

0 su equivalente

[Pk, D3 X]Ps, 0.1 () = X (p«) — P00 (X (pr))
= —Pp,0,1 (X (px)),

ya que X (ps) =0y d(exp,)o es la identidad de 7; M para todo ¢ € M. Concluimos que

X (pr) = —Ps 1,00 [Pk, ps: X] 0 Pg, 01 (1) 5
de ahi que

— (@ 2is X171 (X (p1) = [a@is 2a; X] 7" 0 Py 1.0 © [res 2 X] 0 Pay 01 (k)

por (3.19)
Ok = gk pi; X] 7" 0 P, 1.0 0 [Pk, pe; X] 0 Pa o1 ()

por otra parte
Vg — fi = ([Qk,pk;X]_l © Ppy1,0 © [Pk pas X 0 Py 0,1 — ITpkM) (hr)
usando (3.19) y (3.15),
d (Pet1,p+) = ||exp, (Pra1) — exp, (pa)]|
= |k — g
= H ([Qk,Pk;X]_l © Pg,1,0 © [Prs px; X] 0 Pgy 01 — ITpkM) (Mk)H
< |[lax: ks X170 Pay.0.0 [, i XT © Pa01 = T e |l

< H[%,pk;X]_l © Pg,1,0 © [Pk pas X] 0 P01 — ITpkMH d (pr; p«) -
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entonces

H[Qmpk;X]_l 0 P, 1,00 [pr,px; X] 0 Pg 01 — ITpkMH

IN

H[Qk,pk;X]_l o Pﬁk,l,OH | ks P+ X] © P, .01 — Pay 0.1 © [ak, p; X ||

B
~ 1 - pw(d(qk,po),d (pr,po
Buw(d(qr, pr), d(Pr, +))
~ 1 - Bw(d(qk;po),d(pspo))

por lo tanto

) | [Pk, p+; X] © Pg, 0.1 — Pg3,,0,1 © [qrs P X]||

d (Pre1,ps) < H[Qmpk;X]_l © P, 1,0 © [Pks s X] 0 Pgy 01 — ITpkMH d (Pr,px) »

concluimos que:

ﬁw(d(Qkapk)vd(pkap*))

1 — Bw (d (qx,po) > d (Pr> Po
pw (a+ R,2R)
“1-fw(a+R,R

d(pk—l—lap*) < ))d(pk,p*),

)d(pkap*) :

|

Observemos que la anterior desigualdad implica que el el orden de convergencia para
nuestra familia de métodos tipo secante sobre variedades Riemannianas es al menos 1, Sin
embargo es deseable encontrar una desigualdad del tipo

d (pk-l-lap*) < k ()‘) d(pkap*)a

donde
k(A — c1d(pg, ps), cuando A — 1,

1-v5

k(\) — co[d(pr,p«)] 2, cuando A — 0.
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Capitulo 4
Ejemplo numeérico

En esta seccién, haremos un ejemplo numérico para hallar las singularidades de un
campo vectorial, usando el método tipo secante sobre variedades Riemannianas y las di-
ferencias divididas (96) sobre la esfera S%, para ello es necesario establecer una formula
explicita para el transporte paralelo de un campo vectorial a lo largo de una geodésicas
sobre S?, mas generalmente hallaremos una formula para el transporte paralelo de un
campo vectorial a lo largo de una geodésicas sobre cualquier variedad dos dimensional
inmersa en R3.

4.1. Msétodo tipo secante sobre S?

Lema 95 Sea X un campo vectorial sobre una subvariedad dos-dimensional M C R3 y
P, 01X (p) el transporte paralelo de X (p) a lo largo de la geodésica «y : [0,1] — M que
une vy (t1) con 7y (t2), y sea 0 el angulo formado entre el vector tangente ~' (t1) a la curva
en v (t1) y el vector X (v (t1) ) ,entonces

17" ()

En particular si vy : [0,1] — M es la geodésica que une p con q, y sea 6 el angulo formado
entre el vector tangente ' (0) a la curva en p y el vector X (p) ,entonces

7 (1) AAS LN

PooaX (v (1) = |IX (v (¢ >>||[ 7 (t2) cose+|N'Y<t2>X’Y“2> sine]

1 TNy < (O]

donde N, es el vector normal a M en el punto p.

ProaX ()= | X ()] [

Proof. Definamos X (7 (t2)) =Py 4,6, X (7 (t1)), notemos que X (v(ty)) € Ty )M,
dado que el vector tangente a una geodésica v siempre es paralelo a lo largo de esta
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geodésica dada, entonces
Py (01) =9 (t2)

ademds como N (7 (t2)) LTy ,)M entonces N (v (t2)) x 7' (t2) es un vector tangente de
T, (t,yM por lo que el conjunto

v (t2) N’y(tz) X ’Y’ (t )
17 (E2)I” || Noye ta)||

es una base de T’, 4, M, supongamos que la representacion de X (7 (t2)) en dicha base esta
dada por

~ _ 7 (t2) Nyaa) X ' (t2)
X)) =M 2, < v ()]
por lo tanto (t2)
(k)
AL = < (v (t2)) H,.Y/ (tg)”> ’

como el transporte paralelo es una isometria, entonces 6 es el angulo formado entre el
vector X (7 (t2)) y el vector v (t2), por lo que

| X Gr))|| 1Y (t2)l| cost = (X (3 (t2)) 7/ (t2))

por lo tanto

H)?(’Y(&))Hcosez <X’( (t2)), Y (t2) >

17" ()l
y como R
X (3 t2))|| = 1X (v @)l
esto pues N
X (7(t2)) = Py X (v (1))
entonces

A= [[X (v (t2))]] cos 6.

De manera similar se puede probar que
A2 = || X (v (tr))l| sin®,

asi concluimos que

X (7 (t2)) = X (7 () eos B U201 Gy (1)) sim 202
@) Ny
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es decir

H / ~(t2)

Py, X (7 (t1)) = | X (v (t2))l (COSH 7 s ) +Sln9 Moy X7 1) > .
[ Naea) X 7 (t2)]]

En particular si v : [0,1] — M es la geodésica que une p con ¢, y sea 6 el angulo formado
entre el vector tangente 7/ (0)a la curva en py el vector X (p) ,entonces

1 N, "(1
AW N ()
W)l [[Ng <~ (1)]]
donde N, es el vector normal a M en el punto p. ®

Mediante esta Figura 4.1 ilustramos el concepto transporte paralelo necesario para
nuestro ejemplo.

ProaX () = 1X () | 2 and].

Figura 4.1: Interpretacion geométrica del transporte paralelo

Observaciéon 96 Construyamos unas nuevas diferencias divididas sobre una variedad M ,
y con ellas fabricaremos un algoritmo usando el método tipo secante.

Supongamos que M es una variedad 2—dimesional y 3, = {ell,,ef,} es una base de
T,M, sea w un elemento arbitrario de T,M digamos

w=piey+ faes , Pr,haER

Ademas supongamos que v : I — M es una geodésica que une q y p y Supongamos que

(v (1] 5, = Arep + Aze,
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definamos el nuevo operador
l¢,p, X] : TyM — T,M
diferencias divididas de la siguiente forma: Sean

Oy =T (X (p) = ProaX (a)ly,)
Co =Tha (X (p) = ProaX (a)ly,)

donde
Hl,Hg, : TpM — R,

son la primeras y sequndas proyecciones en T,M respectivamente, asi [q,p, X] es el ope-
rador lineal sobre T, M cuya representacion en la base de T, M es:

g B
)\1 1 :
( 0 %><52>,82/\1,/\2750
D) (0N (A
(4., X5, () = (@0><@>w&_0 (4.1)
0 % (B
<O§_§><ﬁ2>,51/\1—0

oo A
A1 ! i A1, Ao # 0
(0 %)(}\2)}52 1727é

0 X, [V 0], = (& ) (M) sin=
q,p; Bp Y Bp @ 0 0 , St AQ—O
0 0 .
0 £><A2>,sz/\1:0

e
T~ N NN

por lo que
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Ejemplo 97 (Descripcion de el método tipo secante sobre una variedad M ). Para poder
ejemplificar el método tipo secante es necesario que nuestro operador diferencias divididas

sea invertible, por lo que supondremos que A1, o # 0 en (4.1). Supongamos que M es

una variedad 2— dimesional y ﬁpk = {e;,k,ef,k} es una base de Iy, M, sea w un elemento

arbitrario de T, M, y digamos
= pie, + Baey
donde B1, B2 € R, supongamos ademas que

[k (1)]5 = A]fezlrk + Alﬁeﬁy

Py

ast el operador
[pk—lvpkvX] : TpkM — Tpka

diferencias divididas quedard definido por

S0 A
[pk—hpkaX]ﬁpk [’7]/4; (1)]Bpk = ! C§ < )\]19 >7
0 5 2

donde
C’{f =11, ([X (Pk) — Py, 00X (pk—l)]gpk)

Ck =Ty, ([X (pk) — Py 00X (pk—l)]ﬁpk)

y I g dlp g, - TpkM — R son las primeras y sequndas proyecciones sobre TpkM respecti-
vamente en la base Bpk, Supongamos que

[X ()]s, = (91 (Pr) 92 (pk))

luego por lema 95

- - cosg @ g Ny X (1)
Cy =g | | X (pr) — [|X (pr—1) ( GH'VI/c (1)H + HHNpk XV (1)”)]5
— e (X (1) — X (i) Tk 9% + Sine%]
Pk ﬂ

_ . _ M . ! CcoS / sin
== <(gz (pk)) ”Uk—IH Hz,k <[7k (1) 0 + Npk X V& (1) 9]6pk>> ’
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donde v es la geodésica que une pi_1 con px, mds concretamente
Tk (t) = €XPp,_4 (t’Uk_l) ’
y 0 es el angulo formado por X (px—1) y 7}, (0) = vk—_1, luego

of

+ 0
[pk—lap/wX]ﬁpk = 01 05 s
N
2
por lo que
[vKlg, = —[pk—1, P, X] 7 (X (p))
)\k:
B e < a1 (pk) )
- N
0 - 92 (k)
B Zx 91 (k)
cr 92 (Px)
finalmente

Prt1 = exp,, (vg)-

Observacién 98 Consideremos un campo vectorial X sobre S? obtenemos una restriccion
para el campo vectorial

F:R> — R}
a TpS2, donde TpS2 es naturalmente identificado como R3-subespacio, i.e.,

X = F|g. and Fl|g (p) € T,S? for all p € S?,

donde F = (f1, fa, f3), si consideramos la base de T, S*

—D3k 0
5pk = 0 ) —P3k )
D1k D2k

entonces

Xl = (

y como Np, = pj, sobre 52, entonces

Cfilee)  fo (m))

P3k ’ D3k

[oKlg,, =




ast
AT

A
Vg = _C_ch2 (pk) 5
p1pAl Por AL
m,fl (pr) + pSkCz“ Ja (pr)
k Ji (Pk)> 1 X (pr—1) || ( / , : >>
= — — 1I; 1) cos @ + pg % 1)sin@ ,
7 << Dak H?fk—l” i,k [’Yk( ) k ’Yk( ) ]5Pk
donde 1
Vi (t) = cos (t [|[vg—1l]) Pr—1 + ool sin (¢ [|og—1||) ve—-1,
finalmente

I
Prt1 = cos ([og]]) pr + o (o [l) v

Algorithm 99 Método tipo secante sobre S?

1. Definir los puntos
b—-1, Po, Y V-1,

tal que
.
po = cos ([lv—1) p—1 + ol sin ([Jv—1]) v-1.
2. Definir
X=(fi,fof3), v pr=(P1k>P2k>D3k)
3. Calcular
ag1
Ve (1) = = [log—1l[sin (Jok—1 1)) pr—1 + cos (o1l ve—1 = | ar2 |,
Qg3
4. Calcular
1, X (pr.—
cosf_1 = (wr-1, X (Pr-1)) y sinf,_; = \/1 — cos? 0y,
lvk—1l [ X (Pe—1)|
5. Calcular

/ )\If _%
oL, = ()= 2 ).
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6. Calcular

b1k
(Vi (1) cos 0 + p, x 43, (1) sinf] = | bay |,
b3k
7. Calcular
k fi(pr) I X (pr—1)l b
A= "% ) T Tl pis
ck ~ Jilpw) X (Pr—)ll bga
2 D3k lok—1ll  Pr3
8. Calcular
Af
—C—){:fl (pk)
v = —/\—ifz (Pr) ,
)\
21, () + 2% 1y )
9. Calcular

I
Prt1 = cos ([og]l) pr + o 2 (o ll) vx

Ejemplo 100 Consideremos el campo vectorial

F:R® — R3,
dado por
z )
X[y |=| z—22 |,
z TYz

y sea X = Flgo . Se puede verificar que F|g € TpS2, para todo p € S%. Sean

4 3
10 10
p_1= = y po= - ,
—0,86603 ~0,93274

y la geodésica que une el punto p_1 y po es dada por g : [0,1] — M, tal que

1\/_sumr(i2 —I—é
Y (t) = 1\/_s1n7r(1i —I—%) ,

luego



La siguiente tabla muestra los resultados de las iteraciones

0 1 10 11
1% 0,28754 —0,04400 —0,03950
Di ( % 0,07680 —0,00392 0,00910
—0,93274 —0,95468 0,99902 0,999177
—0,30000 —0,20000 0,00205 0,00192
X (pi) ( 0,09999 0,03899 —0,00007 —0,00008
—0,10392 —0,05596 0,00008 0,00007
IX (pi)] | 0,33286555510 | 0,21131238163 | 0,00205371770 | 0,00019098933

Note que (p;) converge a la singularidad (0,0, 1)T del campo vectorial X.
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Capitulo 5

Conclusion

Existe un gran interés, por estudiar los llamados métodos numéricos de alto orden de
convergencia esto motivado por los avances en la ciencia de la computacién. Recientemente
varios matematicos se han dedicado a mostrar la validez de estos métodos en espacios més
generales que el Euclideo, tales como espacios de Banach [4, 10, 12, 13, 17, 39, 40, 41].
En este orden de generalizacién es logico tener interés en demostrar la validez de esos
métodos en conjuntos aiin mas generales que los espacios de Banach tales como variedades
Riemannianas [1, 5, 6, 13, 14, 20, 26, 29, 30, 37, 39, 44, 50].3

La principal contribucién de este trabajo fue la generalizacién del método de la secante
sobre variedades Riemannianas y una familia de métodos tipo secante sobre variedades
Riemannianas, los cuales pueden ser utilizadoas para encontar puntos singulares de cam-
pos vectoriales sobre variedades Riemannianas. Ademds se obtuvieron resultados secun-
darios, pero no menos importantes tales como: la modificacion a la extension del concepto
de diferencias divididas en el contexto de variedades Riemannianas, también obtuvimos
un resultado de convergencia para el método secante en variedades Riemannianas y una
Familia de Métodos Tipo Secante sobre Variedades Riemannianas bajo condiciones de
convergencia suave, es decir, continuidad Lipschitz y Holder. Adicionalmente obtuvimos
un resultado para la unicidad de las soluciones para el método secante sobre variedades
Riemannianas y una familia de métodos tipo secante sobre variedades Riemannianas.

De este trabajo podemos extraer algunos problemas de interés para su futura investi-
gacion tales como elaborar un ejemplo para ilustrar la aplicacién y utilidad de la genera-
lizacién de una familia de métodos tipo secante sobre variedades Riemannianas.

En el desarrollo de estos métodos tipo secantes en variedades Riemannianas surgierén
nuevas dificultades, que no existian en espacios de Banach. Algunas de estas dificultades
son de naturaleza técnicas; Por ejemplo y mas especificamente, en los espacios de Banach
no hay distincién entre el espacio £ y su espacio tangente T, en el punto p, ya que
son isomorfos. Asi es ”Legitimo”’poder sumar puntos y vectores. En variedades esto no
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sucede, asi que debemos ser muy cuidadosos. Para ello, se utiliz6 la funcién exponencial,
es decir, a un punto y un vector de el espacio tangente se le asigna un nuevo punto de la
variedad. Otra dificultad es la definicién de la derivada; puede ser que la derivada ordinaria
sea suficiente para definir los métodos en el caso en que la variedad este incrustada en un
espacio euclidiano, pero esto no es cierto ya que la derivada ordinaria no es necesariamente
es tangente a la variedad en el punto considerado.

En nuestro caso fue muy importante la modificacién a la definiciéon de diferencias
dividadas dada por R. Castro en [33], ya que estd es esencial para concebir la generalizacién
de los métodos tipo secantes sobre variedades Riemannianas. Ademas, se estimé el orden
de convergencia del método de la secante sobre variedades Riemannianas, pero suponemos

que este puede ser mejorado a (#) Finalmente construimos un ejemplo no trivial para

el método de la secante sobre S?. Es importante destacar que el método de la secante, a
pesar de ser mas lento que el método de Kantarovich, tiene un menor costo computacional
y solo exige que el campo vectorial sea continuo, a diferencia de los demés métodos que
exigen diferenciabilidad, por cual este puede ser utilizado para hallar singularidades de
campos vectoriales no necesariamente diferenciables.

Otras dificultades generales encontradas, es que a diferencia de los espacios de Banach,
donde las geodésicas son lineas rectas, en las variedades las bolas abiertas no necesariamen-
te son geodésicamente convexas, la geodésica que une dos puntos en una bolas abiertas,
no es necesariamente esta contenida en la bola.

Esta diferencia con los espacios de Banach crea una gran dificultad para extender a el
nuevo contexto los teoremas de tnicidad de los métodos clasicos, como se puede ver en la
prueba de la tnicidad del método simplificado de Kantorovich discutido por los autores

n [39]. Sin embargo, las técnicas cldsicas para probar la tnicidad pueden ser llevadas
al contexto de variedades, pero con algunas restricciones sobre las constantes, esto con la
finalidad de estimar los orden de convergencia de los métodos tipo secante sobre variedades
Riemannianas.
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