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Notaciones

Z,Q, R, C : Los numeros enteros, racionales, reales y complejos.

GL(V) . Grupo de isomorfismos de V, espacio vectorial en si mismo.
N, . Norma del primo p.
Xo : Caracter trivial o caracter principal.
dg : Discriminante de la extension K/@Q.
Nk : Norma de la extensién K/Q.
K(p) : Cuerpo residual Zy/p.

o(f(x)) : o pequena de f(x).

O(f(x)) : O grande de f(x).



Introducciéon

El teorema de densidad de Chebotarev afirma que la densidad de ideales primos
en un cuerpo de nimeros con automorfismo de frobenius contenido en una clase de
conjugacién, denotado por 7c(x, L/K) y definido en la seccién es igual al cuociente
entre el cardinal de la clase de conjugacién y el orden del grupo, es decir,

ICl x .
mc(x,L/K) ~ ——— , si x — o0. 1
c(x,L/K) Gllogx (1)
Este teorema es una generalizacion natural del teorema de los primos en progresién
aritmética.

En un principio, este teorema fue demostrado en [T26] sin utilizar herramientas de la
Teoria de cuerpos de clases, la que en ese momento estaba en desarrollo por Dedekind,
Kronecker, Hilbert y Weber. En particular, en este trabajo incluiremos la demostracion
usando Teoria de cuerpo de clases.

En el ano 1977, Lagarias y Odlyzko [LOTT] demuestran un versién efectiva de este
teorema, es decir, de manera explicita un término de error en la expresion , pe-
ro sin mostrar las constantes involucradas. El objetivo de esta trabajo es mostrar en
detalle la demostracion dada por Lagarias y Odlyzko y ademas calcular tales constantes.

En el primer capitulo estudiaremos el teorema de densidad de Chebotarev en su
forma no efectiva. Para esto abordaremos algunos topicos importantes para desarrollar
el tema provenientes de la Teoria de cuerpos de clases, tales que como, la funcion de
Artin y densidades.

El segundo capitulo, nos enfocaremos en el desarrollo de la demostracién de la
versién efectiva basada en el trabajo [LOT77]. Comenzaremos mostrando los topicos
fundamentales que se utlizaran en ella, como algunas propiedades importantes de la
funcién L- de Artin. Ademds, mostraremos las constantes efectivamente calculables,
basados en el preprint de Bruno Winckler [W13], todo esto asumiendo la Hipétesis de
Riemann Generalizada.



1. Teorema de Densidad de Chebotarev I: Version
no efectiva

1.1. Algunos aspectos de la Teoria Algebraica de Niumeros

En esta seccién estudiaremos algunos topicos provenientes de la Teoria algebraica
de nimeros. Para més detalles, ver [N99).

Llamaremos cuerpo de numeros a toda extension K finita de @@ . Los elementos
de K se llaman niimeros algebraicos. Un numero algebraico serd llamado entero
algebraico si es raiz de un polinomio moénico f(x) € Z[x]. El conjunto de todos los
enteros algebraicos de K es Zk el anillo de enteros de K.

Teorema 1 Todo ideal a C Zy distinto de (0) y (1) admite factorizacion

a=pips...pr, (2)

donde los ideales pi son primos no nulos y la escritura es unica salvo el orden de los
factores.

Sea L una extension de K y Zp, Zg sus respectivos anillos de enteros. Luego, un
ideal primo p # 0 en Zg se descompone en Z; de manera unica en producto de ideales
primos de Z .

pZp =P PE, con ey € Z. (3)

. )

Escribiremos p en vez de pZi. Diremos que los primos ; estan sobre p si se fac-
torizan como () y lo denotaremos B;i|p. Lo anterior, también se puede expresar como
P divide a p. Ademas se cumple la relacion

p="Pi NZx.

El exponente e; es llamado indice de ramificacién. Con el cuerpo residual asociado
k(p) := Z /p se define el grado de inercia de B; sobre p como,

fi = [k(Bs) : k(p)].
Estos nimeros esta relacionados por el siguiente resultado.

Proposicion 1 Sea L/K una extension separable y n = [L : K], entonces se tiene la
wdentidad fundamental
N
Z eifi =mn.
i=1



Un ideal primo p se dice que descompone completamente en L si en la escritura

PZL =Pt B

setienequer=n=[L:K]ye; =f; =1paratodoi=1,...,r. Sit =1 existe un sélo
primo ‘P sobre p. Ademds, si e; = 1 para todo i diremos que B; es no ramificado
sobre Zy, en otro caso se dird ramificado. Un ideal primo p se dice no ramificado, si
todos los B; son no ramificados y ramificado en otro caso. La extension L/K es llamada
no ramificada si todos los ideales primos p son no ramificados en L.

Proposicion 2 Sea L/K una extension separable, entonces existe a lo mds un nimero
finito de ideales primos de K que ramifican en L.

Teorema 2 Para todos B, P’ primos de Zy sobre p de Zy, existe 0 € G = Gal(L/K)
tal que o(°R) =P'.

Demostracién: Supongamos que el teorema no es verdadero, es decir, o(*3) # B’ para
todo 0 € G. Luego por el teorema chino de los restos, existe x € Z tal que, para todo
0eG

x=0 méd P y x=1 mdd o(P’). (4)

Ahora,
N k(x) = H o(x) e PNZx =p.

ceG

Pero por (), x ¢ o(P’) y o(x) ¢ P’, entonces
Nuk(x) =[] ox) ¢ B NnzZk =p,

oeG

que es una contradiccién. &

Definicién 1 Sea L/K una extension de Galois de cuerpos de niumeros, con G =
Gal(L/K). Para todo primo B de Zy, sea

Gp ={oec G :o(P) =L
es llamado, el grupo de descomposicion de B.

En particular, si G = 1, equivale a, p descompone completamente y si Gy = G,
equivale a, p no descompone.

Consideremos nuevamente la descomposicién ) para el caso L/K extension de
Galois, luego los coeficientes ei, f; no dependen de 1, es decir,

€l =€y=...=¢€, =8¢, flzfgz...:fr:f.



Asi, podemos escribir
e
- (IIow)
o
donde o varia en un sistema de representantes de G/Ggy.

Sea

al

K(PB) — K(P)
x médP — o(x) médP -

Luego, si consideremos la aplicacién o € Gy — ¢ € Gal(k(})/k(p)) es un homo-
morfismo de grupos, cuyo ntcleo es llamado grupo de inercia de f y es denotado
como Ig q. Ademads, [Igpl=ey [Gyp : Iggpl =f.

Teorema 3 La aplicacion o — G es epiyectiva.

1.2. Automorfismo de Frobenius

Los resultados de esta seccién pueden ser encontrados en [J77]. Sea K un cuerpo de
numeros. Supongamos que L/K es Galois, p primo de K y 8 de L sobre p. Si [k(B) :

k(p)] = f v |k(p)] = g, entonces [k(B)| = qF. El grupo Gal(x(B)/k(p)) es ciclico

generado por un automorfismo distinguido
X — x9.
Esto significa que existe un tnico isomorfismo bajo conjugacién o € Gy tal que
o(x) = x9( mod R).

Este automorfismo es llamado automorfismo de frobenius de 3. Como sabemos,
si p no ramifica en L es equivalente a que Iy = {1}. Entonces, o esta tinicamente deter-
minado como un elemento de Ggz. Asi, para indicar la dependencia de 3 no ramificado,
L y K lo denotaremos como

5
T |

Proposicion 3 Sea t € Gal(L/K) y KC M C L, entonces

<[] -]

T(BolPB)
(i) [52] = |55 donde o =P M.
o [m/k] . TL/k L
(111) [ T } = [T] ‘M, donde |pm denota la restriccion a M.



(iv) Un primo p de K descompone completamente en L si y sdlo si

-

Demostracion:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Sea y € Z1, entonces y € T '(x), para algtin x € Zp, luego

[%K] () = [%K] 1) = v (x)9( mod ).

Entonces, aplicando T

L/K
T {—/ ] T (x) = x4( mod TP).
Ry
De esta manera, T [E{TK] 1= [LT/—%(} por unicidad del automorfismo de Frobe-

nius.

Supongamos que el grupo de Galois Gal(k()/k(p)) esta generado por y
y9 con |Zx,pl = q. Sea M un cuerpo intermedio, entonces |Znm .l = q™ con
f(PoIP) = fo. Luego, el generador de Gal(Zy /% q,) viene dado por y
Y. Asi,
L/M
{T} (y) =y ( mod P).

Por otro lado,

fo
I RE—

Por unicidad se deduce el resultado.
Sea x € Zn, entonces
M/K
[—/} (x) = x9( mod P).
B
Por otro lado, para x € Zy se tiene
L/K
[L] (x) = x9( mod By).
B im

Por unicidad se obtiene el resultado.

Sea G(P) el grupo de descomposicion de B, Entonces, si |G(P)| = ef y p es

un primo de K descompone completamente, si y solo si, e = f = 1, lo que es
equivalente a que G() = {e}, si y sélo si [L/TK] = 1.

L]



1.3. Funcidon de Artin

Sea L/K es una extensiéon normal con G = Gal(L/K) abeliana. Ademas, si P es
un primo de L sobre p de K y T € Gal(L/K). Entonces, TR esta sobre p. Luego, por

ﬂ — ﬁ

Luego, todos los automorfismos de Frobenius son iguales y en este caso lo denota-

remos,
=)
Bl \p /)

Sia=T]][,pl, ri €7Z, podemos extenderlo como sigue,

()11 ()
a4 i1\ P .
Ahora, sea Ik el grupo de ideales fraccionarios de Zk y S el conjunto de primos de

K que ramifican en L. Denotemos por I3 el grupo de ideales fraccionarios generado por
los ideales de Ix que no contengan primos de S en su factorizacion.
n

Seaacly,cona= [] »i' ri€Z Se define la funcién de Artin
piprimo,pi &S

(L/_K) C I - Gal(L/K)
o o (46) =11 ()"

la cual es un homomorfismo.
Teorema 4 La funcion de Artin es epiyectiva.

Demostracién: Ver corolario 5.3 en [J77]. &

1.4. Mobdulo

Definicién 2 Sea K un cuerpo de nimeros, definimos un mddulo m de K como el
producto formal
p

donde, n :{ primos de K} — Z cumple con:

(i) n(p) = 0 para todo primo p, y n(p) = 0 para todo primo p salvo un nimero finito
de ellos.

(ii) Sip es real, entonces n(p) =0 6 1.



(111) Sip es complejo, entonces n(p) = 0.

Un médulo m se puede escribir como mgm,,, donde my es el producto de los primos
finitos con exponentes positivos en m y my, el producto de primos reales en m. Asi, mq
puede ser identificado como un ideal entero de Zy.

Para un modulo m se define,

Kam ={a/b:a,b € Zg,aZx y bZx son primos relativos a mg}
Km1 ={x € Ky 1 o = 1(mod m)}.

Pongamos I3, para denotar I3, donde S es el conjunto de primos dividiendo a my.
1.4.1. Valuaciones
Definicién 3 Una valuacion de un cuerpo K es una funcion
| |:K—=R,
tal que para todo x,y € K
(i) x| =0, x| =0 siy sdlo six =0,

(11) Ixyl = Ixllyl,
(1i1) Ix +yl < x|+ Nyl

Si consideramos la distancia de dos puntos x,y € K como
d(x,y) =[x —yl.

Entonces K es un espacio topoldgico. Ademas, si diremos que dos valuaciones son
equivalentes si definen la misma topologia sobre K.

Definicién 4 Una valuacion | | es llamada no arquimediana si m| es acotada para todo
n € N. En otro caso diremos que es arquimediana.

Proposiciéon 4 Una valuacion | | es no arquimediana si y sélo si
[x + yl < max{[x|, [yl}.
Demostracién: Ver [N99] pagina 118. &

Definiciéon 5 Un cuerpo con valuacion (K, | |) es completo si toda sucesion de Cauchy
{anthen en K converge a un elemento a € K, es decir,

lim |a, — a| = 0.
n—oo

7



El procedimento para completar un cuerpo K es analoga a la construccion de los
nuameros reales a partir de los racionales.

Definiciéon 6 Un primo o lugar p de un cuerpo algebraico de niumeros K es una clase
de equivalencia de valuaciones de K. Las clases de equivalecias no arquimedianas son
llamados primos finitos y las arquimedianas son los primos infinitos.

Los primos infinitos p se obtienen a partir de las inclusiones T : K — C. Existen
dos tipos, los primos reales que vienen dadas de las inclusiones reales T: K — R y los
primos complejos que vienen a pares por las inclusiones no reales T : K — C. El primo p
es real o complejo dependiendo si la completacion K, es isomorfa a R o C. Los primos
infinitos se denotaran como ploo, los reales como p t co.

1.5. Densidades

Definicion 7 Sea K un cuerpo de nimeros. Se define la densidad de dirichlet o analitica
de un conjunto S de ideales primos de K, como el limite

N —S
5(S) = lim Zpes—p

, si éste existe.
s—1+ —log(s — 1)

Proposiciéon 5 Sea L/K una extension abeliana finita con grupo de Galois G, y sea

o € G. Entonces, el conjunto de ideales primos p en K que son no ramificados en L y

para los cuales (L]/TK> =1 tiene densidad de Dirichlet ﬁ

Demostracién: Ver corolario 7.3 en [M13]. &

Proposiciéon 6 Sea T el conjunto de ideales primos de K que tienen grado de inercia
1 sobre @, entonces 6(T) = 1.

Demostracién: Ver proposicién 4.5 en [M13]. &

1.6. Teorema de Densidad de Chebotarev

Para comenzar veremos el resultado asociado a la densidad de Dirichlet, la cual no
contiene términos de error.

Teorema 5 (Chebotarev) Sea L/K una extension de Galois de cuerpos de nimeros,
con G = Gal(L/K). Sea 0 € G y C la clase de conjugacion de o. El conjunto de primos

p en K, no ramificados en L tales que existe un B en L, P sobre p tal que [L;TK} =C,
tiene densidad de Dirichlet %



Demostracién: Sea f = o] y M = L{°) cuerpo fijo por (o), de modo tal que K € M C
L, de donde L/M es una extensién ciclica de grado f. Sea m un divisor admisible para
L/M y sea H el grupo de clases médulo m de modo que se tiene el isomorfismo de Artin

Cu/H — Gal(L/M).

Sea S el conjunto de primos p de K que cumplen el teorema y que son primos con m.
Ademas, sea St el conjunto de primos P de L que cumplen el teorema para un primo
p € S. Fijemos B € S, q primo de M y p de K tal que Pqlp. Se tiene que el grupo de
descomposicién de B, Gy para L/K esta generado por o, es decir, Gy = Gal(L/M).
Entonces, f(Blp) = f(Plq) = f y f(gqlp) = 1. En particular, como no hay ramificacién

P = q. Ademas,
o {L/K} B {L/M} B lL/M}
B B q ]
Si C es la clase de ideales correspondiente a o por el isomorfismo de Artin tenemos
que q € C.

Ses Sy el conjunto de primos q de M tal que q € C y f(qlp) = 1, donde p es primo
de K con plg. Hemos probado, que si 8 € S; el primo q de M al cual divide cumple
que q € Sm. Reciprocamente, si ¢ € Sp y B es un divisor primo de ¢ en L, entonces

o [L/M] B {L/M] B {L/K}
q B B

Asi, B € Si. De esta manera, los primos q € Sy estan en correspondencia biunivoca
con los primos B € Sy.

Por proposicién [0, Sm tendrd densidad de Dirichlet si y sélo si lo tiene el conjunto
de primos de grado de inercia 1. Pero, los primos de grado de inercia de Sy; son los de
grado uno de la clase C, pues f(g|p) = 1. Luego, por proposicién [5|, Sy, tiene densidad
de L.

f

Por otro lado, cada primo p € S tiene al menos un divisor q € Sy. Si 1, g2 son dos
de ellos, existe T € G tal que q; = Tqs. Asi,

[L/AA] {L/AA] [L/K
[ = = =T |—
q1 Tq2 q1

—1

} ! =10t

1

Ademsds, si 0 =tot ! v q € Sp divide a p, entonces TqT ! divide a p. Se concluye

que el nimero de divisores en Sy de un primo en S es [Cg(0) : G4l. Pero, |G| = [G :

Cg(0)]|C|, es decir, |[Cg(0)] = % y |Gq4l = f. Asi, para cada primo p € S es divisible
181 primos de Sy L

por ¢ primos de Sy Luego,



2 pes Np~°
5(S) = lim =2 T
(5) et —log(s —1)
fICl lim 2_pes 2qp NP
|G| s—1+ —log(s—1)
M lim Zpes Zq\qu_s
|G| s—1+ —log(s—1)
@ lim quSMqus
|G| s—1+ —log(s —1)
fIC| 1<

Notemos que si f(qlp) = 1, entonces Ng = Np.
&
Cabe destacar que un divisor admisible es aquel médulo que satisface el Teorema
de Reciprocidad de Artin, ver Teorema 5.7 en [J77].

Este teorema nos dice que la probabilidad de que la clase de conjugacién C en
Gal(L/K) es el Frobenius de un primo p elegido al azar serd exactamente % Ademas,
este teorema se probd originalmente en términos de densidad natural de un conjunto
A C Zx, la cual se define de la siguiente manera

[eA:N I <
AA) = 1im T kel S
x—o0 #H{I € Zx : NK/QI < x}

Es importante mencionar que la densidad natural implica la densidad analitica,
como probaremos mas adelante. Ademas, estos nimeros coinciden. Ahora, el reciproco
no es valido en general. En efecto, consideremos el conjunto

M = U{p primo : 10 < p < 2-10%}

k=0
y
M(x) =#{p € M:p < x}.
Luego, por la construccién de M se tiene,
M(10%) < m(2- 108 1)
y

M(2-10%) > (2 - 10%) — m(10).

10



Supongamos que k es suficientemente grande, por el Teorema del niimero primo

M (10%) - (2 - 1051
m(10%) 7t(10%)
1 log10*
~ Blog2- 10k 1
1log2- 10! +log5

log 2 - 10k 1

5
1 log 5

= (14—
5< +log2-10k—1>
1
3

k—o0
Por otro lado,
M(2 - 10%) N m(2-10%)  m(10%)
m(2-10%) 7 m(2-10%)  m(2-10%)
_ 1log2 - 10"
- 2 log 10%
B 1log 10% + log 2
N 2 log10%
1 log 2
= 1—=-(14+—"=
2 ( * log 10k)
k—:>oo 5

De esta forma, ’:T/l((:)) oscila entre % y % Mientras tanto que la densidad analitica

existe, y es logy 2. Ver el capitulo V seccién 4.5 de [ST3].

Definicién 8 Diremos que f es o-pequena de h’ cuando x se acerca a Xg y escribimos

significa que

Intuitivamente, esto significa que f(x) es mas pequena que h(x) cerca de xq

Proposicion 7 La densidad natural implica la densidad analitica. Mds ain, estos los
valores coinciden.

11



Demostracion: Sea K = @, en general la demostracién es andloga. Sea
M(x)={peM:p <x}
Definamos a,, = 1 cuando n = p primo, y 0 en otro caso. Asi, la suma

1 a, M(x) *M(t)
Z __Zgz xS +SJ1 ts+1 dt.

ps
PEM,p<x n<x

Ahora, supongamos que,

M:p <
x—oo #Hp1p <x}
existe y es igual a R. Por el Teorema del niimero primo tenemos

M(x)1 R
lim —(X) %X _Ro M(x) = x +of X
X—00 X log x log x

)

Ahora, pongamos en la férmula de M(x) en la suma de arriba. Tenemos

x M(t)
+s —dt
§(M) = lim [i 5 .
s—1+ —log(s —1)

M (x)
xS

limy o0

Como, Zp # = —log(s — 1) + O(1). Ahora, usando la regla de L’hopital tenemos
que,

L © M(t)logt
6(M) = Sl_l)I{l_._(S - 1) ‘L Tdt
Asi,
, dt [ dt
5(M) = lim (s— DR [ 55 +o(| £

Sabemos que,

*dt
lim (s—l)J (ti—szl, cuando € — 0.

s—1+ 1
Luego, (M) =R+ o0(1) =R.
&

Sea L/K una extensién de Galois de cuerpos de numeros, con G = Gal(L/K). Sea
C una clase de conjugacién de G, definamos

L/K
e (x, L/K) = #{p primo de K no ramificado en L, Ny < x tal que (%) =C,x ¢ R*}L

tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1 Con las notaciones del teorema anterior, se tiene

Cl x ,
ﬂc(x,L/K)~H@ , 81X — 00.

12



2. Teorema de Densidad de Chebotarev: Version
efectiva

En este capitulo demostraremos la versién efectiva del Teorema de Densidad de
Chebotarev. Esta demostracion (original de Lagarias y Odlyzko), se basa en deteminar
una férmula explicita (expresién que relaciona primos con ceros de una cierta funcién
L) para la funcién L- de Artin. Para esto comenzaremos el capitulo haciendo una in-
troduccién a dichas funciones.

Los resultados de este capitulo se basan en [LOT7] y [W13].

2.1. Funciones L de Artin
2.1.1. Representaciones de Grupos

Definicién 9 Sea G un grupo finito. Una representacion de G es un homomorfismo
p: G — GL,(V),
donde V es un C-espacio vectorial de dimension finita.

Usaremos la notacion pg en vez de p(g). Por resultados de dlgebra lineal, se sabe que
GL, (V) representa las matrices invertibles de orden n. Supongamos que la dimensién
de V es n entonces el grado de la representacién p es n.

Ejemplo 1 Sea n = |G| y V un C-espacio vectorial de dimension n, con base {€}ieg.
Para todo g € G, la funcion

Ppg : V. — V
€t €gt

define una representacion de G, llamada representacion regular de G, que la denota-
remos como regg. El grado de esta representacion es n. Ademds, notamos que {eq =
Pgl(e1)} es una base de V.

Definicién 10 Sea p, p’ dos representaciones de un grupo G con espacios vectoriales
V y V'. Estas representaciones de dicen que son isomorfas si existe un isomorfismo
lineal T:V — V' tal que

Top(s) =p'(s) ot para todo s € G.

Definicién 11 Sea p : G — GL,. (V) wuna representacion de G, W un subespacio
vectorial de V. Diremos que W es estable o invariante si pg(W) C W para todo g € G.
Ademds, si los unicos subespacios invariantes son 0 y V, diremos que la representacion
es irreducible.

Teorema 6 Toda representacion es suma directa de representaciones irreducibles.

13



Esta teorema nos entrega una forma de construir nuevas representaciones por medio
de la suma directa.

Teorema 7 Si p : G — GL(V) es una representacion y g € G, entonces V admite
una base formada por vectores propios de p(g), cuyos valores propios son raices de la
unidad.

2.1.2. Teoria de Caracteres

Definiciéon 12 Sea p : G — GL(V) wuna representacion de G. Para todo g € G, se
define el cardcter de la representacion p como

X 1 G — C
g +— Trlpg)’

donde Tr denota la traza de la matriz asociada a pg.

Proposicion 8 Sea x un cardcter de la representacion p de grado m, entonces
(1) x(1) =mn,
(ii) x(9) = x(g™1), para g € G

(iii) x(hgh™) =x(g), para todo h,g € G

Las funciones f : G — C que cumplen la condicién (iii) de la proposicién ante-
rior, se llaman funciones de clases. Los caracteres de G son un C—espacio vectorial y
{x1,X2,.-.,Xx} es su base. Consideremos 1\, ¢ cardcteres de G. Se define el producto
interno,

(W, ) = ,%l S blg)dlg ).

geG

Teorema 8 (i) Si X es un cardcter de una representacion irreducible, entonces
x:x) =1,
(i) Six,x' son cardcteres de representaciones irreducibles no isomorfas, entonces
(x.x") = 0.
Teorema 9 Sea V una representacion de G, con cardcter ¢ y supongamos que
V=W, &W,P...3 W, W, irreducibles.

Entonces, si W es una representacion irreducible con cardcter x, el numero de W;
isomorfos a W' es el producto interno (x, d).
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Corolario 2 Dos representaciones con el mismo cardcter son isomorfas.

Teorema 10 Sea X un cardcter de G, entonces (x,X) € Z*. Ademds, (x,x) =1 si y
solo s1 'V es irreducible.

Proposicion 9 FEl cardcter rg de la representacion reqular satisface,
_J 6l g=1

Demostracién: Sea regg la representacién regular de G. Una base de V es {ei}icg tal
que pg(e¢) = ege. Si g # 1, entonces gt # t para todo t. Luego la matriz de pg es

0 * * =x

* 0 *x =%
* x |’
* * 0

por lo tanto, rg(g) = Tr(pg) = 0, si g # 1. Por otro lado, si g = 1, Tr(p;) =
dim(regg) =[Gl. &
Supongamos que X1, X2, - - -, Xk son los cardcteres irreducibles de G y x;(1) = ny

Corolario 3 Toda representacion irreducible Wi esta contenida en la representacion
reqular con multiplicidad n;.

Corolario 4 (i) Y X n?=]G|.
(ii) Sil+# g€ G, se tiene Zllenixi(g) =0.

Demostraciéon: De acuerdo al corolario |3] el caracter de la representacién regular nos
queda

Tc(9) = Z nixi(g), geG
Luego, reemplazando con g = 1, se obtiene (i) y si g # 1 se obtiene (ii). &

Sea H un subgrupo de G. El espacio vectorial
W ={F:G — V:F(gh) =0(h)F(g), para todo h € H, para todo g € G}.

Hagamos actuar G en W como sigue, g(F(x)) = F(g~!x), para todo x € G. Esta
representacién W de G es llamada inducida de 8 a G. Se denota Indg; 6.
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Teorema 11 Sea x el caracter de la representacion 6 : H — GL, (V). Definamos x°

en G como sigue
oy — § X(9) geH

Entonces, el cardcter de la representacion inducida IndG 0, escrita IndGx estd
dada por

Indf x(g) =H ZX xgx 1).

xeG

Los caracteres 7g y Xo se relacionan de la siguiente manera.
TG = Inle Xo-

Teorema 12 (Reciprocidad de Frobenius) Sean H < G, X un cardcter de H y ¢
un cardcter de G. Entonces

(Indfi x, d)6 = (x; Resy d)n
donde ResS & es la resticcion de & a elementos de H.

Demostracion: Por cédlculos directos se tiene,

(Indfix,¢)s = |G|Zlnde (9)b(g™)

geG

= @ Z H ZXO(XQX_l)d)(Q_l)
= Z D> x°(g)d(x g %)

g—x~lgx |G| |

geG xeqG
= ZZX X ThTx)
|GH hGH xeG
- !GH Z 2_x(h
hGH xeG

= G
|Gr|H|' 'ZX

- |H|ZX

heH
= <XaRe&4¢>H

Tenemos un caso especial del teorema anterior cuando H < G.
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Teorema 13 Sean H < G, x un cardcater de G y definamos

1
x#(9H) = Y x(g)

nt(g)=gH

como cardcter de G/H. Luego si b es un cardacter de G/H se tiene,

<Xa1-|)*>G = <X#a1-|)>G/H
donde b* =P om ymn: G — G/H proyeccion candnica.

Demostracion: Por calculos directos se tiene,

VERUIYTIES % > xx(gH)b(gH)

gHeG/H

H 1
= H > T > x(9)1b(gH)

gHeG/H nt(g)=gH

-5 > Z 9) (b o m)(g)

gHeG/H m(g)=gH

- |G|ZX

geG

= XV

Teorema 14 (Brauer) Todo cardcter x de G se expresa como

X = E miIndﬁitl)i con my € 7,
donde \; son cardcteres unidimensionales.

2.1.3. Definicion de la Funcion L de Artin

Sean L,K cuerpos de nimeros y L/K extensiéon de Galois con G = Gal(L/K).
Ademds, sea (V,p) una representacion de G. Se define la funcién L de Artin como
sigue

L(s,p,L/K) = [ J(det(1d — p(das)Np~* | V'er)) . (5)
p

Donde p recorre todos los primos de Ky ¢y es el Frobenius asociado a ‘B, con P
sobre p. Ademés, Ve es el subcuerpo fijo de Ig .
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Consideremos,

log(L(s, p,L/K)) = log(] J(det(Id — p(dpas)Np~* |VIe»))™)
p

= — log(det(Id — p(¢pq)Np~* | V'),
p

Para cada término de la suma, sean Ay,..., Ay, los valores propios de p(¢q). Cabe
senalar que m < n = dim(p), luego

log(det(Id — p(dpgs)Np~= | V'e#)) = log(] [(1—ANp™))
= Zlog 1—ANp~®)

Lo que implica que,

—sl
log(L(s, p, L/K)) = log(L(s, X,, L/K)) ZZ

p =1

Es decir,

—sl

L(s,Xp, L/K) = exp(— > > Xl q)m ). (6)
p 1=1

2.1.4. Casos Especiales de la funciéon L de Artin

Definicién 13 La funcion Zeta de Riemann se define como la serie,

0]

((s) =

1
n=1 nS
donde s = o +1it € C.

Esta serie es convergente para todo o > 1 y absolutamente convergente para o >
149, con 6 > 0. Ademas, la funcién Zeta se puede escribir como producto infinito,
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() =] (1—1%)_1. 7)

donde p € Q primo. Cabe destacar que la funcion Zeta de Riemann es un caso particular
de la funcién L de Artin, pues si colocamos L = K = @, obtenemos .

Definicién 14 La funcion Zeta de Dedekind de un cuerpo de nimeros K se define como

la serie,
1
Ck(s) = Z Nos

donde a recorre los ideales enteros de K y Na es la norma de a.

Proposicion 10 La serie (k(s) converge absolutamente y uniformemente en el domi-
nio Re(s) > 1 y ademds,
1
ot =TT s ®)

donde p recorre los ideales primos de K.

Recordemos que un caracter de Dirichlet es una funcién que satisface x (n+k) = x(n)
para todo ny x(n) = 0 si el med(n, k) > 1. Dado este caracter, se define la funcién L
de Dirichlet como sigue

n
Lixs) =) X0,
n=1
para todo nimero complejo s con parte real mayor que 1. Esta funcién se puede extender
a todo el plano. La Hipétesis de Riemann Generalizada (GRH) afirma que todo
caracter de Dirichlet ¥ y todo s € € con L(¥x,s) = 0, entonces la parte real de s debe
ser 3.

Teorema 15 La Funcion L de Artin converge para todo s € C con Re(s) > 1.
Demostracion: Sea p un primo de Zy. Localmente la funcién L de Artin, se puede
escribir como

dp

Ly(s,Xp, L/K) = det(Td — p(pag)Np~* [ V'e») = [ (1 =Ai,Np~*),

i=1

donde A;,, son raices de la unidad y d, < dim(p). Aplicando logaritmo se tiene
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log Ly(s, X, L/K) = | >
p

™
Me 3

< dlm K (Q Z Zmmee

P primo m= 1

= dim(p)[K: QJlog((Re(s))),

donde ( es la funcién zeta de Riemann, que converge para Re(s) > 1. En efecto, por el
criterio de la integral se tiene,

0 |e 1tlogn| 00 1 © qx 1
S e
ne x° o—1

n=1 n=1

2.1.5. Propiedades de la Funcién L de Artin

A continuacion demostraremos las propiedades bésicas de la Funcion L de Artin.

Proposicion 11 Sea L/K una extension de Galois de cuerpos de nimeros.

(i) Para el caracter principal Xo se tiene.
L(S7X07 L/K) - CK(S)'
(i) Six,x' son caracteres de Gal(L/K), entonces

L(s,x +x', L/K) = L(s,x, L/K)L(s,x", L/K).

(111) Sea L'/K una extension de Galois tal que K C L C L'. Entonces,

L(s,x,L"/K) =L(s,x,L/K).
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(iv) Si M es un cuerpo de nimeros tal que K C M C L. Sean G = Gal(L/K) y
H = Gal(L/E). Entonces,

L(s,x, L/K) = L(s, Indfjx, L/M).

Demostracion: El caracter principal xo proviene de la representacién trivial, la cual
tiene dimensién 1. Luego si se evalua en y se tiene (i)

L(s,xo, L/K) = [ J(1 =Np~*) 7" = ().

P
(ii) Se deduce de (), pues

0 —sl
Lisx+x5L/K) = exp= Y 3 (x+x)(k) 2 )
1=1
’ 00 751 0 prsl
= exp(—) > x(b; Jexp(=)_ D X'(dg)—7—)
po1=1 p 1=l

= L(s,x,L/K)L(s,x’,L/K).

(iii) Sean P'IBlp primos de L', L y K, respectivamente. Luego, la proyeccién canonica
G’ = Gal(L’/K) — G = Gal(L/K) induce los homomorfismos epiyectivos,

G‘/Iy — Ggp, IG’,‘I&" — IG,&Ba fo}/j’/IG’,&p’ — qu/IG,qg.

Ademés, dgr — bgp, es decir, los Frobenius son conjugados, luego 8, B’ son primos
de L’ sobre p. Asi, obtenemos el mismo Frobenius, por lo tanto,

det(Id—x(pyp)t| Vies)) = det(Id—x(odppo)t| VIex)) = det(Id—x(pyp)t| VIe®)).

(iv) Supongamos que p primo de Zg y que qi,.,-- ., . primos de Zyq sobre p. Para
todo i €{1,2,...,7} elijamos un primo P; de Z; sobre q,. Pongamos, Go, N H = Hp,
v Igq, N H = I p,. Ademds, se tiene N(q,) = N(p)"t, donde f; = [Zpm/qi : Zx/pl.

Elijamos un elemento de Ty € G tal que Ti(*Bi) = P,, luego tenemos Gy, =
T;lengi y también Igﬁyi = T;llgﬂgl’fi.

Consideremos el elemento ¢; € Gg, enviado al Frobenius ¢, € Gy, /Icsp,,
similarmente ¢; € Gy, — by, € Gy, /lg.q,, pues ¢i = T, '$17i. De la misma forma,
&I € Hyp, > brig, € Hp, /Ty, Ahora, si 0 : H «+— GL(W) es una representacién de
H con x como carédcter y (p, V) = (Ind§0, Ind§W) como representaciéon de G. Entoces
para todo primo p, basta probar que,

det(Id — p(¢y)t|Vien) Hdet (Id — BT )t | W),

donde t = N(p)—*. Ahora, para todo i € {1, 2, ..., r} conjugando por T;, tenemos

1

det(Id — 0(Ppi)th W) = det(Id — O(by)t" | TyWlem MmHT
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donde f; =[Gy, : (Gy, N TiHT )G g,]. Para cada i € {1,2,...,1} se elige un sistema
de representantes {0y} de Gy, mdd Gy, N TiHT !, luego {oy;Ti} es un sistema de
representantes de G mdd H. Asi, se tiene una descomposicion V que corresponde a la
representacién inducida (p, V) de (0, W) como

V = @ O'iijiW,
i,j

y poniendo
Vi = @ O'i’jTiW,
j

se obtiene la descomposién V = @; Vi como Gg,-médulo. Entonces,

det(Id = p(¢y)t[V'ews) = [ Tdet(1d — ()t Vi),
i=1
Ahora, basta demostrar

1

det(Id — p(¢1)t]| ViIG’%) = det(Id — 0(p[)th | T WlemnTHT

Nuevamente, para cada i € {1,2,...,1} se tiene (p, Vi, Gg,) es la representacién
inducida es (0;, ;W, Gy, NTiHT{ ') y ademas,

Iop, — Gy, /Lo ALep, NTiHT !
\4 P = IndqulﬂTiHT_l/IquglﬂTiHT—l (T1W 1 )

. —1 e
Tomemos la base {wi, ws, ..., wq} de TyWies:MTHT " v notando la descomposicién

fi—1
VIGml — @ d)}TiWIGmlmTiHT_l.
1=0
Sea A la matriz de p(c])‘;i) actuando en TiWIG,mlﬁTinl, B la matriz de p(¢;) ac-
tuando en V1é#: e I matriz identidad de d x d, luego

01 ..0
B = 0
00 0 I
A0 0 0
Luego,
I —tl ... 0
det(Id — p(dy)t|VIe™) = det| - = - 0

0 0 0 —tI
—tA 0 O I

= det(Id — ei(d){i)tfi | TiWIG,mlﬁTiHT*I)'
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Las operaciones son multiplicar por t la primera columna y sumarla a la segunda,
luego multiplicar por t la segunda y sumarla a la tercera, etc. &

Corolario 5 Sea L/K una extesion de cuerpos de nimeros, entonces

Cels) =k [ Lis.x, L/KX®

X#Xo

donde x recorre los cardcteres irreducibles de Gal(L/K).

Demostracién: Sean G = Gal(L/K) y xo el cardcter principal. Por proposicién [11] (iv)
se tiene

CL(S) - L(S7X07 L/L) = L(87 Ind{Ge}X07 L/K)
Ademas, Indf,xo = regs = >_, Xx(e)x, por lo tanto

C(s) = Lis, ) x(e)x,L/K)
X
= [t x LK™
X

= Cxls) [ Lis,x L/KX.

X#X0

Consideremos el caracter,

1
Uplo) =161 ) ot
br=g

Ahora, sea x un caracter irreducible de G, entonces

X ¥p) = éZX(QN’p(Q)

geaq
1
9€G pl=g
B ix(cb,t)
- leSl

1=1

= logL,(s,x, L/K).
Si, ¢, = g; € G, entonces ¢y = gj, es decir, ¢ = gj, para todo 1 = i( maéd f).

Supongamos que X es trivial en algin subgrupo normal H de G. Entonces aplicando
(13) se tiene,
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(X Wp) = (X, (Wp)y)-
Es decir,
TR S S
log Ly (s, X, K /K)—ZM\Jpsl T > x(g).
1=1 gedLH

En particular, six es trivial en el subrupo de inercia I,,, entonces p es no ramificado
en K /K, luego

Definicién 15 Sea p es un primo finito de K, y B primo de L sobre p y x un cardcter
de G, entoces se define un factor local de la funcion L de Artin como

= X#(by)
10ng(S,X, L/K) :Z ],T\]p;i )

=1

conxs (@) = ¥ x(g).

L Raree

2.1.6. Conductor de Artin

Sea
Gi ={o € Gal(L/K) : vy (o(a) —a) > i+ 1 para todo a € Z },

el i-ésimo grupo de ramificacion, con v es una valuacion de L. En particular G_; = G
y Gg es el grupo de inercia. Ademas, se tiene una cadena de subgrupos normales

G12G2G;D....

Ahora definamos,

donde,

Los ideales f(x) son llamados conductores de Artin asociados a x.

Definicién 16 El conductor de Artin local asociado al cardcter X de Gal(L/K) es

Definicién 17 FEl conductor global de Artin asociado al cardcter x de Gal(L/K) es

fL/K,x) =f(x) =] [ %)

ptoo
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Proposicion 12 El conductor global de Artin, satisface:
(1) flx +x') =f0If(x"), flxo) = 1.
(ii) SiLl' es una subextension de L de Galois yx es un cardcter de Gal(L'/K), entonces
f(L'/K,x) = f(L/K,x).
(111) St H < G con cuerpo fijo K', y x es un cardcter de H, entonces
f(L/K, Indf x) = D¥) Nk (F(L/K', x)).
Demostracién: Ver [N99] pagina 533. &

Teorema 16 (Férmula Discriminante-Conductor) Sea L/K una extenion de Ga-
lois, entonces

Dk =] [FoX,
X
donde x recorre todos los cardcteres irreducibles de Gal(L/K).
Definamos el ideal de Z formado por

c(L/K.x) = D¥JoNk/q(F(L/K.X)).

Este ideal satisface,

Proposicién 13 (i) c(L/K,x +x') = c(L/K,x)c(L/K,x'), c(L/K,Xo) = Idk/.

(ii) SiLl' es una subextension de L de Galois yx es un cardcter de Gal(L'/K), entonces
c(L'/K,x) = c(L/K,x).
(111) St H< G con cuerpo fijo K', y x es un cardcter de H, entonces
c(L/K, Indix) = c(f(L/K',x)).

Demostracién: Ver [N99] pagina 535. &
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2.1.7. La ecuacion funcional

El objetivo de esta seccién sera obtener la ecuacion funcional para la extensién
analitica de la funcién L de Artin. Obtengamos una expresion de la funcién L de Artin
para los primos infinitos, sea

Loo(s,x, L/K) = ] [ (s, x, L/K),

ploo
donde,
{2(2m) ST (s) X p complejo
L L/K) = s Vo si - ,
st = { R s e
con, N = w yno = M con 1 la identidad y g¢ la conjugacién compleja.

Teorema 17 Para primos infinitos p se tiene,
(Z) Lp(57X +X/7 L/K) - LP(57X7 L/K)Lp(SaX,7 L/K)

(ii) SiL' es una subextension de L de Galois yx es un cardcter de Gal(L'/K), entonces
Lp(37X7 L//K) = Lp(sa)(a L/K)
(11i) Si K’ es un cuerpo intermedio de L, y x es un cardcter Gal(L/K’), entonces

Ly(s, Indf; x, L/K) = [ [ Lq(s,x. L/K"),
qlp

donde q varia en los primos de K’ sobre p.
Demostracién: Ver [N99] pagina 536. &

Definicién 18 La extension meromorfica de la funcion L de Artin con X cardcter de
Gal(L/K) es

Als, X, L/K) = e(L/K, x)* Lo (s, x, L/K)L(s, X, L/K),
donde c(L/K,x) = [dx XIN(f(L/K,x)).
De la definiciéon y propiedades anteriores se deduce la siguiente proposicién.
Proposicién 14 (i) A(s,x +x’,L/K) = A(s,x, L/K)A(s,x’, L/K).
(ii) SiL’ es una subextension de L de Galois yx es un cardcter de Gal(L'/K), entonces

A(s,x,L'/K) = A(s,x, L/K).
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(111) Si K" es un cuerpo intermedio de L, y X es un cardcter Gal(L/K'), entonces
A(s,Ind§ x, L/K) = A(s, x, L/K').

Proposicion 15 La extension meromorfica de la funcion L de Artin con X cardcter
unidimensional de Gal(L/K) coincide con la extension meromorfica de la funcion L de
Hecke con X como Grofencharakter, es decir

Als,x, L/K) = Als,X).
Demostracién: Ver [N99] pagina 539. &

Teorema 18 La extension meromorfica de la funcion L de Artin satisface la ecuacion
funcional
/\(Sa)(? L/K) = W(X)A(l - S7>_(7 L/K)7

con W(x) € C cuyo mddulo es 1.

Demostraciéon: El teorema de Brauer, nos dice que para cada caracter del Gal(L/K)
se puede escribir como,
X = Z nipy,

donde 1; son caracteres inducidos por x; de grado 1 que provienen de los subgrupos
H; = Gal(L/K;). Aplicando propiedades vistas anteriormente se tiene

Als,x, L/K) = [ Als,bs, L/K)™
- 1_‘[/\(SaXi7I—/Ki)ni
= [JAGx™

Donde x; es el Grofencharakter de K; asociado a x;. La funcién L de Hecke
A(s,Xi) admite una continuacién meromorfica en C y satisface la ecuacién funcional

Als, Xi) = WAL — s, 1)

Entonces,
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Als, . L/K) = JJAlsx)™

= JIwea) Al —s,x)™

—
I

W(x)
= W) A0 —sx)™

= W) [AQ—sX, LK™

= WI(x)A(1—s,X,L/K).

2.2. Version efectiva del Teorema de Chebotarev

En 1922 Nikolai Chebotarev probd en su tesis, publicada en 1926 el teorema de
densidad de Chebotarev en [T26]. Luego en 1977 Lagarias y Odlyzko demostraron en
[LOTT] que es posible conseguir un término de error, el cual es explicito y efectivamente

calculable en funcién de x, ng, dp y % Maés atn, es posible calcular todas aquellas

constantes, segin se ve en [W13].

Sea K un cuerpo de ntmeros, es decir, una extension finita de . Tomemos L una
extension normal de K, con G = Gal(L/K). Ademads, denotaremos por dy, d; los valores
absolutos de los discriminantes de L y K. Sean nx = [K: Q] y ny = [L: Q].

Recordemos

7ic(x, L/K) = #{p : p no ramificado en L, [%] = C,Np < x},

donde C es una clase de conjugacion de G. El teorema de densidad de Chebotarev dice

que
C
el LK) ~

1 X — 00.
|G]logx81x (ee)
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2.2.1. Esquema de trabajo

El objetivo primordial de este capitulo serd demostrar que existe una constante c
positiva absoluta y efectiva, tal que si (i (s) satisface GRH, entonces para todo x > 2,

< ofIC
—Li(x)] <
g il < elig

particularmente, encontraremos aquella constante explicitamente. Ademaés, incondicio-

It (x) — —V/xlog dix™ +logdy),

nalmente,

C C Bo C _ log(x)
—ul_i(x)‘ < €l x +uL1( Bo) 4 cxe BV L

G| |G| log(xBo) " |G

con 3¢ un cero real y simple de ( (s).

e (x)

Para esto se define,

Y, L/K)= > log(Nk/gp).
Ny, p' <x
p no ramificado

1
T -
La estrategia para esta demostracién sera la siguiente:

1. Escribimos P ¢ como sigue:

Ye(x) =Ie(x, T) +Ri(x, T).

1 oo+iT s
Donde I¢(x,T) = J Fc(s)— ds, es una transformada de Mellin inversa
270 J5o—iT S

truncada y Ry un resto a determinar.

2. Considerar Fc(s), una cierta funcién con algunas propiedades que se podré escribir
como suma de caracteres y derivadas logaritmicas de la funcién L de Artin. Esto
sera de gran ayuda para lo que vendra.

3. Escribimos, Ic(x, T) = Bc(x, T)+Ry(x, T). Con Ry un segundo resto a determinar
Yy

1 x*
Be(x,T) = jg Fc(s)— ds.
omi S
4. La integral B¢ (x, T) se evalua mediante el Teorema de Cauchy, de donde se extrae
el término principal :Gl‘x y una suma S(x,T). Como resultado, se obtiene una
féormula explicita para Pc(x).

[Cl
|G|

LI( ) y ademaés es posible el calculo de las constantes

5. La formula asintética LI)C( ) ~ 1=x es obtenida con un término de error. De

aqui, se obtiene 7tc(x) ~
efectivas.

IGI
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2.3. Demostracion del teorema

Comencemos con nuestro trabajo. Por (, si ademas @ es un caracter irreducible
de Gy ¢, es el Frobenius de p,

— ox(dy)
log Ly (s, @,L/K) = Z 1#N—psl:'

1=1

Asi,

> J1log N
L Sd)L/K ZZ@# Nps(l)g p‘
P

Sea g € C. Se define la funcion,

De esta manera,

= C
fe(r) =4 1€ TE
c(t) {0 T¢ C
Sea
C —L
Fels) = —1g Y 0lo) T (5. 0,L/K)
@
Se verifica,
ICl — —— v« w— ©x(d;)
Fe(s) = @Z@(Q)ZZ et logNp
[ p1=1
Cl &« —— = 1 log N
= Gl e@Y Y o Y ela
|Gl % — = Ll = p
ged,Ip
C| - —— logNp
= 1
Gl %;I plg@ 9)0(9) et
= log Np
p 1=1
Donde,

sw,ﬁ):{ U] =c

0 en otro caso
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para primos no ramificados, mientras que |19((|)}J)| < 1 para los ramificados.
El siguiente lema sera de utilidad en lo que sigue

Lema 19 Sean y,o, T > 0, entonces

ro+iT

1
omi J it y? ds — 1‘ <y°min{l, T Ylogy[™'} Siy>0
1 ro+iT 1
2mi Tds—g| <oT! Siy=1
21 Joi1 S 2
1 vU+iTy
ot ) s 48| Syomin{L T logyl™) - Si0<y <1

Demostracién: Ver [MO01] pagina 55. &

Sean 0y > 1 y x < 2, recordemos que

Ic(x,T) = o

Entonces:

e, T)=be(x L/K) < le(x, T)= > d(dp)logNpl+l > 9(dy)log Np—e (x)I.

p,l p, 1
Np! <x Np! <x
Obtenemos por un lado,
1 oo+iT (Np—mx)s
¥(¢,) logN = ¥(¢,) logN ——F—ds—1
= oehtoens| = | Sotapiosne 5o | R e
Np1<x Npl<x

oo+1iT —Mm.\s
+ Y 9(¢Y) log Np {LJ : Mds}

o1 270 Jgo—iT S
Npl>x
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1 oo+iT (Np—mx)s
i) 1 N ——ds—1
Z Og p |:27Tl J'oo—iT S ) :|
Np <x
1 (oo (Np~—™x)s 1 1
i) 1 N ——ds—= ] — =
* Z Jlog p[(szﬁT a—_— 2) 2]
Npl<x

1 oo+iT Np—mx)s
+ Zﬂ ) log Np {2% J Mds}

1 O'OfiT S

Np >x
< ; log Np (ﬁ) min{1, T~ 1Ilog( —)1)

Np{;‘éx

1
-1

+ ; log Np[ogT ]+§ Z log Np.

Np{:X NP{:X

Pongamos,

x \°°
T) = log Np (—) min< 1, T
Npl#x

Por otro lado, para primos ramificados, con Np > 2

3

X
tog (Npm)

Zs JlogNp—c(x)| < ) logNp
p,l

Np1<x p ramificado
Npl<x

= Z log Np Z 1

p ramificado l
Np <x

log x
= Z log Np {logng]

p ramificado

2logx Z log Np
p ramificado

2logxlogd;.

N

N
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De [S81] pégina 333, se tiene

2
> logNp< i los(du):

p ramificado
Para Np' = x existen ny pares p, 1. Asi,
Z log Np < Z 1Zlog Np < ng logx.

p,1 1 P
Np! =x Np! =x

Luego, Wc = Ic(x, T) + Ri(x, T) con
Ri(x, T) < 2logxlog di + nk logx(ooT ! 4+ 1) + Ry(x, T).
Ahora, estimaremos la expresién Ry(x, T) separandola en tres sumandos
Ro(x,T) =81 +S2+ S35

Para comenzar, sea

5

S1={p € Ro(x,T): Np" < 7xV Np' > 7},

A~ w

Por un lado, tenemos Np' < %x < %x, entonces log <Nipl> > logi y por otro

Npt! > %x, entonces log (ﬁ) < log%1 = —log %. Por lo tanto,
| X
O —

-1
} < T ! paratodo T > 1.

s ()|}
o (5)| |

—1

1

" log 2’

1 x >1 §<:>
Og Npl /Og4

X
lOg N_pl

Pongamos 0y = 1 + (logx)~!. Entonces,
X oo )
S, = %log Np (N_pl> min< 1, T

= GXZ log Np(Np)~t°° min {1, T
p,l

Asi,

< xT7' ) logNp(Np)~'
p,l

= XTil (-%(OX”) .
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Ademas, podemos ver que la constante en este caso es,

xeT ! &
> <glog(i) (__?f(ob)>‘

Para acotar la derivada logaritmica de la funcién zeta de Dedekind usamos el si-
guiente lema.

Lema 20 Sea 0 > 1, entonces

%(“) < —nKCC (o) (9)
Yy % )
S (10)

Demostracion: Para probar @D tenemos,

CK( ) = Z log Np 3 _C_(G):Z logp

Cx Npo — C — P 1
Para todo primo p de Zy, existe k € Z* tal que Np = p*. Luego para cada primo
p;
logNp  klogp k logp < logp
Npc_l _pkc_l - p(k—l]c+p(k—2)0+‘”+p+1 pc_l ~ po_l'
Como existen a lo mas ng distintos primos p sobre cada p € Q. Se obtiene el
resultado,
logp _ ¢
- < N Z po 1 Nk— e (0).
Para probar , la funcién Zeta de Riemann, satisface
o
C(G) = - O—I(O—)a
o—1
donde, I(0) = ;O ttﬁl dt. Aplicando la derivada logaritmica, se obtiene lo siguiente
¢’ 1 1—(20—1)I(0) +1'(0)(0 — 0?)
—(o) + =
C o—1 ((o)(o)
1—(20—1)I
_ 1-(20-1(0)
¢(o)(o)

Ahora, basta probar que

1— (20— 1)I(0)
((o)(0)
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lo que equivale a probar que

(0)
o) 2 e =1
Es decir,
o’ o )
o) o=y T 97 oD @e—1)

1 1 o
1

o1 > I(o)

Luego, se obtiene lo pedido.

Como —%(0) < ng(o—1)"! entonces

S; < nkxT 'logx.

Para S, consideramos los términos de Ry(x, T) tal que 0 < |[Np' — x| < 1. Por un
lado tenemos x — Np' < 1, entonces log =5 2 log ot v ademas,

Ny
—1
mfn{l,Tl log (Nipl) } <1

x \°°
S» < ) logNp (;)
p,l

Entonces,

x \°°
< () e
p,l
0‘01
< 2ng X —log(x+1)
x—1 l
< mnglogx.

Ahora, la constante se acota asi,

4elog(3)

Sy <
2= Tlog(2)

ny log x.
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Por tltimo, S3 contine los términos tal que 1 < [Np! — x| < %x. Para esto usaremos

la estimacion

valida para % < 2.

S3

‘1 x |1 < 2n
og — < —,
gn Ix —n|
4 Op ) . X —1
< (§> %log Np min {1,T log <N_pl) }
x\ |1
< T 'logx Z ‘log <E>’ Z 1
n p,1l
1<|n—x|<ix Npl =n
< mexT U X Z !
— O —
1<k<ix
< nkT 'x(logx)2.
La constante asociada para este caso,
8 2
S3 < L1TLKT_1x(logx)2.
3 e

Luego, para todo x > 2 y T > 1 se tiene la estimacion

Ro(X, T)

S14+S2+S3
nixT tlogx + nk logx + ngxT ' (log x)?

<

< nklogx + ngxT(logx)2.

Las constantes en este caso son,

Por otro lado,

69 65
Ro(x,T) < T log x + EnKXT’l(logx)Q.

para todo x > 2, T > 1, 0gT ! + 1 es una constante y ademds,

nkg < Ny < logdy, luego se tiene,

<

~

<
<
<

Rl (X7 T)

2logxlog d; +nglogx(ooT 1 +1) 4+ Ro(x, T)

logxlog di + nk logx(ooT™! 4+ 1) + nk logx + nkxT *(log x)?
log x log di + ny logx + ngxT *(log x)?

log x log di + nxT !(logx)%.

Ademas, tenemos

Rl (X, T)

73 145
+ ZTLK IOgX + YTLKXT_I(IOg X)Q.

log(x) log(d)

2
<
Gl

= log(2)
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Lema 21 Sea g € C, H = (g). Sea E cuerpo fijo por H y x cardcter irreducible
unidimensional de H, entonces tenemos

C
:G’| Zx (s, %, L/E).

Demostraciéon: Sea T la funcién de clases definida como

T : H — C

H h=g
h}—>{0 h+g

Por propiedades de caracteres tenemos t(h) = Zx x(g)x(h) para todo h € H.
Consideremos Ind§ T, luego

ICalg)l yeC
IndS t(y) = { hvee.
Pero, [Cs(g)| = %, entonces Ind$ T = f¢, lo que implica que

2 _x(glndix =) elge
X

@

Ahora, para Re(s) > 1 y por proposicién [11]

|C|
Fels) = —g Zx (s, Indjix, L/K)
ICl
&
Nuestro siguiente paso serd evaluar Ic(x, T) aplicando el lema anterior, es decir,
ICl o —— 1 J"O“T xS L/
[ T)=—— — — L/E)d

/ /
De aqui en adelante fijemos notacién para T(S7X) en vez de T(S’X’ L/E)y

c(x) = deNg/qf(x) en vez de c(x, L/E) = deNg,f(L/E,x). Ademas, definamos

_J 1 x=x
MX)_{O x%xg’
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tambien,

2

para a, b enteros no negativos que dependen de X y que cumplen con a + b = ng por
ultimo,

b a
yils) = || i)

E(s,x) = [s(s = 1)1*™e(x)¥ vy (s)L(s, x),

que cumple la ecuacion funcional

&(1 — Sa>_() = W(X)E»(S7X)7

con W(x) € C tal que [W(x)| = 1.
Vemos que & es una funcion entera de orden 1, que no se anula en s = 0,luego por
el teorema de factorizacién de Hadamard se tiene

— B1+Bs 1—2 %
E(s,x)=e 101( J)er.

para constantes B;, B € C que dependen de x, con p = 3 + iy recorriendo los ceros no
triviales de L(s,X) que estan ubicados en 0 < 3 < 1.

Ahora, aplicando la derivada logartimica a & e igualando obtenemos la siguiente
identidad,

L' 11 ’
Tl =800+ 3 (525 +5) ~ 5 locto—o60) (3 +527) ~ 260 ()

Con la notacion actual tenemos el siguiente lema.

Lema 22 i
Re(p)=—) -
p
o)
Yy
L’ L’ 1 1 1 1 v
- = (s,%) = 1 —25(x) (= —ox(g),
[0+ L0 =5 (525 + 525 ) ~Torcho 2860 (3 + 527 ) ~22%0)
(12)
Demostracién: Ver [O77] pagina 389. &

Lema 23 Si 0 = Re(s) > 1, entonces

Mg
o—1

/
T(Sv)()‘ <
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Demostracién:

/

L
T(Sa(baL/K)’ =

= @u(by)log Np
ZZ # psl
p
°°1 N
< LY
p

_ G

= CE(G)

< —nE%(cr)
Ng

< o—1

Lema 24 Se verifican las siguientes desigualdades,

(i) SiRe(z) > a > 1, entonces

! T 1
—(z) <1 4
. (z) < log(lz]) + 515

(i) Si |Im(z)] > b > 1, entonces

") <toglleh) +m 1+ =) + L.
r#) s rogliz 2/ " 2b

(iii) Si|lz+Xk| > ¢ para todo k € N, entonces

r‘/
F(2) <logllz) + =

Demostracién: Ver [W13].

Lema 25 Si 0 = Re(s) > —% y|s| > l, entonces

v!
_X

(i)

< Nng 10g(|$’ + 2)

(ii) Efectivamente,
,)/_)/<
Yx

(s)] <

164
< ] 1)+ —
3 (og(|3|+ ) + 7)
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1 b s a .
Demostracién: Recordemos que vy (s) = [7’[ > F(S“)] [Tt*§ F(%)] , luego la deri-

vada logaritmica de v, es

Yx r(s+1 I s

Tx gy = ') b —<Q . 13

yX(s) 5 ogT+ = [ r 5 +ar 5 (13)
Para estimar, emplearemos el siguiente resultado vélido para todo s € C tal que

|s| > 1= v Re(s) > —1

/

r?(s) < log(s| + 2).

Luego,

; r +1
k(s)‘ < —log —I—b—( >‘—|—a

I
I I
< b?(s) + a?(s)

< Mg 10g(|$| + 2).

Para (ii), si |z| > % y Re(z) > 4 , entonces

827
og(lzl) + 36

Ya(g)| <

X

En efecto, si Re(z) > %1, entonces, Re(z +2) > %, luego,

r—/(+-2)<1(||+2)+E+%
FZ < log(|z 5 T

Ahora, aplicando lo anterior en ([13) se obtiene el resultado. &

Observacién 1 Sis =0 +it, en el lema[25, se puede ver que

405
¥ ] 1)+ 22
‘ ‘ (og(ltl—l—o—l— )+134)

Para continuar, denotaremos n, (t) como el nimero de ceros p = 3 + iy de L(s,X)
tal que 0 < <1 con |y —t| < 1.

Lema 26 Para todo t se tiene,
(i) ny(t) < logc(x) + ne log(lt] + 2).

(ii) Efectivamente,

[\DIO‘!

n, (t) + ny (—t) <

{log c(x) +ng (log(ltl +3)+ %745)]
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Demostracion: Al sustituir s = 2 + it en la identidad ), aplicando el lema y
tomando la parte real, tenemos por un lado

/ /

L
Re —(s,x) + Re—(s,)_d’ < ng,

L L
luego,
1 1 1 1 ;
Re Z ( + _) — Re log c(x) — 2Red(x) (— + ) — 2Rek(s) < Cing,
—\S— P s—p s s—1 Yx
lo que es equivalente a,
ReZ L + ! < Cing+logc(x)+25(x) 2 + ! —2n log(|s|+2)
—\s—p s—D s Limg—rlogclx X I+ "1t E l0g :

Lo que implica,

1 1
D Re ( + —_) < logc(x) + ne log(t] +2).
- s—p s—p

Como 2 = Re(s) > Re(p), entonces Re (ﬁ) ,Re ( iﬁ) > 0. Luego,

S

1 1 B (2—B) (2—B)
ZR6(8—9+8—5> R e R R e

P

(2—B)
> )
—B)2 — )2
e 2B (=)
1
Asi, se obtiene (i). Para (ii), acotamos,

Z(Siersiﬁ)

< 3+ logle(x)) +ne <log(!t\ +3)+ @) )

o 134
Luego,
1 1 B (2—pB) (2—B)
;Re(s—p+s—§> R Py (e A S ey e e
ly—tI<1 ly+tI<1
1 1
> 2 5t 13
ly—tI<1 ly+tI<1
> Z(ny() +ny (1),

)
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Lema 27 Para todo 0 < € < 1 se tiene

() B0+ Y < & (loge() + )
o

lpl<e

(ii) Efectivamente

BX)+ Y o <

P
lpl<e

ool

10 10842 1790
2
34+ =1 —
<57r + 34+ e) ogc(x)+< 0 15

Demostracién: Evaluemos s = 2 en la identidad ([11]) entonces,

L’ 1 1 1 3 Y;
—(2,x) =B - )= =1 — Z5(x) — -X(2
Z(2.x) (x)+§(2_p )~ 5 loreto - 5300~ 22
L’ !
Pero, T(2,x)' <MNngy —X(Q)‘ < ng. Entonces,
X
B(x)+Z ;+— < loge(x) + ne.
P 2_p
Ahora,
S st = et
> 127 PP o1l (2Pl
< 2
= 102
\p|>1|p’

< i Tx(v)

< loge(x) + ne.

Por otro lado, como |2 — p|~! < 1 se tiene

>

lpl<1

0 -+
9 g C(X E,

de esta manera escribimos
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lpl>1 lpl<1 lpl<1

Bx)+ Y I« > L {logel) +ne

p,e<lpl<l

1
Z . +logc(x) + ne

N

N

n, (t) +logc(x) + ne

< —(logc(x) +ne).

ml»—ml»—t_o

Para (ii), debemos acotar,

2

lpl>1

1 1
et R WD T
P P t=—00 [p|>1
tlmPﬂft<y<t+2

ny(2j +2) +ny (—(2) + 2))
9 X X
Z (2j +1)2

<§ i log(c(x)) + ne (log(12j + 2| + 3)) + —)
2 (2j+1)2

N

+ 2n,(0)

N
N

1075

+ 5 (tostel + netiog3 + 1522))

o0

1075 1 = e log(12) + 2| + 3)
(1og(c(x)) 134nE)Z—(2j+1)2+; T )
i

ogfel)) + e (log3-+ 120))

> 1 1075
(JZ (2j + 1)2 ) <log( 0+ 433 nE)
“log(2t +5) log(3)
T oome L (2t +1)2 2 )

_ - (%2 N 1) (log(c(x)) 1075T1E) 4 Bne (5log(5) N log(?))) |

/AN
ot
TN T NN

N
o

2 134
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También,

Ademas,

2—0p 4e

lpl<1

Para finalizar,

3 (5257 5)

Reagrupando los datos, se obtiene lo pedido.

Lema 28 Sea s = o + it con —% <o<3yls|> % entonces,

T 5(x)
(i) Tls)+ 225 — 3

o < logc(x) + ne log(It| + 2).

S—p
l[y—tI<1

(ii) Efectivamente,

L/ 5(x) 1 5 7,
l - < 2(1+im2)
L(s,xH—s_l S i G ogc(x)

ly—tI<1

35
+ %log(ltl +5) (57+ )

[t| + 4
50096 53
255 =6

Demostracién: Evaluemos en (|11)) con o0+1it y 341t con el objetivo de eliminar B(x),
entonces,

— ——(3+it,x) = — —o(x) |- - -
L(S,X) L( +it, x) %(S—p 3—i—it—p) (x) L—{_s—l 24+it 3+t
/ /
= x4 XX (34141,
Yx Yx
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Se sabe que,

!/

L

P
o, ¥ raas

ly—t|<1

2

1

/
k(3 + it)‘ < ng log([s| +2)
X

/

Yx (34 it)
X

<<nE7 <<nE>

1 1 1 1 1
DN e e L Fbr = r=r]
— \S—p 3+1t—p s 241t 341t

[y—t|>1
Yy Y L’ . 1
— X 34+1it)+ —(3+it,x) — S
yX() yx( )+ L( X) ; CpET—
ly—tI<1
<nelog(ltl+2)+ > ! :
0 —
it > —p 34+it—p
[y—t|>1
P
> 13 + it — p|

ly—tI<1

Z 1 < logc(x) + ne log(|t| + 2) y por otro lado,

[y— t\<1

s—p

o
[y—t|>1

Para (ii), notemos que,

Pues,

1 1 1
<
2 s—p| ; s—p 3+it—p
—tI<1 ly—t|>1

1 . Z 3—0
3+it—p| s —plI3 + it — pl

p
[y—t|>1

2y (t45) +ny (t—j)
<y e
j=1

< logc(x) + ne log([t] +2).

+ 34 (og(it] +4) + 2381
—_— O —_—
6 & 1876
1 1 1] 53

. + . - \_7
241t 34+1t s 6
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L’ 4 ! 164 405
T(3+it)—%(s)+%(3+it)‘ (log(l—l—lsl)+7—|—log(1+l3+lt|)+ﬁ+1)
1 25749
<n log([t| +4) + =——
e (st + 0+ 72
25749
< log(|t| +4) + —— | .
ne (loglt +0)+ 200 )
Ademas, |3 + it — p| > 2, luego,
1 1 5 1075
— < —n(t -1 log(|t| +3) + —
S iy < gm0 < (losetd) + neliogl +3) + 52)).
ly—tI<1
1 7 1 ,
Como, —= < 0 < 3, entonces, 3 — o < =. Por otro lado, < . Asi, se
2’ s—pl " t—vy
tiene,

1 1 7 — 1
_3+it—p‘ S 5; 2 [t — P2

% S_p 1 P
ly—tI<1 ly—(t+2k)[<1
7T — 1
P DN [t —v[2
k=1 P
ly—(t—2k)I<1
inx(t+2k)+nx(t—2k)
(2k — 1)2
1075
1
(1ostetox + e
35 — log(|t| 4+ 2k + 3)

Y — " (k12 ©

N

N

La integral impropia,

r" log([t| + 2k + 3) dk — log(|t| + 5) ) 1
L (2k — 1)2 N 2 It + 4

Agrupando todos estos datos,
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/ 2

s—1 s—p| > 16 134 2 2 [t + 4
ly—tI<1
5 1075
+ 1 (log(c(x) + (log([t] +5) + 1—34)nE)
53 25749
— log([t| +4) + ——
+ 6 —l—(og(l | +4) + 1876)nE
35m 5 log([t] + 5) 35
< -1 — 44+ ——
( T 4) oglclx)) + =4 )
100447 53
——ng + —.
510 6
25749 1075 /357 5 100447
En donde d 6 -1 < .
n donde de acoto, Tars ¥ 13 ( T 4) 510
[
El siguiente paso serd evaluar I, (x, T) en vez de I¢(x, T), donde
1 oo+iT xS L/
L(x,T) = — —— d
W =gn | ST

donde se impone un requerimiento adicional, este dice que T no debe coincidir con
la ordenada de ningun cero de L(s,x). Pongamos U = j 4+ 1/2 para algin entero no
negativo j. Ademas, ,
1 x* L
IX(X7T7 u) = % ,[B ?T(sa)() dS,
donde B es el rectangulo orientado positivamente, de vertices oo —1iT, og+1iT, —U 41T
y —U —1iT, como se muestra en la figura 1.

-

Figura 1
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Probaremos que la diferencia
RX (Xa T7 U) - IX (X’? T7 U) - Ix (X7 T)7

es pequena. Para esto se definen las siguientes integrales,

1 —T Xfquit L/
Vi (x, T, U ——(—U+it
b, )= 27‘[J —U—i—ltl_( +itx)dt
1 [~ 1/4 xO—iT / X OHT T/
H T,U) =— —AiT — iT d
T = [ T R om0 - S Yo+ T f o
1 xo— 1T XG+1T /
H (x, T,U) = iT — il d
et = [ (Sl - S plo+ T f o
Lema 29 Sis=o0c+1itcono<—1/4yls+m| > i para todo entero mo negativo m,

entonces

L
(i) T (s:x) <loge(x) +mnelog(ls| +2).
(ii) Efectivamente

19683
L 812

L/
’—(s,x)‘ <logelx) + ne (1og(|s| | g) 4 19683

Demostracion: Aplicando la derivada logaritmica a la ecuacién funcional se obtiene

L’ L’ _ Y Y
—(s,x) = = (1 —s,X) —log(c(x)) — *(1 —s) — —*(s)
L L Yx Yx
Aplicando el lema [24] (iii), se obtiene
Yy 989
—X(s)| < <log(1 + |s]) + log /7Tt + > e (log(l + [s]) + —)
Yx 2 58
Ademéds, por lema 23|y [25] (ii) lema se tiene respectivamente,
'Y;( 164 L’ Ng
Ix (1 — log (2 =) s |=a- <——E
Va1 sl < 5 (lostzr o)+ 221) ¢ |F0-s0] < =
Entonces,

’L_/(&x)‘ <log(e(x)) + e log(2 + Is) + - (

164 989 ne
L

7 T s
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ne 1 164 989 10683
Pero, —E < 4y (= 4 20y 4y =
Nl vl T35t 812

como se queria.

Con estos lemas podemos estimar, V) (x, T, U) y H, (x, T, U)

1 -T X7U+it L/
Ve, T, W) = J

—UuU—+1itL

—U+it L’

— u t t
om |, —(—U+1 x)d'

1T
27 JT

1 Xfu T
2 U J
x-u

T
< TJ 10gc(x)+nE10g(|—U+it!+2) dt
T

X

N

—U+itL
—Uu-+it L’

—UuU-+1itL

—(—U +1it, X)‘ dt

X

N

—(—U+1it, x)’ dt

—u

< XTT{log cx) + ne log(U +T)}.

Efectivamente tenemos,

x 4T 19683
< —
Vi (x, T, U)] < - {log c(x) +ne (log(u +T+2)+ S5 ) }

[Hy(x, T, UW)[ =

1 —1/4 o—iT L’ o+iT 17/
_J {X —(o—iT,x) — x L((T—|—1T x)}dcr

2mi —iT L o+ilT L
—1/4 O~ iT L/ XG+iT L’
< .
S { S SR G+1TL(G+1TX)}'d
1 71/4 <o
< ;{J' N ?{logc( X) + ne log(lo] + 2) + ng log T}
x—1/4
< {logc(x) + nglog T}.
Efectivamente,
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Hy (x, T, W) % - (log( (x)) +ne (log(!c\ +T+2)+ %)) do
< % <log 12?23 ) J:OM x°do
;‘—ﬂ :4x log(lo] + T + 2)do
% (1 19(1323n ) 17;;;4) + % (%105;@-1— %)

9 19683) } nEx_1/4 1
Ne

R 7T log?(x) (T+2)

) [log(c(x)) + (log(T+ 1 S0

- T[T log(x

El lema [28 nos entrega al evaluar en o +iT y 0 — 1T

/

L . 1
T(O’—l—lT,X) — ; m < logc(x) + ng log(T).

ly—TI<1
! 1
T(O'—iT,X) — Z m < log C(X) + ng log(T).
ly+TI<1

Mas precisamente, para T > 2

L 1 571 377 50096 53
~ (o AT, X) — <20 2 og(T+5) + 22 | +22,
ploEihx pw;m TiT—p| > 25 OgC(XHHE(m og(T+5)+ =55 )+6

Asi, para todo o € [—i, Ogl, x =2

1 0o XG—iT 1 XcH—iT 1

H* x, T — —— 3| do.
( ) - 2n1J1/4 o—1T Z i i

ly+TI<1 ly—TI<1

(9] o
< J s {logc(x) +nelog(T)}do
T

< {logc(x) + ng log(T)}.

X
Tlogx
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En efecto, esta ultima estimacion nos queda menor o igual que

ex X VISTL o (T (T 4 5 . 20096 53
T log(x) |25 C8CWX)TIE{ 7508 255 6|

Para completar la estimacién necesitamos un lema.

Lema 30 Sea p =B +iycon0 <P <1, y#t Siltf>2,x>2,yl <oy <3,
entonces

o1 xOFit 1 1
i : do < [t x(oy —pB) .
J1/4 (0 +1it)(o+ it —p) t] (o1 —B)

Demostracién: Supongamos que y >t y sea B el rectangulo cuyos vertices son oy +
i(t—1), 01 +1it, —i + it, —}L +1i(t —1). El teorema de Cauchy nos permite decir que,

XS
— T _ds=0,
JB s(s —p)

pues el integrando no tiene singularidades dentro del rectangulo. Por otro lado, los tres

lados, salvo el que une —% + 1t con o0 + it pueden ser acotados por W:n—ﬁ) Para
v < t, se cambia i(t — 1) por i(t + 1).
Observacion 2 FEn el lema anterior, se obtiene mds precisamente
o1 XG—Ht 9 L X
- - do< oy +-=|(t|—1)""x (o —B) .
[, ororagdos (o f) w-1o=p)
Aplicando el lema obtenemos y recordando que oy = 1+ log™*(x)
1 (&) xcrfiT x %0
— do —(0g— 1), (—T
27tiJ1/4 % (0 —iT)(oc —iT — p) < T (00 = 1)y (=T)
ly+TI<1
x log x
< == {logelx) + ne log(T).
también,
1 (0] XO‘+iT XO‘o
— do ~—(0p— 1) (T
27tiJ1/4 o (o+iT)(o+iT —p) < o UndD)
ly—TI<1
x log x
< =22 {loge(x) + ne log(T))
Efectivamente,
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1 (9 xO—iT (o9 4+ 2) x00
— do| < 4 — 1), (=T
27TiJ_1/4§ (0 —iT)(oc —iT —p) © 27 T—l((TO ) k(=T

ly+TI<1

o 5(13log(x) + 4)

S 16m(T—1)

[log(c(x)) +ng <1og(T +3)+ %T)]

Asi, sumando y restando se obtiene

X log

HY(x, T) < {log c(x) + ng log(T)}.

Particularmente,

ex —x /4 [57 377 50096 53
H:(x,T)| €« ———— 1 ~ log(T+5 =
M < m {25 ogclx H“E(m og(T+5)+ 5 >+ 61

2 (5(1310g( ) +4) [log(C(X))—i—nE (1og(T+5 +%)}

167(T — 1) 134
5(13log(x) +4)ex 57lex —x"*\ log(c(x))
- ( S(T—1) 25 Tlog(x) > -
n 5(13log(x) +4)ex 377ex —x /4
?EK | 8(%(—)1) ) 12 Tlog(x) )log”+5)
5375(13log(x) +4)ex 50096 ex—x1/4] N 53ex —x /4
2144(T — 1) 255  Tlog(x) 6 7Tlog(x)

_|_

Por lo tanto,

Ry(x, T,U) = —Vi(x, T,U) —H,(x, T,U) — H (x, T)

x log x
< g

{log c(x) + ne log(T)}
fu

|
< X—T{log c(x) +nelog(U+T)}+ X208

i = {log e(x) + ne log(T)}

Particularmente,
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65ex log(x) 1075
R T U < ——— |1 log(T —_—
Ry Tl < TN liog(el0) + e (10T +5) + 0 )|
bex 1075
— |1 log(T —_—
b gy [lostet0) + me (1og(T 451+ 50 )|
ex 571 377 50096
— | —1 — log(T —_—
T g [25 Og(C(X)HnE(u og(T+5)+ =5 )}
x4 19683
— |1 1 2)+ ——
+ 0 [og(c(x))—l—ng (og(U—I—T—I— )+ 12 )]
ngx /4 53ex
+ >— + .
17Tmlog”(x) 67T log(x)
—1/4
Los términos que tienen el factor —————— se omiten por ser negativos.
7T log(x)

2.3.1. La formula explicita de {c(x)

El objetivo de esta seccién sera determinar una formula explicita para la funcién
Pc(x) en términos de los ceros p de L(s,X). Recordemos la integral

1 xS L/
L(x,T,U) =— | —=—(s,x)ds
X(7 9 ) 2WIJBSL(7X) 9
donde x > 2, U =j + % para algin entero no negativo y T > 2 no es igual a la parte
real de un cero de L(s,x). Esta integral la evaluaremos mediante el teorema de Cauchy,

donde B es el rectangulo descrito anteriormente. Luego aplicando el Teorema 0] y la
proposicion |16| a la identidad se tiene,

= Six =xp el caracter principal, L’/L tiene un polo de orden 1 con residuo igual a
—1 en s =1, luego la contribucién es

—d(x)x.
= Los ceros no triviales de L son polos de orden 1 con residuo igual a 1 para L'/L,
aquellos ceros se cuentan de acuerdo a su multiplicidad. Asi, la contribucién es

xP

> P

= Los llamados ceros triviales de L que provienen de la funcion Gamma, que son
los nimeros enteros negativos, pasan a ser polos de L’/L de orden 1. Primero,
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los polos para m = —(2m — 1), m = 1,2,3... tienen residuo b(x), entonces su
contribucion es

X
—b
) Z 2m—1
m=1
Segundo, los polos para m = —2m, m = 1,2,3... tienen residuo a(x), entonces
su contribucién es .
(5] < (2m)
—a(x) 5
m
m=1

Solo resta determinar lo que sucede en s = 0, lo complicado radica en que L’/L
podria tener un polo de orden 1. Ahora, podemos escribir

xS = eslogx
B i(slogx)n
— ——
= n!
s2log? x
= 14+ slogx+ (;g +.,

dividiendo por s se obtiene la expresién

S

1
X? =3 + log x + shy(s),

con hy analitica en s = 0. Por otro lado, de ([11)) se tiene

Tax) = S ) 4 sius )
donde
rlx) = BOx) — 5 los(e(x)) + 2 logre+ 800 — 22 ) — SX Dy,

Luego, al multiplicar se obtiene el residuo en s =0

r(x) + (a(x) — 8(x)) logx.

De esta manera,

T = skt Y S b Y
L(x, T,U) = —d(x)x+ — —b(x T
— P — 2m — 1
[yI<T
4 em)
— a(x) 5 +1(x) + (alx) — d(x)) log x.
m=1 m



Luego, si U — oo se obtiene la férmula explicita

Pe(x) = LTI +80x+ D ——r(x)—(alx) —8(x)) logx

— T log(1—x7) + 5 (bl — abo) log(1 +x7)

1
<K X108 X{logc( )+ nglog T}

De donde

log(l+x 1) = i ,

n=1

(U]

2 X(2'ml

se obtiene al agrupar terminos de
&rup mZ_I om—1 —

w\s:

se

tiene,

el < o fogetu)) + e (1og(T+5)+ 5 )|

ST —1) 268
Sex 1075
_ 1 g
+ 2T — 1) {og(c(x)) + g (og(T-l— 5) + 263 )}
ex 571 377 50096
—_ | =1 —log(T+5) + ——
T T o) {25 oglc(x)) +ne ( 1 08T +5)+ =5 )}
ngx /4 53ex
- — + .
17Tmlog”(x) 67T log(x)
Teorema 31 Six >2 y T > 2, entonces
|C]| |C| xlogx + T nyxlogxlog T
- — T ——1o 1
Pel(x) |G|X+S(X7 ) Gl T gdL +nplogx + T

+ logxlogdi + nyxT *(logx)?,

donde

ICl « _ 1
=E|Zx(9) Z %E

X
lyl<T lpl<i

5}



Demostracion: Reemplacemos € = % en el lema [27|y como a + b = ng, se tiene

1
r(x)+ D o < loge(x) + ne.
p
lpl<i

Ademas, por la formula explicita se tiene

1 1
L(x, T)+d(x)x + Z Z 5 <<log(:()()+nElogx+X nglogc(x)+nE10gT.

|Y|<T lpl<i

Recordemos que

’C| 1 JGOJriTX L/
I - =3 - X (s,x)d
Y +iT I
1 (""" xsL
IL(x,T)=— Xz
x(6T) =5~ JGO s L (s:x)ds.

De esta manera,

IC(X,T)—%ZX(_Q){é(X)X + Z X—pp— Z %

0 B
l[yl<T lpl<i
’C| xP 1
= Z T 800+ Y —— > =
Gl = P = P
[yI<T lpl<3
|C| xlogx + T nexlogxlog T
< @Z flogC(anElogXJr T
Cl (xlogx+T nyxlogxlog T
< ||G|’{nglogdL—l—nLlogx+ L i & }

Por la féormula discriminate conductor, teorema

Y loge(x) =logdi,

y también ng - [L : E] = ny. Recordemos, que Pc(x) = Ic(x, T) + Ry(x, T). Luego, si
X = Xo encontramos el término “ Gllx con los demas se tiene S(x, T). La estimacién de

Ri(x, T) se extrae de (11).
&
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Efectivamente tenemos para este teorema,

)+ Y o = [BO0+ Y o =3 loglel)) + - loglm) + 80

lpl<3 lpl<3

bi)
T T

alx) T’

N 1
5 —
%
o
=

N

1 5n2+34+20+1
8 2

(10842 21890

107 + 157

94 3817

< 7log(6(x)) + 55

1 1
+ 3 log(7t) 4 3y + log 2) ne

MNeg.

Ademas,

LixT+sox + 3 -3 o

/A

{log(c(x)) +ne <log(T +5)+ %)]

Lo o [log(C(X)) +Me (10g(T +5)+ %)]

ex 377 50096
&2y 2 og(T 4 5) + 222
T aTlog() {25 Og(C(X)HnE(m og(T +5) + 5= )}

nex + biex +nglo (X)—l—%lo (c( ))+3817
17Trlog?(x) | 6nTlog(x) & 08 7 0BT T,

Ne.

Para finalizar, el resultado efectivo.
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belx) - %x—l— S(x T)’ < ;g: {145 xllog {x)) L Tlog(dn) +
S 2 logtac) + m (1og(T+5) + 5 )|
+ % [log(dL) +ng (log(T +5) + %)}
+ #’;(X) {52751 log(d) +np (31—727 log(T +5) + %)1
S
* 17;1:;0g2(x) * 671?31(:;(()@ +log(x) [logQ log(dy) + %TLL] } '

2.3.2. Zonas libres de ceros

Recordemos que,

=L,
X

luego las regiones libres de ceros de (i (s) son las mismas que cada una de las L(s,X).

Lema 32 FEuxiste una constante C positiva absoluta y efectiva tal que (i (s) no tiene
ceros p = B + 1y en la region

vl > (1+4logdy)™!
B > 1—C(logdr + nglog(lyl+3))™"
’L = «(m)
Demostracion: Tenemos — Z , para todo 0 = Re(s) > 1y a(m) >0
L — ms
para todo m. Ademss,
m® =m° Tt = mom't = me™8™ = me(cos(tlog m) + isin(tlogm)).
Luego,
/ (0.0}
Re(—3i( ) — CL(O'—l-lt) CL (04 2it)) Z om) (3 + 4 cos(tlogm) + 4 cos(2t log m))
CL CL CL — m°
> 0.

Por la conocida relacion
3+ cos0 4 cos20 = 2(1 + cos 0)? > 0.

Consideremos la extension trivial L/L, luego (i (s) es la funcién asociada a xg y sea
v1 el factor Gama asociado, asi por ((12]) tenemos
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4 1 ( 1 1 ) 11 vy
— L) =—2) + ) +glogdi -+ —+ :
o= —\s—p s—p B e s—1 Ty

donde la suma es tomada sobre los ceros no triviales de L(s,xo). Notemos ademads, que
si Re(s) > 1, entonces Re(s — p)~! > 0 para todo p. Ahora, tomemos un cero con la
condicién [y] = (1 +4logdy) ™!, entonces para 2 > o > 1 se tiene,

i 11 Vi
“Sl(e) < “logd
L) < gzt yloedit o)
| 1 n 539
< 1+ -logdy + —= (log(3) + ==
o1 1 TpeehTy <Og( )+134)

- . 1 1 1 Yi .
“ReL(g+2iy) < R : : “logdy + Re [~ (o + 2it
eCL(GJr iy) e 0‘+21t—1+0'+21t +2 ogdp + Re yL(chr it)

5 539 1
< —1 — (log(2 =2 -,
ogdL+ (og( Iv|+3)+134>+2

Por 1ltimo, conservando la contribuciéon de p = 3 4+ iy se tiene,

(L ) 9 539 1
—Ret < —1 di + — (1 3) + —= 1— ,
eCL(Ger) ogdp + 2 og(lvl+3)+ 7 ) + -

1 1 1 1, [ (o=PB)—ilt—v)
e (G+it—(5+iy+ G+it—B—iy) N 2Re ((G—B)2+(t—y)2

w—ﬁr4u+w>
(0= B2+ (t+7)?

1 1
S _5<20—B)

B 1
i
Juntando los resultados previos obtenemos
/
0 < Re(—Si( ) — CL(0+1t) CL(G+21t))
CL CL L
3 5 539 15 4
< ——+22logd -1 — +21 — — i
o T 22log L+nL<2 og(lvl+3) +4- 7o + og3>+2 —s
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Lo que es equivalente a

3 5 539 15
221 -1 +4.-— +21
< +O‘—1+ ogdL—l—nL (2 0g(|¥’+3) 134+ Og?))‘l' 5

Ahora, si 0 = 14(2v/3—-3) (22log di +ny (3 log(lyl +3) +4 - 52 4 210g3) 4 )~

se obtiene la contradiccion al suponer que existia un cero en esa region.

L]

Lema 33 Sing > 1, entonces (i (s) tiene a lo mds un cero p = 3 +1iy en la region

vl < (4logdy)™
B > 1—(4logdr)!

Este cero, si existe es real y simple.

Demostracion: Sea 1 < o < 2, aplicando la parte real a ) se obtiene

o—p 1 1 & Y1
s T = log di. + Ly
;(G—B)QerQ o—1 20g - CL() o VL()
1 1

< - 4=
< 1-i-2logdL

4 ¢
pues C_t < 0 y ademas,

1 4 1 ng al’ foy bl fo+1
Z4 1 — (= _Fy bl i
Ty = G573 Og”)+2r<2>+2r ;) <0

pues por ( , r?’ (%) 7%’ (GTH) < 0. Lo anterior, es valido para 1 < 0 < 1+ (log3)~!
Ahora, supongamos que p = 3 + iy es un cero de ( en la regién de nuestra hipotesis
con y # 0 entonces por (14) se tiene,

o—P o
(0—B)2+vy2 ~o—-1

1
+ 5 log d]_.

Luego, si 0 =1+ (logd; )~ < 1+ (log3)~! se obtiene una contradiccion.
&

Si existe este cero, lo denotaremos como 3¢ y lo llamaremos cero excepcional de Sie-
guel. Luego, si L(Bo,x1) = 0, el cardcter x; debe ser real pues, L(Bo,%x1) = L(Bo,Xx1) = 0.
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2.3.3. Resultados Principales

Teorema 34 Si ([ (s) satisface GRH, entonces para todo x > 2 se tiene

C
Pe(x) — ||G|| <<@\/_logxlogdLT“L+logxlogdL

Demostracion: Si (; (s) satisface GRH, entonces todas las L(s,x). Adem4s, no existen
ceros con |p| < %, luego

|C| xP
IS(x, T)| < @Z Z F

X

< gu ?T
IC] nX
< |G|WZZ

X j=1

< Vx) {loge(x) + nelog THog T

X
= x{logdy +nylogT}HogT.

Vélido para T > 2. Pongamos T = y/x + 1, de esta manera obtenemos el resultado.

L]

Siguiendo con las hipotesis del teorema anterior,

<
o=t P <12 P o<zt 23+1
5) 1075
< 5\/72 {103;(0()( <10g3 + m) g
T—1
1075 - log(2j + 5)
1 08te) T
* (Og(C(X)) 134 ' )ZQJ—I—1+ E; % + 1
5 log(T) 1075
< _
< Jva (245 (tostetr) + Yne
281 log Tlog(T + 4)
donde,
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T-—1

7 dt 1 T
J _ Ligldy
1

2t+1 2 3

dt

JTJ log(2t+5) . 1JT21 log(2t +5) log(2t + 1)
1 1

dt =
2t+1 2 2t +1 2t+5

1 J‘T21 log(2t + 5) _ log(2t + 1)
1

= dt
2 2t +1 2t +5

N

1 14 3
2 llog Tlog(T + 4) —log3log 7] + 3 {5 log 2 + 910g(§)} :

Como,

Gl

2
Pelx) — €l {%M 94 3817

Gl ng + — log(dy) + ——n¢

T 7 30
65ex log(x)

+ m [log(dL) +np (log(T + 5) + %)}

x—l—S( T)’ <

Hex 1075
+ T 1) [log(dL) +n (log(T +5) + %)}

ex  [571 377 50096
& 1200004 2 og(T 4+ 5) + 222
T T logx) {25 g LH“L(m og(T+5)+ =5 )}
npx /4 53ex

+ + +lo (x){ 2 lo (d)+zn}}
17Tmlog?(x) 67T log(x) & log 2 LEL 4t

51C] log(T) 1075
ST < SR | (2450 (togtan) + 40, )

281 log Tlog(T +4)

Si T=+/x+ 1, nos queda
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nc

‘IJ)C IC]| o ICl {145x(10g (x)) 94 3817

< — log(d
|G|x 1l ny + — log(dy) + 20

VX 7
%&%ﬂ {1 g(de) +ne (1Og (VX + 6) +12()_6785”

oex 1075
+ (V) [10 (dy) +np (log \/_+6 +2—68>:|

ex 571 377 50096
& 120004 20 6) + o
7(/x) log (x) {25 o8 LH“L(Q og(vx+6) + = )}

npx V4 53ex

T mlog(x) | 6r(vx) loglx)
+ 5 |C|\/— {( log(\/27_<—|— 1)) (log(dL) 1075T1L)

o) |2 o) + | |

2G| 134
N @4_ log(v/x + 1) log(v/x + 5) el
55 4
Acotando log(/x + K) < log(x) para x > 2 determinado y agrupando se obtiene,
]C| |C] 29 336 26 log(x) 94
< — log(d
‘”’C o < VR (5 g e s (@)
b (o )+§1o (x) + o2 4 5%
31 8 3 5T T Glog(v)
TTlog(x) 3817 3 ) }
+ 2 ne|.
4y/x 30v/x  40x3/4log*(x)

Acotando nuevamente, se tiene este resultado importante,

)wc L < G Rogix K@+ﬂ)1og(dg

G] G] 100 " 251og(x)
863 907 20281
o e . 14
+ <31 glx) + o5 + 5010g(x))nL} (14)

Teorema 35 FEzxiste una constante ¢ positiva absoluta y efectiva, tal que si

2
X 2 e4T‘L]_(10gd]_) ,

entonces,
€, _Icl xPo

Pel(x) = ]G\ @Xl g By

con,



donde el término con Bg es considerado, si L(Bo,x1) = 0 con x1 cdracter real de H =
Gal(L/E) =< g >.

Demostracién: Consideremos p = 3 + iy # o, un cero no trivial de alguna L(s,¥X)
con |y| < T, estimemos la expresién

XBO
S, T) —xi(9)
Bo
Primero, por lema anterior existe un cero en con la condicién B < 1—(log(d T™t)) 1,
luego,
log x
X = xB < xe el
Ademas,
Z Z o < ZlogT{logc( )+ nelog T} < log T log(d; T™).
|p|>2
lyI<T

Por otro lado,

xP 1 1 1
S Y ABRL < Z X <L
X p#1—Po L L X p#1—Po P o
lol<3 lpl<3
! 1
- Wiy 3!
X p#1—Bo P
lpl<i
< x? log(dy).
. 1 ,
Como p # 1 — B, entonces necesariamente |p| > —————. Ademas,
4log(dr)
x1=Po 1 1
— = x“log(x) < x2 log(x),
I—Bo  1—Po ¢ ®
para algun o € [0,1 — B¢]. Ahora, agrupando los datos,
ST —xi(9) 5 = =4 2_X(9) Z Z Z —x(g
Bo 1614 "5,
lpl>1 lpl<i lpl<
lyI<T lvI<T
ICl ey toex o [C] 4
< Zixe T 4 iy Jog(x).
Gl G|
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1 1
Reemplazamos T = e~ (los(x)2 —log(d1) v Jyego usando el teorema [31] se obtiene el
resultado el teorema.

)
Para finalizar esta seccion definiremos la funcién Teta
0c(x) =0c(x,L/K)= >  log(Nk/qp).
Nk/Qp <x
p no ramificado
e
Ademas, tenemos que
Pex)—0c(x)= > log(Ny/gp) < ngx?.
N art < x
p no ramliﬁcado
[ -
Por otro lado,
C| IC|
0c(x) —=xI = [0c(x) —Pc(x) +beclx) — =l
G| G|
C|
< 10c(x) =)+ e (x )—@x
< omkvx+ CQ{@\/_ log x log d x™" + log x log dy }
< C3{|G| Vvxlogxlog dpx™ + logxlog dy }.
Es decir, el resultado para \Pc(x) tambien es valido para 8¢ (x).
Efectivamente tenemos,
D> log(Nksgp) = 0c(x!/?) +0c(x"?) + -+ 4 O (x!/ loalx)/les2)])
NK/lSP% <x
p no ramliﬁcado
[ -
vélido para 1 > log(x)/log(2), ademéds por el Teorema 9 de [RS62],
0c(X) < 1,01624nkx,
si x > 2, esto implica que
e (x) —Belx —anlog (15)

65



de esta manera, agrupando ( y (

|C] |C| 971 919
0c(x) — —x| < xlog AL B
cx) =g 16]V¥10809 | | 355 T 35 10g0ey ) 108(4L)
863 9831 20281
) . 1
<31 ogx) + =5 +5010g(x)>nL] (16)

Teorema 36 FExiste una constante ¢ positiva absoluta y efectiva, tal que si (i (s) satis-
face GRH, entonces para todo x > 2,

€l ICI

I7tc (%) —+/xlog dix™ +logdy).

Demostracion: El resultado se obtiene por teorema de sumacién de Abel. Sean

@ — 1 sin es primo
" 1 0 en otro caso

b, = a,d, logn.

L/K
dn = #{p primo de Zyg no ramificado: Np =ny [%} =C}hL
Ademas, sea f(x) = logx’ entonces,
mic(x) = élogn
0 * 0
_ Belx )+J c(g) g
log x 2 ylogy
IC] x ICI
= — xlog dix™ +logd
|G|10gx+ IGI\/_ og dpx" +logdy)
EJX dy (nglogdL-i—nLlogy 10gd]_ dy)
Gl J; log®y Gl \/ylog( ylog(y)
[ 2
= —(L x1 ]
IGI( 1(x)+10g2)+0 IGI\/_ og dpx™ +logdy).
Es decir,
C| C| .
mic(x) — —=Li(x) < C(=+/xlog d;x™t +logd;).

|G| G|

Efectivamente, tenemos el siguiente resultado,
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Teorema 37 Supongamos que GRH es valida para (i (s) , entonces para todo x > 2,

e — i )‘

< E X 9—71+—5566 log(dy )
S g| 100 " 2510g(x) ) BT

(363, ol )+217211 L 326863 \
[ O .
31 2325 ' 150log(x) /) *

Demostracion: Aplicando sumacion de Abel se tiene,

mc(x) — —=1Li

G

Aplicando y acotando f; \/ag;

C
() — ettt )‘ <

_|_

_|_

N

N

Por otro lado, usando el Teorema obtenemos un resultado incondicional,

Oc(x) —

(x) =

Oc(x) — (g Jxec(t)—:%t
2

log(x) tlog?(x) dt

4
< log‘f tenemos

\IQ \flog

|C| 971
oY Kloo 25 log(x)> log(dy)

@10 (x) + 2831 n 20281 .
X 50 log(x) -
971

31 75
ail I( o)

— + log(d
Gl Jo | \100vtlog(t)  25v/tlog?(t) og(du)
(863 N 2831

31Vt

L 2081 >n1 ”
75v/tlogt  50v/tlog?(t) -

C| 071, 919

77 Vlog(d
!GI\/_ 100 T 2510g0x) ) 108140)
863 ) 4 2331, 20581
31 T e T 0 loa(x) )
IC| [ (4647 44/x
Ll et log(d
Gl |\ 700 Tog() /) o8ld)
863 13301 4y/X

2 -
<31 VXt =55 log(x))nL}

C| 071 5566
o Vx [(100 25 log(x)> log(dv)

863, oy 27211 326863 )
31 B T o305 T 5010g(x) ) |

919

C C| xPo
| | \Can\/_+| |

Gl Gl B +[R(x)I.
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Cl.. Oc(x) — gx J Oc(t) — gt
i < |—=_ 6~ G-
el =g HK) o) | Ty | tleg(t)
_emvR iy R J Cinkv/t +;g\t;0+|R(t)|dt
= log(x) 9 tlog?(t)
log(x)
_ CmLVX + (g5 +xe VI
h log(x)
log(t)
+ JX vVt + \‘(Gj‘\tﬁo +te Vo dt
2 tlog?(t) .

. 2 a2 o log(x)
Haciendo uso de que x > e!0ntlos™(d) " A e .xe ™V m [ con0<a<1lyla

cota de Minkowski, cada sumando nos queda,

clnL\/_ c1v/x < xe Tog(x]

xXe "L
log(x) lOlog (dy)
_ log(x) _ log(x)
xe 2V L xe 2V L _ Tog (x)

< cgxe BVom

< 2
log(x) 10n log=(dy)

x t * oo dt 4 . [ToE
J #dt = CmLJ —zdt <omp - Vs < epxe e
o tlog®(t) 2 Vtlog?(t) log(x)
JX tho-l ] J _ Lilk™)
Bolog?(t)  Bo Jaso log Bo

X efa lor%‘£t) /1o x
dt < c J
L log’(t) 1og2(2) s
de esta manera, otro resultado importante

Teorema 38 FExzisten constantes ¢y, Cg efectivas, absolutas y calculables tal que, si

x > exp(10np logQ(dL)),
entonces
IC] IC]  xPo |C| Tog(x)

I i < X TG oy 4 e sV
G| S iGioamee) TG T e

e (x) —

donde By aparece si o existe.
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3. Apéndice

3.1. Toépicos de variable compleja

Para mas detalles de los resultados de esta seccién ver [CT3].

Definicién 19 Sea v : [a,b] — C wuna curva diferenciable, y sea f : C — C una
funcion compleja la cual es continua sobre y. Entonces, la integral de f a lo largo de y
es

b
J f(s) ds = J fly(D)y' (1) dt.

a

Definicion 20 Sea f: G — C analitica, tal que f(a) =0 para a € G. Entonces, a es
un cero de orden m > 1 si existe g: G — C analitica tal que f(s) = (s —a)™g(s), con

gla) #0.

Definicién 21 Diremos que una funcion f tiene una singularidad en s = a, si existe
R > 0 tal que f es analitica en B(a,R) —{a}. Ademds, esta singularidad serd un polo de
f st limg_, o [f(s)] = 0o. Un polo tendrd orden m € 7", si

lim (s — a)™f(s) = 0.

s—a

Teorema 39 (Desarrollo en series de Laurent) Seaf analitica en el anillo A(a, Ry, Ry),
entonces

f(s) = i an(s—a)”

n=—oo

donde la convergencia es absoluta y uniforme en A(a,r1,72) con Ry < 11 < 19 < Ra.
Los coeficiente se obtienen mediante la integral,

o _LJ IO R
T om y(s—anﬂ) '

con y circunferencia de radio v centrada en a con Ry < 1 < Ry.

El coeficiente a_; de la serie de Laurent, es llamado como residuo de f en s = a.
Este se denota por Res(f, a).

Teorema 40 (Residuo) Sea f analitica en G salvo en singularidades ai, as, ..., ay.
Sty es una curva cerrada en G que no pasa por estas singularidades , entonces

J f= Z Res(f, ai).
Y k=1
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Proposicion 16 Supongamos que f tiene un polo de orden m > 0 en s = a y sea
g(s) = (s —a)™f(s), entonces

1
Res(f,a) = lim

(m—1)
s—a (m—l)'g (a),

donde g'™Y) representa la m — 1-ésima derivada de g respecto a s.

Recordemos que una funcién de variable compleja analitica en todo el plano C es
llamada funcién entera.

Teorema 41 (Factorizacién de Weierstrass) Sea f una funcion entera, y sea {an}
la sucesi’on de ceros no nulos de f repetidos de acuerdo a su multiplicidad. Supongamos
que f tiene un cero de orden m > 0 en s = 0. Entonces, existe una funcion g y una
sucesion de enteros {pn} tal que,

f(s) =smed O TTE. (>
(s) =s™e Tl:[l Pl
donde
Eo(s) = 1—s
s? sP
E,(s) = (1—s)exp(s+5+...+?), p=>1

Definicién 22 Diremos que una funcion entera f tiene orden A, 0 < A < 00 si

p={A<0:suplf(s)] = O(eTA) cuando T — 00},

|s|=r
o equivalentemente a
p={A<0: existen A,B >0:|f(s)] < AgBls” para todo s € C}.

Definicion 23 Sea f una funcion entera con ceros {ai, as, ...} repetidos de acuerdo a
su multiplicidad y ordenados tal que |a;| < |ag| < ... Entoces f tiene rango finito, si

existe un entero p tal que
o0
> e
0.
p+1
n—1 dn

St p es el entero mas pequeno que satisface, entonces se dice que f tiene rango Pp.

Definicién 24 Una funcion entera f tiene genero finito, si f tiene rango finito y ademds

f(s) = s™edIP(s),

n=1
del polinomio g, entonces @ = max{p, q} es el genero de f.

donde P(s) =] Ep(ain) y g(s) es un polinomio. Si p es el rango de f y q el grado
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Teorema 42 (Factorizaciéon de Hadamard) Sea f una funcion entera de orden fi-
nito A y sea W el genero de sus ceros no nulos {an}. Supongamos que f tiene un cero de
orden m > 0 en s = 0. Entonces, existe un polinomio g de orden menor o igual a A y
una sucesion de enteros {pn} tal que,

3.2. Funcion Gamma

Detalles se pueden encontrar en [WW27].

Definicién 25 La funcion Gamma se define como el producto de Weierstrass,

%S):Sevsﬁ{<1+%> e—%}, (17)

donde 'y es llamada como constante de Euler.

Cabe senalar que la funciéon Gama es analitica para todo s # 0,—1,—2, ..., donde
estos son polos simples. A partir de la formula anterior se deduce,

15 1\° s\
r(s) = - 1+~ (1 —) .
o= T{(+0) (43
Ademas, se tiene

s+ 1) =sl(s) (18)

Asi, usando (17) y (18) se obtiene una expresién para la derivada logaritmica de la
funcion Gamma

r 1 - 1
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