
/ 1 1 

l ~ 
o go. 

UNIVERSIDAD DE VALPARAISO 1 · 

Facultad de Ciencias Jurídicas, Económicas y Sociales 
Instituto de Estudios Humanísticos 

LOGICA MODAL: UNA MECJ~NIZACION ALTERNATIVA 
PARA LA SEMANTICJ!~ DE LOS MUNDOS 

POSIBLES D~E KRIPKE 

00 1. 

Tesis para optar al grado 
Académico de Magister en 

Filosofía con mención en Lógica 
y Filosofía de las Ciencias 

AUTOR TESIS: Wilfredo Quezada Pulido 

PROFESOR GUIA: Carlos Verdugo Serna 

1989 





Gran parte del material que o frecer~ aquÍ fue prep! 

rada y expuesto a propÓsito de encuet'ttros nacionales e interna­

cio nales relacionados con el t ema, realizados en los ~ltimos 

tres años ( Jornadas Nacionales d e Filosofía de las Ciencias , 

Univer sidad de Santiago de Chilep 1987 y 1988 , y XI Congreso 

Inter americano de Filosofí a , Buenos Aires , 1989) . Debo , por 

esta misma razón , ofrecer mis a gradecimientos a quienes hicie­

r o n pos i ble esta labor durantt~ ese tientpo . En primer lugar , a 

la Unive rsidad de Valparaíso , donde he cursado los estudios de 

:¡?ostgrado en LÓgica y .F'ilosofí a de las Cienc i as que ahora termi 

no , y la que, med i ante una beca extraordi naria, impidiÓ que me 

al e jara del programa de IV!agistratura por razones econÓmicas . En 

es t o, g uardo un especial reconocimiento hacia las personas del 

profesor Julio Castro S ., Director del Instituto de Estudios Hu 

maní sticos de dicha IJniversidad, y del condiscípulo y profesor 

Aldo Vall e A. , quienes ges tionaron personalmente la obtención 

de tan importante beneficio. En segundo lugar , a gradezco a la 

Universidad de Santiago de Chile :• en l a persona de l profesor 

Mie;uel Orellana B., qu.ien en l98B , siendo Director del Departa­

mento de Hilosofía, me propuso dictar mis lecciones de LÓgica 

en e l pro grama de Ma~is Lratura , d~ndome así una inestimable 

mues tra de confianza. 

Por ~ltimo , agradezco a todo s aquellas profesores , 

co l ep:as y a mi e;os , que , mediante e l intercambio acñdémico o e l 

s imple trato , me expr esaro n su interés y est i mularon , de mÚlti ­

ples maneras , la marcha de mi trabajo en estos, a veces, no tan 

fáciles años . Pero , sin d uda, entre éstos , guardo una deuda e;! 

pecial de gratitud y reconoci~iento ha c i a el profesor guÍa de 

esta tesis , el profesor Carlos Ve rdugo S . , pues con su deci dido 

_apoyo y leal colaboración este proye cto se convirtiÓ en una me­

t a realmente lograda . 

Viña del 1'1ar , Enero de 1990. 



I N D I C E 

INTRODUCCION 

CAPITULO UNO 
Le nr0r11P~t n !=iPmnnticn ciP. Kripke 
1 • t:) j ~\ b~ lllllt. 1110d IÜtH3 • 

Pag . 

IV 

8 

8 

? . Vnlid ~ z en l os slutemas modoles • 12 
3. Algunos elementos en teoria de modelos. 15 

·4 . El Rporte sem~ntico de Kripke 21 

a l a 16gicR modal. 
e; • ValidP. z modRl en las estructuras-modelcts . 26 

6 . El mecanismo de decisi6n originari o. 29 
Notas al capi tulo. 42 

C Al·I 'rULO DCS 

Un nroc eñimiento alternat ivo: 
16gi ca sentencial modnl . 
1. Defini c j 6n semántica de validez para 

sistemas modales . 

2 . 'l'eorema modal y r eglas semánticas de 

eliminaci6n . 

3. PruebAs pP ra el s i stema T. 

4 . Prue bas para el s!i.s t ema 84 • 

5. Pruebas para el s istema 85 . 
6 . Un ej emplo de pr ueba en SE . 

Notas al capitulo. 

CAPITULO TRES 
Un procedimjento alternativo : 
L6~i c a rle predicarlos modal . 

47 

47 

48 

52 
60 

67 
73 
75 

77 



1. Una semántica indulgente. 
2 . Teorema modal y r eglas de eliminación 

en lógica de predicados. 
3. Eliminación semántica en cuantificación 

modal. 
4. El problema de la fórmula Barcan 

en 85 cuantificado. 

Notas al capitulo. 

CAPITULO CUATRO 
SemÁnticas 1e identidad y antirreismo. 
~. Reglas de eliminación semántica 

en teoria de la identidad. 
?. Concepc i ones rivaJes de identidad: 

identidad estricta. 
3. Identidad contingente. 
4. Cuantificaciones modales en la 

semántica de identidad contingente. 
5. ModAlidad de dicto y modalidad de re: 

algunos problemas . 
NotBS al capit ulo . 

BIBLIOGRAFIA 

?? 
?8 

79 

83 

86 

88 

89 
91 

9? 

108 

113 
118 

120 





I N'l'IWDUCCI ON 

J·:n '1 Cl63 , 8aúl Kripke terminó de formular l as pa rtes 
mtS'r. importnn t r! r. rlr · r.u r1·volucionaria teoría sobre la lbr;ic a modnl, 

fondljnrrn cntc conoc'icln c:orn o ' semántica de los mundos posiblcrJ '. 
Dicha teor5a , que otros autores taJes como Jaakko Hintikka o Stig 

K~nr.er, npsrl e rlistint~s direc~iones, han ayudado a af inar, escla­

reci6, en un alt o ¡~rado , la naturaleza de los prol1le rn as de deci­
sión, con si~: t.c~r rcin .Y cor11rletitud que planteal)ll la 16¡:z; ica modal, 
y que permanectan , hastu cierto punto , cerrados a los anteriores 
tratamientos axiomáticos , tipo Le·wis, o semánticos, tipo Carnap. 

Para lo anterior, Kripke bas6 su semántica no prop~a­
mente en ln 16gica de primer orden sino en la teoria matemática 
de modelos, cuyo precedente más cercano es, a su vez, la teoria 
de conjuntos. En segundo lugar, la base algoritmica la obtuvo 
de los procedimient os s emánticos elaborados por E. Beth y J. Hin­
tikka a fines de los años cincuenta, conocidos, en general , como 
Tableaux semantic . El resultado de todo esto fue la elaboración 
de una concepc i ón sjstemática, original. y poderosa acerca de los 
fundamentos de la lógi ca modal, en general, y de cada sistema mo­
dal hi$t6ricamente desarrollado, en particular. 

Estimo que las consecuencias de esta revolucionari a 

teoria no se pueden medi r a6n con seguridad. Por lo pronto, des­

de un punto de vista 16gico, se pueden destacar tres lineas de 
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pensamient o, alimentadas por ella. La primera tiene que ver con 

la extensj6n, desArrollo y modificación simples de la propia teo­

rí n Kr ·i piW(Illll, e 11 ór·t · IJ !:J d iRt:i ntas de lo. 16gico. rnodo.l: filosofía 
de lns c:i c nc1ns, 16g:i ca inductiva, 16gica epistémica, lógica 

de6ntica, t eoria del significado y linguistica, etc. Esta linea 
estb rr ! fH'<: ~ : < : ll l.lrdü, e rt l ru ot:ros, por D. Lewis, Hintikka, Stalna­

ker y llilp:i nen. La r:egunda linea se ha originad o corno consecuen­
cia rlel j ntento de df•sarrollar teorías seminticas generales para 
distintas l6Eicas (preservando o no el principio de bivalencia) . 
Ejemplos de esto son los trabajos, entre otros, de Van Frassen, 
Lambert, Cocchiarella, y Fitting. Por último, la postura abier­
tamente critica de W. V. Quine y ciertos lógicos nominalistas o 
postnomin aJ istas, a cualquier clase de fundamentación de la ló­
gica modal, debe s er considerada como una tercera linea de p~n-
samiento (renovada, se podría decir, 
tación Kripkeana) . 

a causa de la inci-

A pesar rle estas formidables consecuencias generadas 
por la Dropuesta Kripkeana, su influencia en lo que se refiere 
a la propia 16gi ca modal, ha quedado reducida, a mi juicio, a 
aspectos mós b j en fundacionales. Después de la semántica de los 
mundos posibles, la 16gica modal qued6, qué duda cabe, perfecta­
mente cimentada. Sin embargo, su influjo se percibe s6lo tenue­
mente, cuando se requiere, en términos prácticos, determinar la 
validez de las fórmulas modales, ya sea sentenciales o de lógica 
de predicados, en los diferentes sistemas. ~egún creo, esto no 
ocurr:iria s i el métorl o de decisión que Kripke suministró parale­

lamente a su teoría s emántica, el método conocido como 'método 

por diagramas se mánticos•, funcionase como un simplificador me-
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t'ni~o rle d i~ha teor1o . Bn mi opinión, ocurre, mAs o menos , lo 
contrario . El mé todo , como espero most rarlo en mi tesis , crea, 
po r· ~:11 n r·op·in t:oruplr : ,i i d{ld , r.icrtn r3 confu s ·ion()S .Y O HC..: u!'idod u~:~ que:: 

pueden noner en pelir.-ro una · r P- cta y adecuada comprensión de s u 
núcJ eo teóri co, la selllánt ic a de los mundos posibl es . Parece, en­
' ' " 1-'"i dn , llnLIII'rtl rr•fjll • rir 11nn nltnrnntiVA dnci r;inntJl flU l ! ll tl¡ ';ll 1 

pot· r ; n , 1 o nn0 no hn hecho 1 o nnteri or, y r¡ u e , por o t.ro 110 r·l.e , 

sir;a teniendo a s u ba ~e la teoria semántica Kripkeana . El pro­
pósito central de es~n tesi s consistiré en suministrar , paso por 
paso , clicho mé todo alternativo . Esto significa, a su vez, que 
torl ns lAs explicacionPs y aclaraciones informativas lc oncent~adas 
f¡mdn ,r f•lll!tlllit'lll.t~ t ' ll ( ·1 pr· iuwr cop·t tuJ. o) puec.Jun CO Jr uid r· t ·¡¡J ·:: t•, hiJ::­

l: El ci<·r·l:o pun t o , ~it li H~ rfJuns . Mi 'tesis no pretende en nin, ~; úrr sell ­

tj rl o r P.l.P.vente ~onvert i r·se en una 1 introducción 1 a la sernftn ti ca 
rle los munrlon posihle~. Rst o, clesde lue~o, exivi r1n esc ribir aJ ­
f"'O éi SÍ como una lti sto1·i e ele la lóp.:ica modal cl.urante 1 os últ imo s 
trP-1nta a~os , lo ~ue , en mi opini6n , excederia las posihiliderles 
rie una tesis como ésta . Lo que me propongo aqui es r ealizar al~o , 

tal vez, menos ambicioso , pero mucho m~s acot ado: una cont r ibu-
c i6n fnnrl amentf\ 1 mente t~cn i cA al ·prohJ emo de la dec is ión en 1.6r;j ­

cA modal , con hase en J as irleas de Kripke. Y el éx i to o no en 
cumplir rlicho objetivo es lo que el lector, en pr imer lu~ar , de­
heril evaluar. 

La estrategia para a l canzar el fin ya señalado es, su­
mariamente , la siguiente . Utilizo, en primer lugar, al i gual que 
Kri pke, lns 11'ah l eaux seruant i.c com1o algoritmo extensi anal de prue­

ba, pero , a diferencia de aquél, trabajo con desarrollos arbóreos 
en el sentido de Jeffrey . Enseguida, me ocupo de formular un gru-
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pode rerr1flfi sendmt.ic ;. ~; dr! elirn·illac i.&n narA Jos optrador-, ·s rnorla­

les . Probada la efectividad del aparato resultante en l a lÓfj ca 

~('n t(:nc i nl rnodnl, i nt• ·nto extPnderlo a la 16e:i en de p:redj cados 
con identidad . Para vsto 6ltinro~ vuelvo a formular nuevas reglas 
de eliminación ad hoc para operadores modales, tanto en lógica 
rlr· pr·r·dir:nrln: : r. n rn n r·rt I.I ! Or~n rln ll n idt'! ntjrl[lrl. T'or últ.irno, cl,•fll'll -

rio uno e i <' rto conc <~pc i ón :wnrftnl i en ele identidad que impicl e, apo­
yad a en mi. aparato decisional , la aparición de modalidades de r e . 

Finalmente , espero que l os métodos que suministraré 

(ARi como Jns ~iscuRion~s t6cnjcAs a ~ue den orj~en) sirvan para 

si mplificl'lr lo suficiente la semlmtica de Kripke, de monera qu e 
las po~erosas intuici.ones que la respaldan puedan ser comprendi­
das ló~icamente con una moderada facilidad , y , así , escrutadas 
desde una perspectiva aun más significativa: la perspectiva f1lo­
sófica. 
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CAPI 'l'ULO UNO 

La propuesta semántica de Kripke 

!. Sistemas modale s 

Actualmente, en 16gica modal(,'f'l )este• es, aquella 16gica 
concerniente a las nociones 'necesariamente' Cl 'es necesario' 

(de aqui en adelante L),y 'posi~lemente' o 'es posible' (de aqui 
en adelante M)C,2te pueden encontrar variadisirnos sistemas, depen­
diendo, en princi pio, la diferencia entre éstos de si se aceptan 
o no ci ertas fórmulas como axiomas. Es asi como en el nivel más 
básico de est a s 16gicas , en el nivel sentenc i al, pueden tener­
se indistintamente f6rmulas como l a s s iguientes : 

1 . Lp :::> p, 

2 . L ( p J q) ~ ( Lp ? Lq) , 

3. Lp=> LLp, 

4. Mp ~LMp, 

5. MLp:;, p, 

6. p :;. LMp. 
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En re a 1 id 11d , cnhcn muchis imas m6s 11 tan tas cowo sioterrw s modales 

hay , pero l as fórmulas anteriores representan a aquell os axiomas 

qut• l':t:nc·r,,n ,, lo~: ~ir;tc·nws modalcf3 móa conupicuon . Ci s e ucepta , 
por ejemplo , 1 y 2 , se da origen , de inmediato, al sistema modal 
considerado , en gener al , como el m§s el emental, el sistema TS3 ) 
Gi r;,... nr r·pt:n 1 , ? y 3 ~:f1 da orir:cn a uno rlo los Ai~tt:m n :; inoado~ 

por el primr ·r I'Tiln sis l(~ matizador de la ló~ico mouol, C. l . Lewis , 
e l sistema S~ , que, como se ve, contiene, en su base axi omática , 
a T. Por otra parte , s1 se acepta 1, 2 , 3 y 4, resul~a otro sis­
tema n.e Let•d.s - mucho mñ s potente-, el si stema S5 , que cont ie ne, en 
su hn::c , n Sil .CJ1 ~1or úJ 1 i mo , añadümdo 5 (o 6) o 1 os axi 0111 11:-1 1 y 2 , 

ohtenemos un sistema mAs débil que S4 y S5 , conocido como sjstema 
Bromteri ano . 

Aparte de los axiomas, la base deductiva ue estos sis­
temn~ mo~Rles sentencioles es la misma , a saberf5) 

A. S1mholos pr i mitivos 

p, q, r ••• lvariables sentenciales o fórmulas atómicas) 

-, v (operadores lógi cos extensionales ) 

L (operador modal) 

(,) (paréntesi s) 
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B. Reglas de formación 

e~ 

RF1. Una vori able que aparezca sola es una f6rmula bien for­
mada (fbf). 

RF2. 8i o( ( ~1 unFJ fbf tornhión lo son - 01.,. y L..l.. • 

RF3. l::>i o( y ~ son fbfs, también lo es (d... V [3 ) • 

,.,. 

Definiciones extensi.onAles 

1. [Def. '. ·]. e ri. ·P) e 
- ( -D{ " - ,., ) df 

2. [Def. ''::)' J (o<."Jp) A (-oC. "f) df 

3. [Def .. ·=·1 (eJ.. a') ::a ((ol..=>f) ( f3 =>o<.)) df • 

· D. Definiciones modales 

M~ cft -L - e<_ 

2. [nef. '5 •JC?(o¿ 5 ~) d:f L(ol. ~ p) 

3. [nef. 'e'jCB)(o(§ ~) ~f eco:. 'Sp) C~3p)) 

10 



1 5 1 y 1 E! 1 corresponden a los conceptos inten:siona) es , acuñados 

definitivamente por .Lewis, de implicación estr'icta y equivalencia 

Pntr1~tn rt ·~> rwctivnmPnte, sobre los que yo no volveré u trntnr 

aqui. 

1!;. h'tqrl tl:-.i de dt:dtlcción 

1. ~1odus l 'onens ~Ml1 ) : 

De o<. y o1.. -;::, f , donde o/.. y ~ son fbf~ del sistema , se infiere 

¡;. 

? . Repla rte sus titucj6n (RS): 

Si t;( es una fbf y f resulta de sus ti tu ir en p( la 

aparición de una variable,en todo lugar en que ella a pa -

rezca, por cualquier fbf, ~ es una fbf • 

3. Regla de Necesariedad (RN) 

Si o/..._ e s una fórmula válida ( extensiona.l) entonces Lb{ es 

una fórmula válida modal. 
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2. Validez en los sistemas modales: val idez intuitiva y deducción 
axiom{ttica 

De: Tll t:; lmtl ultltH:ra , tnnto lus rcglus JJef y HN, asi como 
las ·fórmuJ os 1 y ? de ·¡a sección anterior expresan, en c;enero l, 

requisitos intuitivos de validez que debe cumplir cualquier sis­
t _ema modal(.C! ) De hecho, se podría decir, intuitivamente , que to­
do lo que se p:enere axj omáticamente a partir de dichos requisitos 
resultará vál i do; en particular, resultarán válidas todas las fór­
mulas que genere T (esto es, 1 + 2). Sin embargo, la validez del 
resto de las tes i s modales, que forman parte esencial de los otros 

sistemas modaJ es , nuerla claramente indeterminada. Esto es singu­

larmente claro con, por ejemplo, 'Lp ~ LLp'. Esta fórmula jamás 
podria s er obtenida a partir de T y tampoco podríamos lle~ar a 
estor completamente ser:uros de su validez a través de un exame:n 
puramente intuitivo . En este caso, la intuición chocaría, segu­
ramente, con la comprensión de lo que está supuesto en 'LLp'. 
Otro tanto ocurre con ' MLp ~ p' . ¿No es posible que la intuición 

volviese a result8r insuficiente en esta ocasión? Si una senten­
cia es s6lo posible, como ocurriria con 'Lp'~~)bajo qué condicio­
nes se podria estar seguro de que se seguiria de ella 'p' y no 
'-p'? Todo esto indica que para evaluar cualquier fórmula modal 
sentencia! (y en general cualquier fórmula modal) se necesita de­

finir la validez para los sistemns modales de una manera mucho 
más ri~urosa. 

Hast~ que lo anterior no ocurra, las tesis ya sefiala-
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das (aquellas distinta s de 1 y 2) han de ser ai~bitrariamente acep­
tadas como válidas. En base a ello, se puede E!Sperar luego que 
la clase de las f órmul as generadas axiomáticame~te por dichas te­
sis (más su adición a 1 y 2) sea, a su vez, uneL clase de puras 
fórmulas modales válidas. 

Fi nalmente, es asi como podemos obtener, entre otros 
muchos, los si~ui entes teoremas (en el m~rgen derecho i ndico el 
s i stemo a l cual cvd a uno pertenece): 

?) p ~ Mp (T), 

8) l.J( p a q) s ( p § q) (T), 

9) -M(p V q) 3 (-Mp • -Mq) (T), 

10) M(p V q) a ( Mp V Mq) (T), 

11) Lp s LLp (S4), 

12) Mp a MMp \84), 

13) MLpsMLMLp (S4), 

14) MLp ~ Lp (S5), 

15) MLp~ .LMp \65), 

16) MMp :l LMp (S5). 

13 



Si bien la deducci6n axiomática resulta satisfactoria 
para demostrar la validez de las anteriores f6rmulas, ella, por 
Ai misma, no podria ofrecernos un criterio general para determi­
nar la validez o no validez de cualquier f6rmula modal, de acuer­
do a lo que dijimos. Pese a las conocidas excepciones demostra­
rlas por Godel y otros respecto a incompletitud, se sabe que en 
16gica extensional es posible, en general, afirmar, desde un pun­
to de vista semántico_, que si -una f6rmula es 16gicamente verdade-
ra, esto es, válida, entonces es .d.e'ducible ( la conversa de 
esta afirmaci6n es la tests básica de consistenciaJ~1)A su vez, 
semánticamente, es fác i l determinar, en 16gica extensional, qué 
f6rmulas son 16~icamente válidas, pues ello dependerá exclusiva­
mente d.e los valores de verdad que adopten las sentencias que 
componen dichas f6rmulas. El criterio para la validez entonces 
descansa en la veritativo-funcionalidad de la.s f6rmulas. Esto 
es precisamente lo que no ocurre con las f6rmulas modales, pues 
sus valores de verdad pueden ser, indudablemente, áfectaaos por 
los operadores modales. Examinaré brevemente, en lo que sigue, 
c6mo se puede formular en 16gica extensional un criterio de va­

lidez.(l?) 

Para lo anterior basta con decir que una fbf ~ será 
válida en cualouier cálculo sentencial (esto aqui no importa) si 

.resulta verdadera o V para cualquier asignaci.6n de valor ( o 
ta~bién interpretaci6n) de sus variables componentes, y de lo 
contrario, f~Slll taré no válida. Más precisamente se dirá, prime­
ro, que ~es~~ por una funci6n (diádica) de asignación de valor 

para un -conjunto de variables pi, ••• , Pn' cusmdo a cada variable 
del conjunto, V le asigna el valor de verdatd V o F. En segun-
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el o ltl~Fl r, f;e ef;cri birá 1 V"' e pi) =v·•, que se puede leer como 1 ~ 
as:i (!na el VC!lor V a •pi ", o 1 V(p1 )=F 1 , que s•e pued e l eer c omo 
1 ~- asi~na el vnlor F a 1p1 •~ Esto permite formular, inmediata­

mente, las Bsi~nac iones o condiciones de asignación no sólo para 

variables, sino también, para los operad ores extensionales pri­

mi t ivo !1 .• F.nhsr: n!1 ·i F~nn ~ i on P.S s e oi.mhol izor6 n , rt:spec ti vautcrtLu, 

como [V"- J y [ vv J. El resultado de todo esto es lo sigu iente: 

1. Para t od a variable sentencial , pi (de un conjunto especificado), 

o bien 11' ( p . )=V, o b ien '1,r(p. )=F, pero no ambos . 
l l 

2. 

3. 

Pflra cualgu:i er fbf, .,(., V(-ol)=V, si tí"(fJi-)=F, de lo 

contrario v (- ol... ) =F. 

}'¡:n·a cualesquiera fbfs, oLy t , V (o/. v p ) =V, si, o 

hi e n 1T ( ;¡( ) =V , o V" ( f ) =V, en caso contrario V 
( o/. v f3 ) =F. 

Debido a que ' - y 1 v ' son operadores primiti-

vos, dada una asignación particular cualquiera., Y, se puede cal­

cular V\. ol ) como V o F, siendo o{_ cualquier fbf cuyas varia­

bles se encuentren en el conjunto. Finalmente, si V(o<..)=V, se 
dirá que ~ es una asignación o interpretación verificadora de 

o1.. , y si Y (~K..) =F se dirá que V es una asignación o interpre­

tación falsificao ora de o{ • 

Ahora b i en, algo asi como las asignaciones 1, 2 y 3 
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de arriba, resulta imposible de obtener directamente para la 16-
~jca modal, al menos, sin otros recursos formnles que los ya usa­

rlos. Esto imposihilidtld aporente, puso a los lógicos interesados 
en la inc6moda situatción de ofrecer soluciones s6lo parciales al 

problema de describir procedimientos de decisi6n para las fórmu­
las mo~a le s. Esto ea lo hecho, por ejemplo, por Carnap y Wasj­
berg~~4~in embargo, dicpos métodos resultaban, desde la partida, 
severamente limitados en su aplicabilidad (en la práctica sólo 
podian aplicarse al sistema 85 y al sistema 82 de Lewis). 

3. Algunos el ementos de teoria de modelos 

La soluc:i6n de 8aúl Kripke para el problema de defi­
nir la valirlez modal debe considerarse, en muchos sentidos, como 
la coronación de un trabajo común, orientado en una misma direc­
ción, por un grupo de destacados lógicos modales, tales como 8. 
Kanger, Me Kinsey, y J. Hintikka.C 1 5_ga base común de la reflexión, 
al parecer, fue la intuici6n de que el problema de la validez en 
un sistema modal era, ante todo, un problema semántico o inter­
pretativo, antes que sintáctico. Sin embargo, Kripke se encargó 
de ligar dicha intuición a un soporte firme y probado: la teoria 
matemática de modelos. En particular, Kripke se vali6 de las no­
ciones, centrales en dicha teoria, de estructura-modelo y validez 
semántica. Por consiguiente, antes de explicitar los aportes de 
Kri pke sohre val ide2: mo<tal, daré algunos detalles básicos -de 

una manera semiformal- sobre dichas nociones y la teoria que las 

sustenta. 

15 



Como se sabe, se tiende a dec i r, en 16gica s imb6lica, 

que l a teorin de modelos estudia l as relaciones entre los l engua­

,;es formales lde ac¡ui en nde l ante LF) y el mundo, real o posible; 

o, tAmb:i.~n, l Bs relaci.on t-!S entre· los LF y las interpretecjones 
( de a o u i P. n o rl e J. n n te ] n ) d e d j eh os 1 en gua .i fJ s • C o m o se ver á , es t a r.; 

afirtnacj ones, sj ~¡j en dan una id e H general, son moderadamente im­
precisRs.(16) 

Sup6ngase qu r~ , darla una fórmula o( o un conjunto de 
fórmulas r , de un LF (que puede ser llamado también teoría) , se 
elige arbitrariamente corno , d i.gamos , espac io de r eferencia de di­
cho conjunto, un conjunto o colección U de objetos cualesquiera , 
por ejemplo, el con~un 1:o de los enteros o de l os c hilenos. Es es­

perable que, a su vez , entre aquell os objetos se presenten d eter­
minadas propiedades o relac iones lser par , es sucesor de, es idén­
tico a, ser sudamericano, etc . ) , de las cuales, también arbitraria­

mente, seleccionaremos l a que nos interese. Estas r elaciones o 

propiedarl es se pueden anotar como P~, ••• , P~. Por otra parte, de 
U exigiremos, obviamente, que no sea un conjunto vacio, y que los 

ob,i e tos o 1 os i nrl i vid u os que lo integren , puedan dist i nguirse entre 

si, lo que podemos lo~rar, sin problemas, con signos indices apro­
piados. Podemos , ademés, necesitsLr man i pular los individuos median­
te determinadas operaciones (como adici6n o producto para los en­
teros, o como la -J,T para los distintos conectivos extensionales). 

Es posible, f inalment e, que , en algún momento, por ejemplo, traba­
jando en lógi ca de pred icados , necesitemos especificar ciertos ob­
jetos o individuos en particular, dentro de U (como S\f0 para los 
números transfinitos de Cantor, o Sócrates para el conjunto de los 

fil6sofos). A las operaciones, se las. puede simbolizar como'):~, 
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••• ,~~n· A los ob2etos especificados se los s i mbolizará, en ge-
l * u* nera , como u1 , ••• , n· 

'I ' CJrlll lo " ''' .or· lo.r· p;<.HJ(; J· ur{J, c..Jept:ndiendo de l a s tt::orios 
empleadas, lo que se da en llemar una estructura-modelo de la teo­
ría en cuestión, que se simbolizará, de manera formal, mediante 
e.l siguiente con j unto ordenado c4,: 

De es t e modo, se queda en condiciones de hacer ingre­
sar (o reformular) los LF o las teorías del caso en estructuras 
exhaustivas , y , con ello, es posible fijar, para cada uno de los 

elementos de la teoría, cuyo sentido no esté determinado, un re­
ferente en la e s tructura - modelo ~ • A esta relación de corres­

pondenci a r efer enc i al entre LF y~ se la puede llamar, con propie­

dad, una i nterpret ación de LF. 

En vez de dar ejemplos intuitivos de interpretación 

que el lector pued( encontrar fácilmente en la literatura lógica 
que ~rata nel tema,

1
h1ré una conexión, más relevante, entre dicha 

noción y otra no mencionada: la noción de satisfacción. Para ello, 

debo hacer notar que la definición de estructura - modelo ha de ser 
lo suficientemente general como para permitir, en principio, el in­

greso ne toda teoría formal, lo que significa que, mínimamente, 

1' 
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ha de permitir el ingreso de la lógica de predicados standar con 

identidad . Así , e-4, deberá aceptHr fórmulas atómicas (o conjun­

tos de fórmulas atómicas) como: Fa1 , ••• , FS:n (donde , por e l momen­
to , a, b , c •• • son meras constantE=.!s)\J$o fórmulas l o conjuntos de 

fórmulas) moleculares como: (x1) Fx1 , ••• , (xn) Fxn , o (Ex i) Fxi , 

••• , (Exn) Fxn ' o fórmulas moleculares más complejas (que constan 
de predicados n- ádicos , donde n ~ 1, y/o de conectivos extensio­

nales) . 

Ahora bien , la relación referenc i a l de interpretación 
claramente se convierte aqui , en lo que antes se ha denominado 
una 'asignaci ón de val or ' para las letras predicativas, las cons­
tantes y las variables individual es . Esto se cumple del sigu~en­

te modo: 

1 ) Si P es una letra predieat i va n- ádica (n )¡ 1) de D( o 

r ' s e le asignará como v~lor la relación n-ádica ? • 
qu'J se dé entre l os miembros de U • 

2 ) Si ' a.' es una mera constante individual en o/.. o r , en­
~ 

tonces se le asignará como valor el objeto uf de U; y 
l 

(lo que es obvio)si ' xi ' es una variable individual en-
tonces su asignaci6n de19enderá de si p'W le asigna corno 
valor o la refiere expLícitamente (mediante un cuanti­
ficador) a cualquier ob;j eto , o, cuando menos , a ~ ob­
jeto de la serie ( u!,.,,., u-~ ) de U. 
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AhorA biRn , en t eoriA rle morlelos , nuestra asi~nac1 on 

de v ~ 1 or f:e ~enornina cond i cj ón de soti.sf acc i ón l de aoui en ade­

lante Ja designo con el Jll 'cJdi<.:tt.to 1·e J ocionéJ l ' satisface a' o , 

ahrevj adAJnente , Sat ) de uno intF:.rpretación , y se formula , en p-e­

nP.ral , BSÍ: dadn una fórrnulA oi... lO Un COn,i unto r ), y un ttnivrr­

SO U, se dice que una inte!'pretac~iÓll ~ai. isface a o<. lin Sat 1>(. ) 

o a r (In Sat r ) , si rnediétnte In ,O(.. (o todo r ) se convierte 

en una sentencia verdaderA lo un cor1junto de sentenc j as verdade­

ras ) . 

Con la Bl lt ~~ ri or d efinici6n y las estipulaciones d adas 

junto con elle , se puede formular fácilmente una d efinición re ­

cursiva eeneral de satisfacción , que es la siguiente: 

para tod8 fórmula oL, y para cuale s qu iera de sus In : 

!::>1. Si ol._ es una fórmula atómica Pa1 , ••• , a
0 

(n ~ 1) , entonces 

In Ba~ Pa4 , ••• , en , si la. relac j ón n - á.d ica P "" refiere a 

la secuencia ordenada de objetos < u 1 , ••• , u
0

) de U. 

(Como se po<irÁ observar , las condiciones 82 , 83 y 8 4 que 

vienen a continuación corresponden a nuestras asignac io­

nes de val or 1, 2 y 3 de la secci6n anterior) . 

S? . Si~ e s s ólo una variable sentencial pi, ••• , Pn ( de un 

conjunto especificado r ) , entonces, o bien In Sat (pi) , 

o bien ln• Sat ( pi ) , pero no ambas. 
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n l • Si o<. es e U<9l <1 u i e r fhf , In S a t - b{ , si In -na t -"" , de 

1o conl.rl\rio In - :;Flt -~. 

84 . S i oL y fJ :son fbf s cuéJlesqui era, 

( r:J.. v {J ) , si o In fln t o1... , o In Sat 
1 1 1 ; ', 11 l. ( cJ \1 ,, 1 -

entonces ln Sat 

~ , de lo contrari. o, 

(Las condicjon0s ::l5 y ::G son nuevas, pues corre sponden a los cu nn­
t j fj e Ad or<~ [;) • 

85 . Si (~)~ es una fbf (~, representa, de aquí en adelante, 

no a una co-nstante si no a cualquier vari able individual, 

y, en congecllencia, pasaré a denominarla rnetavariable o, 
. (1C)I 

má s preClSam ·nte , p~rámetro), entonces In 8at (~) ot t 

si, pa ra cu~lguier relación n-ádica P*, que ' l e asi~na 

cualqu ' e r Vél l or u* al parámetro ~, In' Sat ( o<. ) ,, y don­

de In ' rla lo s migmos valores a todas l as demás varia­

bl e s lj bres de ~. 

n6 . ni (E~) ol es una fbf, entonces ln 8at (E~)o( , si, pa­

ra cualquier relación n-ádi ca P,.., que le asigna, cuand o 
menos , un valor u*' (e l cual no ha sido asignado antes 

a otra vari.able libre) al parámetro ~' In' Sat (~), y 

dond e In' da los mismos valores a todas las demás varia­

bles l ibres de ot-. 
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FinRlmente , se dice que , cuando In satisface a un 

conjunto de fórmulas r ( o incluso a tJ.. ) para toña secuencia de 
ob jetos o volores , Jn r: s un modelo (Md) de r (o de o(. ) , es de­

c ir , In Md r (o ~ ) . Este , a su vez, es el criterio de validez 
de la teoria de modelos , o la defjnición semintica de validez que 
emana de e11 e , y que podemos formular, ru6s preci samente, u~i: un 
conjunto r de fórmulas es váJ ido, bajo una inter pretación In pa­
rA un univers o U, ssi Tn Md r . Asi también, podemos, por Úl ti­
~o, definir una .fórmula el- como lógicamente verdadera o válida 
diciendo que c;l-. es verdedern bajo toda In (o en todos sus moci e los ) 
y para todo universo (n o vacio) U. 

4. El aporte semántico de Kripke a la lógica modal. 

Ahora, creo , es posible visualizar, 
real aporte de Kripke al problema de la validez 
la decisión,en lógica modal. Debo advertir que 

rápidamente, e l 
y, por ende, de 

me valdré, en 
gran parte, para revisar l as contribuciones de Kripke, de uno de 

sus nrtículof28~blicado .en 1'163, "Semo.ntical Considorv.tions on 
~1odal Logic ". ~in embargo , me parece importante destacar que gran 
parte del fundamento teórico de aquéllas se encuentra ya en dos 

textos anteriores, el pr~~~')o publicado en 1959 ("A Completeness 
Theorem in f"1odal Logic"), y el se·~~~~o publicado en 1963 ( "Seman­
tical Analysis of Modal Logic I"). 
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Para decirlo en pocas palabras, Kripke se percató de 

que las teorías modales formales, esto es, los lengua jes modales 
formalizado s y los sistemas modales part iculares, admitian una 
reformulac ión exacta a través de la teoría de modelos. Esto sig­
nifica que Kri pke i.ntuy6 que el IJ? modal podía i ngresar a una 
es t r11cturo - modelo e4_ en particular, y que se podía determinar, 
a partir de ella, un cviterio de validez semánticJ2JJra dicho 
LF. Dice Kripke : (?4 ) 

"Par a obtener una semánt i ca para la lógica modal, intro­
ducimos la noción de .unH estructura modelo... Una es­
tructura modelo lE - M) es un triple ordenado (G, K, 
R) donde K es un con junto, R es una relación reflexiva 
sobre K y G & K. Intuitivamente, vemos el asunto así: 
K es el conjunto de todos los 'mundos posibles•, G es 
el 'mundo real'. Si .m1 y m2 son dos mundos, m1Rm2 
significa también intuitivamente que m2 es 'relativa­
mente posible' para m1 , i.e., que toda sentencia o pro­
posición verdadera en m2 es posib le en m1 • Claramente 
entonces , la relación R debería ser, sin duda, refle­
xiva; todo mundo es relativamente posible para si mis­
mo, ya que toda proposición verdadera en m, es, !!. for­

tiori , posible en m. L1s. reflexividad es, de e ste modo, 
un requisito in tui ti vam•ente natural" 

Es evidente, de acuerdo a la cita. anterior, que la 

intuici ón Kripkeana permite darle, por fin, un sentido semántico 

claro a la r e l ación ent re mundos posibles. Si se toma en cuenta 
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lo oicho en l a sección anterior,salta a la vista que el U de ~ 
ha sido sustituido por el conjunto de mundos posibles K, y que 

P ~ ha s j elo sustituida por R. A su vez, R parece ser la c lave en 

la intuición semántica de Kri pke. Dicha R corresponde a lo que /1~ t. 
los 16~icos modol e s hnhian rtenomj.nado, hasta ese momento, rela­
c ·iAn dn ~l_il > il.J!.!.! .. ~!.f~ '(~ n vc:cnr., tornh i én, rcloción de oltnrnativj­
dad) entre mundos posii1Les, que pernritia, aunque s6lo intuitiva­
me.nte, determinar la verdad modal entre mundos. Con Kripke, sin 

embargo, es posible re~ulariz ar esa relación del s i guiente modo: 

si se acepta que mi es el ancestral de todo otro mundo o mundos 
mj, •.• , mn de K y se acepta que , en todos los mundos relacionados 
ancestralmente con , o accesibles a, mi (que no necesariamente de­

ben ser torlos los de l a serie) hay una sentencia 'p' que es ver-
darlero , entonce s ' p' r: : ¡:¡, r.cA s eri o. mP.nte verdadera en mi; conver­

sament e , si · ~ · es QAc nsariamP.nte verdadera en mi' ser' verdade­
ra en torlos los mundos que sean ~ccesibles a él. Por otro lado, 
si una pro~osici6n 'p' 

la serie mj, ••• , mn de 
ancest r almente con mi' 
pQsi blemente v erdadera 

es verdadera en plguno de los mundos de 
K que son accesibles o están relacionados 
pero no en todos, entonces 'p' será s 6lo 
en m., y viceversa . 

1 

Fal ta sólo, c omo se ve , algo parecido a la asignación 

V , o ~ Sat , de l as s ecciones anter iores . Kripke l a introduce 

con al gunas variantes respecto 'a mi expl icación de la teoría de 

modelos dada en la sección tres, pero dichas modificaciones no 

alteran sensiblemente ne.da de lo dicho ahi. 
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Según Kripke, un mddeJo asigna a cada fórmula atómica 
A ( var.iable sentencial o proposicional de acuerdo a su formula­
ción) un valor de verdad V o F en cada mundo m 6 K. Ahora bien, 

dada una E - M ( G, K, R > obtenemos un modelo para una fbf,-..{ , 
a ñadiendo precisamente una .función binaria o diádica r ' que se 
aimbol] zaró compl Atnm1 ·nte como 'p(A,m)' y que ae leerá de aqui 
en adelante como 'la asignaciÓn f de A ~ (o con respecto a) m•~26) 
Desde luego, ~ corresponde en todo a nuestra v- , excepto en la 
introducción de m. AdemAs, su primer argumento A abarca todas 
las fórmulas atómicas de o< , su s egundo argumento m recorre los 
elementos de K, y su r ango es el conjunto de valores {v,F}. 

. . d t K . k ( 27) JJ~ce, seg'U l amen e , r1p e: 

"Dado un modelo, podemos definir las asignaciones de 

valores de verdad a fórmulas n o-atómicas mediante in­

ducción. Asúmase que r ( ~,m) y r (~,m) han s i do 
ya defi nidas para t odo m E. K. Entonces si f ( o(, m)= 

e e ~ , m) =V , definimos f (O(. p , m) =V; de lo contra­
r i o, f e tl. fl , m) =F. r (-~ , m) se d-efine como F ssi 

é ( o<., m) =V, de lo contrario, r (- "'-. , m) =V. Final­
mente, definimos f (LK., m)=V ssi f" ( b(., m')=V para 
todo m' 6. lK t al que mRm' ; de lo contrario, {t' ( L .e, m) 
=F . Intuitivamente, est o dice que ~ es necesario en 
m ssi o( es verdadera en todos mundos m' relativamen­
te posibles para m". 
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.. 

.t..sta úl ti.ruo e ita sj rve para poner en correspondencia 

las asip;naci ones de Kripke con l~s asignaciones v y algunas de 

las condiciones ~at ( l as sentenci ales ) . ~in embar~o, Kripke 

ofrece aqui al ~o nuevo: por primera vez se i ntroduce una asigna­

c j 6n de valor para una f6rmula modal, la asignación para L~ • 
En ho~;n n rl i cl111 n :~ i , .. n, ,c i Ó11 nP. puc•rlc.! dof i nir toruhién una a nj f!:rl8 -

c i 6n ~ parn M, clel si¡~uiente mod o: t' (M o(, m) =V ssi 1f ( o<., m' ) 
=V para al gún m'G K tal gue mRm ', de lo contrar i o ~ (M o<., m) =F . 
Todo esto permite compl etar la ansiada definic i6n de validez mo­
dal, pues se puede ahora evaluar cualquier f6rmula ( afectada o 
no por un operador mo r! al) dentro de un mundo m 6 K, en base s6lo 
a modelos . Se diró que ~ es verdadera en un morle lo ( o interpre­

tac i ón) ~ , asociado con una E - M ( G, K, R}, si ~ ( 11l.., G ) =V , y 

fal so en ese mor! e l o ~~ i ~ ( -< , G ) ~F . Luego, 11(. será. vól ida si 
es verdadera en Lodos sus modelos ~ , para cada E - M. 

Lo que queda por ver, entonces , es la valide z parti­
cular en cada E - M. Es lo que examinaré en la secci6n siguiente . 
Deseo anticipar, además , que, de aqui en adelante , utilizaré co­
mo signo unifor me de asignac i 6n, el símbolo~' olvidándome de 

las alternativas Sat y r . 
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5. Validez modal en l as estructuras-modelo 

En conform i dad con la estra.tegia de Kripke, podemos 
tener tnntn s P.fJ l.ructUI'It8-IOOdelo COrnO Bi8t81n08 moduleS tellV,EllllOB • 
Asi, podemos tener,por ejemplo, una estructura-modelo T (una E-
M T), o una estructura modeJ.o S4 (E-M S4) o S5(E-M S5). Esto 
trae como consecuencia que la vaJidez modal debe definirse siem­
pre en relación a un modelo, que pertenezca a una de esas estruc­
tura s - mndP. lo, y a los mundos consirlerados en dicho mod e lo. Lue­

go, podemos def inir pre liminarmente la validez de una fórmula mo­
dal CllFJ1r.uiera o(, dic i.endo cue (>(, es válida si es verdadera 

( s:i sP. 1 e ¡:¡s ·i p·na V) en todos los mundos de t od o modcJ o (que per­

tenezca a al guna E-M)d e un sistema modal especificado. 

Ahora. bien , lo diferencia entre las di stintas· estruc­

turas modelo est6 dada por c6mo se caracteriza la relación R en­
tre los diferentes mie mbros de K. Si la relación s6lo es r eflexi­
va, la relación modal bás i ca, de acuerdo a Kripke, entonces nos 
enfrentamos a una estructura modelo-T correspondiente al siste­

ma modal més débil, el sistema T. Si R, adem&s de rerlexiva, es 

transitiva (esto es, si'para mundos cualesquiera mi, mj y mk, 
dado m.Rm. y m.Rmk' ent onces m.Rmk)' nos enfrentamos a una estruc-

1 J J 1 
tura modelo-S4. Finalmente, si R es reflexivra, transitiva y si-

métrica (esto es, si para mundos cualesquiera mi y 

mj' entonces mjRmi)' entonces tenemos una estructura 
Se puede ahora redefinir más técnicamente la validez 

te modo: 
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(a) Validez en la estructur a mod elo-T ·e validez-T1 · 

Una fbf, o( , es vál ida-T si para todos los modelos-T, 

esto es , pRre todo triple ordenado ( K,G,R~ (donde Res reflexiva; 

y para todo mieK, V(o(,m1)=V 

(b) Valjdez en la estructura modelo-84 [validez-841 

Una f bf, t>'-. , es válida-84 si para todos los modlelos-

84, esto es, para t odo triple ordenado < K,G,R) (donde R es re­

flexiva y transitiva) y para todo miEK, ~(-<,mi)=V. 

(e) Valldez en l a estructura modelo-S5 [validez-s5J 

Una fbf, o( , es válida-85 si para todos los modelos-

85, esto es, para todo t r iple ordenado< K, G,R ) (donde R es re­

flexiva, transitiva y sim~trica) y para todo mi E K, 1((o<~,mi)=V. 
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Las especificaciones sobre la relación de accesibili­
dad o sobre R, deben conciliarse con las asignaciones de L y M. 
Intuitivamente, esto significa que, por ejemplo, para la estructu­
ra modelo-T, dados mundos cualesquiera m1 , m2 y m

3
, cuando ten~a­

mos YCLQ(,m1)=V tendremos lTCO(,m1)=V y vc~,m2)=V, pero no ne­
cesariamente ?r ( o<.,m3) •V puesto que a6lo tenernos m1nm2 y no 
m1Rm3 (aun cuando tengamos m

2
Hm3). Del mismo modo, para mundos 

cualesquiera m1 , m2 y m3, cuando tengamos ~(M~,m1 )=V, tendre­
mos o r lo/.., m1 ) =V o bien V"( e(, m2) =V, pero no necesariamente 
'1/"(~ ,m

3
) =V puesto que_, . de acuerdo a R, no tenemos m1Rm

3
, aun 

cuando tengamos m2Hm
3

• En la estructura modelo-84, sin embargo, 
para mundos cualesquiera m1 , m2 y m3 si tenemos 11""\L~,m1 )=V, 
tendremos V(oL,m1 )=V, V\o.::,m~,)=V y v-(.x,m3)=V, lo anterior 
en el caso que tengamos m1Rm2 y m2Rm3 (de acuerdo a R en 84). 
Asi también, si tenemos m1Rm2 y m2Hm

3 
y tenemos ¡;-(M~,m1 )=V, 

tendremos o v( ~ ,m1 ) =V o v-e ~.m2) =V' o bien V (o( ,ro3)=V. 
Finalmente, en la estructura modelo-85, para mundos cualesquiera 
m1 , m2 y m

3
, si tenemos m1Rm2 , m2Rm

3 
Y m1~m3 , tenemos m3Rm1 , m

3
H 

m2 y m2Hm1 y, por tanto, si tenemos YlL(X.,m1 )=V o v-·(L~,m2 ) 

=V o bien Y(LO(,m3)=V, entonces tendremos YlcK,m1)=V y/o 
V (~,m2 )=V, y/o v(o<.,m3)=V . Del mismo modo, si tenemos 
Jf(M~,m1 )=V o Y( MI)(,m2 ):;::V o bien V"tM~,m )=V, deberemos 

tener Jt-(C>l.. ,m1 )=V o v( ~,m2 )=V, o bien 1r(..t,m
3

)=V. 
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6 . El mecanjsmo de dec i sión origin~rio: diagramas semánticos 

Expondré aqui, de la manera más sumaria posible, el 
rnf,tnrln r: r t rllf,lll ir.n qun of'T'n~í6 ori¡~ inn 1111onL u Krjpko pf.!l'U dt:Jc 1.c.i i r la 
validez de l a s fórmulas modales . Dicho método se encuentra for­
mulado en el artículo de 1963 "Semant i cal Analysis of i"lodal Logic 
I". Con todo , por el carácter sumario- que le daré a mi exposic i ón 
aqui, ut ilizaré, de preferencia, la sintesis que hacen del mencio­
nado método G. E . Hughes ~ ¡v¡. J. Cresswell, en su libro Introduc­

ci6n a l a L6rica Modal~?~delanto, adem,s, que mi exposici6n se 
concentrará exclusivamente en el sistema modal T, pues lo que pre­
tendo,si mplemente , es e jemplificar los rasgos generales del méto­
do Kripkeano y algunas de sus, a mi juicio, dificultades. 

De acuer do a lo afir~ado en la secci ón anteribr, una 

fórmula , C>l. , es vá1 ida-T, si para todos los modelos-T <K,G,R) 
(donde R es reflexiva) y para todo mié K, 'll""toL,m1 )=V • .1Jefinido 
el criter i o de validez s emánt i ca, lo importante para Kripke era 
poder formul ar un procedimiento ,!!:d ~ que permitiese probar la 
validez de cada fbrmula modal sentencial, en conformidad con dicho 
criterio. Las llamadas Tablas de Verdad, aunque resultaban ser 
un procedimient o semántico de decisión para la 16gica sentencial, 
presentaban el inconveniente, al trasladarse a la lógica modal , 
de generar un número impredeciblemente grande (aunque f inito) de 
mod elos-T d i ferentes, los que, ·a su vez, debian chequearse en su 
totalidad a fin de determinar, de acuerdo a lo que prescribe el 

criterio, la validez de la f6rmula modal en cuesti6n. Y esto aún 
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para una fórmula sentenci.al mente simple. 

El rnétodo qu e ide6 Kripke , asi como el método propio 
qu~ presen ta ré en los siguientes c apitulas , se bus6 en lo que , ~n 

16gica, se conoce como prue ba de la Reductio ad Absurdum. De esta 
manera, dada una fórmula modal cua l quiera , o<.., lo que se buscará 
es. construir para ella un modelo-·T ~falsificador , esto es , un mo­
delo-Ten el que para al menos un miéK, v(o<., mi )=F . Si esto 
no es posih1H , es decir, si Y ( ol ,m1 ) cV (o, igualmente , si y­

(-(l(,mi )=F) , o<. será váJ ida. Supbngase ahora que"'-. corresponde 

e uno f6r111ul o condid onol, cuyas portes bien-formadas son A y B 

(que corresponden , respectivament~a 1~ cliu~ula antecedente y a 
la cláusula consecuente), entonce s V (o(, mi) =F será i gual a v 
((A~ B) ,m. )=F . Kripke no formula , explicitamente , entre sus con-

1 
diciones de asignaci6n, l as condiciones de verdad o falsedad del 
condicional . Tampoco se encuentran entre las condic i ones 1/' ni 
ent re Sat . Pero , como se podrá adivinar , no resulta difi cil in­
troduc i rlAs , dadas las anteriores . Por ahora, las formularé in­
tuitivamente , pero, cuando construya mi método , lo haré de manera 

sistemática . Ahora bien , dado que 'A? B' df '-A " B', y V 
((-Av B) ,m . )=F ssi 'Y(A,m .)=V y VC B,m. ) =F, entonces 1f((A:> 

1 1 1 
B) , m . ) =F, si V (A , m . ) =V y if'( B, m . ) =F. 

1 1 1 

dal 
· Consideremos ahora el siguiente ejemplo de f6rmula mo-

d
. . 1 (2q) con 1c1ona : 

[1] L ( p ~ L(q:Jr)) ::> M( q :> (Lp :::> Mr ) ) . 
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De aqui en a~e l ante l a s asignaci ones d e valores de verdad ( V o F ) 
se anotarén inmediatamente deb~jo de la f6rmula, en el conectivo 
extensjonnl o l a f 6r mula ~ue corres ponda. ~sto, como se verá, 
deber emos hacerlo por fa s e s, lo que orig inarA diagramas r ectan­
gulares s eri arlo s que expresor~n los d i st i ntos chlculos. 

Como (1] es un condic i onal, anotamos los sip::uient e s 
valores: 

[ 1 i] m1 L ( p ::> L( q :-> r ) ) -;> M ( q ::> ( Lp :;J Mr ) ) 

V V F F F 

Esto s ignifica que, en algún mode lo-T, hemos supuesto un mundo 
t,.que podemos llamar m1 ) donde 7./' ( [1) ,m1)=F. Esto se represen­
ta anotando F en el conect ivo pr incipal, y V y F, en el antece­

dente y e l con secuente, r e spect ivamente. Además, de acuerdo a 

las as ignac iones d e Kri pke para L y M, y nuestras explicaciones 
intuitivas dadas . al f inal de la secci6n anterior, se sigue que, 
como lo muestra [1 iJ, si L~ es verdadera en mi, entonces ~ es 
verdadera en mi (y en t odo mundo accesible a mi) y que si MO( es 
falsa en mi' ~ será faJsa en mi (y en todo mundo accesible a mi). 

Ahora bien, al anotaJ::> nuevas asignaciones sobre [ 1 i] 
· · obtenemos: 
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[ 1 i i] m1 L ( p ;> L ( q ? r) ) ? ¡v¡ ( q ::J e Lp :::» Mr) ) 
V V F F V F VV F FF 

li:n e!ltn fo ;:P. r:n i mport11nt e t fmer cloro que cuonc:lo una f6rmul a, oo'., 

afectada por L, es falna, Lo' también, obviamente, es falsa; asi 
como cuRndo una f6rmula, t:11. , afec:tada por IVJ, es verdadera, MQ(. 

e.s verdadera. Terminamos, en consecuencia, anotando los sip.:uien­
tes valores: 

[1iii) m1 L(p :> L(q :> r ;) ? M(q :::> (J...p;:, Mr)) 
V V V F V l!' F F F V :b' VV F PF 

X 

El diagrama [1iii] muestra, finalmente, que hemos llegado a una 
inconsistencia o una contradicción en el antecedente, pues le he­

mos asignado inicialmente V, pero, por las asignaciones posterio­
res, hemos obtenic:lo V Cp,m.)=V y VCL(q-:>r),m.)=F, que son sus 

1 1 
cláusulas antecedente y consecuente, respectivamente, lo que es· 
contradictori o. 
subrayándolas y 

contradicción. 
T falsificador 
válida en T. 

Las asignaciones contradictorias las destacamos 
poniendo, ba,jo el subrayado, una X, que indica 
Esto muestra que no podemos construir un modelo­

para ( 1), en que V"p e [ 1) , m1) =F, esto es, [ 11 es 

Antes examinA el caso en que una f6rrnula cualquiera, 
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t:1i. , afectad a por L, es falsa , lo que obli(!;a a que L ~ , sea fal­
sa; sin emhRrf'"o, podemos encontrarnos con un caso distinto , en 

r¡ u e un n f ó r mul o e u Hl e p 1 i (~ re , o( , n r f ~ e t a d o por M , p ~ e de s <! r f a 1 s n. 

(en m4 ) , l. oblip;a esto a que M bL sea fa l sa? Evidentemente , no, 
pues M 01... puede ser verdadera en m.1 , con tal que Ql(. sea verdadera 
1·11 fll ¡ ~ t'n1 1111111tln m,i nr:r: t· :: i bl 1: n rn1 , 011nr¡uo r;cn , de hecho , ful uu t: JI 

m1 • "Est o se anota , en el métorio de Kripke , c on un asterisco ba­
jo la fórmula . La explicaci6n anterior nos permitirl determinar 
lo vnJirlez- '11 rle l a sir:,Jiente fórmula , muy parecida a [ 11 : 

V V V V V }o' 1•' 

tt ~ 

El hecho d e que aparezca un asterisco baj o M, indica 
que necesitawos suponer la existenc i a de un mundo m2 , que sea ac­
cesihle a m1 y donde l a cllusula ' ( q :> r ) ' sea verdadera . Pero, 
por otra parte , estamos ohli~ados a aceptar gue , en m2 , las fór­

mulas cuyas L estan as ignadas con V, o cuyas M estan asignadas 
con F, en m1 , seguirán asignadas con los mismos valores . En este 
c aso , se anotarán o marcarán asteriscos , sobre los opera­
dores modales en cuestión , lo que , finalmente, arroja los siguien­
tes diagramas: 

* .. • * L (p ":) M(q ~r)) :> M( q ? t_Lp ':> Mr ) ) 

V V V V V FF F F V F VV F FF 

* J, 
q;, r :P ~ M(q~r) 1 q;> (Lp:> Mr ) 1 p ~ r 1 1 
VV F 1 V 1 V F 1 V 1 F - 1 1 1 1 

X 1 1 1 r 
1 • • 
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La flecha i n~jca la relación de accesibilidad entre 
m1 y m~. Como se puene observ~r , el primer sub-diagrama en [2ii) 

rnue~tra que tratando dP. encontrar un modelo falsificador pera [2), 
llegamos a una contrad i cc i ón en m.,, lo que indica, por tanto, su 

(_ 

validez-T. 

Rxami nando estos d~s ejemplos bastante simples, se 
observan, por lo menos, dos características notacionales del mé­
todo que, a la larga, pueden implicar dificultades en su compren­
slon y manejo. ~a primera tiene que ver con cierta monotonia en 
el desorrolJo de la técnica, lo que se expresa en una repetición, 

m's o menos constante, de las fórmulas y las asignaciones origina­
les. Un expediente para resolver este problema seria el anotar 
de una vez, bajo la fórmula original, todas las asignaciones de 
V y F que sean necesarias y numerar, arriba de las fórmulas com­
ponentes, los pasos suc~~ivos que se dan al asignar dichos valores, 
Pero, el uso de este expediente quedaria limitado, en la partida, 

a fórmulas pFlra un solo munrlo (y, aún en ellas, creo que no seria 
recomendable). Pues, cuando se t:ratara de fórmulas para las que 
se necesita más de un mundo, simplemente deberiamos anotar una 

nueva numeración que, en ciertos casos (aquellos que tienen que 
ver con las asignaciones de valores a variables sentenciales), 
entraria en conflicto con la ante:rior, lo que la haria perder to­

do sent id o. 

Otra característica embarazosa de los diagramas semán­

ticos de I~ipke, es la poca reducibilidad de las f6rmulas, que 
dicha técnica garantiza . Esto implica cierta imposibilidad de 
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obtener simplificacjoncs interesantes de l as fórmulas or iginales, 
bnsad RS en sus e s rnw mas compon ent ,e s . Ello es obvi o fln el caso de 

[ ? 1 , put~ fj r ?1 j ) no rl ·prr!s~ n l.n una s impl i ficaci6n significativa 

de ella , pese a es ta r ~e scompue sta en sus esquemas componentes . 

Lo Rnterjor vu e lve a ohservArs e en e l si~uj ent e ej emplo~ 

. 
L ( p " Mq ) ? ( Lp v Mq) 

Sus d i.FJrT nntD S S triad os , a s u vez, son los s i¡.;uient 0s : 

* t L ( p V Mq ) ~ (Lp V Mq) 
V F F F F 

* * ~ 
L ( p \1 Mq) :> ( Lp V l"lq ) 

V V V FF F FV F FF 
.t" 

Por el hecho de que ' Lp' es falsa en m1 , pero 'p' es 

verdadera en dicho mundo , es necesario hacer accesible a m1 , otro 
mundo m? donde 'p' sea falsa. Esto obliga a tener los siguientes 

d iagr amas : 
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.. * ... 
L e p v Mq ) :::> e Lp V Mq) 

V V V FF F FV F FF 

+ 

P : pv 
F 1 FV 1 

1 

Mq 1 q 
1 

VI1' 1 F .. 

Finalmente, [3v] muestra que [31 no es v'lida-T pues se ha obte­
nido en ~3 una asi~naci6n que no lleva a contradicción. 

Por 6ltimo, a las do~ dificultades ya mencionadas, 

viene a afiad i rse una tercera, tal vez la més severa, que mezcla 

dos aspectos: por una parte, la proliferación de diagramas repe­
tidos, y, por ot ra, la i mposibilidad práctica, por la naturaleza 
del métocto Kripkeano, de tener une visi6n com:pleta y de conjunto 
de los resultados que se van obteniend6, al aplica~ las reglas de 

asiRnaci6n. Esto ea pnrticulormonte complejo cuando se trata de 

bicondicionales. Con el s6lo prop6sito de ilustrar esto ofreceré 
un ejemplo, desarrollado por Hughes y Cresswell, sin entrar ya 

en la explicación de sus detalles. La fórmula es la siguiente: 

[ 41 L ( Mp E Mq) ~ L ( p E Lq) 
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A part i r de [4) se obt i ene un primer diagrama , que luego se escin­

de, rl e acuerdo al sent i.d o del bicondicional, e n otros d os . Esto 

se j nrl i Cél ponienñ o un sir-;no 1 t ' baj o el bicondicional que ori¡::ina 

18 doh l e esi~nnción. 

·~--- -·- --

[ 4i] 
~ 

m1 L (1'-lp = Mq ) ::>L. (p ~_ Lq) 

V V F F 
t ti( 

--·-·- -

[4ii} m1 (a) L (Mp ~ r-'lq) :>L (p ~~ Lq ) 

V V V V F li' 

* • " 

* * • . 
L ( Mp ~ Mq ) ::> L ( p : Lq) 

V F V F F F 

* 

Los diagramas seriados siguen luego asi: 

[4iv] m
1 

(b) 
r~ ~ ' L (Mp :=- Mq) ':)L (p ~~ Lq) 

V FF V FF F F F V FF 
+ • 

[4v1 
_J,_ 

m2 p ~ Lq 
1 Mp E Mq :p : q 1 

F F FF 1 V I F 'F 
1 1 

X 1 1 1 

1 1 ! 
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.. 
L ( Mp ¡: Mq ) ~ L ( p • Lq) 

V V V V F F 

• * + J ·----
. ' -

p 1 l'lp E r'l r¡ m
4 

q : Mp -a Mq m5 
v vvvv V 1 V v vv 

q 

V 

p ::: Lq 

V F F 

* 
' 

rn8 q 

F 

* p ~ Lq 

F F VV 

m10 

' 1 • 

: 
Mp ~ Mq 

' 1 VV V V 
1 
1 * * ' 

J 

mq q 
~ 

V 

1 
1 
1 Mp ~ Mq 
1 VF V VV 1 

1 *" ~ 
L 

1 
1 

p 1 q 
1 

VIV 
_l 
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Evidentemente, en un desarrollo como el anter ior l a 
posihilidad de apoyarse en una visión totalizadora result a esca­
sa, por no dec i r nula . Sin embargo, parece importAnte contar 
~r§ficamente con ella, pues , de tenerla, permitiria r eparar, de 
una sol a vez, en la ancestralidad , respecto a m1 , en que se t:n­
cuent:ron ]un r·t :: · Lcllil.t : :J III LITitl o r; . J'or ujemplo , 1110 t.:L; uqui YlJ Lun 

claro si rn 6 , rn7 , m8 , 1119 y m10 est{m en la mi ;,~ relc,rción de on­

cestralidad r e specto a m (lo que de hecho ocurre). Por otro la-
1 

do, tampoco son claras todas l a s consecuencias que acarrea, para 
las asi~nacjones de verdad en determinado mundo, l a relación de 

accesibil idad . Este es el caso de la relación entre m
5 

tb) y 

m10• A~ui, m10 da V para 'p' porque, en m5 (b), ' Mp ' es verdade­
ra pero 'p' es falsa llo que esté se~alado por el asterisco) . 

Sj n C'rllhmyo , 110 qui:rln clnro si m10 dn ta111hién V H 'q' porque en 

m5(b) ba~ o ' Mo ' hay un asterisco o porque 'Lq' es verdadera y 
hay sobre ella ot ro asterisco . Aunque se trata de esto último, 
lamentablemente la flec ha que señala la r elación de accesibilidad 

tiende a su~erir lo primero . 

De s eo enfatizar que las anteriores observaciones criti­

cas no tienen por propósito poner en entredicho el método Krip(- O) 
keano en si mi smo. Como técnica decisional parece impecable ~ 
no enfrerita mis riesgos que los que enfrenta cualquier .técnica . 
semántica en lógica sentencial extensional (por ejemplo, e l núme-
ro de variables sentencjales distintas que aparecen en las fórmu­
l as , en el cas o nel mét odo por Tablas de Verdad). Pero, es pre­
ciso reconocer que los problemas a los que apuntan dichas obser­
vaciones, conspiran pel igrosamente a una comprensión adecuada de 

la teor5n gue sos tiene a l a técnica decisional, vale decir, de 
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la semánt i ca de los mundos posibles. La confusi6n respecto ál 
ori~en de las asignac i ones que indiqué antes sugiere fuertemente 
este peligro. Por lo demás, es de desear que, desde un punto de 
vista intuitivo, nuest ras técnicas decisionales se organicen, 

gráficamente, como todos coherentes y encadenados, y que, en lo 
poA j hl e , ti endan tn mh i ~n ~rhficamcnte a la simplicidad. Esto oe 
observa en lógica sent ~ncial extensional,por ejemplo~ al comparar 
el método de l as Tablos de Verdad, con el manifiestamente supe­
rior mét odo de Quine d e anál i sis dicotómico. Cont ar con un méto­
do, con cRr~cteristi cas intuit i vas análogas al de Quine, para 
la semánt i ca de mundo ~: posibles de Kripke, se vuelve, asi, algo 
ur~ente e i naplazable en lógica modal. 

La solución , a mi juicio, para este import ant e reque­
rimiento técnico s e encuentra, en parte, en las propias fuentes 
Kripkeanas. Asi como la semántica de los mundos posibles estaba 
basada en la teoria de modelos, el método de diagramas semánticos 
estaba basado en un método desarrollado a partir de la segunda 

m) t ad de los años cincuenta, principalmente por E. Beth y J. Hin­
tikka, denominado Tableaux semantic. El método era muy adecuado 
para los propósitos generales de la semántica de ' Kripke, pues te­
nia como objetivo bás ico la construcción de modelos falsifica­
dores para determinar la validez de las fórmulas. ~ipke utili­
z6 s 6lo esta idea bási ca para, a partir de ella, desarrollar su 
técnica propia. De hecho, Kripke no 
hizo uso de la herramienta caracteristica de las Tableaux, sus 
reglas semánticas de eliminación de los conectivos extensionales. 
A su vez, en 1968 , Richard Jeffrey, en su libro Formal Logic: Its 

Scope and Limits, r eformul6 esta ~ltirna técnica, introduciendo, 
por primera vez, desarrollos arbóreos o en forma de árboles de 
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verdad para ella. Esta reforma le dió, finalmente, la sencillez 
y la coherencia con que ahora se la conoce familiarmente. 

Estoy convencido que, utilizando les Tableaux en el 
sentido arbóreo de Je f frey y haciendo_ el esfuerzo de formular 

reglas de ~liminaci6n apropiadas para los operadoies modales, 
QUe ~e compatibilize:n con las reglas de eliminación de los opera­
dores extensionales, es posible arribar a un método decisional 
más poderoso e intuitivo que el Kripkeano. Sin embargo, al igual 
que este último, deb e mantenerse inspirado básicamente en la semán­
tica de mundos ~osib le s , lo que significa que se sostendrá siem­
pre en con j untos de asignaciones semánticas, de un número y natu­
raleza , a veces (de acuerdo a las coyunturas teóricas), diferen­
te de las asignaciones Kripkeanas originales. Puedo anticipar 
que los restantes capitules de esta tesis constituyen la construc­
ción efectiva, paso por paso, de un método de ese tipo. Pienso 
que contar con dicho método cobra aún mayor importancia eh cier­

tas zonas más densas de la lógica, de las que en este capitulo 
apenas -se ha hablado: la lógica de predicados y la teoria de la 
identidad modales . En dichas zonas, el método de diagramas se­

mánticos puede lle~ar a ser sencillamente no recomendable, puesto 
que se corre el ries go, por el hecho de introducir asignaciones 
mucho más complejas para los c~antificadores, de ver duplicadas 
las dificultades detectadas en el nivel sentencial. 
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NOTAS 

(1) A veces, por el hecho que se generalizan el término • modo' 
o 'mod n. l ido.d' pnra cualquier sentencja o proposición que 
.se encuentra en discurso indirecto o al i nterior de una 
~l &usula que', se denomina también a esta lógica, 16gica 

morlnJ nlf>tic.n, distingu iéndolo. asi de otron l61':icos que ne 

OCll pn n de las rnnflo.lidades (lb gice epistémico , deónt ico., de 

las noruw s , etc.), en e~ sentido antes dicho . 

(2) ~n al¡Yunos ni s t C;rnas modales 'es necesario' se s i mboliza co­

mo O , y 'es posible' como O , entre otras muc has simbo­

lizaciones . Para mRyor información cf. G. E. Hughes y M. 
J . Cresswe ll, Jntroducción a la L6gica Modal, Madrid, Edi ­
torin] Te cnos, 1q73, 1a. Edición, pp. 285-287 (Apéndice IV ) . 
De aqui en adeln.nte esta obra se simbolizar~ , por su impor­

tanc ia , simplemente como ILM • 

. 
(3 ) Este sistema fue ideado por Hobert Feys en 1937, cf. ILM , 

p. 37. 

l4) La prjmera formulaci6n de estos sistemas se encuentra en 
C. I . Lewis A Survey of Simbolic Logic, Berkeley, Uriiversity 

of California, 1g1a. La formulación completa est! en C.I. 

Lewi s y C. H. Langford Symbolic Logic, New York, Dover publi­

cations, 1932 . 

(5) Sigo en lo principal , aunque con algunas modificaciones en 
la formulación de ciertas reglas, a Hughes y Cresswell, cf. 

ILM, pp. 37- 38. 

(6) ~ no corresponde a una variable sentencial, sino, m6s bien, 

a una meta variable sentencial, por lo que queda fuera del 

vocabulari o lógico . . Por esta razón, además, nunca va entre­

comillada, así c omo tampoco las expresiones moleculares · a 
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que puedan dar origen una o mAs metavariab1es sentenciales . 
Las variables sentenciales tale s c orno 'p ', 'q', etc . las 

entrecomillaré , de acuerdo a las estipulaciones standar so­
bre uso y menc ión de las expresiones . 

(?) También se usa como alternativa de sirnbol izaci6n para la 

implicnci.ón estri.cta el signo '~ '. CF . ILM , p . 33 . 

(8) Su a l ternativa de simbolizaci6n es 1 =', Ibid., I bid. 

llO) P~rR expli.car por qué entre comilla la expres i 6n Lp pero no 
hap.;o lo mismo con LP< , debo explicar como entiendo l a ex­
nresi6n L. Al igual que Hughes y Cresswell la considero un 
operador semántico. Esto significa que corresponde a una 

expresión rnetalór:ica que modifica o completa expresiones 
del vocabul ario l6~i co, a l i~ual que un predicado rnetaló~i ­
co extensional tRl corno ' es deducible• u otros . De a hi que 
tenga un status s emejante al de · las variable.s predicativas 
n- ádicas , que se simbolizan usualmente con l as letras grie­
gas~ ,~, ••• etc. Dichas letras no van por lo general 
entrecomil ladas , de tal manera que cada vez que aparezca 
la expresión L aislada, o acompañada con otra metavariable 
como, por ejemplo , o< , no la entrecomillaré . Sin embargo , 
si dicha expresión,o complejos de dicha expr esión , acompa­
ñan a una fórmula del vocabulario 16gico tenderé a entreco­
millarla, dándo l e preminencia a esta filtima. Es lo que ocu­
rre con la expresión Lp, que motiv6 esta nota. 

(9) ParA todo este punto cf . II~M., p . 33 y ss. 

(~1) Cf. Manuel Garrido, L6gica Simbólica, Madrid, Editor ial Tec­
rios, 1Q83 , p. 30A y ss., y J . N. Crossley y otros lQué es la 
L6gica ~atem~tica? , Madrid, Editor ial fe cnos , 1983 , p .71 y 

ss. 

(12) Cf. ILM , pp . 2? - 23 
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( 13 ) 

(14) 

V es una constante metal6gica como é, en teori a de conjun­
tos , .Y no la entrecomi llo. Como se verá después , V c oinci­
de con la fun c ión de Kripke f , y en !'6rmulas como Y ( o<., 
mi) =V, debe leers e asi: la asignac ión de valor de o(, ~ 

m., es i gual a V. 
1 

1 

R. Car nap " Modalj ties and Quantification" en The Journal of 

Svmhol]c IJor-i c, en 1946, Vol. 11, pp. 33-64 y M. Wa jsberg 
"Ein erwe:i tet P. r Kl MJsenkalkUl" Monatshe ft e fUr Mathematik 
ttnr l J ' lt v:..; J k , 1 'l:rJ , Vol . l~O, pp . 11 3-'1 ?6 . La estrategia de 
ambos a l.ltores esta basada en las formas normales conyunti­
vas modalP.s , y está limitada, en su aplicabilidad, asiste­
mas excl usi vamente sentenciales. 

(15) El primer j.ntento lo hizo J.C.C. McKinsey ''On t he Syntacti­
cal Construct j on of Systems of ~1odal Logic" en The Journal 
of Symbol i c Logic , 1945 , Vol. 10, pp. 83-96. De s pués hay 
intentos en R. Carnap \op . cit. ) , S . Kanger Provability in 

Logic , ::>toc k)1 olm, Ed. Almqvist and 1.'l iksell, 1957, y en J. 
Hintikka " ~1odality and Quantification" en Theoria, 1961 , 

Vol. 27 , pp . 110-128 , y todos su~ textos posteriores. 

(16) Las explicn.ciones que v i enen a continuación estan basadas 

principalmente en el texto de M. Garrido ya citado y en el 
de B. van Fras sen Semántica Formal y Lógica, eiudad de Méxi­

co, Editori al UNAM , 1987, pp. 127-131. Para una introducción 
esencialmente matemát ica en el tema es inevitable consultar 
cu~l r uiera de estos dos textos: J. L. Bell y A. B. Slomson, 
Morlels and Ultraproducts: an lntroduction, Amsterdam y Lon­
dres, Editorial North-Holl~nd, 1969; y A. Robinson, Intro­
ductjon to model the ory and to the metamathematics of alge­

bra, Amsterdam, Edit or ial North-Holland, 1963. No result a 
inútil t ambién c onsultar el clásico de A. Tarski, Introduc­

tion to LoEic and to the Methodology of Deductive Sciences, 

New York, Oxford University Press, 1959, pp. 120-125. 
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\1?) Un buen ejemplo s e puede encontrar en J. N. Crossley, op. 

cit., pp. ?1-?3. 

(18) Haré aqui algunas precisiones notacionales sobre expresio­
nes de individuo, en particular. Cuando se trate de simples 
constantes individuales utilizaré las letras minúsculas ba­

jas del alfabeto a1 , ••• an, b1 , ••• bn' etc., que, citadas ais­
ladamente serán entrecomilladas. Los individuos de un domi­
nio especificado (que puede o no ser u, como veremos en los 
capitules tres y cuatro) se simboli~an solamente con us di­
ferenciadas por suscritos, y nunca las entrecomillaré. 
Finalmente, en esta tesis haré un uso intenso de la noci6n 
de parámetro, esto es, de la noci6n de metavariable indivi­
dual, que sirve para · señalar o nombrar a cualquier individuo 
de U, espec1ficado o no. Cuando deba simbolizar dicho 

parámetro lo haré con las letras minúsculas bajas del alfa­

beto subrayadas, del siguiente modo: a1 , ••• ,~n' ~1 , ••• ,~0 , 

etc. Los parámetros al igual que las metavariables senten­

ciRles, jamás van entrecomilladas. Por último x1 , ••• , xn, 
y 1 , ••• , Yn' etc ., representan simples variables individuales 
y, dado el caso, las entrecomillaré. 

(19) C:f. supra n. "18. Es posible que, en algunos pasajes de la 
tesis, utilice más libremente la expresión variable, aludien­
do con ello a par~Toetro. En todos esqs casos, debe entender­
se que, cuando hablo de 'una' o 'algunas' variables, quiero 
decir siempre 'cualquier' variable. 

(20) S'. Kripke "Semantical Considerations on Modal Logic", en 
L. Linsky (ed.) Reference and Modality, Oxford, Oxford Uni­

versity Press, 19?1, Reep. 197?, PP• 63-73. 

(21) S. Kripke "A Completeness Theorern in Modal Logic", en The 

Journal of Symbolic Lo~ic, 1959, Vol. 24, pp. 1-14. 
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(22) S. Kripke,"Semantical Analysis of Modal Logic . I, Normal Pro­
positional Calculi", en Zeitschrift flir matematische Logik 

und Grundla~en der Mathematik, 1963, Vol. 9, pp. 67-96. 

(~3) Una expljcación muy aclaratoria sobre por qué, en un sentido 

jntujtivo, la definición do validez dada por. kripke permite 
hablar de una 'semántica' de los sistemas modales o de los 
mundos posibles, se ofrece en ILM, p. 72, la que a continua­
ción cito: . "Nuest ro método para la definición de la validez 
r;n ho hnonrlo en nsjr;nar a los elementos de leA f 6:rmulnn ci.Pr­
tos valores que no son por si mismos parte del sistema al 
que pertenece la fórmula y en valorar las fórmulas en térmi­
nos de aquellas asignaciones. ~ste procedimiento es lo mis­
mo que dotar de significado a las fórmulas ••• " 

(?4) "Semantical considerations ••• " op. cit., p. 64. He hecho 
alRunas alteraciones notacionales minimas en el texto, para 
dejarlo mÁs cercano a la terminología usada en esta tesis. 

(?5) Cf. ILM, pp. 73-74. 

(?6) Cf. supra n. 13 

(27) "Semantical consi derations ••• " op. cit., p. 64. 

(?P) ILM , pp. 78-89 

(29) Todos los ejemplos que vienen a continuación están tomados 
de ILM. 

(30) Cf., para una de mostración de esto, Ibid., pp. 88-89 
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CAPI'rULO DOS 

Un proced1miento elternativo: 16gica sentencial modal 

En este capitu l o, ofreceré algunas técnicas de deci­
si6n r;ue dif ieren y, en cierta medida, simplifican los procedí -
mientes Kripkeanos revisados antes. Se harén aplicaciones para 

los sistemas sentenciales ya consi derados T, S4 y S5 y daré una 

ilustración de cómo se pueden usar estas técnicas en el sistema 
brouweriano o SB . 

1. Definici6n sem~ntica de validez para sistemas modales. 

Si~uiendo a Kripke, establecemos la validez de las 

fórmulas modales mediante una estructura modelo constituida por 
el triple ordenado (K, G, R >más la función binaria V( o< ,mi) y 
cuyo rango es el con junt o (v, F}.K representa el conjunto no va­
cio de mundos posiblt3s m1 ••• mn; G representa a algún mi e K y R es 
una relación diádica ., como dijimos antes, que estable.ce el tipo de 
"accesibilidad" que :se puede dar entre los miembros de K. La fun-
ción '"V ( e{, mi) representa la operación de asignar 
el valor de verdad V o Fa una fbf o( cualquiera en cada mi€K. 
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Esta asignaci6n de valor deberá cumplir las siguientes condicio­

nes: 

(1) Pe r A cualquier vari able sentencial 1pj 1 y para cualquier 

mi E 1< , o h i en V ( p j , mi) = y,, o 1íc p j , mi) "'F • 

(?) [, lf N]. Para cualquier fbf, o<., y para cualquier mi t::. K, 
( - o~.,m . );;V ssi V ( o~..,m.) ;;F; en caso contrario, v(-o(,m

1
. );;F. 

1 1 

\3) [v Al Pnrn cualq11iera fhfs, o< y (3, y para cualquier mi E. K, 

¡r(o<vp) =V, si , obienlí(fÁ,mi)=V, o .VCp,mi) ;;;V; enca­

so contrario~ V ( (ot.. v (3), mi) =F. 

(4) [Y e]. Para cualquiera fbfs,D( y p, y para cualquier mi 6 K, 

1/l(o<.?¡G ) ,mi)=F, s si P(o<,mi);;V y7fé[3' ,mi)=F, en cualquier 

otro caso, lf((~.:Jp),mi) ;;V. (1) 

(S) [ 7/L] • Para cualquier fbf , o<, y para cualquier mi E K, 
'l/éLo<.,m

1
.);;V, ssi, pnra todo mjé.K tal que m.Rm., u(o<,m.)=V, 

1 J J 
en caso contrario 7í(LtX. ,mi)::;F. 

·( 6) [V M] • Para cualquier .fb.f, o1... , y para cualquier m. E K, 
1 -

l..{Mo<..,m.);;V, ssi, para algún m . ~K tal que m1Rmj' V(o<::,mj) 

=V, de
1

lo contrario V(M~,mi~=F. 

2. Teorema modal y reglas semánticas de eliminación. 

~repondré ahora la siguiente definici6n de teorema mo­

dal (teorema-T, 84 o 85) . 
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Teorema Modal: Una f6rmula modal (T, 84 o 85) es un teorema del 
sistema respectivo (T, 84 o 85), ssi su negaci6n es inconsistente. 
O,lo que es lo mismo, una f6rmula modal (T, 84 o 85) es un teore­
ma del sistema (T, 84 o 85) si, de su negaci6n, es deducible una 
contrad"icci6n. En términos de modelos esta definici6n puede re­
formularse asi: una fbf,~, es un teorema modal si no es posible 
construir para ella un modelo (T, 84 o 85) faloificador , ea de­
cir, si no encontramos un modelo (T, 84 o 85) en el cual, para al 
menos un m. 6 K, V( o<., m. ) =F. 

l. l. 

A partir de esta definici6n estamos en condiciones de 
fundar una estrategia metodol6gica para evaluar semánticamente 
cualquier f6rmula modal en· los referidos sistemas. La semejanza 
de dicha estrategia con el método Kripkeano radica en la idea bá­
sica de contraejemplo o método de la reductio ad absurdum, que, 
en ambos casos,toma la forma de modelo falsificado~. La dife­
rencia descansa en el h~cbo que la estrategia que se describe a 
conti nuaci6n no se basa en una resoluci6n por asignaci6n de valo­
res de las f6rmulas componentes,como en la técnica de Kripke, si­
no en un conjunto de r eglas semánticas de elimi naci6n que dan ori­

gen al método de decisi6n conocido como 'árboles de verdad' 

de Jeffrey. (2) En lo siguiente me basaré en las exyosicio -
nes standar de este último, sobre todo en las de Hodge~ ~ Smully­
an\4~ daré, por sentado, su conocimiento y dominio. Para mis pro­
p6sitos, reformularé sus reglas del siguiente modo: 
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A) Reglas s Pmhnticas de eJ i minaci6n extensional (REE ) 

Regl as de Verdad Reglas de Falsedad 

1. RVK eX • E!. ,mi 1.RFK -(oCf3),mi 

o<.., m. -o<. ,mi ¡-p ,mi ~ 

f3 'mi 

?. RVA C>( V p ,m. 
::L 2.RFA - ( D( v f> ) , mi 

o( ,m . f ,mi ,m . ::L 
::L 

,m. 
::L 

'l,.RVC o/. :::> f3 ,mi 3.RFC -(ot....:Jp),mi 

- D( 'mi f3 'mi o<. ,mi 

-f3'mi 

4.RVB o<.:=p,mi 4.RFB -Ce<= J3) ,mi 

~'mi -o< ,mi t:J<. 'mi -t(,m. . ::L 

(3 ,mi -p,mi -[j'mi f3 ,mi 

A estas reglas les agregaré otras cuatro, especifica­
mente modales, a las que llamaré 'reglas sem~nticas de elimina­
ci6n modal' , y que abreviaré como REM. 
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B) Ree1Rs semhnticas de eliminaci6n modal (REM) 

Reglas de Verdad Heglas de Falsedad 

5. RVL Le( ' K ( 5) 5. RFL -LG(' K 

(m . ) 
l. 

(~ ,mi) (Emi) (-o<:,m . ) 
l. 

6. RVM Mo<, K 6 .. RFM -M~, K 

(Em.) 
l. Col.. ,mi) (m.) 

l. 
(-o< ,mi) 

Por último, formulo un grupo de reglas de inconsis­
tencia y de clausura para árboles modales. 

C) Reglas de inconsistencia y de clausura (RIC) 

1. Dos expresiones o< y -o< (con o sin operador modal) son contra­
dictorias si pertenecen a un mismo mundo mi. 

2 . Se clausura una rama o una sub-rama cuando se encuentra una 
contradicción en su des arrollo para un mismo mundo m .• Lla­

l. 
mames a estas ramas o sub-ramas, ramas o sub-ramas inconsis-

tentes. 
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3. Cualquier roma de un mismo mundo mi a la que sea accesible una 

rama inconsistente de un mundo m. es una rama inconsistente mi. 
. J 

4. Si se . han aplicado todas las reglas conocidas (RSE, RMSE) que 
sean necesarias tenemos una ramificación cornpleta-T, 84 o 85, 

o un llrbol-'I', S4 o S5. Una fbf es v álida-T, 84 o 85 o un teo­
rema-T, 8 4 o 85 , si la ramificación completa-T, 84 o 85 de su 
m1 es inconsistente (esto es , si todas sus ramas o sub-ramas 
están clausurndas de acuerdo a RIC1, 2 o 3). 

De este modo, siempre estamos en condiciones de deter­
minar si una fórmula cual esquiera es o no un teorema sentencial 
dedal, deb ido a que en el caso de una fbf,~, o se demuestra que 
la ramificación completa de su mundo m1 es inconsistente (lo que 
es lo misrno que decir que es imposible construir un modelo falsi­
! icador para ella) o , de l o contrario, se term~na la ramificación 

completa de~ s in que se pueda demostrar que su m1 sea inconsis­

tente (lo que es lo mismo que decir que habrá por lo menos un mun­

do m.é K tal que para algún modelo-T, 84 o 85 es posible una asig-
1 

nación U en que oi... =F). 

Pruebas para el sistema T • (6) 

Daremos algunos ejemplos caracteristicos del sistema 

c on su respectivo comentario aclaratorio. 
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(1) Lp:> Mp 

1. - ( I •P ==' Mp ) PA 

? . Lpm1 FC1 

1. -Mp FC1 

/j • p VL2 

e 
1 . [E] FM3 

De acuerdo a este ejemplo, asu­

mirnos la ne r;ación el e la f6rmul a y comenzamos la ramificaci6n ano­

tando, en la forma de un exponente, el mundo para el cual la rea­
l:iza.mos, en es t e caso, pura m1 • Esta prescripción significa que, 
siempre que abramos una rama para un nuevo mundo, debemos marcar 
ese mundo asi como también marcarl o en la últi.ma fórmula de esa 
rama (si acaso con ella termina el proceso o se abre otro nuevo 
mundo). Por ot ra parte, toda vez que lle~uemos a una contradic­
ci6n y clausuremos una rama, c ercamos la última f6rmula con un 
rectán~ulo que incluye el mundo respectivo. ];s lo que ha ocurri­
do con '-p' en la linea 5, que contradice a 'p' en la linea 4, y ­

que, a su vez, queda dentro de las f6rmulas de~ m1 • Desde lue ~o, 
la obtención de 'p' en la linea 4 y de '-p ' en la linea 5 se hace 
conforme a las REM, lo que muestra que (1) es un teorema-T. 
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(2) - M (p V q) ::"J(-Mp • -Mq) 

1 • - (-M ( p V q) ::> ( -Mp • -Mq)) PA 

3. -(-Mp • -Mq) FC1 

4. -(p v q) FM2 

5. -p FA4 

6. -q FA4 

7. Mpm1 FK,DN3 B. Mqm1 .FK,DN3 

r 
· m 9. p 2 VM,7 12. qm3 VM8 

10. -(p V q) AC4 13. -(p V q) AC4 

11.1-pm21 FA10 14. -p FA13 

15.¡-qm31 FA13 
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En el ejemplo anterior no habiamos necesitado esta­
blecer acceso con otros mundos para obtener la ramificaci6n com­
?letu de l A f6rmulo moda]. l!:n (2), sin embargo, nos enfrentamos 
por primera v ez a este r equerimiento. Esto ocurre en las lineas 
7 y 8. En 7, de acuerdo a VM, de.bemos establecer el acceso de 
un · nut:vo IIIU !Hl o donde 'p' dc:bu uur vord~dera. Uraficemente este 
acceso se representará en T mediante una doble linea vertical 

'1 1 '. Como abrimos una nueva rama y nuevo mundo, marcamos tam­
bié~ éste como un exponente sobre la primera fórmula de la rama. 
Lo mismo hacemos en la lí~tea 12. Este mundo nuevo debe ser di­
ferente d el r equerido en la linea 7 (de acuerdo a lo que estable­
ce l a relaci6n R pora la estructura modelo T) , por lo t anto, lo 
marcamos también como exponente al abrir l a rama. Tanto en la 

' linea 10 como en la 1 3 , de ·acuerdo al sentido de VL y FM y su 
conexi6n con R, hemos marcado el acceso del r esiduo que resulta 
de aplicar FM a '-M (p v q) ', esto es , de 1 -(p v q)'. El hecho 

ie que aparezca en ambos mundos se debe, obviamente , al alcance 
uni ver sal ( par a todos los mundos posibles de K) del cuant i f i c ad or 
en FM. !'~ arca mos el hecho del acceso con l a abreviaci6n AC y le 
s~revamos el número de línea de la f6rmula que se repite. Desde 

Luego, lo mismo re girá para el acceso de L~ en un mundo mj. 
ri nalmente , la inconsistencia de la ramificaci6n completa mues­
;ra que (? ) también es un teorema-T. 
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\ 3) L ( p v Mq) ::> (Lp v f>1q) 

'1 • - ( 1 ( p v Mq ) ::> ( Lp V Mq)) PA 

2. L ( p v Mq)m1 FC1 

3. -( Lp v Mq) FC'1 

4. p V Mq VL2 

/ -...... 
5. p VA4 6. Mq VA4 

7. -Lp J:t'A3 16. -Lp FA3 

B. -Mq J:t'A3 17.,-Mqm11 FA3 

9 • - qm1 FMB 

..,0 m2 L'L7 1 • -p .J: 

11. -q AC9 
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12 . p V Mq AC4 

/ \ 
1) .,pm21 VA12 14. Mqm2 VA12 

VM14 

Por prime ra vez hemos establecido la no val i d ez de 
una fórmula modal. l!:sto queda evidenciado en la .sub-rama 14-15, 
donde han sido aplicadas todas las reglas de eliminación y todos 

los acce s os posibles. En m
3 

no se puede marcar el acceso, de 

acuerdo a las explicaciones i ntuitivas dadas antes sobre R en T, 

de ninguna fórmula modal r egida por la negaci6n de L , o por M,en 

m1 ( aun cuando haya acceso de m3 a m2 J, luego, no es posible a­

gregar a m
3 

'-q 1
• De esta manera , es posibl e encontrar un ruode­

lo-T fal s i.ficador de ( 3) tal que para K= [ m1 , m2 , m3 } , es posi­
ble encontrar un mundo , m3 , donde la asignación v de 1 q 1 como V 

da como asignación v-para (4), en m1 , F, esto ·es , ~ 
( ( 4) , m1 ) =F . 
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(4) Lp - -M-p 

1·. - ( Lp ~ -M-p) PA 

/~ 
2 . Lpm1 FB1 3. -M-prn1 FB1 

4. M-p 

m 6 . -p 2 

FB,DN1 

VL2 

VM4 

AC5 

B. -L p FB1 

9. FM,DN3 

10 Dll3 • -p FL8 

11. E] . AC9 

(4) es, de acuerdo a las lineas? y 11, válida-T y 

expresa la definición de L en términos de M y negaci6n~ En este 
ejemplo hemos procedido en con.formidad a las HEE para el bicondi­
cional, lo que nos obliga a escindir el desarrollo en dos ramas 
finit a s de dos lineas cada una. Un ejemplo de este génoro, más 
complejo, lo encontrarnos en el siguiente érbol. 
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l5) L(p.q) =. Lp • Lq 

1. - ( L( p • q)::: Lp • Lq ) PA 

/ ~ 
Lqm1 ...., 

T.(p • CJ)m1 FB1 1 f> . Lp • FB1 . . 

l~. -\Lp • Lq ) FB1 17. -L(p • q) FB1 

5. p • q VL2 18. Lp VK3 

6 . p VK5 19. Lq VK3 

7. q VK5 20. p VL17 

/~ 21. q VL18 

B. m m FK4 -Lp 1 FK4 g . -Lq 1 

22 . -(p • q)m4 FL16 

10. m FLB 13. -qm3 FL9 23. AC19 -p 2 p 
., 

11. p • q AC5 14. p • q AC5 24. q AC20 

1?. ¡·pm?] VK11 15.¡qm3¡ VK14 

25. 26.¡-qm~¡ FK21 
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Con 1 o se ve , d e a e u e rd o a las l in en s 1 ? , 1 ~ , 2 5 y ? 6 , 

la ramificación compl eta del m1 de (5) es i nconsistente y , por 
consj guicnte, ( 5) tv1nbién es válida-1r. Una observación que se 

dehe reiterar todo l o que sea posible es la necesidad rle marcar 

los accesos inmediatvmente después de haber aplicado, en cual­
o .ui l:.r '"j' VlVI () l•'f.. llHO O Pnt<~ ptlfi O fJe o ebc Opl:.ror d e Íl lllll'dLul. •.J 

tambi én sohre el res iduo de la aplicación de VM o YL. 

4. Pruebas para el s istema S4 

Debemos r ecordar, antes de pasar a los ejemplos, que 
la únic:a diferencia relevante , de acuerdo a lo que dijimos antes, 
entre la estructura modelo-T y la estructura modelo-S4, . descansa 

en la c.aracterización de R. En S4, R no s6lo es una relación 
reflexiva sino que, además , expresa una relación t ransitiva en­
tre los diferentes miembros de K. ~sto trae, c omo consecuencia, 

que toda vez que tenp:amos en una rama de un mundo mi. Lo<, , debe­
remos marcar e l acceso para el... , en todas las ramas de nuevos 

m\~dos m~, sjempre que se sigan de aquella primera rama. Lo mis-
' 1 • 1 mo acontecer é. con -c;~.. , el residuo .de -M o( • En el caso de 

fórmulas cuya ramificación completa exija s6lo dos mundos, obvia­
mente e~l requisito de trans itividad es superfluo y esto sign ifi­
ca que en dichos casos la diferencia · entre los árboles modales T 
y los árboles ~odale s S4 se disuelve. 
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A continuación ofrezco un ej emplo desarrollado , prl­

mero de acuerdo a T , y luego de acuerdo a 84 •. 

'1 .- { Lp:>LLp) PA (T) 

? . 

3 . 

4 . 

5. 

7. 

- LLp 

m ·-Lp 2 

m 
·-p 3 

FC1 

FC1 

VL2 

FL3 

AC4 

FL5 
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1 • - ( .Lp :> LLp) PA(84) 

'") 

e • L pm'l FC1 

3. -LLp FC1 

4. pm'l VL2 

5. FL3 

6 . AC4 

7. FL5 

8 . AC6 

De acuerdo a las anteri ores ramificaciones,( 6) no es 
válido-T, lo cual era esperable pues l 6) es el axioma caracterís­
tic<? de :::>4. El segundo árbol muestra la validez-84 de (6) . Co­

mo se ve, graficamos ahora la relaci6n de accesibilidad para 84 
mediante tres líneas '111 '• A diferencia de T, ahora estamos 
obligados a marcar acceso no s6lo en· el mundo m2 ,sino también en 
el , mundo m3 , lo que posibilita finalmente obtener una contradic­
ción. 
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\7) Mp::: MMp 

1 • - ( Mp ::: MMp ) PA 

FB1 

3. - MMp FB1 5. -Mp FB1 

FM5 

m 9. -p 2 AC? 

11.¡-pm31 AC? 

Y. 

Las lineas 6 y 11 muestran la validez-84 de (7). 
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'· 

Arboles modales infinitos en 84 

En S4 es posible encontrar f6rmulas que dan origen a 

árbol es r~7)uJ e:~> irJ.finitos. Esto, como lo han observado llup;hes y 

Creswell para el procedimiento de Kripke, se debe a que en S4, a 

diferencia de T, el ~redo de las fórmulas no desaparece necesa­

riamente conforme se aplican las REM. Es decir, si la rama de 

un mundo m. contiene Lo< entonces la ramii'icación completa exi-
l 

girá. que en toda rama de un nuevo mundo m. (por lejos que esté 
J 

de mi) aparezca ~ Luego, si ~ es de grado modal n todas 
las ramas de nuevos mundos contendrán al menos una fórmula modal 

de p:rado rnodnl. n • Eslo se puede evidenciar con el siguiente 

ejemplo: 

(8) LMp ~ MLp 

1. - ( LMp::> MLp J PA 

? . FC1 

3. -MLp FC1 

4. Mp VL2 
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C") • 
m -l.,p 1 

' / 
/ 

--~ 

6 . pm? 

E~. -Lp"'2 

m 10. -p 4 

m 1 5 . - Lp 6 

VM4 

AC5 

FLS 

VM11 

AC5 

FM4 

' ?. -pm3 

9. Mpm3 

m 13. -J.Jp 5 

m 16. -p 7 

FL5 

AC4 

VM9 

AC5 

FL13 

AC4 

De hecho, ( 8 ) no es válida-84, sin embargo, esto no 
queda establecido en el desarrollo anterior. Pues dicho desa­
rrollo no expresa un modelo falsificador 84 para (8). Si asi 
fuese, tanto en m6 como en m7 deberiamo~ haber terminado de apli­
car las REM; lo que, por supuesto , no ocurre, debido a que 1 en 
m6 ,tenemos todavia '-Lp' y,en m7 .'Mp'. Necesitariamos abrir 
nuevos mundos para eliminar dichos operadores, es decir, hacer 
lo mismo nue hicimos en m2 y m

3
,y eso nos llevaria a mundos i­

p.-uales a m11 y me; y as f. hasta el infinito. A estas ramas que nos 
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llevan al infinito podemos llamarlas •ramas repetidoras'-. Ahora 

bien, todo este problema puede resolverse ateniéndose a la sen­

cilla re~la que se formula a continuaci6n. 

Regla para rAmas repetidoras: Siempre que en una ra­
ma de un árhol 54 cualquiera, mj esté contenido íntegramente en 
un mi que aparece con anterioridad en esa rama, suprimimos mj y 

devolvemos las relaciones de accesibilidad que iban hacia m., a 
(R) J 

mi. 

La regla anterior permite reformular así la ramifi­
caci6n de (8): 

1. - ( LMp J MLp ) PA 

2. FC1 

3. - MLp 

4. Mp VL2 
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V MI¡ .Y ( ¡ li'L5 y 13 

m m 7. -Lp ? P . -p 4 

AC5 l•'L7 

Se puede observar ahora que las relaciones de accesi­

bilidad que , en el anterior árbol,iban de m4 a m6 y de. m5 a m
7 

las hemos devuelto a m2· y m3 respectivamente, en donde ya están 
' p ' y '-p'. Además, hemos anotado bajo cada linea la justifica­
ción para sim~lificar la graficaci6n del árbol. Finalme~te, aho­
ra es posible decir que la ramificaci6n completa de (8) expresa 
un modelo falsificador de ella, y que , por tanto, no es válida 
S4 . Pues las eliminaciones requeridas en cada mundo son satisfe­
chas por otro mundo sin que se obtengan contradicciones . 

5. Pr uebas para el sistema 85 

De acuerdo a lo dicho antes, en toda estructura mode­
lo B5 la relaci6n R entre los miembros de K no s6lo es reflexiva 
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y transitiva sino que , además, simétrica , lo que significa que 

todo mundo de K est~ en relación de accesibilidad c on todos los 

otros mund os de K. Gráficamente, marcamos esta relación con cua­

tro líneas del tipo ' 1111 Desde un punto de vista lógi co, esto 

significa que si tenernos en una rama de un mundo mi una fór~ula 

L t>( , mnrcEIHIOR nccP.so rwra oc en todar. l as r amas d e nuevos mun ­
dos m. , no ·i mporte 9111•: se s igan o no de aquella prjmera rama ( l o 

J • • 
mismo aplica , por supuesto, para fórmulas del tipo - M o<.). 

Ofrecemos como ejemplo la ramificación S4 y S5 de una 

mi sma fórmula. 

( q) MLp ::> LMp 

1 • - ( MLp ::> LMp ) PA (84) 

? . .b'C1 

VL4 FM5 
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1 • - ( MLp :> LMp) PA (S5) 

? . MLpm1 FC1 

1. -J~Mpm't li'C1 

~ ~~-,, / 
lj . • Lpm2 VM2 5 .• m -Mp 3 FL3 

6 . p VL4 7 .• -p FM5 

8.,-pm21 AC7 - 9 .• ~ AC8 

La primera ramificaci6n muestra que (9) no es válida-
84. Sin embargo, la s egunda,muestra que (9) es válida-55. Esto 

se debe a que, a diferencia de lo que pide R en 84, en S5,R nos 
exige ·marcar el acces o de '-p' en la linea 8 para la rama de m2 
y hacer lo mismo con 'p' en la linea 9 para m3• Y dichos acce­

sos son los que provocan finalmente las contradicciones en cada 

rama. 

69 



(10) MMp j LMp 

1 • - ( I''IMp :> L!~p) PA 

2. I"Wlpm1 FG1 

3. -LMpm1 FG1 

1 ' L~ • 
m VM2 5. m FL3 Mp ?. -Mp 3 

7. -pm2 AC1 ==6 m FM5 ==::=. • -p 3 

m 8. p 4 VM4 

9 .[-pm41 AC 6 

(10) es válida-S5,de acuerdo a la linea 9. Al marcar 
el acceso de '-p' en la linea 6 para m4 hemos provocado una con­
tradicci6n. Las lineas cuádruples de m3 a m2 y de m2 a m4 ,mues­
tran la necesidad de marcar este acceso. En realidad, debimos 
también trazar lineas cuádruples de m3 a m4 para mostrar claramen­
te que la contradicci6n alcanza tambilm a m3 • Sin embargo, pode­
mos hacer algo mejor, suprimiendo la presencia de '-p' en m2 y, 
con ·ello, de las lineas cuádruples que van de m

3 
a m2 ,y dejando 

s6lo las que van de m3 a m4 • Lo que resulta es el s iguiente ár-
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bol-S5 : 
1 . - ( l"lf'-1p :> I .Mp ) PA 

2 . 

m 7. p 4 

a.¡-pm41 

FC1 

m 6 . -p 3 

# VM4/ 
AC6 

FM5 

Aparentemente, la ausencia de 1 - p' en m2 no afecta 
a m

4
, donde se origina la contradicci6n , por lo que. puede acep­

tarse . 

( 11) Lp = LMp 

1 • - ( Lp : LMp) P A 
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3. -LMp Fl\1 5. -Lp FB1 

VL2 

8. -l"lp
102 FI,3 11. m -p 3 FL5 13. pm4 VM7 

q . p AC6 12. Mprn3 AC7~ 
10 . -pm2 ~'M8 ~ 

14. prn5 VM12 

Corno se puede observar (11) no es válida-85 pues la 

r ama de m1 que lleva a m
5 

no se clausura. Es interesante obser­

var además que en el caso de fórmulas que contienen bicondicio­
nales las r amificaciones de ~ada rama de m1 son dif erentes entre 
si (corresponden en el fondo a la ramificación de dos condicio­
nales diferentes; y que por tanto no pueden dar origen a acces i­
bilidad entre sus mundos. En nuestro ejemplo, accesibilidad en­
tre rn2 ! l~s mundos m3, rn4 y m

5
• Si hubiese sido eso posible, 

la pr esenc i a de '-p' de rn2 en cualesquiera de esos mundos habria 
ori~inado de inmediato una contradicción en la rama de ese mun­
do y finalmente habria hecho a toda la ramificaci6n inconsisten­

te. 
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6 . Un ejempJo rle prueba en SB 

Vinalmente , damos aqui un ejemplo, a modo de ilustra­
ci6n, de c6rno prohar .f6rmule s modales en e l sistema Brouweriano 
o SB . Dic ho si sterna fle diferencia d e los demás en que en s u es­

tructura modelo , R se caracteriza como una relación r efl exiva y 

simétrica pero no trans itiva, lo que graficaremos con el signo 
·, ~j 1. 

( 12) MLp :> p 

1 . - ( MLp:> p) PA 

2 . MLpm1 FC1 

3. m -p 1 FC1 

~ 
4. Lpm2 VM2 

5. pm2 VL4 

~ 
6. ~~ AC5 
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La val i dez-E de (12) se obtiene, como se puede obser­
var, de una contradicci 6n en m1 entre 'p' y '-p'. Debido a que 

lu r e lac i 6n en t re m1 y m2 es sim~trica, estamos obligados a mar­
car tanto el acceso de una f6rmula de m1 en m2 como a la inversa. 
Esto ólt i mo es l o que ha ocurrido con 'p', el residuo en m~ de 

( , 

,,, 'L ud rtur· T. clr : 1 u 1 ~nt:u '1. ]'o!'U ulmpli1'icl:ir la graí'icaci6n hemos 
morcado el acceso de ' p ' fu era de la rama de m1 , pero nos cuida­
mos de advert i r e s to con el asterisco y con el exponente que ex­
presa e 1 mundo al que corresponde, la fórmula. Obviamente, ( 12) 

también es válida 85, aunque no es válida-T.ni válida-84 (como 
tal vez se recordará, para esta clase de fórmulas el requisito 
de transitividad es irrelevante). 
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NOTAS 

e1; A~rego , como una nota,la condici6n de asignaci6n para e l 
bicondicional, L lT B l ,. Aunque dicha asignaci6n puede deri­
varse de las anteriores , de manera tácita, es c onveniente 
ofrc~ cc!r ] a apnrt1 ~ , pues el bicondicional jugará un papel im­
portante en las futuras demostraciones. 
[ 1.TB] Pa rA cualc·squiP-ra fbfs, tJI.. y~ , y para cual quier mi e K, 
?!((()(..;~ ) , mi ) .. v, ssi o V'( o(,mi)= ?re {3 ,mi ) =V, o bien 
v-e oc ,mi)= ]/ ( f3 ,m_ )=F, en caso contrario l.T( e~ &:(3 ) ,mi)=F . 

]. 

(2) R. C. Jeffrey, Formal Logic: Its Scope and Limi ts, New York, 
McGraw- Hill, 1g67. 

( 3) \v. Hodr:e s , r,oc-j e , Lond on, Penguin Books Ltd. Engl and, 1977 . 

(4) R. M. Smullyan First - arder Logic, New York, Berlin-Beidel­
berg , Springer Verlag , 1968 . También se puede consultar con 

provecho, M. Garr ido, op. cit., pp. 258-273, y R. Beneyto 
''Laberintos Anal i t icos", en Revista Teorema, Valencia, Vol. 

4, 1971 ' pp. 19-30 . 

( 5) Se l ee como ' ~es necesaria en el c qnjunto K'. 

( 6) A d iferenci.a de] ca pi tul o anterj or, muchos de los ejemplos 
oue ofreceré, no aparecen en ILM. 

(7) Debo aclRrar oue usaré en este capitulo, AC, para ilustrar 
indistintamente, los accesos en T, S4 y S5, pues aqui espe­
cifico antes en qu~ sistema estoy trabajando. Pe ro, en los 
cApitules restantes tenderé, a veces, a indicar en qué sis­
tema se r egistra el acceso~ y lo ·haré utilizando el signo 
'x' de, por ejempl~ le siguiente . manera: ACxS5, 4. Es t o 
significa simplemente 'acceso por D5, a partir de l a linea 4'. 
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(8) Est~ regla está inspirada en una re~la análoga que 
Hughes y Cresswell formulan para el método de 

Kripke, cf. ILM , p. 100. 
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CAPITULO TRES 

Un procedimiento alternativo : lógica de predicados modal 

En este capítulo ofreceré nuevas técnicas de decisión 

para los sistemas modales cuantificados T, 84 y 85 . Para ello for­
mul aré, en primer lugar , una semántica para los sistemas modales 
cuantificados T, 84 y 85 , más sencilla y liberal que l a de Kxipke , 
aunque basada en su concepc ión origina1(

1
) A esta semántica la deno­

minaré ' semántica indulgente ' o Sem I . La de Kripke , a la que , 
c omo veremos , se puede llegar agregando algunas restr icciones es­
tratégicas , la denominaré Sem K. 

1. una semántica indul~ente 

Una Sem I , mediante la cual def inimos la validez de 
las fórmulas modales cuantificadas, es una estructura modelo cons­
tituída por un cuádruple ordenado ~~K , R, D, ur), siendo K el conjun­

to no vacío de mundos posibles mi ••• mn;R es la r elación diádica 
que se establece entre los miembros de K y que hemos llamado ' ac­
cesibilidaa,. Des un conjunto o dominio de individuos , y , final­

mente , vr representa la operación (o función) de asignar un valor , 
ya sea de individuos de D a cualquier variable libre en la forma 
~(x) =u (donde Ut D) , o ya sea del conjunto fv, F) a cual quier 

fbf o( constituída por una variable predicativa f n- ádica , se­
guida de un (n + 1) múltiplo ordenado, del tipo< u1 ••• un , mi ) Y 

donde mié K. A su vez' V e {P ) es igual al conjunto de todos a­
quellos múltiplos ordenados . 
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A partir de lo anterior, podemos, en principlo~ 2dalcular 
'V( o(, mi} I?ar·a toda o( y todo mi t!!: K de acuerdo a las siguie!l 
tes condiciones. 

(1) Par a cualquier fÓrmula atÓmica de lÓgica cuantificacio­
rwl' ~l i r e:::; una variable predicativa n-ádica, entonces 

V( rp (x1 , ••• xn),mi) =V si( 1/(xl),..,V(xn),m)'E:lf((), 
ri P 1o C' o n t r r~ rio V<r (x1 , ••• ,xn),mi) = F 

(2) Par a to da fÓrmula atÓmica precedida por un cuantifica­

dor universa l, del tipo ((ª)o(,mi)' donde la letraª 
repr esenta cualquier variable individual (un parámetro), 

y m1 !S K, lÍ(( <j!)ol... ,rni).= V si, para cualquier asigna ­
c iÓn Zf'hec ha en alguno de los modelos (T,S4,S5) que 

( 3 ) 

dé a tod as l a s variables, excepto a la variable a, l os 
rni s rr.Qs va l or es qu e les asigna V"; Y' (~) .. V ,en caso con­
trario vr( (ª)c(,mi)=F. Para esta condiciÓn se ha ele 
gido arbitrariamente,como primitivo, el cuantificador 
universal. 

La siguiente condiciÓn la formularé para introfDc ir el 

operador de necesidad L. Para cualquier fbf A iesto 

es, precedida o no por cuantificador) y cualquier 
m. t:K, ' 1Í(LA,m. ) =V si pára todo m.E.K tal que 

l 1 J 
miRmj, ¿¡r(A,mj)= V, de lo contrario 411LA,m1 ) =F. 

2. Teorema modal y reglas de eliminaciÓn en lÓgica 
de predicados. 

Propondré ahora, en términos de modelos, la siguiente de 

finiciÓn de teorema modal para T, S4 o S5 cuantificados. Una 
fbf, A, es un teorema de un sistema modal cuantificado (T,S4 
o S5) si no es posible construir para ella un modelo (K, R, 

D,) fal s ificador, es decir, si no encontramos un modelo 
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(T, S L¡. o S5) en el cual, para al meno~ un m1EK, 1Í( A,m1 )=F . 

En lo sigui epte , utilizaré tanto las REE como l a s REM de­
talladas en el capítulo anterior,y s6lo recordaré aquí las re­
~las de e liminac i 6n de los cuantificadores. Distinguiré, se­
mánticamente, entre reglas de verdad y reglas de falsedad. 

Reglas de Verdad 

(RVU ) Si tenemos '(x) Fx', entonces tenemos 'Fª' 

(RVE) Si t enemos '(Ex)Fx', entonces tenemos 'F~' (se admite 
la exigencia standard de que ª sea un parámet~o o una 
constante nueva en el curso de la deducci6n). 

Reglas de Fal sedad 

(RFU) Si tenemos '-( x)Fx', entonces tenemos '-F~' 

(RFE) Si tenemos '-lEx)Fx', tenemos '-F~' 

3. EJiminaci6n semántica en cuantificación modal. 

Para dar sentido a la el iminaci 6n semántica en los siste­
mas modales cuant ificados, empezaré aclarando las situaciones 
que en el curso de ella podemos enfrentar y, luego, formularé 
ciertas r egl as ad hoc. 

En relaci6n a lo primero, es conveniente observar que pa­
ra L (y consecuentemente para -M), tenemos las siguientes cua­
tro situaciones : i) L(x)Fx,rn1 ; ii) L(Ex)Fx,mi ; iii ) (x)LFx, 
m1 y iv) (Ex)LFx,rni. Para M (y consecuentemente para -L) 
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tenemos : v)M( x)Fx,m.; vi) M(Ex)Fx,m . ; vii) (x) MFx,m., y viii) 
1 1 1 

( Ex) Mli'x,mi. Podernos decir que i), ii), v ) y vi) son cuantifi-
cac i ones modules 'bien ordenados' ; en cambio iii ) (. iv) , v i i ) 
y viii) son cuantificaciones modales 'cruzadas' • 4 ) 

Desde un pun t o 

ii) y vi ) llevarían 

de vista intuitivo, las eliminaciones en 
' 

sin problemas a '(Ex)Fx,m.' y '(Ex)Fx,m.', 
1 J 

respt:ctivamcnte¡ y en iv) y viii) llevarían respectivamente, 
a ' LFy , mi ' ( 'y' es cualquier u E D) y 'M.Fy, mi 1 (eventualmente 
él 'l•'y ,mj ' ) . Gin e mbargo, enfrentamos problemas intuitivos en 
i) y v), y en iii) y vii). ¿c6mo eliminamos aquí? Si aplica­
mos , de nuevo, el principio usado hasta ahora, al que llamaré 
pri ncipio pragmático , de tomar el conectivo más exterior como 
el principal y part imos eliminando desde ahi, obtenemos en i) 
y v), respectivamente, '(x)Fx,mi' y '( x )Fx,mj'• Y en iii) y 

v ii) obtenemos r espectivamente 'LFy,mi' y 'MFy,mi' (eventual­
mente ' Fy,mj' ) . S in embargo, podriamos no respetar ese prin­
cipio (aunque , como veremos, con resistencias f i losóficas) y 

obtener de i) y v ) también ' LFy,mi' y 'MFy,mi' (eventualmente 
' Fy , mj ' ) . Lo mismo, entonces , podría hacerse con iii) y vii), 

obteniendo r espect ivamente ' ( x )Fx ,mi' y '(x) Fx,mj'. En gene­

ral , podrí amos admitir que ningún operador se considere el 
principal, y así el iminar a discreción . Si aceptamos estas, 

d igamos, liberalizaciones antiintuitivas, necesitamos hac er 

dos modificaciones mínimas en nuestra Sem I: primero exigire­
mos que nuestro dominio D sea el mismo para todos los miembros 
de K y, en segundo l ugar, aunque de manera independiente, es­
table c eremos un requisito de inclusión entre mundos, de tal 
manera que, siempre que miRmj' todos los miembros del dominio 
mi, o también Di, serán miembros del dominio de mj, o también 
Dj' esto es, Di~Dj . 
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De acuerdo a lo anterior, podemos probar de dos formas 

difer entes, ateni éndonos o (I) al principio pragmático,o l ii ) 

n l as libe ralizac iones ya enunciadas, que la f6rmula ' (x )Ll"x ::> 

L(x)F:x' eB un teorema del sistema modal más débi l T (y por en­
d e , de S L¡ y S 5 ) : 

( F1) (x) LFx :lL( x)Fx (I ) 

1. - { ( x )T~Fx::tL( x ) Fx) PA. 

~ . ( x ) Llí'xrn1 

3. -L( x )Fx 

4 . Ll~'y 

5. Fym1 

1 

6 . - (x)Fxm2 

7. -Fy 

B.¡ Fym2] 

FC1 

FC1 

VU2 

VL4 

FL3 

FU6 

AC5 

(F1) (x) LFx:::>L(x) Fx ( II) 

1 • - ( ( x ) LFx -:> L( x ) Fx) P A • 

2 . (x ) LFxm1 FC1 

3. -L(x)Fx FC1 

4. LFy VU2 

5. r-LF!m1¡ VU3 

De acuerdo a l método de árbol es de verdad, comenzamos ne­
gando la f6rmula y . marcamos al lado de la primera y la última . 
subf6rmula de cada rama, en la forma de un exponente, el mundo 
al que pertenece. A su vez, en mj de (I ) e l r esiduo 'Fy' debe 
s er también verdadero, pues es el resultado de eliminar, en el 
mundo mi,L,y, por lo tanto, marcamos como antes esa consecuen­
cia del acceso de mj a mi como AC. 

Como se habrá notado, tanto en (I) (principio pragmático) 
como en (II) (liberalizaciones) se obtiene una inconsistencia, 
lo que hace, por tanto, válida a F1. Sin embargo, no es difi­

cil reconfgyr en dicha fórmula a la controvertida 'fórmula Bar­
can' (FB ) . Ahora bien, hay buenas razones filosóficas, creo, 
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r nro hlo~uanr en ciertos cas os e sta f6rmula. Y es tas razone s 

se refle jan en nues t ras demostraciones semánticas. (II) puede 
s er r echa zada plausiblemente porque para ella hemos apelado a 

una liberalización antiintuitiva en relaci6n a la eliminaci6n 

semántica convenci onal. En verdad, aceptaríamos FB si pudiese 

ser obtenida, como otras f6rmul1as modale s cuantificadas, de 

una manera convenc ional. (I) parece expresar esto. Sin embar­
~ o, ( I ) t amhi 6n sttsc i ta controversias, pues ella se s ost i ene 
en el hecho de qu~ aceptemos el acceso en m2 de 'Fy', el res i­
duo de L en la línea 4. A su v1ez, 'LFy' se obtuvo en m1 de 
eliminar en una cuantificación modal cruzada. Y aceptar esto 
parece s er una consecuencia, como vimos antes, de aceptar la 
exigencia que pende sobre las liberalizaciones ant i intuitivas: 
que los miembros del dominio D sean los mismos para todo m~K. 

Dicha exi~encja es, por supuesto, muy controvertible. Co­
mo se ha mostrado una y ot ra vez, no hay ninguna buena razón 
16gica ( ni filos6fica) que nos obligue a pensar que los obj e­
tos no var í an de un mundo posible a ot ro. Si no aceptamos e s a 

exi gencia debemos a gregar entonces la siguiente restricci6n a 
nuestras r eglas semánticas de eliminación: 

(Res) Si(A,rni) e s una f 6rmula modal cuantificada que se desea 

probar med i ante un modelo falsificador, aplíquens e so­

bre ella l as eliminaciones RVU, RFU, RVE, RFE y REM de 
acuer do a su operador más exterior y recbázense (si 
es el caso) los AC, en cualquier rnj' de residuos de 
subf6rmulas con L (en mi) obtenidos, a su vez, de 
cuantificaci ones modales cruzadas. 

Con esta re str~cci6n, como se puede ver, ni (I), ni (II), 
son ace pt ables ¡ empero, el inverso de FB, 'L(x)Fx~(x)LFx', 

aún r e sulta ser un teorema-T (y, por ende, S4 y SS), corno se 

puede comprobar fácilmente. Por otra parte, Hes trae como con­

s ecuencia una r e s t ricci6n en la Sem I, que es la siguiente: 
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as6ciense con cada miembro mi ••• mn de K, subconjuntos part i cu­
lares no vacios de D, D .••• D • 

l. n 

4 . El probJema de la f6rmula Barcan en 85 cuantificado. 

Nuestra anterior restricci6n impide que FB resulte ser 
un tE~orema-T y, adem~s, que sea un teorema-S4. De acuerdo a 
1 o ~J O:J l.erl'ido (;tt 1·l capitulo anterior, en r e laci6n a las prue­
bas para 84 sentencial, esto último no necesita mayor demos­
traci6n cuando se trata s6lo de dos mundos mi y mj. Empero, 
Hes no puede impedir que FB sea un teorema-85 . De hecho, aqui, 
por la condici6n de simetria, mi es equivalente a mj. 
si en mi apar ece ' li'y ' como el r esultado de eliminar L, 
debe aparecer en mj . La demostraci6n es la siguiente : 

1 • 

2 . 

3. 

4 . 

5. 

6 . 

7. 

B. 

( x )LFx:> L ( x)Fx 

- ( ( x )LFx L(x)Fx ) 

( x )LFx 

- L(xJFx 

LFy 

Fym1 

1/11 
- C.x)Fxm? 

-Fy 

1 Fyrn2 J 

m1 PA 

FC1 

FC1 

VU2 

VL4 

lt'L3 

FU6 

AC5 

Luego, 
también 

Sin embargo , la seméntica de Kripke , Sem K, es tan poten­

te que bloquea incluso la posibilidad de probar FB en 85 cuan­
tifü~ado. Para ello, Kripke abandona el requisito de inclu­

si6n de que Die Dj ' lo que significa que distintos miembros 
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de K pueden tener distintos dominios sin privilegio de uno so­
bre otro, esto es, que incluso pueden haber mundos donde desa­
parecen algunos de los objetos presentes (se añadan o no algu­
nos nuevos al mundo presente). Esto trae como consecuencia 
que Se m K invalide la fórmula cuantificacional '(x)Fx J Fy', 

que es la muestra tipica de la regla de Ejemplificación Univer­
sal. A cambio de esto, Kripke acepta como válida, siguiendo 

a Q~ine, la clausura universal de dicha fórmula: '(y)((x)Fx ~ 
fo'y) ~) 1::1Lo l: fl , el r·efwltado de ligar toda aparición de sus va­

riables libres mediante un cuantificador universal. 

Ahora biem, es totalmente :practicable representar Sem K 
para la 16gica modal cuantificada medi~te una restricción 
adecuada a mis eliminaciones semánticas. La restricci6n es: 

(Res') SiC A, mi) es una fórmula modal cuantificada que 
se desea probar con un modelo falsificador, a.­
pliquense sobre ella las eliminaciones RVU, RFU, 
RVE, TIFE y REM de .acuerdo a su operador más ex­
terior, y acéptense en m. (si es el caso) s6lo 
los AC de residuos de L ten mi) que sean la clau­
sura universal de subf6rmulas de A, obtenidas 
mediante las reglas de eliminación. 

De acuerdo a Hes', resulta imposible entonces aceptar 
'Fy', en m2 de la demostraci6n anterior, aún cuando m1Rm2 y 
m2Rm1 , pues 'Fy' es una fórmula abierta y, por lo tanto, FB 
resulta también no válida en 85. Además, también resulta no 
válido en T (y por tanto, en 84- y 85) el inverso de lt'B, tal 

como ocurre en Sem K. 
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A modo de ilustraci6n, se puede ver, sin embargo, que Res' 

permite demostra r sin problemas la validez en 85 de la f6rmula 
modal 1 L(x)Fx ::>L( x )Fx' • · La demostraci6n es le. siguiente: 

(F'?) ·r~( x )Fx :JL(x)Fx 

1 • -( L(x)Fx:;) !.(x)Fx 

? . L(x )Fx m1 

3. -L(x):b'x 

4 . (x)Fx m1 

j 
5. -lx)Fx m2 

6. ~x)Fx m2] 

85 

) PA 

FC 1 

PC 1 

VL 2 

l:t'L 3 

ACxRes' 4. 



(1) l•:!:to r:Pmf•nticn , 'cuyo cnrl, cl;cri sti cA es lnf tdrrd!·;ión , como ve­

rr.rnos, rlP ciP.rt.ns fórrnulns cuélnt:ificnd8s sujetas B contro­

V (: r ~ .. in r ·ilosóf' i ca , co ·inc:ide , más o meno s , con la sernántjca 

q110 l!u···lws y CressHell ofrecen pftro lo que el los llarn nn, 

Pl (;i•:r (C {Jl c lJl o l•:JcntfH1ta.1 de l r edicarios) modal. 

( ? ) J·:s obvio r uc , si hi en nademos cnlcular sj emr,re, mediante este 

alrroritmo , eJ va]or de cualqu i er fórmula de la lb~ica sen­

tencinl morlnl, esto es ló~:i camente imposible cuando se trata 

r.le unn fórm11Ja de la lógica de pred:icarlos (aún monádicos ) mo­

rl éJ) • Con e l11s i ón que se si r;ue , pnra la lór:ica modal, de un teo­

r emn derno stroclo pre c i.srunente por [ripke en 1 <;(.? ( "The Undec i ­

dohili ty of f•'ionadic [·'~odal Quantification Tbeory" en Zei t ­

schrift flir mathematische Logik und Grungla~en der Mathema­

t:i1~ , "]C\( . .:"' , Vol . F , pp . 113- 116) y, para la teoría de árboles , 

de un lema conocido , en teoria de conjuntos , como Lema de 

K bni~ (cf. Van ~·rassen ,op.cit . p.33) 

( ' ) Introrlu:·co la metavari able sentencial Ai, ••• An, en vez de 

o(_ , pr.ra sug-erir rme estoy considerando .fórmulas de ló­

~ica rle prerlicndos, de mayor complejidad que las variables 

SPntenciales ~e los capitulas anteriores. A, a su vez , ad­

m:i.te, como se ve en la forrnulaci6n de la asip.;nación para 

el cunntificat1 or un iversal, ser ref'ormulada como •(a) ~ • 

(4) Por el momento, me valdré de estas denominaciones ad hoc, 

y eludjré, hasta el capitulo cuatro, r eferirme a estas fór­

mulas con otros calificativos filosóficamente m&s arraiga­

dos. 

86 



( •; ) 1· : ;,-rc~ro que e.l lector. no olcnn7.c a confundir esta abrevia­

ci6n de lR .f6rmula l:5a r can , con HFB (la regla de léJ fal sedad 

el el h i cond:i.c ion al )1 que , a veces , en c on textos muy obvios , 

cito tamhién como FB . 

( () Cf e K . k 11 8 t. J C . d t. " . t ...-a • • ~J . r1p e eman J.ca .. ons1 era 1ons ... op . c 1 • p . o • 
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CAPI'l'ULO CUATRO 

Sem~nticas de identid a d 
. , 

y an t l rre1. s mo 

En este capitulo, finalmente, me propongo extender 
lorJ proced jmicntos nohre 16gica de predicados reseñados antes, 
a la teoria de la ident idad, pero ahora con un cierto grado de 
prescindencia de las ideas de Kripke. 

Para lo anterior introduzco el simbolo 1 =1
, de t~l 

manera que la expres ión ·~=~' se leerá como 1 ~ es idéntico a ~~ 

( 
1 =1 se puede entender también como un predicado diádico del 

tipo 1 Fxy 1 ), y 1 ~=~ 1 se leerá como 1 q es distinto de ~ 1 
( tende-

ré a u sar 1 a1b en vez de - (a=b) 1
). (1) ...... - -- ' 

Antic i po de inmediato que los sistemas cuant i.fica­
cionales que tendré en cuenta 'aqui, admitirán al principio la 
fórmula Barcan o FB, d iscutida en el capitulo anterior (ya sea 

asumida como teorema o como axioma). De este modo, inicialmente 

las r egl as que ofreceré se aplic:arán a T+FB, S4+FB y S5+FB. Sin 
embargo , veremos luego , con más ,exactitud casi al .final de este 

capitulo, que dicha fórmula pued,e también ser abandonada, depen­

diendo de la concepción de identidad que se esté dispuesto a de­

fender. 
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1. Reglas de e liminación semántica en teoria de la tdentidad. 

En primer lu~ar, utilizo, para l as fórmulas atómicas 
r n, ••• , rn , llrl (! f;fjlll ' lliÜ dedur~~ vo de elirnjrwc i 6n de identidad, 
similar al de Kalish- Montaglllllt y lo reformulo semÁnt icamente del 
siguiente modo: 

m. 
~ 

Esta regla tiene la siguiente restricción: apliquese 

GSid si r ª y f2 d ifieren solamente en que en todos los lu­

gar es en que aparezca libre ª , aparece libre ~ • A esta re­

gla la denomino ' grru1 regla de la sustitutividad de la identidad' 
y la abrevio, en consecuencia, GSid. Las r eglas de eliminación 
semánt ica para variabl es individuales son las siguientes: 

~=u,mi 

b=u ,m . 
- 1 
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'u' corresponde, de acuerdo a lo que se sostuvo antes, a cual­

quier elemento o valor de D. 

Por 6ltimo, en las demostraciones que vienen a con­
tinuaci6n se aceptaran como ejemplos de contradicción o inconsis­
tencia, en teoria de la identidad, las siguientes expresiones o 
secuencias de expresiones: 

1 • ~~~ 2. m) a=b ' 
o 3. m) a=u - -· 

• • 

• • 

• • 

• • 

n) ~~~ n) ~fU. 
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2. Concepciones rivales de identidad identidad estricta 

Se ha hecho un lugar común, sobre todo a partir de 
las crittcas hechas ~n los cuarenta por QuinJ(~ensar, en lógi­
ca modal, en dos concepciones de identidad rivales. La noción 

de identidad más arraigada en dicha lógica es la que se ha dado 
en llamar 'identidad estricta' .C 4~s ella también la que ha sufri­
do el mayor embate critico. A consecuencias de esto, se han for­
mulado nuevos sistemas de identidad modal, conocidos como siste­
mas de 'identidad contingente'~5)De acuerdo a la intención de mi 
trabajo, me desentenderé, hasta donde se pueda, de las raz0nes 
filosóficas que sustentan a cada una de las concepciones de iden­
tidad, y trataré,más bi en,de mostrar, en forma técnica, cómo se 
reflejaria semánticamente el sutil mapa de controversias a que 
ellas· dan lugar. A continuación entonces examinaré los fundamen­
tos semánticos de los sistemas de identidad estricta. 

La idea nuclear de dichos sistemas es que cualquier 

enunciado sobre identidad de individuos que pueda formularse sig­
nificativamente, debe entenderse como afirmando una relación es­
tricta o necesaria entre esos individuos o, lo que es lo mismo, 

oue tod o enunciado de identidad verdadero es un enunciado de iden­
tidad necesaria. La expresión obvia de esto seria el teorema 

(T1) (x=y) ? L( x=y). 
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A su vez, con T~ parece estar ligado, de alguna manera, este otro 
teorema 

('l~?) ( xf y) ::> L(x-fy). 

La pregunt a que se plantea enseguida es en qué siste­

mas modales y cómo podriamos demostrar que estas fórmulas son en 
realidad teoremas. La :r:espuesta para T1 es que es un, teorema in­
cluso en T+FB (y por tanto en S4+FB y S5+FB), a condici6n simple­
mente de que se acepten las reglas de eliminaci6n dadas en el 

apartado anterior. La demostraci6n es la siguiente: 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

- ( (xay) :') L(x=y)) 
m x=y 1 

-L ( x~y) 

0-L (x=x)m1 

-(x=y)m2 

x-fy 

®!xfx m21 
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PA 

FC 1 

FC 1 

GSid 3 

FL 3 

Nid 5 

GSid 6 



1':1 nui.d de esto. prueba descansa en GSid (no necesi­
tamos usar, por ejemplo, HVId o RFid), De acuerdo a ella, sus­
tituimos en 3'y' por 'x' en ln linea 4. Para dejar claro que 

si~ue s)endo la mi s ma fórmula anoto en su lado izquierdo un as­

terisco rodeado por ur t circulo. En m2 vuelvo a hacer lo mismo 
(plH'n r.~ ;Td rH' l tllr: (: r• ·:. l.ri cr.ionon •: npnci Hloa oohro Hl!:';lln mj Lal 

que m.Rm .) . ~inalmente , se obtiene una contradicción de identi-
l J 

dad en la linea 7, lo que prueba la validez de T1. 

En el caso de T2, sin embargo, se 'puede ver que no 
resulta ser un t eorema T+FB, pues podemos obtener un modelo fal­
sificador de dos mundos para dicha fórmula. El modelo es el si­
guiente: 

1. -(( xfy) ~ L(xfy)) PA 

?. FC 1 

3. FC 2 

4. FL 3 

5. DN Id 4. 
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Aqui no podemos apelar a GSid, pues ella opera sobre 
la base de que el ant ecedente del caso está constituido efectiva­
mente por la a~irmac i 6n de una identidad entre dos individuos. 

En T2, en cambio, el antecedente es la negaci6n de una identidad. 
Por otra parte, tampoco es neceseLrio 'ocupar las otras reglas de 
eliminaci6n para la i dentidad, pues se seguiria teniendo el mis­
mo modelo falsificador. 

1• 

Desde un punto de vü;ta filos6fico, T1 y T2, generan 
una cerrada resistenc i a de parte de algunos lógicos. Sobre todo 
T1. En parte desde Frege, ya sabemos c6mo atacar esta clase de 
f6rmulas, pues, como é l mostró, aunque las expresiones 'lucero 
de la mañana' y •lucero de la tarde' denotan el mismo cuerpo ce­
leste, esta i dentidad es nada más que una verdad contingente de 
la astronomia y no una verdad necesaria que se puede de(t~rminar 
por pu:ra 16gicJ..6 ) Quin e, a partir de ejemplos parecidos,? 'ha desa­
rrollado una critica persistente hacia T1 asi como hacia .los con­

textos modales en general, que no es del caso reproducir aqui. 

Por supuesto, hay una forma más o menos coherente de 
argumentar a favor de T1 • El argumento a favo~ de T1 dice 
( sin entrar en extensiones innecesarias): si de un objeto que 
pos ee contin@;entemente una determinada propiedad r ' afirmamos 
su identidad con respecto a un objeto, el cual también posee con­
tingentemente una propi edad yr ., entonces lo único que estamos 
diciendo es que un obj eto (al que podemos asociarle diferentes 

propiedades) es idéntico a si mismo, y la necesidad de esta iden-
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t i dad se puede detern1i nar ef ect i vamente s6lo por lógica. Desde 
un punto de vista semánt ico, ace]ptar esta argumentación, a mi 
juicio débi l, s i~n j f jca elaborar una semántica apropiada para T1 
y T2 , de ] t ipo de la Sem I para la lógica de predicados des.crita 

en el capítulo anterior. 

La menc i onada semántica deberia aceptar una condición 

de asignación (} para la identidad, esto es, [Y=] ,(semejante, 
en cierto s ent irlo, a la exigencia que se le impuso antes a las 
liberalizaci ones antiintuit ivas), según la cual cualquier valor 
de D que tomen las vari ables individuales relacionadas mediante 
el predicado '=', seria uno y el mismo. Es decir, que 'x=y' se 
consideraria verdadero cuando 'x' e 'y' tuviesen asignado el mis­
mo valor corno ob j eto, esto es, 1el mismo u 6 D para cualquier 
m.€ K. Nótese que est a condición de validez generaliza la asig-

l. 
nac j 6n de los valores a las variables, de manera que el mismo va-

lor t omado por dos variables, determina toda la serie u1 ~ ••• ,uk 
de D, paro Cll Fil qll iP. r otro mundo. 

Formularé la menc i onada condición de asignación para 
la i dent i ñad asi: 

[U = l Para vari abl es individuales cualesqui era ~ y 12, y para 

cualquier mié K, l/( (ª_=g) ,mi)= V o F, si V(~)= if (~) , 
o si VCfl)t v<g). 
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Con [ lÍ=] , T1 resulta válido, se·gún lo que se mos­
tr-6 antes, corno teorema en T+FB y S4+FB; a su vez, con [V= J , 
T2 ~e sulta también efectivamente válido en dichos sistemas, aun­

que, <ie acuerdo a lo establecido anteriormente~ , s6lo como axioma. 

No obstante, ambos T1 y T2 resultan ser teoremas válidos en 85+ 
FB. l~ st o, con 1 a pru(: ba en T+FB, ha quedado demostrado para T1. 
Para T2 l a prueba es la siguiente: 

1. -((xl-y) :::> 

2. 

3. -L(xly) m1 

4. -(x/y)m2 

5. x =y 

6 . 1 xly m2 I 

L(x/y)) PA 

FC1 

FC1 

FL3 

DNidl!~ 

AC2x85 

De acuerdo a la condic i ón de simetria que rige en 85 debernos acep­
tar en rn2 el acces o de 'xly', lo que provoca, finalmente, la con­
tradicc i ón que indica la validez de T2 en dicho sistema. 
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3. Irlentidad contingente 

Las inevitables criticas ·que T1 y T2 ~nf.rentan,hacen 
bastante razonable, a mi juicio, elaborar una prop~esta semánti­
ca alternativa en que dichos teoremas no se presenten. A este 
tipo de semántica se la llama usualmente semántica de identidad 
contingente. Desde el punto de vista de mis reglas de elimina­
ción, dicha semántic1~ se puede obtener modificando GSid mediante 
1a siguiente cláusula: 

( GSid') Aplique::>e GSid si ª y !2 difieren solamente · 
en que,en todos los lugares en que aparezca li­
bre ~, sin caer ba,i o el alcance de un operador 
mod~l, aparece libre ~. 

GSid' imposibilita, como se puede comprobar fácilmente, la deri­
vac1on de T1 en T+FB y en S4+FB, pues dicha prueba dependia 

de que aceptas emos: ·1) por GSid , '@ -L(x=x)' en m1 , 2) 'xf.y 1 en 

m2 , y 3) 'G9xlx' en e s e mismo mundo. 

Pero la modificación de GSid, significa, a su vez, 

una modificación al interior de la semántica cuantificacional mo­

dal que hasta ahora hemos venido aceptando, esto es, una modifica­
ción en sus condiciones ~e asignación de valores ~variables, si 
queremos reflejar semánticamente la situación que ha quedado con-
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signada en GSid', al impedir que se aplique GSid cuando alguna 
variable a esté regida por un operador modal. Lo anterior re­

quiere que se r e muev:a la generalidad que, como vimos en el apar­
tado anterior, subyaiC~e a la asignación [u= l . 

Se exigirá entonces que V no haga una asignaci6n 
absolut a a una variable a dentro de una serie ui, ••• , uk G D 

~ara cualquier otro mundo mj' sino una asignaci6n a ª dentro 
de un mundo m .• S6lo de esta manera, evitaremos que se dé 

1 

~ ~(x=y),mi)=V y 1T((x=y),mj)=V si miRmj, esto es, evita-
remos que se dé T1. En otras palabras, aunque tengamos un solo 
ob~eto asi~nado a 'x' e 'y' en mi, podremos tener distintos 
objetos asignados a d i chas variables en mj, y, por tanto, V 
((x=y),mj)=F. Esto, como se puede comprobar rápidamente, ea lo 
que deberia aparecer reflejado mediante el uso de mis reglas, 
pues, con ellas, obt enemos en m1 'x=y' y,en m2 ,•x¡y' sin que, 

por ot ra part e, aparezca ya en este último mundo · '(!)X=~'. 

Asi, la anterior propuesta para asignar valores a 
variables individuales nos obligará a las siguientes reformula­
cione.s de las condiciones de asignaci6n descritas para Sem I en 
el capitulo anterior ( a este conjunto de asignaciones o condi­
ciones lo llamaré ahora Sem Id): 

1. Para cualquier variable indiv~dual, ~' y para cualquier mi€ K, 

(ª,mi) es algún elemento de la serie u1 , ••• ,uke D. 
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2. Para cualquier fórmula atómica de lógica de predicados, 

si <[ es una variable predica ti va n-ádica en cualquier 

mié K, v(Cp (x1 , ••• ,xn),mi)"'V si~ 1((x1 ,mi), ••• , 

u (xn,mi),mi)E V( f'), de · lo contrario,1íCr (x1 , ••• ,xn), 
m. ) =F. 

1 

La astr-;nación de identidad (V=] se r eformula ahora asi: 

3. Para variables i ndividuales cualesquiera, a y 12, y para 
cualquier m.é K, V l(a=b) ,m.)= V o F, si u(a_,m1.) e 

1 - - 1 
V (b,m . ) o, si V (a, m.) _!· V(b,m . ). 

- 1 - 1 - 1 

La asignación de L, de Sem I, no necesita, por el 
momento, mayores reformulaciones. ~in embargo, la asignación del 
cuantificador universal debe necesariamente reformularse. Aparen­

tement e, la reformulación más natural, a mi juiciJ~~eria: 

4. Para cualquier fórmula del tipo((f!)oé,mi ,dondeª es cual­
quier vari able individual y miESK, 1Í((~)o( ,mi)= V si cual­
quier asignación1/'' da a todas las variables, excepto a ª' 
~i, los mismos valores que les asigna u, es decir, V' 
( ~ ,mi)=V, en caso contrario, pr((~),m1)=F. 

99 



En lo que se refiere a mi mecánica de decisi6n las 
anteri ores reformulaciones tienen como consecuencia el int~odu­
c i r una modificación notacional. Dicha modificación tendrá por 
prop6sito señalar el hecho de que cuando abrimos, por efecto de 

la aplicnci 6n de la r egla FL, · un nuevo mundo mj' esto es, cuando 
tell e ruo n ruiHruj, y no tw hl:l..n eepo c ii'icudo los elementos de D para 
m. y m. , no sabemos si los valores de D que se le asignen a las 

1 J 
variables i ndividuales son valore·s que ya estaban o no en la se-
rie ui, ••• ,uk de D que le corresponde a mi. A estas asignacio­
nes las llamaré asignaciones inciertas - j (a los valores que es­
tén en esta situación los llamaré:, por extensión, valores incier­
tos). Finalmente, la regla correspondiente a la anterior modifi­
cación (y que abreviar é A-J) rezará asi: 

(A-J) Si se tiene miRmj, por efecto de RLF, y si no se han 

especificado los elementos de D para mi...LJ!!j (u otros 
mundos) entonces señálemse las asignaciones inciertas 
- j de las f6rmulas,mediante el simbolo '?', al modo 
de un subindice del ele!mento de D, en la forma ' ~n = 
u?' o en la forma deri'Jrada (por GSid') 'Fu7•. 

En lo siguiente, ocuparé las nuevas condiciones de 
asignac1on más la nueva regla A-Jr, para determinar la no validez 

de T1 y T2· en S5+FB. Para ello -únicamente se deberá aceptar, en 

la partida, que no se han especií~icado, excepto para mi, los ele­
mentos de D mundo por mundo, lo que nos autorizará a usar A-J 
donde sea necesario. Por otra parte, este supuesto es la única 
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condición necesaria para determinar lógicamente l a no validez de 
l as fórmulas en cuestión. 

ll c;wou vi :: Lo unL ea que GSid' impide que T1 s ea un t eo­
rema en T+FB y S4+FB , pero obviamente GSid' no podría lograr por 

ni sola l o mismo, cuando se trata de S5+FB, donde la condición 
de si1netria permite tener en m2 tanto 'x=y' como 'xly'. Algo 
parecido acontece con T2. Sin embargo, si apoyamos conveniente­
mente GSid' en l as nuevas condi ciones y en A-J, se podría impe­
d i r que T1 y T2 fue sen teoremas en S5+FB. Para ello, además de 
l as nuevas restricciones estipuladas, es necesario formular una 

nueva r egla intuitiva que llamaré regla de blogueo. Esta regla 
tiene corno fin bloquear ciertos accesos en un mundo mj de algu­
nas f6rmulus de i dentidad. Esto 6ltimo resulta obvio si se con­
sidera que no tiene sentido admitir ldespués de aplicar A-J), en 
un mismo mundo m. , por ejemplo, 'x-u.,~' y, por acceso a m.,'x=u1 •; 

J • 1 
o tener en m. 'xlu?• y, por acceso, 'x=u1 •. La regla (que abre-

l. • 
viaré RB) es la siguiente: 

(RB) Bloquéense en cualquier mj los AC de fórmulas 
de identidad (afirmadas o negadas) cuya variable 

individual ª sea la misma de toda fórmula, sea 
de identidad o no (y afirmada o negada), obtenida 

en mj por A-J. 

Paso ahora a determinar la no validez de T1 en 85+ 

FB. Lo haré con el siguiente modelo: 
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1. -(( xcy ) :::;J L(x=y)) PA 

2. m x=y 1 FC1 

3. -L(x=y) FC1 

Lf. X;;;; u1 RVId2 

5. y= u1 m1 RVId2 

6. -(x=y) m2 FL3 

7. xly 

8. x/u? RFid,A-J 6 9. y/u? RFid .,A-J 6 

RB se apl i ca, en m2 , para la primera sub-rama, con . 'x=u1 • de 
m1 ; y, para la segunda sub-rama, con 'y=u1 • de m1 • Para 
T2 se tiene lo siguiente: 
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1. - ( (xly) ::> L(xly)) PA 

2 . xly m1 FC1 

3. - L( x;'y) FC1 

/ 
4. xlu1 m.., RFid2 5. ylu1 m.., RFid2 

6 . - (x;'y) m2 FL3 7. -lxly) m3 FL3 

B. x=y DNid6 11. x=y DNid7 

9 . x=ul RVId, A-J 8 12 . X=U? RVId,A-J 11 

1 0 . m y=u? 2 RVI d,A-J 8 13. m y=u1 3 RVId,A-J 1-1 

RB se apl i ca , en m2 , con 'xl u1 • de m1 , y, en m
3

, con 'y/u1 • de 
m..,. Como s e puede ver , si s e acept a que no se han especificado 

los va lores de D para mundos diferentes de m1 , los _anteriores 
constituyen los modelos falsif i cadore s en S5+FB, de T1 y T2 , res­
pect ivament e. 
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Finalment e, desarrollaré las derivaciones lla primera 
para probar validez y la segunda no validez) de dos fórmulas, cu­

yn. COIIIf'll ruc i ón cl o.rá pi. e, en lo pr6xirna secci6n, a algunas refle­

xj on cs de V11 nl o f i lo f· 6fi co sobre tipos de modalidades. La no 

validez d e l n segundEJ fórmula se demuestra en el sistema modal 
mú s f uerte, esto e s , en S5 , lo que imposibilita, en principio, su 

aceptnc j 6n boj o c ual quier i nt erpretación modal standar. A esta 
fórmula l a d enominar~ T4 y a la primera T3. Son las siguientes : 

(T~) (x=y) ::> ( Fx ::::> Fy) 

1. -((x=y) ? ( Fx ~ Fy)) PA 

2. m X=Y 1 FC1 

3. -( Fx ::> Fy) FC1 

4. X=u1 RVId2 

5. y=u., RVId2 

6. Fx ~C3 

?. -Fy ~'C3 

8. Fu1 GSid'4,6 

9. [ -Fu1 m11 GSid'5,? 

104 



(T4) (x=y) => ( LFx :::> LFy) 

1 • - ( (x=y) ::> ( LJi' X ::::> LFy) ) PA 

? . X- .Y 1111 .l1'C1 

3. -( LJt'x ::> Ll1'y ) FC1 

4 . X=u1 RVId2 

5. y=u1 RVId2 

6 . LJ?x PC3 

7. - LFy FC3 

8 . Fx m1 VL6 

g . - Fy m2 FL7 

10. x=u1 ACxS5 ,4 

11. G AC9 

12 . - Fu7 A-J 9 

13 . (9m2 GSid 1 11,10. 
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En el cas o de T3, su validez era un hecho esperable 
pues, c omo s e puede observar, se trata, en rigor, más que de un 

teore ma modal, de un t eorema extensional que expresa la sustitu­
tiv).dlld, no como una rngla (al modo de GSid) sino como una fórmu­

la o sentenc i a. 

El examen rl e l modelo f a lsificador para T4 exige un 

comentRrio más ext enso . En primer lugar, debo recordar que no 
s e puede us ar GSid' en m1 , puesto que tanto 'Fx' como 'Fy' están 
r egidos por operadores modales. Es t o es lo que impide técnica­
mente que en m1 'Fx' pueda s er sustituida por 'Fu1 • (lo que no 
ocurre en m2 ) . Por ot ra parte, '-Fy' deberia dar origen en m2 
a una as ign ac i ón incierta-j. Sin embargo, por tratarse de un 
modelo S5 , estamos obl i gados a hacer ingresar, a m2 , 'x=u1 •, y 
parec e legitimo pr eguntarse si no se debe hacer lo mismo con 

'y=u1 •. A esta pregunta crucial se deberia contestar, en princi­
pio, negativamente, de acuerdo a RB. Esto tiene corno .con·secuen­

ci a que l a asi r;naci6n para 'y' en m2 siga siendo incierta, esto 

es, q ue d i c ha voriable podria tomar otro valor d i stinto de •u1 •, 
lo oue apar ece expre sad o finalment e en la. linea 12. Sin embargo, 
hay o os cosas oue tomar en cuenta aqui: primero, que estamos en 

S5 y que a ceptarnos en él el requisito de simetria para cualquier 
fórmula, y , s egundo, que se podria aplicar en este ·caso, en m2 , 

GSid', lo que nos permitiría tener, por último, '-Fu1
1 • De acuer­

do a esto, la única forma de evitar que se presenten, en m2 , 'Fu1 • 
y '-J:t'u1 ', es suponer lo que se supuso para Sem K del capitulo an­
t er ior, esto e s , el rechazo del requisito de inclusión DiSDj. 
Como este s upuesto r esul t a una caracteristica. de mi semánt i ca de 
ident i dad, ella ad~ite , desde este punto de vi s ta prec i so, ser c on­
sider ada una semánt ica de t i po Kripkeano. La diferencia, en rui 
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semánt i ca de id entidad , es que el mencionado requisito no aplica­

ría ahora, en l a fornw de Res', a los residuos universales de f6r­

mul~s nfe ct ados por L, sino a los elementos mismos de cada domi­

nio en c n<ifl munil o, y e:n la forma más abreviada : 

( Res'') Si(A,m.) es una fórmula modal de identidad que 
l 

se dese a probar con un modelo falsificador, a-
céptense en mj (si es el caso) sólo los AC de 

ui, ••• , uk E Di que sean loa valores (en mi) de 
variables individuales cuyos predicados no ten­

gan la restricción A-J en mj. 

Es claro ahora que Res'' es lo que impide tener en 
m2 'y=u

1
' y lo que, empero, permite tener 'x=u1 •. Por otra parte, 

el hecho de que 'Fx' se presente en m2 depende de si aceptamos o 
no l a regla Res' de Sem K. De ahí que he rodeado con un círculo 

tanto su acceso en la linea 11 como la aplicación sobre ella de 

GSid' en la l inea 13, sugiriendo con ello que tales f6rmulas po­
drian estar o no en m2 • De aéuerdo a la anterior explicación, 
lo oue podríamos tener en m2 , a lo sumo, sería la secuencia 

n) 

• 

• 

• 
m Fu1 2, 
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pero nunca 1~ inconsistencia 

m) 

• 

• 
n) 

4. Cuantificaciones modales en la semántica de identidad contin­

gente 

~i bien Sem Id cumple satisfactoriamente la ta-
rea de eliminar definitivamente de los sistemas modales las fór­
mulas T1 y T2 como f6r~ulas válidas, a cambio, nos enfrenta, co­
mo se verA, a algunas consecuencias inevitables respecto a cier­
tas cuantificaciones modales de las que ya hemos hablado en el 
capitulo anterior, ent re ellas, de FB. 

Si se revisa la condición de asignación para el cuan­
tificador universal formulada en Sem Id, se llega rápidamente a 
dos conclusiones: primero, que, al hacer la asignación, se acep­
ta que ella es relativa a mi' y que, por tanto, en mundos dife­
rentes, la asignación ¿;-r para el cuantificador universal se 

cumple como una nueva asignación en ese mundo, dependiendo, si 
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los hubiere, de los nuevos valores que admitiese D. Esto s i~ni­

fica oue,en m., ur· para el cuantificador universal, se convier-
J 

te nuevamente en u pF1rél 

e S ' r ( ~ ) = Y· e~) . En 
la osi~noci6n jndtca ~ue 

el cuant ificador universal en m., esto 
l. 

segundo lugar, el carácter relativo de 
nin~un elemento de la serie de D,posee 

uno y lo mi : : 11t1 1 pro pi crl nd en todo!..: los mundos, o, lo que ef:l lo 
mismo, que ninguna variable individual, en una asignación lJ(l}), 

toma necesariamente alg6n valor del dominio (puesto que estos 

.Puéden Vélriar) y nunq 11e dicha as ignación esté regida por el ope­
rador de necesidad. Rs to 6ltimo significa, filosóficamente, que 
las cuentifj cacj ones 1nodales cruzadas pierden su vigencia en la 
Sem Id, de tal manera que expresiones tales como '(x)LFx' dehen 
entenderse y reescribirse, de no inñicarse otra cosa para el do­
minio, sj rrrplem ente co1no '(x)Fx'. Es claro entonces que dichas 
exprt=:siones, al interior de Sem Id, deben ser tratadas sólo ex­
tensionalmente. 

En conformidad con las conclusiones anteriores, t ene­
mos que, entre otros, las si.r:uientes f6rmulas no resultan ser teo­
remas; 

(F1) (x)LFx ? LFy 
' 

pues se convierte en la fórmula 

\F1') (x)Fx ~ LFy 
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que , evident emente , no es válida como se demuestra con la siguien­
te derivación: 

1. - ( (x)Fx J LFy ) PA 

?. 

3. 

4. 

5. 

-LFy 

m -Fy 2 

FC1 

FC1 

VU2 

FL3 

El interés de la anteri or demostración· es que F1 r~s~ltaba ser 
un teorema en lógica de predicados modal, pues se cumple, .ya 

sea aéeptando Sem I o Sem K. Como se puede ver, una semánti­
ca como Sern Id p~rrnite eliminarla definitivamente. 

Por otro lado, Sem Id permite hacer una recon.sidera­
ción novedosa de una fórmula que, . de acuerdo a mi Res' para Sem 
K, no es válida en lógica de predicados modal. Se trata de 

. (F2) L (Ex)F¿ :::> (Ex) LFx. 
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Esta fórmula, por supuesto, sig;ue siendo no válida en Sem K, pero, 
para ~em Id, ella puede ser reescrita , simplemente, como 

(F2') L( Ex)Ji'x ::> (Bx)Fx t 

que es una inocente e j emplificación de el, tal vez, m~s elemental 

de tonos los axiomas modales, el axioma de necesariedad 
1 Lp :Jp,. 

Por otra parte, ahora no result~ problemático impedir 

la validez de FB, como ocurría en el capitulo anterior, pues, de 
acuerdo a Sem Id, ella debe ser reescrita ahora como 

(FB 1 ) (x)Fx :::> L(x)Fx 
' 

fórmula obviamente no válida . De esta manera, podemos, en adelan­
te, considerar nuestra semántica de identidad contingente como no 

requiriendo la adición de la mencionada fórmula a los sistemas mo­

dales cuantificados . 

Finalmente, Sem Id~ preserva la validez de 

(F3) L(x)Fx ~ LFy, 

que se demuestra del siguiente modo 

1. - ( L(x)Fx :::> LFy) PA 
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? • L(x)Fx m1 FC1 

3. -LFy FC1 

4. ( x)Fx 101 VI~2 

l!'L3 

6 . (x)Fx ACxRes 1 4 

vu 6. 

Indudablemente, si F3 hubiese resultado no válida habria quebran­
tado el sentido mismo de las l~gicas modales, y ésta habria sido 
una razón suficiente para abandonar Sem Id. Esto se debe a que 
podemos considerar a F3 como un ejemplo de aplicación de dos prin­
cipios fundamentales que debe aceptar cualquier lógica modal: en 
primer lugar, la llamada regla de necesariedad, y, en segundo lu­
gar, el axioma de necesariedad de la implicación. Como se recor­
dar~ , se ~ludi6 a dichos pri~cipios en el primer capÍtulo de esta 

tesis . 

Ahora bien, si se examina F3 nuevamente, se puede ver 
de inmediato que, originalment1~, corresponde a la fórmula exten­
sional 1 (x)Fx ~ ]'y 1 , que es una muestra. ti pica. de la regla de e­

jempl ificación universal. A su vez, si dicha fórmula se acepta 
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como t . 16 . ( q) ~ b . es1s ~J ea, en·,, onces, o v1amente, por la regla de necesa-
riedad se tiene 

L( ( x )li'x ~ .b'y) 

y, finnlmRnte, por Slintitucj6n en el axioma de necesariedad de 
la imp U cae i..6n y modw; poncns se tiene 

L( x )Px -::> LFy. 

5. Modalidad de d icto y modalidad de re: algunos problemas 

Conectaré aqui, finalmente, lo dicho para F3 con lo 
demostrado para T3 y T4 al final de la sección tres. El hecho 
que T3 '(x=y) :::> (Fx::> Fy)' resulte válido y, en cambio, .T4 

'(x=y ) ~ (LFx ~ LFy) ' no, ha llevado a afirmar a algunos autores 
como Tlughes y t:resswe11C,1<q:{¡e, en los sistemas de identidad con­

tin~ente, la regla de la sustitución uniforme para variables pre­
dicativas no es válida, ya que , s i lo fuera, se podria sustituir 
'F' por ' LF ' en T3 , obteniendo corno teorema T4. De esto, ellos 
deduc en , a su vez, que, aparentemente, la aceptación de dichos 
sjstemas implicaria rechazar el tratar una expresión de la forma 
'LF ' como designadora de una propiedad genuina. 

En gener al , cuando consideramos una expresión no cuan-
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tificada como 'LFx', podemos interpretarla, obviamente, de las 
siguientes dos manera~ t ! se pued~ entender, al igual que en 

el capitulo anterior, simplemente como un parámetro más, incluso 
como 'x') : 

( t1lJ) L( F~) 

(MR) (LF)§. 

'l'anto (MD) como (MR) corresponden a lo que se conoce, de acuer-
do a la tradición filosófica, como modalidad de dicto y modali­
dad de re, y se pueden leer, respectivamente, como 'el enuncia­
do 'x es F' es necesnrio' y ' el objeto x necesariamente es F'. 
Las observaciones de Hughes y Cresswell tienen que ver, desde 
luego, con el segundo tipo de modalidad, y permiten que las se­
mánti cas como· Sem Id puedan caracterizarse d(1 ~~tirreistas o, de 
una manera no totalmente exacta, a mi juicio, de antiesencialis­
tas. A su vez, es posible distinguir en las semánticas antirreis­
tas dos tipos, uno fuerte y uno débil. Esta distinción depende 

de que l as semánticas del caso rechazen como f6rmulas válidas ex­

presiones constituidas exclusivamente por (a) cuantificaciones 

modales cruzadas (antirreisrno débil), o (b) expresiones del tipo 

'(LF)~', y que llamaré modalidades de re simples lantirreismo 
fuerte). Ya sabernos que Sem Id cumple con (a), por lo que puede 
ser calificada inicialmente de antirreista débil. A continuación 
mostraré además, que Sem Id es antirreista en un sentido fuerte, 
esto es, que esta diseñada para cumplir siempre con Cb). 

ParA mostrar técnicamente la 6ltima afirmaci6n- hay 
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que preguntarse, en primer lugar, lo siguiente, ¿c6rno aceptaria­
mos que 'LFg' fuese verdadera en Sem Id? Si se trata de (MD), 

es dcc ·ir, de 'I~(FQ- ) ', la respuesta es que V(L(F~) ) = V en mi' 
si el valor que se asjgna a 'x' en m. es F, y el que se le asig-

--1 

na a ln misma Vf1r itlblr! (distinto o no) ~j, es también l!, . De 
oh í que? en rp4, po-r e,11 :mplo, asip;nados a 'x' e 'y', en rn1 , •u1 •, 

y a 'x', en m? , de nu1:vo •u1 ', tengamos V(x=y) = v, Y(L(Fx)) =-V 

y, sin embargo, por A-J, tengamos, finalmente, para 'y', •u1 •, 

lo que muestra que el valor asignado a 'y' en m2 puede no tomar 
.F (a no s er que 'y=u1 , m2 •, pero esto es lo que precisamente im-
pide saber A-J). 

Al evaluar \MR), esto es, '(LF)~' parece que intuiti­
vamente debieramos esperar que nuestra semántica no nos ofreciese 
la posibilidad i nterpretativa de considerarla, en algún sentido, 

verdadera. A su vez, esto depende de que '(LF)ª' no pudiese ser 
aceptada o construida coherentemente en Sem Id como una auténtica 
propiedad. Sin embargo, éstas no pasan de ser intuiciones, pues, 
como han mostrado también los mencionados autores, es perfecta­
mente posible construir, en toda semántica de identidad contingen­
te, '(LF)~', en la mi sma forma que cualquier otra propiedad no 
modal o extensional. Esto sugiere entonces que podemos formular 
precisas condiciones de asignaci6n, de tal manera de hacer verda­
dera a '(LF)~'· Estas condiciones se resumen en la idea básica 
de que, para ser verdadera dicha fórmula, el objeto ~ debe ser 
F en todo mundo accesible de m1• Más exactamente, esto querria 

decir que¿;- (( LF) Q,mi)=V, si cualquier valor asignado, ui, ••• uK, 
a a en mi es F en todo mj accesible a mi, y aunque el valor asig­

nado a la variable ª en mj sea F en ese mundo o no. 
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Al trasladar esta nueva condici6n a T4 se puede ver 

qtte se exj~e ahora que el valor tomado por 'y' en el modelo fal­

sificad or, ento es , 1
lt1

1
, s e n Ii' en m1 y F en m2 • Lo primero es 

~v i rlcnte , y lo sogunrlo se cumple por el hecho que, en m2 , se tie­

ne · len ln1ínea 11) ' Fx' y (en l a linea 10)'x•u1 •. LueEo , de 
rH-:II• !l'dn n ln irJI, Pr¡n·•!l~ oci6n (MH), '1'4· perfe ctamente podrSa ot.Jr v6.­
lida. 

Lns ontoriores con nid erEJciones permiten concluir en­
toncf-!S ow'! , cuflnrlo se det P. rmi.nFl le validez de T3 pero le no vali­
de~ rle T4 , las sem6nticas de identjdad contingente, por ejemplo, 
Sem Id , estén asumienrlo que l as fórmulas modales simples o n o 
cuantificarlas que ocurren en ellas, dehen interpretarse en el 
sentido (MD) más bien que en el de (MR)\12besde este punto de vi s ­
ta, es que di~o de ellas que son fuertemente antirreístas. Recor­
dará el lector que he sugerido antes reescribir las cuant ificacio­
nes modales cruz adas (que también podemos llamar , por extensión, 
modalidades de re complejas) como cuantificaciones extensionales. 

Ahora, además , estoy proponiendo reescribir l as modalidades de re 
s imples , en la forma (MD) . 

Obviamente, no se me puede escapar qu~ , ,en principio, 
cualquier proyecto de identidad reíste, ya sea débil o fuerte , 

puede enfrentar, en su desarrollo, sólo obstáculos filosóficos o 
mecáni cos , pero, de acuerdo a lo observado por Hughes y Cresswell, 
nunca semánticos , s i es que no se quiere cuestionar l a consisten­
cia misma de cualquier semántica de -identidad, incluso, y esto es 
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Jo más sorprendente, de les contingentes. Sin embargo, me parece, 
hasta donde se puede ver , que la superación de los obstáculos me­
cánicos (esto es, aq ue llos que tienen que ver con decisión o semi­
decisión), son determinantes a la hora de elegir la teoria demos­
trativa ad hoc que ser virá de base a la sem,ntica re!sta. El pro­
blema es qun, pnra e]lR, ya no hay una mane ro coherente de expre­
sar Jn vnljdez del tipo (MR) dentro de nuestros modelos fal sifi­
cadores , de forma que dicha validez se refleje, en alg6n mundo 
posible, mediante alvma clase de contradicción o inconsistencia. 
De hecho, en T4, no podriamos decir, de aceptarse la asignación 
(MR), que se ha obten ido, en m2 , una contradlicci6n entre 'Fu1 • y 

'-Fu1 ', porque, de acuerdo a dicha asignación, el valor asignado 
a l a variable individual en cuesti6n, en mj~ puede ser F en ese 
mund o o no. Esto indica claramente que '-:E~y' en m2 debe mante­

nerse incierta, esto es, como '-Fu1 ' ·-

Asi, me temo que el proyecto reísta de reformar la 

asignación para variables predicativas, de tal manera de incorpo­
r ar fórmulas válidas que conten15an s6lo expresiones del tipo '(LF) 
ª-'• impacta r ía severamente sobre la posibili dad de utilizar con 
éxito model os fal sificadores par~ determinru~, en general, la va­
l idez de las fó r mulas modales. Desgraciadamente, dichos modelos, 
como se ha podido observar a través de todo el desa~rollo de esta 

tesis , son el recurso demostrativo más eficaz del que, hasta la 
fecha, cualquier semántica de mundos posibles pueda disponer. 
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NDrAB 

(1) Esta observaci6n se puede reformular mós precisamente como 
la sip:uiente regla: 

(Nid) si a y b son par&rnetros y se tiene la f6rrnula 

-(~=~) ,entonces se puede inferir (yb), y vice­

versn. 
Ade más,junto con la anterior, se puede formular la siguiente 
re¡:rla , r:ue denorn i naré 'doble negacibn de la identidad' : 

( DNid) si ~ y b son parmetros y se tiene la f6rrnula 
- (yb), entonces se puede inferir (~=b) , 

y viceversa. 

( ?) Ka.lish y r'lontague, "Rernarks on vescrip·tion and Natural De­
duction " en Archi v fi.ir maternatische Logik und lirundlagen­

forschung ,1 qr..7, Vol. III, fase. 1-?,pp.~0-64, y fase. 3-4, 

pp. 6'i-73. 

(3) A mi juicio, los textos bésicos de Quine, de esa época, son 
los siguientes : "The Problem of interpreting Modal Logic" 
en The Journal of Syrnbolic Logic, 1947, Vol.12,pp.43-53; 

"Three Grades of Modal Involvement" en w.V. Quine Tbe '1/ays 
of Varadox and Other Essays , Cambridge,Massachussets, Har­
vard University Press, 1()77, pp. 158-176 , y "Reference 
and J1'¡odality", en W.V.Quine From a .Logical f'oint of View, 
Carnhri.dr;e,Mossachusetts,Harvard Un iversity Press, 1953,pp. 
1 '/'-1 r.)q ( hny trad 11cc i ón española, "Referencia y Modnlidad" 
en De srle un punto oe vista 16gico, Barcelona, ~d. Ariel, 
~0F.?, pp.?01-??7 ) . 

(4) Cf. lLM ~p . ~61-1 63. 

(~) Ib i d., pp.1 65-16P. 
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(f.) G. Pref;e"Sohr e Sentid01 y Denotación" en A. Gomez-Loboled. 
y trad . ) LóRica y Sembhtica, Valparaiso, Ediciones Univer­
s:itar ias de Valparaiso, 1972, pp. ~7-49. 

( " ) Cf ., a rnodo de :i lus t-raci6n, 11 Heferencia y ••• " op. cit. pp. 

," 0 (>- ? nP , y ''Three Grarles ••• " op. cit. pp.174·- 175. 

(P) En esto s'ir-o , en parte, a S . Kanger, cf. ILM p.1 66 n.148. 

(e,) Nótese nue no sP está afirmando que la fórmula ~ una te­
sjs lbgica, lo·oue contradec i ria lo demostrado mediante 
Sem K, en el capitulo anterior. Lo que se quiere decir es 
oue si e lla lo fuese, entonces, por la regla de necesarie­
dad y el axioma de neeesariedad de la implivaci6n, obtendría­

mos F3 d eductiva mente,, lo que se comprueba con el modelo 

r espectivo. 

Una defensa interesante de la independencia del comprom i so 
esencialista respecto al compromiso modal, y , en particular, 
ele la indeT'endenc ja de las mcbdal i dades de E!:. respec to a las 
morlcljdaoes ele oicto,se puede encontrar en T . Parsons "Essen­
t;é1l ·ism f1ncl ·:uél nti.f ierl Modal Lor,i c" en L. Linsky,op .ci t . 

np . '7-:J - r'" • Tara una discusión amr lia sohre esencj a l :i smo 
c1· . Baruch brody Idetitity and ~ssence, Princeton, New uersey , 
Pr5nce t on University Press, ~ qso ( para nuevas teorias so­

bre irlentjrlad intermunrlos ( 'across pos s ib le worlds ')revise ­

se especja 1 mente el capitulo 5 , parigrafo 4 ) . 
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