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Introduccion

Actualmente los productos notables son propuestos y estudiados en el eje de
algebra y existen algunas tareas sugeridas en donde se desarrollan aplicando
conocimientos geométricos sin embargo esto no establece un medio para el
desarrollo y analisis de las identidades notables, tampoco se menciona la
propiedad distributiva o la factorizacion, las cuales estan presentes en el
desarrollo de estos. Entonces se puede inferir que no existe una circulacién

entre las representaciones geométricas y algebraicas.

Ademas en nuestro pais existen pruebas estandarizadas, las cuales
actualmente condicionan la manera en como se debe trabajar los productos
notables en el aula, ya que estas pruebas sélo evaldan el uso de técnicas

resolutivas de manera mecanica.

La dificultad que se produce ante el proceso de ensefianza y aprendizaje de
los productos notables nos hizo plantear la siguiente interrogante, ¢ cual es el
espacio de trabajo matematico de los estudiantes de segundo afio de
ensefianza media en la resolucion de los productos notables y bajo qué
condiciones es posible que exista una circulacién entre los registros de algebra

y geometria para asi lograr un aprendizaje significativo en el estudiante?

El objetivo principal de nuestra investigacion es identificar las caracteristicas
del espacio de trabajo matematico asociado al estudio de los productos
notables, para elaborar una propuesta de enseflanza que permita a los
estudiantes dar sentido a los procedimientos algebraicos que se utilizan en el
aprendizaje de las identidades notables, para que exista una articulacion entre

los dos ejes sefialados anteriormente.
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Nuestro trabajo de investigacion se divide en tres capitulos:

En el primero, se plantea la probleméatica, antecedentes de investigaciones
gue abordan el estudio de los productos notables y los objetivos que guian la
investigacion.

En el segundo capitulo se muestran las aproximaciones epistemoldgicas de los
productos notables, el saber matematico, ademas se presenta la teoria en la
cual nos basamos para dar sustento a nuestra investigacion, el Espacio de
Trabajo Matematico (ETM), y teorias complementarias.

Por dltimo en el capitulo tres se aborda la metodologia utilizada para este
trabajo de investigacion, el analisis a priori de las tareas seleccionadas, las
cuales implementamos en un cuestionario a estudiantes de segundo afio de
ensefianza media, a esto se le asigna el nombre de instrumento 1, luego de
realizar un analisis a posteriori confeccionamos un instrumento 2 que es la
propuesta que planteamos para ser aplicada, con el fin de exista una
circulacion entre lo algebraico a lo geométrico y viceversa, a esto lo llamamos

descripcion de la propuesta.
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Capitulo 1.

Problema de Investigacion

1.1.1 Antecedentes del Problema

El curriculum escolar en Chile se organiza de acuerdo a los ajustes curriculares
gque se proponen en forma continua. El actual marco curricular para ensefianza
media, vigente hasta el afio 2015, se basa en competencias y separa los
contenidos a tratar en cuatro ejes: Numeros, Geometria, Algebra y Datos y
Azar. En particular, el eje Algebra abarca gran parte del curriculum, y ademas
esta presente como herramienta para la resolucion de problemas en otros ejes
de aprendizaje. Actualmente, se han realizado modificaciones en el curriculum,
y se encuentran disponibles los ajustes, pero seran implementados a partir del
afio 2015, los que organizan el programa de acuerdo a habilidades, ejes

tematicos y actitudes.

En el eje de Algebra en Primer Afio Medio (14 afios aproximadamente), se
estudian los productos notables, que en nuestro trabajo, asumimos como la
multiplicacion o potencia de expresiones algebraicas, sobre la cual se puede
identificar algun patron para descomponerlo, esto se puede hacer mediante
simple inspeccion, sin verificar la multiplicacion. Su aplicacién simplifica y
sistematiza la resolucion de muchas multiplicaciones habituales. De acuerdo a
lo anterior, asumimos ciertos métodos de factorizacion como el proceso inverso
a la descomposicion, por lo que podemos decir que el producto notable sirve
como herramienta para la factorizacion. Asi, una de las relaciones que
podemos identificar entre los productos notables y, por ejemplo la ecuacién
cuadratica, es que los primeros nos ayudan a encontrar las raices de las

ecuaciones de grado 2. Sin embargo, en lo que sigue de acuerdo al curriculum,
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estd el resolver problemas, por ejemplo, en ecuaciones cuadraticas con
soluciones reales, y estas no son tratadas con la ayuda de los productos
notables, pues estos se introducen en la ensefianza solo para problemas que

involucran soluciones enteras, y en algunos casos, para soluciones racionales.

Otro dispositivo utilizado como apoyo para las clases de matematicas, son los
textos escolares, que cada cierto tiempo son licitados por el Ministerio de
Educacion, y se utilizan en la mayoria de los colegios. En ellos encontramos
otras representaciones (geomeétricas) para trabajar los productos notables: se
relaciona el area de un rectangulo cuyos lados son expresiones algebraicas
lineales, con la multiplicacion de los dos binomios, y por lo tanto un producto
notable. Sin embargo, esta representacion no constituye un medio para el
desarrollo y descomposicion de los productos, sino mas bien, esta propuesto
como material de ejercitacion o de apoyo visual. Tampoco se hace mencién
gue la descomposicién del producto notable involucra la propiedad distributiva
de la multiplicacion. En conclusion, no existe una articulacién entre las
representaciones algebraicas y geométricas, y tampoco un fundamento desde
las propiedades multiplicativas presentes en el contenido de productos
notables.

En nuestra experiencia como docentes en practica, hemos evidenciado que
los estudiantes presentan dificultades en la comprension e identificacién de los
productos notables y su fundamento; los conceptos son adquiridos solo como
una técnica, usando medios memoristicos. Nuevamente no hay relacion entre
el producto y la factorizacién. Por ejemplo, un error frecuente es confundir la

expresion: a? + b? con a?- b2.

Consultando a profesores sobre como introducen dicho concepto, en su
mayoria responden que solo entregan las férmulas asociadas a cada producto
notable y no hacen mencion por ejemplo, a la propiedad distributiva. Tampoco
aluden a que el producto notable, como el cuadrado de binomio, se puede
obtener por el calculo de &reas de un rectangulo con sus respectivos lados,
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pese a que esta estrategia esta presente en los materiales de apoyo de los que

el profesor dispone.

Es sabido que las pruebas estandarizadas en general, marcan una pauta para
lo que el profesor realiza en el aula, en cuanto a las actividades que propone, y
al tratamiento de los contenidos. En Chile existen dos pruebas estandarizadas:
SIMCE' y PSU? y ademas, participa en dos evaluaciones internacionales:
PISA®y TIMSS*.

En el caso de la prueba SIMCE, esta es aplicada para los niveles de segundo
afio basico, cuarto afio basico, octavo afio basico y segundo afio medio.
Respecto a la prueba aplicada en segundo afio medio (15 afos
aproximadamente), las preguntas relativas a algebra son en su mayoria
cerradas, y aquellas relacionadas con los productos notables aparecen sin

tener un contexto involucrado.

En la PSU, las preguntas son cerradas y el eje de algebra y funciones abarcan
la mayor cantidad de los items (31 preguntas de un total de 70). Un ejemplo,
para productos notables, es la pregunta que se presenta a continuacion,

extraida de los facsimiles que entrega el DEMRE, afio 2012:

E)} MNinguna de las expresiones anteriores.

Figura 1.1.1: Pregunta correspondiente a DEMRE publicaciones oficiales afio 2012

! Sistema de Medicion de la Calidad de la Educacion
2 Prueba de Seleccion Universitaria.
% Program for International Student Assessment.

* Trend in International Mathematics and Science Study.

7|Péagina




En esta pregunta, de tipo cerrada, se puede observar que el estudiante solo
debe asociar la expresion a un producto notable. El estudiante puede hacer

uso de medios memoristicos, y aun asi, tener éxito en la respuesta.

En conclusion, las pruebas estandarizadas nacionales, miden mas bien el buen
uso de las técnicas, como resoluciones mecanicas, y los problemas nos e
relacionan a contextos, y tampoco articulan la factorizacion o el uso de los

productos notables como medio para encontrar raices de ecuaciones

Por otro lado, los resultados chilenos en pruebas internacionales en contenidos
relacionados con algebra, son descendidos. El informe del afio 2012 de PISA®,
sefala que Chile se ubica en el lugar 36 de un total de 44 paises participantes.
En TIMSS Chile se encuentra en el lugar 34 de un total de 41 paises
participantes. A pesar de que Chile no destaca de manera considerable en
ambas pruebas, su participacion es muy importante para nuestro sistema
educativo, pues permite evaluar los aprendizajes de los estudiantes chilenos,
medir las variaciones en los aprendizajes de los estudiantes a lo largo del
tiempo, obtener informacion acerca del curriculum, la organizacion escolar, la

formacion docente y las practicas pedagdgicas en un contexto comparativo.

La prueba PISA esta disefiada para conocer las competencias, dicho en otros
términos, las habilidades, la pericia y las aptitudes de los estudiantes para
analizar y resolver problemas, para manejar informacion y para enfrentar
situaciones que se les presentara en la vida adulta. PISA se concentra en la
evaluacion de tres areas: competencia lectora, competencia matematica y
competencia cientifica, en las cuales las preguntan son tres indoles: de
desarrollo, contextualizadas y de seleccion Unica. Las preguntas que se
presentan en algebra son preguntas cerradas, con multiples alternativas, en
donde se aplica el conocimiento aprendido. Un ejemplo de las preguntas de

algebra en la prueba PISA es la siguiente:

® https://s3-us-west-2.amazonaws.com/documentos-web/Informes/Resultados+PISA+2012+Chile.pdf
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PREGVNTA DE DIFICVLTAD INTERMEDIA

La edad de un sefior es de 45 afios y la de su hijo 11. 5i llamamos "x" al nimero
de anos que deben transcurrir para que la edad del padre triplique a la de su hijo,

jeudl es la ecuacion que describe esta situacion?

B5 + T = 1+ x e A
85+ x = Il i B
L 1 L C
S + o) = Dl i b
A B C D Mo contesta
Promedio de aciertos 0% 4% 8% 13% 5%

Probabilidad de que un alumno responda correctamente a la pregunta por niveles de dominio

50 100 150 00 250 300 350 400 450
014 0.15 017 0.4 04l 0.61 081 0,96 099

Figura 1.1.2: Pregunta correspondiente a PISA del afio 2003

Esta pregunta es de seleccién Unica, en donde el estudiante tiene que tener
como habilidad el interpretar en lenguaje algebraico un problema

contextualizado.

TIMSS, por su parte, evalla los logros en matematica y ciencias, la cual tiene
un fin de proporcionar informacion, a los paises que participan, para que
tengan la oportunidad de medir el progreso del rendimiento en estas dos areas,
junto con informacion empirica sobre los contextos de escolarizacién. TIMSS
organiza las preguntas en torno a dos grandes dimensiones: la primero es de
contenido, especificando los dominios o asignaturas que han de evaluarse
dentro de la matematica, como por ejemplo: numeros, &lgebra, geometria,
datos y probabilidades y en segundo lugar tiene una dimension cognitiva,
especificando los dominios de los procesos de pensamiento a evaluar, es
decir, conocer, aplicar y razonar. Algunas preguntas son de indole abiertas, las
cuales tienen una guia de correccién y también existen preguntas cerradas,
con alternativa Unica de respuesta. Las preguntas de algebra en la prueba

TIMSS, si bien son preguntas de seleccion Unica, de tipo cerradas, no son del
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todo mecanicas, es decir, su resolucion requiere de algo mas que solo seguir
una técnica establecida. Un ejemplo es la siguiente pregunta liberada
(TIMSS,1999):

: : . T i :
F11. 5id veces un nimeroe es 48, Cudnto s 3 de cse mimero?

A. 4
k. 8
o2
D, 1Is

Figura 1.1.3: Pregunta liberada correspondiente a TIMSS del afio 1999

El porcentaje internacional de respuestas correctas es de 47%, en cuanto al

porcentaje nacional de respuestas correctas fue de un 22,5%.

En conclusién ambas pruebas miden casi las mismas habilidades y requieren

de algo mas que la sola mecanizacién de los procesos de desarrollo.
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1.1.2 Investigaciones previas y justificacién del problema

Diversas investigaciones han abordado el tema de los productos notables en la
ensefianza. Luna (2005), en su investigacion realiza una propuesta de
ensefianza donde pretende que el estudiante visualice geométricamente los
procesos algebraicos, llegando a determinar que es posible trabajar la
comprension de los productos notable y sus factorizaciones. La autora plantea
gue “hay una falta de conciencia de los docentes al ensefar productos
notables y factorizaciébn, ya que existen profesores que muestran estos
contenidos como una simple aplicacion de formulas” (p. 5), de tal manera que
los estudiantes solo deben memorizar para aplicar y operar, provocando que Si

el alumno olvida una férmula no sabra enfrentar este tipo de problemas.

Por otro lado Martos (2008) desarrolla una entrevista a profesores donde
cuestiona la importancia de los productos notables a través de las siguientes
preguntas: ¢Qué entienden por productos notables?, ¢Es necesario ensefiar
los productos notables?, ¢Qué pasaria si omitimos el ensefiar productos
notables? Los resultados que arroja la investigacion determina que todos los
docentes pueden dar respuesta acerca de qué son los productos notables,
pero el 90% lo trabaja en clases solo como una técnica de aplicacion y
memorizacion; se da como algo que simplemente debe ser, no cuestionando

su modo de ensefiarlo y la importancia de su valor.

Mufioz y Olivares (2011), por su parte, intentan llegar a una definicion de
producto notable a partir del estudio de distintos polinomios, sefialando que
‘entre los productos de polinomios, hay algunos bastante utilizados en
matematica, ya sea en estrategias de calculo o en desarrollo algebraico en
modelos matematicos. A estos productos destacados los denominan productos
notables” (p.68) En su investigacion, los autores indagan sobre el pensamiento
de los estudiantes de primer afio de ensefianza media y sus dificultades

cuando se enfrentan a situaciones que ameritan cambios de registro de
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representaciones (en el sentido de Duval, 1999), con el propdésito de disefiar

estrategias Optimas para la comprension de problemas de este ambito.

En cuanto al articulo de Barreto (2009), se intenta articular el tratamiento
algebraico con un tratamiento geométrico, analizando los productos notables
de manera geométrica en relacion a la nocion de é&rea, tomando en
consideracion la aditividad que guardan las figuras geométricas elementales
gue la conforman, en paralelogramos tales como los cuadrados o los
rectangulos. Ademas, se tratan algunos productos notables desde este punto
de vista y se observan los resultados. La propuesta fue llevada a cabo a partir
de material concreto; mediante la percepcion se trabajan los productos
notables. Los estudiantes refuerzan la parte algebraica de una ecuacién de
segundo grado a partir de su representacion geométrica y manipulaciéon con
material concreto, lo cual les permite deducir la férmula analitica. Este trabajo
nos da ideas para resolver el problema de representar de manera distinta los
productos notables y trasladar el trabajo a un dominio geométrico, sin embargo
nos preguntamos, ¢cémo podemos provocar el trabajo a la inversa?, es decir,
gue los propios estudiantes, a partir de la manipulacion algebraica busquen la
forma de representar geométricamente o a partir de lo que observan en un

problema geomeétrico, lo puedan trasladar a un ambiente algebraico.

Méndez (2001), realiza una investigacion donde su andlisis epistemoldgico
menciona que la factorizacién y productos notables aparecen primero en la
historia como una herramienta geométrica y no algebraica. En una
investigacion de estudio de textos, sefiala que en la ensefianza de los
productos notables se suele privilegiar el registro algebraico, o que hace
parecer falta de sentido para el estudiante. Méndez plantea que “las ideas
desarrolladas son las que dan cuenta de la adquisicion del conocimiento
matematico a travées de la articulacion de distintos registros de
expresion.”(p.106) proponiendo en su investigacion que es necesario que el
estudiante sea capaz de trabajar con conversion de registro -en el sentido de

Duval (1995)- donde articulen el registro algebraico al figural y viceversa. A
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partir del analisis de los resultados de los alumnos en su propuesta, logra
concluir que “el trabajo de convertir objetos algebraicos y numéricos en objetos
geomeétricos permite al alumno razonar, inferir y deducir resultados.”(Méndez,
2001, p.106).

Luego del estudio profundo de estas investigaciones, y bajo otras evidencias,
observamos que el problema de la ensefianza de los productos notables no es
un tema resuelto, por lo que consideramos la relevancia de estudiar no solo el
aprendizaje de los productos notables, sino también su ensefianza y las
concepciones que los propios estudiantes tienen, a partir de la manipulacién
algebraica busquen la forma de representar geométricamente o a partir de lo
gue observan en un problema geométrico, lo puedan trasladar a un registro

algebraico.

Es importante sefalar que los productos notables cumplen un rol importantes
en el aprendizaje del proceso de factorizacion, ya que en muchos casos

factorizar una expresién requiere reconocer y aplicar los productos notables.
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1.1.3 Objetivos

1.1.1 Objetivo General

El objetivo principal de nuestra investigacion es identificar las caracteristicas
del espacio de trabajo matematico que se deben cumplir para que los
estudiantes puedan dar sentido a los procedimientos algebraicos que se
utilizan en el aprendizaje de los productos notables, esto con el fin de realizar

una propuesta de ensefianza y aprendizaje.

1.1.3 Objetivos Especificos

1) Analizar tareas asociadas a productos notables en programas de
estudio, textos escolares, pruebas estandarizadas PSU y SIMCE.

2) Conocer el espacio de trabajo matematico que utilizan los estudiantes
para resolver actividades asociadas a los productos notables, para
determinar dificultades en su comprension.

3) Determinar condiciones que favorecen la comprensién de los productos
notables en la ensefianza media, bajo el vinculo de uno o mas dominios
de las matematicas.

4) Disefiar una propuesta de ensefianza para los productos notables que
permita a los estudiantes articular procedimientos algebraico vy

geomeétrico.

14 |Pagina



114

Preguntas de Investigacion

Las preguntas que guian la presente investigacion, son las siguientes:

1)

2)

3)

4)

¢, Qué procedimientos algebraicos ocupan los estudiantes para resolver
los productos notables?

¢,Como se vincula la factorizacién y los productos notables en los
procesos de ensefianza?

¢Bajo qué condiciones se puede favorecer la comprension de los
productos notables articulando el algebra con otros dominios de las
matematicas?

¢, Qué elementos de tipo geométrico, o desde otro dominio, debe tener
una propuesta de ensefianza para que exista una articulacién entre los

distintos espacios de trabajos matematicos?
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1.15 Los productos notables en el curriculum escolar Chileno

Entre los mdultiples procedimientos que se promueven desde la ensefianza de
la matematica en productos notables estan directamente relacionados con el
dominio de una operatoria algebraica, el desarrollo de habilidades para
reconocer e interpretar estos productos, algebraica y geométricamente. En
este sentido los estudiantes deberian ser capaces de calcular productos

notables e interpretar numérica y geomeétricamente.

Como un recurso de apoyo a la ensefanza, el texto escolar es una herramienta
gue puede colaborar con el desarrollo de estas habilidades. Sin embargo no es

responsabilidad del texto escolar hacerse cargo de su desarrollo.

Es por esto Uultimo que se propone una plantilla, la cual mostraremos a
continuacion, que permite determinar posibles ausencias en las propuestas de
actividades para la ensefianza de estos objetos matematicos y que se sugiere
resolver por medio de la integracion de otros recursos para el aprendizaje
distintos del texto escolar, como es la propuesta didactica que se presentara

mas adelante.

Para identificar como se presentan los productos notables en textos escolares
de primer afio medio, consideraremos dos textos de la misma editorial, uno de
ellos es distribuido gratuitamente por MINEDUC a todos los estudiantes de
establecimientos municipalizados y subvencionados del pais, el cual se llama
“texto del estudiante, 1° medio Matematica”, este sera identificado en nuestra
tabla como texto 1 y el segundo texto se llama “Nuevo Explorando, Matematica

1° medio”, al cual designaremos como texto 2 en nuestra tabla.
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Indicadores Texto 1 Texto 2
Se ven contextualizado los (a + b)? No No
productos notables (a — b)? No No
(a+b)(a—Db) No No
(x+a)(x+b) No No
(a+ b)3 No No
(a—b)3 No No
Enuncia los productos notables (a + b)? Si Si
algebraicamente (a —b)? Si Si
(a+b)(a—Db) Si Si
(x+a)(x+Db) Si Si
(a+b)3 Si Si
(a—b)3 Si Si
Enuncia los productos notables (a + b)? Si Si
geométricamente (a — b)? No No
(a+b)(a—Db) No Si
(x+a)(x+Db) Si Si
(a+b)3 Si Si
(a—b)3 No No
Se pide ilustracion geométrica de las (a + b)? Si Si
expresiones algebraicas de los (a — b)? No No
productos notables. (a +b)(a—Db) Si No
(x+a)(x+Db) Si No
(a + b)3 No No
(a—b)3 No No
Se pide ilustracion algebraica de las (a + b)? Si Si
expresiones geométrica de los (a — b)? No No
productos notables. (a + b)(a—b) No Si
(x+a)(x+Db) Si Si
(a+b)3 Si Si
(a—b)3 No No

Figura 1.5.1: Tabla comparativa de como se presentan los productos notables.
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En el “texto del estudiante, 1° medio matematica” se presentan las identidades
notables en forma algebraica y sus representaciones geomeétricas, pero no
existe una articulacién entre los conocimientos, ya que si bien se les pregunta
a los estudiantes cudl es la representacion y producto de los lados y area dada,

mostrando el recuadro que sigue como ejemplo:

Cuadrado de binomio

Ana esta calculando el drea de los siguientes cuadrados.

T T
T el

fa+2)(a+2)=
@+2) | @27 F Polla 3 +2 :azoa+a-2+2-a+2-2
=a+2a+2a-4
:—5—3: ) =a+4a+4
1+2
—
x+1}(x+1)=
wel) | ety xz e pr :x;x+x-1+;lox+1-1
=X +x+x+1
‘1—,;—1]: i} =X +2+1
i+1
B+y | By

Figura 1.5.2: Extracto Pagina 94, Texto del estudiante, 1° medio Matematica, 2014

Es posible que el estudiante observe los ejemplos, desarrolle lo pedido,
copiando estos y solo le cambie los valores asociado a lo que estan pidiendo y
no detecte que al calcular el producto es equivalente a la suma de las sus
partes y que la representacion geométrica se construye a partir del calculo de
areas que esta presente dentro de este cuadrado grande.

Esta situacion se repite con otros productos notables, como por ejemplo con el
“binomio con término en comun” y “suma por su diferencia”.

Con respecto a la situacién anterior, creemos que no tiene sentido pedir que
los estudiantes desarrollen la representacion geométrica de la identidad

notable, si no existe una articulacion adecuada.
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Ademas el texto entrega las férmulas de los productos notables, induciendo a

una memorizacion de las identidades como una simple “receta” que se debe

aprender:

Los productos notables son multiplicaciones de expresiones algebraicas que presentan
regularidades por lo que su calculo se puede abraviar de 3 siguiente manera:

Cuadrado de binomio:
(U+vyP=u?+2uv +v°
(U-vF=u’-2uv+v*
Binomios con término comun:
x+ax+b)=x"+@+bx+ab

Suma por su diferencia:
(U+W)(u-v) = -

Cubo de binomic:

(U+v)? =0+ 3uhv + 30 +
(U—v)?=u’=3utv+ 3w - v

Figura 1.5.3: Extracto Pagina 95, Texto del estudiante, 1° medio Matematica, 2014

En el segundo texto analizado se presenta la aplicacibn geométrica sin

desarrollar actividades con ella, dedican dos planas para desarrollar y ejercitar

los productos notables.

A continuacion se muestra como son presentados los productos notables en el

texto “Nuevo explorando, Matematica 1° medio”

G Para grabar

® | asuma por sudiferencia: (3 + D)a-b)=a'-b’

Los productos notables son multiglicacianes de expresiones
algebraicas que presentan regularidades. Po ejemplo: .
o Hladialodeunbiromi: (3 1) =372 2+ pcalo el b

® El o de unbinaic: (3 b/ =3+ 350+ '+ b | Cubodeun oo

| |l" . ||’1': B
Kt=| =x te=t|=| =ity t=
g iR

)

(=2 =y -3y 2+ 3oy (20 - (Y
=y'-byz+ - 87

® Binomios conuntémino comir (c+ (i +B) =’ + (a+ bix + b | Suma por su diferencia- t+ 5)(t- 5) =t - 25

' ® Binomios con un término comdre (x + 3 = 1) =3+ 2x3

Figura 1.5.4: Extracto Pagina 112, Texto del estudiante, 1° medio Matematica, 2014

En ambos textos se evidencia una falta de problemas contextualizados, donde

se les muestre utilidad de estas expresiones en situaciones cotidianas y asi

poder obtener un aprendizaje significativo.
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Capitulo 2.

Marco Teorico

2.2.1. Aproximaciones epistemoloégicas

Antecedentes historicos

En un intento de entender el universo en que vivimos, uno de los mayores
logros de la humanidad lo constituyen las matematicas. Platon, quien prohibio
la entrada en la academia a los desconectores de la geometria, hasta la
afirmacion de Galileo Galilei de que “El Universo esta escrito en lenguaje
matematico, y las letras son triangulos, circulos y otras figuras geométricas, sin
las cuales es humanamente imposible entender una sola palabra.”, a través de
la geometria, los matematicos han desarrollado un incomparable cuerpo de

doctrinas.

En cuanto a las civilizaciones mediterraneas, adquieren poco a poco algunos
conocimientos geométricos de caracter practico. Estas son ciertas formulas
conocidas como algoritmos expresados para calcular longitudes, areas y
volumenes, con el fin de obtener el resultado de la produccién proporcional de
las parcelas de tierra para determinar los impuestos o reconstruir las parcelas
de tierras después de las inundaciones. Con respecto a los egipcios, siempre
se ha dicho que tenian una gran formacidbn geométrica, y se ha llegado a
iInsinuar que tuvieron un conjunto de conocimientos secretos que se perdieron
con el paso del tiempo porque no hay registro de ellos. Los egipcios se
enfocaron principalmente en el célculo de areas y volumenes, un ejemplo de

esto es cuando encontraron el valor del area del circulo, el cual es
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aproximadamente 3,1605. Sin embargo el desarrollo geométrico carece de
teoremas y demostraciones formales. También se encuentran los principios de

la trigonometria y nociones basicas de semejanza de triangulos.

El conocimiento de esta civilizacion y la cultura mesopotamicas sobre la
geometria pasO integramente a la cultura griega a través de Thales, los
Pitagéricos y fundamentalmente de Euclides®.

Los griegos establecieron los problemas de medida del bloque central en este
campo: area de una cuadrado, el circulo, con una aproximacién no muy certera
(mr = 3) de volumenes de determinados cuerpos, semejanza de figuras e
incluso hay autores que afirman que esta civilizacion tenia conocimientos del
Teorema de Pitagoras’ aplicado a problemas particulares, aunque no como

principio general.

En las civilizaciones antiguas escribian las expresiones algebraicas utilizando
abreviaturas soélo ocasionalmente; pero es en la edad media, donde los
matematicos arabes son quienes fueron capaces de describir cualquier
potencia de la incognita X, y desarrollaron el algebra fundamental de los
polinomios, sin usar simbolos modernos. Esta algebra incluia multiplicar, dividir
y extraer raices cuadradas de polinomios, asi como el conocimiento del

teorema del binomio.

En un principio las expresiones algebraicas se realizaban de forma geométrica,
luego se trabajaba la parte algebraica, esto se observa en el libro Il de los
elementos de Euclides®, el cual contiene lo que cominmente se denomina
algebra geométrica. Asi pues, la gran mayoria de las proposiciones se pueden
interpretar algebraicamente, cosa que no dejaron de hacer los matematicos

arabes-musulmanes, en particular Al-Khwarizimi y Muhammad.

® Matematico griego que se cémo el fundador de la geometria.

7 s o - . . )
Teorema de Pitdgoras sefiala que en un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de sus catetos.

8 Libro Il de los elementos de Euclides contiene algebra geométrica y esta formado por dos definiciones y 14

proposiciones, este libro no trata del tema del algebra, puesto que no resuelve problemas numéricos ni mucho menos
de ecuaciones, por el contrario, el libro se refiere sobre la igualdad de areas de rectangulos y cuadrados.
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Libro de Elementos de Euclides II.

En el libro de Elementos de Euclides IlI, se demuestra varias igualdades
algebraicas, también habla de figuras regulares, dando las caracteristicas de
estas (angulos y lados iguales), donde se centra sobre todo en el pentagono y
ademas en la resolucién de ecuaciones cuadraticas. Lo interesante para
nuestra investigacion es que trata las relaciones de areas de figuras como el
cuadrado y el rectangulo, creando un sistema para representar igualdades

algebraicas.

Si profundizamos aun mas en este libro podemos notar que sus 14
proposiciones estan destinadas al algebra geométrica. A continuacion
nombraremos 3 de ellas que representan los productos notables y la propiedad
distributiva, los cuales pueden ser explicadas de una manera sencilla

mediante la representacion geométrica.

Desarrollo de la propiedad distributiva a partir de su representacion geométrica.

Proposicién 1: “Si hay dos rectas y una de ellas se corta en un numero
cualquiera de segmentos, el rectdngulo comprendido por las dos rectas es
igual a los rectangulos comprendidos por la recta no cortada y cada uno de los

segmentos.”

Si tenemos que las rectas son AB y CD, con ellas podemos formar un

rectangulo ABCD como se muestra a continuacion:
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Si cortamos una de las rectas en una cantidad cualquiera de puntos, es decir,
la recta AB la cortamos con los puntos E y F, los cuales proyectamos de forma

perpendicular a la otra recta, la cual es CD, obtenemos:

Al calcular el area total del rectdngulo, geométricamente es equivalente a la

suma de sus partes, es decir:

Lo que se explica en el teorema es:
AC-AB = AC-(AE+EF +FB)=AC-AE + AC-EF + AC-FB

Como podemos notar, algebraicamente representa la propiedad distributiva

gue se conoce en la actualidad como:
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a-(b+c)y=a-b+a-c 6 (a+b)-(c+d)=ac+ad+bc+bd

Desarrollo de un producto notable a través de su representacion geométrica.

Proposicién 4: “Si se corta al azar una linea recta, el cuadrado de la recta
entera es igual a los cuadrados de los segmentos y dos veces el rectangulo

comprendido por los segmentos”

Tenemos una recta AB, la cual se corta, determinando el punto C.

Al formar el cuadrado con esta recta AB, obtenemos:

e
I
m

Y si proyectamos los cortes en el punto C, los cuadrados de lados
AC=a y CB=b

mas dos rectangulos de lados AC y BC obtenemos:
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Entonces geométricamente es equivalente calcular el area total del cuadrado a
la suma de las areas de cada parte, en la actualidad se conoce como el

cuadrado de binomio, que tiene la siguiente formula:
(a + b)? = a® + 2ab + b?.

Lo que se representa de la siguiente manera:

a? ab

Desarrollo de un producto notable a través de su representacidon geomeétrica.

Proposicién 5: “Si se corta una linea recta en segmentos iguales y desiguales,
el rectangulo comprendido por los segmentos desiguales de la recta entera
junto con el cuadrado de la recta que esta entre los puntos de seccién, es igual

al cuadrado de la mitad.”

Entonces, sea la linea AB, y C y D los puntos que determinan los segmentos

iguales y desiguales en AB.
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Asi que AC, CB son los segmentos iguales, quedando AD Y DB como los
segmentos desiguales, los rectangulos que se forman por estos segmentos
desiguales mas el cuadrado de lado CD es igual al area del cuadrado de lado
CB.

Se aprecia en la figura que AC=CB=BG vy si en la figura AC=CB=BG=a y
CD=b, se tiene que: AD =a+b yDB =a — b, lo que la proposicion nos dice

es:

(a+b):(a—b)=a%—b?

En conclusion el algebra geométrica utilizada por la cultura griega nos da a
entender que se permite estructurar dos tipos de representaciones: una
representacion verbal y una geométrica, que en la actualidad se interpreta de

forma algebraica.

Las proposiciones de Euclides tienen como enfoque, un punto de vista
algebraico, el cual es clave para la teorizacion de los objetos matematicos
presentes, como lo es el concepto de grupo. Un ejemplo de esto son los
polinomios, los cuales tienen un comportamiento como estructura donde el rol

fundamental es la propiedad distributiva, ya que las identidades notables
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dependen de esta propiedad, en un anillo conmutativo®. Si nos centramos en
el modelo del cuadrado de binomio, se sitia en la teoria de polinomios al

definir la operacién de multiplicacién de polinomios.

A continuacion profundizaremos sobre el “Teorema del binomio de Newton”, su
origen remonta del siglo XII en las obras de Yang Hiu, los cuales incluyen el
resultado de sumas de series infinitas y el triangulo de Pascal. En el afio 1624
la Encyclpédie der mathematischen wissenschaften, Kombinatorik (Netto), cita
a Brigss (Aritmetica logarithmica, london) como la primera publicacién donde
se encuentra la regla del binomio para exponente entero y positivo,
mencionando que Miguel Stifel'® debia haber conocido la regla practica para el
célculo de los coeficientes de las potencias sucesivas, ya que en su libro

“Arithmetica Integra” se menciona.

En el afio 1954 B.Pascal'! redacté “Traité du triangle arithmétique”, el cual fue
publicado en 1665. Estudia los coeficientes binomiales por su significado
combinatorio y recuerda que son los mismos ndmeros que van apareciendo en
las bases sucesivas de sus triangulos aritméticos. Lo valioso del aporte de
Pascal es que demuestra, las propiedades, por el método de induccion vy este
método se vuelve a utilizar en la teoria de numeros. Luego en la edicidon
francesa de la misma enciclopedia, Stifel indica sin demostracion un teorema

equivalente a la formula recurrente:

n—1 n—1 i

r—1) T\ & k

Y en la obra Trigonometria Britanica redactada en el afio 1600 por Brigss y

publicada por H. Gellibrand en el afio 1633, trae una formula similar:

? Las propiedades del teorema del binomio son validos solo para anillos conmutativos, en anillos no conmutativos, por
ejemplo las matrices, el teorema del binomio no es valido.

1% Matematico Aleman (1487-1567), en el afio 1544 publica su libro “Arithmetica Integra”, donde se da a conocer la
Unica tabla existente de los logaritmos y el calculo con potencias de exponente racional.

! pascal es un matematico francés que en el afio 1654 publica el tratado del triangulo aritmético (Traité du triangle
arithmétique) en el que describe las propiedades y aplicaciones del triangulo aritmético o triangulo de Pascal, la
manera de presentar los coeficientes binomiales (aunque los matematicos Chinos conocian el triangulo desde siglos
atras)
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W‘. rr—mi:ﬁh".

(n
Ixm—lJ: m—1 |mJ

De las formulas mostradas anteriormente se puede deducir que, la expresion
para los coeficientes de los términos del binomio es como se muestra en la

siguiente imagen:

Esto Ultimo representa especificamente los coeficientes numéricos de los

términos de las potencias del binomio, lo que es equivalente a:

Triangulo de Pascal

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 2135 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126126 84 36 9 1
1 10 45 120210252210120 45 10 1

Al ser conocidos estos temas por Euclides, fueron publicados en “El espejo
precioso de los cuatro elementos” del autor TSCHU-SCHI-KIH, el cual presenta

el triangulo de Pascal desarrollando a la octava potencia, por parte de los
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chinos, el descubrimiento del Teorema Binominal para potencias enteras
positivas estuvo asociado en su origen a la extraccion de raices (exponente

fraccionario) mas que el célculo de potencias.

Luego, en el afio 1667 es Isaac Newton*?, quien por accidente llega al teorema
binominal para exponentes fraccionarios, ya que inicialmente el objeto
perseguido en sus trabajos era el de obtener reglas que le permiten la
cuadratura de curvas de cualquier tipo. En un principio, su idea consistia en
desarrollar en serie la ecuacion de la curva, para asi poder obtener la
expresion de la integral como suma de las integrales de los términos
sucesivos. Los métodos empleados por Newton para obtener el desarrollo en
serie de tipos muy generales de expresiones algebraicas fueron estudiados por
Leibniz, se sabe que el teorema del binomio fue comunicado por primera vez
en dos cartas dirigidas en el aflo 1676 a Oldenburg, la primera carta, la cual
tiene fecha el 13 de junio de 1676, responde a una peticion de Leibniz, el cual
gueria conocer los trabajos matematicos ingleses sobre series infinitas, Newton
presenta el enunciado de su teorema y un ejemplo que lo ilustra, ademas
menciona ejemplos conocidos en los cuales se aplica el teorema. Leibniz
responde con una carta que tiene fecha el dia 17 de agosto de 1676, la cual
trata que estd en posesion de un método general que le permite obtener
diferentes resultados sobre las cuadraturas, las series, etc. y menciona algunos

de sus resultados.

Newton se interesa de los resultados obtenidos por Leibniz respondiendo con
una carta, la cual tiene fecha del 24 de octubre de 1676, en la que explica en

detalle cOmo ha descubierto la serie bindmica.

Ademds, Newton aplica los métodos de Wallis sobre la interpolacion y
extrapolacion, inserta estos conceptos de exponentes generalizados mediante

los cuales una expresion polinémica se transformaba en una serie infinita. Asi

2 Es el mas grande astrénomo inglés, se destacé también como gran fisico y matematico, el dio los inicios formales del
teorema del binomio que fue publicado posteriormente por Walis.
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estuvo en condiciones de demostrar que un buen numero de series ya

existentes eran casos particulares.

El descubrimiento de la generalizacion de la serie bindbmica es un resultado
importante de por si, sin embargo, a partir de este descubrimiento Newton tuvo
la intuicién de que se podia operar con series infinitas de la misma manera que
con expresiones polindmicas finitas. El andlisis mediante las series infinitas
parecia posible, porque ahora resultan ser una forma equivalente para

expresar las funciones que representaban.

Newton nunca publicé el teorema del binomio, lo hizo John Wallis*® por primera
vez en 1685 en su libro denominado Algebra, atribuyendo a Newton este

descubrimiento.

'3 Matematico inglés, trabajaba con la conocida serie binomial, la cual manipula a través del teorema del binomio.
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Saber matemaético:

Dentro del proceso de ensefianza una de las misiones esenciales es lograr
seleccionar la matematica que hay detras de cada objeto matematico y para
ello es de suma importancia conocer y manejar el objeto que se pretende
ensefar, de manera de identificar lo sustancial de este para dar sentido a los

procesos que se realicen en el aula de forma coherente.

Si nos adentramos aun mas en el saber matematico de los productos notables,
nos encontramos con el anillo de polinomios con coeficiente en el campo de los
nameros reales. Este anillo es a la vez conmutativo, por lo tanto las
operaciones entre ellos tales como la multiplicacion y reduccion (suma vy resta)
se rigen por las leyes del anillo y su funcionamiento al interior de ella obedece

a sus propiedades.

Una propiedad fundamental del anillo de polinomios K es la propiedad
distributiva, la que en general relaciona las operaciones de adicion y

multiplicacion.

A continuacion puntuaremos, desde la mirada matematica, lo que
desarrollaremos en los siguientes parrafos, con el objeto de finar el marco

tedrico:

e Estructura de anillos.

e Definicion de un polinomio a través de sucesiones.
e Descripcion del anillo de polinomios K.

e Definicion de las operaciones en K.

e Productos notables.
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Estructura de anillos

Un anillo es una terna formada por un conjunto K y dos leyes de composicion
interna (operaciones), una aditiva y otra multiplicativa, lo que se denota por el

trio (K, +, -) sujeta a las condiciones que se detalla a continuacion:

La adicién en K asocia a un par de elementos (x,y) de K un nuevo elemento

de K anotado (x + y)

+:KxK > K
xy)->x+y

La multiplicacién en K asocia a un par de elementos (x,y) de K, un nuevo

elementos de K anotado x -y

“KxK > K
(x,y) > x-y

Estas operaciones cumplen las siguientes condiciones:

(A1) El par formado por el conjunto k y la ley aditiva sobre K, (K ,+), es un

grupo abeliano.

Es decir: la adicidn es asociativa, la suma admite elemento neutro en K , todo

elemento de K , admite opuesto aditivo y ademas la adicion es conmutativa.

(A2) La ley de composicion multiplicativa es asociativa y admite un elemento

neutro. Es decir:

a) x-(y-z)=(x-y)-zparatodo x,y, z elementos de K

b) Existe len K talque1-x =x y «x-1=x paratodoxenk

(A3) Cualesquiera sean los elementos x,y,z de K se cumple las relaciones

llamadas distributivas de la multiplicacién con respecto a las adicion, esto es:
x-y+z2)=xy+x-z ; x+y)z=x-z+y-z

Cuando en la terna (K, +, *) se cumplen (Al), (A2) y (A3) se dice quekK es un

anillo. Ademas k es un anillo conmutativo cuando se cumple:
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(A4) x-y=y-x cualesquiera sean los elementos x,y de K, es decir la

multiplicacion es conmutativa en K .

Observacion: Dos propiedades importantes de los anillos son:
(-1) - x = —x, 0-x =0, Paratodo x elemento de K .

Un ejemplo de anillo conmutativo es el anillo de los niumeros enteros, Z, pues
en él estan definidas las operaciones de adicion y multiplicacion. (Z, +, -)
Satisface (Al), (A2) y (A3). También se puede probar que Q y R tienen

estructura de anillo.

Mas adelante necesitaremos la nocién de subanillo, por ello daremos su
definicion:
Sea K un anillo y A un subconjunto de K tal que A es un subgrupo del grupo

aditivo K y ademés se verifica que:

e Six e yson elementos de A entonces xy pertenece a A

e lestaenAd
Entonces 4 es un subanillo de K .

Observacion: para probar que un subconjunto no vacio A de un anillo K es un

subanillo basta comprobar las condiciones siguientes:

e Si A contiene dos elementos x e y de K entonces contiene también a
su suma (x + y) y a su producto xy.

e lestaend

Por ejemplo un subanillo de los nimeros reales R, es Z el anillo de los numeros

enteros.

En efecto, dados dos elementos de R que pertenezcan a Z entonces su sumay

su producto también pertenecen a Z.
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Polinomio a través de sucesiones

Para estudiar la estructura algebraica de los polinomios consideraremos el
enfoque teorico formal que define a todo polinomio como una sucesion de
soporte finito. Este enfoque permite justificar la aparicion de la indeterminada x
, €s decir, que no se conoce el valor de x, en los polinomios, como la sucesién
(0,1,0,...) y a partir de alli describir polinomios como suma de términos, en
forma creciente o decreciente, en la que interviene la letra x como

indeterminada.

Definicién: una sucesion de numeros es una funcién f:N - R que asocia a

cada numero natural n un nimero real.

Por ejemplo si f: N — R asocia a cada numero natural su doble, obtenemos la

sucesion (0,2,4,6,8 ...) que esta definida por la funcion:

N>R
n-2n
Nota: consideramos que el conjunto de los nimeros naturales tiene como

primer elemento cero.

Una sucesion se anota como: (ag, ay, dy, ..., Ay, ...) O MAs correctamente como

(ay)nen donde a,, es el término general.
Ejemplos:

1) Formemos la sucesién de numeros naturales que asigna a los numeros
0y 1, y a partir del natural 2 la suma de los dos anteriores. Bajo estas

condiciones los términos de la sucesion son:
ag = 1, a, = 2, as = 3, e, Ay = Ay + Ap—o
La sucesién es (1,1,2,3,5,8, .....)

Esta sucesion recibe el nombre de sucesién de Fibonacci.
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2) Los términos de la sucesién que asigha a cada numero natural el cero,
excepto para los lugares i =1 e i = 3, a los que les asigna los valores 7

y 2 respectivamente, son:

ao=0,al=7,az=0,a3=2,a4=0, .....
La sucesion es (0,7,0,2,0,0,..)

Definicion: Cuando se considera una sucesion (a;)icy de elementos de un
grupo G se llama soporte de la sucesion al conjunto de los indices i € N tales

que los elementos a; son distintos de cero.
Por ejemplo el soporte de la sucesion del ejemplo 2) es
{1,3}, ya que a, y a; son distinto de cero.

Definicion: una sucesion tiene soporte finito si y sélo el soporte es un conjunto

finito.

Por ejemplo la sucesion de Fibonacci, tiene soporte no finito, en el grupo

aditivo Z, pues todo elemento distinto de cero.

Un ejemplo de sucesion con soporte finito en el grupo aditivo Z es la siguiente:
(0,2,3,-5,0,4,0,0,0,0, ...)

donde a, =0, a; = 2,a, =3,a3 = —5,a, =0,a5 = 4,34 =0....

Como en esta sucesion los elementos son distintos de cero (el neutro del grupo

aditivo Z) entonces el soporte de la sucesion es el subconjunto {1,2,3,5}.
Anillo de polinomios

Para describir el anillo de polinomios K , necesitamos un subanillo de L el que
llamaremos A y un conjunto de sucesiones de elementos de K con soporte
finito. Como A es un anillo, tiene estructura de grupo aditivo. Las sucesiones

son de la forma.
(ag,ay,ay,as, ..., ax, 0,0,0, ...), con a; elementos de A
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Al conjunto de tales sucesiones (de soporte finito) le llamaremos conjunto de

polinomios con coeficiente en A lo anotaremos K .

Por ejemplo, un elemento de K k es (1, 1, 2, 3,5, 8, 0, 0, 0...); donde a, =1,

a; =1,a; =aj_q +aj_p, parai =0,..,5,a; =0parai>>5.

a; es siempre un elemento del grupo aditivo de los enteros. Esta sucesién
corresponde a un polinomio con coeficientes enteros, donde los elementos de

ella son los numeros de Fibonacci.

Definicién: Una sucesion con soporte vacio tiene todos sus elementos iguales

a cero, asi para todo elemento a; de A, la sucesion es de la forma:
(0,0,0,0,0,0,...) con a; = 0 paratodo i en N
A esta sucesion se le llama polinomio vacio o nulo, y se representa por O.

Definicion: Dado P un polinomio no nulo, con coeficiente en A, se llama grado
de P al maximo indice i tal que el término de la sucesion a; de A sea no nulo.
Esta definicion no es posible, extendera al polinomio nulo, por esto decimos

que el polinomio nulo no tiene grado.
Ejemplos:
El grado de los siguientes polinomios no nulos son:

1) (0,0,3,0,0,0,...)

2) (ay,0,0,0,0,..) a, #0

3) (0,a,,0,0,0,0,..) a; #0
4) (0,0,...,a;,00,..)a;, #0

Estos son ejemplos de monomios y su grado viene dado por el valor de i.

Observacion: una sucesion cuyos elementos son todos ceros excepto para
i = 0 se llama polinomio constante o simplemente constante, como se observa

en el ejemplo anterior (2).
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Operaciones en el anillo de polinomios.

En los polinomios como sucede en todo objeto mateméatico, podemos encontrar
las operaciones basicas, de las cuales definiremos la operacion de suma y de

multiplicacion de polinomios
e Sumade polinomios

Definicion: Dados dos polinomios (a;);ey Y (b;);en €n K, con coeficientes en el

anillo A, la suma entre ellos se define mediante la funcién:
+:KxK - K
((apien, (b)ien) = (a; + by)ien

Por ejemplo sea los polinomios (0,3-7,0,...)y (2,0-34,0,...) con coeficientes
enteros. La suma de ellos es el polinomio (2,3,-10,4,0...), una sucesion de

soporte finito.
e Multiplicacion de polinomios

Definicion: Dados dos polinomios con coeficientes en A, (a;)ien Y (bi)ien €N K,

el producto entre ellos se define mediante la funcion:
“KxK - K
(@Dien, (bidien) = (ciien
Donde
ci=ag bj+a;-b_y+ay bi,;+--+aj_, b,+a_1 by +a;-by
Es decir, ¢; = X(a; " by);j+k =iconj ki €N

Ejemplo: Consideremos la sucesion(0,40,00,..)a la que Illamaremos
indeterminada de x, es decir x=(0,10,0,0,...) .Veamos las potencias sucesivas

de x a partir de la definicion de multiplicacion.

x?=(0,1,0,0,..) - (0,1,0,0, ...)
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=(0-0,1-04+0-1,0-0+1-1+0-0,0:0+1-0+0-1+0-0,0,...)
=(0,0,1,0,0, ...)

Luego x3 se obtiene multiplicando la sucesion anterior por la sucesion x, del

siguiente modo:

x3=1(0,0,1,0,..)-(0,1,0,0, ...)
=(0-00-14+0-0,0-0+0-1+1-0,0-04+0-0+1-1+0-0,0,...)
= (0,0,0,1,0,...)

De la misma manera podemos encontrar sucesion x*, multiplicando las

sucesiones x3 con x .

Generalizando para x" se obtiene a partir de multiplicar la sucesiéon x*~1 por la
sucesion x, obteniéndose una sucesion en que los elementos son todos nulos

excepto para el lugar n que equivale a 1, lo que se demuestra por induccion.

Productos Notables

Recurriendo a la definicion de multiplicacion del anilloA[x, y] para desarrollar
las identidades notables como vemos a continuacion. Utilizaremos notacion

algebraica simple.
(x+y)(x—y)=x*—y?
Donde x, y pertenece al anillo K = A[x,y].
Utilizando la propiedad de multiplicacién en el anillo K = A[x, y] se tiene
Gl +yHet =y =at-axt+xt- (cyD +ytat +yt (v D
=x’+x (=) +x-y+y- (=) =x*+(—xy+xy) —y*=x*-y”
Por tanto

(x+y)(x—y) = x> —y?
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De igual manera el desarrollo de cuadrado de binomio
(x+y)? =x?+2xy + y? paratodo x,y € R
En efecto,
(X+_’)/)2 — (x1_|_y1)(x1+y1) =x1_x1+x1_y1+y1_x1+y1_y1
=x24+ (xy+xy) + y? = x% + 2xy + y?
Asi (x +y)? = x? + 2xy + y?

Analogamente se demuestra que (x — y)? = x? — 2xy + y?
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2.2.1 Espacios de Trabajo Matemaético

La teoria que sustenta nuestra investigacion principalmente es la de
Paradigmas Geométricos y Espacio de Trabajo Geométrico (ETG), iniciada por
Houdement y Kuzniak (1996, 1999, 2006), esta teoria nos aporta un marco
tedrico en torno a la ensefianza y aprendizaje especificamente en el dominio
de la geometria. Esta teoria es luego profundizada y ampliada por Kuzniak
(2011), a la teoria de Espacio de Trabajo Matematico (ETM).

Iniciaremos esta seccién refiriéndonos a la teoria de los ETG, para luego

mostrar la ampliacion a los ETM.

Paradigmas geométricos y Espacio de Trabajo Geométrico

En la teoria de Paradigmas Geométricos y ETG (Houdement y Kuzniak,
1996,1999, 2006) y (Kuzniak, 2011), los autores nos sugieren replantear la
ensefianza y aprendizaje de la geometria en particular (y luego de las
matematicas en general, en los ETM), proponiendo elementos para que tanto
el estudiante como el docente construyan un espacio de trabajo adecuado para
resolver problemas en los distintos dominios de las matematicas, tanto en su
interpretacion como la forma de abordarlo. Asi, se definen en el dominio de la
geometria los paradigmas geométricos, considerando tres ejes: el caracter
cognitivo, tratado por Gonseth en los modos de pensamiento, el caracter
filosofico, el cual surge en la conceptualizacion de paradigma segun Kuhn vy el

caracter epistemologico.

Al ser tratados estos tres ejes como un conjunto, NosS proporcionan una
aproximacion al espacio de trabajo geométrico y a los paradigmas
geomeétricos, los cuales coexisten en el proceso de ensefianza y aprendizaje

de la geometria.
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En la ETG se distinguen tres paradigmas geométricos (GI, Gll, Glll),
influenciados de la nocién de paradigma de Kuhn. A continuacidn se presentan
las definiciones y se explican los tres paradigmas a través de los modos de
pensamiento (componente cognitiva), elementos de validacion (componente
filoséfica) y el modelo geométrico (componente epistemolégica) puestos en

escena.
Paradigmas geométricos.

Segun Kuhn (1971) la nocién de paradigma tiene dos facetas: la primera en su
aspecto global, lo designa como el conjunto de las creencias, técnicas y
valores que comparte un grupo cientifico, fijando asi la manera correcta de
plantear y de emprender la resolucion de un problema. En el segundo sentido,
interesado en una perspectiva de ensefianza, Kuhn caracteriza los ejemplos
significativos y comunes que se entregan a los estudiantes para que aprendan
a reconocer, aislar y distinguir las diferentes entidades constitutivas del

paradigma global.

Para Gonseth (1945 - 1955), la intuicion, la experiencia y el razonamiento
deductivo, en su teoria de los modos de pensamiento, son la base del individuo

para enfrentar un problema o tarea en geometria.

Adoptando estas posturas, Houdement y Kuzniak (1996, 1999, 2006) definen
paradigma geométrico como “la caracterizacion de los problemas y ejemplos
significativos que se entregan a los estudiantes para que aprendan a
reconocer, aislar y distinguir las diferentes entidades constitutivas de la

geometria puesta en juego” (p. 2).

A partir de esta definicidn, se plantean tres tipos de paradigmas geométricos,
los cuales son: Geometria natural (Gl), Geometria axiomética natural (Gll) y
Geometria axiomatica formalista (Glll) y cada una presente en el espacio de
trabajo geométrico (ETG). Estos paradigmas no estan jerarquizados, sino que
el horizonte de trabajo es distinto. A continuacion se presentan los tres

paradigmas del ETG:
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Geometria natural (GI)

En este paradigma se presenta una relacion con la realidad, es por esto que
los objetos estan definidos por el modelo geométrico pero con respecto a la
realidad espacial y local del individuo. La experimentacion, la deduccién y la
vision intuitiva trabajan en conjunto sobre la representacion de los objetos

geomeétricos mediados por los artefactos materiales y la apreciacion.

En este paradigma existe una relacion estrecha entre el modelo geométrico y
el mundo real. En las tareas propuestas el razonamiento de validacion no exige
todos los axiomas de la geometria de Euclides, ya que se trabaja de forma

local. Por lo tanto la geometria euclidiana no esta completa dentro de GlI.

Geometria axiomatica natural (GlI)

En esta geometria ya no se habla de dibujos para representar objetos, sino de
figuras geométricas, de esta manera se describe el objeto a través de una
propiedad. El razonamiento de validacién se funda sobre las leyes hipotéticas
deductivas del sistema axiomatico puesto en juego, es decir, propiedades,
definiciones, etc. El uso de artefactos materiales como medio de prueba no
esta permitido y solo es usado para las construcciones geométricas mediante

los instrumentos geométricos (tradicionales y no tradicionales).

Esta geometria se dice que es edificada sobre un modelo préximo de la
realidad y de la intuicion espacial, de forma inicial, pero en el proceso de
validacién se construyen dentro del sistema axiomatico puesto en juego, es
decir, si tenemos un problema geomeétrico se acepta en primer lugar que la
informacion venga del dibujo, pero al instante de aprobar el trabajo queda
sujeto a la deduccion logica. Es asi como se puede apreciar que la sintaxis de
los problemas y sus propiedades no estén separados de lo semantico, ya que

es posible relacionar los problemas geométricos con la realidad.

En este paradigma los problemas para ser resueltos no requieren la presencia

de todos los axiomas, el modelo geométrico tampoco corresponde al de la
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geometria de Euclides, es por esto que es posible referirse a un sistema

axiomatico local, la cual recibe el nombre de geometria Euclidiana local*.

Geometria axiomética formalista (Glll)

En esta geometria los objetos derivan de una axiomética elegida de forma
rigurosa y formal del modelo, los cuales pueden ser representados por medio
de un dibujo dependiendo del modelo y asi podrian guiar la intuicion del

gedmetra.

En este paradigma, el razonamiento de validacién es solo por medio del
sistema formal de axiomas del modelo geométrico subyacente. El uso de
artefactos materiales no es permitido y deja de ser una cara visible, mas bien
se habla de instrumentos tedricos; es asi como no existe la relacién de esta

geometria con la realidad.

Espacio de trabajo geométrico

Los tres paradigmas descritos anteriormente coexisten en el ETG, se definen
en dos planos: uno cognitivo y otro epistemoldgico, los cuales se determinan
por la interaccién que tienen sus respectivas componentes. En el plano
cognitivo, sus componentes son la visualizacion, la construccion y la prueba,
en tanto para el plano epistemoldgico se encuentran los componentes de
espacio local y real, los artefactos y el referencial tedrico, en un inicio estan
conectadas en la geometria por tres modos de pensamientos: intuicion,
experimentaciéon y deduccion, para luego definirlos como tres génesis:

semiodtica, instrumental y discursiva, las cuales se especificaran mas adelante.

!* La geometria de Euclides reducida a los axiomas necesarios para resolver problemas.
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Componentes epistemoldgicos del ETG:

Para definir el espacio de trabajo geométrico, se introducen tres componentes

caracteristicas de la actividad geométrica en su dimension puramente

matematica. Estas tres componentes en interaccion son las siguientes:

Espacio local y real es la concepcion por el individuo del modelo
geométrico y tiene dos aspectos, el local que se refiere a que el
individuo trabaja con una parte del modelo, y el real que se refiere a que
los objetos son el resultante de la abstraccién del modelo a partir de la
realidad.

Los Artefactos corresponde a todo lo que le permite al gedmetra
manipular los objetos geométricos con la finalidad de abordar un
problema, en concordancia con el modelo geométrico.

Referencial tedrico corresponde al conjunto de definiciones, propiedades
y relaciones articuladas por los axiomas y que finalmente determinan el

modelo geométrico.

Componentes cognitivos del ETG.

Con respecto al punto de vista cognitivo, existen ciertos procesos asociados a

la ETG, los cuales son: la visualizacion, la construccion y prueba, estos se

relacionan con los componentes de la ETG construyendo un espacio de trabajo

dinamico.

Un proceso de visualizacion en relacién con la representacién del
espacio y el soporte material.

Un proceso de construccion determinado por los instrumentos utilizados
(regla, compas, etc.) y las configuraciones geométricas.

Un proceso discursivo que produce argumentaciones y pruebas.

El espacio real estard mas particularmente ligado a la visualizacién mediante la

intuicion; los artefactos a la construccion a través de la experiencia; el modelo
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tedrico a la nocidon de prueba gracias a la deducciéon. Esto nos conduce al
siguiente esquema (Figura 2.2.1) donde organiza las componentes del ETG en
un plano cognitivo y en un plano epistemoldgico y la relacion que existe entre

cada una de ellas.

Wisnalizacion L3 e

F 3 '\‘ F 3
Construccion
FPlano cognitivo &
Imtuiciomn Deduccion
Experiencia

w

w
Espacio real v local i =

Plano
epistemologico

Figura 2.2.1: Espacio de Trabajo Geométrico. (Houdement & Kuzniak, 1996, 1999, 2006)

Hasta el momento solo hemos hablado de la ETG y sus componentes, pero
también antes hemos mencionado que requerimos la profundizacion vy
ampliacion de esta teoria al ETM, ya que el estudio de los productos notables
considera aspectos geométricos y algebraicos. A continuacion describiremos la

teoria de Espacio de Trabajo Matematico (Kuzniak, 2011).
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2.2.2 Espacio de trabajo matematico y sus génesis

Todo estudio didactico supone la descripcién de un espacio de trabajo para el
campo abordado, por lo que el marco del ETM surge como una envoltura
metodoldgica sobre la cual sera posible apoyarse para desarrollar nuevos

espacios de trabajo en otros dominios tales como:

ETMg: En este espacio de trabajo aborda todo el tema de la ETG puesto que
se centra en el estudio de las propiedades de las figuras en el plano o espacio,
para representar distintos aspectos de la realidad y a nociones como puntos,

rectas, planos, paralelas, curvas, superficies, etc.

ETMa: En este espacio se trabaja con el algebra de manera que se emplean
nameros, letras y signos para poder hacer referencia a multiples operaciones

aritméticas acorde a ciertos axiomas.

ETMan: Se presenta un espacio de trabajo matematico basado en el estudio
de los numeros reales, complejos y construcciones derivadas a partir de ellos,
por ejemplo, las funciones. Ademas se estudia conceptos como la continuidad,
la integracion y la diferenciabilidad de diversas formas a partir de una

formulacion rigurosa.

ETMp: En este espacio se aborda el dominio de la probabilidad, de modo que
se mide la frecuencia con la cual se obtiene un resultado mediante la
realizacion de un experimento sobre el cual se conocen todo los resultados
posibles gracias a las condiciones de estabilidad que el contexto supone

antemano.

Del estudio de la ETG se conserva la idea de articular dos niveles en el
espacio de trabajo: el de naturaleza epistemoldgica en estrecha relacion con

los contenidos matematicos del dominio estudiado y el de naturaleza cognitiva.
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El trabajo matematico es el resultado de un proceso progresivo de génesis que

permitira una articulacion interna de estos dos niveles.

Componente semidtica

Los artefactos y el elemento referencial teérico quedan como dos componentes
de base de todo plano epistemoldgico asociado a un campo matematico
particular, sin embargo, la componente ligada al espacio y a las
configuraciones geométricas debe ser modificada. Esta componente se asocia
a la forma visible y concreta de los objetos propios de la geometria. Para
extenderla a otros campos matematicos, y considerando la concepcion de las
matematicas fundadas sobre representaciones semidticas, se introduce la
nocion de signo o representamen en el sentido de Peirce (1976) (esta nocion
seréd desarrollada profundamente mas adelante). Los signos pueden adquirir
significaciones diferentes en funcion del nivel de su utilizador como en el caso
de las formulas algebraicas que sintetizan las relaciones entre objetos y toman
un sentido iconico para el utlizador experto. Estos diferentes niveles de
relaciones con el objeto remiten las distinciones entre los paradigmas

utilizados.

Para describir el nivel cognitivo del ETM, aceptaremos un proceso cognitivo en
relacibn con la importancia que concedemos a los signos y a las
representaciones en la constitucion del trabajo matematico. Se conserva las
nociones de prueba y construccion, sin embargo, el proceso de visualizacion
necesita una reinterpretacion fundamental para encontrar su lugar en el ETM,
de manera que esté asociado a esquemas y operaciones de uso sobre los

signos.

A continuacion se presenta el esquema donde se muestra las componentes del

ETM, con sus respectivas génesis:

47 |Pagina



Plano cognitivo

Génesis semidtica Geénesis discursiva

Geénesis instrumental

Plano epistemologico

Figura 2.2.2: Espacio de trabajo matematico y sus génesis.

En el esquema da evidencia la concepcion del ETM donde se introduce la idea
de una génesis semidtica asociada a las representaciones de los objetos
matematicos conservando el término de visualizacion que debera estar
estrechamente asociado a la intuicion y a los esquemas operatorios sobre los
signos y las representaciones. Kuzniak (2011) introduce la nocién de un
representamen o signo en el sentido de Peirce considerando asi otros
dominios de la matematica ya antes mencionados. Para articular el plano
cognitivo con el epistemoldgico se introducen tres génesis fundamentales y
estrechamente ligadas al Espacio de Trabajo Matematico. Antes de describir
las génesis del ETM, debemos mencionar que la palabra génesis no se debe
entender como comienzo, sino como generador. A continuacién nombraremos

las génesis del ETM:

I.  Una génesis instrumental que permite hacer operativos los artefactos en

el proceso constructivo. Las herramientas tecnolégicas e informaticas
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entregaron nuevos empujes a los instrumentos en la actividad
matematica al facilitar su manejo y al ofrecer la posibilidad de desarrollar
pruebas dinAmicas. Rabardel (1995)

II.  Una génesis semidtica basada en los registros de representacion
semioticos que asegura a los objetos tangibles del ETM su estatus de
objeto matematicos operatorios. Para hablar de génesis semibtica
utilizamos como complemento el marco de Duval (2005) con los
registros y de Peirce (1976) con simbolos y signos.

[ll.  Una génesis discursiva de la prueba segun Balacheff (1999) que dara
sentido a las propiedades para ponerlas al servicio del razonamiento
matematico. La articulacion entre razonamiento y visualizacion conjetura
la creacion de espacio de trabajo mateméatico en donde el razonamiento
se respalda de manera evidente en diagramas, en una clase de
razonamiento diagramatico, en el cual la imagen y el discurso se apoyan

mutuamente.

Diferentes tipos de ETM

Cuando el matematico hace sus reflexiones sobre los problemas a los cuales
se enfrenta y la adaptacion realizada por los individuos que ejecutan un
trabajo, es necesario considerar distintos tipos de ETM, los cuales son
definidas a través de la relacion con el saber, el como ensefiar o conforme a
como es afrontado el problema. A continuacién se describen los tres tipos de

ETM existentes definidos en esta teoria.

ETM de referencia: Es el espacio de trabajo definido de manera ideal, en
donde una comunidad de individuos acuerdan formular problemas y también
sus soluciones, privilegiando ciertas herramientas o ciertas formas de
pensamiento en funcién de criterios matematicos. Se puede considerar como el

ETM institucional de la comunidad de los matematicos.

ETM idbéneo: ElI ETM de referencia debe ser conducido y organizado para

llegar a ser un espacio de trabajo efectivo e idoneo. Es un espacio definido en
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términos didacticos, en el cual se concibe la reflexion sobre la reorganizacion
didactica de los componentes del espacio de trabajo de referencia. La persona

gue naturalmente utiliza este ETM es el docente.

ETM personal: Es el espacio descrito por un utilizador particular a través de la
reflexion dada entre los conocimientos aprendidos y los puestos en practica por
el gebmetra, con respecto a los conocimientos matematicos y su capacidad

cognitiva.

Naturalmente este ETM es utilizado por el estudiante, aunque no hay que

ignorar a los otros gedmetras como lo son el docente y el investigador.

Los niveles de ETM ayudan a explicar el trabajo mateméatico en un marco
escolar. Los ETM de referencia tienen descrita el dominio que la institucion
tiene en mente, los cuales deben ser adaptados en ETM idéneo para admitir un

arreglo en las clases, en donde cada estudiante trabaja en su ETM personal.
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2.2.3 Teorias complementarias

Las siguientes teorias, nombradas a continuacién, apoyan nuestra

investigacion.

Duval (2005) concibe la visualizacion como “el derribo dimensional de las
formas” (Ibid, p.7) y distingue dos niveles de operaciones puestos en juego en
el acto de “ver”, diferentes e independientes el uno del otro, estos son: el
reconocimiento discriminativo de formas y la identificacion de los objetos

correspondientes a las formas reconocidas.

Se distinguen dos mecanismos de visualizacion: la visualizacion iconica, es la
gue reposa en la semejanza que existe entre la forma reconocida en un
trazado y la forma caracteristica del objeto que hay que identificar y supone
una caracterizacion para cada objeto geométrico (lbid, p.15). La visualizacion
no iconica reconoce las formas de las limitaciones internas de organizacion
que hacen imposible ciertas deformaciones o aproximaciones en virtud de
deducciones efectuadas en funcion de las propiedades que han sido

enunciadas en las definiciones o en los teoremas.

Duval distingue de estos mecanismos de visualizacidén cuatro entradas clasicas
a la geometria: dentro de la visualizacion icOnica se encuentran botanico y
topografo, mientras que las otras dos: constructor e inventor estan ligadas a la

visualizacion no iconica, como se muestra en el siguiente cuadro:
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requis par
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2. Comment les
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formes a partir
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Figura 2.3.1: Cuatro entradas clasicas a la geometria

A continuacion se describe cada una de las cuatro entradas a la geometria:

Botanico: Reconoce preceptivamente las formas elementales que son
utilizadas en la geometria plana, localizando las diferencias entre dos
formas que presentan ciertas similitudes y de hacer notar cuales son las
similitudes entre dos formas diferentes. Aqui las propiedades
geomeétricas son caracteristicas visuales.

Topografo: Mide las longitudes sobre un terreno, o la distancia entre dos
puntos y de transportarlas sobre un dibujo que adquiere el estatuto de
plano. Las propiedades son criterios de eleccion para las medidas
necesarias, sirven para escoger el tipo de constataciones a hacer en el
espacio real que nos rodea, tanto si es para construir un objeto como
para calcular una longitud o una distancia.

Constructor: La particularidad de las figuras geométricas que
corresponden a las formas euclidianas elementales, debe poder ser
construida con la ayuda de instrumentos. Un instrumento permite
producir una forma visual que tiene una propiedad geométrica, y esta

forma visual constituye la primitiva del instrumento.
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e Inventor: Afadir trazos suplementarios a una figura de partida (la que
acompanfa al enunciado de un problema o puede construirse a partir del
enunciado de un problema), a efectos de “ver” (es decir, descubrir sobre
la figura) un procedimiento de resolucion. Son esos trazos
suplementarios los que van a permitir una reorganizacion visual de la
figura de partida develando de alguna manera la solucién de un

problema.

Peirce (1976) propone la nocién de signo o representamen. Los signos pueden

adquirir significaciones diferentes en funcién del nivel de su utilizador.

Para Pierce todos los signos tienen dos objetos: un objeto dindmico (objeto
muy eficiente, pero ese no es el objeto inmediato presente), y el objeto
inmediato (el objeto como el signo lo representa). Ademas, cada signo tiene
tres interpretantes (efectos): un interpretante final (el efecto producido en la
mente por la sefial después de un desarrollo suficiente de pensamiento), una
interpretacion dindmica (El actualmente producida en la mente) e interpretacion

inmediata, es decir interpretan representado o significado en el signo.

Ademas Peirce plantea que un signo dado revela su objeto dinamico
parcialmente: la revelacion parcial es su objetivo inmediato. De manera similar,
la interpretacion final de un signo es el resultado de una historia de interaccion
semiédtica con un objeto dinamico dado, luego un interpretante dinamico es el
efecto de un signo que se produce en la actualidad (en un momento dado) y el

interpretante inmediato es el significado inmediato del signo.

Rabardel (1995) se refiere a los artefactos como herramientas inertes
susceptibles de ser utilizada por un individuo o un utilizador, una vez que se
utiliza el artefacto, este es llamado instrumento, entonces el instrumento es el
artefacto que guia la accion del individuo, de manera que, un mismo artefacto
podria definir dos instrumentos distintos, bajo dos acciones diferentes. Existen
instrumentos materiales clasicos y no clasicos, un ejemplo de los primeros

instrumentos materiales, son la regla y el compas y un ejemplo de los
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segundos instrumentos materiales son los softwares computacionales. Ademas
Rabardel se refiere a artefactos simbadlicos, como los compuestos por simbolos
mateméaticos, que proceden como artefactos cuando van a ser empleados por

un individuo.

Se denomina instrumentalizaciéon al desarrollo de la articulacion entre el

artefacto y el instrumento. En la ETM se habla de génesis instrumental.

Segun Balacheff (1999) surgen explicaciones que son aceptadas o no por una
comunidad, aquellas explicaciones que son aceptadas por la comunidad
conforman las pruebas, las cuales estan compuestas por las pruebas
pragmaticas correspondiente a “aquellas que recurren a la accién sobre los
objetos y supone la posibilidad de tener acceso a realizacién material de una
tarea para justificar afirmaciones sobre ellos” (p.2), las pruebas intelectuales
son “las que recurren a la formulacion de propiedades y relaciones entre los
objetos en cuestion”(p.2) y sus respectivas tipologia, conformando asi un

esquema de trabajo intelectual denominado como un proceso de prueba.

A continuacion se mencionan la tipologia propia para cada una de estas

pruebas anteriormente nombradas.
En las pruebas pragmaticas tenemos:

e Empirisme naif: La persona que valida una afirmacion lo hace después
de verificarla para algunos casos particulares.

e Experimento (experiencia) crucial: La persona que valida la afirmacion
toma en cuenta la problematica de la generalidad y la resuelve mediante
el uso de un caso particular que reconoce como no especial.

e Ejemplo genérico: La persona que valida justifica la afirmacion
considerando al objeto concreto como un representante de todos los

pertenecientes al dominio de dicha afirmacion.
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En las pruebas intelectuales se encuentran:

e Experimento mental: El razonamiento de la persona se independiza de
la representacion del objeto, se observa un guion que tiene
necesariamente la estructura de una demostracion.

e Demostracion: El razonamiento que utiliza la persona tiene la funcién de
verificar y explicar en lenguaje reconocido por la comunidad matematica,
cuyas reglas de debate se fundan sobre la légica formal y en la
deduccién de teoremas y/o axiomas.

e Calculo sobre el enunciado: No hay uso de ejemplos o dibujos, sino que
se utiliza un razonamiento a partir de propiedades que por lo general, no
son del todo ciertas y que son tan usuales de encontrar tanto a nivel

numeérico como en el geometrico.

Para nuestra metodologia utilizaremos el concepto de Tipo de tareas y tareas

de Chevallard (1999) mencionando lo siguiente:

Cuando una tarea t forma parte de un tipo de tareas T, se escribirat € T. En la
mayoria de casos, una tarea se expresa por un verbo: limpiar la habitacién,
desarrollar la expresion literal dada, dividir un entero entre otro, saludar a un
vecino, subir una escalera, etc. La nocion de tarea empleada aqui es
evidentemente mas amplia que la del lenguaje corriente: rascarse la mejilla, ir
del sofa al armario, e incluso sonreir a alguien, son también tareas. A
continuacion, la nocién de tarea o, mejor, de tipo de tareas, supone un objeto
relativamente preciso. Subir una escalera es un tipo de tarea, pero subir,
simplemente, no lo es. De la misma manera, calcular el valor de una funcién en
un punto es un tipo de tareas, pero calcular, simplemente, es lo que se llamara

un género de tareas, que pide un determinativo. (Chevallard 1999, p.222)
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Capitulo 3.

Metodologia

La metodologia utilizada en este trabajo es de corte cualitativo, de tipo
descriptivo, y reposa sobre cuestionarios realizados a cuatro estudiantes (dos
binomios). El trabajo metodolégico se divide en 5 fases, las que describiremos

a continuacion:

» Fase 1: Identificacion de tipos de tareas en el sentido de la TAD desde
los Programas de estudio (MINEDUC, 2011), Facsimil oficial PSU" de
matematica (DEMRE'®, 2011-2012) y textos escolares. En esta fase se
definen los criterios para la seleccién de las preguntas que representan

los tipos de tarea.

» Fase 2: Analisis de las preguntas seleccionadas en la fase anterior, bajo

la teoria del ETM y elaboracion del primer instrumento de investigacion.
» Fase 3: Aplicacion del instrumento 1 y analisis de los resultados.

» Fase 4: Elaboracion de una propuesta, a partir de los resultados

obtenidos en la fase 3.

» Fase 5: Aplicacion de la propuesta y refinamiento de esta.

15 ., . .
Prueba de Seleccién Universitaria.

16 Departamento de Evaluacion, Medicidn y Registro Educacional
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3.3.1 Fase 1: Identificacién de tipos de tareas

En esta fase se describen 11 tipos de tareas referidas a los productos
notables, que se obtienen a partir del andlisis realizado en facsimiles oficiales
de PSU de Matematica (DEMRE, 2011 — 2012) , programas de estudio de
primer afio de ensefianza (MINEDUC, 2011) y textos escolares oficiales
entregados por MINEDUC. (Ver ANEXO 1)

Esta categorizacion se realiza considerando el marco de la Teoria
Antropoldgico de lo Didactico (Chevallard, 1999).

Descripcion

T, Factorizar una expresion algebraica utilizando algun producto
notable

Factorizar la expresion algebraica dado uno de los factores.
Factorizar agrupando términos semejantes, con su factor comun.

Ty Transformar una expresién algebraica por completacién de
- cuadrados para lograr la factorizacion.

Ts Desarrollar expresiones algebraicas que involucren cuadrados de
- binomio y reducir la expresion mediante términos semejantes.

Te Determinar el &rea de un rectangulo, cuyos lados estan dados por
- expresiones algebraicas.

Tz Determinar el rectangulo que representa al area y lado de una
- expresion algebraica dada.
Desarrollar el producto notable asociado a una factorizacion dada.

To Comparar expresiones algebraicas segun su factorizacion o
- producto notable.

T1o0 Determinar el valor de una expresion algebraica dado valor de la
variable.

T11 Comparar areas de rectangulos con lados dados por expresiones
algebraicas, solo desde la visualizacién de la figura.
Figura 3.3.1: Tabla de los tipos de tarea seleccionadas
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3.3.2 Fase 2: Disefio de Instrumento 1y analisis desde ETM

El Instrumento 1 nos permitird conocer el espacio de trabajo matematico
personal de los estudiantes y se ha disefiado a partir del analisis realizado a
las diferentes tareas propuestas en la fase 1. Este instrumento (ver anexo 2)
consta de seis preguntas, las cuales han sido seleccionadas para identificar las
técnicas, propiedades, teoremas y la visualizacion que utilizan los estudiantes
para resolver las actividades propuestas. A partir de los resultados se espera
determinar la circulacién entre las génesis del Espacio de Trabajo Matematico
geométrico (ETMg) al Espacio de Trabajo Matematico algebraico (ETMa) y

viceversa.

Analizaremos los trabajos matematicos de estudiantes bajo la activacion de las
6 tareas seleccionadas a la luz de la teoria de Espacios de Trabajo Matematico
(Kuzniak, 2011), con el fin de confeccionar una propuesta que enriquezca el

espacio de trabajo.

Pregunta 1: pertenece a los tipos de tarea Ts y T, el estudiante tiene que
desarrollar el cuadrado de binomio y luego reducir los términos semejantes

para encontrar el resultado

¢ Cual de las siguientes expresiones es equivalente a (m+ n)2 —4mn?

a) (m-n)’

b) m?-2+n?
c) m?—4mn+n®
d) 2m-4mn+2n
e) 2m-2mn+2n

Fuente: DEMRE publicaciones oficiales, 2011.

En el desarrollo de esta pregunta se activa inicialmente la génesis semiética
donde el estudiante trabaja en un registro algebraico, de modo que visualiza en
primera instancia que se encuentra un cuadrado de binomio, recurriendo

directamente a su férmula, esto quiere decir que esta utilizando un artefacto
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simbdlico que llevara a la activacion de la génesis instrumental, la que
ayudara a reconocer los términos semejantes para luego reducirlos Para
concluir el alumno debera relacionar la expresion obtenida con los

conocimientos previos (factorizacion) para llegar a la alternativa correcta.

Pregunta 2: pertenece a los tipos de tarea T,, Te y T7. La primera interaccion
con el problema tiene relacion con resolver los tipos de tarea T y Te. En efecto,
primero se determina el rectdngulo que representa al area y lado de una
expresion algebraica (T7) y luego se debe calcular el area de los rectangulos
(Ts). Ademas el tipo de tarea T, también esta involucrado en este problema,

pues es necesario desarrollar las expresiones algebraicas y luego factorizar.

Reldnanse en parejas, completen la tabla

(uadrado de binomio

Ana esta calculando el area de los siguientes cuadrados.

Fd

n
B’
.=

(a+2)(a+2)=
=asa+a-2+2-a+2-2
=a’+2a+2a-4
3 =a’+4a+4

wq 4 7
1 i+

@a+2) | (a+2)° ‘ |

Ry
I

!

.

x+1)x+1)=
=NeX+XeT4+Tex+1-1
=X +x+x+1
1 =X +2x+1

x+1) | x+1)°

A
1
]
-
i,

B+y) | B+y)

Fuente: Extracto Pagina 94, Texto del estudiante, 1° medio Matematica, 2014
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Esta tarea activa inicialmente la génesis semiética (Kuzniak, 2011), donde el
estudiante trabaja de forma algebraica y geométrica el problema, es asi como
podemos aludir que se trabaja una visualizacion icénica en un registro
figural (Duval, 1995), bajo un enfoque de constructor (Duval, 1995), ya que el
estudiante podra resolver el problema mediante los ejemplos dados. Dada la
expresion algebraica y ademas visualizara la férmula, identifica que es un
cuadrado de binomio, y es asi como activard la génesis instrumental,
mediante un artefacto simbélico (Rabardel, 1995). Para finalizar el estudiante
debera resolver el producto notable, segun este andlisis a priori, las génesis
gue se destacan en esta y las demas tareas propuestas, solo articulan y
activan la génesis semiodtica e instrumental, quedando fuera la génesis
discursiva, ya que no se aplica ningun teorema o alguna definicibn para

resolver los ejercicios.

Pregunta 3: se identifica el tipo de tarea T3, pues es necesario factorizar segun

factor comun y por agrupamiento.

Realizan factorizaciones intermedias para llegar a la factorizacion final. De este tipo
son las siguientes factorizaciones:
e ac+bc+ad+db

e ax—2ay+3a+hbx—2by+3b

e ad-—-dx+ac—cx

Fuente: Programas de estudio 1° medio, pagina 50, (MINEDUC 2011).

En la siguiente tarea podemos notar que existe la génesis semiaotica, es decir,
el estudiante debe reconocer los tipos de factorizacion que existen para poder
desarrollar los ejercicios planteados. Se utiliz6 como referencial tedrico la
factorizacion por agrupamiento pero esto no es suficiente para activar la
génesis discursiva (Kuzniak, 2011) porque la definicion se utiliza como un

artefacto simbdlico, activando solo la génesis instrumental.
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Pregunta 4: Esta involucrado el tipo de tarea T4 ya que para llegar a la

expresion inicial se debe completar cuadrados y asi lograr una factorizacion.

Transforman expresiones algebraicas aplicando productos notables y factorizan la
expresion transformada.
Por ejemplo:

e Factorizan la expresion 4a*+b* ; con este propdsito, transforman esta
., 2
expresion en la forma (Za2 +b2) —(2ab)’.
e Factorizan la expresion 16x*+4; con este propdsito, transforman esta

expresion en la forma (4x2 + 2)2 —16x°.

Fuente: Programas de estudio 1° medio, pagina 50, (MINEDUC 2011).

El estudiante se ve enfrentado a un tipo de factorizacion mas compleja, de
modo que trabajando en un registro algebraico visualiza que la expresion se
asemeja a un cuadrado de binomio, activando inicialmente la génesis
semiotica, al recurrir a la formula del cuadrado de binomio, notara que falta el
doble del producto de ambos términos para completar el trinomio y asi
factorizar para llegar a un cuadrado de binomio, por lo que el estudiante debera
realizar completacion de cuadrados, utilizando asi un artefacto simbdlico que
lo lleva a transitar en la génesis instrumental, es decir, utiliza los
conocimientos existentes del tema pero no son suficientes para activar la
génesis discursiva, ya que no existe ninguna aplicacion directa de algun

teorema o definicion.

Pregunta 5: Con respecto a las afirmaciones dadas, se puede inferir que estan
presentes los tipos de tarea Tg y To, porque es necesario determinar el area del
cuadrado y el area achurada y luego comparar estas areas. También podemos
encontrar el tipo de tarea T1; en este problema, pues se debe comparar areas

de rectangulos con los lados dados, pero solo visualizando la imagen.
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Se sabe que a2 ¥ b son positivos y a = b. iéCual{es) de las siguientes afirmaciones

es(son) verdadera(s)? b 5

I. El drea del cuadrado de lado (a + b} es igual al drea
achurada.

II. (a + b)}(a - b) es igual a la diferencia de |as adreas del
cuadrado de lado a y el lado de b.

2 2
IMl.ala+b)=2a +b a

A)Sélol  B)SéleIyIl C)SéloIyIII
D)Sélo Iy III  E) I Iy III

Fuente: DEMRE publicaciones oficiales, 2011.

El estudiante visualiza que la imagen entregada es un cuadrado de lados a 'y b,
con esto se ve activada la génesis semiodtica donde el estudiante trabaja bajo
el perfil de productos notables. El estudiante debe analizar y tener en cuenta
tanto la propiedad distributiva como los productos notables para poder
responder correctamente, con estos artefactos simbdlicos se activa la
génesis instrumental y no se percibe una génesis discursiva, ya que para
activar esta génesis se necesita un referencial teérico y la definicion de la
propiedad distributiva y la de producto notable se utiliza mas bien como

algoritmo, lo cual es un artefacto simbdlico.

Pregunta 6: pertenece al tipo de tarea Ty, pues el estudiante debera

reemplazar el valor de la incognita para determinar el valor de la expresion.

Six = —3, entonces (x —2)(2x%> —3) =
a) -45
b) -75
c) 15
d) 75
e) 105

Fuente: DEMRE publicaciones oficiales, 2011.

En la tarea 6 se activa de manera inmediata la génesis semidtica donde el
estudiante visualiza la expresion y trabajard en un registro algebraico. Un
posible camino para resolver el problema, es que el estudiante tome el valor de
la incognita “x” y lo reemplaza sin hacer algun tratamiento al ejercicio para

luego concluir con una multiplicacion de numeros, o bien el alumno recurre a
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un referencial tedrico al relacionar el concepto de distributividad en el ejercicio
logrando activar la génesis discursiva para finalizar con reemplazar el valor
de “x” en el polinomio resultante, activando por ultimo la génesis

instrumental.
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3.3.3 Fase 3: Aplicacién del instrumento y andlisis de los resultados.

Luego de realizar un andlisis a priori de las tareas seleccionadas (Ver ANEXO
3), lo que sigue es aplicar el instrumento 1 a estudiantes, para esto hemos
seleccionado cuatro estudiantes de segundo afio de ensefianza media que
provienen de establecimientos particulares subvencionados de la region

Metropolitana de nuestro pais.

Llamaremos A; y A, a la primera pareja de binomios y B; y B, a la segunda

pareja de binomio.

= Primer binomio: A1 y A,

Pregunta 1:

¢ Qué expresion es equivalente a (m+n)* —4mn?

=> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

En un primer momento los estudiantes leen en voz alta la tarea 1 y a
continuacion A; manifiesta que lo hagan de manera individual y asi después

comparan resultados, aceptando de manera inmediata A,

> Momento de discusion:

El estudiante A; comenta a A, que el primer término de la expresion se trata
de un cuadrado de binomio, por lo que comienza a explicar cobmo podria
desarrollar la tarea. A; desarrolla el cuadrado de binomio de forma correcta,

empleando la féormula conocida.
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> Momento de resultado:

Al llegar al momento donde se les pide que expliquen el procedimiento, A;
explica paso a paso su resultado, desarrolla el binomio de forma correcta,
pero no reconoce que al tener dos términos semejantes puede restar
directamente, sino que toma ambos términos, los factoriza, y la resta que
obtiene la vuelve a multiplicar por el término comun por el cual factorizo, de
este modo llega a la solucion correcta luego de factorizar y dejar expresado

la solucién como un cuadrado de binomio.

Prequnta 1:

¢ Cuél de las siguientes expresiones es equivalente a (m + n)* - 4mn?

@[m -n)’
b)m?-2+n?
¢)m’—4mn +n?
d)2m-4mn +2n
g)2m—2mn +2n

|
|

E:xz‘%‘arroﬁié' iz AL gan
[m - Uan WL n T ¥
(‘,,,7:4_2 M’O%ﬂl J{M,h“/f " Z{m-—n} Zﬁ(. w1 |
k‘m s Yﬂ +2Zmn (/]' 4 L'j
by Sty

mt 4 -2k

Figura: desarrollo del binomio A 1

Observaciones:

Se puede observar que los estudiantes no tienen problemas al reconocer el
cuadrado de binomio, empleando de manera inmediata la formula conocida de
desarrollar este tipo de multiplicacion, del mismo modo al factorizar dicha
expresion resultante al restar un término semejante, lo dejan expresado de
forma correcta al aplicar una factorizacion asi llegando a la alternativa correcta.

Pregunta 2:
Observe el siguiente ejemplo y complete:
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Relinanse en parejas, completen la tabla

Cuadrado de binomio

Ana esta calculando el area de los siguientes cuadrados.

| ke | Reesenain
b 4

g 12
. 1 (a+2)(a+2) =
13 i+ 2
2 d =asa+a-2+2-a+2-2
(a+2) [ (a+2) J =a’+2a+2a-4
Sy —a’+4da+4
—
a+7
—— 1
. X+ x+1)=
X i+ 1
2 X =XeX+XT+Tx+1-1
+1) | bt 1) = +x+x+1
— T =X+ 22+1
X+ 1
B+y) | B+y’

=> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

A, comienza leyendo la pregunta en voz alta, y cada uno trabaja de manera

independiente.

> Momento de discusion:

En la columna producto de la tarea A, comenta a A; si lo que esté haciendo
esta correcto, explicando A; que hay errores béasicos y problemas con
algunos signos, de modo que A, se da cuenta de sus errores, corrigiendo y

entiendo el porqué. En la columna representacion A; afirma a su compafiero
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gue es mas facil hacer lo mismo que en el cuadrado anterior, solo copiar el

dibujo y reemplazar los valores de igual forma que la figura anterior, asi

verificando cual es el cuadrado de lado 3 y lado “y

la+2)(a+2)=

e (15561 v a[t =a-a+a+2+2va+2:2
ez | las2? ¢ T

il ) =a'+2a+2a-4

=3 +dat+4

. | +1)x+1)=
0l ey T e T T 1
R ‘ =X +x4x+ 1)
e =X +20+1

Y Y u'-'

2 S
e st

(Q ‘L.uf

ik

Figura: desarrollo del binomio A2

> Momento de resultado:

En el momento que ambos estudiantes terminan, el investigador interviene
preguntado de qué manera llegaron a la respuesta. A; y A, responden
“viendo el ejemplo de arriba”, afirmando que la parte algebraica lo pudieron
hacer de forma rapida y sin ver el ejemplo anterior, solo copiaron del ejemplo

anterior el dibujo, pero sabian que valores tiene cada lado de la figura.

Observaciones:

En este tipo de tarea, se puede dar cuenta que los estudiantes se guian por los
ejemplos anteriores, de modo que no deducen lo que hacen, solo copian lo

anterior y cambian sus valores respectivos, sin reconocer lo que hacen.
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Pregunta 3:
Factoriza al méximo las siguientes expresiones:
e ac+bc+ad+db

e ax—2ay+3a+bx—2by+3b

e ad-—dx+ac—cx

=> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

El estudiante A, comienza leyendo la pregunta, paso seguido cada uno
trabaja en la pregunta de forma individual

> Momento de Discusion:

A; al terminar el primer ejercicio de factorizacion, comienza ayudar a A, en la
resolucion de este. A, escucha atentamente a A; en la explicacion de como
se debe hacer el ejercicio, por lo que hace recordar a A, que se trata de una
factorizacion por agrupacion. En algiin momento de la explicacion que A; le
da a A,, llegan a la confusion de si al factorizar por agrupacion, luego de
hacer la segunda factorizacion entre los paréntesis va una suma o una

multiplicacion.

& 3 e +328 4')(—159455

Dk!abfé’j“jkl%d ﬁﬁ( £)2k Ly e iy
/ = = TV <——- ) (Ovx- 204 730 ) (A 7 /_L/ = !‘)
bt radfibiba) (isTeCrity 1
S v‘r{-.,./;df =2y o) X2 +3S)
0«“(. QL"_, Z: /0: 7:,7 e /‘p/

O1+g)L LTH -
|

Figura: desarrollo del binomio A 1

68 | Pagina




> Momento de resultado:

Al finalizar ambos estudiantes los 3 ejercicios, se les pide la explicacion de lo

que hicieron, el desarrollo de ambos es correcto, A; da a conocer que solo

tenian esa confusion de si entre los paréntesis iba una suma o multiplicacion.

Observaciones:

Los estudiantes reconocen el tipo de factorizacion que involucran los ejercicios,
pero surgen problemas al finalizar la factorizacibon con una suma o0 una

multiplicacion.

Prequnta 4:
Factoriza las siguientes expresiones: 4a* + b*y 16x* + 4

a. a'b*(4+b) y 4(4x*+1)
b. (2a? +b?)(2a? —b?) y (4x? + 2)(4x? - 2)
c. 2a>+b%)? y (4x?+2)?
d. (2a® +b?)? —4a’b?> y (4x%*+2)%? —16x?

-> Desarrollo del estudiante:
> Momento de inicio:

A; comienza leyendo la pregunta en voz alta, seguido pregunta si ambos son

distintos, refiriendose a que si la “y” del enunciado no era parte de los
términos. Contestando el investigador que tiene razoén, la “y” es la separacion
de ambas expresiones, que no afecta en su factorizacion.

> Momento de discusion:

Luego de un tiempo, A; da a conocer a su compariero que finalizd, que solo
puede factorizar uno de ambos términos, respondiendo A, que también solo

factorizo uno.
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a’hb*(4 +b) yigg}_%l)
b) (2a 4+ b*)(2a% — b?) y (4x? + 2)(4x% - 2)
o) a*+b%)? y (4x*+2)* X
d) (2a%+b%)? —4a2b? y (4x% +2)2 — 16x2)F

DesarrcllovC,LQ F167 - (

Tod & = Yeext s 4)

Figura: desarrollo del binomio Al

a) a'b*(4+b)y4(4x*+1)

b) (2a* +b¥)(2a* - b?) y (4x* +2)(4x2 - 2)
¢) a*+b%)? y (4x*+2)?

d) (20 + %)% —4a?b? y (4x%+2)? —16x2

i Desarrollo
\ \J /e B
l\\%]",‘,}‘ 0% ‘,“l

WAL
MOk

i

> Momento de resultado:

Figura: desarrollo del binomio A2

Para concluir el investigador pregunta a ambos si respondieron al azar la
alternativa, A; responde que no, que lo sacé por la segunda expresion
puesto que al factorizar, le da la una de las expresiones de la alternativa a),
seguido A, responde que no pudo encontrar la alternativa, porque solo
factorizo la primera expresion y no correspondia a ninguna de las

alternativas.

Observaciones:

En esta tarea se puede evidenciar que el enunciado puede confundir al
estudiante respecto al conector “y” con un término algebraico en las
expresiones. Ademas ninguno de los estudiantes reconocié que se trataba de
completar cuadrados y solo se dedicé a factorizar inmediatamente, marcando

la alternativa que se asemeja mas a lo que llegaron como respuesta.
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Pregunta 5:

Se sabe que a ¥ b son positives ¥ a = b. éCudl(es) de las siguientes afirmaciones

es(son) verdadera(s)?

1. El area del cuadrado
achurada.
II. (2 + b)(a - b) es ig

cuadrado de lado a y el lado de b.

II1. a(a + b) = E:J + |:p2

A)Sélol  B)Sé
D} Sélo II y 111

]

a

de lade (a + b) es igual al drea

ual a la diferencia de las dreas del

lo Iy II C) Sélo Iy III

E) I, 11 y III

=> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

> Momento de discu

eso comienzan a desarrollar de forma individual el ejercicio.

sion:

Se sabe que_a

1) verdadera(s

valores y verificando si se cumple la condicion.

iv0s y @ > b. éCudl(es) de las siguientes afirmaciones
S raae )

vd

=a del cuadladu de lado La + bz es igual al drea h / b
E - bt O

i

_.](a h es igual a la difs a de las areas del \
ado de Iaacayel lado de b. ,)]
a

1. 3(a + b) > a" +b
02 e /

A) ST B) Sélpd y IT C) Sélo Iy INT
slo 11y 11 1,11y i1 :

Desarrollo
j}\}O\/ G L J)O ')/‘rCA/ hur pDA |
Mudg

~— >
5l,¢:>r<.>3d~_ rIoc .

7

Figura: desarrollo del binomio A1

El investigador les consulta a los estudiantes si saben a qué se refiere con

area achurada, a lo que ellos contestan que es lo que esta pintado, luego de

El estudiante A; se da cuenta inmediatamente que el primer item no es
verdadero, puesto que a traves del registro geométrico, el area de lado (a+b)
no corresponde al area achurada. En el segundo item, tanto A; como A;
trabajan de forma algebraica, solo multiplicando ambos paréntesis, llegando

a la diferencia de cuadrados. A; y A; responde el tercer item reemplazando
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> Momento de resolucién:

Al finalizar, se les pregunta a los estudiantes si les pareci6 muy complicado
la pregunta, por lo que responden que si, que la geometria es muy dificil, y
no les gusta. Ambos tuvieron dificultades para llegar a la solucién correcta de

la pregunta.

Observaciones:

Se evidencia la desmotivacion de los estudiantes al abordar actividades en las
gue intervienen conocimientos geométricos. No identifican la relacién del
algebra en la figura geométrica, solo trabajan en un registro algebraico,

limitando el geomeétrico.

Prequnta 6:
Si x =-3, entonces (x — 2)(2x? — 3)=

=> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

En esta primera fase, el estudiante A, lee en voz alta la tarea 6,
comprendiendo de manera inmediata la tarea ambos estudiantes.

> Momento de discusion:

Al comienza ayudar a A; en el desarrollo de la tarea, puesto que no
concordaban con los resultados de cada uno en el desarrollo del ejercicio, A;
se da cuenta que A, tiene algunos errores al reemplazar y problemas con

signos.
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> Momento de Resolucion:

Al finalizar los estudiantes con la tarea, el investigador les pregunta de qué
forma desarrollaron el ejercicio, respondiendo ambos estudiantes que solo
tomaron el valor de “x” y lo reemplazan directamente en la expresion dada,

llegando como resultado —75.

Si x = -3, entonces (x - 2)(2x* - 3) =

a)-45

Figura: desarrollo del binomio Al

Observaciones:

Se puede determinar que la tarea 6 es una pregunta muy mecénica, ambos
estudiantes toman el valor y reemplazan directamente, ninguno de ellos pensoé
en la opcion de primero desarrollar la expresion para dejarla en operacion de
suma y resta para luego finalizar reemplazando el valor de x en una expresion

mas sencilla.
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= Primer binomio: By y B,

Pregunta 1.

¢ Qué expresion es equivalente a (m+n)® —4mn?

=> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

Los estudiantes se ven enfrentados a esta tarea ministerial, comienzan a
realizar cada uno de forma individual. El estudiante B, comienza a desarrollar
el cuadrado de binomio, para luego restar términos semejantes. Mientras que
el estudiante B; manifiesta que habia pensado el ejercicio de forma

numeérica.

¢ Qué expresion es equivalente 2 (m + n)? — 4mn?

Desarrollo: m T2t P - Trtnpq

2
Emz_;r,»m/' +,’7]

Figura: desarrollo del binomio B.2

> Momento de discusion:

El binomio B; manifiesta que habia pensado desarrollar el ejercicio con
nameros, pero luego el binomio B, le indica que deben desarrollar el
cuadrado de binomio y restar el término 4mn y ahi encuentran la respuesta
correcta, pero no identifican que deben factorizar la expresion que les queda.

> Momento de resultado:

El binomio B; al escuchar y ver el razonamiento empleado en la resolucién

del ejercicio, lo desarrolla de la misma manera y concluyen lo mismo.
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Observaciones:

Se puede analizar que los estudiantes al tratar de buscar alternativas de
desarrollo de manera mecénica, sin darse cuenta que la expresion dada se

pueden factorizar.

Prequnta 2:

Observe el siguiente ejemplo y complete:
Relinanse en parejas, completen la tabla

Cuadrado de binomio

Ana esta calculando el area de los siguientes cuadrados.

| Lo | A | Reprsentadin
1 4

- 12
. (a+2)(a+2)=
i a+1
2 i =asa+as2+2+a+2+2
(a+2) | (a+2) J =a'+2a+2a-4
e =a’+4a+4 [
1+2
—— 1
X+ x+1)=
01 | a1 5 Kb =XeX+XeT+Tox+101
=X +x+x+1
1 =X+ 2+
r+1
B+y) | B+y?

-> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

Los estudiantes leen la pregunta de manera independiente y la resuelven de

forma individual.
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> Momento de discusion:

El estudiante B, sugiere que la primera fila del cuadrado es de lado “a + 27,
luego ubica los valores correspondientes.

Para poder dibujar el cuadrado que se requiere, el estudiante B; sefiala que
se debe dibujar de la misma manera que el ejemplo que aparece en el
ejercicio dos, pero con los valores que solicitan. Luego el investigador hace
algunas consultas, a la que ellos responden satisfactoriamente. El estudiante
B; afirma que se guia respecto a lo que ha hecho anteriormente, en cambio
su compafiero B, nos dice que él no se guia por lo hecho anteriormente, ya

que se puede equivocar y eso llevaria a que todo estuviera malo.

Pregun

OChserve el siguiente ejemplo y conteste:

wda de binemio

a2 d=
P =dea+a-2+2.a+242
| =dr2atla-4

| o=al+da+a

(”'»)/;J (Z?x-y(;‘ v 19

Figura: desarrollo del binomio B.2

> Momento de resultado:

Para concluir el investigador les pregunta a ambos estudiantes, ¢ por donde
comenzaron a realizar los ejercicios, por lo algebraico o geométrico? a lo que
ambos respondieron que comenzaron con lo algebraico, ya que lo
geométrico se les hacia mas facil al tener el producto de los lados listo. La
segunda pregunta clave que hizo el investigador fue ¢como representan los
valores en la representacion geométrica?, el estudiante B, es quien
comienza indicando los valores que obtienen los cuadrados y rectangulos

gue se forman dentro del cuadrado grande.
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Observaciones:

Esta tarea extraida del texto del estudiante 1° medio, Matemética, fue
modificada, ya que originalmente sélo nos pedian realizar el calculo algebraico.
Al pedir que los estudiantes dibujen el cuadrado y solo tienen los datos del
desarrollo algebraico, podemos inferir que en la mayor parte del tiempo se fijan
solo en como esta desarrollado el ejemplo y cuando dan valores del lado del
cuadrado mayor y su area respectiva, evidenciamos que observan los ejemplos

dados y se guian de ellos para responder.

Pregunta 3:
Factoriza al maximo las siguientes expresiones:

e ac+bc+ad+db

e ax—2ay+3a+bx—2by+3b

e ad-—dx+ac—cx

-> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

En esta pregunta, el estudiante B, es quien la lee en voz alta y B; es quien
expresdé que no recuerda como se factoriza, entonces se dirige a los
investigadores, los cuales manifiestan que no pueden intervenir y el
estudiante B le sugiere que él lo puede ayudar.

> Momento de Discusién:

Luego que el estudiante B, le ayudara a su compafiero B; a desarrollar esta
pregunta, ambos dudan en que si existe una multiplicacién o una suma entre

los paréntesis.
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Pregunia 3:
Factoriza al maximo las siguientes expresiones:
A. ac +bc+ad +bd

B. (ax ~ Zay + 3a]+ bx — 2by + 3b
C. ad —dx+ac—cx

Desarrollo:

o =y e z
ey 4 G

[( “f;J\‘ (e 4;',’1
S8 w-y) + sb(x=9) L‘\.( /) //

‘Q(X‘Z'/‘ ”/’) b(x =2 'r’lf) S A (e
L \
(0.4b) (x —2¢43) (O{+Cy.(o.x\.

Figura: Desarrollo del binomio B.2

> Momento de resultado:

Ambos estudiantes entregan sus respuesta de forma correcta, al darse
cuenta que entre los paréntesis existe una multiplicacion y no una suma
como pensaban en un principio. Luego se les pregunta si lo encontraron
dificil, el estudiante B; manifiesta que si, ya que no recordaba cémo realizar
la factorizacion y el estudiante B, nos sefiala que no recordaba que iba entre

los paréntesis y el nombre de este tipo de factorizacion.

Observaciones:

Los estudiantes realizan de forma mecanica esta pregunta, se cuestionan el

nombre del tipo de factorizacion.

Prequnta 4:
Factoriza las siguientes expresiones:

a) 4a* + b*
b) 16x* + 4

-> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

El estudiante B; manifiesta que esta pregunta puede desarrollarse como la
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pregunta 3, pero el estudiante B, le dice que no puede ser asi, ya que aqui
piden factorizar estas expresiones y no tienen nada en comun y en la
pregunta 3 si lo tenia.

Ambos estudiantes tratan de desarrollar el ejercicio de forma individual.

> Momento de discusion:

El estudiante B, le explica a su compafiero B; que este ejercicio debe
tratarse de un resultado de una expresién y eso es lo que deben buscar. Aun
asi el estudiante B; insiste en que se parece a la pregunta 3 y es asi como

se guiara para resolver el ejercicio.

> Momento de resultado:

El estudiante B; explica que de acuerdo a lo que se ve y lo que ha hecho en
los ejercicios anteriores factoriza por factor coman, en cuanto al estudiante
B, nos manifiesta que no logro llegar al resultado porque no supo como
factorizar si no tenian nada en comun y que trato de resolverlo por medio de
la suma por su diferencia, colocando un signo menos delante del primer
paréntesis, pero sabia que al comprobarlo no daba lo que estaban pidiendo.

Ambos estudiantes nos expresan que no pueden resolver el ejercicio.

Prequnla 4:

Factoriza las siguientes exFesxmes \ /
!
A dd' + b e+ 7 ’ Z s ’;7
B. 16x*+4 Z gy

R \

Desarrcllo; K / q ) "m
G0 9« T",r -4:'(, ,“;\_.n)j

Figura: Resolucién del estudiante B.2

Observaciones:

Existe una clara forma de resolucion de ejercicios de factorizacion, se esta
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acostumbrado a que cuando se indica “Factorizar” se debe dar una larga
expresion algebraica y esta debe ser factorizada de acuerdo a los distintos
tipos de factorizacién, pero no existe un pensamiento sobre los productos
notables como tipos de factorizacion, es por esto que ambos estudiantes fallan
en esta pregunta, ya que ninguno pudo visualizar el cuadrado de binomio que

existia.

Pregunta 5:

Se sabe que 3@ ¥ b son positivos ¥y a = b. iCudl(es) de las siguientes afirmaciones

es(zon) verdadera(s)? h N

I. El area del cuadrado de lado (a + b} es igual al drea
achurada.

II. (a + b){a - b) es igual a la diferencia de las areas del
cuadrado de lado a y el lado de b.

2 2
IM.ala+b)>a +b a

A)Sélol  B)SélelyIl  C)SdaloIy Il
D)Selo IIyIII  E)IL Iy III

-> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

El investigador les consulta a los estudiantes si saben a qué se refiere con
area achurada, a lo que ellos contestan que es lo que esta pintado, luego de

eso comienzan a desarrollar de forma individual el ejercicio.

> Momento de discusion:

El estudiante B; comienza a leer el primer enunciado y afirma que esta
incorrecto, ya que no es representativo lo que dice y su compafiero afirma su
respuesta, luego en el segundo enunciado el estudiante B; no sabe muy bien
como comenzar y su compafiero le indica cdmo desarrollarlo, ambos llegan

al mismo resultado, que el enunciado nimero Il estd en lo correcto y por
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Pregunta 5:

Se sabe que a y b son positivos y a > b. ¢Cudl(es) de las siguientes
es(son) verdadera(s)?

altimo el estudiante B; afirma que el enunciado Ill se encuentra en

correcto, el estudiante B, lo revisa y le dice que tiene razon al respecto.

afigpaciones
b Z2%a N\

L El drea del cuadrade de lado (a + b) es igual al rea
achurada. s .

1L

q‘ l'//

(2.+ b)(a - b) es igual a la diferenciz de las dreas dsl
cuadrado de lado a y el lado de b.

‘/v(
HLa(a+b)>a +b ) i
>
A)Solo1  B)Sélolyll  C)Séloly QNS t

D) Sélo Iy IIT E)T, 1Ty 1T

Desarrollo:

f) NO, Docgur  €) ao oLl MD‘JJ (a+b) ©>
ol ot ey B
\ &7

4 20
T w15

\ )
O -2 Lob -0

2 -
que o ¢ )

b St o
O 2/

o) S
’W/\ 0" rob (S0

.
Bt e ‘v?(r.c\nj\oo’).

b

el U/Jd ndo

Figura: Resolucion del estudiante B2

> Momento de resolucién:

y lll estan en lo correcto.

€)1, 1Ly I

) sélo S
@ céloay 11

Para concluir los estudiantes explican el por qué afirman que el enunciado Il

Figura: Resolucion del estudiante B2

Z My 4 A 4) = 7etal
7 7

I LG wite = lotl)(o-t) = o b
i 1 A A e I
‘ ED el o) e a L
‘ ~ 77 o /; = S
| ™ e
| P el .f/“"/ «‘—'/"’ S5 '»’;

o> b

Observaciones:

Ambos estudiantes desarrollan el ejercicio tanto

algebraicamente y reconocen el concepto de areas tanto de cuadrado como de

geométricamente como
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rectangulo, pero aun asi no reconocen una cercania entre conceptos, es decir

no asocian el cuadrado de binomio con el concepto de areas.

Pregunta 6:

Si x=-3, entonces (x — 2)(2x%? — 3)=

-> Desarrollo del estudiante:

> Momento de inicio:

El estudiante B, es quien lee la pregunta, luego le consulta a su compafiero
si la desarrollan de forma individual o la hacen juntos, a lo que responde el
comparfiero B; que lo hagan de forma individual.

> Momento de discusion:

El estudiante B, es quien termina primero, el estudiante B; manifiesta que se
equivoco dos veces al desarrollarlo, pero luego llegé al mismo resultado que
su compafiero.

El investigador les pregunta si existe otra forma de desarrollarlo a lo que
ellos manifiestan que si, el estudiante B, nos explica que la otra forma seria
desarrollando lo algebraico y luego reemplazar el valor de “x” y el estudiante
B1 manifiesta que no lo hubiera hecho de otra forma, solo se hubiera saltado
pasos.

> Momento de Resolucion:

Ambos estudiantes llegan a la misma respuesta, reemplazando el valor de
X en el ejercicio. Nos manifiestan que lo mas complejo seria no identificar

de forma correcta que tener (—3)?no esiguala — 9.
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Pregunta 6:

Six = -3, entonces (x - 2)(2x* - 3) =

Desarrollo:

[ (s 9ld9-3)
/’ (5] (7.’70 -3‘)

-5 (482

/ &5) L 43\ i

Figura: Resolucion del estudiante B2

Observaciones:

Ambos estudiantes llegan a la respuesta correcta, el estudiante B; sélo se
equivocd por no respetar signos y potencias. Podemos inferir que esta
pregunta se desarrolla de manera mecanica, solo se reemplaza el valor que le

asignan a “x” y el estudiante no observa si se puede desarrollar de otra forma.

A continuacion presentamos dos tablas, donde se especifica el tipo de tarea, el
Espacio de Trabajo Matematico desarrollado y la intervencién de los
estudiantes de ambos binomios respecto al cuadro anterior, los cuales los

llamaremos B, y B,.

Tabla Binomio A;, Ay,

Tipo
Preguntas | de ETM desarrollado Intervencién del estudiante
tarea
P1 Ts y|Se pudo observar que los | A;: yayo creo que lo hice
Tq1 estudiantes activan . ,
Investigador: ¢como  lo
inmediatamente la génesis | .
hizo?
semidtica al visualizar el
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problema y reconocer que se
trata de un cuadrado de
binomio, dando paso a la
activacion de la génesis
instrumental al usar artefactos
simbdlicos en el desarrollo de

la expresion.

Ai: bueno me estan
diciendo que aqui tengo
(m + n)* — 4mn, esto
(m + n)? lo puedo
factorizar como, bueno lo
multiplico, el primero al
cuadrado, mas el doble del
primero por el segundo,
mas el n al cuadrado
menos 4mn que era el que
sobraba, después junte el
2mn con el 4mn, los junte y
los factorice, y eso me
daba 2mn que son los
cuando el profe dice que
saque el mas chiquitito, y
me quedaba (1 —-2) y eso
es igual —1 y al otro lado
me queda , el 2mn lo
multiplique por —1 y me
dio y eso si yo lo ordeno
me da y si lo vuelvo a
ordenar (m + n)?

bien ?

cesta

P>

T,

T,

Los estudiantes predominan

en el dominio algebraico

(ETMa) solo activando en
forma

lineal, la génesis

semidtica e instrumental, al

A1: bueno yo lo que hice, lo
copie el cuadrado vy
empecé a ver las cositas
que hay aqui, dibdjalo igual

con las lineas y todo eso,
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momento de cambiar de

registro, de algebraico a
(ETMg), los

estudiantes se ven en

geomeétrico

conflicto, de modo que la
Gnica solucion que
encuentran es copiar y repetir
el proceso de crear el
cuadrado de binomio

geométricamente.

entonces el pedazo mas
chiquitito vale aqui en este

caso 1 por eso.

Investigador: ¢,como

llegaron a la respuesta?

A1 y Ay viendo el ejemplo

de arriba

Investigador: ¢épudieron
sacar la parte algebraica

sola?

A sipo

Ps

T3

El estudiante A; en su
resolucion de la pregunta,
activa inmediatamente la
génesis semidtica y trabaja en
un registro algebraico, la
génesis discursiva se ve en
conflicto, luego que el
estudiante al aplicar
factorizacion, no recordara si
tiene sentido con la

multiplicacion o la suma.

A1y aqui cuando uno
llegaba aca en esta etapa,
uno debia juntar los de
afuera y los de adentro,
entonces (a + b) y aqui no
me acuerdo si iba un signo
mas afuera 'y  otro
paréntesis y se junta
(a+ b), eso es el ejercicio.

Ya haz el otro.
A, ok

A;: sale més conveniente
con el “a”, porque tiene
mas amiguitos, y el “b”
también tiene mas

amiguitos
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A;: a verdad, ¢pero se

pone “+” 0 se poner “por’?

Ai1: se pone el signo “por”, y
ahora hay que factorizar, el
a en el a cabe una vez, y el
a en el x no tene
amiguitos, entonces seria

X, menaos.

P4 Ty La génesis semibtica falla | A;: yo ya termine, pude
completamente en esta | hacer uno nomas, no se
pregunta, puesto que los | hacer el otro.
estudiantes no visualizan el . -

Investigador: ¢lo hiciste al
problema, no encuentran la
azar?
manera de resolver el
ejercicio para llegar a lo que | A1 no, lo saque por el
se les pide, lo que provoca segundo ejercicio, que me
que los estudiantes se fijien en | 92 €l resultado que me da
qué alternativa se asemeja a | & Primero
lo que han logrado hacer. Investigador:  ¢cémo o
hiciste?
A:. lo factorice por 4, me
daba 4 factor de y seria,
eso sale alli
Investigador: ¢lo hiciste por
sacar 1y al descarte?
Az s
Ps Te, Ambos estudiantes trabajan | A;: el area del cuadrado

86|Pagina




T11

en un registro algebraico,
ETMa,

dejando muy débil el ETMg,

priorizando asi un

no relacionan lo algebraico

con lo geométrico, solo
realizan calculos, activando
levemente la génesis

discursiva al utilizar concepto

de areas.

a+ b, yo creo que es esa

parte, es igual al area
achurada, es igual a esto,
no po, no creo, Si b por b

es igual a eso

Investigador: ponga en el
desarrollo lo que acaba de

decir.

Ai;: ya seria

(a+b)(a—D>b) esigual a la

después

diferencia de las areas del
cuadrado del lado a y del
lado b, ¢cOmo eso?, Osea
la resta de las éareas del
cuadrado del lado a, y lado
b.

A: la dos no porque no.

Investigador: ¢por qué no?

¢que acabas de hacer?

A1: 6sea los multiplique, me

da, es igual ooooh, verdad,

ahora si me di cuenta,
entiendo. seria que es
verdad, porque al

multiplicar estos términos
me da y eso es igual a la
diferencia de las areas del

cuadrado del lado a y lado
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El estudiante trabaja en un | Investigador: équeé
registro  algebraico  puro, | hicieron?
visualiza el problema de

forma inmediata a través de la
génesis semibtica,
reemplazando directamente el
valor dado, pasando por la
génesis instrumental al usar
artefactos simbdlicos,

llegando de manera mecénica

A:. tenemos el ejercicio y

reemplazamos

la X

(=3-2)-(2-(=3)*-3),
seria =5+ (18 —3) = —75.

Investigador:

Osea

¢llegaron y reemplazaron?

A1y Ay si.

a resultado final.

Tabla Binomio By, B,

Tipo
Preguntas | de ETM desarrollado Intervencion del estudiante
tarea
P1 Ts y|Se observa que los|B,: Yo creo que hay que
T1 estudiantes visualizan el | desarrollar el cuadrado de
cuadrado de binomio y lo | binomio.
desarrollan, activando la .
B1: Si.
génesis semidtica, como no
existen alternativas de | B2r Y restarle el 4mn y
guedaria

cdmo expresar el resultado
factorizado al maximo, los
estudiantes lo dejan

expresado como un

m? +2mn+n? =m? —=2mn+n?

B1: Asi mismo lo pensé, pero

con nuameros, pero mejor lo
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trinomio 'y no como un

cuadrado de binomio.

hago con letras.

P>

Los estudiantes visualizan
los lados de cada cuadrado
y rectangulo que compone
la figura, es asi como se
activa la génesis semidtica.
El estudiante A 2.2 define
los lados de cada figura
geométrica involucrada,
artefacto simbaolico
(algoritmo), para luego
desarrollar el area de cada
una y asi obtener el area
del cuadrado completo.
Aqui se ve que existe la
presencia de las tres
génesis, sin embargo, se
privilegia la génesis
instrumental, utilizando los
lados para calcular el area

de cada figura.

B,: La primera fila era con
cuadrado, de lado “a + 27, es
un cuadrado de binomio y lo

reconozco.

B:1: Es lo mismo que se hace
abajo, pero con los datos de

arriba.

Investigador: Entonces tu

sabes, ¢ este cual seria?
B:: “a”, el lado.

Investigador: y ¢el area que

representa?

B,: el éarea representa la

suma de las dos longitudes al

cuadrado.
Bi:¢lLa suma 0 la
multiplicacion?, la

multiplicacion es este por

este.

B,: La suma de “a+ 2" al

cuadrado.

Bi: “a+2” por “a+2" es

“a + 2 al cuadrado”.
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Predomina el  dominio
algebraico (ETMa),
activando la génesis
semibtica, el estudiante
A2.2 explica a su
compafero el modo en que
se debe realizar la
factorizacion, la génesis
instrumental se ve activada
mediante la utilizacion de

artefacto simbalico.

B1: Aqui le pongo “a por b, no
mas y aqui x menos 2y y 3’y
el otro seria “d+cya—x"y
gva con suma o resta entre

los paréntesis?

B,: Va una multiplicacion,
porque al multiplicar cada
factor con el otro factor del
paréntesis nos da lo que

teniamos.

Investigador: ¢Qué pueden

concluir chiquillos?

B1: Que estaba peluo, estaba
dificil, esto no lo veia hace

mucho tiempo.

Investigador: cte costo
identificarlo? (dirigiéndose al

binomio B))
B2: No.

Investigador: Recuerdas
,como se llamaba este tipo

de factorizacion?

B,: Los nombres no lo
recuerdo, trato de no
memorizar nada de nombres
en matematica, eso lo hago

en otros ramos como biologia
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por ejemplo.

Investigador: ¢Entonces es
algo mas mecanico lo que

haces?

B,: Claro.

Pa

T4

La génesis semidtica esta
ausente en esta pregunta,
ya que los estudiantes no
logran  visualizar como
resolver la pregunta, lo que
induce a que revisen los
ejercicios  anteriores vy
traten de ver alguna
semejanza y los lleva a
resolver el ejercicio de
forma erronea. Esta
ausente el ETMg, ya que
los estudiantes no logran

trabajar en ese espacio.

B1: Yo no sé mucho de esto,
pero me guie por el ejercicio
de antes que era factorizar y
ver como se hizo el gjercicio y
por lo que comentamos con
mi  compafero, es el
resultado de algo. Entonces
si yo tuviera esto (sefalando
su desarrollo) el resultado
seria esto (sefalando lo que

estaban pidiendo factorizar).

B,: Yo aca solo cuentié , en el
primero puse suma por su
diferencia , pero sé que esta
mal porque aca me quedaria
menos entre los dos términos
y aca hay un “+” y no sé si
tendria que colocar un menos
afuera para que resultara o
no y en el otro ejercicio saque
algo parecido, solo que lo
factorice por 4 porque ambos

nameros presentes son
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multiplos de 4 vy luego
factorice por suma por su
diferencia con el -4 adelante,
por lo mismo dicho
anteriormente porque en la
suma por su diferencia da
negativo el signo de al medio
y aqui esta el signo positivo.
E igual es complicado que
piden factorizar dos términos
Si factorizar significa
simplificar y por eso a mi me

guedo la media embatrra.

Ps

Te,

T11

Se ve activada la génesis
semiotica, ya que los
estudiantes trabajan en el
registro de visualizacion de
los enunciados. Se activa
levemente la  génesis
discursiva al recurrir al

concepto de area.

Bi: Porque el cuadrado “a +
b” y el cuadrado “a—b” es lo
mismo, ¢cierto? porque daria
la diferencia del cuadrado de
adentro con el de afuera y ahi
se completaria, o ¢hada que

ver?

B,: Mira, resuelve eso que
esta ahi (se refiere a la suma

por su diferencia).
Bi: Ya.

B,: Te quedo “a elevado al
cuadrado y b elevado al

cuadrado”, ;qué es eso0?

B1: La diferencia del
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“ ”

cuadrado de lado “a” y de
lado “b”

B,: Claro, la diferencia de
este cuadrado con este otro
cuadrado, es como lo que

hicimos al principio.

Bi1: La tercera afirmacién es
verdadera, porque es mayor

€S0 que esto otro.

B,: Haber “a + b” es el de aca
y esta multiplicando con esta
a entonces nos daria el area
“a elevado al cuadrado mas a
por b, entonces seria todo
esto” y el otro seria la suma
de las areas sombreadas.

B1: Ah si, tienes razon.

Pe

T1o

Destaca el dominio
algebraico, se visualiza el
problema, esto hace que se
activa la génesis semidtica,
cuando se debe reemplazar
el valor de “x”, se activa la
génesis instrumental con
los artefactos simbdlicos,
resolviendo el ejercicio de

manera mecanica.

B,: Reemplace el nimero —3
en el lugar de la x y lo
desarrolle. Puse un
paréntesis para resolver la
potencia y luego la
multiplicacion 'y asi no

confundirme.

Investigador: ¢Esa es la
Unica forma de la cual lo

harias? o ¢ existe otra forma?
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B-: Si

B:: Yo me equivoque la
primera vez, la segunda
también pero la tercera me
sali6. Me pasa por ser tan
atarantado y saltarme los
pasos. Reemplacé el —3 en
los lugares donde esta la “x”.
Mi primer error fue que puse
el resultado de “-32 =-97,
pero luego me di cuenta que
el signo negativo se esta
multiplicando dos veces asi
gue nos da como resultado 9.
Luego  multiplicamos los
nameros que nos queda y

nos da como resultado —75.
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3.3.4 Fase 4: Elaboracion de una propuesta a partir de los resultados
obtenidos en la fase 3.

A partir de los resultados de la aplicacion del instrumento 1, se elabora la
siguiente propuesta de ensefianza cuyo objetivo es abordar el estudio de los
productos notables de manera algebraica y geométrica. Esta propuesta consta
de dos momentos:

e momento 1: activa los conocimientos previos, trabajando en el eje de
algebra y geometria, para movilizar al estudiante entre un ETMa y
ETMg.

e momento 2: consta de tres tareas disefladas para que exista una
circulacién entre la génesis semiotica, génesis instrumental y génesis
discursiva, y asi lograr que el estudiante logre un aprendizaje
significativo.

Momento 1

P1:

| Dados un segmenic &, un segmento &, con a=b, representa
geométricamente las siguiente expresiones:

a) a*
by &*

c) ab
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P2:

a)
b)
c)
d)

)

Observa las siguiente imagenes, luego contesta:

Xy

¢ Qué representa lo escrito dentro de cada figura?

¢ Cuales son los respectivos lados de cada figura?

Organiza estas figuras para formar un cuadrado. ¢, Cual es su area total?

¢ Cuanto mide el lado del cuadrado formado por las figuras?

Al calcular algebraicamente (x + y)2

¢ Qué se obtiene?

P3:

Completa la siguisnte tabla segin lo que se pids.

Representacion
geométrica del
desarrcllo del area

x* +2x+1

(2x+7)
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Momento 2:

P1:

b)

c)
d)

Segin la siguiente figura, responde

= o—

iCual es el drea del cuadrado de lado & ?

¢Cual es el area de la parte achurada de la figura?

¢Cual es el area de cada una de lasfiguras no achuradas?

5i al area del cuadrado de lado a se le resta las areas de las partes no achuradas,

¢Qué se obtiene?

éA que producte notable se relaciona lo desarrollado?

P2:

b)

c)

d)

Dados los trazos de medida, con m>=#

m n

Construye un cuadrado de lado (m + ») ¥ calcula su area.

El desarrollo del calculo del area, ;Como lo representarias en el mismo
cuadrado formado anteriormente?

Si al area del cuadrado de lado (m+») Se le resta 4mn, {Qué expresion
factorizada se obtieng?

Ubica la expresion obtenida en el cuadrado que dibujaste anteriormente.

¢, Qué representan los 4mm ?
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P3:

Responde:
Observa la siguiente imagen vy contesta:

i

b— i?
a. iCuales son los valores que obtienen los lados del rectangulo de color
amarillo?
b. ioomo lo encontraste?

Ahora, si tenemos el rectangulo rojo de lado “a” v “a — b” del ejercicio anterior y

queramos obtener un rectangulo, cuyo largo es “a + b

c) £ CIe figura usarias para obtener dicho rectangulo, el cuadrado anaranjado

de lado “b" o el rectangulo amarille para encontrar o pedido?

d) iCual es el arsa de la figura encontrada? y con respecto al resuliado

cbtenido, ;A qué producto notable se relaciona lo desarrollada?
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3.3.5 Fase 5: Descripcion de laimplementacién de la propuesta

La propuesta fue implementada con estudiantes de segundo afio de
ensefianza media de la Region de Valparaiso y la Region Metropolitana,
proceden de colegios municipales. El cuestionario fue grabado, tanto visual

como auditivo, en los lugares acordados con cada binomio.
Momento 1: Analisis desde la Teoria de Espacio de Trabajo Matematico

En la primera pregunta los estudiantes comprenden inmediatamente o
solicitado visualizando asi la expresion que representa la situacion. Trabajan
como constructor, activando la génesis semidtica, ya que esta representacion
lleva inmediatamente a la génesis discursiva, al utilizar el concepto de area y
por ultimo se utiliza como artefacto la regla, para la construccion de las figuras

geomeétricas, activando de esta manera la génesis instrumental.

Evidencia Pregunta 1

Binomio 1 Binomio 2

a) a’

GM Eleto L SrT i L) &°

c) ab

Qo

b) 5° o

En la segunda pregunta los estudiantes comienzan indicando que lo que se
encuentra dentro de cada cuadrado y rectangulo son las areas, identificando
los valores de los lados de cada figura, esto hace que se active la génesis

semiodtica y la génesis discursiva, luego de eso utilizan la regla para
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representar el cuadrado con las figuras presentes y asi poder identificar su
area total, aqui los estudiantes trabajan como constructor, con esto se activa la
génesis instrumental y sigue presente la génesis discursiva, ya que los
estudiantes mantienen el concepto de area presente y logran visualizarlo y

relacionarlo, se aprecia una circulacion entre el ETMg y ETMa.

Evidencia Pregunta 2

Binomio 1 Binomio 2

o
= L
.
o<
<
N
—f

X
K 1
- \vl‘ X J
g
/

(XtY)

o

fory) s v ke

En la siguiente pregunta los estudiantes no representan mayor dificultad en
visualizar lo que se les pide realizar, trabajan dentro de un registro algebraico
en el ETMa en las primeras tres columnas, activando la génesis instrumental al
utilizar artefactos simbdlicos en el desarrollo de este, como referencial tedrico,
utilizan el concepto de areas para desarrollar las dos ultimas columnas,

activando la génesis discursiva y asi logrando el transito en la ETMg, ubicando
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cada medida correspondiente al cuadrado formado por las sumas de areas
desarrollada anteriormente.

Evidencia Pregunta 3

Binomio 1

101 |Pagina




Binomio 2

@x+7) (2x+2)" | ax*s 23x+1

Momento 2: Analisis desde la Teoria del Espacio de Trabajo Matematico

Con la primera pregunta los estudiantes activan la génesis semidtica y
discursiva a la vez, ya que identifican el cuadrado de lado “a” para luego
representar su area. Dentro de esta pregunta existe una interrogante en la que
los estudiantes deben restar areas e identificar a qué producto notable se
parece, es ahi donde los estudiantes visualizan de forma no icénica y trabaja
como constructor con la ayuda de un artefacto material que es la regla para
construir lo pedido, asi se ve que los estudiantes utilizan las tres génesis para

poder resolver esta interrogante.
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Evidencia Pregunta 1

Binomio 1 Binomio 2
rh\E " WY 3
Wl agl S | ;
S DR At &Y
RECTTRN |
l>¥ i3 *i”\—';<,‘ 1y
! —5K\
_/)?J
T oA
(6-b) = O i

En la siguiente pregunta, los estudiantes trabajan de una manera no icénica
puesto que deben construir la figura a partir del enunciado, de modo que para
lograr avanzar en lo que se les pide, trabajan como constructor con la ayuda de
un artefacto material clasico como por ejemplo la regla que se les otorg6 para
gue la utilizaran si era necesario, activando asi de manera simultanea, la
génesis semidtica y la génesis instrumental, en las preguntas a) y b) los
estudiantes usan como referencial tedrico, el concepto y definicion de area de
cuadrados y rectangulos. Se ve potenciado el ETM en esta pregunta, de modo
gue los estudiantes transitan entre el ETMa y ETMg, usando de ambos
dominios referencias para completar la tarea de forma correcta y no solo

guedarse varado en un dominio.
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Evidencia Pregunta 2

Binomio 1 Binomio 2

En la ultima pregunta, la cual se encuentra dividida en items “a,b,c,d”, los

estudiantes comienzan a desarrollar las dos primeras alternativas, utilizando
una visualizacién icénica y trabajando como botanico al medir la longitud que
se les pide encontrar, activando asi la génesis semidtica, luego al trabajar en
las otras dos alternativas, los estudiantes desarrollan en primera instancia una
visualizacion no icénica para luego trabajar como inventor al afadir trazos

suplementarios al rectangulo rojo con un instrumento material
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clasico, provocando la activacion de la génesis instrumental. La génesis

discursiva esta presente cuando los estudiantes deben trabajar con el concepto

de area y producto notable y ademas de trabajar en un registro algebraico en

el ETMa, también trabajan en un registro geomeétrico en el ETMg, es asi como

se puede observar que existe una circulacién entre las génesis del ETM.

Evidencia Pregunta 3

Binomio 1

Binomio 2

105|Pagina




Capitulo 4.

Conclusiones

Las conclusiones de este trabajo seran en base a los objetivos generales y
especificos planteados para la investigacion que permitieron el desarrollo de

este trabajo.

La implementacidon del instrumento 1, nos permitié identificar el espacio de
trabajo personal de los estudiantes al resolver tipos de tareas propuestas en
documentos oficiales del marco curricular vigente y pruebas estandarizadas
(SIMCE, PSU).

A partir de las evidencias se puede concluir por actividad lo siguiente:

= Pregunta 1:

El estudiante en primera instancia usara el registro algebraico para desarrollar
el cuadrado de binomio, es decir, se activa la génesis semiotica, utilizando un

artefacto simbolico, el cual impulsa a la activacion de la génesis instrumental.

No existe una articulacion entre las tres génesis existentes, entonces el

estudiante no adquiere un aprendizaje significativo.
= Pregunta 2 :

En esta pregunta el estudiante debe trabajar tanto de forma geométrica como
algebraica, existe una visualizacion icénica y un registro figural el cual ayuda a

la activaciéon de la génesis instrumental.

No existe una articulacion entre las génesis, ya que solo esta presente una de

ellas.
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= Pregunta 3:

Existe una clara activacion de la génesis semiotica, ya que los estudiantes
reconocen los tipos de factorizacion y recurre a ellos para resolver la

problematica, activando asi la génesis instrumental.
= Pregunta 4.

En esta pregunta se activa la génesis semibtica, ya que los estudiantes
asocian la expresién al cuadrado de binomio, esto implica que la génesis
instrumental se active, pero no existe una articulacion de la génesis discursiva,

ya que no se ocupa ningun teorema para resolver la problemaética.
= Pregunta 5:

El disefio de esta pregunta permite que se active la génesis semidtica, ya que
el estudiante visualiza el cuadrado de lado “a“y de lado “b”, también como
estd presente la propiedad distributiva y el desarrollo de los productos
notables, esto es ocupado como artefactos simbolicos, los cuales activan la
génesis instrumental. Nuevamente notamos que no existe articulacion entre las

tres génesis existentes.
= Pregunta 6:

Al reemplazar el valor de x, se activa la génesis semiotica, pero no se ve
activada la génesis discursiva, ya que no utilizan la propiedad distributiva como

camino para resolver la problemética.

En general las tareas propuestas en el instrumento 1 evidencian que no existe
una circulacién entre las génesis: semibtica, instrumental y discursiva lo que no
permite una articulacién entre los polos epistemoldgicos y cognitivo. Esto
provoca que en la mayoria de los casos los estudiantes resuelvan de forma

mecanica las actividades que involucran productos notables.
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Respecto a la implementacién de la propuesta se evidencia lo siguiente:

Fue disefiada con el propédsito de que los estudiantes activaran sus
conocimientos previos sobre area y perimetro, desde lo mas basico a lo mas
complejo y asi a través de las definiciones activar la génesis discursiva, ya que
esta génesis era la menos presente en los ejercicios analizados. Las preguntas
disefiadas fueron creadas para lograr activar esta génesis y asi se hacia

mucho mas factible la articulacion entre las génesis.

En conclusidn, la propuesta que se presenta permite ampliar la concepcién que
tenian los estudiantes con respecto a los productos notables y considerando la
epistemologia del concepto, se puede dar un enfoque tanto geométrico como

algebraico y relacionar ambos.

En general el desarrollo de este trabajo nos ha permitido reflexionar como
futuros docentes la importancia de considerar el rol que tenemos como
investigadores de nuestras propias practicas. ElI conocimiento matematico es
fundamental a la hora de organizar nuestras clases, pero sin duda si no lo
complementamos con la didactica no lograremos que nuestros estudiantes

adquieran un aprendizaje significativo.

Implementando nuestra propuesta observamos que una de las principales
dificultades que poseen los estudiantes corresponde en la utilizacion de los
nameros reales y las propiedades de potencia. En rigor, a los estudiantes les
dificulta poder aplicar la propiedad distributiva, sobre todo cuando se trata de
multiplicacion de binomios. Respecto a la propiedad de potencias,
consideramos que la dificultad mas relevante tiene que ver con que confunden

el uso de propiedad de potencias con la reduccion de términos semejantes.

La metodologia implementada nos proporciona la obtencion de las
interacciones verbales y la evidencia en lapiz y papel, aspectos importantes
para nuestra investigacion. Esto nos indicé varias evidencias del ETM que
guedarian ocultas si nos hubiéramos limitado al trabajo individual de cada

estudiante, es por esto que escogimos binomios, porque asi ellos serian
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capaces de interactuar, analizar e inferir de manera conjunta cada tarea y con
los distintos trabajos realizados. Asimismo observamos que las tareas
propuestas en nuestro instrumento 2 favorecen la circulacion por las distintas
génesis que componen el ETM fortaleciéndose entre ellas mediante el

desarrollo de la propuesta.

Uno de los objetivos especificos es: “Determinar condiciones que favorecen la
comprension de los productos notables en la ensefianza media, bajo el vinculo
de uno o mas dominios de la matemética”, constatamos que las condiciones
Optimas para la comprension de los productos notables es la existencia de la
articulacion entre el eje de algebra con el eje de geometria, con el fin de que a
través de estos registros de representacion, el estudiante pueda evidenciar de
manera concreta lo que trabaja de forma algebraica y asi pueda hacer la
conversién por si solo, con esto se logra que el estudiante comprenda de una

forma clara el concepto que se esta trabajando.

Pretendemos que nuestro trabajo de investigacion sea una base de propuesta
para que luego exista un refinamiento de esta, especialmente en la

incorporacion de las identidades notables que no estan presentes.

Por otra parte el objetivo de las tareas del instrumento 1 sugiere que el
estudiante reconozca los productos notables y trabajara de modo que sélo los
desarrolle. Considerando esto y constatando que los estudiantes desarrollaban
las tareas de forma mecanica, decidimos crear una propuesta en donde se
activen los conocimientos previos y circulen las tres génesis existentes,

logrando asi un transito entre el ETMa y ETMg y viceversa.
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ANEXO 1

Fuente de la Pregunta
pregunta
Extracto . Factorizan expresiones, utilizando productos notables.
pagina 51, De este tipo son las siguientes factorizaciones:
Programas de 4x* —16y?
estudio del X2 +4xy + y?
MNINEDUC, 4(x - 2)
afo 2011 ,
2-36(y+2)
(x+2)° +8(y +2)°
Xy +y*
4x—-2)
2-36(y +2)°
(x+2)° +8(x+2)+16
x* -16y*
Extracto . Utilizan la forma a’® +a(b+c)+bc—(a+b)a+c). De este
pagina 51, tipo son las siguientes factorizaciones:
Programas de %2 +7x+10
o, | 1 mseT
afio 2011 b* ~3h-54
4a® +14a-8
Extr_aCtO . Un terreno rectangular tiene una superficie x* +7x—12
pagina 52, y como largo a x+4. Respecto de este enunciado, los
Programas de estudiantes determinan:
estudio del su ancho
MINEDUC, su perimetro cuando x =100 metros
ano 2011
Extracto . Realizan factorizaciones intermedias para llegar a la
pagina 52, factorizacion final. De este tipo son las siguientes
Programas de factorizaciones:
estudio del ac+bc+ad +db
MINEDUC, ax —2ay +3a+bx—2by +3b
afno 2011

ad —dx +ac —cx
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Extracto 5. Transforman expresiones algebraicas aplicando
pagina 52, productos notables y
Programas de Factorizan la expresion transformada.
estudio del Por ejemplo:
MINEDUC, *  Factorizan la expresion 4a* +b*; con este proposito,
afio 2011 transforman esta expresion en la forma
(2a2 +b? ) (2ab)?
*  Factorizan la expresion 16x* +4; con este proposito,
transforman esta expresion en la forma
(ax? + 2 —16x2
PRUEBA 6. (b+1)*—5(b+2)
MATEMATICA )
serie b) b2—3b+3
DEMRE 2013, €) b”-5b+3
Universidad d) b*>-3p-9
de Chile. e) b*>-3b+11
Texto escolar | patricio, Marta y Andrea discuten sobre la férmula
g/'OTEDUC que representa el area de la zona achurada en la

siguiente figura:

Patricio dice que el dreaes (3 + )b - d.

Marta dice que el drea es ab + bd - ac.

Andrea dice que el dreaes (a+d)a - ac.
jQuién o quiénes tienen la razén?

114 |Pagina




Texto escolar | En un parque se decide colocar una laguna rec-
MINEDUC tangular como se muestra en la figura.
2014.

X I+ X
[ = " " " . i)

H|

=+ 1

1

+ ;Cudl es el drea de la laguna?

» S5e decide colocar una reja de proteccion alre-
dedor de la laguna ;Qué longitud debe tener?

Texto escolar | Cuadrado de binomio

MINEDUC Ana esta calculando el area de los siguientes cuadrados.
2014.
| b | mow
T
b : (a+2)(a+2)=
af'* =a+a+a+2+2-a42+2
@42 | a+2f =a'+2a+2-4
e =a'+da+4
i+1
——
x+1)x+1)=
tl) | ka1 L LY S R PR IR I
=X +x4x+1
o =+ 2+1
i+
B+y) | B4y
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Texto escolar

Binomios con término comun

MINEDUC ) _ L
2014. Lucla esta calculando el drea de las superficies de colores de ceramicas de distintos
tamanos.
Ancho lago | ™ | Product
(@a+2) (a+4) a+2)@+4) ' +6a+8
(x+4) (x+5) (x+4) (x+5) X +9+20
(+1) (x+2) (4 1) (04 )
Texto escolar | Suma por su diferencia
MINEDUC ) o
2014. Jaime esta calculando el drea de los siguientes rectangulos.
Largo ‘ Ancho ‘ firea Producto
(a+b) (a-b) (a+b)(a-b) a-ab+ba-b'=a"-
(x+3) (x=3] (x+3)(x=3)
Publicacio 1. Laexpresion a* —b* se puede escribir como:
n DEMRE a) (a—b)*
2011 b) (a+b)?(a—b)?
c) (a®-b*)(a+bh)
d) (a®+b?*)(a*-b?
e) (a-b)@®+b*)
Publicacié 2. ¢Cual(es) de las siguientes expresiones al ser
n DEMRE simplificada(s) resulta(n) 1?
2011 ) 22+3 a? —b? ) (b-a)?
3+2a (a—b)? a’+b®—2ab
a) Solo |
b) Sélolyll
c) Sélolylll
d) Sélo Iy Il
e) | Ilyll
Publicacié 3. El area de un rectangulo es 2x° +2x—24. Si uno de sus
n DEMRE lados mide (x—3), el otro lado mide:
2011 a) (x+8)
b) 2(x+8)
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) 2(x—4)

d) 2(x-3)
e) 2(x+4)
Publicacio 4. Si x=-3, entonces (x — 2)(2x? — 3)=
n DEMRE a) -45
2011 b) -75
c) 15
d) 75
e) 105
Publicacio 5. ¢Cual de las siguientes expresiones es un factor de
n DEMRE k?+k—-67
2011 a) k+1
b) k+2
c) k-6
d k-3
e) k-2
Publicacio En la figura, écudl(es) de las siguientes afirmaciones es(son) verdadera(s)?
n DEMRE , , . - .
I) El darea de ABCD es a“ + Zab + b —
2011 II) El 4rea de la regién achurada es (a + b)? i \ﬁ
111) El rea de AEFD es b? + ab u N
A) Solo 1 f//
B) Solo 11
C) Solo 111
D) Solo Iy III
E) Solo II y III / =
i) b E 4 B
Publicacio 6. Six es un numero entero mayor que 1y el area de un
n DEMRE rectangulo se expresa como (x* +5x—6), ¢cual de las
2011 siguientes opciones puede representar a sus lados?
a) (x-Dy(x-5)
b) (x+2)y(x—3)
c) (x-1)y(x+6)
d) (x+1)y(x-6)
e) (x-2)y(x-3)
PSU 7. ¢Cual de las siguientes expresiones es equivalente a
Matematic (m-n)? —4mn?
a 2011 a) (m_n)Z
530 2 2
b) m“—2+n
preguntas 5 5
de C) m°—4mn+n
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facsimiles

d 2m-4mn+2n

oficiales e) 2m-2mn+2n
Publicacio Se sabe que a v b son positivos y a > b. éCudl(es) de las siguientes afirmaciones
n DEMRE es(son) verdadera(s)? b -
2011 I. El area del cuadrado de lado (a + b) es igual al area
achurada.
II. (a + b)(a - b) es igual a la diferencia de las areas del
cuadrado de lado a y el lado de b.
2 z
Il.ala+b)=a +b a
A)Sélol B)SéloIyIl C)SéloIy III
D)Sélo Iy III  E) I II y III
Publicacio o Iz ~|
=X+ —X-v|=
nDEMRE | [3*'Y)3"7Y)
2011

4 2 z 4 2 z 2 2 2
A) —x* — BY —x* — [ — W =
] 3 b ) 5 Y ) 3 b

o) Exz —y? E) Minguna de las expresiones anteriores
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ANEXO 2

Cuestionario

(Instrumento 1)

El presente cuestionario constituye un instrumento de investigacién para la
realizacion del Seminario de titulo, enmarcado en el trabajo de titulo de
Profesor de Matematicas, de dos estudiantes de la Universidad de
Valparaiso.

La respuesta a este cuestionario significa un gran aporte para el trabajo
mencionado. Rogamos ser lo mas especifico posible en sus respuestas,
responder con claridad y sefalar su nombre. No estd de mas decir que
este instrumento no serd usado con algun otro fin mas que aportar a la
investigaciébn como una evidencia para la probleméatica abordada. El hecho
de solicitar su nombre, es solo en caso de que exista alguna duda en su
respuesta y se deba solicitar alguna aclaracion.

Agradecemos de antemano su colaboracion.

Nombre:

Pregunta 1.

¢ Qué expresion es equivalente a (m+n)? —4mn?

Desarrollo:
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Pregunta 2:

Observe el siguiente ejemplo y complete:

Cuadrado de binomio
Ana estd calculando el drea de los siguientes cuadrados.

i | o | e | o

(a+2){as2)=
=a-3+a-2+2+a+12:1
=a'+las+la-4
=a’+da+4

@a+2) | @a+2)

T
it
Fln e
t

=t

i 1, v+l
(x+1) | x+17 J

34y | B+yF

Desarrollo

Pregunta 3:

Factoriza al maximo las siguientes expresiones:

e ac+bc+ad-+db
e ax—2ay+3a+bx—2by+3b

s ad—dx+ac—cx

Desarrollo:
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Pregunta 4.

Factoriza las siguientes expresiones:

A. 4a* + b*
B. 16x* + 4

Desarrollo:

Pregunta 5:

Se sabe gque a yv b son positivos vy a = b. éCudl(es) de las siguientes afirmaciones
es(son) verdadera(s)?

1. El darea del cuadrado de lado (a + b) es igual al area

achurada.

II. (a + bl{a - b) es igual a la diferencia de las areas del
cuadrado de lado a y el lado de b.

III. ala + b) = a2 + bz

A) Solo I

B) Solo Iy II

D)Sélo Iy III  E) I, 11y III

C) Sdélo Iy III

]

]

a

Desarrollo:

121 |Pagina




Pregunta 6:

Si x=-3, entonces (x — 2)(2x? — 3)=

Desarrollo:
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Cuestionario

(Instrumento 1)

El presente cuestionario constituye un instrumento de investigacion para la
realizacion del Seminario de titulo, enmarcado en el trabajo de titulo de
Profesor de Matematicas, de dos estudiantes de la Universidad de
Valparaiso.

La respuesta a este cuestionario significa un gran aporte para el trabajo
mencionado. Rogamos ser lo mas especifico posible en sus respuestas,
responder con claridad y sefialar su nhombre. No esta de mas decir que
este instrumento no serd usado con algun otro fin mas que aportar a la
investigaciébn como una evidencia para la problemética abordada. El hecho
de solicitar su nombre, es solo en caso de que exista alguna duda en su
respuesta y se deba solicitar alguna aclaracion.

Agradecemos de antemano su colaboracion.

Nombre:

Pregunta 1:

¢ Cudl de las siguientes expresiones es equivalente a (m+n)* —4mn?

a) (m-n)’

b) m* —4mn+n
c)m® —2+n?
d)2m—4mn+n®
e)2m-2mn+2n

2

Desarrollo:
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Prequnta 2:
Observe el siguiente ejemplo y complete:

Cuadrado de hinomio

Ana esta calculando el drea de los siguientes cuadrados.

m Representacion Producto
i g | |
H [REQ"

2 (a+2)(@+2)=
| ra+2
’ ! =a+a+a+2+2+2+2+2
(a+2) | (a+2) Syatailel
— 3 —a’+4a+4
1+1
il ¥ FJE}I_‘
X+ x+1)=
x+1) | x+17 i e =XeX+XeT+Tex+141
=X 4+x+x+ T
::&‘—_TT, =X +2x+1
i+1
B+y) | B+yf

Desarrollo:
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Prequnta 3:
Factoriza al maximo las siguientes expresiones:

e ac+bc+ad+db
e ax—2ay+3a+hbx—2by+3b
e ad—dx+ac—cx

Desarrollo:

Pregunta 4:

¢Cual de las siguientes expresiones corresponde a 4a*+ b* y 16x*+4
factorizado?

a) a*b*(4+b)y4(4x*+1)

b) (2a? + b?)(2a? — b?) y (4x% + 2)(4x?% — 2)

c) (2a® +b%)? y (4x? +2)?

d) (2a®? + b?)? — 4a%b? y (4x%+2)? — 16x?

Desarrollo:
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Pregunta 5:

Se sabe gque a yv b son positivos vy a = b. éCudl(es) de las siguientes afirmaciones
es(son) verdadera(s)? b -

I. El area del cuadrado de lade (a + b) es igual al darea |

achurada.
II. (a + b)a - b) es igual a la diferencia de las areas del

cuadrado de lado a y el lado de b.
III. ala + b) = a: + I:r2

A)Sélol B)SoloIyIl  C)SéloIyIII
D)Sélo Iy III  E) I, 11 y III

Desarrollo:

Pregunta 6:

Si x =-3, entonces (x — 2)(2x? — 3)=
a) -45

b) -75

c) 15

d) 75

e) 105

Desarrollo:
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ANEXO 3

Propuesta Tarea 1:

¢ Cudl de las siguientes expresiones es equivalente a (m+n)> —4mn?

a) (m-n)’

b) m* —4mn+n?
c)m?-2+n’
d)2m—4mn+n®
e)2m-—2mn+2n

« Estrategias del estudiante para resolver el ejercicio (E1):

1. El estudiante puede resolver este ejercicio al reconocer que m +n? es un
cuadrado de binomio, el cual tiene su férmula para resolverlo y luego para
encontrar la solucion tiene que saber identificar y reducir los términos
semejantes existentes y por ultimo saber que la expresion que queda se puede

factorizar.

2. También el estudiante puede resolverlo, usando propiedades de potencia y
también la propiedad distributiva en la multiplicaciéon de binomios, entonces
tiene m+n? se puede expresar como m+mn+n, luego multiplica los
binomios, aplicando propiedad de potencia cuando corresponda, reduce los

términos semejantes.
« Estrategias erroneas (E2):
1. El estudiante puede resolver el ejercicio obteniendo como resultado de

m + n? la siguiente expresion m? + n2.

2. Otra forma err6nea de desarrollar este ejercicio seria no teniendo la nocién
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de reduccion de términos semejantes.
3. El estudiante no identifica el cuadrado de binomio, ni tampoco sabe como
resolver m +n? de otra manera, asi que por existir alternativas hace sus

operaciones al azar.

4. El estudiante al reducir los términos semejantes solo lo hace mediante las

letras y deja solo los niumeros.
« Estrategia esperada (E3):
1.El estudiante reconoce m + n?, lo desarrolla y reduce los términos semejantes

existentes, para luego reescribir de forma factorizada lo que le queda, es decir,

m? — 2mn +n? = m —n?.

Propuesta tarea 2:

Observe el siguiente ejemplo y complete:

Cuadrado de hinomio

Ana estd calculando el drea de los siguientes cuadrados.

P T}

5 fa+2)(a+2)=
73 142
2 1 =a*a+a+2+2+a+2+2
(a+2) | (@a+2) =a’+2a+2a-4
:—5—12:' =a+4da+4
S
a+12
E——T
- x+T){x+1)=
bt Fr+1
2 X =XeX+XeT+Tex+101
(x+1) | x+T) =X +x+x+ 1
— =X +2+1
|
i+1
B+y) | B+y
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« Estrategias del estudiante para resolver el ejercicio (E1):

1.El estudiante observa los ejemplos que estan presente en el ejercicio, para
luego construir la figura y asignar los lados correspondientes. También se da
cuenta que es un cuadrado de binomio y que la figura a construir debe tener

como resultado lo que obtenga al desarrollar el cuadrado de binomio asignado.

« Estrategias erroneas (E2):

1. El estudiante no visualiza los ejemplos y no sabe cémo desarrollar el
ejercicio.

2. El estudiante dibuja el cuadrado y los rectangulos dentro de él, pero no sabe
coémo asignar los lados que les corresponde a cada figura, tampoco identifica
gue se esta calculando el area de un cuadrado, entonces no llega al resultado

correcto.

3. El estudiante no sabe o no reconoce como aplicar la propiedad distributiva en

la multiplicacién de los binomios y llega a un resultado incorrecto.

o Estrategia esperada (E3):

1. El estudiante analiza el lado del cuadrado, el cual se le fue asignado, luego
nota que es un cuadrado de binomio el que se debe desarrollar, asigna los
valores del cuadrado y de los rectangulos existentes dentro de este. También
debe notar que a cada figura que compone el cuadrado grande obtienen el area
respectiva de cada uno y estas areas se pueden sumar y obtener el area total
de la figura, desarrollando asi el cuadrado de binomio que se obtiene asignando
los lados correspondientes del cuadrado grande y multiplicandolos para obtener
Su area total, entonces se puede apreciar que por ambos métodos se puede
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llegar al resultado correcto.

Propuesta Tarea 3:

Realizan factorizaciones intermedias para llegar a la factorizacion final. De este

tipo son las siguientes factorizaciones:

e ac+bc+ad+bd
e ax —2ay+3a+bx—2by+3b

e ad—dx+ ac—cx

« Estrategias del estudiante para resolver el ejercicio (E1):

1.El estudiante se da cuenta que puede factorizar agrupando por términos
semejantes, tiene dos caminos para llegar a la solucién Unica, el primero es
agrupar los términos "ac" y "bc", factorizando de esa manera por el término
comun que es "c" teniendo c(a + b), de la misma manera factoriza "ad" y
"bd" por "d" obtenido d(a + b), por ultimo vuelve a factorizar, pero esta vez
por (a + b) llegando a la solucion final(a + b)(c + d), el segundo camino es
analogamente al anterior, solo que el estudiante agrupa distintos términos,
es decir, agrupa "ac" con "ad" y factoriza por "a", de igual manera agrupa
"bc" con "bd" y factoriza por "b", teniendo a(c+d)+b(c+d) llegando asi a la

misma solucion dada por (a + b)(c + d).

2.Referente al ejercicio nimero 2, el alumno puede agrupar de a dos
términos o bien de tres términos, puesto que si se da cuenta que puede
agrupar de tres, es mas sencillo y saldra mas rapida la solucion, dejando asi
como se muestra la siguiente expresion a(x — 2y + 3) + b(x — 2y + 3)por lo
que solo deberd volver a factorizar por el paréntesis en comun y llegar a la
solucion dada por (a + b)(x —2y + 3), en cambio si solo agrupa de dos

términos llegard a la misma solucion, pero con un desarrollo méas largo del
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ejercicio.

« Estrategias erroneas (E2):

1. El alumno no identifica los términos por cual agrupar y llegar a una
factorizacion por sus términos semejantes.

2.Un error muy comun que cometen los alumnos al factorizar por
agrupamiento son los signos, como se da en el ejercicio numero 3, el
estudiante en este ejercicio solo puede agrupar los términos "ad" con "ac"y
"—dx" con "—cx" para factorizar términos en comun, al momento de factorizar
(-dx-cx) solo factoriza por x, teniendo de este modo x(—d — c¢) dejando el
signo negativo dentro del paréntesis, llegando asi a un conflicto donde los
factores en paréntesis no son iguales y no podra volver a factorizar para

llegar a la solucion correcta.

« Estrategia esperada (E3):

1. Que el estudiante reconozca el tipo de factorizacion que se utiliza para

resolver estos casos y aplique de forma correcta la propiedad distributiva

Propuesta Tarea 4:

Transforman expresiones algebraicas aplicando productos notables vy

factorizan la expresion transformada.

Por ejemplo:
o Factorizan la expresion 4a* +b* con este propésito, transforman

esta expresion en la forma (2a® +b?)? - (2ab)?
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« Factorizan la expresién 16x* + 4; con este propdsito, transforman

esta expresion en la forma (4x? +2)* —=16x*

o Estrategias del estudiante para resolver el ejercicio (E1):
1. El estudiante analiza las siguientes expresiones algebraicas, como le
piden factorizar, el estudiante se da cuenta que existe un producto notable
pero se debe factorizar completando cuadrado y asi obtener el cuadrado de
binomio menos la multiplicacién del doble del primer término por el segundo

término.

» Estrategias erroneas (E2):

1.El estudiante al observar ambos ejercicios y analizarlos cree estar en
presencia del producto notable “suma por su diferencia” y ambos los
factoriza de la siguiente manera:
4a* + b* = 2a® + 2a*b? — b?
16x* + 4 = 4x? + 24x?% — 2

o bien dejando ambos paréntesis de forma positiva.

« Estrategia esperada (E3):

1. Para poder factorizar la primera expresion, el estudiante analizara la
situacion de que 4a* +b* se puede descomponer, es decir, ambas
expresiones algebraicas son el primer término al cuadrado y el ultimo término
al cuadrado de un cuadrado de binomio, entonces el término resultante del
doble del producto de ambos términos se debe restar para poder obtener la
expresion dada reducida al maximo.

El mismo procedimiento se hace para la expresion 16x* + 4.
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Propuesta Tarea 5:

Se sabe que a v b son positives vy a = b. éCual{es) de las siguientes afirmaciones

es(son) verdadera(s)? b -

I. El drea del cuadrado de lado (a + b) es igual al darea
achurada.

II. (a + b)(a - b) es igual a la diferencia de las adreas del
cuadrado de lado a y el lado de b.

2 2
IMl.ala+b)=a3a +b a

A)Sélol B)SéloIyIl C)SéloIyIII
D)Sélo Iy III  E)I Iy III

« Estrategias del estudiante para resolver el ejercicio (E1):

1.El estudiante analiza cada aseveracion dada, respecto a la primera, calcula

el area del cuadrado de lado (a+b), obteniendo como area a + b? = a? +

2ab + b%? y con respecto al area achurada tenemos un cuadrado de lado “b
", entonces el cuadrado tiene un area de b? y la otra area achurada es un
cuadrado de lado “a”, entonces su area es a?, sumando ambas

Areas achuradas obtenemos a? + b? y si compara el area achurada con el
area total del cuadrado notard que ambas areas no son iguales, por ende la
primera aseveracion es falsa. Respecto al item I, el alumno directamente
aplicara la propiedad distributiva, obteniendo la expresion a? — ab + ab — b?
donde al cancelar, se dara cuenta que obtiene la diferencia de las areas de
los cuadrados a y b correspondiente a a? — b?

Y por ultimo, el estudiante analiza la Il aseveracion. En esta nos indican que
a a + ba? + b?, sabemos que a? + b? el area achurada y el resultado de a

[T 1]

a+bes a’+ab,entonces a? representa al cuadrado de lado “a” y ab seria
el rectangulo que se encuentra junto al cuadrado de lado “a”, entonces el
estudiante junta ambas figuras y se da cuenta que cubre mas que juntando

ambas figuras de area achurada, entonces la aseveracion es verdadera.

133 | Pagina




« Estrategias erréneas (E2):

1. El estudiante no tiene claro como calcular areas de figuras geométricas,

es por eso que opta por el azar en esta pregunta.

2. El estudiante conoce como realizar los calculos de area y reconoce los
lados de las figuras que se forman dentro del cuadrado de lado a + b, pero
no entiende coémo asociarlos y analizarlos.

e Estrategias esperadas (E3):

1.Que el estudiante entienda el concepto de area y pueda desarrollar lo

pedido para luego verificar si los enunciados estan en lo correcto o no.

Propuesta Tarea 6:

Si x=-3, entonces (x —2)(2x*> —3) =
a) -45
b) -75
c) 15
d) 75
e)105

« Estrategias del estudiante para resolver el ejercicio (E1):

1. El alumno toma el valor de la incégnita x reemplazandola inmediatamente
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en la expresién dada, finalizando con una multiplicacion de nimeros enteros.
2. Antes de reemplazar la incégnita, el alumno desarrolla la multiplicacion de
paréntesis, aplicando la propiedad distributiva llega a un polinomio, donde

ahora si reemplaza la x por su valor dado -3.

» Estrategias erroneas (E2):
1. No visualiza de manera correcta lo que tiene que hacer en el gjercicio.
2. Comete errores al multiplicar los paréntesis aplicando la propiedad
distributiva y al evaluar la incognita llega a un resultado equivocado.
3. El alumno al reemplazar directamente la incégnita comete errores con los

signos al sumar y luego multiplicar los resultados de ambos paréntesis.

« Estrategia esperada (E3):
1.Se espera que el estudiante reemplace el valor numérico en la “x” y luego
resuelva de manera correcta la potencia, las operaciones en los paréntesis y

luego la multiplicacion de los nimeros que se obtienen en cada paréntesis.
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ANEXO 4

Propuesta de ensefianza y aprendizaje

Dados un segmento a, un segmento b, con a>b, representa

geomeétricamente las siguiente expresiones:

a) a’
b) b?
C) ab
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Il. Observa las siguiente imagenes, luego contesta:

Xy

a) ¢, Qué representa lo escrito dentro de cada figura?
b) ¢, Cudles son los respectivos lados de cada figura?
C) Organiza estas figuras para formar un cuadrado. ¢, Cudl es su éarea total?

d) ¢ Cuanto mide el lado del cuadrado formado por las figuras?

. 2 , .
e) Al calcular algebraicamente (X + y) ¢, Qué se obtiene?
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Il Completa la siguiente tabla segun lo que se pida.

. Desarrollo del Representacion
Lado Area geométrica del
desarrollo de area

area

X2 +2x+1

(2x+7)
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Propuesta de ensefianza y aprendizaje

Segun la siguiente figura, responde

= o

¢,Cudl es el area del cuadrado de lado a?

¢ Cudl es el &rea de la parte achurada de la figura?

¢, Cudl es el &rea de cada una de las figuras no achuradas?

Si al area del cuadrado de lado a se le resta las areas de las partes no
achuradas, ¢ Qué se obtiene?

¢A qué producto notable se relaciona lo desarrollado?
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Dados los trazos de medida, con m>n

m n

Construye un cuadrado de lado (m+n) Yy calcula su area.

El desarrollo del célculo del area, ¢ Como lo representarias en el mismo
cuadrado formado anteriormente?

Si al area del cuadrado de lado (m+n) se le resta 4mn, ¢{Qué expresion
factorizada se obtiene?

Ubica la expresion obtenida en el cuadrado que dibujaste anteriormente.

¢, Qué representan los 4mn?
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Il Responde:

Observa la siguiente imagen y contesta:

a7

;

a. ¢,Cuales son los valores que obtienen los lados del rectangulo de color
amarillo?
b. ¢,como lo encontraste?

Ahora, si tenemos el rectangulo rojo de lado “a” y “a — b” del ejercicio anterior y

gueremos obtener un rectangulo, cuyo largo es “a + b”:

C) ¢Qué figura usarias para obtener dicho rectangulo, el cuadrado
anaranjado de lado “b” o el rectangulo amarillo para encontrar lo pedido?

d) ¢, Cual es el area de la figura encontrada? y con respecto al resultado

obtenido, ¢ A qué producto notable se relaciona lo desarrollado?
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