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Terminologia

Un Determinado Plano Proyectivo de orden n.
Plano Dual de 7.

Punto p incidente en la recta /.

Colineaciones de .

« ;7 — 7, o una colineacién de 7.

a:m— 7', « un isomorfismo.

Colineaciéon que fija al punto V, la recta ¢ y todos
los puntos de /.

Grupo de colineaciones de 7.

Grupo de permutaciones.

Estabilizador de x.

Conjunto de todas las (V, £)-perspectividades.
Unién de todos los I'(4 ), con A € /.

Unién de todos los I, ), con p e .

Recta ¢, sin los puntos p1, po, ..., Pn.

Plano Proyectivo 7, sin las rectas (1, (s, ..., {,.
Triangulo determinado por A;, B;, C;.

Tridngulo determinado por A$, B, C¢.

Terminologia para Teoria de Grupos

Grupo de colineaciones.

Grupo de traslaciones con eje L.

Cuerpo.

Cuerpo.

Un representante fijo del i_ésimo conjunto
transitivo de puntos.

Un representante fijo del j_ésimo conjunto
transitivo de rectas.

Subgrupo de G que fija al punto P;, de orden h;.
Subgrupo de G que fija a la recta L;, de orden t;.



Introduccion

La presente tesis se ha desarrollado a través del apoyo moderno de la Geometria Proyectiva,
la que a modo de sintesis consiste en una estructura matematica que estudia las incidencias de
puntos y rectas sin tener en cuenta la medida.

Antes de iniciar los comentarios sobre el trabajo de la presente tesis, vale la pena comentar,
a modo de una breve resenia histérica, que la geometria proyectiva es inicializada por Gérard
Desargues, quien logré fundamentar a través de la matematica los métodos de la perspectividad
que habian desarrollado los artistas del Renacimiento, y aunque su trabajo fue publicado en
1639, pasé desapercibido durante dos siglos. Recién en el siglo XIX, la geometria proyectiva, se
establecié dentro de las matematicas, pero lo que acabd de enraizarla, posiblemente, fue hallar
un modelo analitico. Dentro del contexto de la geometria euclidiana-cartesiana se puede cons-
truir la geometria proyectiva. Este proceso finalizé definitivamente a principios del siglo XX,
pues Einstein, apoyandose en los exhaustivos desarrollos geométricos de los matematicos del
siglo XIX, consigui6 demostrar que, a gran escala, el universo se puede interpretar mejor con
estas nuevas geometrias que con el rigido espacio euclidiano.

Para el estudio de esta tesis, en el capitulo I, vemos los dos principios de la geometria pro-
yectiva (dos rectas se cortan en un punto y dos puntos definen una recta). Cabe destacar que
en los enunciados de la geometria proyectiva, no se admite los conceptos de paralelismo, angulo
o distancia, sélo interviene el concepto de incidencia. Veremos también el principio de la Duali-
dad, que es de suma importancia para la demostracién de reiterados teoremas en los posteriores
capitulos de esta tesis. Se estudian las correspondencias 1-1 dentro de un plano proyectivo, los
cuales seran llamados colineaciones, con esto, se definen cuasiperspectividades y perspectivi-
dades que mas adelante dardan la existencia de ciertas clases de grupo. Se definen subplanos,
subplano de Baer, también isomorfismos entre planos proyectivos, y una secciéon con algunas
definiciones necesarias correspondientes a la Teoria de Grupos. En resumen, en este capitulo
introducimos las notaciones y terminologias necesarias para el desarrollo de los capitulos pos-
teriores.

En el capitulo II, se da la definicién formal de un isomorfismo de un plano proyectivo, el cual
sera llamado de colineacion, en seguida se definen los automorfismos, lo cual dard paso a las
cuasiperspectividades y el grupo de permutaciones. Unos de los temas mas relevante en este



capitulo es la definicién de perspectividades, que acttian sobre una recta y un punto dentro de
un plano proyectivo, dando paso asi a las definiciones de transitividad, y a la mayoria de las
definiciones, lemas y teoremas principales que se desarrollan en los capitulos III y IV. Con la
definicion de transitividad, en el capitulo III, se hace un estudio profundo de la existencia de la
configuracion de Desargues. Ademas se desarrollaran varios ejercicios, que son de gran utilidad
para la demostracion de varios teoremas de este mismo capitulo.

Siguiendo con el capitulo III, y considerando las consecuencias configuracionales de la existencia
de perspectividades en un plano proyectivo y elementos no fijos sobre la misma, se estudiara la
configuracion de Desargues bajo la perspectiva de un punto y una recta. La configuracién de
Desargues, es creada gracias a las definiciones y teoremas de perspectividades de puntos no
fijos y rectas, formando asi pares de triangulos perspectivos compuesta de diez punto y diez
rectas. En esta seccién, la importancia de la configuracién de Desargues, es relevante para las
existencias de ciertos planos proyectivos Desarguesianos, y siguiendo una secuencia estructural
en el estudio de este capitulo, también demostraremos con perspectividades y transitividades,
que todo plano proyectivo transitivo, es también un plano proyectivo Desarguesiano. La demos-
tracién de esto ultimo, da relevancia a las perspectivas colineaciones de esta seccién, la cual
todas ellas forman un grupo de colineaciones, y asi, poder dar nociones basicas al estudio de
ciertos grupos notables que viene en el capitulo posterior.

En el capitulo IV, se inicia con un pequeno resumen de los tres primeros capitulos, colinea-
ciones y el teorema de Desargues visto en un plano de tres dimensiones, después de esto y
aprovechando la existencia del teorema de Desargues, vemos que con la transitivad podemos
formar grupos, por ejemplo el grupos de elaciones, colineaciones y el grupo de traslacion. Luego
continuamos con Planos finitos de orden n y en el Teorema de Bruck-Ryser. Las matrices jue-
gan un rol especial para la demostracion de varios teoremas junto con Bruck-Ryser, para dar
existencias de planos Desarguesianos mediante propiedades y teoremas sobre teoria de grupos.
Vemos también los planos de Moufang, el teorema de Artin-Zorn referente a los anillos de divi-
sion finitos, y grupos doblemente transitivos.

Al final de este capitulo, y asi la tesis, terminamos con la construccién de los planos de Hughes
sobre planos proyectivos finitos. Usando terminologia necesaria de capitulos anteriores como es
la configuracién de Desargues, incidencias de matrices y teoria de grupo en un plano proyectivo
finito y otras definiciones mas, se construye los planos de Hughes que viene dada por la extension
de una colineacion a los puntos en un sistema de coordenadas en un cuerpo K. Cabe destacar,
que en esta seccion, las coordenadas de un punto juegan un rol importante, también las corres-
pondencias dadas desde, un punto de un sistema de coordenadas a una matriz incidente en un
plano proyectivo finito. Se da a conocer también los subconjuntos de un plano de Hughes que
cumplen ciertos requisitos y tienen la particularidad de formar subplanos Desarguesianos de un
plano de Hughes.

Con toda la informacién que se presentard en el desarrollo de este trabajo, se pretende con-
tribuir en difundir los conocimientos sobre el estudio de la matematica en el ambito de la



geometria y sus derivadas, y poder mostrar una geometria diferente a la conocida geometria
euclidiana, como también combinar conceptos y definiciones con la teoria de grupos. El objetivo
de este trabajo, es poder dar un enfoque distinto a la geometria euclidiana, y mostrar, que en
el ambito de la geometria proyectiva, hay mucho por indagar, crear y establecer nuevas defi-
niciones, teoremas y nuevas estructuras matematicas, como también lo hicieron Bruck, Ryser,
Hughes, Piper y Albert en sus investigaciones y estudios de esta area de la geometria, de la cual
se extrae informacion relevante para la construccion de la presente tesis.



Capitulo 1

Planos Proyectivos - Resultados
Preliminares

1.1. Conceptos Basicos

1.1.1 Definicion. Un Plano Proyectivo 7, es un conjunto de puntos y rectas llamados elementos
de 7, junto con una relacién de incidencia I entre puntos y rectas que satisfacen los siguientes
axiomas:

i) Dos puntos distintos inciden con una tnica recta.

i1) Cualquier dos rectas distintas inciden con un tnico punto.

i71) Existen cuatro puntos distintos, tales que, cualesquiera tres de ellos no inciden en una recta
(en otras palabras, existen tres puntos que no son colineales).

1.1.2 Observacién. Cualquier conjunto de puntos que satisfaga los ax(i) y ax(ii) es llama-
do configuracion cerrada.

Las siguientes notaciones tipicas, seran usadas para expresar el hecho de que un punto p incide
en una recta £, estas son: p I £, p esta sobre ¢, ¢ contiene a p, o ¢ pasa a través de p. Con
frecuencia serd conveniente identificar una recta ¢ con el conjunto de puntos que inciden con
ésta. En esta situacién escribiremos p ¢ /.

Si ¢ es una recta que contiene dos puntos distintos A y B respectivamente, diremos que /¢
une A y B, y lo escribiremos como ¢ = AB. Similarmente, si p es un punto que esta sobre
dos rectas distintas £ y m, escribiremos p = fm o p = £ N'm, y llamaremos a p el punto de
interseccion de £y m.

1.1.3 Definicidn.

i) Cualquier conjunto de puntos que inciden en una recta en comun, se dice que son coli-
neales.



i1) Cualquier conjunto de rectas que pasan por un punto, se dice que son concurrentes.

i71) Cualquier conjunto ordenado de 3 puntos distintos no colineales A, B, C', junto con las
rectas BC' , CA, AB, es llamado un triangulo.

iv) Cualquier conjunto ordenado de 4 puntos de los cuales 3 de ellos no son colineales, es
llamado un cuadrangulo.

v) Cualquier conjunto ordenado de 4 rectas, tal que 3 de ellos no son concurrentes es lla-
mado un cuadrilatero.

1.1.4 Lema. Todo plano proyectivo contiene siempre un cuadrildtero.

1.1.5 Observacion. Si 7 es un plano proyectivo, llamaremos a 7* como el conjunto, cuyos
puntos(rectas) de 7* son las rectas(puntos) de m y con la relacién de incidencia = Iy en 7* si 'y
solosiy I xen 7.

Como consecuencia inmediata del Lema 1.1.4 tenemos que 7* es un plano proyectivo el cual
es llamado Plano Dual de 7. Claramente (7*)* = 7, asi que cada plano es un plano dual.

Esta observacion establece un importante resultado en el estudio de planos proyectivos, el cual
esta dado por el siguiente Teorema.

1.1.6 Teorema(El principio de la Dualidad). Sea 2 cualquier teorema de planos proyec-
tivos. Si A* es obtenido por el intercambio de palabras “puntos” y “rectas”, entonces 2A* es
también un teorema acerca de planos proyectivos.

1.1.7 Lema. Sea ¢ y m dos rectas distintas del plano proyectivo 7, entonces existe un punto x
de 7, tal que x no esta en ¢ ni en m.

El siguiente teorema es fundamental en el estudio de planos proyectivos, puesto que en ésta, se
establece la existencia de correspondencias 1-1 entre puntos y también entre rectas en un plano
proyectivo.

1.1.8 Teorema. Sea 7 un plano proyectivo. Si ¢ y m son rectas de 7w, por Teorema 1.1.6,
existe una correspondencia 1-1 entre los puntos de m y £. Es maés, si £ es recta y p es punto de
7, entonces hay una correspondencia 1-1 entre los puntos de ¢ y las rectas que pasan por p.

Como corolario inmediato del Teorema 1.1.8, tenemos que si una recta de un plano proyectivo
7 contiene solamente un ntmero finito de puntos, entonces el niimero de puntos en cualquier
recta es finita, en este caso el plano proyectivo 7 es llamado finito.



1.1.9 Teorema. Si 7 es un plano proyectivo, existe un nimero entero positivo n > 2, tal
que:

(1) Cada recta contiene exactamente n + 1 puntos.
(77) Cada punto incide exactamente en n + 1 rectas.

(iii) m contiene n* + n + 1 puntos y n* + n + 1 rectas.

1.1.10 Observacioén. Del teorema tenemos que un plano proyectivo debe contener al menos
siete puntos y siete rectas. Como ejemplo tenemos el Plano de Fano.

1.1.11 Teorema (El1 Teorema de Bruck-Ryser).
Sea n un numero entero positivo, con n > 2. Si n = 1, 2 (mod 4), no puede haber un plano

proyectivo de orden n, al menos que n puede ser expresado como suma de dos niimeros enteros
al cuadrado, n = a? + b.

1.2. Subplanos

1.2.1 Definicién. Sea my C m, plano proyectivo con la misma relacién de incidencia de m, en-
tonces my es llamado de subplano de 7.

1.2.2 Definicién. Un subplano 7y de 7 es llamado propio, si mg # 7

1.2.3 Definicién. Un subconjunto € de puntos y rectas de un plano proyectivo 7, es llamado:

i) Un subconjunto de Baer (o denso), si cada elemento de 7 es incidente con un elemento
de €.

i1) De subplano de Baer si € es un subplano de 7.

1.2.4 Teorema (Bruck). Sea 7 un plano proyectivo finito de orden n y sea un subplano
propio my de orden m. Entonces n = m? o n > m? + m.



1.3. Isomorfismo entre planos proyectivos

1.3.1 Definiciéon. Se dice que un plano 7; es isomorfo a un plano my si existe una correspon-
dencia 1-1, tal que

P1 <:> P2 — (Pl)a
entre los puntos {P;} de 7 y los puntos { P>} de 7y y una correspondencia 1-1, tal que
]{31 <:> ]{72 - (1{51)5

entre las rectas {k1} de m y las rectas {ky} de mo, de tal manera que si P, € k;, entonces
(P)® € (k;)P. Claramente, cada una de las correspondencias a o 3, plenamente determina la
otra, y una correspondencia 1-1 de puntos P, = (P;)® determinard un isomorfismo si cada
vez que tres puntos P, @1, Ry de m; son colineales, entonces (P;)%, (Q1)* y (R;)* también son
colineales, es decir, estdn en una recta. Similarmente, una correspondencia 1-1 3 de rectas, de-
terminara si cada conjunto de tres rectas concurrentes estdn asignadas a una serie de tres rectas
concurrentes.

Notacién. m = 7y denotara que 7 es isomorfo a .

Un isomorfismo a de un plano 7 con si mismo, se denomina una colineacién. Las colinea-
ciones de un plano forman un grupo.

1.4. Teoria de Grupos

En esta seccion veremos algunos teoremas y definiciones conocidas de la Teoria de Grupos, los
cuales seran ocupados en el Capitulo 4.

1.4.1 Teorema de Lagrange (Cuatro Cuadrados). Cualquier niimero entero positivo pue-
de ser escrito como la suma de cuatro cuadrados perfectos.

Para la demostraciéon de este Teorema se emplea la identidad de Lagrange

(a® + 0>+ & + d*)(A* + B* + C* + D*) = (aA + bB + cC + dD)*
+(aB — bA + ¢D — dC)?

10



+(aC — bD — cA + dB)?
+(aD — dA +bC — cB)?

que también es usada para la demostracién de la Seccién 4.2 (Planos Finitos. Bruck Ryser).

Anillo de coordenadas de un plano proyectivo

Sea 7w un plano proyectivo cualquiera y escojamos cuatro puntos X, Y, O, I, tal que 3 de ellos no
sean colineales. Llamaremos a la recta XY como la recta infinita ¢, (recta de infinitos puntos),
llamaremos a la recta O como la recta x = y. (Ver figura)

Y

(0,b)

0(0,0)

En la recta OI asignaremos coordenadas (0,0) para O, (1,1) para I y coordenada unitaria (1)
para un punto C' que es la interseccion de la recta O y XY. Para los otros puntos de la recta
O1 asignaremos coordenadas (b, b) tomando diferentes valores b para puntos diferentes. Para un
punto P que no estd en {.,, suponemos que X P intersecta a la recta O en el punto (b,b) y
la recta Y P intersecta a la recta OI en (a,a). Entonces asignamos coordenadas (a, b) para el
punto P. Esta regla es compatible con haber escogido coordenadas para los puntos de OI. Sea
M el punto de interseccién de /., con la recta que une los puntos (0,0) y (1,m). Asignamos
a M la coordenada unitaria (m), que intuitivamente representa la pendiente de la recta que
une los puntos O y M. Como vemos, tenemos asignadas las coordenadas para todos los puntos
exceptuando Y, al cual se le asignard la coordenada unitaria (00).

Usaremos las rectas de nuestro plano para definir operaciones algebraicas en un sistema de

11



coordenadas. Este sistema algebraico sera un anillo ternario, y toda recta de m, excepto f.,
tendrd una ecuacion representada en términos de operaciones de un anillo ternario. Si (z,y) es
un punto finito de OI, tenemos que y = x, y asi tomamos y = x como la ecuaciéon de OI. Una
recta que pasa a través de Y, diferente de /., tiene la propiedad que todos los puntos finitos
(z,y) tendran la misma coordenada z, digamos = = ¢, y éste lo tomaremos como la ecuacién
de la respectiva recta.

Sea (z,y) un punto de la recta que une C' = (1) y (0,b) definida a través de una operacién
binaria de la adicién

y=x+b

y tomaremos ésta como la ecuacién de la respectiva recta. Si (x,y) es un punto finito de la recta
que une los puntos (0,0) y (m), definiremos a través de la siguiente ecuacién, una operacién
binaria para la multiplicacion

Yy=x-m

y tomaremos ésta como la ecuacién de la respectiva recta. En general, cualquier recta que no
pasa por Y interceptard /., en algtin punto (m), y OY en algin punto (0,b). Si Q(z,y) es un
punto de esta recta, definiremos una operacion ternaria:

Y=x2-mob

y tomaremos ésta como la ecuacion de la respectiva recta. Por lo tanto, la adicién y la multi-
plicacién son casos especiales de la operacion ternaria, y veremos que:

r+b=x-10b

r-m=x-moQ
Los elementos de 0 y ¢ tienen la propiedad de:

O+a=a+0=a

O-m=m-0=0

l-m=m-1=m
Un plano 7 puede ser representado por un anillo ternario R cuya operacion ternaria satisface
ciertas propiedades, y reciprocamente, un anillo ternario con estas propiedades determina un

plano de manera univoca.

1.4.2 Teorema. Cuatro puntos cualesquiera de un plano X, Y, O, I, tal que tres de ellos
no son colineales, determina un anillo ternario R. Cada elemento de R incluye el cero 0, y una

12



unidad 1 # 0. Una operacion ternaria x - m o b satisface las siguientes proposiciones:

i) O-moc=a-Ooc=c

i) 1-moO=m-100=m

iii) Dados a, m, ¢, existe exactamente un z, tal que a-mo z = c.

iv) Si my # ma, by, by son dados, existe un tnico x tal que x - my o by = x - My 0 by.

v) Sia; # as, ¢, ¢ son dados, entonces existe un tnico par m, b, tal que a3 -mob = ¢y

CLQ'TTLObICQ.

13



Capitulo 2

Colineaciones de un Plano Proyectivo

2.1. Conceptos Basicos

2.1.1 Definicién. Un isomorfismo « de un plano proyectivo 7 sobre si mismo, es llamado de
colineaciéon de 7.

2.1.2 Observacion.
1) Denotaremos por 1 (Id,) a la colineacién identidad de un plano proyectivo 7.

2) Sea m un plano proyectivo y sea Aut(m) = {a : m — 7 | a es una colineacién de w},
entonces (Aut(m), o) es un grupo, llamado el grupo de las colineaciones de .

2.1.3 Lema. Sea 7 un plano proyectivo y a ¢ Aut(w). Si (o) = {x ¢ 7 | 2% = x} (esto
es, () es el conjunto de todos los puntos y rectas fijadas por «). Entonces &(«) es una confi-
guracién cerrada (ver Observacién 1.1.2).

Demostracién. Sean A, B dos puntos distintos de $(«). Como « preserva incidencia,

(AB)* = A*B“.
Pero A, B € ¥(a), luego
A=Ay B*=B.
Asi
(AB)* = A“B* = AB

y es la tnica recta que pasa por AB, ya que 7 es un plano proyectivo. Por tanto AB ¢ () esto
es, se cumple el ax(i). Dualmente se cumple el ax(ii), esto es, para cualquier dos rectas distintas

14



l,me S(a), £-me S(a). O
Sigue del Lema 2.1.3, el siguiente Corolario.

2.1.4 Corolario. Sea a ¢ Aut(m). Si a fija un cuadrdngulo, entonces I(a) es un subplano
de 7.

Demostracién. Sabemos que 3(a) es una configuracién cerrada, y si ademds contiene un
cuadrangulo, entonces en &(«v) se cumple el ax(iii) y como («) C 7, por lo tanto I(a) es un
subplano de 7. O

2.1.5 Definicion. Sea 7 un plano proyectivo.

1) Si € es cualquier subconjunto de puntos y rectas de 7, que ademds sea una configuracién
cerrada, entonces diremos simplemente que € es cerrada.

2) Si « es cualquier colineacién de m, tal que J(«) es un subplano de 7, diremos que « es
una colineacién planar o alternativamente, o simplemente que « es planar.

3) En el caso especial de que () sea un subplano de Baer, a es llamado solamente de colinea-
cién de Baer.

2.2. Cuasiperspectividades

2.2.1 Definicién. Una cuasiperspectividad (o colineacién cuasicentral) de un plano proyectivo
7, es una colineacién «, tal que $(«) es un subconjunto de Baer (esto es, todo elemento de 7
es incidente con algin elemento de &(a)).

2.2.2 Observacién. Como el mismo plano proyectivo 7 es un subconjunto de Baer, 1 es una
cuasiperspectividad.

Una cuasiperspectividad es un tipo especial de colineacién, el siguiente teorema muestra que
ello ocurre frecuentemente.

2.2.3 Teorema. Sea 7 un plano proyectivo.
Toda colineacién « de orden 2 (v # 1) es una cuasiperspectividad.

Demostracién. Se demostrard que todo elemento de 7, incide con un elemento de («), en
efecto.

15



sea A e m tal que A® # A, entonces A incide en A*A. Ahora
(A A)¥ = (AN A= A- A* = A% A,

Luego « fija la recta A*A, sigue que A*A e S(«).
Asi todo punto de 7 que no es fijado por «, pertenece a una recta de I(a).
Sea (¢ m, tal que {* £ 0, y sea g = N{* = (- {*, entonces

@ =00 =1 () =Y A =L 1" =g,
luego ¢ € S(a).
Asi toda recta de m que no es fijada por « incide con un punto de J(«).

Sea B e 7, tal que B® = B, y sea C # B, tal que C* = C, entonces
(BOYY=B*-C*=DB-Ce%¥a),

donde B incide en BC.

.. Todo punto de m que es fijado por «, incide con una recta de I(«).

Sélo basta demostrar que B no es el tnico punto fijado por a.

Supongamos que B es el unico punto fijado por «. Entonces, («) contiene un solo punto

fijado por «, esto contradice el hecho que () es una configuracién cerrada. Por lo tanto existe

otro punto D distinto de B que es fijado por « y esté constituido en una recta de ().

Por ultimo, sea ¢ ¢ 7, tal que (¢ = ¢, por dualidad 3 ¢ € $(«), tal que ¢ incide en ¢. O

2.2.4 Definicion. Una colineacién de orden 2, es llamado una involucion.

En el estudio de las cuasiperspectividades se hace necesario determinar todos los subconjuntos
de Baer cerrados.

2.2.5 Teorema. Sea B un subconjunto de Baer cerrado de un plano proyectivo 7. Se cum-
plen.

(1) B es un subplano, o (i) B consiste de una recta ¢ y de todos sus puntos, y un punto
con todas las rectas que pasan por él.
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Demostracién. Si B es un plano, entonces B es un subplano de 7, y si 28 no es un subplano
de 7, por demostrar que ocurre (ii). luego B no contiene un cuadréangulo.

Caso 1) Si B contiene un AABC.

Podemos afirmar que cualquier otro punto de ‘B, tiene que estar en una de las rectas AB,
BC', AC. Por ejemplo, y sin perder generalidad, en BC.

SiE#C,ByEIBC, ysiD#A By DI AB. Luego ACDFE forman un cuadréangulo,
lo cual no puede ser.

Sea D # B,C'y D1 BC, por demostrar que D ¢ B.

Ahora en 7, por ser proyectivo, D debe incidir por lo menos en 3 rectas. Luego, 3 la recta
m e m. Como m e my B es denso (Baer), 3 un punto de B que incide con m, pero todos los
puntos de B estan en BC', luego D e By D I m.

Ahora Ae By D e B, luego m £ B (ya que B es cerrado).

Conclusién : Toda recta que pasa por A, incide con un punto de BC' y por lo tanto un punto
de B, luego B contiene el punto A y todas las rectas que pasan por él.

Caso 2) B no contiene un tridngulo AABC.

Entonces todos los puntos de 28 son colineales con una recta, digamos que tal recta es £. Ademas
en B toda recta debe concurrir con un tnico punto de A (ya que no hay tridngulo).

Como B es de Baer, almenos debe contener dos rectas que concurren en un unico punto de
B, luego A ¢ *B.

Sea m € 7, entonces D € B, pues al ser B denso, debe existir un punto en ¢ (ya que todos
los puntos de B estan alli), luego D es el punto de 8. O

2.2.6 Lema. Sea 7 un plano proyectivo. Si my es un subplano de 7 que contiene a todos
los puntos de una recta ¢, entonces ™ = 7.

Demostraciéon. Sea X ¢ 7wy ¢ ¢ m, por demostrar que X ¢ 7.
Como 7y es un subplano, entonces my contiene un cuadrangulo. Luego 4 A, B ¢ m, tal que
Ay B no inciden en /. Luego, sea m; la recta que pasa a través de A y corta en la recta ¢ en

el punto C, y sea my la recta que pasa a través de B y corta en la recta £ en el punto D, como
muestra la figura.
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Entonces my = AC € my y my = BD € mp, y como
mi MMy = MMy = X,
sigue que X ¢ .

Resultado Dual del Teorema 2.2.5 : Si myp C 7 es un subplano que contiene todas las rec-
tas que se intersectan en un punto, entonces ™ = mg. O

2.2.7 Teorema. Un subconjunto B de Baer cerrado de un plano proyectivo 7, es una confi-
guracién cerrada maximal de 7.

Demostracién. Sea X e 7, tal que X ¢ B, y sea € = NC, tal que C son configuraciones
cerradas que contiene a B y un elemento que no esta en ‘5.

Por demostrar que € = 7. En otras palabras, demostraremos que € contiene un cuadrangu-
lo.

Como X € 7w (y X € €), sabemos que X incide al menos con 3 rectas, y como B es de Baer,
entonces cada una de las 3 rectas inciden con un punto de B. Sean A, B y C' tales puntos.

Luego X, A, B,C ¢ € forman un cuadrangulo.

Pero también puede ocurrir el caso en que A, B y C' sean colineales. Por argumento anterior,
sin perder generalidad, asumimos que por el punto A también pasan 3 rectas que inciden con
un punto de B, sea E tal punto. Por lo tanto X, A, F/, C ¢ €, forman un cuadrangulo.
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Por lo tanto € es un plano.

Caso (1) Si B no es un subplano, entonces por Teorema 2.2.5, B contiene todos los puntos
de una recta. Luego por Lema 2.2.6, ¢ = 7.

Caso (2) Si B es un subplano. Sea x ¢ C, toda las rectas que pasan por z inciden en un
punto de B y por resultado Dual, € = 7. O

Ahora usaremos propiedades establecidas para subconjuntos de Baer para demostrar las si-
guientes importantes propiedades de cuasiperspectividades.

2.2.8 Teorema. Si « es una cuasiperspectividad de m, entonces o estd completamente de-
terminado por &(a) y la imagen de un elemento que no esta en ().

Demostracién. Por demostrar que si § es una cuasiperspectividad de 7, tal que S(«a) = (5)
y X = XP para algin X ¢ $(a), entonces o = f3.

af~! fija a todos los elementos de J(a) y también a X, pues, si A e S(a), A=Ay Ae3(B3),
AP = A. Ahora

AP = AT = AP = A
xosTt _ xBBT _ x

luego S(af™1) es una configuracién cerrada que contiene propiamente a () (v S(8)) ya que
fija todos los elementos de () y un punto que no estd en I(a). Como aff~! es una cuasi-
perspectividad, entonces 3(a37!) es un conjunto de Baer y que ademds es maximal. Luego

Sap)=m =aft=1,=a=4 O

2.2.9 Definicién. Sea S un conjunto y I' = {o ¢ I' | 27 = z } el grupo de permutaciones
sobre §. Se dice que I' acttia semi-regularmente sobre S, siVz ¢ S, T'={1}.

2.2.10 Lema. Si « es una cuasiperspectividad de 7, entonces < a > actia semi-regularmente
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sobre los elementos de 7 que no estdn en (). Esto es < a >= {a' | t ¢ N} induce un grupo
de permutaciones semi-regular en los elementos no fijados por o y que no estan en («).

Demostracién.

<a>={a"] teN}

Demostraremos que si alguna potencia de «, digamos o, fija un elemento que no estd en (),
entonces of = 1. En efecto, sea

AeS(a)= A=A

— Aot — pO Q-

(t—1)_ veces

———
= (Ao a-a

Lo mismo sucede si £ £ (), esto es, £ ¢ F(af). Esto significa que S(a) € I(at). Como I(«)
es maximal (ya que « es una cuasiperspectividad y un configuracién cerrada) sigue que

SJa)y=r=a" =1
para todo elemento de 7 que no estd en I(a). O

2.2.11 Observacién. Si I' es grupo de permutaciones sobre S, entonces,
LT =Y flo)
ael

donde ¢ es igual al nimeros de 6rbitas de I' en §. Las 6rbitas de I' en S se denota como
orb(x) =z'={27 |yel}VaxesS.

Y f(«) es igual al nimeros de elementos de S que son fijados por «.

2.2.12 Teorema. Sea 7 un plano proyectivo. Si o # 1 es una colineacién de 7 que fija to-

dos los puntos de una recta ¢, entonces existe un unico punto V', tal que « fija todas las rectas

que pasan por V.(« no fija otro punto o recta).

Demostracién. Por demostrar que (o) es de Baer.
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Es inmediato que toda recta de m contiene un punto de (), luego hay que demostrar que
todo punto de 7 incide con una recta de I(«).

Supongamos que P* =P,V P 1/, ysea B ¢, tal que B no incide en /.
Caso 1) Si B® = B, tomamos A ¢ £, luego (AB)* = A*B* = ABe¢ (o) y B1 AB.

Caso 2) SiB*# B = P=B*BN{y P*= P yaque PI/{ Ahora

(PB)* = P*B* = PB* = PB

Luego PB ¢ () y B € PB. Luego («) es de Baer y como es una configuraciéon cerrada
(ya que « es una colineacién) ella es maximal. Como («) es de Baer, puede ocurrir que: i)
I(«r) sea un subplano de m o ii) («) contiene todos los puntos de una recta y un punto y

todas las rectas que inciden con ella.

Supongamos que ocurre i), esto es que I(a) es un subplano = (o) = 7 (ya que J(a) es
maximal) = « fija todos los puntos de m = o = 1, esto es una contradiccién. Por lo tanto ocu-
rre i) ($(«) contiene todos los puntos de una recta y un punto y todas las rectas que inciden

con ella. O

2.3. Perspectividades

2.3.1 Definicion. Sea 7 un plano proyectivo. Una colineacién « # 1 de 7 se dice una perspec-
tividad, si « fija todos los puntos de una recta ¢ y £ es la tinica recta con tal propiedad.

2.3.2 Definicién. Sea o una colineacion que fija todos los puntos de una recta ¢ y todas
las rectas que pasan por un punto V', entonces « es llamado una (V, ¢)-perspectividad o una
(V, 0)-colineacion central.

El punto V es llamado el centro de a y £ el eje de a.
2.3.3 Observacion. Si «a es una colineacion distinta a la identidad, entonces « no fija mas
puntos ni rectas. Dualmente, si « es una colineacién distinta de la identidad que fija a un punto

V' y todas las rectas que pasan a través de V', entonces existe una recta L, tal que « fija a la
recta L y todos los puntos de L, pero no fija mas puntos ni rectas.
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2.3.4 Observacion. V* =V (donde « es un (V, £)-perspectividad).

Si V incide en £ = V* =V ya que « fija a todos los puntos de ¢. Sélo basta ver si V* =V,
cuando V' es un punto que no incide en ¢. Para esto sea m; y mso dos rectas que pasan por V.
Como V incide en my = (my)* =my y V incide en my = (m2)® = my. Y como V = my - my,

V= (my -mg)*=m -m§=mqg -mg=V
2.3.5 Teorema.

a) Toda perspectividad es una cuasiperspectividad.

b) Si « es una cuasiperspectividad tal que () no es un subplano, entonces a es una pers-
pectividad.

Demostracion.
a) Sea a # 1 una perspectividad, entonces « fija todos los puntos de una recta ¢, entonces
por Teorema 2.2.12, existe un tnico punto V', tal que, « fija todas las rectas que inciden con

V', luego « es una (V) £)-perspectividad.

Luego V P ¢ ¢, P* = P,y V recta my, tal que my IV, (my)* = my. Por demostrar que

() es denso (I(«r) es ya una configuracion cerrada, ya que « es una colineacion).

Sea el punto M ¢ m# (M # V). Como M ¢ MV = my y my € S(a) (ya que V es el cen-
tro de «), entonces todo punto del plano 7 incide con una recta de &(a).

Sea la recta g e m (ly # ). Sea o Nl = Q ¢ I(a) (ya que @ 1 ¢). Luego toda recta de «
incide con un punto de I(a).

". $(a) es de Baer (Denso).
b) Si « es una cuasiperspectividad, entonces () es de Baer.

Como, por hipétesis I(a) no es un subplano, a # 1, y por Teorema 2.2.12, « fija todos
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los puntos de una recta, un punto y todas las rectas que inciden con ella, luego o es una pers-
pectividad. O

2.3.6 Ejercicio. Sea m un plano proyectivo.

Si I' = aut(m) y Iy es el conjunto de todas las (V, €)-perspectividades en I'. Probar que
I'(v,¢) es un subgrupo de I

Demostracién. Por definicion 'y, € I'. Sea 1 € 'y, por lo tanto I'yp) # ¢ .
Sean «a, 3 € I'(v), por demostrar que aff~! ¢ T'(yp).

Como f3 es una (V,{)-perspectividad, 37! también es una (V, £)-perspectividad, y como « es
una (V, £)-perspectividad, entonces af~" es una (V, £)-perspectividad. Por lo tanto af " € T'yy).

. T'(v,¢) es un subgrupo de I'. O
2.3.7 Ejercicio. Sea 7 un plano proyectivo.

Si a es una (V, {)-perspectividad de 7 y 3 es una colineacién cualquiera. Probar que 3~ 'af3
es una (V?, 0%)-perspectividad.

Demostracién. « es una (V, {)-perspectividad, entonces {* =Ly V* =V.

Ahora

(VB)BflaB _ (Vﬁﬁfl)aﬁ — B — (Voc)ﬁ — B

*. B~ ap fija al punto V7.
Ademas
(gﬁ)ﬁ”aﬁ _ (gﬁﬁfl)aﬁ — (B — (goc)ﬁ —yc
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- f7tap fija a la recta £.

Ahora
Vao e b= (20)® =z € 07,
entonces

— -1
(@)™ = @) = i = (a5)” = o,

ya que « fija a todos los puntos de /.

*. Lo fija a todos los puntos de ¢°

Sélo basta demostrar que 3~ 'a3 no fija a los puntos que no inciden en ¢? y sean distintos de V7.
Sea V # p # V?, tal que p no incide en £°.

Suponer que

—1g -1 -1
PP =pep’ =p" = (0

-« fija al punto p? (esto es una contradiccion, ya que « es una (V, £)-perspectividad.))
-, 713 fija solamente a la recta ¢? y todos sus puntos, y ademas fija al punto V5.
. B7raf es una (VP (9)-perspectividad. a

2.3.8 Definicién. Sea « una (V,{)-perspectividad. Si V incide en ¢, se dice que « es una
Elacion, si V no incide en ¢, se dice que « es una Homologia.

2.3.9 Lema. Sea 7 un plano proyectivo finito de orden n y sea « una perspectividad de 7
de orden k, entonces :

i) k/ny « es una elacion.
0

1) k/(n — 1) y « es una homologia.

Demostracién. « es una perspectividad de 7, entonces « es una (V, £)-perspectividad distinta
de la identidad.

Sea la recta m # £. Sean {Py, P, ..., P,11} los n+ 1 puntos de m.
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Caso (1) Supongamos que V- = mnN{ (esto es V I ¢), luego a es una elacién. Sin perder
generalidad, podemos suponer ademés que V = P,.

Como « es una perspectividad que fija a V, toda recta que pasa por V y todo punto de ¢

y no fija mas puntos y rectas, entonces por Lema 2.2.10, < « > actia semi-regularmente
sobre Q = {Py,..., P,}. Como

tl<a>|= 3 f@)

at e <a>

= fle!) + f(a®) + -+ f(o)

= 0 4+ 0 +---+ f(a)

por lo tanto,

0 Sia'#1

t-|<a>|= Z f(a") Q| Siai=l

al e <a>

Il
—N

luego t -k =n = k/n y « es una elacién.

Caso (2) Supongamos que P,1 = m N (esto es V no incide en ), luego a es una ho-
mologia. Sin perder generalidad, supongamos que V = P,,.

Como « es una perspectividad, « fija a V, toda recta que pasa por V y todo punto de ¢ y

no fija més puntos y rectas, entonces por Lema 2.2.10, < o > actia semi-regularmente sobre
Q={P,...,P,_1}. Como

tl<a>|= 3 f@)

= fla) + fa®) + -+ fla))
= 0 + 0 +- -+ f(a))

— f(a) =10 =n—1

por lo tanto

i 0 Siat#1
tlcazi= ¥ ) ={ |y Gal

al e <a>
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luego t-k=n—1=k/n—1y a es una homologia. O

2.3.10 Teorema. Sea 7 un plano proyectivo de orden n y my un subplano de 7 de orden

m, entonces m, es un subplano de Baer si y sélo si n = m?2.

2.3.11 Ejercicio. Sea 7 un plano proyectivo.

Sea 1 # « es una (A, {)-perspectividad y 1 # [ es una (B,{)-perspectividad con A # B.
Pruebe que 1 # af es una (C, {)-perspectividad, con C' # Ay C # B.

Demostraciéon. Consideremos las rectas my, ms # £, tal que A e my y B € mo. Sea x = my-msg,
ahora ®? es un punto que no pertenece a m; ni a mo.

Sea ms la recta que une los puntos z con 2%, y sea 2’ el punto de interseccién de ms con
la recta ¢. (Ver figura)

>
W

Por lo tanto,

22 = 2C = za’ = 2°°C = 22’ = Co/,

ahora, como AB es larecta que pasa atravésde Ay B,y ay fson (A, {), (B, {)-perspectividades
respectivamente, entonces

(AB)*¥ = ABy(2)*® = &/,

ya que x’ es un punto de £, entonces

0% = (AB N 22')*? = (AB)*® N (22/)°% = AB N 22" = ABN 1%/ = C,
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por lo tanto af fija al punto C, basta demostrar que af fija toda recta que pasa por C.

Consideremos el punto pg € £, tal que py # 2/, ahora

(Po : C)aﬁ = (Po)aﬁ 0P = po-C

ya que pg es un punto de £. Como af es la colineacién que fija al punto C' y todas las rectas
que pasan a través de C. Por lo tanto a5 es una (C, {)-perspectividad. O

2.3.12 Ejercicio. Sea I' < aut(w). Se define:

F%@::LJPM@
Act
HazzLJFm@
peT

Demuestre que 'z o) < T(p).
Demostracién.
i) Ty <T
i.1) 'y C T" por definicion.
i.2) L'y # ¢ yaque lel'y
i.3) Sean «, 3 € I'(y). Ahora a es una (pi, {)-perspectividad (py € 7) y § es una (ps, {)-perspecti-
vidad (py € 7), por Ejercicio 2.3.11, a8 es una (ps, {)-perspectividad, entonces a8 € I'y).
Ademds 571 es una (po, £)-perspectividad, entonces 371 € T'(p). Por lo tanto af~" € T'py.
ii) Por demostrar que 57 - T(r0) - 8 C Loy, Vpe L.

Seaye 7T - B

=y =p0"taf conaclyyV fely, luego a es una (A, ()-elacion
= ~ es una (A®, (°)-perspectividad, (por Ejercicio 2.3.7)

= v es una (A, {)-perspectividad, con A e {
= 7 es una (A, 0)-elacion.
S0 E P(M)' ]
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2.3.13 Ejercicio.

Sea 7 un plano proyectivo y I' < aut(r). Si I'(,) es no trivial para dos distintos puntos de
p de /.

i) Pruebe que I'¢y) es abeliano.

ii) Todos los elementos distintos de la identidad en I'(, tienen el mismo orden (infinito o
primo).

Demostracién.

i) Demostrar que I'( ) es abeliano.

Caso (1). Sean 1 # «a una (A,{)-elacion y 1 # [ una (B,{)-elacidn, con A # B, por de-
mostrar que a8 = Ba (& (Ba)™-af=1,ed. a7 187 -af =1)

Como 3 es una (B, {)-elacién, entonces S~! también lo es (lo mismo para a™!, es una (A4, ¢)-
elacion).

Ahora por Ejercicio 2.3.12
a5 = ol (5Map),
N—_——

~~

EF(Ave) 15 F(A,Z)

por otro lado

a 'flaf= (a7 a) B
—_——

el'(Be e LB,

= a‘lﬁ_laﬁ 5 P(A,g) N F(Bj) = {1}

= a7 laB =1

= aff = Pa.

Caso (2). Sean «y, ay dos (A, ()-elaciones, por demostrar que oy = .

Sea [ una (B, {)-elacion con B # A, entonces por el Caso (1), ayff = fag y aeff = Pa.

Ahora oy es una elacién con centro # A (por Ejercicio 2.3.12), luego a1 conmuta con
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ag, esto es, (a18)as = az(ag ).

Como a1 = fay,

= (a1f)az = (Bar)az = Barae)

= Bloaz) = (azon)f

= ajag = apoy

.. Del Caso (1) y del Caso (2), se tiene que I'¢y) es abeliano.

ii) Demostrar que todos los elementos distintos de la identidad en I'(s ), tienen el mismo orden
(infinito o primo).

ii.1) Caso infinito.

Sea G un grupo finito y abeliano, entonces existe un ntimero primo p, tal que p/|G|, por lo
tanto existe a € G, tal que a? = Id.

Como I'(sy es abeliano y finito, entonces también existe un nimero primo, digamos p, tal
que p/|Ie|, entonces existe v € '), tal que v* = 1, y donde 7 es una (C, £)-elacién.

Sea d € (g4, tal que § es una (D, ¢)-elacién, con D # C. Por demostrar que §” = 1.

En efecto, como ',y es abeliano, entonces v0 = 0+, luego se cumple (yJ)? = FPoP = 6P y
asi 0P es una (D, {)-elacion, es decir 6” € I'(p 4.

Por otro lado, 76 es una (E,{)-elacién, con E # D, entonces (yd)? también es una (FE,/)-
elacion, luego 67 € I'(p oy Mgy = {1}, con (D # E), entonces §” = 1. Por lo tanto, toda elaciéon
de I'(y¢) con centro distinto de C', tiene orden p.

Falta probar que toda elacién distinta de v con centro C', también tiene orden p.

Sea 0 € I'(¢¢), entonces 6 es una (C, ¢)-elacion con (6 # ), por demostrar que 6 = 1.

Sea 0 una (D, ()-elacién, con D # C, entonces ¢” = 1, y como 'y es abeliano, se cumple
que 00 = 6. También se cumple que (69)? = 6P6? = 67 es una (C,¢)-elaciéon. Por otro lado
0 es una (E, ()-elacién, luego 6P es una (E, £)-elaciéon. Entonces 607 € ') N (g = {1}, con

(C # E), entonces 67 = 1. O

2.3.14 Ejercicio. Sea m un plano proyectivo finito de orden n y sea I' < aut(r).
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Si [I'(a,e| > 1 para un minimo de dos A sobre ¢, entonces I'(4 ) es un p-grupo abeliano de
orden p, donde p es un nimero primo divisor de n.

Demostraciéon. Por Ejercicio 2.3.13, I' ) es un grupo abeliano de orden p. Como I'(4 ) <
['(s,¢) para todo AL/, entonces I'(4 ») también es abeliano.

Ahora, |I'a,0|/|T 0] con |T'ge| = p. Como I'(a e # {1}, yaque [I'(a,0| > 1, entonces |I'ap| = p
(ya que p es primo), luego I'(4 s es un p-grupo abeliano de orden p.

Falta probar que p/n. En efecto, sea

(O F(g,g) = U(A, 6)
Ale

Entonces « es una (A, £)-elacién de orden p, y por resultado anterior, p/n. O

2.3.15 Ejercicio. Sea un plano proyectivo de orden n y sea I' < aut(7), entonces para cualquier
recta ¢ de 7, |T(r,|/n?

Demostracién. Sea A = 7, un plano proyectivo sin la recta ¢, la cual contiene n? + n
rectas y n? puntos en A (plano afin). Luego

t-[Tugl= > #{perp*=p}
[e R F(e,g)
este resultado es 0 si a # 1 y n? si a = 1.
Por lo tanto ¢ - [I'g¢| = n?, entonces || /n? O

2.3.16 Ejercicio. El producto de 2 elaciones con un mismo eje ¢ y #s centros Vi y Vs, es
también una elacién con eje ¢ y centro Vi £ Vi, V5.

Demostracién. Sea « una (Vi,{)-elacion y 5 una (Va, £)-elacion.

Sea x € {, entonces
P =P =z,

Luego af fija todo punto de ¢ (y (% = ()
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= 3! V5 fijado por af (es decir (V3)** = V3), tal que afB es una (Va,{)-perspectividad, por
Ejercicio 2.3.11.

Por demostrar que af es en realidad una (Vj3)-elacion, basta probar que a3 no fija puntos
fuera de la recta /.

Supongamos que p*® = p con p no incidente en ¢ = (p)ﬁ1 = p® donde B! es una (V5, £)-
elacion

S Vi=pptnly Va=p(p)® N
Como
= ==
es una contradiccion, por lo tanto af no fija puntos fuera de la recta £.

Falta probar que V3 # Vi, V5, es inmediato por Ejercicio 2.3.11. O

2.4. Transitividad

2.4.1 Definicién. Sea 7 un plano proyectivo. Se dice que 7 es una (V, {)-transitividad, si para
cada par de punto Ay B, con VA=V B, A# B, y ademés distintos de V', A, B no incidentes
en /¢, existe una (V, £)-perspectividad « tal que A* = B.

2.4.2 Definicién. Si un plano proyectivo 7 es (z,{)-transitivo para todo punto = sobre una
recta m, entonces 7 es llamado (m, £)-transitivo.

Si ¢ es una recta cualquiera de m, tal que w es (¢, ¢)-transitivo, entonces ¢ es llamado recta
de translacion de 7.
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Si ¢ es una recta de translacién de m, el plano proyectivo 7 es llamado un plano de translacion
con relacion a la recta £.

2.4.3 Teorema. Si un plano proyectivo 7 es (A, {)-transitivo y (B, {)-transitivo para A, B
puntos # s sobre £, entonces ¢ es una recta de translacién de 7.

Demostracién. Por demostrar que V ¢ € ¢, 7 es (¢, {)-transitivo.
Escojamos z,y # s, tal que = # ¢ # y con cx = yc¢, y ademas z,y ¢ /.
Por demostrar que existe una (¢, £)-elacidn v, tal que z7 = y.

Sea z no incidente en ¢ tal que z = tANyB. Como 7 es (A, {)-transitivo, existe una (A, ()-
elacion «, tal que z¢ = z.

Como 7 es (B, {)-transitivo, existe una (B, £)-elacién 3, tal que 2° =y

Luego af lleva x en y.

Ahora como « es una (A, £)-elacidn y £ es una (B, {)-elacion, entonces a3 es una (V, £)-elacion
(conV£AyV #B).

Por demostrar V' = c.

Ahora (Vz)*® = Vx (ya que V es el centro de af3)

veVr=a"e (Va)” = 2% ¢ V.
Luego y € Vx, entonces V e xy, como V ¢ £, entonces V € xy N ¢, y como ¢ € xy N L, se tiene
que V = c¢. Por lo tanto ¢ es una recta de translacion. O

2.4.4 Ejercicio. Si un plano proyectivo 7 es (A, {)-transitivo y (B, {)-transitivo para A # B.
Probar que 7 es (AB, {)-transitivo.

Demostracién. Si Ae {y B e {, entonces por Teorema 2.4.3, m es (AB, {)-transitivo.

Suponer que A, B no inciden en ¢. Por demostrar que V ¢ ¢ AB, 7 es (¢, {)-transitivo.
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Escojamos z,y #s tal que x # ¢ # y, con ¢z = yc. Por demostrar que existe una (c,¢)-
perspectividad v, tal que 7 = y.

Sea z no incidente en /¢ tal que z = rANyB. Como 7 es (A, {)-transitivo, existe una (A, {)-

perspectividad o, tal que x® = z, y como 7 es (B, {)-transitivo, existe una (B, {)-perspectividad
B, tal que 2° =y.

%P = 8 =1.

Luego af lleva x en y. Ahora, como « es una (A, £)-perspectividad y B es una (B, £)-perspectividad,
entonces af es una (V, £)-perspectividad (con V- # Ay V # B). S6lo basta demostrar que V' = ¢.

(V) =V,

ya que V es el centro de af3,

reVe=a*%e Ve,
luego y € Vi, entonces V ¢ zy, como V € £, entonces V € xy N ¢, y como ¢ € xy N L, se tiene que
V=c
c.mes (AB, 0)-transitivo. O
2.4.5 Ejercicio. Sea ¢ una recta de translacién sobre un plano proyectivo m y « € aut(mw).
Pruebe que ¢ es también una recta de translacién de .
Demostracion. Para todo punto V' € £, entonces V* £ £¢, y como £ es una recta de translacion,
existe una (V, £)-perspectividad 3, y como « es una colineacién cualquiera, entonces a~ !B« es
una (Ve 0*)-perspectividad (por Ejercicio 2.3.7).
Sea x ¢ VV® tal que z # V% y como a 'fa es una (V* (%)-perspectividad, entonces
Ve £ (2)* ' ¢ VV® Por lo tanto m es (V,(*)-transitivo. Y como es para todo V, en-

tonces /% es una recta de traslacion. |

2.4.6 Teorema. Si ¢ y m son rectas de translacién de un plano proyectivo 7, entonces ca-
da recta que pasa por £ - m es también una recta de translacion.

Demostracién. Sea o € I'(y¢) = aut(m)
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m 1
Q
e
n

Sea () un punto de ¢, tal que @ € n # {. Si existe « tal que m® = n, con a € I' = aut(w), m es
recta de translacion.

= m® también lo es,
.. m es una recta de translacién.

Luego hay que probar que 7 es I'(y¢-transitivo en las rectas #s de £ que pasan por () = /£ - m.

Sean h, k dos rectas distintas de ¢, tal que h # k, y sea ademas ) # A € {. Escojamos H € h'y
K ek, tal que A, H, K sean colineales.

Como A e /¢, entonces existe una (A, {)-elacion o (ya que ¢ es recta de translacién), tal que
es transitivo en los puntos H, K, esto es H* = K.

Ahora h = QH, luego

he = Q°H* = QK =k

(Q*=QyaqueQel).
hY*=k O
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2.4.7 Teorema. Si 7 tiene 3 rectas de translaciéon no concurrentes, entonces cada recta de
7 es una recta de translacién y w es llamado plano de Moufang.

Demostracion.

oN—

Basta probar que 7 es transitivo para cualquier par de rectas que son concurrentes.

Sean (1, s y {3 rectas de translacién (no concurrentes las 3 rectas), m y n son rectas de transla-
cién (por Teorema 2.4.6). Sea ¢ = m - n y c incidente en h y k, por Definicién 2.4.1, existe
a € aut(r), tal que h® = k, luego esto prueba que 7 es transitivo en cualquier par de rectas
concurrentes.

Por lo tanto, sea t una recta de m, luego t es concurrente con ¢, entonces existe «, tal que

t = (61)* = €9 (¢9 recta de translacién). Es claro que t es concurrente con ¢y y también con /3.
Por lo tanto t es recta de translacion. O
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Capitulo 3

Configuracion de Desargues

3.1. Configuracién de Desargues

Consideremos ahora las consecuencias configuracionales de la existencia de perspectividades en
un plano proyectivo 7. Si « es una (V, £)-perspectividad de m, entonces a estd completamente
determinada por la imagen de un unico elemento no fijo.

Supongamos que esta dado (p;)* para algin punto fijo p;, entonces la imagen de p, para algin
punto no fijo po no incidente en p; V', puede ser construido tal como sigue.

Sea p1pa N ¥ = x, entonces desde

p2 = VpaNapy,py = (Vpa)® N (ap1)® = Vpe Na(pr)”

(Nétese que (Vpa)* = Vs yva que « fija todas las rectas que pasan por V).

Ahora, sea p3 un punto no incidente en Vp; o Vps, entonces podemos construir (p3)® (por
la construccién anterior), con cualquiera de los 2 puntos p; o py. Luego se desprende que, (p3)®
es Unico, cualquier opcién nos dara el mismo punto, asi que ciertas incidencias son forjadas
sobre 7. Sea pop3 N € =1y y p3p1 N = z, entonces

(p3)* = Vps N z(p1)® = Vps Ny(p2)”.

Algun subconjunto de puntos y rectas de w es llamada una configuracion y la configuracion
formada por 10 puntos V,x,y, 2, p1, p2, p3, P, 05, ps ¥ 10 rectas £, VpipS, Vpaps, Vpsps, wpips,
PSP, YpaDs, Yps DS, 2psp1, 2ps Py es llamada la Configuracion de Desargues. Claramente
algin plano el cual admite una perspectividad tiene muchas configuraciones de Desargues. Sin
embargo, ante de discutir alguna consecuencia de esta configuracién, daremos una definicién
mas formal.

Sea A; con (i = 1,2) un tridngulo con vértices A;, B;, C; y los lados opuestos a;, b;, ¢;. Si hay un
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punto V tal que VA; = VA, VB, =V By y VC; = V5, entonces los triangulos Ay, Ay han
sido visto de la perspectividad de V. Siendo la perspectividad de una recta ¢ definida dualmente.

3.1.1 Teorema. Sea 7 un plano proyectivo. Si a es una (V, ¢)-perspectividad y A es un tridngulo
que no tiene lados y vértices fijos por «, entonces los tridngulos A, A%* son ambas perspectividad
de V' y £. (o estén en perspectividad de V' y ¢).

Notacion. Sea A, un triangulo determinado por A, B, C, entonces A® es un triangulo deter-
minado por A%, B¢, C?.

Ahora podemos dar una definicién formal de la Configuracion de Desargues. Sea A;(i = 1,2)
algunos de los triangulos con vértices A;, B;,C; y los lados opuestos ay, b;, ¢;, tal que ellos
estdan en perspectiva desde un punto V y una recta ¢. Entonces la configuracién formada
por los 10 puntos V, Ay, As, By, By, C1, Cy, Layas, £biby, Lcico v las 10 rectas £, ay, as, by, ba, 1, co,
VA1 Ay, V BBy, VCCy, es llamada la Configuracion de Desargues (Ver Fig.). En la si-
tuacion especial donde V' ¢ £, la configuracién es a menudo la referencia con la menor o mas
pequena Cofiguracion de Desargues.

1’4

3.1.2 Teorema. Todo plano proyectivo m, contiene un par de triangulos, los cuales son pers-
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pectivos desde un punto y una recta.
Demostraciéon. Sea 7 un plano finito de orden n. Asumiremos que n > 5.

Sea ¢ una recta de m y sea V un punto de 7‘. Sean {1, {5, {5 3 rectas distintas que pasan por V,
y sea A, B algunos puntos distintos incidentes en ¢, tal que A y B no estan sobre ninguna de
las 3 rectas £y, (5, {3, esta opcién es posible desde n > 5.

Construiremos una aplicacién desde los puntos de ;N\ {V, ¢¢1} a los puntos de {\{ A, B, ({1, 0l3}.

Elegimos un punto z ¢ {1\ {V, ¢¢1}. Unimos A con z y obtenemos x5 = Ax N ¢5. Ahora unimos
B con x5 v se obtiene x3 = BxsN/{3. Finalmente se une x con x3 y definimos a por z® = xx3N¥.

Claramente z,x® son tnicos, también es mostrado que para algin x ¢ (1\{V, (1}, el punto
x® e IN{A, B, 00y, 003}, El nimero de opciones para elegir el punto = es n — 1, mientras las
posibilidades para ¢ es a lo mas n — 3. Asi se da la existencia de 2 puntos distintos y, z ¢ ¢4,
tal que y* = 2.

Para dos puntos cualesquiera P,Q ¢ (1\{V,¢l1}, los tridngulos PP, P, QQ2Q)3, estan desde
la perspectiva de V. También PP, N QQs = Acly P,P3 N Q2Q3 = B ¢ (. Asi los triangulos
estan en perspectiva de /£, si 'y sélo si PP3; N QQ3 € £. Pero

PPy = PyQQsN ¢ = Q°.

Asi que los triangulos PP, P3, QQ2(Q)3 estan en perspectividad de £ si y sélo si P* = Q. Asi los
tridngulos yyoy3 v 22223 estan en perspectividad de ambos V' y /. O

3.1.3 Teorema (Baer). Un plano proyectivo 7 es (V,{)-transitivo si y sélo si w es (V,()-
desarguesiano.

Demostracién. Suponer que 7 es (V, {)-transitivo. Entonces por el Teorema 3.1.1, implica
que 7 es (V, {)-desarguesiano.

Suponer que 7 es (V, f)-desarguesiano. Si dos puntos cualquiera A, A; distintos, tal que A #
V # A, VA=VA; con A, A no incidentes en ¢, entonces construiremos una (V, £)-perspecti—
vidad ~ tal que AY = A;.

Definiremos o = g4, en los puntos de (m\ AA;) | J{V} por:

(i) Sizel, z*=ux;

(i1) Ve=V;
(17i) Si Bnoestd en £ 0 AA;,seaY =(NAB, By =Y A; N VB y se define B; = B°.
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(Notar que, lo que estamos haciendo es definir «, tal que, si la colineacién ~y existe, enton-
ces v y «a actian idénticamente en los puntos de (m\ AA4;) J{V}.

Para cada punto B de 7\ AA;, con B # V y no incidente en la recta ¢, entonces podemos
definir § = app,, donde B; = B* en un similar caso. Ahora nosotros mostraremos que, para
cada punto C' no incidentes en las rectas ¢, AA,, BB;, C* = C”.

Si C estd en AB, entonces claramente C® = C”. (esto se debe a que Y B; = Y A; tal que

C*=YANVC=CP.
Notar que esto es usado del hecho que B; = B?%).

Suponer que C' no estd en AB. Sea C, = C*, p= ABN{,q = BCN{yr = CANL. Los tridngulos
ABC, A1 B,C} estan en perspectiva de V. Mds aun, por la definicién de a, ABN A1By =py
CANC1A; =7r. Asipy restdn en { y 7 es (V,{)-desarguesiano, BC' N B;C4, también debe
estar en . Pero BC'N{ = ¢, por lo tanto ¢, By, C; son colineales y C; = C”.

Nosotros podemos definir v en los puntos de m por medio de A, A; y cualquier otros par de
puntos B, B, donde B no estd en VA ni en ¢. Con el fin de ampliar v como una colineacién de
7, hay que definir esta accién en las rectas.

Dada cualquier recta m distinta de ¢ y AA;, elegimos cualquier punto 7' ¢ m, tal que T no
incide en ¢ ni en AA;, y definimos m” como la recta que une los puntos ¢m con T"”. Si nosotros
definimos

[Y = E'y(AAl)ﬁ/ = (AAl),

entonces para demostrar que 7 sea una colineacion es mostrar que m” es independiente de la
eleccién de T'. Para mostrar esto, simplemente tenemos que mostrar que S” esté sobre m”, para
cualquier S € m, es decir, si S es cualquier otro punto de m, debemos mostrar que ¢m, S, T" son
colineales. Pero los dos triangulos AST, A1 S7T7 estan en perspectiva de V', y tanto AS N A 57
como AT N AT estan en (. Asi, desde que 7 es (V, £)-desarguesiano. SYT7Y N ST estd en £. De
ahi v es una colineacién y el teorema queda demostrado. O

Las perspectivas colineaciones de esta seccion, son llamados a veces colineaciones centrales.
Si tenemos el deseo de especificar el centro C' y el eje L, tendremos una (C, L)-colineacion.
Claramente todas las colineaciones con centro C'y eje L forman un grupo.

Consideremos el grupo G = G(C, L) de la (C, L)-colineacién. Si P # C' y P no es inciden-
te en L, entonces para cualquier a € G, C, P y P“ son colineales. Si para cualquier ) ¢ C P, con
Q@ # C,y @ no incidente en L, hay un a € G tal que P* = @), decimos que 7 es (C, L)-transitivo.
Equivalentemente, la afirmacién de que 7 es (C, L)-transitivo, significa que para una recta M
que pasa a través de C, M # L, la (C, L)-colineacion permuta transitivamente con los puntos
de M, excepto para C'y la interseccién de M con L. Esto es vélido para toda recta M # L que
pasa a través de C. Toda elacién con eje L, forma un grupo G(L). Nosotros llamaremos a este
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grupo G(L) el grupo de traslacién con eje L.

3.1.4 Teorema. Si para dos centros diferentes C; y Cy en un eje L, los grupos de elacién
G(Cy, L) y G(Cy, L) son diferentes de la identidad, entonces todo el grupo de traslacién G(L)
es abeliano. También para cada elemento # 1 de G(L) es (1) de orden infinito o (2) de orden
primo p.

Demostracién. Suponemos que 1 # «a; ¢ G(C1,L) y 1 # ay ¢ G(Cy, L). Sea P cualquier
punto que no incide en L. entonces tendremos las siguientes rectas:

Ll;ClPPal LQICQPPOQ
(Ll)QQ . C1Pa2pa1a2 (Lg)al . C2Pa1Pa2a1

Pero

Cy, P (P)*2 = paioz
son colineales, y

Ch, P?, (P*?)" = pa2a

también son colineales. La interseccion de las distintas rectas Co P y Cy P*? es P12 y también
P> Por lo tanto ajay = asay. Por lo tanto un elemento a; G(C1, L) permuta con cualquier
elemento s de cualquier G(Cy, L), con Cy # C4. Suponer que 5 # 1 es otro elemento de
G(C4, L). Entonces fiay es una elacién con centro C3 # C4,Cy. Por lo tanto o permuta con
Bras, v desde que a; permuta con s, también permuta con ;. Por lo tanto, a; # 1 de
G(C, L) permuta con cualquier elemento de G(L), y asi G(L) es abeliano. Existen ejemplos en
el cual G(C4, L) no tiene por que ser abeliano si todos los demés grupos G(C;, L) = 1, con C; ¢ L.

Si cada elemento de G(L) es de orden infinito, entonces tenemos (1). Si G(L) contiene elementos
de orden finito, entonces hay un elemento de orden primo, en otras palabras, si a; ¢ G(C1, L),

(Oél)p =1.

Ahora con 1 # ag ¢ G(Cy, L), Cy # C4, tendremos o = ag € G(Cs, L), C3 # Cy,Cy. Por lo
tanto

()P = (ag)’ = (a3)”

es un elemento en comun de G(Cy, L) y G(C3, L), por lo tanto el elemento en comun es la identi-
dad. Asi (ag)? = 1. Similarmente, para (as)? = 1, sigue (51)? = 1 para cualquier §; ¢ G(Cy, L).
Por lo tanto cualquier elemento de G(L), excepto la identidad es de orden p. O
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Capitulo 4

Construccion del Plano de Hughes

4.1. Incidencia de Matrices en un Plano Proyectivo finito

Sea m un plano proyectivo de orden n. Sea Py, Ps,..., P, v Iy, ls,..., [, los puntos y rectas
respectivamente del plano proyectivo 7. Por el Teorema 1.1.9 del Capitulo 1, existe un niimero
entero n > 2, tal que 7 contiene exactamente n? + n + 1 puntos y rectas. Por lo tanto

v=b=n’4+n+1

Una matriz de incidencia A de 7, es una matriz cuadrada v X b compuesta de ceros y unos
solamente, tal que

CLZ'jzl S’LR €lj,
aij:O S’LPZ ﬁl lj.

El ejemplo que se muestra a continuacién, es una de las matrices incidente de 7, Esta matriz
incidente corresponde a la del Plano de Fano, el cual contiene exactamente 7 puntos y 7 rectas.

1000101
1100010
0110001
A=11011000
01 01100
0010110
00010171
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Notamos que la matriz de incidencia esta inicamente determinada por el plano. Los elementos
de la matriz dependen unicamente de las incidencias de los puntos en las rectas.

Sabemos, por el teorema Teorema 1.1.9, que un plano proyectivo de orden n tiene exacta-
mente N = n? + n + 1 puntos y rectas. Por lo tanto, las matrices incidentes de un plano
proyectivo de orden 2 son matrices cuadrada 7 x 7. Las matrices incidentes de un plano pro-
yectivo de orden 3, son matrices cuadradas 13 x 13, de un plano proyectivo de orden 4, son
matrices cuadradas 21 x 21, y asi sucesivamente. Es decir, las matrices incidentes de un plano
proyectivo de orden n, son matrices cuadradas N x N, con N = n? +n + 1.

A continuacion se presenta un importante teorema sobre las matrices incidente dentro de un
plano proyectivo finito de orden n.

4.1.1 Teorema. Sea A una matriz incidente de un plano proyectivo finito de orden n. En-
tonces AA* = n - Iy + Sy, donde Iy es la matriz identidad N x IV, y Sy es la matriz cuadrada
N x N, cuyos elementos son todos unos.

Demostracién. Sea AA" = (b;;).

Consideremos primero los términos de la diagonal b; con i = 1,..., N, esto es el producto
escalar de fila i_ésima de A consigo misma, que es igual a la suma de todos los unos de la fila
i_ésima de A. Por el Teorema 1.1.9, cada punto incide en exactamente n + 1 rectas, por lo
tanto, cada fila de la matriz A, contiene n + 1 elementos uno. Asi, cada elemento de la diagonal
bij=n+1,coni=1,...N

Similarmente, los elementos b;; con ¢ # j, es el producto escalar de la fila i_ésima de A con
la fila j_ésima de A. Por el Teorema 1.1.9, dos rectas distintas intersectan en un tnico punto,
por lo tanto, la multiplicacién escalar de la fila i_ésima con la fila j_ésima de A es uno. Asi,
bi; = 1 con i # j. La multiplicacién de la matriz AA*, da como resultado la siguiente matriz
N x N,con N =n?+n+1.

n+1 1 1
1 n+1 1 -+ v ... 1
. 1 .
AA! =
: : . . 1
1 1 B Y ey |

donde I es la matriz identidad N x N y S es la matriz N x N cuyos elementos son todos
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unos.

Por lo tanto

1 0 0 1 1 n+1 1 1
. 0 1 Lo i o : _ 1 n+1 . : . I+S
0 0 1 1 1 1 1 n+1
Y asi, AA' =n -1+ S,y nuestro teorema queda demostrado. O

4.1.2 Teorema. Sea A una matriz incidente de un plano proyectivo finito de orden n. En-
tonces det(AAY) = (n +1)% - n**+7,

Demostracion. Del Teorema 4.1.1 consideramos la matriz cuadrada N x N, con N =
2
n“+n+1

n+l 1 e e 1
1 n+1 . 1

AA" = : SRR —n-I+8
: . . 1
1 N |

Asi, la determinate de la matriz es:

n+l 1 e o1
1 n+1 "-. 1

det(AA") = : e e =det(n-I+9)
: . . 1
1 B e |

Restando la primera fila con las filas restantes, es decir, con operaciones filas (Fy — Fy, F3 — F},
..., Fy — F), nos da como resultado el siguiente determinante

43



n+1 1 1
-n n 0 0
-n 0 n

: 0
-n 0 0 n

Ahora, sumamos la primera columna con todas las columnas restantes, es decir, con opera-
ciones columnas (C; + Cq, C1 +Cs, ..., C1 + Cy), observamos que el elemento a;; = n+ 1 se le
suman N — 1 elementos unos. Por lo tanto, reemplazando N = n? +n + 1 procedemos a sumar

n+)+(N-1)=m+1)+n*+n+1-1)

=n+1+n*+n
=n*+2n+1
= (n+1)3
asi, el resultado del determinante es
(n+1)2 1 -+ - 1
. 0 n 0 0
det(AA") = 0 n

: 0
0 0 0 n

n 0 0
0 n

) 0
0 0 n
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N-1

Claramente el determinante es nV~!, reemplazando N por N = n? + n + 1, nos da como

resultado

Por lo tanto, el determinante de la matriz AA* = ayy - n™ " = (n+ 1) - p+7.
O

4.1.3 Corolario. Si A es una matriz incidente de un plano proyectivo finito de orden n, enton-
ces A es una matriz invertible.

Una colineaciéon « de un plano proyectivo finito 7, es una permutacién de los puntos y tam-
bién una permutacién de las rectas. Como consecuencia inmediata de los teoremas de incidencia
de matrices, podremos representar matrices de permutacién de orden N x N, con N = n?>4+n+1.

Para esto, comenzamos con la siguiente definicion.

4.1.4 Definicién. Una matriz cuadrada A, es llamada matriz de permutacién, si y solo si,
los elementos de la matriz son solamente unos y ceros, ademés cada fila de A y cada columna
de A contiene exactamente un tnico elemento uno.

4.1.5 Lema. Si A es una matriz de permutacion, entonces AA" = I = A'A.

Demostraciéon. La multiplicacion escalar de la fila i_ésima de A consigo misma es 1 al igual
que la multiplicacién escalar de la columna i_ésima de A consigo misma, ya que cada fila y cada
columna contiene un unico elemento 1. Por lo tanto, los elementos de la diagonal de la matriz
AA? son todos unos al igual que la diagonal de la matriz A’ A. Todos los elementos que no estan
en la diagonal para ambas matrices AA?, A*A son todos ceros, y asi AA" =1 = A'A. O

4.1.6 Lema. Si A es una matriz incidente de un plano proyectivo finito = de orden n, en-

tonces cualquier colineacién puede ser representada por un par de matrices de permutaciones
Py @, tal que PA = AQ.

Demostraciéon. Sea a una colineacion de 7. Denotaremos los puntos de m como P, ..., Py y
las rectas de m como [y, ... Iy, con N =n?>+n+ 1.
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Una matriz de incidencia A = (a;;) de 7, es una matriz cuadrada N x N compuesta de ce-
ros y unos solamente, tal que

aijzl SZPZ Elj, i,jzl,...,

N
CLUZO SZPZ¢ZJ Z,]:]_,,N

Definiremos dos matrices Py @) de N x N como

P:(plj) 17]:1>>N
Q:(q2j> iv.jzlu"'7N7

tal que
pij =1 si PY = f)j,

(2

Qij =1 St l? = lj,
y los otros, p;; = 0, ¢;; = 0.
Puesto que a es una permutacién de los puntos y en las rectas de mw, ambas matrices P y

() son claramente matrices de permutaciones de 7.

Los elementos (i, k) de la matriz PA, coni =k =1,..., N es igual a
N
sz'j " Ajk = Aok
j=1

donde x esta tnicamente determinado por p;, = 1, es decir,  estd Unicamente determinado
por P* = P,.

Similarmente los elementos (i, k) de la matriz AQ, con i =k =1,..., N es igual a

N
E Aij - Gjk = Qiy
j=1

46



donde y estd tinicamente determinado por l;“ = li. S6lo basta demostrar que a, = a;y.

a. =1 P, el
& (P e ()
& Peld,
& ay =1

Asi azi, = ajy, y el lema es demostrado. O

4.2. Colineaciones de Grupos

4.2.1 Teorema. (Parker). Las permutaciones P de puntos y () de rectas en una colineacién,
son similares como permutaciones.

4.2.2 Corolario. (Baer). Una colineacién de un plano proyectivo 7 fija el mismo nimero
de puntos y rectas.

Demostracién. Sea 7 un plano proyectivo finito y sea A la matriz de incidencia de m. A
continuacién, por Lema 4.1.6, cualquier colineaciéon a puede representar dos matrices de per-
mutacién P de puntos y () de rectas, con PA = AQ. Si P = (p;;), entonces p;; = 1 si y sélo si
P~ = P;. Si P* = P, entonces p;; = 1 y el numero de puntos fijos de « es la traza de la matriz
P. Similarmente, el nimero de rectas fijas por « es la traza de la matriz Q.

Puesto que PA = AQ y por el Corolario 4.1.3, la matriz A es invertible, tenemos que
P = AQA~!'. Asi, la traza de la matriz P es igual a la traza de la matriz . Por lo tanto,
cualquier colineacién « de un plano proyectivo finito, fija el mismo ntimero de puntos y rectas.
O

4.2.3 Teorema. (Parker). Un grupo de colineaciones G de 7 tiene el mismo nimero de com-
ponentes transitivos, al igual que un grupo de permutacién en los puntos y también en las rectas.

Demostracién. Sea G de orden g, entonces por la ecuacién Q = A~'PA del Corolario 4.2.2,

tenemos que G es representada como un grupo de permutacion G; en puntos y Gy en rectas, y
estas representaciones son equivalentes. Sea x1, T son los respectivos elementos:
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D m(x) =) wa(x). (4.1)

rze G reG

Sea,

Z r1(x) = kg, Z 1o(x) = kag, (4.2)

reG reG

donde k; es el nimero de componentes transitivos de Gy, v ks es el nimero de componentes
transitivos de G5. Por lo tanto k; = ks, la afirmacion del teorema. O

A pesar del teorema anterior, cada permutacion individual de G es similar como una per-
mutacion al correspondiente elemento de GGy, no es en general cierto que GGy y G5 son similares
como grupos de permutacién. Por ejemplo, en un plano Desarguesiano, el grupo de todas las
colineaciones fijan a un punto Py que no esta contenido en la recta que es fijada por todas estas
colineaciones.

4.2.4 Teorema. Un plano Desarguesiano m de orden n = p” tiene un grupo de colineacio-
nes de orden r(n? 4+ n + 1)(n? + n)n?(n — 1)%

Demostraciéon. Comenzaremos por ordenar un cuadrildtero en 7. Por Teorema 1.1.9 7
contiene exactamente n? + n + 1 puntos y rectas.

Elijamos un punto P, en 7 como cualquiera de los n? +n + 1 puntos de 7 y P5 en 7 como
cualquiera de lo n? +n puntos restantes. La recta que une P, con P, contiene exactamente n + 1

puntos, incluyendo P; y P,. Escojamos un punto P; en 7, primero que todo, P3 no puede incidir
en la recta P; P, entonces P; puede ser elegido como cualquiera de los

n+n+1—(n+1)=n’

puntos.

Para formar un cuadrilatero, necesitamos un punto P, de 7, tal que P, no puede incidir en
las rectas PPy, PLP3 v Py Ps.

Las tres rectas PP, P, P3 y P, P3 contienen exactamente n + 1 puntos cada una, por lo tanto,

el nimero de puntos que existen en las tres rectas es 3+ (n+ 1) — 3 = 3n, ya que los tres puntos
estan contabilizados dos veces. Por lo tanto P, puede ser elegido como cualquiera de los

n4+n+1-3-n=n>-2-n+1=(n-1)>
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puntos.

Puesto que, el nimero para elegir P, es n? + n + 1, el punto P, es n? + n, el punto P es
n?y el punto P4 es (n — 1), el niimero de poder formar un cuadrildtero en un plano proyectivo
finito de orden n es de

(n*+n+1)-(n*+n)-(n?) - (n—1)>

formas.

Después de saber el nimero de ordenamiento de un cuadrildtero en un plano proyectivo fi-
nito de orden n, damos la existencia del grupo de colineacion G de 7. El subgrupo de G fija
el cuadrildtero Py, P, P, Py, tal que, es el grupo de los automorfismos del cuerpo GF(p") de
orden r. O

4.2.5 Teorema. (Singer). Un plano Desarguesiano 7 de orden n tiene una colineaciéon « de
orden N = n? +n + 1 el cual es ciclico en los puntos y también en las rectas.

4.2.6 Teorema. (Gleason). Si para cada par P, L, con P un punto incidente en la recta
L de un plano finito 7, el grupo de elacién G(P, L) es no trivial, entonces 7w es Desarguesiano.

Demostracién. Por el Teorema 3.1.4 si dos grupos de elaciones no triviales (distintos de la
identidad) G(Py, L) y G(Py, L) con P, y P, dos puntos diferentes en la recta L, entonces todas
las elaciones con eje L forman un grupo abeliano, en el cual cada elemento distinto de 1, son de
algun orden primo p. Por la dualidad de este teorema, si G(P, L1) y G(P, Ls) son no triviales,
con Ly y Lo rectas diferentes que intersectan en el punto P, entonces todas las elaciones con
centro P forman un grupo abeliano cuyos elementos distintos de 1 son de algtin orden primo p.
Por lo tanto, bajo la hipdtesis que presentamos en el teorema, cada grupo de elaciéon G(P, L) es
elementalmente abeliano de orden p o potencia de p. O

4.2.7 Lema. Supongamos que H es un grupo de permutaciéon de un conjunto finito .S, y supo-
ner que para algin primo p y cada x € S, existe un elemento de H de orden p, cual fija a z,
pero ninguin otro elemento de S. Entonces H es transitivo.

Demostracion. Consideramos S; un conjunto transitivo de S bajo H. Para x ¢ S, existe
un elemento de orden p que fija a x y desplaza a todos los restantes elementos de S en ciclos de
longitud p. Por lo tanto el nimero de elementos en S; es congruente a 1 (mod p), y el nimero
de elementos de otro conjunto transitivo Sy (si existe otro) es un miltiplo de p. Pero entonces,
tomamos y € Sy por el mismo argumento, el nimero de elementos en S; es un multiplo de p.
Esto es una contradiccion, por lo que solo hay un conjunto transitivo, y H es transitivoen S. O
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4.2.8 Lema. Supongamos que para una recta L de un plano finito, los grupos de elacion
G(P;, L), para todo P, ¢ L, tiene algin orden k& > 1. Entonces m es un plano de transla-
cién con respecto a L.

Demostracién. Sea m de orden n. Cualquiera de dos, de los n 4+ 1 grupos G(P;, L) de or-

den h, tienen sélo la identidad en comun, y sus elementos juntos forman el grupo de translacion
T(L). Por lo tanto el orden de T'(L) es

t=(m+1)(h—1)+1.

Ya que sélo la identidad de T'(L) puede fijar un punto que no estd en L, T(L) permuta los n?
puntos en conjuntos de ¢ puntos, donde t divide n?. Escribimos

n*=tm=[n+1)(h—1)+ 1]m. (4.3)

Considerando que h > 1, tenemos que m < n. Por otro lado, por 4.3 se tiene n + 1 modulo, es
decir:

n*=1=m(modn+1) (4.4)

Pero m =1 (mod n+ 1) y m < n, entonces m = 1, t = n?, de ahi T'(L) es transitivo en los n?
puntos de 7 que no estan en L, y asi 7 es un plano de translaciéon con respecto a L.

Ahora podemos probar nuestro teorema. Tomamos una recta fija L de w. Para cada punto
P e L el grupo de elacion G(P, M), donde M # L, y M es otra recta que pasa a través de P,
contiene un elemento de orden p, que tiene una correspondencia de L en si mismo, ademas fija
a Py desplaza a todos los demds puntos de L. Por lo tanto, por Lema 4.2.7, el grupo G(L)
de todas las colineaciones que fijan a L es transitivo en los puntos de L. Luego se deduce que
para los n + 1 puntos P; de L, todos los grupos de elaciones G(P;, L), estdn conjugado bajo
G(L), que tiene el mismo orden h. Por Lema 4.2.8, se deduce que 7 es un plano de translacién
con respecto a L. Pero L puede ser tomado como cualquier recta de 7. Asi 7 es un plano de
translacion para toda recta L. O

4.2.9 Teorema. Un plano es un plano de Moufang, si y sélo si, cada anillo ternario es un
anillo de division, es decir, cumple los siguientes axiomas:

a) La adicién es un grupo abeliano.

b) (a +b)m = am + bm

c) a(s+t) = as+at

d) Cada a # 0 tiene un inverso a~! que satisface a~
e) a t(ab) = b

lo=aa =1
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4.2.10 Teorema. (Artin-Zorn). Un anillo de divisién finito, es un cuerpo finito GF(p").

Ahora siguiendo con el Lema 4.2.8, tenemos que m es un plano de translacién para cada
recta L, y por Teorema 4.2.9, m puede ser tratado por un sistema de coordenadas como el
alternativo anillo de division. Por Teorema 4.2.10 un anillo de divisiéon es un cuerpo, y asi 7
es Desarguesiano.

Glason usa estos teoremas en el estudio de planos finito Flano. La configuracién de Fano es
la configuracién de los siete puntos y siete rectas que hacen el plano finito de orden 2. Un plano
es un plano Fano si los puntos diagonales de cada cuadrilatero estan en una recta, o, lo que
es lo mismo, si cada cuadrilatero genera una configuracién de Fano. Glason muestra que cada
plano finito de Fano es Desarguesiano, y que estos son los planos finitos bajo los cuerpos GF(2").

4.2.11 Teorema. (Baer). Sea « una involucién en un plano proyectivo de orden n. Enton-
ces (1) n = m? y los puntos y rectas fijadas por a forman un subplano de orden m, o (2) a es
una colineacién central. En el caso (2) si n es impar, a es una homologia, y si n es par, « es
una elacion.

Demostraciéon. Primero mostraremos que cada punto estd en una recta fija. Si P no es
un punto fijo, entonces P* # P y « fija la recta PP® que es por tanto, una recta fija que pasa
a través de P. Si P es un punto fijo, unimos P con @), otro punto distinto de P. Puede ser que
L = PQ es una recta fija. Si no, Q% # Q y Q* ¢ PQ. Aqui, L* = PQ®. Entonces, si R es un
tercer punto en L, R* ¢ L. Entonces, « intercambia las rectas QR y QQR®, cuya interseccion
S es otro punto fijo diferente de P. En este caso PS es una recta fija que pasa a través de P.
Por un argumento dual, cada recta pasa a través de un punto fijo.

Una recta que une un par de puntos fijos, es una recta fija, y la interseccién de dos rectas
fijas, es un punto fijo. Por lo tanto, si existen cuatro puntos fijos, tal que tres de ellos no sean
colineales, los elementos fijados por «, forman un subplano propio 7; de 7. Vamos a suponer
que éste sea el caso y suponemos ademas que 7 es de orden m. Entonces por Teorema 1.2.4,
n > m?, y por la demostracién del mismo, vemos que si n > m?, existe una recta de 7 que no
pasa a través de cualquier punto de ;. Pero tenemos demostrado que cada recta de 7 contiene
un punto fijo. Por lo tanto, no podemos tener que n > m?, y asi n = m?. Esto prueba la
alternativa (1) del teorema.

Ahora suponemos que no existen cuatro puntos fijos, tal que tres de ellos no sean colineales.
Primero mostramos que existe una recta que contiene tres puntos fijos. Una recta L; contiene
un punto fijo P;. Elegimos una recta L, que no pasa a través de P;. Entonces L, contiene
un punto fijo P, # P;. Ahora tenemos dos puntos fijos P, v P, y la recta fija L que une a
P, y P,. Elegimos un tercer punto () en L. Si () es un punto fijo, L es la recta que busca-
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mos. Si () no es un punto fijo, una recta L3 que pasa a través de () contiene un punto fijo
P; que no estd en L. Ahora tenemos un triangulo P, P, y P3; de puntos fijos. Consideramos
una recta L, que no pasa a través de P;, ni P, ni P3. L4 contiene un punto fijo Py. Si P, no
estd en una de las rectas PP, PP, o P,P;, entonces Py, P5, P3, P, son cuatro puntos fijos,
tal que tres de ellos no son colineales, y esta es la situacion cubierta en la primera alternativa.
Por lo tanto P, esta sobre una de estas rectas, y tenemos una recta que contiene tres puntos fijos.

Ahora tenemos una recta L que contiene tres puntos fijos P;, P, y P3. Si hubieran tantos
como dos puntos fijos que no estan en L, tendriamos un cuadrildtero de puntos fijos, la situa-
cién de la primera alternativa. Por lo tanto, hay un punto fijo P que no esta en L o ninguno.
Consideramos todos los puntos P; ¢ L. Existe una recta K que pasa a través de P;, diferente de
la recta L, y, si existe un punto fijo P que no esta en L, también la recta K es diferente de PP;.
K contiene un punto fijo, pero de nuestra eleccién, no hay puntos fijos que no estan en L. Por lo
tanto el punto fijo en la recta K es P;, de donde se deduce que cada punto P; de L es un punto
fijo. Desde que « fija cada punto de L, o es una colineacion central con eje L, la afirmacién de
nuestra segunda alternativa. Existen n? puntos de 7 que no estdn en L, y « es de orden 2. Por
lo tanto, si n es un numero impar, « fija un punto que no estd en L y « es una homologia. Si
n es un numero par, « fija un nimero par de puntos que no estdn en L, y al menos fija dos
puntos, si es que « fija a alguno. Por lo tanto, en este caso a no puede fijar cualquier punto que
no esta en L y « es una elacion. Esto completa la demostracion de las dos partes del teorema. O

4.2.12 Teorema. (Ostrom). Si el grupo de colineaciones de un plano proyectivo finito 7 de
orden n, donde n no es un cuadrado, es doblemente transitivo en los puntos de m, entonces m
es Desarguesiano.

Demostracion. Sea G el grupo de colineaciones de 7. Por hipotesis, G es doblemente transi-
tivo en los N = n? +n + 1 puntos de 7. Puesto que N(N — 1) = (n? + n+ 1) - (n® + n) divide
el orden de G, G debe contener un elemento de orden 2, una involuciéon «. Puesto que n no
es un cuadrado, por Teorema 4.2.11, se deduce que « es una elacioén si n es par y a es una
homologia si n es impar.

4.2.13 Lema. Sea G el grupo de colineaciones de un plano proyectivo finito 7= de orden n.
Entonces existe una elacién en G.

Demostracion. Sin es un ntimero par, existe un involucién a de G, tal que «a es una elacion.
Por lo tanto, es necesario sélo considerar el caso en que n es impar. Consideremos una involucion
a, la cual es una homologia y dejamos que su centro sea un punto P de 7 y también dejamos
que su eje sea una recta L de . Sea A un punto perteneciente a L y sea A; # P un punto que
no estda en L. Entonces, en G existe un elemento o que lleva P en Py A en A;. Entonces

B=o0"tao

es una involucién cuyo centro es P y cuyo eje una recta K que pasa a través de Ay, y asi K es
diferente de la recta L. Entonces af es una colineacion central, ya que fija todas las rectas que
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pasan a través de P. Si p = af fija cualquier recta T que no pasa a través de P, suponemos
que T} = T*. Entonces  también envia a T en Ty, y si T # T3, p debe fijar T y también a
Ty, de ahi, por la Observacion 2.3.3, p = 1 y a = [, una contradiccion, ya que o y 3 son
involuciones con ejes diferentes. Pero si T' = T7. entonces T es el eje de o y también el eje de 3,
otra contradiccion, ya que a y [ tienen diferentes ejes. Por lo tanto p no fija mas rectas que no
pasan a través de P,y asi p es una elacién. Esto prueba nuestro Lema. O

Ahora podemos considerar una elaciéon p con centro Py un eje L. Sea P; cualquier otro punto
de L. Entonces en G existe un elemento o que envia a P en P;. Entonces o fija la recta L. Por lo
tanto el grupo de colineaciones G(L) que fija a la recta L, es transitivo en los puntos de L, y asi,
para todo punto P; de L, los grupos de elaciones G(P;, L) tienen el mismo orden h con h > 1,
ya que tenemos una elacién p con centro P en L. Desde el Lema 4.2.8 del Teorema 4.2.6,
7 es un plano de translacion con respecto al eje L. Pero desde que G es doblemente transitivo
en puntos, cualquier dos puntos de L pueden ser enviados a dos puntos de cualquier otra recta
K por algin elemento de G. Por lo tanto 7 es también un plano de translaciéon con respecto a
K, y asi es un plano de Moufang. Pero como se ha demostrado en probar el Teorema 4.2.6,
esto significa que 7w es Desarguesiano. Por lo tanto queda demostrado el Teorema 4.2.12 O

Existe una generalizacion de las matrices incidentes de un debido plano. Si nos damos un plano
7y un grupo de colineaciones G de 7, esto es una matriz cuyas entradas son elementos desde
el anillo de grupo G* de GG, G* cuyas caracteristicas no dividen el orden de GG. Anédlogamente,
puede ser obtenida la incidencia de la ecuaciéon del Teorema 4.1.1

AAT = ATA=nl+ S

Puesto que, el Teorema 4.2.3, recordamos que el niimero de conjuntos transitivos de rectas
bajo G, es el mismo nimero de los conjuntos transitivos de puntos bajo G. Vamos a llamar a
este numero w. Indicamos nuestra notacion:

7, un determinado plano proyectivo de orden n.
G, un grupo de colineaciones de 7 de orden g.

P, i=1,...,w, un representante fijo del i_ésimo
conjunto transitivo de puntos.
L;, 7 =1,...,w, un representante fijo del j_ésimo

conjunto transitivo de rectas.
H;, subgrupo de G que fija a P;, de orden h;.
T;, subgrupo de G que fija a L;, de orden t;.
D;;={x|xe G, PxeL;}, un conjunto de d;; elementos de G.

6@']’ = ZLE, xre Diju (45)
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= Zx_l, xre Diju
D = (6;) i,j=1,...,w, una matriz sobre G™.

D = (5Z)T i,j=1,...,w una matriz sobre G".

ZEZQxEH%i:L“ww
ZEZ%xg@,y:L”ww
7:Zx, zed.

S =w X w matriz con cada entrada 7.
También usamos varias diagonales de matrices:

d’l&g(hll, 2_1a'--ah;1)‘
C’2 = diag(t; 't ... ). (4.6)
P =diag(p1, p2, - - -, puw)-

L =diag(m1,72,...,Tw).

Observamos que en los elementos del conjunto D;; = {z|x ¢ G, Px € L;}, estan comple-
tamente determinadas las incidencias en 7. Para cada punto de 7w, puede ser escrito como P;u
para algin ¢ =1,...,w y algin u € G, y similarmente, cada recta es de la forma L;v. Més atn,
Pue Ljvsiysolosi, Buv™ e L; osiuv™" & D;;. Por lo tanto, el conjunto D estd completamente
determinado en 7. Si G es simplemente la identidad, vemos que D es la matriz incidente A por 7.

4.2.14 Teorema. Dado un plano 7 de orden n y un grupo de colineaciones G de 7w de or-
den g, la colineacién matricial D satisface las siguientes relaciones:

DCyD' = nP + S,

D'CiD =nL+ S, (4.7)
DCyS = (n+1)S,
SC1D = (n + 1)5.

Demostracién. Demostramos la primera ecuacion por la evaluacion del elemento U = DCyD
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primero aquellos sobre la diagonal principal, y luego a aquellos que estan bajo la diagonal prin-

cipal. Si U = (u,5) r,s = 1,...,w, entonces en primer lugar tenemos
w
0r 0y
_ J
Upp = Z 5 (4.8)
7=1
los términos por cada j en la ecuacién 4.8 para todor =1,...,w son

1

Ty
2

J

, ve Dy, ye D,y (4.9)

Notamos que para z € D,;, la clase lateral entera H,xTj estd contenido en D,;. Considera-
mos la clase lateral izquierda de H, en G-

G=H,+Huaxy+ -+ Hxp, v.h.=g. (4.10)

Para un h ¢ H, la ecuacién zy~' = h o & = hy con z,y £ D,;, es valido para todo y £ D,; con

un apropiado x € D,;, desde que H,y C D,;. Por lo tanto, para un determinado h € H,, hay d,;
opciones, z,y € D,;, tal que,

zy ' = h.

Por lo tanto, en la ecuacién 4.8 el coeficiente de h es > ; /t;. Pero d,; es el numero de los
z’s, tal que P.x e Lj o P, e Lyz~'. Para x € D,; el nimero de rectas distintas en el conjunto
Lj:c_l es d,;/t;. Pero P, estd sobre un total de n + 1 rectas. Por lo tanto

Z@:nﬂ. (4.11)

;b

Por lo tanto, en la ecuacion 4.8 el coeficiente de h ¢ H, es n + 1.
Consideraremos una ecuaciéon xy~t = z, z ¢ H,. Aqui P,, P,z son puntos distintos y estén
unidos por una tunica recta L,,v, donde m y la clase lateral T),v esta iinicamente determinada.
Sean x € D,;, y € D,;, para un mismo j, entonces Py y P.zy = P.x ¢ Lyvy. Pero Py ¢ L;,
Px e L;, y P.x # Pyy. Por lo tanto L,,vy = L;, donde debemos tener j = m, vy € T,,,. Por
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lo tanto, en la ecuacién 4.8 el elemento z surge solamente por el sumando cuando j = m, y
aqui x,y € D,,, tenemos

para cada y ¢ D,,, tal que

Lyny ' =Ly,v=PP.z

y un z € D,,, determinada por z = zy. Pero estos y’s son tales que y~! en la clase lateral T,v,

y hay exactamente t,, de estos. Por lo tanto en la ecuacién 4.8 el coeficiente de z es

b/t = 1.

Asi tenemos en la ecuacién 4.8 el coeficiente de un h ¢ H, como n+ 1y de un z € H, como 1.
Por lo tanto, hemos establecido la correccién de la primera ecuacién en 4.7 lo que respecta a la
diagonal principal. Para los términos que estan fuera de la diagonal en U = DC5D’ tenemos

“L 0,0k,

Ups = AL (4.12)
, tj
7=1

los términos por cada j de la ecuacién 4.12 para todor =1,...,w son
xy~!
> —, we Dy, yeDy. (4.13)
J

Aqui, para cualquier z ¢ G, los puntos P,z y P, son distintos y estdn unidos por una tnica
recta L,,v, donde m v la clases lateral T,,,v estdn tinicamente determinada. Aqui, si zy~! = z,
donde para algin j,z € D,;, y € Dyj, entonces P,x = P,zy y Psy se unen por la recta L,,vy.

Pero P.x # P,y estan unidos por la recta L;. Por lo tanto, L,,vy = L;, donde j =my

Liy™' = L,v= P.2P..

1

Pero estos y’s son tales que y~* es un elemento de T,,v, y hay t,, de estos. También para cada
1

y— e Tyv, Lpyy = L, v Pozy € L,,, donde x = zy € D,,,. Por lo tanto el coeficiente de
cualquier z en u,s se reduce a t,,/t,,, y asi

Ups = E z,z e G, UrS =17,

y asi completamos la demostracion de la primera relacion en la ecuacion 4.7.
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La segunda relacion en la ecuacion 4.7 es el dual de la primera relacién, y asi la demostra-
cion puede ser realizada de la misma manera que la primera relacion.

En el calculo
DCQS = V = (Urs)a

encontramos

Orj d,;
Urs = Z t_]-]7 = zj: t_j]% (4.14)

J

pero por 4.11, esto es (n + 1)v. Se demuestra la tercera relacién, y la cuarta relaciéon es dual y
puede ser probada de la misma manera. O

Ahora, procediendo de las relaciones 4.7, Hughes ha obtenido restricciones en las posibles
colineaciones en planos, similar a las restricciones del Teorema de Bruck-Ryser. La demostra-
cién depende (al igual que la demostracién original del Teorema de Bruc-Ryser) en los profundos
resultados de la equivalencia de formas cuadraticas racionales. En particular, encontramos lo
siguiente.

4.2.15 Teorema. (Hughes). Sea 7 un plano de orden n, tal que satisface las condiciones
de Bruck- Ryser sobre n. Sea GG el grupo de colineaciones de 7 de orden primo p. Sea un niime-
ro par u de puntos fijos. Luego una condicién necesaria que tal colineacion G exista, es que la
ecuacion:

1,2 _ ny2 + (—1)(p_1)/2p2’2

tiene una solucién en los enteros x, y, z no todos ceros.

El mismo resultado es valido para un grupo de colineacién G de orden impar g (en lugar
de p) si cada elemento # 1 de G desplaza los mismo puntos.

El Teorema de Hughes, al igual que el teorema de Bruck-Ryser, niega la existencia de cier-
tas colineaciones, pero no garantiza la existencia de colineaciones que cumplan las condiciones.

El contenido principal del siguiente teorema, es que si un plano 7 tiene un cierto grupo de
colineaciones GG, entonces 7 debe tener aiin mas especificas colineaciones. Suponemos que G es
de un tipo simple. Explicitamente vamos a suponer que G es transitivo y regular en los

N=n"+n+1
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puntos de 7, y también que G es abeliano. Este resultado fue demostrado primero por Hall con
G un grupo de orden N ciclico en los N puntos de 7w. Bruk extendié este resultado al estudio
de casos en el cual G es transitivo y regular, pero tuvo que asumir, ademas, que G es abeliano
para obtener el mismo resultado. Hof fman obtiene un similar resultado, suponiendo que G es
ciclico en los n? — 1 puntos de 7 que no estdn en L., y diferente del origen.

Suponer que tenemos un grupo G de colineaciones de un plano 7 de orden n, donde G es
Abeliano y transitivo y regular en los N puntos de 7. En este caso si P es un punto fijo de
7, cada punto tiene una tunica representacion Pz, x € G. Si un entero t es primo a N, enton-
ces x — 2!, todo x € G es trivialmente un automorfismo de G. Si ademés, para cada x € G,
Pxr — Px' es una colineacién de 7, nosotros decimos que ¢ es un multiplicador de 7. Trivial-
mente, los multiplicadores forman un grupo multiplicativo médulo N.

4.2.16 Teorema. Si un plano 7 de orden n tiene un grupo de colineacién G el cual es abeliano,
transitivo y regular en los N puntos de 7, con N = n? +n + 1, entonces cualquier primo p que
divide a n, es un multiplicador de 7.

Demostraciéon. Bajo la hipdtesis, hay solamente un tinico componente transitivo para puntos
y también para rectas. Hay una sola representacion de puntos P = P; y una sola representacion
de rectas L = Ly, y si D1y = {x1,%2,...,Zps1}, T; € G, entonces Px;, i = 1,...,n+ 1 son los
puntos de L;. Entonces zju, ...z, 1u, u e G son los puntos de G.

Aqui tenemos D = dy;, D' = 7.

D=+ + Top, (4.15)

/-1 -1
D =axy 4+,

Ahora C5 y 'y se reducen a la identidad. Las dos primeras relaciones de la ecuacién 4.7 quedarian
de siguiente forma:

DD'=D'D=n-1+n7.

Las dos ultimas relaciones de la ecuacién 4.7, solo basta decir que hay n + 1 elementos en
D y D'. Para demostrar que Px — PaP es una colineacién de m, debemos demostrar que

Paf Pxf, ... Pxl | estdn en una recta. Para esto necesitamos demostrar que para algin u ¢ G,
_ P P _

D) =2+ a2l = (4t )y, (4.16)

desde que los puntos de una recta arbitraria Lu son Pziu, Pxou, ..., Pr,u. A la inversa, si
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la ecuacién 4.16 se mantiene, entonces PzY,..., Pz}, son los puntos de la recta Lu, donde
generalmente P(z1v)?, ..., P(x,,1v)P son los puntos de la recta LuvP, y asi Px — PaP es una
colineacion y p es un multiplicador. Para este teorema consideramos el anillo de grupo G* a
ser éste el anillo de grupo de G sobre los enteros. G*(mod p) es el anillo G* con coeficientes
reducidos modulo p. Tenemos:

DW =af 4. 4al = (v 4+ 20p1)” = D? (mod p), (4.17)

puesto que los coeficientes multinomial son multiplos de p primo y G es abeliano. Al asumir esto
tenemos que (z;0)P = 0P y que z — ¥ es un automorfismo de G. Yaque p|ny N = n?+n+1,
se tiene que (p, N) = 1, obtenemos la ecuacién 4.16

DD' =~ (mod p). (4.18)
Multiplicando por DP~1, tenemos:
DPD' = DPly = (n+ 1)P"1y = v (mod p). (4.19)
Por lo tanto, desde la ecuacién 4.17,
DP D' =~ (mod p). (4.20)
Esto lo podemos escribir como
DY D" =~ +pR, (4.21)

donde (y esto es primordial para nuestra demostracién) los coeficientes de los elementos en el
grupo R son enteros no negativos, ya que en D® D’ todos los coeficientes no son negativos, y
por la ecuacién 4.20, cada término a;u;, u; € G tiene a a; = 1(mod p), con a; > 0. Asia; > 1y
(a;—1)/p es un ntimero entero no negativo, siendo éste el coeficiente de u; en R. Ahora x — 7!,
2 ¢ G es un automorfismo de G, y por lo tanto, determina un automorfismo A — A, para h ¢ G*

y D — D’ bajo este automorfismo. Se aplica a la ecuacién 4.21, resumiendo

DD'® = 5+ pR'. (4.22)
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Més atin,  — 2P es un automorfismo de Gy determina un automorfismo h — h®) de G*.
Aplicandola a la ecuacién 4.16, se resume

DOD'®) = .1 4, (4.23)

El producto del lado izquierdo de las ecuaciones 4.16 y 4.23 es la misma que para las ecuaciones
4.21 y 4.22. Por lo tanto, al igualar el producto de los lados derechos de dichas ecuaciones,
tenemos:

(n-1+7)?2=(y+pR)(y+pR). (4.24)

El homomorfismo de G* en los enteros determinada por x — 1, x € GG, aplicada a la ecuacion
4.21, nos da

(n+1)?=n*+n+1+pR(1), (4.25)

donde R — R(1) en el homomorfismo. Asi pR(1) = n, y también pR'(1) = n. Pero en G*,
pR~y = pR(1)y = ny. Usando esto en la ecuacién 4.24, encontramos

n*-1=(pR)(pR). (4.26)

Pero desde entonces pR y pR' tienen coeficientes no negativos, esto es imposible si hay maés de
un término en pR que es distinto de cero. Por lo tanto pR = bu para algin entero by v ¢ G.
Pero b = pR(1) = n, donde pR = nu. Substituyendo en la ecuacién 4.21, tenemos

DP) D' =~ + nu. (4.27)
Multiplicando por D, y usando la ecuacién 4.16, tenemos

DY)D'D =~D + nDu,
D®(n +~) = (n+ 1)y +nDu, (4.28)
nD®) + (n+1)y = (n+ 1)y + nDu.
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Ahora nos da:
DW = Du. (4.29)

Pero esto es precisamente la relacion 4.16 que necesitdbamos, y nuestro teorema queda demos-
trado. O

Como una observacién de este teorema, consideramos un plano de orden 8 con un grupo de
colineacién de orden 73 (necesariamente ciclico). Los puntos pueden ser representados como re-

siduos de médulo 73. El multiplicador es 2, y si aq, ..., ag son los puntos de una recta, entonces
2ay,...,2a9 son a; + s,...,a9 + s en cierto orden para un apropiado s. Entonces los puntos
a; — S,...,a9 — S estan en una recta fija por el multiplicador 2. Si uno de estos residuos es 1,

entonces el multiplicador 2 nos da la serie completa de puntos sobre una recta 1, 2, 4, 8, 16, 32,
37, 55, 64 (mod 73). Cualquier otra serie fijada por 2, difiere de ésta por un factor constante y
da el mismo plano. El plano es el plano Desarguesiano.

Hughes ha demostrado otra consecuencia que a la vez, es mas especial y mas refinada que
el Teorema 4.2.15.

4.2.17 Teorema. Un plano 7 de orden n, donde n = 2 (mod 4), n > 2, no puede tener
una involucion.

Demostracién. Suponer que 7 es un plano de orden n, donde n = 2(mod 4), n > 2 que
posee una involucion b. Entonces por Teorema 4.2.11, desde que n es par y no es un cuadra-
do, b es una elacion. Sea M el eje de la elacion y sea C' el centro, con C' ¢ M. Sea Q;, 1 =1,....,n
el resto de los puntos en M, y K;, @ = 1,...,n el resto de las rectas que pasan a través de C.
Escribimos n = 2m, donde m es impar. Las n? rectas de m que no pasan a través de C, pueden
ser divididas como n?/2 = 2m? clases de dos rectas, donde una clase con la recta L también
contiene a Lb. En cada clase elegimos una recta L;, i = 1,...,2m?. Similarmente, los n puntos
distintos de C' de la recta K; pueden ser divididos como n/2 = m clases con respecto a b. En
cada clase elegimos un punto y el nombre de estos puntos son P, j =1,...,n/2 =m.
Definiremos el ntimero de incidencias afj segun la regla:

afj =41 si Py e Ly,
al; = —1 si Pijbe Ly, (4.30)
afj =0 (de lo contrario).

4.2.18 Lema.



Demostracién. Los puntos F;; estdn en n rectas, Lx o Lkb, asi el lema es inmediato. O
4.2.19 Lema.

D afidl, =0 si (i,)) # (s,1).
k

Demostracién. Sii = s, j # ¢, los puntos P,; y F;;b estan todos en K; y ninguno de los
dos esta en otra recta, de ahi la suma es cero. Si @ # s, dejamos que P;; Py sea Lyx, P;;Pyb
sea L,y, donde x e y son 1 o b. Ahora r # ¢, pues si r = ¢, * = y, entonces L,z = L,y
contiene a Py v Pyb, que son distintos puntos en K, una contradiccion. Pero si r = q, © = yb,
entonces L,x = L,yb contienen los distintos puntos P;; y F;;b, que se encuentran en Kj;, una
contradiccion. Por lo tanto r # ¢. Pero luego

q _ q q,q9 _
Aj; = Qgy, a;;0s = +1,
N ror o _
Qpj = —Qgs ;G = 1

Por lo tanto, los términos que no son ceros del Lema pueden juntarse para que la suma de ellos
sea cero. Por lo tanto la suma del Lema es cero. O

De nuestro Lema los ntimeros de incidencia afj pueden formar una matriz 2m? x 2m?:

A= (afj) con 7j nos da las filas, £ columnas, (4.31)

donde, por nuestro Lema, A satisface

AAT =nl. (4.32)

Vamos a definir los niimeros b;; segun la regla
bk =Y af. i=1....n k=1, 2m" (4.33)
j=1

Luego cada by, es +1 o —1, ya que cada recta Lj intersecta K; en exactamente un punto, en
Pi; o P;;b, y exactamente un solo término de los afj es diferente de 0. Entonces una matriz B
de n x 2m?, tal que
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o, k=1,...,2m? (4.34)

es tal que, su primera fila es la suma de las primeras m filas de A, su segunda fila es la suma de
las segundas m filas de A, y asi sucesivamente. Ya que desde la ecuacion 4.32 diferentes filas de
A tienen un producto interno de ceros, lo mismo sucede con las filas de B. Podemos multiplicar
las columnas de B por +1 6 —1 sin cambiar el producto interno, y esto lo haremos para formar
la primera fila, compuestas exclusivamente por +1’s. Desde que n > 2, hay a lo menos tres filas
en B, las tres primeras filas de B es de la forma:

+1, 2 |41, 1

1, e T, e T, R P

+1= =+1 _‘]’ ’_1 +1= " =+1 _‘]’ e, _1
r S t u

Desde el producto interno de la segunda y tercera fila con la primera es igual a cero, tenemos
r+s=t+u,r+t=s+u Aquir+s+t+u=2m2 vy asi

r+s=t+u=m? r+t=s+u=m’ (4.35)

de ahi
u=r, s=t=m?—r. (4.36)

Desde que el producto interno de la segunda y tercera fila también es cero, tenemos r + u =
s+t =m?
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2r = m?, (4.37)
que es un conflicto por que n = 2 (mod 4), n = 2m, y m es un nimero impar. Por lo tanto en

7 no puede haber una involucion, y nuestro Teorema 4.2.17 queda demostrado. O

Este resultado puede ser obtenido mediante la relacion de incidencia de la ecuacion 4.7 del
Teorema 4.2.14 y la correspondencia de G* en los enteros por el homomorfismo1 — 1,6 — —1.

Un ejemplo de un plano no Desarguesiano de orden 9, es dado por Veblen y Wedderburn.
Este ejemplo ha sido demostrado por Hughes en un caso particular de una clase infinita. Sea

g = p" para algtin primo p. Entonces hemos demostrado que existe un cuerpo K de orden ¢
cuyo centro Z es el cuerpo GF(q) = GF(p").

4.3. Planos de Hughes

Un punto P lo denotaremos como P = (zk,yk,zk), x,y,z son elementos fijos de K no to-
dos ceros, y k # 0 un elemento arbitrario de K. El Teorema 4.2.5 de Singer nos da una
correspondencia:

r — anx + a2y + a132,
Y — 21T + Ay + G23%, (4.38)

Z — 431 + azy + assz,
donde a;; € Z, tal que
(x,y,2) = P — PA= (anx,...,a132 ;1 T, ..., 0232 ;A31T,. .., A33%) (4.39)

es una colineacién « de orden m = ¢ + ¢ + 1 en el plano Desarguesiano de orden ¢ con coor-
denadas en Z. El plano de Hughes viene dada por la extension de la colineacién « a los puntos
con coordenadas en K.

Tenemos una base lineal L; que viene dada por la ecuacién

r+ty+2=0. (4.40)

Aqui tomamos t =1 ot ¢ Z, pero por lo demds ¢ es un elemento arbitrario de K. Esto nos
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da 1+ (¢* — q) = ¢* — q + 1 base de rectas. Definimos una incidencia P = (zk,yk, zk) € Ly, si
y sélo si x,y, z satisface la ecuacion 4.40. Por la asociatividad de la ecuacion en K y la ley de
distributividad por la derecha, entonces por la ecuacién 4.40 tenemos también

0= (z+ty+2)k =zk +t(yk) + 2k, (4.41)

y por nuestra regla de incidencia P € L; no depende de que representante de P es elegido para
que satisfaga la ecuacién 4.40. M4s rectas L, coni = 0, ..., m—1 son definida simbdlicamente,
y decimos

PA e LY [i=0,...,m—1, (4.42)

siy sélo si, P e L.

No es cierto que los puntos de Lfi satisfacen una ecuacién lineal. Para encontrar los puntos
en L;, es posible tomar x e y arbitrarios en la ecuacién 4.40, tal que la ecuacién no sea cero, y
determinar 2z en la ecuacién. Esto nos da ¢* — 1 puntos de 3 coordenadas de los cuales ¢* — 1
representan el mismo punto. Por lo tanto L; contiene ¢* + 1 = n + 1 puntos distintos. Por lo
tanto, también, L contiene n + 1 puntos. Tenemos

(@ —q+)(@+g+)=¢"++1=n*+n+1

en todas las rectas, conteniendo cada una n + 1 puntos. Hay n? +n + 1 puntos en total. Por
lo tanto, para demostrar que tenemos una plano proyectivo, es suficiente demostrar que para
dos rectas distintas, tienen un tnico punto en comun. La correspondencia P — PA es 1-1y
tiene un perfodo m = ¢> 4+ ¢+ 1. Si {P}; es el conjunto de puntos en la base lineal Lj, LY que
contiene al conjunto de puntos {P},A" y L contiene al conjunto de puntos {P},A7. Por lo
tanto, para demostrar que LY y LY tienen un tinico punto en comin, es suficiente demostrar
que L, y LY " = Lf‘h (donde el exponente de a se toman como médulos m) tienen un tnico
punto en comun.

Sea P = (z,y,z) un punto de L?h. Entonces PA™" es un punto de L,, e inversamente. En-
tonces si

(2,9, 2) A" = (bi1z + biay + bi32, bo1@ + baoy + bazz, bs1z + bsoy + bss2), (4.43)
entonces la condicién de que P = (x,y, z) deberia estar sobre Lf‘h es

(blll' + 612'3/ + blgz) + t(bglllf + b22y + bggz) + (bgll’ + bggy + bggz) = 0. (444)
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Si (z,y, z) estd en Ly, entonces tenemos

r+sy+z=0. (4.45)

Debemos demostrar que, aparte de un factor k£ a la derecha, que las ecuaciones 4.44 y 4.45

tienen una tnica solucién (x,y, z). Resolvemos la ecuacién 4.45 para z, y sustituimos en 4.44.
Esto da

uy + az + t(vy + bz) =0, (4.46)

donde

u = big + bz — (b11 + b31)s,

U = bgg — byys, (4'47)
a = bz + bgz — (b11 + ba1),
b = baz — bo;.

Notamos que a,b € Z, pero en general u,v no estan en Z. Hay tres casos a considerar en la
busqueda de soluciones para la ecuacion 4.46

Caso 1.- b # 0. Aqui la ecuacién 4.46 puede ser escrito como
(b ta+t)(vy +bz) + (u — b rav)y = 0, (4.48)

usando el hecho de que a y b~! estdn en el centro. Si ambos coeficientes b='a +t y u — b~ tav
deberian ser cero, entonces t e Z,t =1,y a+b =0, u+v = 0. Pero luego de que u +v =0, se
tiene

b1z + oo + bz = (b11 + ba1 + bs1)s, (4.49)
donde se¢ Z,y asi s = 1. Ahora a+b =0 da

big + bag + bz = by1 + boy + b3y (4.50)
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Pero con s =1y ¢ =1, se dice que las ecuaciones 4.44 y 4.45 representan la misma recta del
plano Desarguesiano m; sobre GF(q). Pero esto no es posible, al menos que L, = Ly, LY = [,
debido a que la matriz A es de orden m = ¢* + ¢ + 1 como una colineacién de 7. Por lo tanto,
ambos coeficientes son distintos de cero en la ecuacién 4.48. Por lo tanto, si b='a +t # 0, un
valor arbitrario para y determina vy + bz Unicamente, y desde que b # 0, z es determinada
tinicamente. Si b~'a+t = 0, entonces u —b~tav # 0, y asi y = 0, donde z es un valor arbitrario.
Asi z e y son determinados unicamente ademas de un factor derecho, para que a su vez la ecua-
cién 4.45, determine a x Unicamente por y v z. Asi a las ecuaciones 4.44 y 4.45, las satisface
un unico punto (zk,yk, zk). Asi tenemos la tnica solucién para el Caso 1.

Caso 2.- b=0, a+# 0. Aqui la ecuacion 4.46 se convierte en
(u+tv)y +az=0. (4.51)

Desde que a # 0, las ecuaciones 4.51 y 4.45 las satisface un tnico punto (xk, yk, zk).

Caso 3.- b=0,a=0. Aqui tenemos

big + bsg = bi1 + bsy, (4.52)
baz = ba,

y vemos en que el punto P = (k,0,—k) satisface ambas ecuaciones 4.46 y 4.45. Asimismo,
desde la ecuacién 4.52, vemos que, de la ecuacién 4.43

PA™" = (k,0,—k)A™" = (byy — by3)(k,0,—k) = P, (4.53)

donde b1, — byz # 0, desde que A~" no es singular. Pero desde que A" fija al punto P de ,
vemos que h = 0 (mod m), y asi Lf‘h es L;. Por lo tanto, nuestras rectas son ahora Ly y Ly,
donde seguramente s # t. Para esto,

r+sy+z=0y x+ty+2=0,

y asi, claramente P = (k,0, —k) se encuentra en estas dos rectas, y ademds es tnico.

Asi, en cada caso cualquier dos rectas distintas tienen una tnica interseccion, y tenemos demos-
trado que ademas forman un plano proyectivo.
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4.3.1 Lema. El conjunto Hy de todos los puntos de la forma (x1k,xok, x3k), donde x =
(x1,29,23) con x; € Z, i = 1,2,3, y k ¢ K junto con las rectas que une a ellos, forma un
subplano Desarguesiano de H (plano proyectivo finito de Hughes).

Demostracion. De la ecuacién 4.44 notaremos que la recta L; A™ de H, puede ser represen-
tada por una ecuacion de la forma za +yb+ zc+ (za’ +yb' +2¢')t = 0, donde a, b, c,a’, ¥/, € Z.
Asi, cualquier recta de la forma L; A™ tiene una ecuacién de la forma xa + yb + zc¢ = 0 donde
a,b,ce Z. Ademss, ya que hay exactamente ¢>+ ¢+ 1 rectas distintas L; A™, cualquier ecuacién
de la forma za + yb+ zc = 0, con a, b, c € Z representa una de las rectas L1 A™. Asi, los puntos
de Hy y la recta L1 A™, con m = 0,1, ..., ¢*+q forman un plano Desarguesiano de orden ¢. O
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Conclusion

En las paginas precedentes se ha aprovechado del enfoque moderno de la geometria proyec-
tiva, para indagar en el estudio del algebra abstracta referentes a un plano, donde solamente
el concepto de incidencia es valido. Producto de fundamentos y métodos matematicos, vis-
to bajo las perspectivas de artistas del renacimiento y mateméaticos como Gérard Desargues,
se pudo dar un nuevo concepto de geometria muy similar al rigido plano euclidiano y dar un
enfoque y un estudio més profundo como se pudo mostrar en menores rasgos en la presente tesis.

La imaginacién humana fue clave para dar a conocer unos de los principales axiomas con los
que se rige la geometria proyectiva, donde nos senala que dos rectas siempre se intersectaran
en un unico punto. El otro axioma principal es el mismo que emplea la geometria euclidiana,
que por dos puntos distintos pasa una unica recta, o podemos afirmar que dos puntos definen
una unica recta. Finalmente, el tercer axioma nos indica que siempre en un plano proyectivo
existiran 4 puntos distintos, donde tres de ellos no son colineales, en otras palabras siempre
existird un cuadrangulo.

Tomando en cuenta estos tres axiomas, y algunas definiciones preliminares, hemos entregado
resultados concreto como es el isomorfismos entre planos proyectivos, colineaciones, perspecti-
vidades, las existencias de ciertas clases de grupos entre otros, la cual se puso en manifiesto en
la mayor parte del cuerpo de esta tesis.

En el primer capitulo, definimos conceptos preliminares para el desarrollo de la tesis. Tam-
bién pudimos apreciar definiciones, como es el isomorfismo de un plano proyectivo en si mismo,
que es llamado colineacion. Algunas de estas colineaciones que cumplen ciertos requisitos fueron
definidas como perspectividades, una de las herramientas mas importantes para el desarrollo y
demostraciones de teoremas y axiomas que se pudo mostrar en todos los capitulos restantes.

Posterior a esto, nos aprovechamos de las consecuencias configuracionales de las existencias
de perspectivas en un plano proyectivo. Con esto, pudimos construir un subconjunto de un
plano proyectivo con 10 puntos y 10 rectas llamada la Configuraciéon de Desargues, en la cual
dos tridngulos estan en perspectiva bajo un punto y una recta. Un plano que admite una pers-
pectividad tiene muchas configuraciones de Desargues. También la configuracion de Desargues
puede ser construido mediante espacios de tres dimensiones con correspondencias biunivocas.
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Asi, con la construccion de la configuracion de Desargues podemos afirmar que cualquier plano
proyectivo, que admita dos tridngulos que estén en perspectiva sobre un punto y una recta, es
un plano Desarguesiano.

El trabajo de esta tesis, fue mostrar un estructura matematica diferente y poco conocida como
es la Geometria Proyectiva, en la cual la medida, los angulos y el paralelismo no existen, sélo
el concepto de incidencia, y ver que con tan pocas definiciones se da una estructura perfec-
ta a un modelo matematico que nos sirvié para crear nuevos planos, isomorfismos y ver que
también esta geometria compacta con definiciones bésicas y complejas del algebra abstracta, la
cual da la creacion de nuevas estructuras matematicas, como nuevos grupos, cuerpos, anillos
entre otros. En el capitulo IV se reflejé el trabajo de los capitulos anteriores, y trabajamos
la mayor parte con el dlgebra abstracta, creando asi grupos de traslaciones, grupo de permu-
taciones, grupos abelianos, etc. También nos damos cuenta de que las matrices juegan un rol
especial para las demostraciones de varios teoremas en planos finitos y teoremas de Bruck-Ryser.

Todo el trabajo de la presente tesis, finaliza con la construccion de una nueva clase de pla-
nos proyectivos finitos que son los planos de Hughes, que a modo de sintesis es un plano de
coordenadas. Se muestra que para cualquier niimero primo p > 2, existe un plano de Hughes de
orden p?, y el plano de Hughes més pequeio, es decir, de orden 9, fue descubierto por Veblen
y Wedderburn. Mostramos también otra caracteristica que distingue a los planos de Hughes,
que los grupos de colineaciones del plano de Hughes, no fija un punto o una recta del mismo
plano de Hughes. Los planos de Hughes son, de hecho, los tinicos y conocidos planos proyectivos
finitos no Desarguesianos con esta propiedad.

La geometria proyectiva fue trabajada solamente en planos finitos. Los planos infinitos dan

nocién de que hay mucho més por descubrir, nuevos teoremas, nuevas estructuras matematicas,
asi también como planos afines.
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