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Introducciéon

Los espacios métricos constituyen una estructura topoldgica apropiada para varios
modelos matematicos y problemas en ciencias aplicadas. En particular, la teoria de
punto fijo juega un rol importante en diferentes ramas de la matematica y otras
ciencias. La motivacién de este trabajo es mostrar diversos resultados clasicos de
existencia de puntos fijos tanto para funciones univaluadas como correspondencias.
Para dicho propdsito, es necesario un previo estudio de topologias en hiperespacios y

continuidad en correspondencias.

En el primer capitulo presentamos dos de las principales topologias que pueden
definirse en hiperespacios, cuyos resultados facilitaran el andlisis de diversos concep-
tos referentes a continuidad en correspondencias. Primero abordamos la métrica de
Hausdorff, que como se hara evidente en nuestra presentacién, funciona bien siempre
que nos limitemos a trabajar en el hiperespacio de los subconjuntos cerrados y aco-
tados. Veremos que varias propiedades topolégicas importantes del espacio métrico
dado son heredadas por el hiperespacio, como lo son la completitud y convergencia.
Sin embargo, no resulta muy 1til si los subconjuntos no son cerrados. Por esta razon
introducimos los conceptos de topologia inferior y superior, para asi poder definir la
topologia de Vietoris, pues con esta es posible definir convergencia en subconjuntos
no acotados y veremos que esta coincide con la topologia inducida por la métrica de

Hausdorff si nos limitamos a trabajar con subconjuntos compactos.

En el segundo capitulo se introduce el concepto de correspondencia, que generaliza
el concepto de funcién. Estudiaremos sus propiedades basicas, también hacemos uso
de las topologias estudiadas previamente en el primer capitulo para el estudio de
continuidad de estas e ilustrar, que como era de esperar, los conceptos de continuidad

de ambas topologias coinciden en el hiperespacio de los subconjuntos compactos.

Por tltimo, en el tercer capitulo estudiamos diversos resultados de la Teoria del

Punto Fijo apoyandonos en los teoremas de Knaster, Kantorovitch y Tarski, ademas
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de una observacion hecha por Brondsted para establecer las condiciones necesarias
y suficientes para garantizar la existencia de puntos fijos en diversas contracciones
mediante consideraciones de orden como por ejemplo, la Condicién Orbital de Banach

univaluada y multivaluada, que nos ayudara a demostrar los emblematicos Teoremas
de Banach y Nadler.

Se observara que, si bien, la Condiciéon Orbital de Banach es ttil para demostrar
ciertos resultados de puntos fijos, cabe mencionar que es muy restrictiva. Pues exige
continuidad de la funcién para el caso univaludado, y para el caso multivaluado que
la correspondencia sea débilmente semicontinua inferior (concepto que se definird en
el tercer capitulo). Pero existen contracciones tales como la de Kannan, Chatterjea,
Reich, Berinde y Ciri¢ que poseen punto fijo sin satisfacer las condiciones mencionadas
anteriormente. Debido a esto, se debe recurrir a demostraciones mas clasicas, como

lo son las que usan metodos iterativos.



Capitulo 1

Topologias en Hiperespacios

1. Meétrica de Hausdorff

La métrica de Hausdorff es la herramienta principal para cuantificar la distancia
entre subconjuntos del espacio métrico dado. Como se hard evidente a partir de
nuestra presentacion, esta topologia para hiperespacios funciona, siempre que nos

limitemos a subconjuntos cerrados y acotados del espacio métrico en cuestion.

En esta seccion presentamos los conceptos y notaciones elementales que son base

para el desarrollo del presente escrito.

DEFINICIONES 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces definimos las siguien-

tes colecciones de conjuntos:

(i) P(X) =2X (conjunto potencia de X).
(i) Po(X) = P(X) ~ {2}
(ili) C(X) ={AePy(X): A es cerrado}.
(iv) CB(X) ={A e Py(X): A es cerrado y acotado}.
(v) K(X)={AePy(X): A es compacto}.

DEFINICION 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B subconjuntos de X, ambos

no vacios, y x € X. Entonces definimos la distancia entre x y el conjunto A como

d(z,A) = inf{d(x,a) :a e A}.

NOTACIONES 1.1. Sean (X,d) un espacio métrico, A y B subconjuntos de X,

ambos no vacios. Denotaremos por h(A, B) al supremo de d(a, B) con a € A, es decir,

h(A, B) =sup{d(a,B) :a¢€ A}.

PROPOSICION 1.1. Sean (X, d) un espacio métrico, A, B subconjuntos de X, am-
bos no vacios, se cumple que h(A, B) =0, si y solo si, A estd contenido en B.

5



6 1. TOPOLOGIAS EN HIPERESPACIOS

Demostraciéon. Supongamos que h(A, B) =0y sea x € A, entonces
d(z,B)<h(A,B)=0.
Luego, d(x, B) =0, para todo = € A, y entonces = € B, lo cual demuestra que A ¢ B.

Reciprocamente, supongamos que A ¢ B y sea x € A. Luego, x € B, por lo tanto,
tenemos que d(x,B) = 0. Asi, para todo z € A, d(z,B) = 0, lo cual concluye la

demostracion. =

PROPOSICION 1.2. Sean (X,d) un espacio métrico y A, B,C subconjuntos de X
acotados y distintos del vacio. Entonces, h(A,B) <h(A,C) + h(C,B).

Demostracion. Sean a € Ay ¢ € C. Tenemos que d(a, B) < d(a,c) + d(c, B). Luego,
d(a,B) <d(a,c)+sup.d(c, B) y entonces d(a, B) —sup. d(c, B) es cota inferior de
{d(a,c) : ce C}. Por consiguiente,

d(a, B)

IN

SUPcec d(C, B) + d(CL, C)
SUPccc d(C, B) + SUPgec d(av C)
h(C, B) + h(A,C).

IN

IN

Luego, sup,.4 d(a,B) < h(C,B) + h(A,C), debido a que h(C,B) + h(A,C) es cota
superior de {d(a, B) :a € A}, y por consiguiente,

h(A,B)<h(C,B)+h(A,C),
completandose la demostracién. ]
TEOREMA 1.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces la funcion H : CB(X) x

CB(X) - R,, definida por H(A,B) = max{h(A,B),h(B,A)} es una méltrica sobre
CB(X).

Demostracién. Sean A, B,C' € CB(X). Dividiremos la demostracion en dos pasos.

(i) Si H(A,B) = 0, entonces h(A,B) = 0y h(B,A) = 0. Por Proposicién 1.1
tenemos que A ¢ By B c A. Luego, A = B, pues A y B son cerrados.
Reciprocamente, si A = B, entonces A ¢ By B ¢ A. Por Proposicién 1.1
tenemos que h(A,B) =0y h(B,A) =0, asi H(A,B) =0.
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(ii) Por Proposicién 1.2 tenemos que h(A,B) < h(A,C) + h(C,B) y h(B,A) <
h(B,C) +h(C,A). Esto implica que

H(A,B) = méax{h(A,B),h(B,A)}
< méx{h(A,C)+h(C,B),h(B,C)+h(C,A)}
< méx{h(A,C),h(C,A)} + méx{h(C, B),h(B,C)}
= H(A,C)+H(B,C),
lo cual completa la demostracion. ]

La funcién H definida en el teorema precedente, fue definida por Felix Hausdorff
[7] v en la actualidad es conocida como la Métrica de Hausdorff sobre CB(X).

El ejemplo siguiente muestra que métricas equivalentes pueden generar métricas

de Hausdorff que no son equivalentes.

EJEMPLO 1.1. Sean d y p dos métricas en N definidas por:

1 1

0 st n=m
. ommyeftd

n m

d(n,m) = {

1 st m#n

Sabemos que ambas métricas generan la topologia discreta en N. Definamos F}, =
{1,2,...,n}, para todo n € N. Es facil ver que H4(F,,N) = 1 para todo n. Por otra
parte, para k ¢ F,, tenemos que p(k, F,) = % - % En consecuencia,

. (1 1 1
H,(Fy, N) =sup p(k, F,) = lim (— - —) =—.
k k—-oco \ k n
Por lo tanto, las métricas de Hausdoftf Hy4 y H, no son equivalentes. En la seccién

siguiente se demuestra que sobre K(X), el espacio de los conjuntos compactos, métri-

cas equivalentes sobre X generan métricas de Hausdorff equivalentes sobre K(X).

Con intencién de presentar una manera alternativa de definir la métrica de Haus-

dorff, introducimos las siguientes notaciones.

NOTACIONES 1.2. Para cada A € CB(X) y n > 0, denotaremos por By (A,7n) la
bola, con respecto a H, de centro en A y radio n. Ademds, si A € Py(X) y € > 0,

denotaremos por

B(A,e) ={re X :d(x,A)<e}.
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PROPOSICION 1.3. Sean A, B € CB(X). Entonces,

H(A,B)=inf{e>0: AcB(B,¢) y BcB(A,¢)}.

Demostracién. Sean I = inf{e > 0 : A c B(B,e) y B c B(A,e)} y e € {¢ > 0 :
A c B(B,e) y B c B(A,¢)}. Luego, h(A,B) < e y h(B,A) < e. Por consiguiente,
H(A, B) < e. Esto prueba que H(A, B) < I. Por otra parte, si H(A, B) < € para algin
e > 0, entonces

supd(z,B)<e vy supd(y,A)<e,
zeA yeB

lo cual implica que A c B(B,¢) y B c B(A,¢). Luego, I < e. Por consiguiente, I <

H(A, B), lo cual concluye la demostracién. L

Para estudiar la completitud del Hiperespacio CB(X), necesitamos el siguiente

resultado.

PROPOSICION 1.4. Si (A, :n e N) converge hacia A en (C(X),H), entonces

A=U 4.=NU N B(An,e).
n m2n e0 n m>n
Demostracién. Sean B = N, Umsn Am ¥ C = Neso Un Nisn B(A, €). Dividiremos la
demostracion en tres partes, a saber, demostraremos que A ¢ B, que B c C' y que
CcA.

(i) Sea z € A y demostremos que para todos n € Ny e >0, B(x,€) nUpsn Am # @.
En efecto, existe m > n tal que H(A,,,A) < € y por lo tanto d(z, A,,) < e. Luego,
existe x,, € A, tal que d(x,x,,) <€, es decir
Ty € B(z,e)n Ay e Blaye)n | A
m2n

Esto prueba que B(z,€) N U,nsn Am # @ v por lo tanto x € U,,s, A para todo n e N.

Por consiguiente, A € B.

(i) Demostremos ahora que B ¢ Mo Un Npsn B(A, €). Sean z € By € > 0. Por
demostrar que existe n € N tal que, para todo m >n, x € B(A,,,¢). Como A,, converge

hacia A, existe n € N tal que, para todo m >n, H(A,, A) < €. Pero
d(z, Ap) <H(Ap, A) <e,

lo cual demuestra que B ¢ NesgUp Ninsn B(An, €).
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(iii) Solo resta demostrar que NeoUp Nimsn B(Am, €) c A.

Sea x € Neso Up Ninsn B(Ay, €). Como A es cerrado, basta demostrar que para todo
>0, d(x,A) <e. Sean € >0y neN tal que x € N,,sp, B(Am,€/2) y H(A,, A) <€/2, si
m > n. Luego, para todo y € A,,, d(x, A) <d(z,y) + h(A,, A) y por consiguiente, para
todo € > 0,

d(z,A) <d(z,A,) +h(An, A) <d(z, An) +H(AL A) <e.

Esto demuestra que x € A y por lo tanto, la demostracién estd completa. ]

TEOREMA 1.2. Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces (CB(X),H)

también lo es.

Demostracién. Sean (A,;n € N) una sucesién de Cauchy en (CB(X),H) y

A=NU 4.

neNmz2n

Probaremos que A € CB(X) y que (A, : n € N) converge hacia A. Es evidente que A es
cerrado, pero debemos demostrar que ademas es no vacio y acotado. Sea € > 0. Para
todo k € N, existe Ny € N tal que si m,n > N, entonces H(A,, A,,) < /22, Sean
(ng : k € N) una sucesién estrictamente creciente, tal que ng > Ny para todo k € N,
y To € Ay,. Supongamos que hemos elegido xy,...,z; € X de manera que z; € 4,,,
para todo i € {0,...,k}, y d(z;,xis1) < €/2*2, si i < k- 1. Como d(xy, An,,,) <
H(An,, An,.,) < €/2F42, existe xp4q € A

(z1; k € N) es una sucesién de Cauchy y por consiguiente, existe x € X tal que esta

de manera que d(zy, T, 1) < €/2F2. Luego,

Nk+1 Nk+1

sucesion converge a x. Para cada n € N, la subsucesion (z,,;m > n) de (z,,;m € N)
esta contenida en el conjunto cerrado U,,s, A,. Luego, para cada n € N, x € U,5n Am

y en consecuencia, z € A, lo cual demuestra que A es no vacio. Asi, A e CB(X).

Para todo n e N y m > n, se tiene

m—1

m-1 i c
d(ﬂ:n,alm) < kz_: d(xkvxk+1) < kz_: W < W

En particular, d(zg, z) < €/2, lo cual demuestra que para todo g € A,,, existe z € A tal
que d(xg,x) < €/2. Es decir, A, € B(A,¢€/2). Verifiquemos ahora que A € B(A,,,€/2).
Sea y € A. Luego, ¥ € Upsn, Am vy entonces B(y, €/4) N Upsn, Am # @. Podemos asi
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escoger m >ng y z € A, tal que d(y, z) < €/4 y entonces d(y, A,,) < €/4. Luego,
d(y, Any) <d(y, 2) +d(z, Ap,) < i + H(Ap, Ayy) < g

y entonces y € B(A,,,€/2), con lo cual A € B(A,,,€/2). Sigue entonces de Proposicién

1.3 que H(A,,, A) < €/2. En consecuencia, para todo n > ng se tiene

H(An, A) <H(An, Any) + H(An,, A) < % + g <e

Esto concluye la demostracion. ]

A continuacién, presentamos resultados a un problema tipico en hiperespacios. Si
un espacio tiene cierta propiedad, entonces su hiperespacio también la tiene, y vice
versa. Analizaremos este problema con las propiedades de acotabilidad, clausura,

separabilidad y compacticidad.

DEFINICION 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que (X, d) es totalmente

acotado, si y sélo si, para todo € > 0 existen x1,...,z, € X, tal que X = B(x1,e) U+ U
B(z,,¢€).
TEOREMA 1.3. Sea CTB(X) la coleccion de subconjuntos de X definida por
CTB(X)={AeCB(X): A es totalmente acotado}.

Entonces CTB(X) es cerrado en C(X).

Demostracién. Sea (A,;n € N) sucesiéon en CTB(X) que converge hacia A € C(X).
Luego, dado € > 0, existen n € N tal que h(A,A,) <€/2y z1,...,1, € X tales que las
bolas de centro z; y radio €/2 cubren A,. Entonces las bolas de centro z; y radio €

cubren A. En efecto, sea x € A. Luego,
d(z, A,) < d(z, A) + h(A, A,) = h(A, A,) < %

y entonces existe y € A, tal que d(x,y) <¢/2, Seaie{l,...,p} tal que y € B(x;,€/2).
Por consiguiente,

d(x71"z) < d(.fE, y) + d(ya xl) <€
Es decir, z € B(x;,€) y entonces

AcB(zy,€e)u---uB(zp,€),

lo cual concluye la demostracién. ]
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PROPOSICION 1.5. Si (X,d) es totalmente acotado, entonces (CB(X),H) también

lo es.

Demostracién. Sean € >0y F = {x1,...,z,} tales que las bolas de centro x; y radio
¢ cubren X. Sean A € CB(X) e I = {i : B(w;,¢) n A # @}. Entonces el conjunto
B = {x; : i € I} satisface la condicién H(A, B) < ¢, pues dado = € A, d(z,B) <€y
dado z’ € B tenemos que d(z’, A) < €. Luego, h(A,B) <ey h(B,A) <e. Por lo tanto,
A € By(B,¢). Finalmente, CB(X) = Uyep(r) Bx(U,€). Como F es finito, también lo

es P(F), completandose asi la demostracién. =

COROLARIO 1.1. Si (X, d) es compacto, entonces (CB(X),H) es compacto.

Demostraciéon. Por Teorema 1.2 y Proposicién 1.5, (CB(X),H) es completo y total-
mente acotado. Por lo tanto, (CB(X),H) es compacto, completdndose la demostra-

cion. .
PROPOSICION 1.6. Si (X, d) es completo, entonces K(X) es cerrado en (CB(X), H).

Demostracion. Sea (A,;n € N) una sucesién en K(X) que converge hacia A € CB(X).
Demostremos que A es totalmente acotado. Sean € >0y N € N tales que H(Ay, A) <

€/2. Como Ay es totalmente acotado, existen z1,...,z, € X tales que

Ay c B(zy,€/2) u---uB(xp,€/2).
y ya que A c B(Ay,€/2), se tiene que
(1) AcB(z1,€)u---uB(xp,€).
En efecto, si € A, entonces existe y € Ay tal que d(z,y) < €/2. A su vez, existe
ie{l,...,r} tal que y € B(x;,€/2). Luego, d(y,z;) < €/2 y entonces d(z,z;) < e. Asi,
x € B(xy,€), lo cual demuestra (1). Esto demuestra que A es totalmente acotado, pues
A estd cubierto por finitas bolas y como X es completo, entonces A es relativamente

compacto. Pero A es cerrado y entonces A € I(X), lo cual completa la demostracion.

TEOREMA 1.4. Supongamos que (X,d) es separable. Entonces (K(X),H) es se-
parable.
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Demostracién. Sean D € X denso y contable, Z = {I € D : [ es finito}, A e K(X) y
e > 0. Demostremos que By (A,e)nZ + @. Como A es totalmente acotado, existen

x1,...,2, € X tales que
AcB(zy,¢/2)u--uB(x,,€/2).
Sean y1,...,y, € D tales que d(z;,y;) < €/2, para todo i € {1,...,r}. Luego,
AcB(y,e)u-—-uB(y,,€) = B(F,e),

donde F' = {uy,...,y,}. Por otra parte, F' c B(A,¢) y, por lo tanto, H(A, D) < e. Es

decir, By (A, e) nZ # @, lo cual completa la demostracion. "

PROPOSICION 1.7. Supongamos que X es un espacio normado y sea CC(X) = {A €
Po(X) : A es convexo}. Entonces CC(X) es cerrado con la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Sea (A, : n € N) sucesién que converge hacia A. Por Proposicién 1.4
sabemos que A = Neg U, Cr, donde, para todo € > 0, Cp, = Nynsn B(Ap, €). Observemos
que para todo m > 0, la bola B(A,,,€) es convexa, por lo tanto C,, es convexo, para
todo € > 0. Como la sucesién (C,, : n € N) es creciente, entonces C' = JC,, es convexo

y por consiguiente, A es convexo, completandose la demostracion. ]

2. Topologia de Vietoris

La topologia inducida por la métrica de Hausdorff, aunque con varias propiedades
agradables, es sin embargo demasiado restrictiva para muchos propésitos, en particu-
lar cuando se trata de conjuntos no acotados. Por ejemplo, deberiamos poder decir
que si L, = {(z,y) e R? :y = 2z} y L = {(2,0) € R? : > 0}, entonces (L, : n € N)
converge a L en algin sentido. Si elegimos la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff, entonces la convergencia deseada no es verdadera, debido a que los con-
juntos no son acotados. En efecto, como L, y L no pertenecen a CB(R?2), la métrica
de Hausdorff no se define en estos conjuntos y no puede haber convergencia, pues
SUD (4 )L, A((T,Y), L) =Sup(y yyer, /1 = 00, entonces (H(Ly, L);n € N {0}) no con-
verge a cero. Sin embargo, si consideramos L = {(z,y) e R2 : y = Lz,2 ¢ [0,7]} v
L" ={(z,y) e R2: 0 <z <ryy =0}, entonces H(L,L") = r/n y en consecuencia

(L7 :n e N) converge hacia L".
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Para poder tratar de forma efectiva con familia de conjuntos no acotados, pre-
sentamos otras topologias para hiperespacios, estas son La Topologia Superior, La
Topologia Inferior, bajo la cual si se tiene que (L, :n € N~ {0}) converge a L y La
Topologia de Vietoris. Estudiaremos también la relacién de esta tltima con aquella

inducida por la métrica de Hausdorff.

NOTACIONES 2.1. Sean (X, 7) un espacio topologico y U € Py(X). Denotamos las

siguientes colecciones de subconjuntos:

(i) T(U)={AePy(X):AcU},y
(i) A(U)={AePy(X): AnU * &}.

PROPOSICION 2.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y B, = {T'(U) : U € 7}.

Entonces, B, es una base para una topologia sobre Po(X).

Demostracién. Sean U,V ery AeT(U)nT(V). Luego, AeT(UnV) cT(U)nT(V)
y como ['(Un V) € By, B, es una base para alguna topologia sobre Py(X). n

DEFINICION 2.1. La topologia sobre Py(X) generada por la base B, definida en
la proposicién precedente, se conoce como la Topologia Superior y la denotaremos

por T,.

Notemos que I'(U)¢ = {AeC(X): AnU°+ @} = A(U°). Esto motiva la definicién

de una nueva topologia.

DEFINICION 2.2. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Definimos la Topologia Infe-
rior, como la topologia generada por la subbase S; = {A(U) : U € 7}. Denotaremos

esta topologia por 7.

DEFINICION 2.3. La Topologia de Vietoris, denotada por 7y, es aquella generada
por la subbase B, u S,.

EJEMPLO 2.1. Sean Ly L, (n € N~ {0}) los conjuntos definidos en el primer
pérrafo de esta subseccién. Es decir, L, = {(z,y) e R2:y=z/n} y L = {(2,0) e R :
x > 0}. Demostremos que (L, : n € Nx{0}) converge a L en la topologia inferior, para
lo cual nos damos Uy, ..., U, abiertos en R? y suponemos que L € A(Uy)n---nA(U,).
De modo que L nU; + @, para todo i € {1,...,r}. Como, para cada i € {1,...,r},
((x;,2;/n);n e NN {0}) converge a (x;,0), existe N; € N tal que (x;,x;/n) € LnU; si
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n> N;. Sea N = max{Ny, ..., N, }. Luego, si n > N, entonces (z;,z;/n) € L, nU;, para
todoi e {1,...,r}. Esdecir, L,nU; + @y entonces L,, € A(U;), para todoi € {1,...,r}.

Esto demuestra que (L, :n € N\ {0}) converge a L en la topologia inferior.

Sin embargo, (L, : n € Nx{0}) no converge a L en la topologia superior. En efecto,
R, x[0,1) es una vecindad de L y sin embargo, L,, ¢ R, x[0, 1), para todo n e N\ {0},
debido a que (n,1) ¢ R, x [0,1). Este hecho implica que L, ¢ T'(R, x [0,1)) y por

consiguiente, (L, :n € N\ {0}) no converge a L en la topologia superior.

OBSERVACION 2.1. De las definiciones precedentes se desprende que los elementos

basales en la topologia de Vietoris son de la forma

B(Uh,...,U,) =T (U)) n(YA(Y).

=2

donde Uy,..., U, eT.

PROPOSICION 2.2. Sea X un espacio topoldgico. Sii: X - Po(X) es la funcion

inclusion definida por i(x) = {x}, entonces i es continua.

Demostracién. Sea U € 7, entonces tenemos que
iN(T(U))={zeX:{x}cU}=U.
Analogamente,
iT(AU)) ={ze X {z}nU=z2}=U.

Por lo tanto, 7 es continua. [

PROPOSICION 2.3. La familia de subconjuntos finitos y no vacios de X, denotada
por F es densa en (Po(X), ).

Demostracion. Sean Uy, ..., U, abiertos en X, no vacios. Debemos probar que existe un
BeF tal que Be A(Up)n--nA(U,-1) nT'(Uy,). Sean x; € U; con i =1, ..., n, entonces
B={xy,...,x,} e A(Uy) n---nA(Up,-1) nT'(U,) n F. Por lo tanto, F intercepta a todo

elemento basal de 7y, lo cual demuestra que F es densa en (Py(X), ). "

COROLARIO 2.1. 81 (X, 7T) es un espacio topoldgico Hausdorff separable, entonces

(Po(X), 1) es un espacio topoldgico separable.
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Demostracién. Sea D = {x, : n € N} un subconjunto de X denso y contable. Sea
Fp la coleccion de todos los subconjuntos finitos de D. Puesto que D intercepta a
todos los conjuntos abiertos distintos del vacio, por el mismo argumento utilizado en
la demostracion de la Proposiciéon 2.3, se tiene que Fp intercepta los elementos no
vacios de 1. Como Fp es contable, entonces (Py(X), 7)) es separable, completandose

la demostracion. -

Para un analista, los espacios topoldgicos maés interesantes son aquellos que al
menos son Hausdorff. La siguiente proposiciéon nos dice que bajo alguna condicion
razonable sobre X el espacio topoldgico (C(X),7y,) tiene buenas propiedades de

separacion.

PROPOSICION 2.4. Si (X, T) es un espacio topoldgico reqular, entonces (C(X),7y)

es un espacio topologico Hausdorff.

Demostraciéon. Sean A, B € C(X) distintos. Entonces An B¢ #+ @ o A°n B # @.
Supongamos que An B¢ # @&, v sea a € An B¢. Ya que por hipdtesis X es regular,
podemos encontrar Uy, Us € 7 tal que a € Uy, B <€ Uy y Uy nUs = @. Como A(Uy)
y T'(Us) son elementos disjuntos de 7, y A € A(Uy), B € I'(Us), concluimos que

(C(X),7) es un espacio topolégico Hausdorff. "

A continuacion estudiaremos las condiciones que garanticen la compacticidad del
espacio topoldgico (K(X), ).
TEOREMA 2.1. Si (X, 7T) es un espacio topoldgico Hausdorff, entonces (X,7) es

compacto si y solo si (C(X),y) es compacto.

Demostraciéon. Notemos que si X es compacto, entonces C(X) = CB(X) = K(X).

Luego, por Corolario 1.1 y Teorema 2.2 se desprende el resultado. ]

El siguiente teorema relaciona la topologia inducida por la métrica de Hausdorft

T con la topologia de Vietoris 1y, si nos restringimos a (X).
TEOREMA 2.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces la topologia de Vietoris,

v, ¥ la topologia inducida por la métrica de Hausdorff, T4, coinciden sobre K(X).

Demostracién. Primero probaremos que 7, € 754. Para este proposito, necesitamos
probar que para todo abierto U, tanto I'(U) n (X)) como A(U)n /(X)) estan en 7.
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Sea C e I'(U)nK(X). Ya que C € K£(X), podemos encontrar € >0 tal que

0<e<inf{d(z,y):xeC,yecU°}.

Si C" e By(C,e)nK(X), entonces C’ € B(Cle) c U, asi C" e I'(U) n K(X). Por lo
tanto, By (C,e) nK(X) cT'(U) n K(X) y esto implica que I'(U) n (X)) € 7.

Ahora sea C' € A(U) n K(X). Podemos encontrar x € CnU y € > 0 tal que
B(z,e) cU. Si C" € By(Ce), tenemos que C' nB(x,e) #+ @y asi C'nU # @, lo que
implica que C" € A(U). Por lo tanto, Bx(C,e) nK(X) c A(U) nK(X) y asi se tiene
que A(U) nK(X) € 754. Con esto queda demostrado que 1y, € 75.

Ahora probaremos que 7 € 7. Sean GG € 73 y € > 0. Debemos probar que para todo
C € G, existen conjuntos abiertos Uy, ...,U, € X tal que C ¢ B(Uy,...,U,) nK(X) ¢
B#(C,e¢). Como C' € K(X), existen Us,...,U, bolas en X tal que C' € Uy u - U U,
donde U; = B(z;,€/2) y definamos U; = B(C,¢€). Asi tenemos que C € B(Uy, ..., U,).

Probaremos que B(Uy, ...,U,) € By(C,¢). Para esto, dado C" € B(Uy, ..., U,.) debe-
mos mostrar que H(C’,C) < e. En efecto, si x € C' ¢ B(C,¢€), entonces d(z,C) < e.
Reciprocamente, para probar que C' ¢ B(C’€), sea x € C ¢ Us,...,U,, entonces exis-
te g € {2,...,r} tal que = € U;,. Como U;, nC'" #+ @, pues C' € Ni_, A(U;), tenemos
que dado y € U;, n C’, se tiene que d(z,C") < d(x,y). Pero como z,y € U;,, entonces
d(z,y) <€, por lo tanto d(z,C") < e. Asi tenemos que C” € By (C, €), con lo que queda

demostrado que 7y € 7y,. n

COROLARIO 2.2. Si (X,d) es un espacio métrico, la topologia inducida por la
métrica de Hausdorff sobre IC(X) depende de la topologia de X y no de su métrica.

DEFINICION 2.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Se dice que (X, 7) es un espacio
polaco, si 7 es metrizable mediante una métrica d, de modo que (X, d) es un espacio

métrico completo separable.

Combinando el Teorema 1.2 y la Proposicién 1.6, con el Teorema 2.2, obtenemos

el siguiente resultado.
COROLARIO 2.3.

(i) Si (X, 1) es un espacio separable y metrizable, entonces (K(X), 1) también

lo es.



2. TOPOLOGIA DE VIETORIS 17

(i) Si (X,7) es un espacio Polaco, entonces (K(X), 1) también lo es.

Otro resultado importante que nos ayuda a probar el teorema 2.2, es el " Teorema
de Blaschke”

TEOREMA 2.3. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces toda sucesion

en K(X) posee una subsucesion convergente.

Demostracién. Por teorema 2.2 tenemos que ((X),n) = (K(X),73), y por teorema

2.1 tenemos que (K(X), 7)) es compacto. Por lo tanto, el resultado es inmediato. m






Capitulo 2

Continuidad en Correspondencias

1. Correspondencias

DEFINICION 1.1. Sean X e Y dos conjuntos no vacios. Una correspondencia F' de

X en Y es una funcién de X en el conjunto potencia de Y, es decir, F': X — P(Y).

DEFINICIONES 1.1. Sean F': X — P(Y) una correspondencia, A un subconjunto

de X y B un subconjunto de Y. Entonces, definimos:

(i) El dominio de F como Dom(F) :={xe X : F(x) #+ @}.
(ii) La imagen de A como F(A) :=Uzea F(2).
(iii) La smagen inversa débil de B por F como F~(B):={zxe X : F(z)nB * &}
(iv) La imagen inversa fuerte de B por F' como F*(B):={xe X : F(x) c B}.
(v) El grdfico de F como Gr(F) :={(z,y) e X xY :ye F(x)}.
(vi) La clausura de F, denotada por cl(F), como cl(F) := F(z), para todo z € X

DEFINICIONES 1.2. Sean Fi, Fy : X - P(Y) dos correspondencias, entonces defi-

nimos la unién, la interseccién y la composicién respectivamente como sigue:

(i) (FLu Fy)(x) = Fi(x) U Fy(x).
(i) (Fyn Fy)(z) = Fi(z) n Fy(z).
(iil) (F2o F1)(x) = Uyery o) F2().

PROPOSICION 1.1. Si Fy,Fy : X — P(Y) son dos correspondencias y A €Y,

entonces:

FiuF,
FinFy
FluF,
FinF,

(i
(i
(iii

(iv

(A) = F-(A) u F; (A).
(A) c F{ (A)n Fy(A).
H(A) = Ff(A)nF3 (A).
“(A) 2 F(A)u Fy(A).

) (
) (
) (
) (

~— N N N

19
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Demostracién. Solo demostraremos (i) y (ii) ya que las demostraciones de (iii) y (iv)

son analogas.

(i) Tenemos que x € (Fy U Fy)~(A), siy solo si, (Fyu Fy)(x) n A+ @. Es decir, si
y solo si, Fi(z)nA+x@ o Fy(x)nA+g.

(i) Size (FinFy) (A), entonces An(Fi(x)nFy(z)) # @, es decir, AnFi(x) + @
y An Fy(x) + @.
Sin embargo, es posible que que A intersecte a Fi(z) y Fy(x) sin intersectar
a Fi(z)n Fy(x). L

PROPOSICION 1.2. Si F1: X - P(Y) y Fy: Y - P(Z) son dos correspondencias,

y C ¢ Z, entonces:

(i) (F2o F1)7(C) = Fy (F3(C)).
(i) (Fpo F1)*(C) = FY (F5 (C)).

Demostracion.
(i)
(FooF1)(C) = {x:(FyoF)(x)nC + 2}

= {z:FKy)nC+a, ye Fi(z)}
= {z:Fi(2)nF;(C) # @}
= Fr(F;(C)).

(i)

(FooF1)*(C) = {z:(FpoFy)(z) cCY

{z: Fy(y) € C, para algin y en Fi(z)}
{z:F(2) € F3(O)}
= Y (F(0)).

PROPOSICION 1.3. Sea F': X - P(Y) una correspondencia, A un subconjunto de

Y y {Ay:ael} una familia de de subconjuntos de'Y', entonces:

(i) XN Fr(A) = F- (YN A).
(i) X N F-(A) = F+(Y N A).
(ifl) £ (Uner Aa) = Uner £ (Aq).
(iv) F*(Uper Aa) = Uner F*(Ag).
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(V) F_(mael Aa) c mae[ F_(Aa).
(Vi) F*(Naer Aa) = Naer F*(Aa)-

Demostracién. Solo demostraremos (i) y (iv).

(i)

reXNFH(V) x ¢ F*H(A)
F(z)¢ A
Fz)n(YNA)#2
reF-(A).

IR

T € Uner FF(AL) relF*(Ay), apel
F(x)< Ay, apel
F(Z‘) gUaEIAa

€T € F+(UaeIAa)-

(R

DEFINICION 1.2. Sean Fy : X - P(Y1) y F» : X - P(Y3) dos correspondencias,
entonces definimos F': X — P(Y; x Y;) por F(x) = (F1 x Fy)(x) := Fi(z) x Fy(x).

PROPOSICION 1.4. . Con las notaciones de la definicién anterior, si A € Y| y

B cY;, entonces:

(i) F*(AxB) =F}(A)nF;(B).
(ii) F~(Ax B) = F-(A)n Fy(B).

Demostracion.

(i) Tenemos que x € F*(A x B) si y solo si Fi(z) € Ay Fy(z) ¢ B, es decir, si
re F(A)nFy(B).

(ii) Andlogamente, x € F-(Ax B) si y solo si Fi(z)nA+ @y Fy(x)n B + @, es
decir, si z € F; (A) n F5(B). =
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2. Continuidad de Vietoris

Las topologias inferior, superior y de Vietoris introducidas en el Capitulo 1 con-
ducen a los conceptos de continuidad para correspondencias. En esta seccion, tales

conceptos seran definidos y procedemos a estudiar sus propiedades.

En esta seccion, X e Y denotardn espacios topoldgicos Hausdorff.
DEFINICION 2.1. Sea F': X —» Py(X) una correspondencia, se dice que:

(i) F es semicontinua superior, si F': X — (Py(X),T,) es continua.
(ii) F es semicontinua inferior, si F': X - (Py(X), ) es continua.

(iii) F es continua, si F': X - (Po(X), 7)) es continua.
De las definiciones de las topologias v, 7., 7¢, se deducen los siguientes resultados.

PROPOSICION 2.1. Sea F : X — Py(Y) una correspondencia, entonces las siguien-

tes proposiciones son equivalentes:

(i) F' es semicontinua superior.

(ii) Para todo ACY abierto, F*(A) es abierto en X.

(iii) Para todo B<Y cerrado, F~(B) es cerrado en X

(iv) Si(z4:a€l) esuna red que converge ax € X y ACY es un conjunto abierto

tal que F(x) € A, entonces eziste ag tal que F(x,) € A, para todo a > ay .

Demostracion.

(i) < (i1). Sea A un subconjunto abierto de Y. Entonces, F'*(A) es abierto en X
yecomo F¥*(A)={zx e X:F(zx)cA}={zx e X: F(z)eT(A)} = F(T'(4)) y ademds

['(A) € (Y, 7,), se tiene que F es semicontinua superior. El reciproco es inmediato.

(it) = (#ii). Sea B cerrado en Y. Basta probar que Y \ F~(B) es abierto. Pero
esto es inmediato, pues por Proposicién 1.3 tenemos que Y \ F=(B) = F*(Y \ B).

(it) = (). Si (x4 : € I) es una red que converge a € X y AcY es un abierto
tal que F'(x) € A, entonces F*(A) ¢ X es abierto. Luego, existe ag € I tal que si

a > oy, entonces z,, € F'*(A). Por lo tanto, F'(x,) € A si a > ay.

(iv) = (i1) Sea A ¢ 'Y abierto. Supongamos que F*(A) no es abierto, entonces

existe xp € F'*(A) que no es punto interior de A. Consideremos el conjunto dirigido
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Iy de todas las vecindades de xy ordenadas parcialmente por inclusion. Luego, para
cada « € [ existe z,, tal que x, ¢ F*(A). Asi, (z,:a€l) converge a gy F(x) € A,
por lo tanto F'(z,) € A para « suficientemente grande, lo que es una contradiccion.

OBSERVACION 2.1. Si f: X - Y es una funcién y F' = {f}, entonces F*(A) =
F-1(A) y por proposicién anterior, F' es semicontinua superior, si y solo si, f es

continua.

PROPOSICION 2.2. Sea F': X - Py(Y') una correspondencia, entonces las siguien-

tes proposiciones son equivalentes:

(i) F' es semicontinua inferior.

(ii) Para todo ACY abierto, F~(A) es abierto en X.

(iii) Para todo B €Y cerrado, F*(B) es cerrado en X.

(iv) Sixe X, (xq:ael) es una red que converge a x y ACY es abierto tal que

F(x)nA+ @, entonces existe ag tal que si o > g tenemos que F(xo)N A+ @.

Demostracién. Con las notaciones del teorema 2.1, tenemos que F~1(A(A)) = {z €
X:F(z)nA+g}=F(A), con esto queda demostrada la equivalencia entre (i) y

(ii). El resto de la demostracion es anédloga a la del Proposicion 2.1. "

OBSERVACION 2.2. Si f: X > Y es una funcién y F = {f}, entonces F~(A) =
F-1(A) y por proposicién anterior, F' es semicontinua inferior, si y solo si, f es

continua.

DEFINICION 2.2. Una correspondencia F': X — Py(Y) se dice cerrada en g, si
para toda red ((Z4,¥ya) @€)< Gr(F) que converge a (zg,yp) € X xY, tenemos que
Yo € F'(xg), es decir, que (xg, ) € Gr(F"). Diremos que F es cerrada, si es cerrada para
todo g € X. Si esta propiedad solo se cumple para sucesiones en Gr(F'), entonces

decimos que F' es secuencialmente cerrada.
NOTACIONES 2.1. N (z) denotard la coleccién de todas las vecindades de x.

PROPOSICION 2.3. Una correspondencia F : X — Po(Y') es cerrada en x € X, si

y solo si para toda red (x4 :a € 1) que converge a x, se cumple que

U F(xs) € F(x)

ael f>a
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Demostracion. Sea x € X y supongamos que F' es cerrada en . Sean (z,:a € 1) una

red que converge a x e y € Naes Ugsa F'(25). Luego,
(2) (Vae )(VV eN(y)(3B2a)(VnF(xp) + D).

Debemos demostrar que (x,y) € Gr(F'). Como F' es cerrada en x, basta definir una
red en Gr(F) que converge a (z,y). Para este efecto, definimos el conjunto R(y) =
{(a,V)eIxN(y):xq€F(V)}, el cual es un conjunto dirigido con el orden parcial
< definido por

[0z V2) € (0, Vi)] <= [0z S n A Vi € Vi),

En efecto, es facil ver que (R(y),<) es un conjunto parcialmente ordenado. Sean
(a, V), (B,W)eR(y) y U=V nW. Como (I,<) es un conjunto dirigido, existe o € [
tal que awv 3 < 6. Por (2) y debido a que U € N'(y), existe v > 6 tal que Un F(z,,) # @,
vale decir, z., € F'~(U). Luego, (7,U) € R(y) y es evidente que (a, V)v(8, W) < (v,U).
Esto prueba que (R(y),<) es un conjunto dirigido.

Definamos ¢ : R — I por ¢(a,V) = a y, ya que para cada r = (o, V) € R(y),
V n F(z,) # @, podemos escoger y, € V N F(z,). Luego, ((Zur), Yu(ry) : 7 € R(Yy))
es una red en Gr(F'). Demostraremos que esta red converge a (z,y). Sean U y W
vecindades de x e y, respectivamente. Como (x, : a € I) converge a z, entonces
existe ag € I tal que z, € U, para todo a > ag. Sea 19 = (ag, W). Luego, Tp(a,v) €
U e Ypavy € Vi F(x,) € W, para todo (o,V) > ry. Esto demuestra que la red
((Zp(r), Yp(r)) 17 € R(y)) converge a (z,y) y que, como F' es cerrada, y € F(x).

Reciprocamente, sea ((z4,ys) : @ € I) € Gr(F) una red convergente a (x,y) €
X xY. Debemos demostrar que (x,y) € Gr(F'). Tenemos que (z, : a € I') converge a
T y entonces

N U F(as) € F().

ael B>a

Por consiguiente, es suficiente demostrar que y € Naer Upsa F' (z5). Notemos que, para
todo o € I, (yg : B > a) es una sub red en Ugyo F'(25) que converge a y y, por
consiguiente, y € Ugsq F'(23). Vale decir,

ye (VU F(xp) € F(),

ael f>a

lo cual completa la demostracion. ]
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También se tiene un resultado andlogo para correspondencias secuencialmente

cerradas.

PROPOSICION 2.4. Sea F': X - Py(Y) y supongamos que para cualquier sucesion
(rn,:n eN) en X que converge a x, tenemos que Npso Upsn F'(2x) € F(x). Entonces

F' es secuencialmente cerrada en x. El reciproco es cierto st Y es primero contable.

Demostracion. Sea ((z,,y,) : n € N) € Gr(F) una sucesiéon que converge a (z,y).
Debemos probar que y € F'(x). Por hip6tesis, ﬂnZOUan—F(xk) ¢ F(x), entonces bas-
ta probar que y € Ugsn F/(z4) para todo n € N, es decir, que para V € N(y),V n
Uksn F'(z1) # @. Como y,, converge a y, existe ky tal que para todo k > ky, yx € V.
Luego, basta tomar ke > max{n, ki } y asi yx, € VnF(xy,). Por lo tanto, VN F(xy,) + @
eyeF(x).

Reciprocamente, sea y € ﬂnonan—F(xk) y (2, : n € N) una sucesién que converge
axeX. YaqueY es primero comtable, podemos definir una base local (V,, :n e N) ¢
N(y). Asi, para todo n € N se cumple que V,, N (Ugsn F'(21)) # @. Sea (k, : n € N)
una subsucesién, podemos encontrar k,, tal que V,,n F'(xy, ) # @. Sea y, € V,nF(xy, ),
como (zy, ,y,) converge a (x,y), y F es secuencialmente cerrada, entonces y € F/(x).

PROPOSICION 2.5. Sea F': X - Py(Y') una correspondencia cerrada y K € K(X),

entonces F(K) es cerrado en'Y .

Demostracion. Sea y € m, podemos encontrar una red (y, : « € I) € F(K) que
converge a y. Ya que K ¢ X es compacto, podemos encontrar una subred (zg: 3 € J)
de (24 : v € I) convergente a x € K. Entonces ((xs,yp) : f € J) € Gr(F) converge a
(z,y) € X xY. Como Gr(F) es cerrado, (z,y) € Gr(F'). Por lo tanto, y € F(K), lo
que implica que F(K) cY es cerrado. "

La siguiente proposiciéon relaciona la nocién de clausura con los conceptos de
continuidad estudiados anteriormente.

PROPOSICION 2.6. Si Y es un espacio topoldgico reqular y F : X - C(Y) una

correspondencia semicontinua superior, entonces F es cerrada.

Demostracion. Sea ((x4,¥ys) : @€ ) € Gr(F) una red que converge a (z,y) € X x Y.

Supongamos que F' no es cerrada, es decir, y ¢ F(x). Como Y es regular, podemos
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encontrar dos conjuntos abiertos Vi, Vs, tal que y € Vi, F(z) c Vo y VinVy = @. Ya
que F' es semicontinua superior, por proposicién 2.1, podemos encontrar ag € I tal
que para « > ag, F'(x,) € Vo, mientras que y, € V1, lo que es una contradiccién, pues

en este caso (Ta,Ya) ¢ Gr(F). "

El reciproco de esta proposicién no es cierto en general, lo que mostraremos en el

siguiente ejemplo.
EJEMPLO 2.1. Sean X =Y =R, y F': X - K(Y') definida por

F(m)={ [0,z]u{s} siz>0

) {0} six=0

es cerrada, pero no semicontinua superior en z = 0, como veremos a continuacion.

Sea ((zn,yn) :n e N) c Gr(F). Si z =0, entonces (x,,y,) converge a (0,0) pues
0 <y, <z, para todo n € N. Como 0 € F'(0), entonces F es cerrada en z =0. Si x >0,
existe N € N tal que x,, > 0 para todo n > N. Como 0 <y, < x,, entonces 0 <y < z.
Por lo tanto, y € [0,x] € [0,2] u {1/x}. En consecuencia, F' es cerrada. Pero F' no es
semicontinua superior en = =0, pues F*([0,1)) ={zeR, : F(x) c[0,1)} ={z e R, :
[0,z]u{1l/x}} € [0,1)u {0} = {0}, que es cerrado. Luego, el resultado se desprende

de la Proposicién 2.1.

Antes de establecer las condiciones que garanticen la validez del reciproco de la
Proposicién 2.6, mostraremos que para correspondencias compactas, podemos omitir

el requisito de que Y sea regular. Para esto, es necesario el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.7. Una correspondencia F : X — Po(Y) es compacta y semi-
continua superior en x si y solo si para toda red ((To,ys) : @ €I) < Gr(F) tal que

(zo:avel) converge a x en X, (Yo : € 1) tiene un punto de acumulacion en F(x).

Demostracion. Sea ((Zq,Ya) : € I) € Gr(F) y asumamos que (z, : « € ) converge a
x. Supongamos que (Y, : @ € I) no tiene un punto de acumulacién en F'(z). Entonces,
para todo y € F(z), podemos encontrar V(y) € N(y) y ao(y) € I tal que para todo
a> oY), Yo ¢ V(y). Como F es compacta, la familia {V(y) : y € F'(z)} forma un
cubrimiento por abiertos para F'(x). Por lo tanto, existe un subcubrimiento finito
{(V(y1,....V(yn))}. Sea V =UN, V(y) 2 F(z). Es claro que existe a; € I tal que si

a > aq, entonces y, ¢ V. Por otro lado, como F' es semicontinua superior, podemos
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encontrar U € N (x) tal que F(U) ¢ V. Puesto que x, converge a x en X, tenemos
que para todo a > a1, x4 € U e y, € V, lo que es una contradicciéon. Por lo tanto,

(Yo : € I) tiene un punto de acumulacién en F'(x).

Para el reciproco, notemos que la hipotesis implica que F'(z) € (X ). Por Teorema
2.1, para establecer la semicontinuidad superior en x, debemos mostrar que si z,
tiende a z en X y V C Y es abierto tal que F'(z) € V, entonces existe g € I tal
que, si « > ag, F(x4) € V. Supongamos lo contrario, entonces podemos encontrar una
subred (zg: B € J) de (x4 : € 1) tal que F(zg)nVe % @. Sea yz € F(g)nVe, ya
que xg converge a x en X y por hipotesis (ys: § € J) tiene un punto de acumulacién
y € F(x), entonces existe una subred (y, : v € H) de (yz: B € J) que converge a

y e F(x)nVe lo que contradice la eleccion de V. "

Una consecuencia inmediata de esta proposicion es la siguiente propiedad funda-

mental de las correspondencias compactas (comparar con la proposicién 2.5).

COROLARIO 2.1. Si F: X - K(Y) es semicontinua superior y K € K(X), enton-
ces F(K) e K(Y).

Demostracion. Sea (y, : @ € I) una red en F(K). Como K es compacto, podemos
encontrar una subred (zg: 3 € J) que converge a x € K. Por proposicién 2.7, (ygs :
f € J) tiene un punto de acumulacién y € F'(x). Se sigue que podemos encontrar una
subred (y, : v € H) de (yg : f € J) que converge a y € Y. Por lo tanto, F/(K) es

compacto. [

EjEMPLO 2.2. El coroloario falla si la semicontinuidad superior es reemplazada
por semicontinuidad inferior. En efecto, sean X =Y =[0,1] y F(z) = [0,z] si = €
[0,1) y F(1) = {0}. Entonces F es semicontinua inferior con valores compactos, pero
£(10,1]) = [0,1).

Teniendo la Proposicién 2.7, podemos probar la siguiente variante de la Proposi-

cién 2.6.

PROPOSICION 2.8. §i F : X - K(Y) es semicontinua superior, entonces F es

cerrada.
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Demostracién. Sea ((Za,%s) : @€ I) € Gr(F) una red y supongamos que converge a
(z,y) € X xY. Por proposicién 2.7, tenemos que y € F'(z). Por lo tanto, F' es cerrada.

PROPOSICION 2.9. Si F': X - C(X) es cerrada y localmente compacta (es decir,
para todo x € X, existe U €e N(x) tal que F(U) € K(X)), entonces F es semicontinua

SUPErLor.

Demostracion. Sea ((Z4,¥yq) 17 € I) € Gr(F) una red, tal que x, converge a x en X,
mostraremos que (y, : & € ) tiene un punto de acumulacién en F'(x). Por hipotesis,
podemos encontrar U € N'(z) tal que m e K(Y), de manera que también podemos
encontrar una subred (yz: 8 € J) de (yo : o € I), convergente a y € F(U). Como para
toda 3, (zs,yp) € Gr(F) y Gr(F) es cerrado, tenemos que (z,y) € Gr(F). Por lo
tanto (y, : v € I) tiene un punto de acumulacién y € F'(x) y por proposicién 2.7 F es

semicontinua superior. [

Hemos visto que la compacticidad se preserva en correspondencias compactas
semicontinuas superior, pero no semicontinuas inferior. A continuacién mostraremos

que la conexidad se preserva en ambos casos.

PROPOSICION 2.10. Si F': X —» Py(Y) es conexa y semicontinua superior o infe-

rior, entonces para todo C' € X conexo, F(C) es conexa.

Demostracion. Supongamos que F' es semicontinua inferior. Sean Vi, V5 €'Y abiertos
tales que FI(C) c ViuVy, F(C)nVi # @y F(C)nV,y # @ Debemos mostrar que
F(C)nVinVy#@. Como F(C)cViuV,y F es semicontinua inferior, entonces C' €
F-(ViuVy) = F- (V1) u F(1%). Por conexidad de C, se tiene que F~(Vy)nF~(V,) + @.
Seax e OCnF=-(V1)nF~(V,), entonces F(x)nVy + @, F(x)nVax@y F(z) cViuls.
Como F' es conexa, se deduce que F(z)nVinVa 2@y F(C)nVinV, # @. Por lo

tanto, F'(C') es conexa.

En caso de que F sea semicontinua superior, los mismos argumentos son validos,
pero considerando F'(C') cerrado y que la imagen inversa de un conjunto cerrado es

cerrada (Proposicién 2.1). "
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PROPOSICION 2.11. Si Y es un espacio métrico y F: X - Py(Y), entonces F' es
semicontinua inferior si y solo si para toda v €Y, p,(x) = d(v, F(z)) es semicontinua

Supertor.

Demostracién. Supongamos que F' es semicontinua inferior. Debemos probar que
() es semicontinua superior, es decir, que para todo A € R el conjunto Uy = {x €
X : p,(x) < A} es abierto. Es claro que si A < 0, entonces Uy = @. Si A > 0, entonces
Uy={xeX:p,(x) <A} ={xeX:F(x)nB(v,\) # @} = F-(B(v,)\)), que por

hipotesis es abierto.

Reciprocamente, supongamos que ¢,(z) es semicontinua superior. Sea Y ¢ Y
abierto, probaremos que F'~(V'). Como V es abierto, lo podemos expresar como unién
de abiertos, es decir, V' = Uaer B(Va, €q ), donde cada v; € V' y todo €, > 0. Luego,
F-(V)=4{z e X : F(2)nV # @} = Uner{r € X : F(2) nB(va,€a) # B} = Uger{x €
X () < €,}. Es decir, F=(V') es unién de abiertos, por lo tanto es semicontinua

inferior. ]
Con una hipdtesis adicional el reciproco de la proposiciéon precedente es verdadero.

PROPOSICION 2.12. Si Y es un espacio métrico, F : X — C(Y) es localmente
compacta y para todo y €Y, v - d(y, F(x)) es semicontinua inferior, entonces F' es

semicontinua SuUperior.

Demostracion. Por proposicién 2.9, es suficiente probar que F' es cerrada. Sea ((Zq, Yo ) :
a € I) una red que converge a (x,y) € X x Y. Entonces tenemos que d(y, F'(z)) <
liminf, e d(y, F(x,)) < Uminf, . o[d(y,yn) + d(yn, F(x,))] = 0, esto implica que

y € F(z), por lo tanto F' es cerrada. "

En lo que resta de esta seccion, veremos que ciertas operaciones basicas preservan

los conceptos de continuidad previamente vistos.

PROPOSICION 2.13. Una correspondencia F : X - Po(Y') es semicontinua inferior

si y solo si F lo es también.

Demostracion. Sea V' c Y abierto y supongamos que F' es semicontinua inferior,
entonces F-(V)={ze X: F(z)nV#g}={exeX:F(x)nV g} =F (V). n
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EJEMPLO 2.3. La proposicion 2.13 no se cumple para correspondencias semiconti-
nuas superior. Sean X =Y =Ry F :» Py(Y) definida por F(z) = (z—1,z+1). Enton-

ces F*((-1,1)) = {0}, luego F no es semicontinua superior. Pero F(z) =[x -1,z +1]

es semicontinua superior.

Para correspondencias semicontinuas superior, tenemos el siguiente resultado mas

débil.

PROPOSICION 2.14. Si X es un espacio topoldgico normal y F : X — Py(Y) es

semicontinua superior, entonces F' tambien lo es.

Demostraciéon. Sea V' € Y abierto, debemos probar que m es abierto en X. Sea
T € m, entonces m c V. Como Y es normal, podemos encontrar V; ¢ V
abierto tal que m c V4 ¢ Vi ¢ V. Por hipétesis F es semicontinua superior,
entonces podemos encontrar U € N (z) tal que para todo ' € U, F(z') ¢ V; ¢ V.

Luego, F(2') cV, €V, por lo tanto U ¢ F+(V) y F*+(V) es abierto en X. "

De las proposiciones 2.13 y 2.14 se desprende el siguiente corolario.

COROLARIO 2.2. Si Y es un espacio topolégico normal y F : X — Py(Y) es

continua, entonces F' es continua.

PROPOSICION 2.15. Si Fy, Fy : X — Py(Y) son correspondencias semicontinuas
superior (respectivamente semicontinua inferior, cerrada), entonces (FyUFy) también

lo es.

Demostracion. Supongamos que F, Fy son correspondencias semicontinuas superior,
entonces para todo V ¢ Y abierto, (FyuFy)* (V) = Fi (V) UES (V) es abierto. Anélo-
gamente, (F1UFy)~ (V) = F7 (V)uF; (V) es abierto. Por ultimo, si F, F; son cerradas,
Gr(Fyu Fy) = Gr(Fy) u Gr(F,) es cerrado. L

PROPOSICION 2.16. Si Y es un espacio topoldgico normal y Fy, Fy: X - C(Y') son
correspondencias semicontinuas superior, tal que para todo x € X, Fi(x)n Fy(x) # @,

entonces (Fy n Fy)(x) también es semicontinua superior.

Demostracién. Sea V' ¢ Y abierto, debemos probar que (F; n F3)* (V') es abierto en
X. Notemos que (Fyn Fy)*(V) ={zx e X : Fi(z)n Fy(z) \V = @}. Como Fy(x) y
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Fy(x)\V = Fo(z)nVe son cerrados en Y, y este tltimo es normal, podemos encontrar
Vi1,Va € Y abiertos disjuntos tales que Fi(x) € Vi y Fo(x) NV €V, Sea V3 =VouV,
entonces Fy(x) € V3. Como Fi, F, son semicontinuas superior, podemos encontrar
U,.Uy € N () tales que para todo 2’ € Uy, Fy(2') € Vi y para todo 2’ € Uy, Fy(x") € V.
Sea U = Uy n Uy € N(x), entonces si 2’ € U, tenemos que (Fy n Fy)(z') € Vi nV3 =
Vin(VouV)cV. Por lo tanto, (Fy n F»)* (V) es abierto, esto implica que (F1 n Fy)

es semicontinua superior. [

Podemos omitir la condicion de Y sea normal, si asumimos que una de las dos co-
rrespondencias es compacta. En tal caso, solo requerimos que la otra correspondencia

sea cerrada.

PROPOSICION 2.17. Si Fy : X - C(Y) es cerrada, Fy: X - K(Y') es semicontinua
superior y para todo X € X, Fy(x)nFy(z) + @, entonces (F1nFy)(x) es semicontinua

supertor.

Demostracién. Sea V' ¢ Y abierto, debemos probar que (F; n F3)*(V') es abierto
en X. Sea x € (Fy n Fy)*(V), notemos que Fi(z)n Fa(z) NV =@y Fh(x)\V
es compacto. Sea y € Fy(z) NV, entonces y ¢ Gr(Fy) y como Gr(F;) es cerrado,
podemos encontrar U, € N'(x) y V, e N(y) tales que (U, x V,)) n Gr(Fy) # @. Por lo
tanto, para 2’ € Uy, Fi(2')nV, =@. Como Fy(z)\V es compacto, podemos encontrar
{v1,.syn} € Fo(x) NV tal que Fo(x) NV cup |V, =Vi. Sea Uy = N}, Uy, e N(z). Si
2’ € Uy, entonces Fy(x') CY N Vi. Sea Vo =V U] y sea Uy € N(z) tales que si 2/ € Uy,
entonces Fy(z') € V, (existe, ya que por hipdtesis Fy es semicontinua superior). Si
' € UnUy =U € N(x), tenemos que (FinFy)(x') = Fy(a")nFy(z') ¢ (Y\V)nVh eV,

esto prueba que (Fj n Fy) es semicontinua superior. "

PROPOSICION 2.18. Si Fy : X - Py(Y) es semicontinua inferior, Fy: X - Po(Y)
tiene un grdfico abierto y para todo x € X, (F1nFy)(x) = Fi(x)n Fy(x) + @, entonces

(Fin Fy)(x) es semicontinua inferior.

Demostracién. Sea V' ¢ Y un abierto distinto de vacio, x € (Fyn F)" (V) e y €
Fi(x)n Fy(x)nV. Entonces (z,y) € Gr(Fy)(X x V). Ya que por hipdtesis Gr(Fy) es
abierto, Gr(Fy) n (X x V) también lo es. Luego, podemos encontrar U;(X) € N ()
vy Vi(y) € N(y) tal que Up(z) x Vi(y) € Gr(Fy) n (X xY). Notemos que Fj(z)n

Vi(y) # @, pues contiene a y. Como por hipdtesis F] es semicontinua inferior, podemos
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encontrar Uy(z) € N'(z) tal que para todo 2’ € Uy(x), Fi(2") nVi(y) + @. Sea U(x) =
Ui(x) nUy(x) € N(x), entonces para todo =’ € U(x), Fi(z') nVi(y) + @, ademds
U(z) xVi(Y) € Gr(F)n (X xY). Asi, para todo ' € U(x), Fi(2')n Fy(z")nV + @,

con lo que queda demostrado que (F1 n Fy) es semicontinua inferior. n

PROPOSICION 2.19. Si Fy: X - Po(Y) y Fy: Y — Py(Z) son semicontinuas supe-
rior (respectivamente semicontinuas inferior, continuas), entonces (Fyo Fy) también

lo es.

Demostracién. Sea A ¢ Z abierto. Como F} es semicontinua superior, entonces Fy (A)
es abierto en Y. Ademds F también es semicontinua superior, por lo que Fj (£ (A))
es abierto en X. Por Proposicién 1.2, Fj'(F5(A)) = (Fr o F1)*(A) es semicontinua
superior. Para el caso en que Fi, F5 sean semicontinuas inferior, la demostracion es

analoga. ]

3. Continuidad de Hausdorff

En esta seccién, X denotara un espacio topolégico Hausdorff e Y un espacio

métrico.
DEFINICIONES 3.1. Sean F': X — Py(Y') una correspondencia. Se dice que F es:

(i) H-semicontinua superior en xg € X, si h(F(x), F(x¢)) es continua en xg, es
decir, para todo € > 0, existe B(zg,€) € N (x9), tal que para todo x € B(zg,€),
h(F(x),F(xy)) <e.

(il) H-semicontinua inferior en xg € X, si h(F(xg), F(x)) es continua en zg, es
decir, para todo € > 0, existe B(xg,€) € N (xp), tal que para todo x € B(xy,€),
h(F(xg), F(x)) <e.

(iii) H-semicontinua en o si es H-semicontinua superior y H-semicontinua inferior

en I, o equivalentemente, si F': X - (Po(Y'),H) es continua en x.

Compararemos los conceptos de continuidad con los de Vietoris anteriormente

estudiados.

PROPOSICION 3.1. Si F: X — Py(Y) es semicontinua superior, entonces F es

‘H-semicontinua superior.
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Demostracion. Ya que F' es semicontinua superior, dado ¢ > 0 y x € X, tenemos
que F*(B(F(z),e)) = U € N(x). Entonces para todo x' € U, tenemos que F'(z') C
B(F(x),¢€). Por lo tanto, h(F(z'"), F(x)) < € para todo x' € U. u

El reciproco de la Proposicion 3.1 en general no es cierto, lo que mostraremos en

el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.1. Sean X =[0,1], Y =Ry F: X - Py(Y) definida por F(x) =[0,1]
size[0,1)y F(z)=1[0,1) si x = 1. Es facil ver que F' es H-semicontinua superior

pero no semicontinua superior en z = 1. Notemos que F*((-1,1)) = {1} no es abierto.

PROPOSICION 3.2. Si F': X —» C(Y) es H-semicontinua superior, entonces F es

cerrada.

Demostracién. Sea ((Za,vya) : @ € I) € Gr(F) una red, que converge a (z,y) en
X xY. Entonces d(yq, F'(x)) < h(F(z,), F(x)) y h(F(z.), F(x)) converge a 0. Como
la funcién distancia es continua, d(y., F'(z)) converge a d(y, F(x)). Por lo tanto,

d(y, F(x)) =0, esto implica que y € F'(x), por lo tanto F' es cerrada. "

PROPOSICION 3.3. Si F': X - Py(Y) es H-semicontinua superior, entonces para

todoveY, o, (x) =d(v,F(z)) es semicontinua inferior.

Demostraciéon. Sean v € Y y A € R. Debemos probar que el conjunto L, = {z €
X @ @,(x) < A} es cerrado. Sea (x4 : @ € I) € Ly una red que converge a = en X.
Debemos probar que z € Ly. Sean ¢ > 0 y para todo « € I, y, € F(x,) tal que
d(v, F(r4)) < d(v,y,) < d(v, F(z,)) + €. Entonces se tiene que ¢,(z) = d(v, F(x)) <
d(v,ya) +d(yo, F(2)) < d(v, F(z4)) + €+ d(ya, F(2)) < A+ €+ h(F(xa), F(z)). Por lo
tanto, @,(x) < A+ € para todo € >0, luego p, () < \. l

La Proposicion 3.1 nos dice que entre la semicontinuidad superior y la H-semicontinuidad
superior, esta ultima es un concepto mas general. Sin embargo, para la semicontinui-
dad inferior y la H-semicontinuidad inferior lo contrario es verdadero. Es decir, la

semicontinuidad inferior es un concepto més general.

PROPOSICION 3.4. Si F': X - Py(Y) es H-semicontinua inferior, entonces F es

semicontinua inferior.
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Demostracién. Sea C' € Y cerrado, basta probar que F*(C') es cerrado en X. Sea (z,,
ael)c Fr(C) una red que converge a x € X. Entonces F'(x,) € C para todo a € I.
Como por hipotesis F' es H-semicontinua inferior, dado € > 0 podemos encontrar g € 1
tal que para a > ag, h(F(x), F(z,)) <€, por lo tanto F(x) € B(F(z,),€) € B(C,¢).
Ya que € > 0 es arbitrario y C' es cerrado, tenemos que F'(z) ¢ C. Luego x € F*(C),

esto implica que F*(C') es cerrado, por lo tanto F' es semicontinua inferior. ]

En el capitulo anterior vimos que 7y y 74 coinciden en (Y. Por lo que era de

esperar que los conceptos de continuidad tambien coincidan.
TEOREMA 3.1. Sea F': X - K(Y), entonces:

(i) F' es semicontinua superior, si y solo si es H-semicontinua superior.

(ii) F' es semicontinua inferior, si y solo si es H-semicontinua inferior.

Demostracion.

(i) =: Es la proposicién 3.1.
<: Por proposicién 2.7, basta probar que si ((a,¥a) : @ € I) € Gr(F) es
una red tal (z, : @ € I) converge a x en X, entonces (y, : o € I) tiene
un punto de acumulacién en F(x). Por hipétesis tenemos que d(y,, F(z)) <
h(F(z,), F(xz)) - 0. Como F(x) € K(Y), podemos encontrar z, € F(x) tal
que d(Ya, F(2)) = d(Ya, 2a). Sea (25 : B € J) una subred de (z, : o € I) que
converge a z € F'(x), entonces d(yg, 23) — 0, luego yz converge a z € F'(z).

(il) =: Supongamos lo contrario, entonces podemos encontrar ¢ > 0, una red
(o : a € I) que converge a x € X y h(F(z),F(z,)) > € para todo a € I.
Como F' es K(Y)-valuada, podemos encontrar y,, € F'(x) tal que d(ya, F'(z)) =
h(F(x),F(z,) > €. Sea (ys: [ € J) una subred de (y, : « € I) que converge a
y € F(z). Como F es semicontinua inferior, podemos encontrar 3y € J tal que si
B> fo, h(F (), F(w3)) = d(ys, F(w3)) < d(ys,y) +d(y, F(w5)) < dlys, 1) + /2.
Luego aplicamos limite y tenemos lim h(F(z), F(xp)) < €/2 <€, lo que es una
contradiccion.

<: Es la proposicion 3.4. ]

COROLARIO 3.1. Una correspondencia F : X — K(Y') es continua si y solo si es

H-continua.
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PROPOSICION 3.5. Si Fy, Fy: X — Po(Y') son correspondencias H-semicontinuas
superior (respectivamente H-semicontinuas inferior), entonces (Fy U Fy)(x) también

lo es.

Demostracion. Supongamos que F, Fy son H-semicontinuas superior. Sean x € X y
e > 0. Entonces podemos encontrar U € N'(x) tal que si 2/ € U, h(Fy ("), F1(z)) <ey
h(Fy(z"), Fy(x)) < e. Asi, Fi(2") € B(Fi(x),€) y Fo(x') € B(Fy(x),€). Luego tenemos
que (FiuFy)(2") € B((F1uFy)(x),¢€), esto implica que h((FLUFy)(z'), (FluFy)(z)) <
€, por lo tanto (F} U Fy) es H-semicontinua superior. Para el caso de que Fy, F» sean

‘H-semicontinuas inferior la demostracion es anédloga. ]

PROPOSICION 3.6. Si Fy: X - C(Y) y Fy:x — K(Y) son correspondencias H-
semicontinuas superior tal que para todo x € X, (FinFy)(x) # @, entonces (F1nFy)(x)

es H-semicontinua superior.

Demostracién. Supongamos lo contrario, entonces podemos encontrar € > 0, (z, : « €
I) ¢ X una red que converge a = € X e y, € (F1 n Fy)(x,) tal que y, ¢ B((F1 n
Fy)(x),€). Asi d(ya, (F1 n F3)(x)) > € para todo « € I. Pero Fy es compacta, luego
por teorema 3.1 es semicontinua superior y F'((z, : o € I)) €Y es compacta por
corolario 2.1. Asi, podemos encontrar (ys: (€ J) subred de (y, : o € I) que converge
ayeFi(x)nFy(x) = (F1nFy)(x). Se sigue que d(yg, (F1 n Fy)(z)) converge a 0, lo

que es una contradiccion. n






Capitulo 3

Punto Fijo Univaluado y Multivaluado

1. Teoremas de Knaster, Kantorovitch y Tarski

En esta seccién veremos que un numero importante de resultados en Teoria del

Punto Fijo pueden obtenerse mediante consideraciones de orden.

Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y M < P, M # @. Recordemos que
una cota superior (respectivamente inferior) de M es un elemento p € P tal que m <p
(respectivamente m > p) para todo m € M; el supremo de M, si es que existe, es
la menor de las cotas superiores para M. Recordemos también que un subconjunto
de P totalmente ordenado es llamado cadena. Una funciéon F': P - P es isotona si

F(z) < F(y) cuando x < y.

DEFINICION 1.1. Sean (FE,d) un espacio métrico y T': E - E una funcién. Se dice

que x € F es un punto fijo de T, si x = Tx.

TEOREMA 1.1. (Knaster-Tarski) Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado y
F: P — P isctona. Si existen be P tal que

(i) b= F(b)

(ii) toda cadena en {x:x > b} tiene supremo

Entonces el conjunto de puntos fijos de F es distinto de vacio y entre ellos existe un

punto fijo A que es maximal en P.

Demostraciéon. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado
Q={x:bzx=<F(z)}

Claramente () es no vacio, pues b € (). Sea C una cadena en @), si u =sup C, entonces
para todo ¢ € C tenemos que ¢ < u. Entonces por la propiedad de isotonia, para todo
c € C se cumple que ¢ < F'(¢) < F(u), mostrando que F'(u) es una cota superior para

37
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C. Por lo tanto u < F'(u) y asi, u € Q. Luego, por lema de Zorn, existe un elemento
méximal A € Q. Ya que A < F(\), tenemos que F'(\) < F(F())), luego FI(A) € Q. En
caso que A # F'(\) se contradice la maximalidad de A, asi, A es un punto fijo y es el

elemento mdximal en P. =

En un conjunto parcialmente ordenado P, ha sido 1til considerar una cadena
contable como una sucesion, y al supremo de esta cadena, si es que existe, como el
limite de esta sucesion. Guiados por esta idea, definimos una funcién F' : P - P
de modo que sea continua si y solo si para cada cadena contable {c¢,} tenemos un
supremo F'(sup{c,}) =sup({F(c,)}). Observemos que una funcién continua F': P —
P es necesariamente isotona; si x <y entonces y = sup{z,y}, luego por continuidad,
debemos tener F'(y) = sup{F(x), F(y)}. Por lo tanto, F'(x) < F(y).

Para funciones continuas, las condiciones del teorema anterior pueden ser debili-

tadas y podemos encontrar un punto fijo por el metodo de aproximaciones sucesivas.

TEOREMA 1.2. (Tarski-Kantorovitch) Sea (P, <) un conjunto parcialmente orde-
nado y F': P - P continua. Si existe be P tal que

(i) b= F(b).

(i) toda cadena contable en {x:x > b} tiene supremo.

Entonces F tiene un punto fijo pu = sup,, F™(b) y p es el infimo del conjunto de puntos
fijos de F en {x:b=<x}.

Demostraciéon. Ya que b < F'(b) y F es isotona, se cumple que F'(b) < F%(b) e induc-
tivamente obtenemos que F™(b) < F"*1(b) para n > 1. Asi, {F"(b) : n > 1} es una

cadena en {x:b <z}, luego u = sup F(b) existe. Ya que F' es continua,
F(p) =sup F(F"(b)) = sup F"(b) = .

Luego, i es un punto fijo. Falta probar que si u* es otro punto fijo en {z : b < z},
entonces p < 1*. Para esto, observemos que ya que b < u*, entonces F'(b) < F(u*) = p*,
inductivamente tenemos que F™(b) < u* para todo n > 1. Asi, u* es una cota superior

para {F"(b);n > 1}, entonces p > p*. u
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2. Condicion de Brondsted

Consideremos la observacién hecha por Brondsted en [2]:

(A) Supongamos que (F,<) posee un elemento maximal z* y que T : £ -» E

satisface x* < Tz, para todo x € E. Entonces, T" posee un punto fijo.
Veremos como esta simple observacion es til para demostrar teoremas de punto fijo.

DEFINICION 2.1. Sean (E,d) un espacio métrico, ¢ : E - R una funcién y <, la

relacién en E definida por
Ty, siysolosi, d(r,y)< (@) - p(y).

PROPOSICION 2.1. (E,<,) es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostracion. Solo probaremos antisimetria y transitividad, pues la reflexividad es

trivial. Sean z,y, z € E, entonces
(i) Sixz <,y ey=,x, se cumple que

d(z,y) <e(x) - p(y) vy d(y,z) <o(y) - ¢(x)

esto implica que d(z,y) + d(y,z) = 0. Luego x = y, por lo tanto < es anti-
simétrica.

(i) Siz =,y ey=, 2, se cumple que

d(x,y) <p(x) —p(y) y d(y,2) < e(y) - p(2)

esto implica que d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) < ¢(x) — ¢(2). Por lo tanto, <, es

transitiva. -

TEOREMA 2.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y ¢ : E - R una funcion
semicontinua inferior y acotada inferiormente. Entonces, para todo xg € X existe un

elemento maximal x* € X tal que xg <, x*.

Demostracién. Sea xo € X. Para cada x € E, sea I(z) = {y € E : x <, y}. Puesto
que ¢ es semicontinua inferior e I(x) = {y € E: p(y) +d(z,y) < ¢(x)}, se tiene que
I(z) es cerrado. Sean C' una cadena en I(zg) y B = {I(x)nC : x € C}. Luego, B

es una base de filtro en I(zg). Sea € > 0. Como ¢ es acotada inferiormente, existe
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L =inf{p(z):xeC}. Sea x € C tal que p(z) < L+¢. Ya que ¢ es decreciente, dados u
y v tales que x <, u <, v, se tiene p(u) — p(v) < € y entonces d(u,v) < e. Esto prueba
que B es de Cauchy en I(zg) y, por consiguiente, converge hacia algin v € I(x).
Puesto que para cada x € C, I(z) es cerrado, se tiene {v} = Nyec 1(2) N C € Nyec I(2)
y en consecuencia v es una cota superior de C'. Por Lema de Zorn existe un elemento

maximal z* € I(zg), concluyendo la demostracién. L]

TEOREMA 2.2. (Caristi) Sean (E,d) un espacio métrico completo, ¢ : X - R
una funcion semicontinua inferior y acotada inferiormente y T : E - E una funcion
tal que para todo x € E, d(z,Tx) < p(x) — (Tx). Entonces, existe xg € E tal que

To = T[L‘Q.

Demostracién. Por Teorema 2.1, (E,<,) posee un elemento maximal y por hipétesis,
para todo = € E, x <, Txz. Luego, por la condicién (A) de Brondsted, existe zy € £

tal que x¢ = Txo, completandose la demostracion. ]

3. Punto Fijo Univaluado

DEFINICION 3.1. Sean (F,d) un espacio métrico y T : E — E una funcién. Se
dice que T satisface la condicién orbital de Banach (COB), si existe k € [0, 1) tal que,
d(Tx, T?x) < kd(z,Tx).

TEOREMA 3.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - E una funcion

continua que satisface la COB. Entonces, eziste xg € E tal que xo =Txg.

Demostraciéon. Sea ¢ : X — R definida por p(z) = d(z,Tx)/(1 - k). Luego, ¢ es

continua. Ademas, para todo x € E,
d(z,Tz) - d(Tx, T?*z) > (1 -k)d(x,Tx),

con lo cual se tiene d(x,Tx) < ¢(z) — ¢(Tx). Sigue entonces del teorema de Caristi

que existe xg € F tal que zg = T'zg, lo cual completa la demostracion. ]

Existe una amplia gama de funciones que satisfacen la condicién orbital de Banach,

en la siguiente proposicion se veran algunos ejemplos.

PROPOSICION 3.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - E una

funcion. Entonces, para todo x,y € E las siguientes contracciones satisfacen la COB:
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(i) Banach:
d(Tz,Ty) < kd(zx,y) con ke[0,1).

(ii) Kannan:
d(Tx,Ty) < ald(z,Tx) +d(y,Ty)] con a€[0,1/2).
(iii) Chatterjea:
d(Tx,Ty) < ald(z,Ty) +d(y,Txz)] con a€[0,1/2).
(iv) Reich:
d(Tx,Ty) < ad(z,y) + Bd(x, Tx) +~vd(y,Ty) con a+ B +~e€[0,1).
(v) Berinde:
d(Tx,Ty) <dd(z,y) + Ld(y,Tx) con § € [0,1) y L >0.
(vi) Cirié:
d(Tz,Ty) < amax{d(z,y),d(z,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)},

con a€[0,1/2).

Demostracion. Sea x € E.

(i) Es inmediato que una contraccién de Banach satisface la COB.
(ii) Notemos que si d(Tz, T%z) < a[d(x,Tx) +d(Tz,T*z)], entonces
d(Tx, T?x) ad(x, Tz) + ad(Tx, T?z),
(1-a)d(Tz, T?z) < ad(z,Tx), y
d(Tz,T?z) < ad(z,Tx)/(1-a).

IN

A

Como 0 < a < 1/2 entonces /(1 — «) < 1. Por consiguiente, toda contraccién
de Kannan satisface la COB.

(iii) Sea T una contraccién de Chatterjea. Luego,

IN

ald(x, T?z) +d(Tz,Tx)],
ad(x, T%x),

ad(x, Tx) + ad(Tx, T?z),
ad(xz,Tx) y entonces
ad(x, Tz)/(1 - ).

IN

IA

(1-a)d(Tx, T?x
d(Tx, T*x

IA

x)
)
d(Tm T?x)
)
)

IN
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Como 0 < a < 1/2 entonces a/(1 — «) < 1 y por consiguiente, T satisface la
COB.

(iv) Sea T una contraccién de Reich. Luego,

d(Tx,T?x) < ad(x,Tz)+Bd(x,Tx)+~vd(Tx,T?z),
(1-7v)d(Tz,T?z) < (a+p)d(x,Tz) y entonces
d(Tz,T?z) < (a+pB)d(z,Tx)/(1-7).

Como a+f+7v < 1 entonces (a+)/(1-7) < 1, en consecuencia toda contraccién
de Reich satisface la COB.

(v) Sea T una contraccién de Berinde, entonces

d(Tx,T%x)

IN

dd(z,Tx) + Ld(Tx,Tx),
dd(z,Tx).

Como 0<d <1, T cumple con la COB.

(vi) Sea T' una contraccién de Ciri¢. Luego,

d(Tz,T?z) < améx{d(z,Tx),d(z,T?*z),d(Tz,T?*x)},
d(Tz,T?z) < améx{d(Tz,T?*x), méx{d(z,Tx),d(x,T?x)}},
d(Tz,T?x) < améx{d(Tz,T?*x),d(z,Tx)+d(Tx,T%*x)},
d(Txz,T?x) < ad(z,Tzx)+ad(Tz,T?x),

(1-a)d(Tz,T?x) < «d(z,Tx) y entonces
d(Tz,T?z) < ad(z,Tx)/(1-a).

Como 0 < a < 1/2, en consecuencia T" cumple con la COB. =

COROLARIO 3.1. Si T : E - E es una funcion continua que satisface alguna de

las contracciones de la proposicion precedente, entonces T posee un punto fijo.

Demostracion. Por Proposicién 3.1 cada una de las contracciones mencionadas cumple

con la COB, luego, como T es continua, por Teorema 3.1, T posee punto fijo. ]
En particular se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 3.2. (Banach) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - E
una funcion tal que d(Tx,Ty) < kd(zx,y), donde k € [0,1). Entonces, existe un tinico

xo € F tal que xo =Txy.
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Demostracion. Puesto que T' es Lipschitz, T es continua y, por Proposicién 3.1, satis-
face la COB. Luego, por Teorema 3.1, o mas directamente por Corolario 3.1, T" posee
punto fijo. Para demostrar la unicidad, supongamos que existen x,y € F tales que

Tr=xy Ty=y. Luego
d(z,y) = d(Tx,Ty) < kd(x,y).
Como k €[0,1), entonces d(z,y) =0 y en consecuencia x = y. ]

Algunas contracciones son continuas, por ejemplo la de Banach. Pero no todas
lo son y, aun asi, algunas poseen punto fijo. Esto significa que, si bien el Teorema
3.1 asegura la existencia de punto fijo en varios casos, en otros esta existencia debe
demostrarse mediante un método alternativo. Este es el caso de los Teoremas 3.2, 3.3
y 3.4.

TEOREMA 3.2. (Berinde) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E —
E una funcion tal que d(Tx,Ty) < dd(x,y) + Ld(y,Tx), donde § € [0,1) y L > 0.

Entonces existe xg € E tal que xq =Txy.

Demostracion. Sea xy € E. definamos de manera inductiva una sucesién (x,, : n € N)

de modo que z,,,1 = Tz,,. Entonces
d(Tx, 1, Tx,) < dd(xp-1,2,)+ Ld(x,, Tx, 1),
d(Tp, Tpe1) < 0d(Tpo1,Tp).

Inductivamente obtenemos
d(zp, Tpi1) <0™d(z9,21), con n=0,1,2, ...

y consecuentemente,

d(Xpy Tpsp) < (140 + -+ 0P 1)d(xo, 21)
= (1-0P)d(xo,21)/(1-0), n,peN, n£0
Como 0 € [0,1), entonces (x, :n € N) es una sucesiéon de Cauchy en E y por lo tanto
convergente. Denotemos por
r* = lim z,,

entonces

d(z*,Tx*) <d(z*, xps1) + d(xps1, T2*) = d(xps1, %) + d(Txy,, Tx™).
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Por hipétesis, tenemos que
d(Tx,, Tx*) <od(xy, z*) + Ld(x*, Tx,)
y en consecuencia,

d(z*,Tx*)
d(z*, Tz*)
d(z*,Tx*)

IN

d(zpi1, %) +d(Tx,, Tr*),
d(zpi1,2*) +0d(xy, z*) + Ld(x*, Tx,,),
(1+ L)d(z*, xpi1) + 0d(xy, x*).

IN

IN

Tomando n — oo obtenemos que d(z*,Tx*) =0, es decir, z* es un punto fijo de 7. m

TEOREMA 3.3. (Kannan) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - E
una funcion tal que d(Tx,Ty) < a[d(z,Tx) +d(y,Ty)] donde « € [0,1/2). Entonces

existe rg € E tal que xg =Tx.

Demostracion. Sea T una contraccién de Kannan. Entonces,

d(Tz,Ty)
d(Tx,Ty)
d(Tz,Ty)
(1-a)d(Tz,Ty)

IN

ald(z,Tx) +d(y, Ty)],

ald(z,y) +d(y, Tz) +d(y, Tx) +d(Tz,Ty)],
ad(z,y) +ad(y, Tzr) + ad(y, Tz) + ad(Tx, Ty),
ad(z,y) +2ad(y, Tx).

IN N

IN

Esto implica que

« 2a
d(Tx,Ty) < d d(y,Tx).
(T2, Ty) < 7——d(w,y) + 7——d(y, T)
Como « € [0,1/2), tomamos 6 = af/(1 —«a) € [0,1) y L = 2a/(1 — «). Luego T es
contraccion de Berinde, por lo tanto posee punto fijo. ]

TEOREMA 3.4. (Chatterjea) Sean (E,d) un espacio métrico completo yT : E -~ E
una funcion tal que d(Tz,Ty) < ald(x,Ty) + d(y, Tx)] donde « € [0,1/2). Entonces

existe xg € B tal que xo =Txy.

Demostracion. Sea T" una contraccion de Chatterjea. Entonces,

IN

d(Tz,Ty)
d(Tz,Ty)
d(Tz,Ty)
(1-a)d(Tz,Ty)

afd(z, Ty) +d(y, Tr)]

ald(x,y) +d(y, Tx) +d(Tz, Ty) +d(y, Tx)],
ad(z,y) +ad(y, Tz) + ad(Tx, Ty) + ad(y, Tx),
ad(z,y) +2ad(y, Tz).

IN N

IN
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Esto implica que

2
AT, Ty) < T=—d(w,y) + ~———d(y, Tx)
1-« -«
Como « € [0,1/2), tomamos 0 = af/(1 - «) € [0,1) y L = 2a/(1 — ). Luego T es
contraccion de Berinde, por lo tanto existe 1" posee punto fijo. ]

TEOREMA 3.5. (Reich) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - E una
funcion tal que d(Tx,Ty) < ad(z,y) + Bd(x, Tx) +vd(y, Ty) donde ac+ 3+~ €[0,1).

Entonces existe xg € E tal que xog=Txg.

Demostracion. Sea T una contraccién de Reich. Entonces,

IN

d(Tx, Ty) < ad(z,y)+ Bd(x, Tx) +~d(y, Ty),

(
d(Tz,Ty) < oad(z,y)+Bld(z,y) +d(y,Tx)] +~[d(y, Tx) + d(Tx, Ty)],
(
(

A

d(Tz,Ty) < ad(z,y)+Bd(x,y) + Bd(y, Tx) +vd(y, Tx) +vd(Tz, Ty),
(1-7)d(Tz,Ty) < (a+pB)d(z,y)+(B+7)d(y,Tx).
Esto implica que
ATy < T ) + P 7o),

Ya que a+5+7 < 1, entonces (a+/3)/(1-7) < 1y asi, tenemos que T es una contraccién
de Berinde con parametros d = (a«+ 3)/(1-7v) €[0,1) y L =(8+~)/(1-7). Por lo

tanto, T" posee punto fijo. ]

Antes de enunciar el teorema de punto fijo de Ciri¢, son necesarios la siguiente

definicion y Lemas 3.1 y 3.2.

DEFINICION 3.2. Sean (E,d) un espacio métrico y T': F - E una funcién. Para
A ¢ E, denotamos su diametro por p(A) = sup{d(a,b) : a,b € A} y para todo = € F

definimos los siguientes conjuntos

O(z,n)
O(x,00)

{x,Tx,..., T"x}, neNy
{z,Tx,...}.

LEMA 3.1. Sean (E,d) un espacio métrico, T : E — E una contraccion de Cirié
y n e N. Entonces para todo x € E y todo i,j €{1,2,...,n} tenemos que d(T'z,Tz) <
ap(O(x,n)), con ae[0,1).
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Demostracién. Sea z € F, entonces T 'x, Tz, Tz, Tz € O(x,n). Como T es con-

traccion de Ciri¢, tenemos que

d(Tiz, Tiz) < améx{d(T 'z, Ti"'z),d(T" 'z, Tiz),d(Ti"\z, Tiz),
d(Tx, Tiz),d(Tiz, Ti-1x)}
< ap[O(z,n)]

OBSERVACION 3.1. De este lema se deduce que si T' es una contraccién de Cirié

y z € E, entonces para todo n € N existe k <n tal que d(z,T*z) = p[O(z,n)].

LEMA 3.2. Sean (E,d) un espacio métrico y T : E - E una contraccion de Cirié.
Entonces, para todo x € E se tiene que

PO(z,00)] < —

l-«

d(z,Tx).

Demostracién. Sea z € E. Ya que p[O(z,1)] < p[O(x,2)] < -+, tenemos que p[O(z, )] =
sup{p[O(z,n)] : n € N}. Por la Observacién 3.1, existe T*z € O(z,n) con 1 <k <n
tal que d(x, T*z) = p[O(x,n)]. Luego, del Lema 3.1 obtenemos

d(z,TFz) < d(x,Tx)+d(Tz,Tkx)
< d(z,Tx) +ap[O(z,n)]
= d(z,Tx) +ad(z,TFx).
Por lo tanto,
A0 )] = d(z,Th)
< d(z,Tx).
Como n es arbitrario, queda demostrado el resultado. ]

TEOREMA 3.6. (Ciri¢) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - E una
funcion tal que d(Tx,Ty) < améx{d(x,y),d(x,Tx),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y,Tx)} con

a€[0,1). Entonces existe xq € E tal que xq=Txg.

Demostracion. Sean z € £ 'y n,m € N tal que n < m. Entonces,
d(Tmz, T™x) < ap[O(T" 'z,m-n+1)].
Por Observacién 3.1, existe ke N con 1 <k <m-n+1 tal que

p[O(T" 2, m —n+1)] =d(T™ 'z, T*T" 7).
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Nuevamente, por Lema 3.1 tenemos que

d(Trtx, TFT 1)

IN

aplO(T" 2z, k+1)]
aplO(T"2z,m -n+2)].

IN

Por lo tanto,
d(Trx, T™x)

IN

ap[O(T"1z,m -n+1)]
< a?plO(T™ 2z, m-n+2)]

Procediendo de esta manera, obtenemos
d(T"z, T"z) < ap[O(T" 'z,m-n+1)] < <a”p[O(x,m)].

Entonces, se sigue del Lema 3.2 que

an

(4) d(T"z, T™x) < . d(z,Tx).

-
Ya que lim o™ = 0, entonces (T"x : n € N) es sucesién de Cauchy y por lo tanto
n—o00

convergente. Como E es completo, existe z* = lim T"z. Para probar que Tz* = x*

n—oo

consideremos las siguientes desigualdades:

d(z*,Tx*)

IN

d(z*, T x) + d(Te, Te)

d(z*, T x) + amax{d(T"x,x*),d(T"x, T x),

d(z*, Tx*),d(Tmz, Tx*),d(T" 'z, x*)}

d(z*, T x) + a[d(Trz, T x) + d(Trx,x*) + d(z*, Tz*)
+d(Tmz, z*)].

IN

IN

Por lo tanto,

d(z*,Tz*) < . [(1+a)d(z*, T""2) + ad(z*, T"x) + ad(T"z, T" ' x)].
-«
Como lim T"x = x*, entonces d(xz*,Tz*) =0, es decir, * es un punto fijo. "

4. Punto Fijo Multivaluado

DEFINICION 4.1. Sean (F,d) un espacio métrico y T': E - P(E) una correspon-

dencia. Se dice que x € E es un punto fijo de T, si x € Tx.

DEFINICION 4.2. Sean (FE,d) un espacio métrico y T': E - CB(FE) una correspon-
dencia. Se dice que T satisface la condicién orbital de Banach multivaluada (COBM),
si existe k € [0,1) tal que, H(Tz,T?%x) < kd(z,Tx), donde H es la métrica de Haus-
dorff.
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OBSERVACION 4.1. Para correspondencias, se puede establecer un teorema similar
al Teorema 3.1, pero se debe pedir que la funcién ¢ : E - R definida por ¢(x) =

d(z,Tx) sea semicontinua inferior.

La siguiente definicién fue introducida por R. Fierro et al. en [5] y nos ayudard a

probar existencia de puntos fijos.

DEFINICION 4.3. Sea (F,d) un espacio métrico y T : E - P(FE) una correspon-
dencia. Decimos que T' es débilmente semicontinua superior (respectivamente, débil-
mente semicontinua inferior) si la funcién ¢(x) = d(xz,Tx) es semicontinua inferior

(respectivamente, semicontinua superior).
TEOREMA 4.1. Sea T : E - P(FE). Entonces se cumple que:

(i) SiT es semicontinua inferior, entonces T es débilmente semicontinua inferior.
(ii) Si T es semicontinua superior, entonces T es débilmente semicontinua supe-

7107

Demostraciéon. Supongamos que T es semicontinua inferior. Sean o > 0y A = {z €
E :d(z,Tz) < a}. Con el fin de probar que A es abierto, supongamos que A # &y
elijamos a € A. Sean ¢ = a —d(a,Ta) e y € Ta tal que d(a,y) < €¢/3 +d(a,Ta). Ya
que T es semicontinua inferior, existe una vecindad U’(a) tal que Tun B(y,€/3) + @
para todo u € U'(a). Sean U(a) = U'(a) n B(a,€/3), ue U(a) y b, € Tun B(y,€/3).
Se tiene que d(u,b,) < d(u,a) +d(a,y) +d(y,b,) < a, en consecuencia d(u,T(u)) < a.

Esto prueba que A es abierto y por lo tanto, se cumple 1.

Ahora supongamos que T es semicontinua superior. Sean « e Ry A= {z € E:
d(z,Tz) > a}. Probaremos que A es abierto. Sea a € A y elijamos (3,7 € R tal que
v > Bay d(a,Ta) >~. Sea G ={y e E:d(y,Ta) < (v-70)/2}. Ya que Ta € G, G
es abierto y T' es semicontinua superior, existe U’(a) tal que para todo x € U'(a),
Tx ¢ G. Esto implica que para todo x € U'(a) y todo y € Tx, d(y,Ta) < (v - 5)/2.

Por lo tanto,

v<d(a,Ta) <d(a,y) +d(y,Ta) <d(a,y) + (v-5)/2.
Asi, d(a,y) > (y+/5)/2 y en consecuencia, d(a, Tx) > (y+)/2. Sea U'(a)nB(a, f-),

notemos que para todo = € U(a),

B <d(a,Tx) <d(a,x)+d(z,Tx)<f-a+d(z,Tx).
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Esto prueba que U(a) € A, por lo tanto se cumple 2. "

TEOREMA 4.2. Sean (E,d) un espacio métrico completo yT : E — CB(E) una co-
rrespondencia débilmente semicontinua superior y que satisface la COBM. Entonces,

existe xg € B tal que xo € T'xy.

Demostracion.

Sean € € (0,k), ¢: X - R tal que
1 -1
p@)= (12 k) d@.T()
y para cada x € E, y.(x) € Tz tal que d(z,y.(x)) <d(x,Tx)(1+¢). Por hipdtesis ¢ es

semicontinua inferior. Ademas,

(i_k)d(x’ye(az)) < d(z,Tx) -H(Tz, Ty(z))

< d(x,Tx) - d(y(x), Ty.(x))

con lo cual se tiene d(z,T(z)) < ¢(x) — (y(x)). Sigue entonces del teorema de
Caristi que existe xg € E tal que xg = y.(z9). Por lo tanto, xy € T'xg, lo cual completa

la demostracion. -

COROLARIO 4.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - CB(E) una
correspondencia semicontinua superior y que satisface la COBM. Entonces, existe

ro € E tal que xg € Txy.

Demostracion. Si T es una correspondencia semicontinua superior, por Teorema 4.1
es débilmente semicontinua superior. Si ademés, T satisface la COBM, por Teorema

4.2 se obtiene el resultado. n

OBSERVACION 4.2. Sea T : R - CB(R) definida por

Tx:{ [-1,1] si 2 #0;

{0} s x=0.
Noétese que 0 es punto fijo de T', pero no es posible aplicar Corolario 4.1, pues T'
no es semicontinua superior ya que 7-([-1,1]) =] — 00, 0[U]0, oo no es cerrado . Sin

embargo, T es débilmente semicontinua superior, como veremos a continuacion.
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Por Definicion 4.3 sabemos que T' es débilmente semicontinua superior, si la fun-
cion p(z) = d(z,Tx) es semicontinua inferior. Observemos que si x = 0, d(z,Tz) =
d(0,0) =0. Si 0 <|z| <1, entonces

d(z,Tx)=d(z,[-1,1]) =0, puesze[-1,1].
Si |z| > 1, entonces

r—-1 si z>1

d(z,Tz) =d(z,[-1,1]) = { _
-1-2z s1 z<-1.
Es decir, d(z,Tz) = |z| -1, si |z| > 1.

Por lo tanto, para todo x € R, d(x,Tz) = méx{|z| - 1,0} y en consecuencia, la
funcién = — d(x,Tx) es continua, por lo tanto también semicontinua inferior. En

consecuencia, la existencia de punto fijo de T" puede obtenerse de Teorema 4.2.

La observacién anterior motiva el siguiente resultado.

TEOREMA 4.3. SiT: E - CB(E) es una correspondencia que satisface la COBM,

entonces, son equivalentes

(i) z*eTx*, y

(i) p(x) =d(z,Tx) es semicontinua inferior en x*.

Demostracién. Sea (z,;n € N) una sucesién en E que converge a x*. Por demostrar

que d(z*,Tx*) <liminf d(x,, Tx,). Pero esto es trivial, pues d(z*,Tz*) = 0.

Reciprocamente, si ¢(x) es semicontinua inferior, entonces 7" es débilmente semi-

continua superior, luego el resultado se desprende del Teorema 4.2. ]

PROPOSICION 4.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E - CB(E)
una correspondencia. Entonces, las contracciones definidas por las desiqualdades si-
quientes, satisfacen la COBM:

(i) Nadler:
H(Tx,Ty) < kd(x,y) con ke[0,1)

(ii) Kannan:

H(Tx,Ty) <ald(x,Tz)+d(y,Ty)] con a€[0,1/2).
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(iii) Chatterjea:
H(Tz,Ty) < ald(z,Ty) +d(y,Tx)] con a€[0,1/2).

(iv) Reich:

H(Tx, Ty) < ad(x,y) + fd(x, Tx) +vd(y, Ty) con a+5+~y€[0,1)
(v) Berinde:

H(Tz,Ty) <dd(x,y) + Ld(y,Tx) con d€[0,1) y L>0.

(vi) Cirié:

H(Tz,Ty) < amdx{d(x,y),d(z,Tz),d(y,Ty),d(x,Ty),d(y, Tx)}

con a € [0,1/2).

Demostracion. Sea x € E. Entonces,

(i) Es inmediato que una contraccién de Nadler satisface la COBM.

(ii) Sea T una contraccién de Kannan. Luego,

H(Tx,T?z) < «ad(z,Tx)+ad(Tx,T?x),
H(Tx,T?x) < «ad(x,Tx)+aH(Tx,T?z),
(1-a)H(Tx,T?x) < ad(z,Tz) y entonces
H(Tx,T?z) < ad(z,Tx)/(1-a).
Como 0 < a < 1/2 entonces /(1 — a) < 1. En consecuencia, toda contraccién

de Kannan satisface la COBM.

(iii) Sea T una contraccién de Chatterjea, se tiene que

H(Tx,T?*x) < afd(x,T?x)+d(Tz,Tx)],

H(Tz,T?*x) < ad(x,T?x),

H(Tx,T?z) < «ad(z,Tx)+ad(Tx,T?x),

H(Tx, T?*x) < ad(x,Tz)+aH(Tz, T?z),
(1-a)H(Tx,T?z) < «d(z,Tx) y entonces

H(Tz,T*zx) < ad(x,Tx)/(1-a).

Como 0 < « < 1/2, entonces /(1 — ) < 1. En consecuencia, T satisface la
COBM.
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(iv) Sea T" una contraccién de Reich. Luego,

H(Tz, T?x) ad(x, Tx) + fd(x, Tx) +vd(Tx, T?z),
H(Tx,T?z) < «ad(z,Tx)+ Bd(x,Tz)+~yH(Tx,T?z),
(1=-)H(Tx,T?x)
H(Tz,T?x)

AN

IN

(a+ B)d(x, Tx) y entonces
(a+pB)d(x, Tx)/(1-7).

Ya que oo+ + <1 entonces (a+ 3)/(1-+) < 1. Por lo tanto, T satisface la
COBM.

(v) Sea T una contraccién de Berinde, entonces

IN

H(Tx,T%x)

IN

dd(z,Tx) + Ld(Tx, Tx)
= o0d(x,Tx).

Como 0<9 <1, T cumple con la COBM.

(vi) Sea T una contraccién de Ciri¢. Luego,

H(Tx, T?z) < améx{d(z,Tz),d(x,T?z),d(Tz,T?z)},
H(Tx, T?x) < améx{d(Tz, T?x), méx{d(x,Tz),d(x,T?x)}},
H(Tz,T%x) < améx{d(Tz,T?z),d(x,Tz) +d(Tx,T?x)},
H(Tx, T?x) < ad(x,Tz)+ad(Tx, T?z),
H(Tx,T%x) < ad(z,Tz) + oH(Tz, T?z),

(1-a)H(Tz,T?x) < o«d(z,Tx) y entonces
H(Tx,T%x) < ad(z,Tz)/(1-a).

Como 0 < a < 1/2, toda contraccién de Ciri¢ cumple con la COBM.

Esto completa finalmente la demostracion. ]

COROLARIO 4.2. SiT: E — CB(FE) es alguna de las contracciones de la proposi-

cion precedente y ademds es débilmente semicontinua superior, entonces T posee un

punto fijo.

Demostracion. Por Proposicién 4.1 cada una de las contracciones cumple con la

COBM, luego como T es débilmente semicontinua superior, por Teorema 4.2 exis-

te punto fijo. n

En particular se tiene el corolario siguiente.
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COROLARIO 4.3. (Nadler) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T : E —
CB(FE) una correspondencia tal que H(Tx,Ty) < kd(x,y), donde k € [0,1). Entonces,

existe xg € B tal que xg € T'xy.

Demostracién. Como 1" es una contraccion, T' es continua con la métrica de Hausdorff
y por Proposicion 3.3 del Capitulo 2, T' es débilmente semicontinua inferior. Ademas,
T satisface la COBM. Sigue entonces de Teorema 4.3 que existe xy € E tal que

xg € T'xg, lo cual completa la demostracién. ]

Anélogamente al caso univaluado podemos débilitar las hipdtesis, esta vez omi-
tiendo la condicién de que T' sea débilmente semicontinua inferior, como veremos a

continuacion.

TEOREMA 4.4. (Berinde Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico y T : E —
CB(E) correspondencia tal que H(Tx,Ty) < dd(x,y) + Ld(y,Tx), donde 6 € [0,1) y

L >0. Entonces existe xg € E tal que xg € Txg.

Demostracion. Sean zg € E'y € > 0 tal que n = (1 +¢€)d < 1. Definimos de manera

inductiva una sucesion (x,;n € N) de modo que z,;1 € Tz, y
d(zp, Tpi1) < (1 +€)d(x,, Txy,).

Como d(xy,, Txy) < H(Txp1,Txy) < 0d(xp-1, 2, ), entonces d(x,, Tpy1) < Nd(Tp_1, Ty).
Procediendo inductivamente se tiene d(x,, ,.1) < n"d(xg, 1), para todo n € N. Como
n € (0,1), entonces (x,;n € N) es una sucesiéon de Cauchy y por lo tanto converge.

Sea x* = lim z,, y entonces
d(z*,Tx*) <d(x*, xpi1) + d(xpsr, Te*) <d(x*,xp41) + H(Tx,, Tx™).
Por hipétesis
H(Tx,, Tz*) <dd(xy,x*) + Ld(z*, Tx,,)
y luego
d(z*, Tx*) < (1 + L)d(x*, xps1) + dd(zy, ")

Tomando limite cuando n — oo, se obiene d(xz*,Tx*) = 0 y como Tz* es cerrado,

entonces x* € Tx*, completandose la demostracion. ]
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TEOREMA 4.5. (Kannan Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico completo
yT:E - CB(E) una correspondencia tal que H(Tx,Ty) < ald(x,Tz) + d(y,Ty)]

donde a € [0,1/2). Entonces existe xg € E tal que xo € Txy.

Demostracion. Sea T una contraccion de Kannan. Entonces,

H(Tx, Ty) ald(z, Tz) +d(y, Ty)],

H(Tx,Ty) < ald(z,y)+d(y,Tz)+d(y,Tz)+d(Tx,Ty)]

H(Tx,Ty) ald(z,y) +d(y, Tx) +d(y, Tx) + H(Tx,Ty)],

H(Tx,Ty) ad(x,y) + ad(y, Tx) + ad(y, Tx) + aH(Tx, Ty),
(1-a)H(Tx,Ty) ad(z,y) +2ad(y, Tx).

IN AN IN N

IN

Esto implica que

H(Tw, Ty) < ——d(z,y) + 2
(6]

1- -«
Como « € [0,1/2), tomamos § = a/(1 -«a) y L = (2a)/(1 — ). Luego T es una

contraccion de Berinde Multivaluada, por lo tanto existe xg € F tal que xg € Txg. m

d(y,Tx).

TEOREMA 4.6. (Chatterjea Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico comple-
toyT:FE - CB(F) una correspondencia tal que H(Tx,Ty) < a[d(z,Ty) + d(y,Tx)]

donde ac € [0,1/2). Entonces existe xg € E tal que xo € Txy.

Demostracion. Sea T una contraccion de Chatterjea. Entonces,

H(Tx,Ty)
H(Tx,Ty)
H(Tx,Ty)
(1-a)H(Tx,Ty)

IN

afd(z, Ty) +d(y, T'r)],

ald(x,y) +d(y, Tz) +d(Tz, Ty) +d(y, Tz)],
ald(x,y) +d(y, Tz) + H(Tx,Ty) + d(y, Tx)],
ad(z,y) +2ad(y, Tx).

IN N

IN

Esto implica que

2a

H(Tx,Ty) <

0%
d + d Tx).
(x7 y) 1 (y7 x)

1- -«
Como « € [0,1/2), tomamos § = a/(1 - «) y L =2a/(1 - «). Luego T es contraccién

de Berinde Multivaluada, por lo tanto existe xg € FE tal que xq € T'xy. n

TEOREMA 4.7. (Reich Multivaluado) Sea (E,d) un espacio métrico completo y T :
E - CB(FE) una correspondencia tal que H(Tx, Ty) < ad(z,y)+pd(x, Tx)+vd(y, Ty)

para todo x,y € E y donde o+ B+ v < 1. Entonces, existe x* € E tal que x* € T'x*.
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Demostracion. Sea T una contraccion de Reich. Entonces,

H(Tz, Ty) < ad(z,y)+Bd(x,Tz)+~vd(y, Ty),
H(Tz, Ty) < ad(z,y)+Bld(z,y) +d(y,Tx)] +v[d(y, Tz) + d(Tz, Ty)],
H(Tz,Ty) < ad(z,y)+pld(z,y) +d(y, Tx)] +~[d(y, Tz) + H(Tz,Ty)],
(1-H(Tz, Ty) < (a+B)d(@,y)+(B+7)d(y, Tz).
Esto implica que
H(Tx,Ty) < ?ffd(w,y) + szd(y,Tx).

Ya que a+ 3+ < 1, entonces (a+ 5)/(1 -—~) < 1 y asi, tenemos que T es una
contraccién de Berinde con parametros 6 = (a+ 3)/(1-7) vy L=(8+7)/(1-~). Por

lo tanto, existe z* € E/ tal que z* € T'x*. ]

TEOREMA 4.8. (Ciri¢ Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico completo y
T:FE - CB(E) una correspondencia tal que

H(Tx, Ty) <amax{d(x,y),d(z,Tx),d(y, Ty),d(z,Ty),d(y,Tz)}

donde ac € [0,1/2). Entonces existe g € E tal que xo € Txg.

Demostraciéon. Notemos primero que para todo A, B € CB(X), a€ Ay ¢ >0 tal que
H(A, B) < ¢, existe b € B tal que d(a,b) < c¢. Ahora, sea 0 > 0 tal que a < § < 1/2.

Entonces,
H(Tx,Ty) < dmix{d(x,y),d(z,Tx),d(y, Ty),d(x,Ty),d(y, Tz)},
para todo = # y € E. Sean xg,x; € E, por induccién sobre la afirmacién anterior
podemos encontrar una sucesién (z, : n € N) tal que x,,1 € Tz, v,
d(anrla'rn) < 5méX{d(SEn,:Un,l),d(lﬁn,Txn),d(Q:n,l,TQ;n,l),
d(xna Tajn—l)v d(zn—1> Tl’n)}
= 5{d($n, In—1)7 d(xn—lu In+1)}'
Definamos 7, = d(xg, T'xg). De la desigualdad anterior se desprenden dos casos:

d(xz1,12) < 6d(xg,21) 6 d(x1,29) < 0d(20,72).

Supongamos que d(x1,z3) < dd(xg, x1). Como d(xg, x2) < d(xg,x1)+d(x1,2), tenemos

que

d(l‘o,!L’z) < (1 + (S)d(l’o,l‘l) < (1 + 1f5) d(QTo,l’l).
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En caso que d(z1,x9) < dd(xo, x2), entonces de la desigualdad d(zg, z2) < d(xq, 1)+
d(zq,x9), obtenemos que
1

1
d(on,l’Q) < 1—_5d(l’0,$1) < 1 d(lL‘O,ZL‘l).

-9
1-6
1+155

)
1_%:‘; d(xg,x1). Notemos que en ambos casos v, < vo y d(zg,2) < V.

Ahora por induccién mostraremos que para n > 2 existe 1 <m < n tal que

0
1-5

Si n = 2, entonces d(xy,x9) < dmax{d(zo,z1),d(zo,2z2)} = ad(xo,z,,) para algin

Definamos 7, =

(5) d(zp, 1) < ( )"1 d(zo, Tpm).

1 <m < 2. Asi (4.2) se cumple para n = 2. Supongamos ahora que (4.2) se cumple

para todo « < n, demostraremos que se cumple para a = n. De (4.2) tenemos que

d(Zp, Tpo1) <Omax{d(z, 1T,-2),d(Tp_2,7,)}).

Es claro que (3.2) se cumple si d(zp,2p-1) < dd(2,-1,2,-2). Supongamos ahora que

d(zy, x,-1) <0d(x,_2,x,), entonces tenemos que

IN

d(l’n, xnfl) + d(l’n,l, xn72)
n-2
0d(xy 0, x,) + (%) d(zo, Tm),

para algin 1 <m <n - 1. En consecuencia,

d(xn72> xn)

IN

d( )< L(L)n_Qd( )
Tn-2,Tn —1_5 1_5 Lo, Tm ),

y asi

5 n—-1
d(In,l’n_l) < (T(S) d(l’g,l‘m),

para algin 1 <m <n - 1. Nuevamente, por inducciéon definimos la sucesién no decre-

ciente (7, : n € N) tal que
max{d(zo,Tm): 1 <m<n} <y,.
De (3.2) tenemos que

d(zo, ) < d(xo, 1) +d(xh-1,2,)
< d(zg,mpq) + (%)n_1 d(zo, Tm),

para algin 1 <m <n. Si n>m, entonces

d(zo,z,) < d(xo,Tp 1)+ (%)H_1 d(zo,Tm)
n—1
< (1 + (%) )’Yn—l'
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Si n = m, entonces

d([L‘O,[En) < (51 n—1 d(x07xn—1)
1-(1%5)
S 1 n— n-—
)
Supongamos que
) n-1
Tn = L (1__5) Yn-1
n - 5 n—1 In—
1- (1—6)

Notemos que 7,_1 < V,, ¥y en ambos casos d(xg, z,) < 7,. La sucesién (z,, : n € N) es

acotada si y solo si

v =lim v, =

)
e (- ()

que

() )= ()

y asi v < co. Ahora mostraremos que (z, : n € N) es una sucesiéon de Cauchy. Supon-

gamos que M = sup{d(x,,,x,) :m,n € N}. De (4.2) se tiene que

) n-1
d(ZEn,ZL‘n_l) < (1—_5) M

Luego, si m <n tenemos que si m,n — oo,

A(Tp, Tm) < Siop d(Tr, Tre1)
e k
< k:::n (%_5) M <E.

Asi, (2, : n € N) es una sucesiéon de Cauchy. Ya que (E,d) es completo, entonces

existe x* € E tal que limx,, = x*. Entonces,
n—

d(z*,Tx*)

gl_)ngo d(xp, Tr)

lim H(Tz,, Tz*)

girglo&méx{d(xn, x*),d(zy, Txy),d(x*, Tr*),
d(zx,, Tz*),d(z*, Tx,)}

= dd(x*,Tx*).

IN

IN

Por lo tanto, d(x*,Tz*) =0y como Tz* es cerrado entonces z* € T'x*, completandose

la demostracion. =
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OBSERVACION 4.3. La existencia de punto fijo para una contraccién de Ciri¢ con
a €[1/2,1) es un problema abierto y constituye un tema interesante para una futura

investigacion.



Conclusion

En esta monografia, hemos expuesto resultados clasicos de la Teoria de Punto
Fijo tanto para funciones como correspondencias, haciendo uso principalmente de la
Condicién Orbital de Banach mas ciertas condiciones relacionadas con continuidad.
Pero una funcién sin ser continua, y en el caso de una correspondencia, sin ser debil-
mente semicontinua superior pueden poseer puntos fijos. De esto se desprende que si
bien la Condicién Orbital de Banach es bastante comoda para garantizar existencia

de puntos fijos, es muy restrictiva.

Una posible continuacién de este trabajo seria extender estos resultados espacios

métricos mas generales, como por ejemplo los b-espacios.
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Apéndice

Axiomas de Separacion

DEFINICION 1. Se dice que un espacio topolégico (X, 7) es Hausdorff o separable, si
y s6lo si, para z,y € X tal que x # y, podemos encontrar U € N'(z) y V € N(y) tales
que UnV =g@.

DEFINICION 2. Sea (X,7) un espacio topoldgico Hausdorff.

(i) Se dice que X es regular, siy sélo si, para todo x € X y todo conjunto cerrado
C con x ¢ C', podemos encontrar conjuntos abiertos U € N'(z) y V 2 C tal que
UnV =g.

(ii) Se dice que X es normal, si y sélo si, para todo par de conjuntos cerrados
disjuntos C7, Cs, podemos encontrar conjuntos abiertos Uy, U, tales que U; 2

Cl, UQQCQyUlﬁU2:®.
Axiomas de Contabilidad
DEFINICION 3. Sea (X,7) un espacio topoldgico.

(i) Dado x € X, se dice que una familia ¢ (x) de entornos de x, es una base local
en x, si y sélo si, para todo V e N'(z) existe W eU(x) tal que W c V.

(ii) Se dice que (X, 7) es un espacio primero contable o que satisface el primer

axioma de contablididad, si y sélo si, todo x € X posee una base local contable.

(iii) Se dice que (X,7) es un espacio segundo contable o que satisface el segundo

axioma de contabilidad, si y sélo si, X posee una base contable.
Convergencia

DEFINICION 4. Sea D un conjunto no vacio y < una relacién binaria definida en D.

Diremos que < es un pre orden, si < es una relacion reflexiva y transitiva.

DEFINICION 5. Sean (D, <) un conjunto pre ordenado y (X, 7) un espacio topolégico.
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(i) D es un conjunto dirigido, si y sélo si, para todo m,n € D, existe r € D tal
que m<ryn<r.
(ii) Una red en X es una funcién ¢ : D - X, donde D es un conjunto dirigido.
Suele denotarse por (z,:a € D).
(iii) Sean (z,:« € D) unared en X y xp € X. Se dice que x, converge a zg, si y
sélo si, para todo U € N (), existe o/ € D tal que x, € U para todo a > .
(iv) Sean (x4 : o € D) una red en X y 25 € X. Se dice que zy es un punto de

acumulacién de (z, : a € D), siy sélo si, para todo U € N(zg) y todo o’ € D,

existe a > o' tal que z, € U.

DEFINICION 6. Dada una red (ys: 8 € I), diremos que es una subred de (z, : a € D),

si y sdlo si, existe una funcién f: 1 — D tal que

() ys = x4(8), ¥
(ii) para todo o' € D, existe 8’ € I tal que si 8’ < 3, entonces o < f(f3).
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