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Caṕıtulo 2. Continuidad en Correspondencias 19

1. Correspondencias 19

2. Continuidad de Vietoris 22

3. Continuidad de Hausdorff 32
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Introducción

Los espacios métricos constituyen una estructura topológica apropiada para varios

modelos matemáticos y problemas en ciencias aplicadas. En particular, la teoŕıa de

punto fijo juega un rol importante en diferentes ramas de la matemática y otras

ciencias. La motivación de este trabajo es mostrar diversos resultados clásicos de

existencia de puntos fijos tanto para funciones univaluadas como correspondencias.

Para dicho propósito, es necesario un previo estudio de topoloǵıas en hiperespacios y

continuidad en correspondencias.

En el primer caṕıtulo presentamos dos de las principales topoloǵıas que pueden

definirse en hiperespacios, cuyos resultados facilitarán el análisis de diversos concep-

tos referentes a continuidad en correspondencias. Primero abordamos la métrica de

Hausdorff, que como se hará evidente en nuestra presentación, funciona bien siempre

que nos limitemos a trabajar en el hiperespacio de los subconjuntos cerrados y aco-

tados. Veremos que varias propiedades topológicas importantes del espacio métrico

dado son heredadas por el hiperespacio, como lo son la completitud y convergencia.

Sin embargo, no resulta muy útil si los subconjuntos no son cerrados. Por esta razón

introducimos los conceptos de topoloǵıa inferior y superior, para aśı poder definir la

topoloǵıa de Vietoris, pues con esta es posible definir convergencia en subconjuntos

no acotados y veremos que esta coincide con la topoloǵıa inducida por la métrica de

Hausdorff si nos limitamos a trabajar con subconjuntos compactos.

En el segundo caṕıtulo se introduce el concepto de correspondencia, que generaliza

el concepto de función. Estudiaremos sus propiedades básicas, también hacemos uso

de las topoloǵıas estudiadas previamente en el primer caṕıtulo para el estudio de

continuidad de estas e ilustrar, que como era de esperar, los conceptos de continuidad

de ambas topoloǵıas coinciden en el hiperespacio de los subconjuntos compactos.

Por último, en el tercer caṕıtulo estudiamos diversos resultados de la Teoŕıa del

Punto Fijo apoyandonos en los teoremas de Knaster, Kantorovitch y Tarski, además
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4 INTRODUCCIÓN

de una observación hecha por Brondsted para establecer las condiciones necesarias

y suficientes para garantizar la existencia de puntos fijos en diversas contracciones

mediante consideraciones de orden como por ejemplo, la Condición Orbital de Banach

univaluada y multivaluada, que nos ayudará a demostrar los emblematicos Teoremas

de Banach y Nadler.

Se observará que, si bien, la Condición Orbital de Banach es útil para demostrar

ciertos resultados de puntos fijos, cabe mencionar que es muy restrictiva. Pues exige

continuidad de la función para el caso univaludado, y para el caso multivaluado que

la correspondencia sea débilmente semicontinua inferior (concepto que se definirá en

el tercer caṕıtulo). Pero existen contracciones tales como la de Kannan, Chatterjea,

Reich, Berinde y Ćirić que poseen punto fijo sin satisfacer las condiciones mencionadas

anteriormente. Debido a esto, se debe recurrir a demostraciones más clasicas, como

lo son las que usan metodos iterativos.

[3],[9],[8],[4],[1],[6]



Caṕıtulo 1

Topoloǵıas en Hiperespacios

1. Métrica de Hausdorff

La métrica de Hausdorff es la herramienta principal para cuantificar la distancia

entre subconjuntos del espacio métrico dado. Como se hará evidente a partir de

nuestra presentación, esta topoloǵıa para hiperespacios funciona, siempre que nos

limitemos a subconjuntos cerrados y acotados del espacio métrico en cuestión.

En esta sección presentamos los conceptos y notaciones elementales que son base

para el desarrollo del presente escrito.

Definiciones 1.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces definimos las siguien-

tes colecciones de conjuntos:

(i) P(X) = 2X (conjunto potencia de X).

(ii) P0(X) = P(X) ∖ {∅}.

(iii) C(X) = {A ∈ P0(X) ∶ A es cerrado}.

(iv) CB(X) = {A ∈ P0(X) ∶ A es cerrado y acotado}.

(v) K(X) = {A ∈ P0(X) ∶ A es compacto}.

Definición 1.1. Sean (X,d) un espacio métrico, A,B subconjuntos de X, ambos

no vaćıos, y x ∈ X. Entonces definimos la distancia entre x y el conjunto A como

d(x,A) = ı́nf{d(x, a) ∶ a ∈ A}.

Notaciones 1.1. Sean (X,d) un espacio métrico, A y B subconjuntos de X,

ambos no vaćıos. Denotaremos por h(A,B) al supremo de d(a,B) con a ∈ A, es decir,

h(A,B) = sup{d(a,B) ∶ a ∈ A}.

Proposición 1.1. Sean (X,d) un espacio métrico, A,B subconjuntos de X, am-

bos no vaćıos, se cumple que h(A,B) = 0, si y solo si, A está contenido en B.
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6 1. TOPOLOGÍAS EN HIPERESPACIOS

Demostración. Supongamos que h(A,B) = 0 y sea x ∈ A, entonces

d(x,B) ≤ h(A,B) = 0.

Luego, d(x,B) = 0, para todo x ∈ A, y entonces x ∈ B, lo cual demuestra que A ⊆ B.

Rećıprocamente, supongamos que A ⊆ B y sea x ∈ A. Luego, x ∈ B, por lo tanto,

tenemos que d(x,B) = 0. Aśı, para todo x ∈ A, d(x,B) = 0, lo cual concluye la

demostración.

Proposición 1.2. Sean (X,d) un espacio métrico y A,B,C subconjuntos de X

acotados y distintos del vaćıo. Entonces, h(A,B) ≤ h(A,C) + h(C,B).

Demostración. Sean a ∈ A y c ∈ C. Tenemos que d(a,B) ≤ d(a, c) + d(c,B). Luego,

d(a,B) ≤ d(a, c)+ supc∈C d(c,B) y entonces d(a,B)− supc∈C d(c,B) es cota inferior de

{d(a, c) ∶ c ∈ C}. Por consiguiente,

d(a,B) ≤ supc∈C d(c,B) + d(a,C)
≤ supc∈C d(c,B) + supa∈C d(a,C)
≤ h(C,B) + h(A,C).

Luego, supa∈A d(a,B) ≤ h(C,B) + h(A,C), debido a que h(C,B) + h(A,C) es cota

superior de {d(a,B) ∶ a ∈ A}, y por consiguiente,

h(A,B) ≤ h(C,B) + h(A,C),

completándose la demostración.

Teorema 1.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces la función H ∶ CB(X) ×
CB(X) → R+, definida por H(A,B) = máx{h(A,B), h(B,A)} es una métrica sobre

CB(X).

Demostración. Sean A,B,C ∈ CB(X). Dividiremos la demostración en dos pasos.

(i) Si H(A,B) = 0, entonces h(A,B) = 0 y h(B,A) = 0. Por Proposición 1.1

tenemos que A ⊂ B y B ⊂ A. Luego, A = B, pues A y B son cerrados.

Rećıprocamente, si A = B, entonces A ⊂ B y B ⊂ A. Por Proposición 1.1

tenemos que h(A,B) = 0 y h(B,A) = 0, aśı H(A,B) = 0.
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(ii) Por Proposición 1.2 tenemos que h(A,B) ≤ h(A,C) + h(C,B) y h(B,A) ≤
h(B,C) + h(C,A). Esto implica que

H(A,B) = máx{h(A,B), h(B,A)}
≤ máx{h(A,C) + h(C,B), h(B,C) + h(C,A)}
≤ máx{h(A,C), h(C,A)} +máx{h(C,B), h(B,C)}
= H(A,C) +H(B,C),

lo cual completa la demostración.

La función H definida en el teorema precedente, fue definida por Felix Hausdorff

[7] y en la actualidad es conocida como la Métrica de Hausdorff sobre CB(X).

El ejemplo siguiente muestra que métricas equivalentes pueden generar métricas

de Hausdorff que no son equivalentes.

Ejemplo 1.1. Sean d y ρ dos métricas en N definidas por:

d(n,m) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 si n =m
1 si m ≠ n

y ρ(n,m) = ∣ 1
n
− 1

m
∣

Sabemos que ambas métricas generan la topoloǵıa discreta en N. Definamos Fn =
{1,2, ..., n}, para todo n ∈ N. Es facil ver que Hd(Fn,N) = 1 para todo n. Por otra

parte, para k ∉ Fn, tenemos que ρ(k,Fn) = 1
n − 1

k . En consecuencia,

Hρ(Fn,N) = sup
k
ρ(k,Fn) = ĺım

k→∞
( 1

n
− 1

k
) = 1

n
.

Por lo tanto, las métricas de Hausdoff Hd y Hρ no son equivalentes. En la sección

siguiente se demuestra que sobre K(X), el espacio de los conjuntos compactos, métri-

cas equivalentes sobre X generan métricas de Hausdorff equivalentes sobre K(X).

Con intención de presentar una manera alternativa de definir la métrica de Haus-

dorff, introducimos las siguientes notaciones.

Notaciones 1.2. Para cada A ∈ CB(X) y η > 0, denotaremos por BH(A,η) la

bola, con respecto a H, de centro en A y radio η. Además, si A ∈ P0(X) y ε > 0,

denotaremos por

B(A, ε) = {x ∈X ∶ d(x,A) < ε}.
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Proposición 1.3. Sean A,B ∈ CB(X). Entonces,

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 ∶ A ⊂ B(B, ε) y B ⊂ B(A, ε)}.

Demostración. Sean I = ı́nf{ε > 0 ∶ A ⊂ B(B, ε) y B ⊂ B(A, ε)} y ε ∈ {ε > 0 ∶
A ⊂ B(B, ε) y B ⊂ B(A, ε)}. Luego, h(A,B) < ε y h(B,A) < ε. Por consiguiente,

H(A,B) < ε. Esto prueba que H(A,B) ≤ I. Por otra parte, si H(A,B) < ε para algún

ε > 0, entonces

sup
x∈A

d(x,B) < ε y sup
y∈B

d(y,A) < ε,

lo cual implica que A ⊂ B(B, ε) y B ⊂ B(A, ε). Luego, I ≤ ε. Por consiguiente, I ≤
H(A,B), lo cual concluye la demostración.

Para estudiar la completitud del Hiperespacio CB(X), necesitamos el siguiente

resultado.

Proposición 1.4. Si (An ∶ n ∈ N) converge hacia A en (C(X),H), entonces

A = ⋂
n
⋃
m≥n

Am = ⋂
ε>0
⋃
n
⋂
m≥n

B(Am, ε).

Demostración. Sean B = ⋂n⋃m≥nAm y C = ⋂ε>0⋃n⋂m≥n B(Am, ε). Dividiremos la

demostración en tres partes, a saber, demostraremos que A ⊂ B, que B ⊂ C y que

C ⊂ A.

(i) Sea x ∈ A y demostremos que para todos n ∈ N y ε > 0, B(x, ε) ∩ ⋃m≥nAm ≠ ∅.

En efecto, existe m ≥ n tal que H(Am,A) < ε y por lo tanto d(x,Am) < ε. Luego,

existe xm ∈ Am tal que d(x,xm) < ε, es decir

xm ∈ B(x, ε) ∩Am ⊂ B(x, ε) ∩ ⋃
m≥n

Am.

Esto prueba que B(x, ε) ∩ ⋃m≥nAm ≠ ∅ y por lo tanto x ∈ ⋃m≥nAm para todo n ∈ N.

Por consiguiente, A ⊆ B.

(ii) Demostremos ahora que B ⊂ ⋂ε>0⋃n⋂m≥n B(Am, ε). Sean x ∈ B y ε > 0. Por

demostrar que existe n ∈ N tal que, para todo m ≥ n, x ∈ B(Am, ε). Como An converge

hacia A, existe n ∈ N tal que, para todo m ≥ n, H(Am,A) < ε. Pero

d(x,Am) ≤ H(Am,A) < ε,

lo cual demuestra que B ⊂ ⋂ε>0⋃n⋂m≥n B(Am, ε).
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(iii) Solo resta demostrar que ⋂ε>0⋃n⋂m≥n B(Am, ε) ⊂ A.

Sea x ∈ ⋂ε>0⋃n⋂m≥n B(Am, ε). Como A es cerrado, basta demostrar que para todo

ε > 0, d(x,A) < ε. Sean ε > 0 y n ∈ N tal que x ∈ ⋂m≥n B(Am, ε/2) y H(An,A) < ε/2, si

m ≥ n. Luego, para todo y ∈ An, d(x,A) ≤ d(x, y) +h(An,A) y por consiguiente, para

todo ε > 0,

d(x,A) ≤ d(x,An) + h(An,A) ≤ d(x,An) +H(An,A) < ε.

Esto demuestra que x ∈ A y por lo tanto, la demostración está completa.

Teorema 1.2. Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces (CB(X),H)
también lo es.

Demostración. Sean (An;n ∈ N) una sucesión de Cauchy en (CB(X),H) y

A = ⋂
n∈N

⋃
m≥n

Am.

Probaremos que A ∈ CB(X) y que (An ∶ n ∈ N) converge hacia A. Es evidente que A es

cerrado, pero debemos demostrar que además es no vaćıo y acotado. Sea ε > 0. Para

todo k ∈ N, existe Nk ∈ N tal que si m,n ≥ Nk, entonces H(An,Am) < ε/2k+2. Sean

(nk ∶ k ∈ N) una sucesión estrictamente creciente, tal que nk ≥ Nk para todo k ∈ N,

y x0 ∈ An0 . Supongamos que hemos elegido x0, . . . , xk ∈ X de manera que xi ∈ Ani ,
para todo i ∈ {0, . . . , k}, y d(xi, xi+1) < ε/2i+2, si i ≤ k − 1. Como d(xk,Ank+1) ≤
H(Ank ,Ank+1) < ε/2k+2, existe xk+1 ∈ Ank+1 de manera que d(xk, xk+1) < ε/2k+2. Luego,

(xk;k ∈ N) es una sucesión de Cauchy y por consiguiente, existe x ∈ X tal que esta

sucesión converge a x. Para cada n ∈ N, la subsucesión (xm;m ≥ n) de (xm;m ∈ N)
está contenida en el conjunto cerrado ⋃m≥nAm. Luego, para cada n ∈ N, x ∈ ⋃m≥nAm
y en consecuencia, x ∈ A, lo cual demuestra que A es no vaćıo. Aśı, A ∈ CB(X).

Para todo n ∈ N y m ≥ n, se tiene

d(xn, xm) ≤
m−1
∑
k=n

d(xk, xk+1) ≤
m−1
∑
k=n

ε

2k+2
< ε

2n+1
.

En particular, d(x0, x) ≤ ε/2, lo cual demuestra que para todo x0 ∈ An0 , existe x ∈ A tal

que d(x0, x) < ε/2. Es decir, An0 ⊆ B(A, ε/2). Verifiquemos ahora que A ⊆ B(An0 , ε/2).
Sea y ∈ A. Luego, y ∈ ⋃m≥n0

Am y entonces B(y, ε/4) ∩ ⋃m≥n0
Am ≠ ∅. Podemos aśı
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escoger m ≥ n0 y z ∈ Am tal que d(y, z) < ε/4 y entonces d(y,Am) < ε/4. Luego,

d(y,An0) ≤ d(y, z) + d(z,An0) ≤
ε

4
+H(Am,An0) <

ε

2

y entonces y ∈ B(An0 , ε/2), con lo cual A ⊆ B(An0 , ε/2). Sigue entonces de Proposición

1.3 que H(An0 ,A) < ε/2. En consecuencia, para todo n ≥ n0 se tiene

H(An,A) ≤ H(An,An0) +H(An0 ,A) < ε
2
+ ε

2
< ε.

Esto concluye la demostración.

A continuación, presentamos resultados a un problema t́ıpico en hiperespacios. Si

un espacio tiene cierta propiedad, entonces su hiperespacio también la tiene, y vice

versa. Analizaremos este problema con las propiedades de acotabilidad, clausura,

separabilidad y compacticidad.

Definición 1.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que (X,d) es totalmente

acotado, si y sólo si, para todo ε > 0 existen x1, ..., xn ∈ X, tal que X = B(x1, ε) ∪ ⋯ ∪
B(xn, ε).

Teorema 1.3. Sea CT B(X) la colección de subconjuntos de X definida por

CT B(X) = {A ∈ CB(X) ∶ A es totalmente acotado}.

Entonces CT B(X) es cerrado en C(X).

Demostración. Sea (An;n ∈ N) sucesión en CT B(X) que converge hacia A ∈ C(X).
Luego, dado ε > 0, existen n ∈ N tal que h(A,An) < ε/2 y x1, . . . , xp ∈ X tales que las

bolas de centro xi y radio ε/2 cubren An. Entonces las bolas de centro xi y radio ε

cubren A. En efecto, sea x ∈ A. Luego,

d(x,An) ≤ d(x,A) + h(A,An) = h(A,An) <
ε

2

y entonces existe y ∈ An tal que d(x, y) < ε/2, Sea i ∈ {1, . . . , p} tal que y ∈ B(xi, ε/2).
Por consiguiente,

d(x,xi) ≤ d(x, y) + d(y, xi) < ε.

Es decir, x ∈ B(xi, ε) y entonces

A ⊂ B(x1, ε) ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪B(xp, ε),

lo cual concluye la demostración.
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Proposición 1.5. Si (X,d) es totalmente acotado, entonces (CB(X),H) también

lo es.

Demostración. Sean ε > 0 y F = {x1, ..., xn} tales que las bolas de centro xi y radio

ε cubren X. Sean A ∈ CB(X) e I = {i ∶ B(xi, ε) ∩ A ≠ ∅}. Entonces el conjunto

B = {xi ∶ i ∈ I} satisface la condición H(A,B) ≤ ε, pues dado x ∈ A, d(x,B) ≤ ε y

dado x′ ∈ B tenemos que d(x′,A) ≤ ε. Luego, h(A,B) ≤ ε y h(B,A) ≤ ε. Por lo tanto,

A ∈ BH(B, ε). Finalmente, CB(X) = ⋃U∈P(F )BH(U, ε). Como F es finito, también lo

es P(F ), completandose aśı la demostración.

Corolario 1.1. Si (X,d) es compacto, entonces (CB(X),H) es compacto.

Demostración. Por Teorema 1.2 y Proposición 1.5, (CB(X),H) es completo y total-

mente acotado. Por lo tanto, (CB(X),H) es compacto, completándose la demostra-

ción.

Proposición 1.6. Si (X,d) es completo, entonces K(X) es cerrado en (CB(X),H).

Demostración. Sea (An;n ∈ N) una sucesión en K(X) que converge hacia A ∈ CB(X).
Demostremos que A es totalmente acotado. Sean ε > 0 y N ∈ N tales que H(AN ,A) <
ε/2. Como AN es totalmente acotado, existen x1, . . . , xp ∈X tales que

AN ⊂ B(x1, ε/2) ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪B(xp, ε/2).

y ya que A ⊂ B(AN , ε/2), se tiene que

(1) A ⊂ B(x1, ε) ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪B(xp, ε).

En efecto, si x ∈ A, entonces existe y ∈ AN tal que d(x, y) < ε/2. A su vez, existe

i ∈ {1, . . . , r} tal que y ∈ B(xi, ε/2). Luego, d(y, xi) < ε/2 y entonces d(x,xi) < ε. Aśı,

x ∈ B(xi, ε), lo cual demuestra (1). Esto demuestra que A es totalmente acotado, pues

A está cubierto por finitas bolas y como X es completo, entonces A es relativamente

compacto. Pero A es cerrado y entonces A ∈ K(X), lo cual completa la demostración.

Teorema 1.4. Supongamos que (X,d) es separable. Entonces (K(X),H) es se-

parable.
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Demostración. Sean D ⊆ X denso y contable, I = {I ⊆ D ∶ I es finito}, A ∈ K(X) y

ε > 0. Demostremos que BH(A, ε) ∩ I ≠ ∅. Como A es totalmente acotado, existen

x1, . . . , xr ∈X tales que

A ⊂ B(x1, ε/2) ∪⋯ ∪B(xr, ε/2).

Sean y1, . . . , yr ∈D tales que d(xi, yi) < ε/2, para todo i ∈ {1, . . . , r}. Luego,

A ⊂ B(y1, ε) ∪⋯ ∪B(yr, ε) = B(F, ε),

donde F = {y1, . . . , yr}. Por otra parte, F ⊂ B(A, ε) y, por lo tanto, H(A,D) < ε. Es

decir, BH(A, ε) ∩ I ≠ ∅, lo cual completa la demostración.

Proposición 1.7. Supongamos que X es un espacio normado y sea CC(X) = {A ∈
P0(X) ∶ A es convexo}. Entonces CC(X) es cerrado con la métrica de Hausdorff.

Demostración. Sea (An ∶ n ∈ N) sucesión que converge hacia A. Por Proposición 1.4

sabemos que A = ⋂ε>0⋃nCn, donde, para todo ε > 0, Cn = ⋂m≥n B(Am, ε). Observemos

que para todo m ≥ 0, la bola B(Am, ε) es convexa, por lo tanto Cn es convexo, para

todo ε > 0. Como la sucesión (Cn ∶ n ∈ N) es creciente, entonces C = ⋃Cn es convexo

y por consiguiente, A es convexo, completándose la demostración.

2. Topoloǵıa de Vietoris

La topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff, aunque con varias propiedades

agradables, es sin embargo demasiado restrictiva para muchos propósitos, en particu-

lar cuando se trata de conjuntos no acotados. Por ejemplo, debeŕıamos poder decir

que si Ln = {(x, y) ∈ R2+ ∶ y = 1
nx} y L = {(x,0) ∈ R2+ ∶ x ≥ 0}, entonces (Ln ∶ n ∈ N)

converge a L en algún sentido. Si elegimos la topoloǵıa inducida por la métrica de

Hausdorff, entonces la convergencia deseada no es verdadera, debido a que los con-

juntos no son acotados. En efecto, como Ln y L no pertenecen a CB(R2+), la métrica

de Hausdorff no se define en estos conjuntos y no puede haber convergencia, pues

sup(x,y)∈Ln d((x, y), L) = sup(x,y)∈Ln x/n = ∞, entonces (H(Ln, L);n ∈ N ∖ {0}) no con-

verge a cero. Sin embargo, si consideramos Lrn = {(x, y) ∈ R2+ ∶ y = 1
nx,x ∈ [0, r]} y

Lr = {(x, y) ∈ R2+ ∶ 0 ≤ x ≤ r, y = 0}, entonces H(Lrn, Lr) = r/n y en consecuencia

(Lrn ∶ n ∈ N) converge hacia Lr.
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Para poder tratar de forma efectiva con familia de conjuntos no acotados, pre-

sentamos otras topoloǵıas para hiperespacios, estas son La Topoloǵıa Superior, La

Topoloǵıa Inferior, bajo la cual si se tiene que (Ln ∶ n ∈ N ∖ {0}) converge a L y La

Topoloǵıa de Vietoris. Estudiaremos también la relación de esta última con aquella

inducida por la métrica de Hausdorff.

Notaciones 2.1. Sean (X,τ) un espacio topologico y U ∈ P0(X). Denotamos las

siguientes colecciones de subconjuntos:

(i) Γ(U) = {A ∈ P0(X) ∶ A ⊂ U}, y

(ii) Λ(U) = {A ∈ P0(X) ∶ A ∩U ≠ ∅}.

Proposición 2.1. Sean (X,τ) un espacio topológico y Bu = {Γ(U) ∶ U ∈ τ}.

Entonces, Bu es una base para una topoloǵıa sobre P0(X).

Demostración. Sean U,V ∈ τ y A ∈ Γ(U) ∩Γ(V ). Luego, A ∈ Γ(U ∩V ) ⊂ Γ(U) ∩Γ(V )
y como Γ(U ∩ V ) ∈ Bu, Bu es una base para alguna topoloǵıa sobre P0(X).

Definición 2.1. La topoloǵıa sobre P0(X) generada por la base Bu, definida en

la proposición precedente, se conoce como la Topoloǵıa Superior y la denotaremos

por τu.

Notemos que Γ(U)c = {A ∈ C(X) ∶ A ∩U c ≠ ∅} = Λ(U c). Esto motiva la definición

de una nueva topoloǵıa.

Definición 2.2. Sea (X,τ) un espacio topológico. Definimos la Topoloǵıa Infe-

rior, como la topoloǵıa generada por la subbase S` = {Λ(U) ∶ U ∈ τ}. Denotaremos

esta topoloǵıa por τ`.

Definición 2.3. La Topoloǵıa de Vietoris, denotada por τV , es aquella generada

por la subbase Bu ∪ S`.

Ejemplo 2.1. Sean L y Ln (n ∈ N ∖ {0}) los conjuntos definidos en el primer

párrafo de esta subsección. Es decir, Ln = {(x, y) ∈ R2+ ∶ y = x/n} y L = {(x,0) ∈ R2+ ∶
x ≥ 0}. Demostremos que (Ln ∶ n ∈ N∖{0}) converge a L en la topoloǵıa inferior, para

lo cual nos damos U1, . . . , Ur abiertos en R2+ y suponemos que L ∈ Λ(U1)∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩Λ(Ur).
De modo que L ∩ Ui ≠ ∅, para todo i ∈ {1, . . . , r}. Como, para cada i ∈ {1, . . . , r},

((xi, xi/n);n ∈ N ∖ {0}) converge a (xi,0), existe Ni ∈ N tal que (xi, xi/n) ∈ L ∩ Ui si



14 1. TOPOLOGÍAS EN HIPERESPACIOS

n > Ni. Sea N = máx{N1, . . . ,Nr}. Luego, si n > N , entonces (xi, xi/n) ∈ Ln ∩Ui, para

todo i ∈ {1, . . . , r}. Es decir, Ln∩Ui ≠ ∅ y entonces Ln ∈ Λ(Ui), para todo i ∈ {1, . . . , r}.

Esto demuestra que (Ln ∶ n ∈ N ∖ {0}) converge a L en la topoloǵıa inferior.

Sin embargo, (Ln ∶ n ∈ N∖{0}) no converge a L en la topoloǵıa superior. En efecto,

R+×[0,1) es una vecindad de L y sin embargo, Ln ⊈ R+×[0,1), para todo n ∈ N∖{0},

debido a que (n,1) ∉ R+ × [0,1). Este hecho implica que Ln ∉ Γ(R+ × [0,1)) y por

consiguiente, (Ln ∶ n ∈ N ∖ {0}) no converge a L en la topoloǵıa superior.

Observación 2.1. De las definiciones precedentes se desprende que los elementos

basales en la topoloǵıa de Vietoris son de la forma

B(U1, . . . , Ur) = Γ (U1) ∩
r

⋂
i=2

Λ(Ui),

donde U1, . . . , Ur ∈ τ .

Proposición 2.2. Sea X un espacio topológico. Si i ∶ X → P0(X) es la función

inclusión definida por i(x) = {x}, entonces i es continua.

Demostración. Sea U ∈ τ , entonces tenemos que

i−1(Γ(U)) = {x ∈X ∶ {x} ⊆ U} = U.

Análogamente,

i−1(Λ(U)) = {x ∈X ∶ {x} ∩U ≠ ∅} = U.

Por lo tanto, i es continua.

Proposición 2.3. La familia de subconjuntos finitos y no vaćıos de X, denotada

por F es densa en (P0(X), τV).

Demostración. Sean U1, ..., Un abiertos en X, no vaćıos. Debemos probar que existe un

B ∈ F tal que B ∈ Λ(U1) ∩⋯∩Λ(Un−1) ∩Γ(Un). Sean xi ∈ Ui con i = 1, ..., n, entonces

B = {x1, ..., xn} ∈ Λ(U1) ∩⋯∩Λ(Un−1) ∩Γ(Un) ∩F . Por lo tanto, F intercepta a todo

elemento basal de τV , lo cual demuestra que F es densa en (P0(X), τV).

Corolario 2.1. Si (X,τ) es un espacio topológico Hausdorff separable, entonces

(P0(X), τV) es un espacio topológico separable.
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Demostración. Sea D = {xn ∶ n ∈ N} un subconjunto de X denso y contable. Sea

FD la colección de todos los subconjuntos finitos de D. Puesto que D intercepta a

todos los conjuntos abiertos distintos del vaćıo, por el mismo argumento utilizado en

la demostración de la Proposición 2.3, se tiene que FD intercepta los elementos no

vaćıos de τV . Como FD es contable, entonces (P0(X), τV) es separable, completándose

la demostración.

Para un analista, los espacios topológicos más interesantes son aquellos que al

menos son Hausdorff. La siguiente proposición nos dice que bajo alguna condición

razonable sobre X, el espacio topológico (C(X), τV) tiene buenas propiedades de

separación.

Proposición 2.4. Si (X,τ) es un espacio topológico regular, entonces (C(X), τV)
es un espacio topológico Hausdorff.

Demostración. Sean A,B ∈ C(X) distintos. Entonces A ∩ Bc ≠ ∅ o Ac ∩ B ≠ ∅.

Supongamos que A ∩ Bc ≠ ∅, y sea a ∈ A ∩ Bc. Ya que por hipótesis X es regular,

podemos encontrar U1, U2 ∈ τ tal que a ∈ U1, B ⊆ U2 y U1 ∩ U2 = ∅. Como Λ(U1)
y Γ(U2) son elementos disjuntos de τV y A ∈ Λ(U1), B ∈ Γ(U2), concluimos que

(C(X), τV) es un espacio topológico Hausdorff.

A continuación estudiaremos las condiciones que garanticen la compacticidad del

espacio topológico (K(X), τV).

Teorema 2.1. Si (X,τ) es un espacio topológico Hausdorff, entonces (X,τ) es

compacto si y solo si (C(X), τV) es compacto.

Demostración. Notemos que si X es compacto, entonces C(X) = CB(X) = K(X).
Luego, por Corolario 1.1 y Teorema 2.2 se desprende el resultado.

El siguiente teorema relaciona la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff

τH con la topoloǵıa de Vietoris τV , si nos restringimos a K(X).

Teorema 2.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces la topoloǵıa de Vietoris,

τV , y la topoloǵıa inducida por la métrica de Hausdorff, τH, coinciden sobre K(X).

Demostración. Primero probaremos que τV ⊆ τH. Para este proposito, necesitamos

probar que para todo abierto U , tanto Γ(U)∩K(X) como Λ(U)∩K(X) están en τH.
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Sea C ∈ Γ(U) ∩ K(X). Ya que C ∈ K(X), podemos encontrar ε > 0 tal que

0 < ε < ı́nf{d(x, y) ∶ x ∈ C, y ∈ U c}.

Si C ′ ∈ BH(C, ε) ∩K(X), entonces C ′ ⊆ B(C, ε) ⊆ U , aśı C ′ ∈ Γ(U) ∩K(X). Por lo

tanto, BH(C, ε) ∩ K(X) ⊆ Γ(U) ∩ K(X) y esto implica que Γ(U) ∩ K(X) ∈ τH.

Ahora sea C ∈ Λ(U) ∩ K(X). Podemos encontrar x ∈ C ∩ U y ε > 0 tal que

B(x, ε) ⊆ U . Si C ′ ∈ BH(C, ε), tenemos que C ′ ∩ B(x, ε) ≠ ∅ y aśı C ′ ∩ U ≠ ∅, lo que

implica que C ′ ∈ Λ(U). Por lo tanto, BH(C, ε) ∩ K(X) ⊆ Λ(U) ∩ K(X) y aśı se tiene

que Λ(U) ∩ K(X) ∈ τH. Con esto queda demostrado que τV ⊆ τH.

Ahora probaremos que τH ⊆ τV . Sean G ∈ τH y ε > 0. Debemos probar que para todo

C ∈ G, existen conjuntos abiertos U1, ..., Ur ∈ X tal que C ⊆ B(U1, ..., Un) ∩ K(X) ⊆
BH(C, ε). Como C ∈ K(X), existen U2, ..., Ur bolas en X tal que C ⊆ U2 ∪ ⋯ ∪ Ur,
donde Ui = B(xi, ε/2) y definamos U1 = B(C, ε). Aśı tenemos que C ∈ B(U1, ..., Ur).

Probaremos que B(U1, ..., Ur) ⊆ BH(C, ε). Para esto, dado C ′ ∈ B(U1, ..., Ur) debe-

mos mostrar que H(C ′,C) < ε. En efecto, si x ∈ C ′ ⊆ B(C, ε), entonces d(x,C) < ε.
Rećıprocamente, para probar que C ⊆ B(C ′, ε), sea x ∈ C ⊆ U2, ..., Ur, entonces exis-

te i0 ∈ {2, ..., r} tal que x ∈ Ui0 . Como Ui0 ∩ C ′ ≠ ∅, pues C ′ ∈ ⋂ri=2 Λ(Ui), tenemos

que dado y ∈ Ui0 ∩ C ′, se tiene que d(x,C ′) ≤ d(x, y). Pero como x, y ∈ Ui0 , entonces

d(x, y) < ε, por lo tanto d(x,C ′) < ε. Aśı tenemos que C ′ ∈ BH(C, ε), con lo que queda

demostrado que τH ⊆ τV .

Corolario 2.2. Si (X,d) es un espacio métrico, la topoloǵıa inducida por la

métrica de Hausdorff sobre K(X) depende de la topoloǵıa de X y no de su métrica.

Definición 2.4. Sea (X,τ) un espacio topológico. Se dice que (X,τ) es un espacio

polaco, si τ es metrizable mediante una métrica d, de modo que (X,d) es un espacio

métrico completo separable.

Combinando el Teorema 1.2 y la Proposición 1.6, con el Teorema 2.2, obtenemos

el siguiente resultado.

Corolario 2.3.

(i) Si (X,τ) es un espacio separable y metrizable, entonces (K(X), τV) también

lo es.
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(ii) Si (X,τ) es un espacio Polaco, entonces (K(X), τV) también lo es.

Otro resultado importante que nos ayuda a probar el teorema 2.2, es el ”Teorema

de Blaschke”

Teorema 2.3. Si (X,d) es un espacio métrico compacto, entonces toda sucesión

en K(X) posee una subsucesión convergente.

Demostración. Por teorema 2.2 tenemos que (K(X), τV) = (K(X), τH), y por teorema

2.1 tenemos que (K(X), τV) es compacto. Por lo tanto, el resultado es inmediato.





Caṕıtulo 2

Continuidad en Correspondencias

1. Correspondencias

Definición 1.1. Sean X e Y dos conjuntos no vaćıos. Una correspondencia F de

X en Y es una función de X en el conjunto potencia de Y , es decir, F ∶X → P(Y ).

Definiciones 1.1. Sean F ∶ X → P(Y ) una correspondencia, A un subconjunto

de X y B un subconjunto de Y . Entonces, definimos:

(i) El dominio de F como Dom(F ) ∶= {x ∈X ∶ F (x) ≠ ∅}.

(ii) La imagen de A como F (A) ∶= ⋃x∈AF (x).
(iii) La imagen inversa débil de B por F como F −(B) ∶= {x ∈X ∶ F (x) ∩B ≠ ∅}
(iv) La imagen inversa fuerte de B por F como F +(B) ∶= {x ∈X ∶ F (x) ⊆ B}.

(v) El gráfico de F como Gr(F ) ∶= {(x, y) ∈X × Y ∶ y ∈ F (x)}.

(vi) La clausura de F , denotada por cl(F ), como cl(F ) ∶= F (x), para todo x ∈X.

Definiciones 1.2. Sean F1, F2 ∶ X → P(Y ) dos correspondencias, entonces defi-

nimos la unión, la intersección y la composición respectivamente como sigue:

(i) (F1 ∪ F2)(x) ∶= F1(x) ∪ F2(x).
(ii) (F1 ∩ F2)(x) ∶= F1(x) ∩ F2(x).

(iii) (F2 ○ F1)(x) ∶= ⋃y∈F1(x)F2(y).

Proposición 1.1. Si F1, F2 ∶ X → P(Y ) son dos correspondencias y A ⊆ Y ,

entonces:

(i) (F1 ∪ F2)−(A) = F −(A) ∪ F −
2 (A).

(ii) (F1 ∩ F2)−(A) ⊆ F −
1 (A) ∩ F −

2 (A).

(iii) (F1 ∪ F2)+(A) = F +
1 (A) ∩ F +

2 (A).

(iv) (F1 ∩ F2)+(A) ⊇ F +
1 (A) ∪ F +

2 (A).

19
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Demostración. Solo demostraremos (i) y (ii) ya que las demostraciones de (iii) y (iv)

son análogas.

(i) Tenemos que x ∈ (F1 ∪ F2)−(A), si y solo si, (F1 ∪ F2)(x) ∩A ≠ ∅. Es decir, si

y solo si, F1(x) ∩A ≠ ∅ o F2(x) ∩A ≠ ∅.

(ii) Si x ∈ (F1 ∩F2)−(A), entonces A∩(F1(x)∩F2(x)) ≠ ∅, es decir, A∩F1(x) ≠ ∅
y A ∩ F2(x) ≠ ∅.

Sin embargo, es posible que que A intersecte a F1(x) y F2(x) sin intersectar

a F1(x) ∩ F2(x).

Proposición 1.2. Si F1 ∶X → P(Y ) y F2 ∶ Y → P(Z) son dos correspondencias,

y C ⊆ Z, entonces:

(i) (F2 ○ F1)−(C) = F −
1 (F −

2 (C)).

(ii) (F2 ○ F1)+(C) = F +
1 (F +

2 (C)).

Demostración.

(i)

(F2 ○ F1)−(C) = {x ∶ (F2 ○ F1)(x) ∩C ≠ ∅}
= {x ∶ F2(y) ∩C ≠ ∅, y ∈ F1(x)}
= {x ∶ F1(x) ∩ F −

2 (C) ≠ ∅}.
= F −

1 (F −
2 (C)).

(ii)

(F2 ○ F1)+(C) = {x ∶ (F2 ○ F1)(x) ⊆ C}
= {x ∶ F2(y) ⊆ C, para algún y en F1(x)}
= {x ∶ F1(x) ⊆ F +

2 (C)}
= F +

1 (F +
2 (C)).

Proposición 1.3. Sea F ∶X → P(Y ) una correspondencia, A un subconjunto de

Y y {Aα ∶ α ∈ I} una familia de de subconjuntos de Y , entonces:

(i) X ∖ F +(A) = F −(Y ∖A).

(ii) X ∖ F −(A) = F +(Y ∖A).

(iii) F −(⋃α∈I Aα) = ⋃α∈I F −(Aα).

(iv) F +(⋃α∈I Aα) = ⋃α∈I F +(Aα).
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(v) F −(⋂α∈I Aα) ⊆ ⋂α∈I F −(Aα).

(vi) F +(⋂α∈I Aα) = ⋂α∈I F +(Aα).

Demostración. Solo demostraremos (i) y (iv).

(i)

x ∈X ∖ F +(V ) ⇔ x ∉ F +(A)
⇔ F (x) ⊈ A
⇔ F (x) ∩ (Y ∖A) ≠ ∅
⇔ x ∈ F −(A).

(iv)

x ∈ ⋃α∈I F +(Aα) ⇔ x ∈ F +(Aα0), α0 ∈ I
⇔ F (x) ⊆ Aα0 , α0 ∈ I
⇔ F (x) ⊆ ⋃α∈I Aα
⇔ x ∈ F +(⋃α∈I Aα).

Definición 1.2. Sean F1 ∶ X → P(Y1) y F2 ∶ X → P(Y2) dos correspondencias,

entonces definimos F ∶X → P(Y1 × Y2) por F (x) = (F1 × F2)(x) ∶= F1(x) × F2(x).

Proposición 1.4. . Con las notaciones de la definición anterior, si A ⊆ Y1 y

B ⊆ Y2, entonces:

(i) F +(A ×B) = F +
1 (A) ∩ F +

2 (B).

(ii) F −(A ×B) = F −
1 (A) ∩ F −

2 (B).

Demostración.

(i) Tenemos que x ∈ F +(A × B) si y solo si F1(x) ⊆ A y F2(x) ⊆ B, es decir, si

x ∈ F +
1 (A) ∩ F +

2 (B).
(ii) Análogamente, x ∈ F −(A ×B) si y solo si F1(x) ∩A ≠ ∅ y F2(x) ∩B ≠ ∅, es

decir, si x ∈ F −
1 (A) ∩ F −

2 (B).
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2. Continuidad de Vietoris

Las topoloǵıas inferior, superior y de Vietoris introducidas en el Caṕıtulo 1 con-

ducen a los conceptos de continuidad para correspondencias. En esta sección, tales

conceptos serán definidos y procedemos a estudiar sus propiedades.

En esta sección, X e Y denotarán espacios topológicos Hausdorff.

Definición 2.1. Sea F ∶X → P0(X) una correspondencia, se dice que:

(i) F es semicontinua superior, si F ∶X → (P0(X), τu) es continua.

(ii) F es semicontinua inferior, si F ∶X → (P0(X), τ`) es continua.

(iii) F es continua, si F ∶X → (P0(X), τV) es continua.

De las definiciones de las topoloǵıas τV , τu, τ`, se deducen los siguientes resultados.

Proposición 2.1. Sea F ∶X → P0(Y ) una correspondencia, entonces las siguien-

tes proposiciones son equivalentes:

(i) F es semicontinua superior.

(ii) Para todo A ⊆ Y abierto, F +(A) es abierto en X.

(iii) Para todo B ⊆ Y cerrado, F −(B) es cerrado en X

(iv) Si (xα ∶ α ∈ I) es una red que converge a x ∈X y A ⊆ Y es un conjunto abierto

tal que F (x) ⊆ A, entonces existe α0 tal que F (xα) ⊆ A, para todo α ≥ α0 .

Demostración.

(i) ⇐⇒ (ii). Sea A un subconjunto abierto de Y . Entonces, F +(A) es abierto en X

y como F +(A) = {x ∈ X ∶ F (x) ⊆ A} = {x ∈ X ∶ F (x) ∈ Γ(A)} = F −1(Γ(A)) y además

Γ(A) ∈ (Y, τu), se tiene que F es semicontinua superior. El rećıproco es inmediato.

(ii) ⇒ (iii). Sea B cerrado en Y . Basta probar que Y ∖ F −(B) es abierto. Pero

esto es inmediato, pues por Proposición 1.3 tenemos que Y ∖ F −(B) = F +(Y ∖B).

(ii) ⇒ (iv). Si (xα ∶ α ∈ I) es una red que converge a x ∈X y A ⊆ Y es un abierto

tal que F (x) ⊆ A, entonces F +(A) ⊆ X es abierto. Luego, existe α0 ∈ I tal que si

α ≥ α0, entonces xα ∈ F +(A). Por lo tanto, F (xα) ⊆ A si α ≥ α0.

(iv) ⇒ (ii) Sea A ⊆ Y abierto. Supongamos que F +(A) no es abierto, entonces

existe x0 ∈ F +(A) que no es punto interior de A. Consideremos el conjunto dirigido
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I0 de todas las vecindades de x0 ordenadas parcialmente por inclusión. Luego, para

cada α ∈ I0 existe xα tal que xα ∉ F +(A). Aśı, (xα ∶ α ∈ I) converge a x0 y F (x0) ⊆ A,

por lo tanto F (xα) ⊆ A para α suficientemente grande, lo que es una contradicción.

Observación 2.1. Si f ∶ X → Y es una función y F = {f}, entonces F +(A) =
F −1(A) y por proposición anterior, F es semicontinua superior, si y solo si, f es

continua.

Proposición 2.2. Sea F ∶X → P0(Y ) una correspondencia, entonces las siguien-

tes proposiciones son equivalentes:

(i) F es semicontinua inferior.

(ii) Para todo A ⊆ Y abierto, F −(A) es abierto en X.

(iii) Para todo B ⊆ Y cerrado, F +(B) es cerrado en X.

(iv) Si x ∈ X, (xα ∶ α ∈ I) es una red que converge a x y A ⊆ Y es abierto tal que

F (x)∩A ≠ ∅, entonces existe α0 tal que si α ≥ α0 tenemos que F (xα)∩A ≠ ∅.

Demostración. Con las notaciones del teorema 2.1, tenemos que F −1(Λ(A)) = {x ∈
X ∶ F (x) ∩ A ≠ ∅} = F −(A), con esto queda demostrada la equivalencia entre (i) y

(ii). El resto de la demostración es análoga a la del Proposición 2.1.

Observación 2.2. Si f ∶ X → Y es una función y F = {f}, entonces F −(A) =
F −1(A) y por proposición anterior, F es semicontinua inferior, si y solo si, f es

continua.

Definición 2.2. Una correspondencia F ∶ X → P0(Y ) se dice cerrada en x0, si

para toda red ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) que converge a (x0, y0) ∈X ×Y , tenemos que

y0 ∈ F (x0), es decir, que (x0, y0) ∈ Gr(F ). Diremos que F es cerrada, si es cerrada para

todo x0 ∈ X. Si esta propiedad solo se cumple para sucesiones en Gr(F ), entonces

decimos que F es secuencialmente cerrada.

Notaciones 2.1. N(x) denotará la colección de todas las vecindades de x.

Proposición 2.3. Una correspondencia F ∶ X → P0(Y ) es cerrada en x ∈ X, si

y solo si para toda red (xα ∶ α ∈ I) que converge a x, se cumple que

⋂
α∈I
⋃
β≥α

F (xβ) ⊆ F (x)
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Demostración. Sea x ∈X y supongamos que F es cerrada en x. Sean (xα ∶ α ∈ I) una

red que converge a x e y ∈ ⋂α∈I ⋃β≥αF (xβ). Luego,

(2) (∀α ∈ I)(∀V ∈ N(y))(∃β ≥ α)(V ∩ F (xβ) ≠ ∅).

Debemos demostrar que (x, y) ∈ Gr(F ). Como F es cerrada en x, basta definir una

red en Gr(F ) que converge a (x, y). Para este efecto, definimos el conjunto R(y) =
{(α,V ) ∈ I ×N(y) ∶ xα ∈ F −(V )}, el cual es un conjunto dirigido con el orden parcial

≤ definido por

[(α2, V2) ≤ (α1, V1)] ⇐⇒ [α2 ≤ α1 ∧ V1 ⊆ V2].

En efecto, es fácil ver que (R(y),≤) es un conjunto parcialmente ordenado. Sean

(α,V ), (β,W ) ∈ R(y) y U = V ∩W . Como (I,≤) es un conjunto dirigido, existe δ ∈ I
tal que α∨β ≤ δ. Por (2) y debido a que U ∈ N(y), existe γ > δ tal que U ∩F (xγ) ≠ ∅,

vale decir, xγ ∈ F −(U). Luego, (γ,U) ∈ R(y) y es evidente que (α,V )∨(β,W ) ≤ (γ,U).
Esto prueba que (R(y),≤) es un conjunto dirigido.

Definamos ϕ ∶ R → I por ϕ(α,V ) = α y, ya que para cada r = (α,V ) ∈ R(y),
V ∩ F (xα) ≠ ∅, podemos escoger yα ∈ V ∩ F (xα). Luego, ((xϕ(r), yϕ(r)) ∶ r ∈ R(y))
es una red en Gr(F ). Demostraremos que esta red converge a (x, y). Sean U y W

vecindades de x e y, respectivamente. Como (xα ∶ α ∈ I) converge a x, entonces

existe α0 ∈ I tal que xα ∈ U , para todo α ≥ α0. Sea r0 = (α0,W ). Luego, xϕ(α,V ) ∈
U e yϕ(α,V ) ∈ V ∩ F (xα) ⊆ W , para todo (α,V ) ≥ r0. Esto demuestra que la red

((xϕ(r), yϕ(r)) ∶ r ∈ R(y)) converge a (x, y) y que, como F es cerrada, y ∈ F (x).

Rećıprocamente, sea ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) una red convergente a (x, y) ∈
X × Y . Debemos demostrar que (x, y) ∈ Gr(F ). Tenemos que (xα ∶ α ∈ I) converge a

x y entonces

⋂
α∈I
⋃
β≥α

F (xβ) ⊆ F (x).

Por consiguiente, es suficiente demostrar que y ∈ ⋂α∈I ⋃β≥αF (xβ). Notemos que, para

todo α ∈ I, (yβ ∶ β ≥ α) es una sub red en ⋃β≥αF (xβ) que converge a y y, por

consiguiente, y ∈ ⋃β≥αF (xβ). Vale decir,

y ∈ ⋂
α∈I
⋃
β≥α

F (xβ) ⊆ F (x),

lo cual completa la demostración.



2. CONTINUIDAD DE VIETORIS 25

También se tiene un resultado análogo para correspondencias secuencialmente

cerradas.

Proposición 2.4. Sea F ∶X → P0(Y ) y supongamos que para cualquier sucesión

(xn ∶ n ∈ N) en X que converge a x, tenemos que ⋂n≥0⋃k≥nF (xk) ⊆ F (x). Entonces

F es secuencialmente cerrada en x. El rećıproco es cierto si Y es primero contable.

Demostración. Sea ((xn, yn) ∶ n ∈ N) ⊆ Gr(F ) una sucesión que converge a (x, y).
Debemos probar que y ∈ F (x). Por hipótesis, ⋂n≥0⋃k≥nF (xk) ⊆ F (x), entonces bas-

ta probar que y ∈ ⋃k≥nF (xk) para todo n ∈ N, es decir, que para V ∈ N(y), V ∩
⋃k≥nF (xk) ≠ ∅. Como yn converge a y, existe k1 tal que para todo k ≥ k1, yk ∈ V .

Luego, basta tomar k2 ≥ máx{n, k1} y aśı yk2 ∈ V ∩F (xk2). Por lo tanto, V ∩F (xk2) ≠ ∅
e y ∈ F (x).

Rećıprocamente, sea y ∈ ⋂n≥0⋃k≥nF (xk) y (xn ∶ n ∈ N) una sucesión que converge

a x ∈X. Ya que Y es primero comtable, podemos definir una base local (Vn ∶ n ∈ N) ⊆
N(y). Aśı, para todo n ∈ N se cumple que Vn ∩ (⋃k≥nF (xk)) ≠ ∅. Sea (kn ∶ n ∈ N)
una subsucesión, podemos encontrar kn tal que Vn∩F (xkn) ≠ ∅. Sea yn ∈ Vn∩F (xkn),
como (xkn , yn) converge a (x, y), y F es secuencialmente cerrada, entonces y ∈ F (x).

Proposición 2.5. Sea F ∶X → P0(Y ) una correspondencia cerrada y K ∈ K(X),

entonces F (K) es cerrado en Y .

Demostración. Sea y ∈ F (K), podemos encontrar una red (yα ∶ α ∈ I) ⊆ F (K) que

converge a y. Ya que K ⊆X es compacto, podemos encontrar una subred (xβ ∶ β ∈ J)
de (xα ∶ α ∈ I) convergente a x ∈ K. Entonces ((xβ, yβ) ∶ β ∈ J) ⊆ Gr(F ) converge a

(x, y) ∈ X × Y . Como Gr(F ) es cerrado, (x, y) ∈ Gr(F ). Por lo tanto, y ∈ F (K), lo

que implica que F (K) ⊆ Y es cerrado.

La siguiente proposición relaciona la noción de clausura con los conceptos de

continuidad estudiados anteriormente.

Proposición 2.6. Si Y es un espacio topológico regular y F ∶ X → C(Y ) una

correspondencia semicontinua superior, entonces F es cerrada.

Demostración. Sea ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) una red que converge a (x, y) ∈ X × Y .

Supongamos que F no es cerrada, es decir, y ∉ F (x). Como Y es regular, podemos
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encontrar dos conjuntos abiertos V1, V2, tal que y ∈ V1, F (x) ⊂ V2 y V1 ∩ V2 = ∅. Ya

que F es semicontinua superior, por proposición 2.1, podemos encontrar α0 ∈ I tal

que para α ≥ α0, F (xα) ⊆ V2, mientras que yα ∈ V1, lo que es una contradicción, pues

en este caso (xα, yα) ∉ Gr(F ).

El rećıproco de esta proposición no es cierto en general, lo que mostraremos en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. Sean X = Y = R+ y F ∶X → K(Y ) definida por

(3) F (x) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

[0, x] ∪ { 1
x} si x > 0

{0} si x = 0

es cerrada, pero no semicontinua superior en x = 0, como veremos a continuación.

Sea ((xn, yn) ∶ n ∈ N) ⊆ Gr(F ). Si x = 0, entonces (xn, yn) converge a (0,0) pues

0 ≤ yn ≤ xn para todo n ∈ N. Como 0 ∈ F (0), entonces F es cerrada en x = 0. Si x > 0,

existe N ∈ N tal que xn > 0 para todo n > N . Como 0 ≤ yn ≤ xn, entonces 0 ≤ y ≤ x.

Por lo tanto, y ∈ [0, x] ⊆ [0, x] ∪ {1/x}. En consecuencia, F es cerrada. Pero F no es

semicontinua superior en x = 0, pues F +([0,1)) = {x ∈ R+ ∶ F (x) ⊆ [0,1)} = {x ∈ R+ ∶
[0, x] ∪ {1/x}} ⊆ [0,1) ∪ {0} = {0}, que es cerrado. Luego, el resultado se desprende

de la Proposición 2.1.

Antes de establecer las condiciones que garanticen la validez del rećıproco de la

Proposición 2.6, mostraremos que para correspondencias compactas, podemos omitir

el requisito de que Y sea regular. Para esto, es necesario el siguiente resultado.

Proposición 2.7. Una correspondencia F ∶ X → P0(Y ) es compacta y semi-

continua superior en x si y solo si para toda red ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) tal que

(xα ∶ α ∈ I) converge a x en X, (yα ∶ α ∈ I) tiene un punto de acumulación en F (x).

Demostración. Sea ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) y asumamos que (xα ∶ α ∈ I) converge a

x. Supongamos que (yα ∶ α ∈ I) no tiene un punto de acumulación en F (x). Entonces,

para todo y ∈ F (x), podemos encontrar V (y) ∈ N(y) y α0(y) ∈ I tal que para todo

α ≥ α0(y), yα ∉ V (y). Como F es compacta, la familia {V (y) ∶ y ∈ F (x)} forma un

cubrimiento por abiertos para F (x). Por lo tanto, existe un subcubrimiento finito

{V (y1, ..., V (yN))}. Sea V = ⋃Nk=1 V (yk) ⊇ F (x). Es claro que existe α1 ∈ I tal que si

α ≥ α1, entonces yα ∉ V . Por otro lado, como F es semicontinua superior, podemos
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encontrar U ∈ N(x) tal que F (U) ⊆ V . Puesto que xα converge a x en X, tenemos

que para todo α ≥ α1, xα ∈ U e yα ∈ V , lo que es una contradicción. Por lo tanto,

(yα ∶ α ∈ I) tiene un punto de acumulación en F (x).

Para el rećıproco, notemos que la hipotesis implica que F (x) ∈ K(X). Por Teorema

2.1, para establecer la semicontinuidad superior en x, debemos mostrar que si xα

tiende a x en X y V ⊆ Y es abierto tal que F (x) ⊆ V , entonces existe α0 ∈ I tal

que, si α ≥ α0, F (xα) ⊆ V . Supongamos lo contrario, entonces podemos encontrar una

subred (xβ ∶ β ∈ J) de (xα ∶ α ∈ I) tal que F (xβ) ∩ V c ≠ ∅. Sea yβ ∈ F (β) ∩ V c, ya

que xβ converge a x en X y por hipotesis (yβ ∶ β ∈ J) tiene un punto de acumulación

y ∈ F (x), entonces existe una subred (yγ ∶ γ ∈ H) de (yβ ∶ β ∈ J) que converge a

y ∈ F (x) ∩ V c, lo que contradice la elección de V .

Una consecuencia inmediata de esta proposición es la siguiente propiedad funda-

mental de las correspondencias compactas (comparar con la proposición 2.5).

Corolario 2.1. Si F ∶X → K(Y ) es semicontinua superior y K ∈ K(X), enton-

ces F (K) ∈ K(Y ).

Demostración. Sea (yα ∶ α ∈ I) una red en F (K). Como K es compacto, podemos

encontrar una subred (xβ ∶ β ∈ J) que converge a x ∈ K. Por proposición 2.7, (yβ ∶
β ∈ J) tiene un punto de acumulación y ∈ F (x). Se sigue que podemos encontrar una

subred (yγ ∶ γ ∈ H) de (yβ ∶ β ∈ J) que converge a y ∈ Y . Por lo tanto, F (K) es

compacto.

Ejemplo 2.2. El coroloario falla si la semicontinuidad superior es reemplazada

por semicontinuidad inferior. En efecto, sean X = Y = [0,1] y F (x) = [0, x] si x ∈
[0,1) y F (1) = {0}. Entonces F es semicontinua inferior con valores compactos, pero

F ([0,1]) = [0,1).

Teniendo la Proposición 2.7, podemos probar la siguiente variante de la Proposi-

ción 2.6.

Proposición 2.8. Si F ∶ X → K(Y ) es semicontinua superior, entonces F es

cerrada.
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Demostración. Sea ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) una red y supongamos que converge a

(x, y) ∈X ×Y . Por proposición 2.7, tenemos que y ∈ F (x). Por lo tanto, F es cerrada.

Proposición 2.9. Si F ∶ X → C(X) es cerrada y localmente compacta (es decir,

para todo x ∈X, existe U ∈ N(x) tal que F (U) ∈ K(X)), entonces F es semicontinua

superior.

Demostración. Sea ((xα, yα) ∶ i ∈ I) ⊆ Gr(F ) una red, tal que xα converge a x en X,

mostraremos que (yα ∶ α ∈ I) tiene un punto de acumulación en F (x). Por hipotesis,

podemos encontrar U ∈ N(x) tal que F (U) ∈ K(Y ), de manera que también podemos

encontrar una subred (yβ ∶ β ∈ J) de (yα ∶ α ∈ I), convergente a y ∈ F (U). Como para

toda β, (xβ, yβ) ∈ Gr(F ) y Gr(F ) es cerrado, tenemos que (x, y) ∈ Gr(F ). Por lo

tanto (yα ∶ α ∈ I) tiene un punto de acumulación y ∈ F (x) y por proposición 2.7 F es

semicontinua superior.

Hemos visto que la compacticidad se preserva en correspondencias compactas

semicontinuas superior, pero no semicontinuas inferior. A continuación mostraremos

que la conexidad se preserva en ambos casos.

Proposición 2.10. Si F ∶ X → P0(Y ) es conexa y semicontinua superior o infe-

rior, entonces para todo C ⊆X conexo, F (C) es conexa.

Demostración. Supongamos que F es semicontinua inferior. Sean V1, V2 ⊆ Y abiertos

tales que F (C) ⊆ V1 ∪ V2, F (C) ∩ V1 ≠ ∅ y F (C) ∩ V2 ≠ ∅. Debemos mostrar que

F (C) ∩ V1 ∩ V2 ≠ ∅. Como F (C) ⊆ V1 ∪ V2 y F es semicontinua inferior, entonces C ⊆
F −(V1∪V2) = F −(V1)∪F (V2). Por conexidad de C, se tiene que F −(V1)∩F −(V2) ≠ ∅.

Sea x ∈ C ∩F −(V1) ∩F −(V2), entonces F (x) ∩V1 ≠ ∅, F (x) ∩V2 ≠ ∅ y F (x) ⊆ V1 ∪V2.
Como F es conexa, se deduce que F (x) ∩ V1 ∩ V2 ≠ ∅ y F (C) ∩ V1 ∩ V2 ≠ ∅. Por lo

tanto, F (C) es conexa.

En caso de que F sea semicontinua superior, los mismos argumentos son validos,

pero considerando F (C) cerrado y que la imagen inversa de un conjunto cerrado es

cerrada (Proposición 2.1).
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Proposición 2.11. Si Y es un espacio métrico y F ∶ X → P0(Y ), entonces F es

semicontinua inferior si y solo si para toda v ∈ Y , ϕv(x) = d(v,F (x)) es semicontinua

superior.

Demostración. Supongamos que F es semicontinua inferior. Debemos probar que

ϕv(x) es semicontinua superior, es decir, que para todo λ ∈ R el conjunto Uλ = {x ∈
X ∶ ϕv(x) < λ} es abierto. Es claro que si λ < 0, entonces Uλ = ∅. Si λ ≥ 0, entonces

Uλ = {x ∈ X ∶ ϕv(x) < λ} = {x ∈ X ∶ F (x) ∩ B(v, λ) ≠ ∅} = F −(B(v, λ)), que por

hipótesis es abierto.

Rećıprocamente, supongamos que ϕv(x) es semicontinua superior. Sea Y ⊆ Y

abierto, probaremos que F −(V ). Como V es abierto, lo podemos expresar como unión

de abiertos, es decir, V = ⋃α∈I B(vα, εα), donde cada vi ∈ V y todo εα > 0. Luego,

F −(V ) = {x ∈ X ∶ F (x) ∩ V ≠ ∅} = ⋃α∈I{x ∈ X ∶ F (x) ∩ B(vα, εα) ≠ ∅} = ⋃α∈I{x ∈
X ∶ ϕv(x) < εα}. Es decir, F −(V ) es unión de abiertos, por lo tanto es semicontinua

inferior.

Con una hipótesis adicional el rećıproco de la proposición precedente es verdadero.

Proposición 2.12. Si Y es un espacio métrico, F ∶ X → C(Y ) es localmente

compacta y para todo y ∈ Y , x → d(y,F (x)) es semicontinua inferior, entonces F es

semicontinua superior.

Demostración. Por proposición 2.9, es suficiente probar que F es cerrada. Sea ((xα, yα) ∶
α ∈ I) una red que converge a (x, y) ∈ X × Y . Entonces tenemos que d(y,F (x)) ≤
ĺım infn→∞ d(y,F (xn)) ≤ ĺım infn→∞[d(y, yn) + d(yn, F (xn))] = 0, esto implica que

y ∈ F (x), por lo tanto F es cerrada.

En lo que resta de esta sección, veremos que ciertas operaciones básicas preservan

los conceptos de continuidad previamente vistos.

Proposición 2.13. Una correspondencia F ∶X → P0(Y ) es semicontinua inferior

si y solo si F lo es también.

Demostración. Sea V ⊂ Y abierto y supongamos que F es semicontinua inferior,

entonces F −(V ) = {x ∈X ∶ F (x) ∩ V ≠ ∅} = {x ∈X ∶ F (x) ∩ V ≠ ∅} = F −(V ).



30 2. CONTINUIDAD EN CORRESPONDENCIAS

Ejemplo 2.3. La proposición 2.13 no se cumple para correspondencias semiconti-

nuas superior. Sean X = Y = R y F ∶→ P0(Y ) definida por F (x) = (x−1, x+1). Enton-

ces F +((−1,1)) = {0}, luego F no es semicontinua superior. Pero F (x) = [x− 1, x+ 1]
es semicontinua superior.

Para correspondencias semicontinuas superior, tenemos el siguiente resultado más

débil.

Proposición 2.14. Si X es un espacio topológico normal y F ∶ X → P0(Y ) es

semicontinua superior, entonces F tambien lo es.

Demostración. Sea V ⊆ Y abierto, debemos probar que F (V ) es abierto en X. Sea

x ∈ F +(V ), entonces F +(V ) ⊆ V . Como Y es normal, podemos encontrar V1 ⊆ V

abierto tal que F +(V ) ⊆ V1 ⊆ V1 ⊆ V . Por hipótesis F es semicontinua superior,

entonces podemos encontrar U ∈ N(x) tal que para todo x′ ∈ U , F (x′) ⊆ V1 ⊆ V .

Luego, F (x′) ⊆ V1 ⊆ V , por lo tanto U ⊆ F +(V ) y F +(V ) es abierto en X.

De las proposiciones 2.13 y 2.14 se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Si Y es un espacio topológico normal y F ∶ X → P0(Y ) es

continua, entonces F es continua.

Proposición 2.15. Si F1, F2 ∶ X → P0(Y ) son correspondencias semicontinuas

superior (respectivamente semicontinua inferior, cerrada), entonces (F1∪F2) también

lo es.

Demostración. Supongamos que F1, F2 son correspondencias semicontinuas superior,

entonces para todo V ⊆ Y abierto, (F1∪F2)+(V ) = F +
1 (V )∪F +

2 (V ) es abierto. Análo-

gamente, (F1∪F2)−(V ) = F −
1 (V )∪F −

2 (V ) es abierto. Por último, si F1, F2 son cerradas,

Gr(F1 ∪ F2) = Gr(F1) ∪Gr(F2) es cerrado.

Proposición 2.16. Si Y es un espacio topológico normal y F1, F2 ∶X → C(Y ) son

correspondencias semicontinuas superior, tal que para todo x ∈X, F1(x) ∩F2(x) ≠ ∅,

entonces (F1 ∩ F2)(x) también es semicontinua superior.

Demostración. Sea V ⊆ Y abierto, debemos probar que (F1 ∩ F2)+(V ) es abierto en

X. Notemos que (F1 ∩ F2)+(V ) = {x ∈ X ∶ F1(x) ∩ F2(x) ∖ V = ∅}. Como F1(x) y
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F2(x)∖V = F2(x)∩V c son cerrados en Y , y este último es normal, podemos encontrar

V1, V2 ⊆ Y abiertos disjuntos tales que F1(x) ⊆ V1 y F2(x) ∖ V ⊆ V2. Sea V3 = V2 ∪ V ,

entonces F2(x) ⊆ V3. Como F1, F2 son semicontinuas superior, podemos encontrar

U1.U2 ∈ N(x) tales que para todo x′ ∈ U2, F1(x′) ⊆ V1 y para todo x′ ∈ U2, F2(x′) ⊆ V3.
Sea U = U1 ∩ U2 ∈ N(x), entonces si x′ ∈ U , tenemos que (F1 ∩ F2)(x′) ⊆ V1 ∩ V3 =
V1 ∩ (V2 ∪ V ) ⊆ V . Por lo tanto, (F1 ∩ F2)+(V ) es abierto, esto implica que (F1 ∩ F2)
es semicontinua superior.

Podemos omitir la condición de Y sea normal, si asumimos que una de las dos co-

rrespondencias es compacta. En tal caso, solo requerimos que la otra correspondencia

sea cerrada.

Proposición 2.17. Si F1 ∶X → C(Y ) es cerrada, F2 ∶X → K(Y ) es semicontinua

superior y para todo X ∈X, F1(x)∩F2(x) ≠ ∅, entonces (F1∩F2)(x) es semicontinua

superior.

Demostración. Sea V ⊆ Y abierto, debemos probar que (F1 ∩ F2)+(V ) es abierto

en X. Sea x ∈ (F1 ∩ F2)+(V ), notemos que F1(x) ∩ F2(x) ∖ V = ∅ y F2(x) ∖ V
es compacto. Sea y ∈ F2(x) ∖ V , entonces y ∉ Gr(F1) y como Gr(F1) es cerrado,

podemos encontrar Uy ∈ N(x) y Vy ∈ N(y) tales que (Uy × Vy) ∩Gr(F1) ≠ ∅. Por lo

tanto, para x′ ∈ Uy, F1(x′)∩Vy = ∅. Como F2(x)∖V es compacto, podemos encontrar

{y1, ..., yn} ⊆ F2(x) ∖ V tal que F2(x) ∖ V ⊆ ∪nk=1Vyk = V1. Sea U1 = ⋂nk=1Uyk ∈ N(x). Si

x′ ∈ U1, entonces F1(x′) ⊆ Y ∖V1. Sea V2 = V ∪V1 y sea U2 ∈ N(x) tales que si x′ ∈ U2,

entonces F2(x′) ⊆ V2 (existe, ya que por hipótesis F2 es semicontinua superior). Si

x′ ∈ U1∩U2 = U ∈ N(x), tenemos que (F1∩F2)(x′) = F1(x′)∩F2(x′) ⊆ (Y ∖V1)∩V2 ⊆ V ,

esto prueba que (F1 ∩ F2) es semicontinua superior.

Proposición 2.18. Si F1 ∶X → P0(Y ) es semicontinua inferior, F2 ∶X → P0(Y )
tiene un gráfico abierto y para todo x ∈X, (F1 ∩F2)(x) = F1(x)∩F2(x) ≠ ∅, entonces

(F1 ∩ F2)(x) es semicontinua inferior.

Demostración. Sea V ⊆ Y un abierto distinto de vaćıo, x ∈ (F1 ∩ F2)−(V ) e y ∈
F1(x) ∩F2(x) ∩ V . Entonces (x, y) ∈ Gr(F2)(X × V ). Ya que por hipótesis Gr(F2) es

abierto, Gr(F2) ∩ (X × V ) también lo es. Luego, podemos encontrar U1(X) ∈ N(x)
y V1(y) ∈ N(y) tal que U1(x) × V1(y) ⊆ Gr(F2) ∩ (X × Y ). Notemos que F1(x) ∩
V1(y) ≠ ∅, pues contiene a y. Como por hipótesis F1 es semicontinua inferior, podemos
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encontrar U2(x) ∈ N(x) tal que para todo x′ ∈ U2(x), F1(x′) ∩ V1(y) ≠ ∅. Sea U(x) =
U1(x) ∩ U2(x) ∈ N(x), entonces para todo x′ ∈ U(x), F1(x′) ∩ V1(y) ≠ ∅, además

U(x) × V1(Y ) ⊆ Gr(F2) ∩ (X × Y ). Aśı, para todo x′ ∈ U(x), F1(x′) ∩ F2(x′) ∩ V ≠ ∅,

con lo que queda demostrado que (F1 ∩ F2) es semicontinua inferior.

Proposición 2.19. Si F1 ∶X → P0(Y ) y F2 ∶ Y → P0(Z) son semicontinuas supe-

rior (respectivamente semicontinuas inferior, continuas), entonces (F2 ○F1) también

lo es.

Demostración. Sea A ⊆ Z abierto. Como F2 es semicontinua superior, entonces F +
2 (A)

es abierto en Y . Además F1 también es semicontinua superior, por lo que F +
1 (F +

2 (A))
es abierto en X. Por Proposición 1.2, F +

1 (F +
2 (A)) = (F2 ○ F1)+(A) es semicontinua

superior. Para el caso en que F1, F2 sean semicontinuas inferior, la demostración es

análoga.

3. Continuidad de Hausdorff

En esta sección, X denotará un espacio topológico Hausdorff e Y un espacio

métrico.

Definiciones 3.1. Sean F ∶X → P0(Y ) una correspondencia. Se dice que F es:

(i) H-semicontinua superior en x0 ∈ X, si h(F (x), F (x0)) es continua en x0, es

decir, para todo ε > 0, existe B(x0, ε) ∈ N(x0), tal que para todo x ∈ B(x0, ε),
h(F (x), F (x0)) < ε.

(ii) H-semicontinua inferior en x0 ∈ X, si h(F (x0), F (x)) es continua en x0, es

decir, para todo ε > 0, existe B(x0, ε) ∈ N(x0), tal que para todo x ∈ B(x0, ε),
h(F (x0), F (x)) < ε.

(iii) H-semicontinua en x0 si es H-semicontinua superior y H-semicontinua inferior

en x0, o equivalentemente, si F ∶X → (P0(Y ),H) es continua en x0.

Compararemos los conceptos de continuidad con los de Vietoris anteriormente

estudiados.

Proposición 3.1. Si F ∶ X → P0(Y ) es semicontinua superior, entonces F es

H-semicontinua superior.
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Demostración. Ya que F es semicontinua superior, dado ε > 0 y x ∈ X, tenemos

que F +(B(F (x), ε)) = U ∈ N(x). Entonces para todo x′ ∈ U , tenemos que F (x′) ⊆
B(F (x), ε). Por lo tanto, h(F (x′), F (x)) < ε para todo x′ ∈ U .

El rećıproco de la Proposición 3.1 en general no es cierto, lo que mostraremos en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sean X = [0,1], Y = R y F ∶X → P0(Y ) definida por F (x) = [0,1]
si x ∈ [0,1) y F (x) = [0,1) si x = 1. Es fácil ver que F es H-semicontinua superior

pero no semicontinua superior en x = 1. Notemos que F +((−1,1)) = {1} no es abierto.

Proposición 3.2. Si F ∶ X → C(Y ) es H-semicontinua superior, entonces F es

cerrada.

Demostración. Sea ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) una red, que converge a (x, y) en

X×Y . Entonces d(yα, F (x)) ≤ h(F (xα), F (x)) y h(F (xα), F (x)) converge a 0. Como

la función distancia es continua, d(yα, F (x)) converge a d(y,F (x)). Por lo tanto,

d(y,F (x)) = 0, esto implica que y ∈ F (x), por lo tanto F es cerrada.

Proposición 3.3. Si F ∶ X → P0(Y ) es H-semicontinua superior, entonces para

todo v ∈ Y , ϕv(x) = d(v,F (x)) es semicontinua inferior.

Demostración. Sean v ∈ Y y λ ∈ R. Debemos probar que el conjunto Lλ = {x ∈
X ∶ ϕv(x) ≤ λ} es cerrado. Sea (xα ∶ α ∈ I) ⊆ Lλ una red que converge a x en X.

Debemos probar que x ∈ Lλ. Sean ε > 0 y para todo α ∈ I, yα ∈ F (xα) tal que

d(v,F (xα)) ≤ d(v, yα) < d(v,F (xα)) + ε. Entonces se tiene que ϕv(x) = d(v,F (x)) ≤
d(v, yα) + d(yα, F (x)) ≤ d(v,F (xα)) + ε+ d(yα, F (x)) ≤ λ+ ε+h(F (xα), F (x)). Por lo

tanto, ϕv(x) < λ + ε para todo ε > 0, luego ϕv(x) ≤ λ.

La Proposición 3.1 nos dice que entre la semicontinuidad superior y laH-semicontinuidad

superior, esta última es un concepto más general. Sin embargo, para la semicontinui-

dad inferior y la H-semicontinuidad inferior lo contrario es verdadero. Es decir, la

semicontinuidad inferior es un concepto más general.

Proposición 3.4. Si F ∶ X → P0(Y ) es H-semicontinua inferior, entonces F es

semicontinua inferior.



34 2. CONTINUIDAD EN CORRESPONDENCIAS

Demostración. Sea C ⊆ Y cerrado, basta probar que F +(C) es cerrado en X. Sea (xα ∶
α ∈ I) ⊆ F +(C) una red que converge a x ∈ X. Entonces F (xα) ⊆ C para todo α ∈ I.

Como por hipótesis F esH-semicontinua inferior, dado ε > 0 podemos encontrar α0 ∈ I
tal que para α ≥ α0, h(F (x), F (xα)) < ε, por lo tanto F (x) ⊆ B(F (xα), ε) ⊆ B(C, ε).
Ya que ε > 0 es arbitrario y C es cerrado, tenemos que F (x) ⊆ C. Luego x ∈ F +(C),
esto implica que F +(C) es cerrado, por lo tanto F es semicontinua inferior.

En el cápitulo anterior vimos que τV y τH coinciden en K(Y ). Por lo que era de

esperar que los conceptos de continuidad tamb́ıen coincidan.

Teorema 3.1. Sea F ∶X → K(Y ), entonces:

(i) F es semicontinua superior, si y solo si es H-semicontinua superior.

(ii) F es semicontinua inferior, si y solo si es H-semicontinua inferior.

Demostración.

(i) ⇒: Es la proposición 3.1.

⇐: Por proposición 2.7, basta probar que si ((xα, yα) ∶ α ∈ I) ⊆ Gr(F ) es

una red tal (xα ∶ α ∈ I) converge a x en X, entonces (yα ∶ α ∈ I) tiene

un punto de acumulación en F (x). Por hipótesis tenemos que d(yα, F (x)) ≤
h(F (xα), F (x)) → 0. Como F (x) ∈ K(Y ), podemos encontrar zα ∈ F (x) tal

que d(yα, F (x)) = d(yα, zα). Sea (zβ ∶ β ∈ J) una subred de (zα ∶ α ∈ I) que

converge a z ∈ F (x), entonces d(yβ, zβ) → 0, luego yβ converge a z ∈ F (x).
(ii) ⇒: Supongamos lo contrario, entonces podemos encontrar ε > 0, una red

(xα ∶ α ∈ I) que converge a x ∈ X y h(F (x), F (xα)) ≥ ε para todo α ∈ I.

Como F es K(Y )-valuada, podemos encontrar yα ∈ F (x) tal que d(yα, F (x)) =
h(F (x), F (xα) ≥ ε. Sea (yβ ∶ β ∈ J) una subred de (yα ∶ α ∈ I) que converge a

y ∈ F (x). Como F es semicontinua inferior, podemos encontrar β0 ∈ J tal que si

β ≥ β0, h(F (x), F (xβ)) = d(yβ, F (xβ)) ≤ d(yβ, y)+d(y,F (xβ)) < d(yβ, y)+ε/2.

Luego aplicamos ĺımite y tenemos ĺımh(F (x), F (xβ)) ≤ ε/2 < ε, lo que es una

contradicción.

⇐: Es la proposición 3.4.

Corolario 3.1. Una correspondencia F ∶ X → K(Y ) es continua si y solo si es

H-continua.
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Proposición 3.5. Si F1, F2 ∶ X → P0(Y ) son correspondencias H-semicontinuas

superior (respectivamente H-semicontinuas inferior), entonces (F1 ∪ F2)(x) también

lo es.

Demostración. Supongamos que F1, F2 son H-semicontinuas superior. Sean x ∈ X y

ε > 0. Entonces podemos encontrar U ∈ N(x) tal que si x′ ∈ U , h(F1(x′), F1(x)) < ε y

h(F2(x′), F2(x)) < ε. Aśı, F1(x′) ⊆ B(F1(x), ε) y F2(x′) ⊆ B(F2(x), ε). Luego tenemos

que (F1∪F2)(x′) ⊆ B((F1∪F2)(x), ε), esto implica que h((F1∪F2)(x′), (F1∪F2)(x)) <
ε, por lo tanto (F1 ∪ F2) es H-semicontinua superior. Para el caso de que F1, F2 sean

H-semicontinuas inferior la demostración es análoga.

Proposición 3.6. Si F1 ∶ X → C(Y ) y F2 ∶ x → K(Y ) son correspondencias H-

semicontinuas superior tal que para todo x ∈X, (F1∩F2)(x) ≠ ∅, entonces (F1∩F2)(x)
es H-semicontinua superior.

Demostración. Supongamos lo contrario, entonces podemos encontrar ε > 0, (xα ∶ α ∈
I) ⊆ X una red que converge a x ∈ X e yα ∈ (F1 ∩ F2)(xα) tal que yα ∉ B((F1 ∩
F2)(x), ε). Aśı d(yα, (F1 ∩ F2)(x)) ≥ ε para todo α ∈ I. Pero F2 es compacta, luego

por teorema 3.1 es semicontinua superior y F ((xα ∶ α ∈ I)) ⊆ Y es compacta por

corolario 2.1. Aśı, podemos encontrar (yβ ∶ β ∈ J) subred de (yα ∶ α ∈ I) que converge

a y ∈ F1(x) ∩ F2(x) = (F1 ∩ F2)(x). Se sigue que d(yβ, (F1 ∩ F2)(x)) converge a 0, lo

que es una contradicción.





Caṕıtulo 3

Punto Fijo Univaluado y Multivaluado

1. Teoremas de Knaster, Kantorovitch y Tarski

En esta sección veremos que un número importante de resultados en Teoŕıa del

Punto Fijo pueden obtenerse mediante consideraciones de orden.

Sea (P,⪯) un conjunto parcialmente ordenado y M ⊆ P , M ≠ ∅. Recordemos que

una cota superior (respectivamente inferior) de M es un elemento p ∈ P tal que m ⪯ p
(respectivamente m ⪰ p) para todo m ∈ M ; el supremo de M , si es que existe, es

la menor de las cotas superiores para M . Recordemos también que un subconjunto

de P totalmente ordenado es llamado cadena. Una función F ∶ P → P es isotona si

F (x) ⪯ F (y) cuando x ⪯ y.

Definición 1.1. Sean (E,d) un espacio métrico y T ∶ E → E una función. Se dice

que x ∈ E es un punto fijo de T , si x = Tx.

Teorema 1.1. (Knaster-Tarski) Sea (P,⪯) un conjunto parcialmente ordenado y

F ∶ P → P isótona. Si existen b ∈ P tal que

(i) b ⪯ F (b)
(ii) toda cadena en {x ∶ x ⪰ b} tiene supremo

Entonces el conjunto de puntos fijos de F es distinto de vaćıo y entre ellos existe un

punto fijo λ que es maximal en P .

Demostración. Consideremos el conjunto parcialmente ordenado

Q = {x ∶ b ⪯ x ⪯ F (x)}.

Claramente Q es no vaćıo, pues b ∈ Q. Sea C una cadena en Q, si u = supC, entonces

para todo c ∈ C tenemos que c ⪯ u. Entonces por la propiedad de isotońıa, para todo

c ∈ C se cumple que c ⪯ F (c) ⪯ F (u), mostrando que F (u) es una cota superior para

37
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C. Por lo tanto u ⪯ F (u) y aśı, u ∈ Q. Luego, por lema de Zorn, existe un elemento

máximal λ ∈ Q. Ya que λ ⪯ F (λ), tenemos que F (λ) ⪯ F (F (λ)), luego F (λ) ∈ Q. En

caso que λ ≠ F (λ) se contradice la maximalidad de λ, aśı, λ es un punto fijo y es el

elemento máximal en P .

En un conjunto parcialmente ordenado P , ha sido útil considerar una cadena

contable como una sucesión, y al supremo de esta cadena, si es que existe, como el

ĺımite de esta sucesión. Guiados por esta idea, definimos una función F ∶ P → P

de modo que sea continua si y solo si para cada cadena contable {cn} tenemos un

supremo F (sup{cn}) = sup({F (cn)}). Observemos que una función continua F ∶ P →
P es necesariamente isotona; si x ⪯ y entonces y = sup{x, y}, luego por continuidad,

debemos tener F (y) = sup{F (x), F (y)}. Por lo tanto, F (x) ⪯ F (y).

Para funciones continuas, las condiciones del teorema anterior pueden ser debili-

tadas y podemos encontrar un punto fijo por el metodo de aproximaciones sucesivas.

Teorema 1.2. (Tarski-Kantorovitch) Sea (P,⪯) un conjunto parcialmente orde-

nado y F ∶ P → P continua. Si existe b ∈ P tal que

(i) b ⪯ F (b).

(ii) toda cadena contable en {x ∶ x ⪰ b} tiene supremo.

Entonces F tiene un punto fijo µ = supnF
n(b) y µ es el ı́nfimo del conjunto de puntos

fijos de F en {x ∶ b ⪯ x}.

Demostración. Ya que b ⪯ F (b) y F es isotona, se cumple que F (b) ⪯ F 2(b) e induc-

tivamente obtenemos que F n(b) ⪯ F n+1(b) para n ≥ 1. Aśı, {F n(b) ∶ n ≥ 1} es una

cadena en {x ∶ b ⪯ x}, luego µ = supF n(b) existe. Ya que F es continua,

F (µ) = supF (F n(b)) = supF n+1(b) = µ.

Luego, µ es un punto fijo. Falta probar que si µ∗ es otro punto fijo en {x ∶ b ⪯ x},

entonces µ ⪯ µ∗. Para esto, observemos que ya que b ⪯ µ∗, entonces F (b) ⪯ F (µ∗) = µ∗,
inductivamente tenemos que F n(b) ⪯ µ∗ para todo n ≥ 1. Aśı, µ∗ es una cota superior

para {F n(b);n ≥ 1}, entonces µ ≥ µ∗.
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2. Condición de Brondsted

Consideremos la observación hecha por Brondsted en [2]:

(A) Supongamos que (E,⪯) posee un elemento maximal x∗ y que T ∶ E → E

satisface x∗ ⪯ Tx, para todo x ∈ E. Entonces, T posee un punto fijo.

Veremos cómo esta simple observación es útil para demostrar teoremas de punto fijo.

Definición 2.1. Sean (E,d) un espacio métrico, ϕ ∶ E → R una función y ⪯ϕ la

relación en E definida por

x ⪯ϕ y, si y solo si, d(x, y) ≤ ϕ(x) − ϕ(y).

Proposición 2.1. (E,⪯ϕ) es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostración. Solo probaremos antisimetŕıa y transitividad, pues la reflexividad es

trivial. Sean x, y, z ∈ E, entonces

(i) Si x ⪯ϕ y e y ⪯ϕ x, se cumple que

d(x, y) ⪯ ϕ(x) − ϕ(y) y d(y, x) ≤ ϕ(y) − ϕ(x)

esto implica que d(x, y) + d(y, x) = 0. Luego x = y, por lo tanto ⪯ es anti-

simétrica.

(ii) Si x ⪯ϕ y e y ⪯ϕ z, se cumple que

d(x, y) ≤ ϕ(x) − ϕ(y) y d(y, z) ≤ ϕ(y) − ϕ(z)

esto implica que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ≤ ϕ(x) − ϕ(z). Por lo tanto, ⪯ϕ es

transitiva.

Teorema 2.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y ϕ ∶ E → R una función

semicontinua inferior y acotada inferiormente. Entonces, para todo x0 ∈ X existe un

elemento maximal x∗ ∈X tal que x0 ⪯ϕ x∗.

Demostración. Sea x0 ∈ X. Para cada x ∈ E, sea I(x) = {y ∈ E ∶ x ⪯ϕ y}. Puesto

que ϕ es semicontinua inferior e I(x) = {y ∈ E ∶ ϕ(y) + d(x, y) ≤ ϕ(x)}, se tiene que

I(x) es cerrado. Sean C una cadena en I(x0) y B = {I(x) ∩ C ∶ x ∈ C}. Luego, B
es una base de filtro en I(x0). Sea ε > 0. Como ϕ es acotada inferiormente, existe
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L = ı́nf{ϕ(x) ∶ x ∈ C}. Sea x ∈ C tal que ϕ(x) < L+ε. Ya que ϕ es decreciente, dados u

y v tales que x ⪯ϕ u ⪯ϕ v, se tiene ϕ(u) −ϕ(v) < ε y entonces d(u, v) < ε. Esto prueba

que B es de Cauchy en I(x0) y, por consiguiente, converge hacia algún v ∈ I(x0).
Puesto que para cada x ∈ C, I(x) es cerrado, se tiene {v} = ⋂x∈C I(x) ∩C ⊆ ⋂x∈C I(x)
y en consecuencia v es una cota superior de C. Por Lema de Zorn existe un elemento

maximal x∗ ∈ I(x0), concluyendo la demostración.

Teorema 2.2. (Caristi) Sean (E,d) un espacio métrico completo, ϕ ∶ X → R
una función semicontinua inferior y acotada inferiormente y T ∶ E → E una función

tal que para todo x ∈ E, d(x,Tx) ≤ ϕ(x) − ϕ(Tx). Entonces, existe x0 ∈ E tal que

x0 = Tx0.

Demostración. Por Teorema 2.1, (E,⪯ϕ) posee un elemento maximal y por hipótesis,

para todo x ∈ E, x ⪯ϕ Tx. Luego, por la condición (A) de Brondsted, existe x0 ∈ E
tal que x0 = Tx0, completándose la demostración.

3. Punto Fijo Univaluado

Definición 3.1. Sean (E,d) un espacio métrico y T ∶ E → E una función. Se

dice que T satisface la condición orbital de Banach (COB), si existe k ∈ [0,1) tal que,

d(Tx,T 2x) ≤ kd(x,Tx).

Teorema 3.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → E una función

continua que satisface la COB. Entonces, existe x0 ∈ E tal que x0 = Tx0.

Demostración. Sea ϕ ∶ X → R definida por ϕ(x) = d(x,Tx)/(1 − k). Luego, ϕ es

continua. Además, para todo x ∈ E,

d(x,Tx) − d(Tx,T 2x) ≥ (1 − k)d(x,Tx),

con lo cual se tiene d(x,Tx) ≤ ϕ(x) − ϕ(Tx). Sigue entonces del teorema de Caristi

que existe x0 ∈ E tal que x0 = Tx0, lo cual completa la demostración.

Existe una amplia gama de funciones que satisfacen la condición orbital de Banach,

en la siguiente proposición se verán algunos ejemplos.

Proposición 3.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → E una

función. Entonces, para todo x, y ∈ E las siguientes contracciones satisfacen la COB:
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(i) Banach:

d(Tx,Ty) ≤ kd(x, y) con k ∈ [0,1).

(ii) Kannan:

d(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Tx) + d(y, Ty)] con α ∈ [0,1/2).

(iii) Chatterjea:

d(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Ty) + d(y, Tx)] con α ∈ [0,1/2).

(iv) Reich:

d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + βd(x,Tx) + γd(y, Ty) con α + β + γ ∈ [0,1).

(v) Berinde:

d(Tx,Ty) ≤ δd(x, y) +Ld(y, Tx) con δ ∈ [0,1) y L ≥ 0.

(vi) Ćirić:

d(Tx,Ty) ≤ αmáx{d(x, y), d(x,Tx), d(y, Ty), d(x,Ty), d(y, Tx)},

con α ∈ [0,1/2).

Demostración. Sea x ∈ E.

(i) Es inmediato que una contracción de Banach satisface la COB.

(ii) Notemos que si d(Tx,T 2x) ≤ α[d(x,Tx) + d(Tx,T 2x)], entonces

d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αd(Tx,T 2x),
(1 − α)d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx), y

d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx)/(1 − α).

Como 0 ≤ α < 1/2 entonces α/(1 − α) < 1. Por consiguiente, toda contracción

de Kannan satisface la COB.

(iii) Sea T una contracción de Chatterjea. Luego,

d(Tx,T 2x) ≤ α[d(x,T 2x) + d(Tx,Tx)],
d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,T 2x),
d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αd(Tx,T 2x),

(1 − α)d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) y entonces

d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx)/(1 − α).
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Como 0 ≤ α < 1/2 entonces α/(1 − α) < 1 y por consiguiente, T satisface la

COB.

(iv) Sea T una contracción de Reich. Luego,

d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + βd(x,Tx) + γd(Tx,T 2x),
(1 − γ)d(Tx,T 2x) ≤ (α + β)d(x,Tx) y entonces

d(Tx,T 2x) ≤ (α + β)d(x,Tx)/(1 − γ).

Como α+β+γ < 1 entonces (α+β)/(1−γ) < 1, en consecuencia toda contracción

de Reich satisface la COB.

(v) Sea T una contracción de Berinde, entonces

d(Tx,T 2x) ≤ δd(x,Tx) +Ld(Tx,Tx),
= δd(x,Tx).

Como 0 ≤ δ < 1, T cumple con la COB.

(vi) Sea T una contracción de Ćirić. Luego,

d(Tx,T 2x) ≤ αmáx{d(x,Tx), d(x,T 2x), d(Tx,T 2x)},
d(Tx,T 2x) ≤ αmáx{d(Tx,T 2x),máx{d(x,Tx), d(x,T 2x)}},
d(Tx,T 2x) ≤ αmáx{d(Tx,T 2x), d(x,Tx) + d(Tx,T 2x)},
d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αd(Tx,T 2x),

(1 − α)d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) y entonces

d(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx)/(1 − α).

Como 0 ≤ α < 1/2, en consecuencia T cumple con la COB.

Corolario 3.1. Si T ∶ E → E es una función continua que satisface alguna de

las contracciones de la proposición precedente, entonces T posee un punto fijo.

Demostración. Por Proposición 3.1 cada una de las contracciones mencionadas cumple

con la COB, luego, como T es continua, por Teorema 3.1, T posee punto fijo.

En particular se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.2. (Banach) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → E

una función tal que d(Tx,Ty) ≤ kd(x, y), donde k ∈ [0,1). Entonces, existe un único

x0 ∈ E tal que x0 = Tx0.
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Demostración. Puesto que T es Lipschitz, T es continua y, por Proposición 3.1, satis-

face la COB. Luego, por Teorema 3.1, o más directamente por Corolario 3.1, T posee

punto fijo. Para demostrar la unicidad, supongamos que existen x, y ∈ E tales que

Tx = x y Ty = y. Luego

d(x, y) = d(Tx,Ty) ≤ kd(x, y).

Como k ∈ [0,1), entonces d(x, y) = 0 y en consecuencia x = y.

Algunas contracciones son continuas, por ejemplo la de Banach. Pero no todas

lo son y, aún aśı, algunas poseen punto fijo. Esto significa que, si bien el Teorema

3.1 asegura la existencia de punto fijo en varios casos, en otros esta existencia debe

demostrarse mediante un método alternativo. Este es el caso de los Teoremas 3.2, 3.3

y 3.4.

Teorema 3.2. (Berinde) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E →
E una función tal que d(Tx,Ty) ≤ δd(x, y) + Ld(y, Tx), donde δ ∈ [0,1) y L ≥ 0.

Entonces existe x0 ∈ E tal que x0 = Tx0.

Demostración. Sea x0 ∈ E. definamos de manera inductiva una sucesión (xn ∶ n ∈ N)
de modo que xn+1 = Txn. Entonces

d(Txn−1, Txn) ≤ δd(xn−1, xn) +Ld(xn, Txn−1),
d(xn, xn+1) ≤ δd(xn−1, xn).

Inductivamente obtenemos

d(xn, xn+1) ≤ δnd(x0, x1), con n = 0,1,2, ...

y consecuentemente,

d(xn, xn+p) ≤ δn(1 + δ +⋯ + δp−1)d(x0, x1)
= δn(1 − δp)d(x0, x1)/(1 − δ), n, p ∈ N, n ≠ 0

Como δ ∈ [0,1), entonces (xn ∶ n ∈ N) es una sucesión de Cauchy en E y por lo tanto

convergente. Denotemos por

x∗ = ĺım
n→∞xn,

entonces

d(x∗, Tx∗) ≤ d(x∗, xn+1) + d(xn+1, Tx∗) = d(xn+1, x∗) + d(Txn, Tx∗).
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Por hipótesis, tenemos que

d(Txn, Tx∗) ≤ δd(xn, x∗) +Ld(x∗, Txn)

y en consecuencia,

d(x∗, Tx∗) ≤ d(xn+1, x∗) + d(Txn, Tx∗),
d(x∗, Tx∗) ≤ d(xn+1, x∗) + δd(xn, x∗) +Ld(x∗, Txn),
d(x∗, Tx∗) ≤ (1 +L)d(x∗, xn+1) + δd(xn, x∗).

Tomando n→∞ obtenemos que d(x∗, Tx∗) = 0, es decir, x∗ es un punto fijo de T .

Teorema 3.3. (Kannan) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → E

una función tal que d(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Tx) + d(y, Ty)] donde α ∈ [0,1/2). Entonces

existe x0 ∈ E tal que x0 = Tx0.

Demostración. Sea T una contracción de Kannan. Entonces,

d(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Tx) + d(y, Ty)],
d(Tx,Ty) ≤ α[d(x, y) + d(y, Tx) + d(y, Tx) + d(Tx,Ty)],
d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + αd(y, Tx) + αd(y, Tx) + αd(Tx,Ty),

(1 − α)d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + 2αd(y, Tx).

Esto implica que

d(Tx,Ty) ≤ α

1 − αd(x, y) +
2α

1 − αd(y, Tx).

Como α ∈ [0,1/2), tomamos δ = α/(1 − α) ∈ [0,1) y L = 2α/(1 − α). Luego T es

contracción de Berinde, por lo tanto posee punto fijo.

Teorema 3.4. (Chatterjea) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → E

una función tal que d(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Ty) + d(y, Tx)] donde α ∈ [0,1/2). Entonces

existe x0 ∈ E tal que x0 = Tx0.

Demostración. Sea T una contracción de Chatterjea. Entonces,

d(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Ty) + d(y, Tx)]
d(Tx,Ty) ≤ α[d(x, y) + d(y, Tx) + d(Tx,Ty) + d(y, Tx)],
d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + αd(y, Tx) + αd(Tx,Ty) + αd(y, Tx),

(1 − α)d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + 2αd(y, Tx).
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Esto implica que

d(Tx,Ty) ≤ α

1 − αd(x, y) +
2α

1 − αd(y, Tx)

Como α ∈ [0,1/2), tomamos δ = α/(1 − α) ∈ [0,1) y L = 2α/(1 − α). Luego T es

contracción de Berinde, por lo tanto existe T posee punto fijo.

Teorema 3.5. (Reich) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → E una

función tal que d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + βd(x,Tx) + γd(y, Ty) donde α + β + γ ∈ [0,1).

Entonces existe x0 ∈ E tal que x0 = Tx0.

Demostración. Sea T una contracción de Reich. Entonces,

d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + βd(x,Tx) + γd(y, Ty),
d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + β[d(x, y) + d(y, Tx)] + γ[d(y, Tx) + d(Tx,Ty)],
d(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + βd(x, y) + βd(y, Tx) + γd(y, Tx) + γd(Tx,Ty),

(1 − γ)d(Tx,Ty) ≤ (α + β)d(x, y) + (β + γ)d(y, Tx).

Esto implica que

d(Tx,Ty) ≤ α + β
1 − γ d(x, y) +

β + γ
1 − γ d(y, Tx).

Ya que α+β+γ < 1, entonces (α+β)/(1−γ) < 1 y aśı, tenemos que T es una contracción

de Berinde con parametros δ = (α + β)/(1 − γ) ∈ [0,1) y L = (β + γ)/(1 − γ). Por lo

tanto, T posee punto fijo.

Antes de enunciar el teorema de punto fijo de Ćirić, son necesarios la siguiente

definición y Lemas 3.1 y 3.2.

Definición 3.2. Sean (E,d) un espacio métrico y T ∶ E → E una función. Para

A ⊆ E, denotamos su diametro por ρ(A) = sup{d(a, b) ∶ a, b ∈ A} y para todo x ∈ E
definimos los siguientes conjuntos

O(x,n) = {x,Tx, . . . , T nx}, n ∈ N y

O(x,∞) = {x,Tx, . . .}.

Lema 3.1. Sean (E,d) un espacio métrico, T ∶ E → E una contracción de Ćirić

y n ∈ N. Entonces para todo x ∈ E y todo i, j ∈ {1,2, ..., n} tenemos que d(T ix,T jx) ≤
αρ(O(x,n)), con α ∈ [0,1).
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Demostración. Sea x ∈ E, entonces T i−1x,T ix,T j−1x,T jx ∈ O(x,n). Como T es con-

tracción de Ćirić, tenemos que

d(T ix,T jx) ≤ αmáx{d(T i−1x,T j−1x), d(T i−1x,T ix), d(T j−1x,T jx),
d(T i−1x,T jx), d(T ix,T j−1x)}

≤ αρ[O(x,n)]

Observación 3.1. De este lema se deduce que si T es una contracción de Ćirić

y x ∈ E, entonces para todo n ∈ N existe k ≤ n tal que d(x,T kx) = ρ[O(x,n)].

Lema 3.2. Sean (E,d) un espacio métrico y T ∶ E → E una contracción de Ćirić.

Entonces, para todo x ∈ E se tiene que

ρ[O(x,∞)] ≤ 1

1 − αd(x,Tx).

Demostración. Sea x ∈ E. Ya que ρ[O(x,1)] ≤ ρ[O(x,2)] ≤ ⋯, tenemos que ρ[O(x,∞)] =
sup{ρ[O(x,n)] ∶ n ∈ N}. Por la Observación 3.1, existe T kx ∈ O(x,n) con 1 ≤ k ≤ n
tal que d(x,T kx) = ρ[O(x,n)]. Luego, del Lema 3.1 obtenemos

d(x,T kx) ≤ d(x,Tx) + d(Tx,T kx)
≤ d(x,Tx) + αρ[O(x,n)]
= d(x,Tx) + αd(x,T kx).

Por lo tanto,

ρ[O(x,n)] = d(x,T kx)
≤ 1

1−αd(x,Tx).
Como n es arbitrario, queda demostrado el resultado.

Teorema 3.6. (Ćirić) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → E una

función tal que d(Tx,Ty) ≤ αmáx{d(x, y), d(x,Tx), d(y, Ty), d(x,Ty), d(y, Tx)} con

α ∈ [0,1). Entonces existe x0 ∈ E tal que x0 = Tx0.

Demostración. Sean x ∈ E y n,m ∈ N tal que n <m. Entonces,

d(T nx,Tmx) ≤ αρ[O(T n−1x,m − n + 1)].

Por Observación 3.1, existe k ∈ N con 1 ≤ k ≤m − n + 1 tal que

ρ[O(T n−1x,m − n + 1)] = d(T n−1x,T kT n−1x).
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Nuevamente, por Lema 3.1 tenemos que

d(T n−1x,T kT n−1x) ≤ αρ[O(T n−2x, k + 1)]
≤ αρ[O(T n−2x,m − n + 2)].

Por lo tanto,

d(T nx,Tmx) ≤ αρ[O(T n−1x,m − n + 1)]
≤ α2ρ[O(T n−2x,m − n + 2)]

Procediendo de esta manera, obtenemos

d(T nx,Tmx) ≤ αρ[O(T n−1x,m − n + 1)] ≤ ⋯ ≤ αnρ[O(x,m)].

Entonces, se sigue del Lema 3.2 que

(4) d(T nx,Tmx) ≤ αn

1 − αd(x,Tx).

Ya que ĺım
n→∞α

n = 0, entonces (T nx ∶ n ∈ N) es sucesión de Cauchy y por lo tanto

convergente. Como E es completo, existe x∗ = ĺım
n→∞T

nx. Para probar que Tx∗ = x∗

consideremos las siguientes desigualdades:

d(x∗, Tx∗) ≤ d(x∗, T n+1x) + d(T n+1x,Tx∗)
≤ d(x∗, T n+1x) + αmáx{d(T nx,x∗), d(T nx,T n+1x),

d(x∗, Tx∗), d(T nx,Tx∗), d(T n+1x,x∗)}
≤ d(x∗, T n+1x) + α[d(T nx,T n+1x) + d(T nx,x∗) + d(x∗, Tx∗)

+d(T n+1x,x∗)].

Por lo tanto,

d(x∗, Tx∗) ≤ 1

1 − α[(1 + α)d(x∗, T n+1x) + αd(x∗, T nx) + αd(T nx,T n+1x)].

Como ĺım
n→∞T

nx = x∗, entonces d(x∗, Tx∗) = 0, es decir, x∗ es un punto fijo.

4. Punto Fijo Multivaluado

Definición 4.1. Sean (E,d) un espacio métrico y T ∶ E → P(E) una correspon-

dencia. Se dice que x ∈ E es un punto fijo de T , si x ∈ Tx.

Definición 4.2. Sean (E,d) un espacio métrico y T ∶ E → CB(E) una correspon-

dencia. Se dice que T satisface la condición orbital de Banach multivaluada (COBM),

si existe k ∈ [0,1) tal que, H(Tx,T 2x) ≤ kd(x,Tx), donde H es la métrica de Haus-

dorff.
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Observación 4.1. Para correspondencias, se puede establecer un teorema similar

al Teorema 3.1, pero se debe pedir que la función ϕ ∶ E → R definida por ϕ(x) =
d(x,Tx) sea semicontinua inferior.

La siguiente definición fue introducida por R. Fierro et al. en [5] y nos ayudará a

probar existencia de puntos fijos.

Definición 4.3. Sea (E,d) un espacio métrico y T ∶ E → P(E) una correspon-

dencia. Decimos que T es débilmente semicontinua superior (respectivamente, débil-

mente semicontinua inferior) si la función ϕ(x) = d(x,Tx) es semicontinua inferior

(respectivamente, semicontinua superior).

Teorema 4.1. Sea T ∶ E → P(E). Entonces se cumple que:

(i) Si T es semicontinua inferior, entonces T es débilmente semicontinua inferior.

(ii) Si T es semicontinua superior, entonces T es débilmente semicontinua supe-

rior.

Demostración. Supongamos que T es semicontinua inferior. Sean α > 0 y A = {x ∈
E ∶ d(x,Tx) < α}. Con el fin de probar que A es abierto, supongamos que A ≠ ∅ y

elijamos a ∈ A. Sean ε = α − d(a,Ta) e y ∈ Ta tal que d(a, y) < ε/3 + d(a,Ta). Ya

que T es semicontinua inferior, existe una vecindad U ′(a) tal que Tu ∩B(y, ε/3) ≠ ∅
para todo u ∈ U ′(a). Sean U(a) = U ′(a) ∩B(a, ε/3), u ∈ U(a) y bu ∈ Tu ∩B(y, ε/3).
Se tiene que d(u, bu) ≤ d(u, a) + d(a, y) + d(y, bu) < α, en consecuencia d(u,T (u)) < α.

Esto prueba que A es abierto y por lo tanto, se cumple 1.

Ahora supongamos que T es semicontinua superior. Sean α ∈ R y A = {x ∈ E ∶
d(x,Tx) ≥ α}. Probaremos que A es abierto. Sea a ∈ A y elijamos β, γ ∈ R tal que

γ > βα y d(a,Ta) > γ. Sea G = {y ∈ E ∶ d(y, Ta) < (γ − β)/2}. Ya que Ta ⊆ G, G

es abierto y T es semicontinua superior, existe U ′(a) tal que para todo x ∈ U ′(a),
Tx ⊆ G. Esto implica que para todo x ∈ U ′(a) y todo y ∈ Tx, d(y, Ta) < (γ − β)/2.

Por lo tanto,

γ < d(a,Ta) ≤ d(a, y) + d(y, Ta) < d(a, y) + (γ − β)/2.

Aśı, d(a, y) > (γ+β)/2 y en consecuencia, d(a,Tx) ≥ (γ+β)/2. Sea U ′(a)∩B(a, β−α),
notemos que para todo x ∈ U(a),

β < d(a,Tx) ≤ d(a, x) + d(x,Tx) ≤ β − α + d(x,Tx).
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Esto prueba que U(a) ⊆ A, por lo tanto se cumple 2.

Teorema 4.2. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → CB(E) una co-

rrespondencia débilmente semicontinua superior y que satisface la COBM. Entonces,

existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Demostración.

Sean ε ∈ (0, k), ϕ ∶X → R tal que

ϕ(x) = ( 1

1 + ε − k)
−1
d(x,T (x))

y para cada x ∈ E, yε(x) ∈ Tx tal que d(x, yε(x)) < d(x,Tx)(1+ ε). Por hipótesis ϕ es

semicontinua inferior. Además,

( 1

1 + ε − k)d(x, yε(x)) < d(x,Tx) −H(Tx,Tyε(x))

≤ d(x,Tx) − d(yε(x), T yε(x))

con lo cual se tiene d(x,T (x)) ≤ ϕ(x) − ϕ(yε(x)). Sigue entonces del teorema de

Caristi que existe x0 ∈ E tal que x0 = yε(x0). Por lo tanto, x0 ∈ Tx0, lo cual completa

la demostración.

Corolario 4.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → CB(E) una

correspondencia semicontinua superior y que satisface la COBM. Entonces, existe

x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Demostración. Si T es una correspondencia semicontinua superior, por Teorema 4.1

es débilmente semicontinua superior. Si además, T satisface la COBM, por Teorema

4.2 se obtiene el resultado.

Observación 4.2. Sea T ∶ R→ CB(R) definida por

Tx =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

[−1,1] si x ≠ 0;

{0} si x = 0.

Nótese que 0 es punto fijo de T , pero no es posible aplicar Corolario 4.1, pues T

no es semicontinua superior ya que T −([−1,1]) =] −∞,0[∪]0,∞[ no es cerrado . Sin

embargo, T es débilmente semicontinua superior, como veremos a continuación.
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Por Definición 4.3 sabemos que T es débilmente semicontinua superior, si la fun-

ción ϕ(x) = d(x,Tx) es semicontinua inferior. Observemos que si x = 0, d(x,Tx) =
d(0,0) = 0. Si 0 < ∣x∣ ≤ 1, entonces

d(x,Tx) = d(x, [−1,1]) = 0, pues x ∈ [−1,1].

Si ∣x∣ > 1, entonces

d(x,Tx) = d(x, [−1,1]) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x − 1 si x > 1

−1 − x si x < −1.

Es decir, d(x,Tx) = ∣x∣ − 1, si ∣x∣ > 1.

Por lo tanto, para todo x ∈ R, d(x,Tx) = máx{∣x∣ − 1,0} y en consecuencia, la

función x ↦ d(x,Tx) es continua, por lo tanto también semicontinua inferior. En

consecuencia, la existencia de punto fijo de T puede obtenerse de Teorema 4.2.

La observación anterior motiva el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Si T ∶ E → CB(E) es una correspondencia que satisface la COBM,

entonces, son equivalentes

(i) x∗ ∈ Tx∗, y

(ii) ϕ(x) = d(x,Tx) es semicontinua inferior en x∗.

Demostración. Sea (xn;n ∈ N) una sucesión en E que converge a x∗. Por demostrar

que d(x∗, Tx∗) ≤ ĺım inf d(xn, Txn). Pero esto es trivial, pues d(x∗, Tx∗) = 0.

Rećıprocamente, si ϕ(x) es semicontinua inferior, entonces T es débilmente semi-

continua superior, luego el resultado se desprende del Teorema 4.2.

Proposición 4.1. Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E → CB(E)
una correspondencia. Entonces, las contracciones definidas por las desigualdades si-

guientes, satisfacen la COBM:

(i) Nadler:

H(Tx,Ty) ≤ kd(x, y) con k ∈ [0,1)

(ii) Kannan:

H(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Tx) + d(y, Ty)] con α ∈ [0,1/2).
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(iii) Chatterjea:

H(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Ty) + d(y, Tx)] con α ∈ [0,1/2).

(iv) Reich:

H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + βd(x,Tx) + γd(y, Ty) con α + β + γ ∈ [0,1)

(v) Berinde:

H(Tx,Ty) ≤ δd(x, y) +Ld(y, Tx) con δ ∈ [0,1) y L ≥ 0.

(vi) Ćirić:

H(Tx,Ty) ≤ αmáx{d(x, y), d(x,Tx), d(y, Ty), d(x,Ty), d(y, Tx)}

con α ∈ [0,1/2).

Demostración. Sea x ∈ E. Entonces,

(i) Es inmediato que una contracción de Nadler satisface la COBM.

(ii) Sea T una contracción de Kannan. Luego,

H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αd(Tx,T 2x),
H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αH(Tx,T 2x),

(1 − α)H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) y entonces

H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx)/(1 − α).

Como 0 ≤ α < 1/2 entonces α/(1 − α) < 1. En consecuencia, toda contracción

de Kannan satisface la COBM.

(iii) Sea T una contracción de Chatterjea, se tiene que

H(Tx,T 2x) ≤ α[d(x,T 2x) + d(Tx,Tx)],
H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,T 2x),
H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αd(Tx,T 2x),
H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αH(Tx,T 2x),

(1 − α)H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) y entonces

H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx)/(1 − α).

Como 0 ≤ α < 1/2, entonces α/(1 − α) < 1. En consecuencia, T satisface la

COBM.
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(iv) Sea T una contracción de Reich. Luego,

H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + βd(x,Tx) + γd(Tx,T 2x),
H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + βd(x,Tx) + γH(Tx,T 2x),

(1 − γ)H(Tx,T 2x) ≤ (α + β)d(x,Tx) y entonces

H(Tx,T 2x) ≤ (α + β)d(x,Tx)/(1 − γ).

Ya que α + β + γ < 1 entonces (α + β)/(1 − γ) < 1. Por lo tanto, T satisface la

COBM.

(v) Sea T una contracción de Berinde, entonces

H(Tx,T 2x) ≤ δd(x,Tx) +Ld(Tx,Tx)
= δd(x,Tx).

Como 0 ≤ δ < 1, T cumple con la COBM.

(vi) Sea T una contracción de Ćirić. Luego,

H(Tx,T 2x) ≤ αmáx{d(x,Tx), d(x,T 2x), d(Tx,T 2x)},
H(Tx,T 2x) ≤ αmáx{d(Tx,T 2x),máx{d(x,Tx), d(x,T 2x)}},
H(Tx,T 2x) ≤ αmáx{d(Tx,T 2x), d(x,Tx) + d(Tx,T 2x)},
H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αd(Tx,T 2x),
H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) + αH(Tx,T 2x),

(1 − α)H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx) y entonces

H(Tx,T 2x) ≤ αd(x,Tx)/(1 − α).

Como 0 ≤ α < 1/2, toda contracción de Ćirić cumple con la COBM.

Esto completa finalmente la demostración.

Corolario 4.2. Si T ∶ E → CB(E) es alguna de las contracciones de la proposi-

ción precedente y además es débilmente semicontinua superior, entonces T posee un

punto fijo.

Demostración. Por Proposición 4.1 cada una de las contracciones cumple con la

COBM, luego como T es débilmente semicontinua superior, por Teorema 4.2 exis-

te punto fijo.

En particular se tiene el corolario siguiente.
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Corolario 4.3. (Nadler) Sean (E,d) un espacio métrico completo y T ∶ E →
CB(E) una correspondencia tal que H(Tx,Ty) ≤ kd(x, y), donde k ∈ [0,1). Entonces,

existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Demostración. Como T es una contracción, T es continua con la métrica de Hausdorff

y por Proposición 3.3 del Caṕıtulo 2, T es débilmente semicontinua inferior. Además,

T satisface la COBM. Sigue entonces de Teorema 4.3 que existe x0 ∈ E tal que

x0 ∈ Tx0, lo cual completa la demostración.

Análogamente al caso univaluado podemos débilitar las hipótesis, esta vez omi-

tiendo la condición de que T sea débilmente semicontinua inferior, como veremos a

continuación.

Teorema 4.4. (Berinde Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico y T ∶ E →
CB(E) correspondencia tal que H(Tx,Ty) ≤ δd(x, y) + Ld(y, Tx), donde δ ∈ [0,1) y

L ≥ 0. Entonces existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Demostración. Sean x0 ∈ E y ε > 0 tal que η = (1 + ε)δ < 1. Definimos de manera

inductiva una sucesión (xn;n ∈ N) de modo que xn+1 ∈ Txn y

d(xn, xn+1) < (1 + ε)d(xn, Txn).

Como d(xn, Txn) ≤ H(Txn−1, Txn) ≤ δd(xn−1, xn), entonces d(xn, xn+1) ≤ ηd(xn−1, xn).
Procediendo inductivamente se tiene d(xn, xn+1) ≤ ηnd(x0, x1), para todo n ∈ N. Como

η ∈ (0,1), entonces (xn;n ∈ N) es una sucesión de Cauchy y por lo tanto converge.

Sea x∗ = ĺım
n→∞xn y entonces

d(x∗, Tx∗) ≤ d(x∗, xn+1) + d(xn+1, Tx∗) ≤ d(x∗, xn+1) +H(Txn, Tx∗).

Por hipótesis

H(Txn, Tx∗) ≤ δd(xn, x∗) +Ld(x∗, Txn)

y luego

d(x∗, Tx∗) ≤ (1 +L)d(x∗, xn+1) + δd(xn, x∗)

Tomando ĺımite cuando n → ∞, se obiene d(x∗, Tx∗) = 0 y como Tx∗ es cerrado,

entonces x∗ ∈ Tx∗, completándose la demostración.
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Teorema 4.5. (Kannan Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico completo

y T ∶ E → CB(E) una correspondencia tal que H(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Tx) + d(y, Ty)]
donde α ∈ [0,1/2). Entonces existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Demostración. Sea T una contracción de Kannan. Entonces,

H(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Tx) + d(y, Ty)],
H(Tx,Ty) ≤ α[d(x, y) + d(y, Tx) + d(y, Tx) + d(Tx,Ty)]
H(Tx,Ty) ≤ α[d(x, y) + d(y, Tx) + d(y, Tx) +H(Tx,Ty)],
H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + αd(y, Tx) + αd(y, Tx) + αH(Tx,Ty),

(1 − α)H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + 2αd(y, Tx).

Esto implica que

H(Tx,Ty) ≤ α

1 − αd(x, y) +
2α

1 − αd(y, Tx).

Como α ∈ [0,1/2), tomamos δ = α/(1 − α) y L = (2α)/(1 − α). Luego T es una

contracción de Berinde Multivaluada, por lo tanto existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Teorema 4.6. (Chatterjea Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico comple-

to y T ∶ E → CB(E) una correspondencia tal que H(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Ty) + d(y, Tx)]
donde α ∈ [0,1/2). Entonces existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Demostración. Sea T una contracción de Chatterjea. Entonces,

H(Tx,Ty) ≤ α[d(x,Ty) + d(y, Tx)],
H(Tx,Ty) ≤ α[d(x, y) + d(y, Tx) + d(Tx,Ty) + d(y, Tx)],
H(Tx,Ty) ≤ α[d(x, y) + d(y, Tx) +H(Tx,Ty) + d(y, Tx)],

(1 − α)H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + 2αd(y, Tx).

Esto implica que

H(Tx,Ty) ≤ α

1 − αd(x, y) +
2α

1 − αd(y, Tx).

Como α ∈ [0,1/2), tomamos δ = α/(1 − α) y L = 2α/(1 − α). Luego T es contracción

de Berinde Multivaluada, por lo tanto existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Teorema 4.7. (Reich Multivaluado) Sea (E,d) un espacio métrico completo y T ∶
E → CB(E) una correspondencia tal que H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y)+βd(x,Tx)+γd(y, Ty)
para todo x, y ∈ E y donde α + β + γ < 1. Entonces, existe x∗ ∈ E tal que x∗ ∈ Tx∗.
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Demostración. Sea T una contracción de Reich. Entonces,

H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + βd(x,Tx) + γd(y, Ty),
H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + β[d(x, y) + d(y, Tx)] + γ[d(y, Tx) + d(Tx,Ty)],
H(Tx,Ty) ≤ αd(x, y) + β[d(x, y) + d(y, Tx)] + γ[d(y, Tx) +H(Tx,Ty)],

(1 − γ)H(Tx,Ty) ≤ (α + β)d(x, y) + (β + γ)d(y, Tx).
Esto implica que

H(Tx,Ty) ≤ α + β
1 − γ d(x, y) +

β + γ
1 − γ d(y, Tx).

Ya que α + β + γ < 1, entonces (α + β)/(1 − γ) < 1 y aśı, tenemos que T es una

contracción de Berinde con parametros δ = (α + β)/(1 − γ) y L = (β + γ)/(1 − γ). Por

lo tanto, existe x∗ ∈ E tal que x∗ ∈ Tx∗.

Teorema 4.8. (Ćirić Multivaluado) Sean (E,d) un espacio métrico completo y

T ∶ E → CB(E) una correspondencia tal que

H(Tx,Ty) ≤ αmáx{d(x, y), d(x,Tx), d(y, Ty), d(x,Ty), d(y, Tx)}

donde α ∈ [0,1/2). Entonces existe x0 ∈ E tal que x0 ∈ Tx0.

Demostración. Notemos primero que para todo A,B ∈ CB(X), a ∈ A y c > 0 tal que

H(A,B) < c, existe b ∈ B tal que d(a, b) < c. Ahora, sea δ > 0 tal que α < δ < 1/2.

Entonces,

H(Tx,Ty) < δmáx{d(x, y), d(x,Tx), d(y, Ty), d(x,Ty), d(y, Tx)},

para todo x ≠ y ∈ E. Sean x0, x1 ∈ E, por inducción sobre la afirmación anterior

podemos encontrar una sucesión (xn ∶ n ∈ N) tal que xn+1 ∈ Txn y,

d(xn+1, xn) < δmáx{d(xn, xn−1), d(xn, Txn), d(xn−1, Txn−1),
d(xn, Txn−1), d(xn−1, Txn)}

= δ{d(xn, xn−1), d(xn−1, xn+1)}.

Definamos γ1 = d(x0, Tx0). De la desigualdad anterior se desprenden dos casos:

d(x1, x2) ≤ δd(x0, x1) ó d(x1, x2) ≤ δd(x0, x2).

Supongamos que d(x1, x2) ≤ δd(x0, x1). Como d(x0, x2) ≤ d(x0, x1)+d(x1, x2), tenemos

que

d(x0, x2) ≤ (1 + δ)d(x0, x1) ≤ (1 + δ

1 − δ)d(x0, x1).
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En caso que d(x1, x2) ≤ δd(x0, x2), entonces de la desigualdad d(x0, x2) ≤ d(x0, x1)+
d(x1, x2), obtenemos que

d(x0, x2) ≤
1

1 − δd(x0, x1) ≤
1

1 − δ
1−δ

d(x0, x1).

Definamos γ2 =
1+ δ

1−δ

1− δ
1−δ

d(x0, x1). Notemos que en ambos casos γ1 ≤ γ2 y d(x0, x2) ≤ γ2.
Ahora por inducción mostraremos que para n ≥ 2 existe 1 ≤m ≤ n tal que

(5) d(xn, xn−1) ≤ ( δ

1 − δ)
n−1

d(x0, xm).

Si n = 2, entonces d(x1, x2) ≤ δmáx{d(x0, x1), d(x0, x2)} = αd(x0, xm) para algún

1 ≤ m ≤ 2. Aśı (4.2) se cumple para n = 2. Supongamos ahora que (4.2) se cumple

para todo α < n, demostraremos que se cumple para α = n. De (4.2) tenemos que

d(xn, xn−1) ≤ δmáx{d(xn−1xn−2), d(xn−2, xn)}).

Es claro que (3.2) se cumple si d(xn, xn−1) ≤ δd(xn−1, xn−2). Supongamos ahora que

d(xn, xn−1) ≤ δd(xn−2, xn), entonces tenemos que

d(xn−2, xn) ≤ d(xn, xn−1) + d(xn−1, xn−2)
≤ δd(xn−2, xn) + ( δ

1−δ)
n−2

d(x0, xm),

para algún 1 ≤m ≤ n − 1. En consecuencia,

d(xn−2, xn) ≤
1

1 − δ ( δ

1 − δ)
n−2

d(x0, xm),

y aśı

d(xn, xn−1) ≤ ( δ

1 − δ)
n−1

d(x0, xm),

para algún 1 ≤m ≤ n − 1. Nuevamente, por inducción definimos la sucesión no decre-

ciente (γn ∶ n ∈ N) tal que

máx{d(x0, xm) ∶ 1 ≤m ≤ n} ≤ γn.

De (3.2) tenemos que

d(x0, xm) ≤ d(x0, xn−1) + d(xn−1, xn)
≤ d(x0, xn−1) + ( δ

1−δ)
n−1

d(x0, xm),

para algún 1 ≤m ≤ n. Si n >m, entonces

d(x0, xn) ≤ d(x0, xn−1) + ( δ
1−δ)

n−1
d(x0, xm)

≤ (1 + ( δ
1−δ)

n−1)γn−1.
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Si n =m, entonces

d(x0, xn) ≤ 1

1−( δ
1−δ
)n−1d(x0, xn−1)

≤ 1

1−( δ
1−δ
)n−1γn−1.

Supongamos que

γn =
1 + ( δ

1−δ)
n−1

1 − ( δ
1−δ)

n−1γn−1.

Notemos que γn−1 ≤ γn, y en ambos casos d(x0, xn) ≤ γn. La sucesión (xn ∶ n ∈ N) es

acotada si y solo si

γ = ĺım
n→∞γn =

∏∞
n=1 (1 + ( δ

1−δ)
n−1)

∏∞
n=1 (1 − ( δ

1−δ)
n−1)

< ∞.

Ya que las series ∑∞
n=1 (1 + ( δ

1−δ)
n−1) y ∑∞

n=1 (1 − ( δ
1−δ)

n−1) son convergentes, se tiene

que
∞
∏
n=1

(1 + ( δ

1 − δ)
n−1

) < ∞ y
∞
∏
n=1

(1 − ( δ

1 − δ)
n−1

) > 0,

y aśı γ < ∞. Ahora mostraremos que (xn ∶ n ∈ N) es una sucesión de Cauchy. Supon-

gamos que M = sup{d(xm, xn) ∶m,n ∈ N}. De (4.2) se tiene que

d(xn, xn−1) ≤ ( δ

1 − δ)
n−1

M

Luego, si m < n tenemos que si m,n→∞,

d(xn, xm) ≤ ∑n−1
k=m d(xk, xk+1)

≤ ∑n−1
k=m ( δ

1−δ)
k
M < ε.

Aśı, (xn ∶ n ∈ N) es una sucesión de Cauchy. Ya que (E,d) es completo, entonces

existe x∗ ∈ E tal que ĺım
n→ xn = x

∗. Entonces,

d(x∗, Tx∗) = ĺım
n→∞d(xn+1, Tx

∗)
≤ ĺım

n→∞H(Txn, Tx∗)
≤ ĺım

n→∞ δmáx{d(xn, x∗), d(xn, Txn), d(x∗, Tx∗),
d(xn, Tx∗), d(x∗, Txn)}

= δd(x∗, Tx∗).

Por lo tanto, d(x∗, Tx∗) = 0 y como Tx∗ es cerrado entonces x∗ ∈ Tx∗, completandose

la demostración.
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Observación 4.3. La existencia de punto fijo para una contracción de Ćirić con

α ∈ [1/2,1) es un problema abierto y constituye un tema interesante para una futura

investigación.



Conclusión

En esta monograf́ıa, hemos expuesto resultados clasicos de la Teoŕıa de Punto

Fijo tanto para funciones como correspondencias, haciendo uso principalmente de la

Condición Orbital de Banach más ciertas condiciones relacionadas con continuidad.

Pero una función sin ser continua, y en el caso de una correspondencia, sin ser debil-

mente semicontinua superior pueden poseer puntos fijos. De esto se desprende que si

bien la Condición Orbital de Banach es bastante comoda para garantizar existencia

de puntos fijos, es muy restrictiva.

Una posible continuación de este trabajo seŕıa extender estos resultados espacios

métricos más generales, como por ejemplo los b-espacios.
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Apéndice

Axiomas de Separación

Definición 1. Se dice que un espacio topológico (X,τ) es Hausdorff o separable, si

y sólo si, para x, y ∈ X tal que x ≠ y, podemos encontrar U ∈ N(x) y V ∈ N(y) tales

que U ∩ V = ∅.

Definición 2. Sea (X,τ) un espacio topológico Hausdorff.

(i) Se dice que X es regular, si y sólo si, para todo x ∈X y todo conjunto cerrado

C con x ∉ C, podemos encontrar conjuntos abiertos U ∈ N(x) y V ⊇ C tal que

U ∩ V = ∅.

(ii) Se dice que X es normal, si y sólo si, para todo par de conjuntos cerrados

disjuntos C1,C2, podemos encontrar conjuntos abiertos U1, U2 tales que U1 ⊇
C1, U2 ⊇ C2 y U1 ∩U2 = ∅.

Axiomas de Contabilidad

Definición 3. Sea (X,τ) un espacio topológico.

(i) Dado x ∈X, se dice que una familia U(x) de entornos de x, es una base local

en x, si y sólo si, para todo V ∈ N(x) existe W ∈ U(x) tal que W ⊆ V .

(ii) Se dice que (X,τ) es un espacio primero contable o que satisface el primer

axioma de contablididad, si y sólo si, todo x ∈X posee una base local contable.

(iii) Se dice que (X,τ) es un espacio segundo contable o que satisface el segundo

axioma de contabilidad, si y sólo si, X posee una base contable.

Convergencia

Definición 4. Sea D un conjunto no vaćıo y ⪯ una relación binaria definida en D.

Diremos que ⪯ es un pre orden, si ⪯ es una relación reflexiva y transitiva.

Definición 5. Sean (D,⪯) un conjunto pre ordenado y (X,τ) un espacio topológico.
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(i) D es un conjunto dirigido, si y sólo si, para todo m,n ∈ D, existe r ∈ D tal

que m ≤ r y n ≤ r.
(ii) Una red en X es una función φ ∶ D → X, donde D es un conjunto dirigido.

Suele denotarse por (xα ∶ α ∈D).
(iii) Sean (xα ∶ α ∈ D) una red en X y x0 ∈ X. Se dice que xα converge a x0, si y

sólo si, para todo U ∈ N(x0), existe α′ ∈D tal que xα ∈ U para todo α ⪰ α′.
(iv) Sean (xα ∶ α ∈ D) una red en X y x0 ∈ X. Se dice que x0 es un punto de

acumulación de (xα ∶ α ∈ D), si y sólo si, para todo U ∈ N(x0) y todo α′ ∈ D,

existe α ⪰ α′ tal que xα ∈ U .

Definición 6. Dada una red (yβ ∶ β ∈ I), diremos que es una subred de (xα ∶ α ∈D),
si y sólo si, existe una función f ∶ I →D tal que

(i) yβ = xf(β), y

(ii) para todo α′ ∈D, existe β′ ∈ I tal que si β′ ⪯ β, entonces α′ ⪯ f(β).
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