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Introducción

La teoŕıa de punto fijo tiene una gran importancia en diversas áreas de la ma-

temática y otras ciencias, principalmente debido a la simplicidad de sus hipótesis y

a la fortaleza de las consecuencias. Entre los principales objetivos de esta teoŕıa se

encuentra la existencia y unicidad de punto fijo para una función univaluada o multi-

valuada. Sin lugar a dudas, esta teoŕıa descansa sobre dos resultados fundamentales,

a saber, el de Banach [6] (1922) y el de Brouwer [12] (1912). Estos resultados dieron

lugar, durante el siglo XX y hasta nuestros d́ıas, a las teoŕıas métrica y topológica del

punto fijo, respectivamente. Las ideas provenientes del primero de ellos, las cuales

se aplican a funciones definidas en espacios métricos, ha permitido la demostración

de existencia de punto fijo para diversas variantes de la contracción de Banach. A su

vez, el desarrollo de la teoŕıa topológica, cuyo escenario son los espacios vectoriales

topológicos, ha influido en la formalización de problemas en ecuaciones diferenciales

parciales y ordinarias, optimización, economı́a, f́ısica, y otras disciplinas. De estas

dos visiones de la teoŕıa de punto fijo nació el desarrollo de resultados análogos para

multifunciones o correspondencias, los cuales contienen generalizaciones de la teoŕıa

existente para funciones univaluadas.

Como vemos, esta teoŕıa posee dos vertientes. Una de ellas se desarrolla en espa-

cios métricos y la otra en espacios vectoriales topológicos. El principal objetivo de

esta tesis es la unificación de ambas teoŕıas. A saber, desarrollarla en espacios comu-

nes a los mencionados anteriormente. Estos son los espacios uniformes. En efecto,

tanto los espacios métricos, como los vectoriales topológicos son espacios uniformes.

De modo que cualquier resultado que se obtenga, en este último tipo de espacios,

será válido para los anteriores.

La mayor parte de esta tesis consiste en describir los principales resultados exis-

tentes sobre la teoŕıa de punto fijo, junto con preliminares que nos permitirán presen-
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Introducción

tar, en la parte final, resultados inéditos sobre existencia de punto fijo para funciones

univaluadas y multivaluadas en espacios uniformes. Uno de estos resultados es váli-

do en espacios métricos [24], pero extiende para multifunciones el teorema principal

de Hicks y Rhoades en [28].

La tesis está estructurada como se señala a continuación. En el Caṕıtulo 1,

introducimos los conceptos de hiperespacio y multifunción, para luego definir hi-

perespacios notables que se utilizan a lo largo del trabajo. Además, presentamos

resultados sobre continuidad débil de correspondencias, los cuales nos permiten re-

lajar, hacia el final, condiciones usuales para la existencia de puntos fijos. El objetivo

principal de esta caṕıtulos es el estudio de la métrica de Hausdorff, sobre el hiper-

espacio de los conjuntos cerrados y acotados de un espacio métrico. Como parte de

este estudio, caracterizamos las propiedades topológicas de esta métrica, tales como

convergencia, clausura, compacidad, precompacidad, entre otros, y relacionamos la

continuidad de correspondencias, respecto a dicha métrica, con la continuidad débil

mencionada. En el segundo caṕıtulo introducimos una nueva estructura; a saber, los

espacios uniformes. Como ya hemos mencionado, esta estructura nos pertimitirá, en

el último caṕıtulo, unificar resultados, tanto para espacios métricos como para es-

pacios vectoriales topológicos. Por lo pronto, caracterizamos los espacios uniformes

con una familia de seudo métricas, para luego definir una estructura uniforme sobre

el hiperespacio de conjuntos cerrados y acotados. Aqúı, el concepto de acotamiento

fue definido por Atkin y Hejcman en [4] y [27], respectivamente. Vale la pena señalar

que este concepto de acotamiento coincide con el existente en espacios vectoriales

topológicos, por supuesto en espacios que gozan de esta estructura. En el tercer

caṕıtulo desarrollaremos el primer eje de la teoŕıa de punto fijo: la teoŕıa topológica,

exponiendo primero las definiciones elementales y diversas propiedades. Además,

consideramos el caso particular de dimensión finita, y la propiedad de convexidad

local. Luego, introducimos los conceptos de envoltura convexa y correspondencia

KKM, los cuales serán de utilidad para el desarrollo de aplicaciones del teorema del

punto fijo de Brouwer, tales como aquellas atribuidas a Kakutani [29], Dugundji y

Granas [17], Fan [18, 19], Glicksberg [25], y Tychonoff [39], entre otros. El cuarto

caṕıtulo está dedicado al segundo eje de la teoŕıa de punto fijo; a saber, la teoŕıa

métrica. En este escenario, los conjuntos de base son los espacios métricos. Desarro-

llamos resultados de punto fijo univaluado en espacios parcialmente ordenados. Entre
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Introducción

ellos, el teorema de Caristi, el cual también es importante en su extensión multiva-

luada y en espacios uniformes. A continuación, mediante el concepto de condición

orbital de Banach, revisamos contracciones usuales en la literatura, y probamos de

manera independiente a la condición orbital, que estas poseen punto fijo. Esta acción

se realiza para funciones univaluadas y multivaluadas. En este último caso, consi-

deramos dos condiciones orbitales. El último caṕıtulo contiene aportes inéditos y se

subdivide en dos partes. La primera, considera la condición orbital más débil entre

las dos definidas en el caṕıtulo anterior. Esto nos permite generalizar la obtención

de puntos fijos en varios tipos de contracciones multivaluadas, pues probamos que

varias de éstas satisfacen la condición orbital débil presentada. Además se presenta

una nueva contracción multivaluada con el fin de proporcionar nuevos ejemplos de

aplicación de los resultados. La segunda sección de este último caṕıtulo, tiene como

objetivo demostrar existencia de punto fijo para correspondencias definidas sobre un

espacio uniforme. Introducimos una condición orbital especial que, de igual forma

que en el caso métrico, asegurará existencias de puntos fijo. De manera adicional,

extendemos un resultado clásico de Caristi, con el fin de obtener resultados para

funciones univaluadas, pero en nuestro caso, en el contexto de espacios uniformes.
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Caṕıtulo 1

Hiperespacios y Correspondencias

1.1. Definiciones Elementales

Las correspondencias, o multifunciones como también se les llama, son un tipo

especial de funciones, y están caracterizadas porque su codominio es una familia

de conjuntos. Como veremos se extienden a correspondencias conceptos definidos

para funciones, como es el caso de imagen, imagen inversa, semicontinuidad y otros.

Estos conceptos no siempre son una generalización del correspondiente concepto

para funciones, pues en algunos casos poseen un significado diferente. En [5] y [33]

se abordan estos temas y sus relaciones.

Iniciamos esta sección con unas primeras notaciones y definiciones.

Definición 1.1.1. Sea X un conjunto no vaćıo. Definimos un hiperespacio en X

como un subconjunto del conjunto potencia de X.

Si X es un conjunto arbitrario, algunos hiperespacios notables son:

Conjunto potencia: 2X , y

⟨X⟩ = {A ∈ 2X |A es finito}.

Si X es un espacio topológico, definimos los hiperespacios:

C(X) = {A ∈ 2X |A es cerrado}, y

K(X) = {A ∈ 2X |A es compacto}.

En el caso que (X, d) sea un espacio métrico, algunos hiperespacios notables son:
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Caṕıtulo 1

B(X) = {A ∈ 2X |A es acotado}, y

CB(X) = C(X) ∩ B(X).

Los hiperespacios de interés durante este trabajo serán los definidos para espacios

topológicos y espacios métricos.

Definición 1.1.2. Una correspondencia desde un conjunto X a un conjunto Y (am-

bos no vaćıos) es una función T : X → H(Y ), donde H(Y ) denota un hiperespacio

en Y .

En lo que sigue, T : X ⇒ Y denotará una correspondencia con H(Y ) un hiper-

espacio en Y . Además, T (x) se abrevia por Tx.

Debido a la naturaleza del conjunto de llegada de una correspondencia T , los

conceptos de imagen directa, imagen inversa y gráfico cambian. A continuación

precisamos estos conceptos.

Definición 1.1.3. Sean T : X ⇒ Y una correspondencia, A ∈ 2X y B ∈ 2Y ,

definimos los siguientes conjuntos:

Dominio de T : Dom(T ) = {x ∈ X |Tx ̸= ∅}.

Imagen directa de A por T : T (A) =
⋃︂
x∈A

Tx.

Imagen inversa débil de B por T : T d(B) = {x ∈ X |Tx∩B ̸= ∅}. También la

denotaremos por T−1(B).

Imagen inversa fuerte de B por T : T f (B) = {x ∈ X |Tx ⊂ B}.

Gráfico de T : Gr(T ) = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ Tx}.

Definición 1.1.4. Sea T : X ⇒ Y . Definimos las siguientes correspondencias:

El complemento de T , dada por T c : X ⇒ Y como T cx = (Tx)c.

Si (Y, τ) es un espacio topológico, definimos la clausura de T como la corres-

pondencia T : X ⇒ Y dada por Tx = Tx.

Definición 1.1.5. Sean T,R : X ⇒ Y , S : Y ⇒ Z correspondencias:
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Caṕıtulo 1

La unión de T y R, T ∪R : X ⇒ Y , se define como T ∪R(x) = Tx ∪Rx.

La intersección de T y R, T ∩R : X ⇒ Y , se define como T ∩R(x) = Tx∩Rx.

La composición de T con S,S ◦ T : X ⇒ Z, se define como con S ◦ T (x) =⋃︁
y∈Tx Sy.

1.2. Continuidad de Correspondencias

En lo que sigue, X, Y denotarán espacios topológicos.

Definición 1.2.1. SeanX, Y espacios topológicos, T : X ⇒ Y una correspondencia,

y a ∈ Dom(T ). Diremos que:

T es semicontinua inferior en a, si para todo b ∈ Ta y toda vecindad U de b,

existe una vecindad V de a tal que, para todo x ∈ V , se tiene Tx ∩ U ̸= ∅.

T es semicontinua superior en a, si para toda vecindad U de Ta, existe V

vecindad de a tal que para todo x ∈ V se cumple Tx ⊆ U .

T es continua en a si es semicontinua superior e inferior en a.

T es semicontinua inferior (respectivamente superior), si es semicontinua in-

ferior (resp. superior) en cada punto de X.

T es continua, si es continua en cada punto de X.

A continuación estableceremos una caracterización de la semicontinuidad global

de correspondencias, análoga a la continuidad de funciones en espacios topológicos.

Proposición 1.2.1. Sea T : X ⇒ Y una correspondencia. Luego, T es semicontinua

inferior en X, si y solo si, para todo abierto B en Y , la imagen inversa débil, T−1(B),

es un abierto en X.

Demostración. Supongamos primero que T es semicontinua inferior en X. Sean B

un abierto en Y y a ∈ T−1(B). Luego, Ta∩B ̸= ∅. Sea b ∈ Ta∩B, esto implica que

B es una vecindad de b y, como T es semicontinua inferior en a, existe V vecindad
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Caṕıtulo 1

de a tal que para todo x ∈ V , Tx∩B ̸= ∅, es decir, V ⊆ T−1(B), por lo que T−1(B)

es un abierto en Y .

Rećıprocamente, supongamos que la imagen inversa débil de todo abierto en Y es

un abierto en X. Veamos que T es semicontinua inferior en a, con a ∈ X arbitrario.

Sean a ∈ X, b ∈ Ta y U vecindad de b tal que U ∩ Ta ̸= ∅. Esto implica que

a ∈ T−1(U), de modo que T−1(U) es una vecindad de a. Aśı, existe V vecindad de

a, a saber V = T−1(U), tal que V ⊆ T−1(U) y, para todo x ∈ V , Tx ∩ U ̸= ∅. Esto
prueba lo deseado.

Proposición 1.2.2. Sea T : X ⇒ Y una correspondencia, son equivalentes las

siguientes afirmaciones:

(I) T es semicontinua superior,

(II) para todo abierto G en Y , la imagen inversa fuerte T f (G) es abierto en X, y

(III) para todo cerrado B en Y , la imagen inversa débil T−1(B) es cerrado en X.

Demostración. Supongamos que T es semicontinua superior enX. SeanG un abierto

en Y y x ∈ T f (G), luego, Tx ⊆ G, por lo que G es una vecindad de Tx, esto implica

que existe V vecindad de x tal que para todo y ∈ V , se tiene Ty ⊆ G, es decir,

V ⊆ T f (G). Por tanto T f (G) es un abierto en X.

Rećıprocamente supongamos que para todo abierto G en Y , la imagen inversa

fuerte T f (G) es abierto enX. Sean x ∈ X y U una vecindad de Tx, luego, V = T f (U)

es abierto en X, x ∈ V y para todo y ∈ V , Ty ⊆ U . Esto demuestra que T es

semicontinua superior en x y, por consiguiente, la equivalencia de las condiciones (I)

y (II).

Notemos además que x ∈
(︁
T f (Bc)

)︁c
equivale a Tx ̸⊆ Bc, es decir, Tx ∩ B ̸= ∅

de modo que x ∈ T−1(B), por lo que
(︁
T f (Bc)

)︁c
= T−1(B) para todo B ∈ 2Y . Esta

igualdad prueba que (II) es equivalente a (III), tomando B cerrado en Y , lo que

concluye la demostración.

Proposición 1.2.3. Sean X compacto y T : X → K(Y ) una correspondencia se-

micontinua superior. Entonces T (X) es compacto.

Demostración. Sea {Gλ}λ∈Λ un cubrimiento abierto de T (X). Como Tx ⊆ T (X),

entonces {Gλ}λ∈Λ es un cubrimiento abierto de Tx, para cada x ∈ X, y como Tx es
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Caṕıtulo 1

compacto, entonces existe Λ(x) ⊆ Λ finito, tal que

Tx ⊆
⋃︂

λ∈Λ(x)

Gλ.

Sea Wx =
⋃︁

λ∈Λ(x)Gλ. Como Wx es un abierto en X, entonces existe una vecindad

Vx de x tal que Ty ⊆ Wx, para todo y ∈ Vx. Además, ya que X =
⋃︁

x∈X Vx,,

existen x1, . . . , xn en X tales que X =
⋃︁n

i=1 Vxi
. Luego, T (X) ⊆ T (

⋃︁n
i=1 Vxi

) , y por

consiguiente

T (X) ⊆ T

(︄
n⋃︂

i=1

Vxi

)︄
⊆

n⋃︂
i=1

T (Vxi
) ⊆

n⋃︂
i=1

Wxi
⊆

n⋃︂
i=1

⋃︂
λ∈Λ(xi)

Gλ.

Esto prueba que T (X) es compacto.

Definición 1.2.2. Sea T : X ⇒ Y una correspondencia. Diremos que T es abierta,

si Gr(T ) es abierto en X × Y , y que T es cerrada, si Gr(T ) es cerrado en X × Y .

Proposición 1.2.4. Sea T : X ⇒ Y una correspondencia cerrada tal que Dom(T ) ̸=
∅. Entonces, para todo x ∈ X, se tiene Tx ∈ C(Y ).

Demostración. Sean x ∈ X e y ̸∈ Tx. Luego, (x, y) ∈ Gr(T )c y como T es cerrada,

existen vecindades Ux de x y Vy de y, tales que Ux × Vy ⊆ Gr(T )c. Ahora, si z ∈ Vy,

entonces (x, z) ∈ Ux × Vy, por lo que (x, z) /∈ Gr(T ), es decir, z /∈ Tx. Por tanto

z ∈ Txc, lo que implica que Vy ⊆ Txc. Esto prueba que Txc es abierto, y por lo

tanto Tx ∈ C(Y ), lo cual completa la demostración.

El rećıproco de esta proposición exige condiciones adicionales.

Proposición 1.2.5. Sean Y espacio regular y T : X → C(Y ) una correspondencia

semicontinua superior. Entonces T es cerrada.

Demostración. upongamos que T : X → C(Y ) es semicontinua superior, y que Y

es regular. Veamos que Gr(T )c es abierto en X × Y . Sea (x, y) ∈ Gr(T )c, luego

y /∈ Tx, y como Y es regular y Tx es cerrado, existen Vy y G abiertos en Y tales

que Vy ∩ G = ∅, y ∈ Vy y Tx ⊆ G. Como T es semicontinua superior, entonces

existe Wx vecindad de x tal que Wx ⊆ Vx y Tz ⊆ G, para todo z ∈ Wx. Veamos que

Vx × Vy ⊆ X × Y \ Gr(T ).
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Supongamos que existe (u, v) ∈ Vx × Vy ∩ Gr(T ). Entonces v ∈ Tx, por lo que

v ∈ G y luego v ∈ Vy ∩ G, lo cual es un absurdo. Por tanto Vx × Vy ⊆ Gr(T )c, lo

que prueba que Gr(T ) es cerrado, que es lo que se queŕıa demostrar.

Una caracterización más fuerte de las correspondencias cerradas es la siguiente.

Teorema 1.2.1 (Del Gráfico Cerrado). Sea T : X ⇒ Y una correspondencia tal

que T (X) es compacto en Y . Entonces, T es cerrada, si y solo si, T es semicontinua

superior y Tx ∈ K(Y ), para todo x ∈ X.

Demostración. Debido a que T (X) es regular, por Proposición 1.2.5, basta probar

que si T es cerrada, entonces T es semicontinua superior y posee imágenes compactas.

Supongamos que T es cerrada. Entonces, por Proposición 1.2.4, tenemos que Tx

es cerrado en Y , para todo x ∈ X, y, como Tx ⊆ T (X), entonces Tx es compacto.

Supongamos por absurdo que T no es semicontinua superior en x ∈ X. Luego,

existe G abierto en Y , tal que para todo V vecindad de x, se tiene V ̸⊆ {u ∈
X |Tu ⊆ G}. Sea xV ∈ V tal que TxV ̸⊆ G, esto implica que TxV ∩ Gc ̸= ∅, sea
yV ∈ TxV ∩Gc. Tenemos que φx = {xV |V es vecindad de x} es una red en X que

converge a x. Además φy = {yV |V es vecindad de x} es una red en Gc, que es un

compacto en Y , por lo que existe una subred, φ′
y = {yV |V ∈ Vy(x)} de φy, con

Vy(x) una subfamilia de vecindades de x, tal que φ′
y converge a algún z ∈ Gc. Por

tanto, la subred producto:

φx × φ′
y = {(xV , yV ) ∈ X × Y |V ∈ Vy(x)}

converge a (x, z) en X×Y . Además, (xV , yV ) ∈ Gr(T ), para todo V ∈ Vy(x), y como

el gráfico es cerrado, entonces (x, z) ∈ Gr(T ), pero Tx ⊆ G y z ∈ Gc, lo que implica

que (x, z) /∈ Gr(T ), un absurdo. Por tanto T es semicontinua superior, concluyendo

la demostración.

1.3. Métrica de Hausdorff

A continuación, construiremos un hiperespacio de un espacio métrico sobre el

cual se pueda definir una métrica. El objetivo principal de esta construcción apunta

al estudio de continuidad en correspondencias (respecto a la topoloǵıa de ambas
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métricas) y su relación con la continuidad de correspondencias definida anterior-

mente. Este hiperespacio será el de conjuntos cerrados y acotados, CB(X).

Diversas propiedades topológicas y métricas de CB(X) se pueden obtener a partir

de las propiedades de X. Estos resultados, abordados por Aliprantis en [2], y por

Castaing y Valadier en [14], serán el principal objetivo de esta sección.

Definición 1.3.1. Sea X un conjunto no vaćıo. Una seudo métrica sobre X es una

función d : X ×X → R que satisface lo siguiente:

Para todo x e y en X, d(x, y) ≥ 0,

para todo x e y en X, d(x, y) = d(y, x),

si x = y, entonces d(x, y) = 0, y

para todo x, y y z en X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Lema 1.3.1. Sean (X, d) un espacio seudo métrico y h : B(X)× B(X) → R+ una

función dada por

h(A,B) = sup{d(a,B) | a ∈ A}.

Entonces, para todo A y B en B(X), h(A,B) = 0, si y solo si, A ⊆ B.

Demostración. Sean A y B en B(X) tales que h(A,B) = 0, entonces, para todo

x ∈ A, d(x,B) ≤ h(A,B) = 0, por lo que d(x,B) = 0, lo que implica x ∈ B. Esto

demuestra que A ⊆ B.

Rećıprocamente, supongamos que A ⊆ B, luego, para todo x ∈ A, x ∈ B, de

modo que d(x,B) = d(x,B) = 0, lo que demuestra que h(A,B) = 0. Esto concluye

la demostración.

Lema 1.3.2. Sean (X, d) un espacio seudo métrico y, A,B y C subconjuntos de X

acotados y no vaćıos. Entonces h(A,B) ≤ h(A,C) + h(C,B).

Demostración. Sean a ∈ A y c ∈ C. Tenemos que d(a,B) ≤ d(a, c)+d(c, B). Luego,

d(a,B) ≤ d(a, c) + sup
c∈C

d(c, B),

por lo que

d(a,B)− h(C,B) ≤ d(a, c),

13
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para todo c ∈ C. Aśı,

d(a,B)− h(C,B) ≤ d(a, C),

y en consecuencia, supa∈A d(a,B) − h(C,B) ≤ supa∈A d(a, C). Es decir, h(A,B) ≤
h(A,C) + h(C,B), lo que concluye la demostración.

Teorema 1.3.1. Sea (X, d) un espacio seudo métrico. La función H : CB(X) ×
CB(X) → R+ definida por

H(A,B) = máx{h(A,B), h(B,A)},

es una seudo métrica sobre CB(X).

Demostración. Observemos que H(A,B) = 0, si y solo si, h(A,B) = h(B,A) = 0.

Esto implica que A ⊆ B = B y B ⊆ A = A. Por tanto A = B.

La simetŕıa de H es inmediata. Para la desigualdad triangular, tenemos que

H(A,B) = máx{h(A,B), h(B,A)}

≤ máx{h(A,C) + h(C,B), h(B,C) + h(C,A)}

≤ máx{h(A,C) + h(C,A)}+máx{h(C,B), h(B,C)}

= H(A,C) +H(B,C),

lo que concluye la demostración.

La función definida en el teorema anterior se conoce como seudo métrica de

Hausdorff sobre CB(X).

Para distinguir las bolas abiertas en X y en CB(X), se denotará la bola de centro

A ∈ CB(X) y radio r > 0 como BH(A, r). Además, si A ⊆ X es no vaćıo, para ϵ > 0,

escribiremos

Aϵ = {x ∈ X | d(x,A) < ϵ}.

Una relación entre los conjuntos recién definidos, con la métrica de Hausdorff en

CB(X), se detalla en la siguiente propiedad.

Proposición 1.3.1. Sean (X, d) un espacio seudo métrico y A,B ∈ CB(X). En-
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tonces

H(A,B) = ı́nf{ϵ > 0 |A ⊆ Bϵ ∧ B ⊆ Aϵ}.

Demostración. Sean H = {ϵ > 0 |A ⊆ Bϵ ∧ B ⊆ Aϵ} y ϵ ∈ H, entonces d(x,B) < ϵ

para cada x ∈ A, y d(y,B) < ϵ para todo y ∈ B. Aśı, h(A,B) ≤ ϵ y h(B,A) ≤ ϵ, de

modo que H(A,B) ≤ ϵ y entonces H(A,B) es cota inferior de H. Esto demuestra

que H(A,B) ≤ ı́nfH.

Supongamos por absurdo que H(A,B) < ı́nfH. Sea β > 0 tal que H(A,B) <

β < ı́nfH, esto implica que β /∈ H, por lo que A ̸⊆ Bβ, o bien B ̸⊆ Aβ. Entonces

h(A,B) ≥ β, o h(B,A) ≥ β. En ambos casos se obtiene H(A,B) ≥ β, lo que es una

contradicción. Esto prueba lo deseado.

En la siguiente proposición caracterizaremos la convergencia de sucesiones en

CB(X). La importancia de esto no será solo conocer mejor los ĺımites de las sucesio-

nes convergentes, sino que además nos ayudará a probar la completitud de CB(X)

cuando X sea completo, ya que podremos conjeturar un ĺımite en las sucesiones de

Cauchy.

Proposición 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico y (An : n ∈ N) una sucesión en

CB(X) convergente hacia A ∈ CB(X). Entonces,

A =
⋂︂
n∈N

⋃︂
m≥n

Am =
⋂︂
ϵ>0

⋃︂
n∈N

⋂︂
m≥n

Aϵ
m.

Demostración. Sean B =
⋂︁

n∈N
⋃︁

m≥nAm y C =
⋂︁

ϵ>0

⋃︁
n∈N

⋂︁
m≥nA

ϵ
m. Probaremos

las contenciones A ⊆ B ⊆ C ⊆ A .

Sean x ∈ A, n ∈ N y ϵ > 0. Veamos que B(x, ϵ) ∩
⋃︁

m≥nAm ̸= ∅. En efecto,

existe m ≥ n tal que H(Am, A) < ϵ y por consiguiente d(x,Am) < ϵ. Luego, existe

xm ∈ Am tal que d(x, xm) < ϵ y entonces xm ∈ B(x, ϵ) ∩ Am ⊂ B(x, ϵ) ∩
⋃︁

m≥nAm,

por lo que A ⊆ B.

Sean x ∈ B y ϵ > 0. Demostraremos que existe n ∈ N tal que, para cada m ∈ N
con m ≥ n, se tiene x ∈

⋂︁
m≥nA

ϵ
m. Debido a que (An : n ∈ N) converge hacia

A, existe n ∈ N tal que, para todo m ≥ n, se cumple H(Am, A) < ϵ/3. Ya que

x ∈ B, podemos escoger m ≥ n y ℓ ≥ m tales que B(x, ϵ/3) ∩ Aℓ ̸= ∅. Es decir,
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d(x,Aℓ) < ϵ/3, y aśı,

d(x,Am) ≤ d(x,Aℓ) +H(Aℓ, A) +H(A,Am) < ϵ,

lo que prueba que B ⊆ C.

Sea x ∈ C. Como A es cerrado, basta probar que d(x,A) = 0. Sea ϵ > 0. Luego,

existe N ∈ N tal que, para todo n ≥ N , se tiene H(Am, A) < ϵ. Además, existe

n ∈ N tal que, para m ≥ máx{n,N}, se verifica x ∈ Aϵ
m, por lo que d(x,Am) < ϵ.

Como ϵ > 0 es arbitrario, esto implica que existe am ∈ Am, tal que d(x, am) < ϵ y

además,

d(x,A) ≤ d(x, am) + d(am, A)

< ϵ+H(Am, A).

Para todo m ≥ máx{n,N}, se tiene d(x,A) < 2ϵ. Esto implica que d(x,A) = 0, que

es lo que se queŕıa demostrar.

En los siguientes resultados abordaremos las propiedades topológicas y métricas

que se transfieren de X a CB(X), tales como la completitud, precompacidad y com-

pacidad. Además, identificaremos un conjunto cerrado notable en CB(X), que será

el de conjuntos precompactos.

Teorema 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces (CB(X),H) tam-

bién lo es.

Demostración. Sean (An : n ∈ N) una sucesión de Cauchy en CB(X), y A =⋂︁
n∈N

⋃︁
m≥nAm. Demostraremos que A ∈ CB(X) y que (An : n ∈ N) converge

hacia A. Como A es una intersección contable de cerrados, entonces A también lo

es, debemos verificar que es no vaćıo y acotado. Sea ϵ > 0. Como (An : n ∈ N)
es de Cauchy, paratodo k ∈ N, existe Nk ∈ N tal que si n,m ≥ Nk, entonces

H(An, Am) < ϵ/2k+2. Sea (nk : k ∈ N) la sucesión definida por

nk = máx{Nℓ | 0 ≤ ℓ ≤ k},

y sea x0 ∈ An0 . Como H(An0 , An1) < ϵ/22, entonces existe x1 ∈ An1 tal que

d(x0, x1) < ϵ/22. Aśı, podemos escoger x0, . . . , xk ∈ X de modo que xi ∈ Ani
,
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para cada i ∈ {0, . . . , k} y d(xi, xi−1) < ϵ/2i+2, si i ≤ k − 1. Además, como

d(xk, Ank+1
) ≤ H(Ank

, Ank+1
) < ϵ/2k+2, entonces existe xk+1 ∈ Ank+1

tal que

d(xk, xk+1) < ϵ/2k+2. Aśı, por inducción, tenemos que (xk : k ∈ N) es una suce-

sión de Cauchy, por lo que existe x ∈ X de modo que dicha sucesión converge hacia

x. Para cada n ∈ N, la subsucesión (xm : m ≥ n) de (xn : n ∈ N) está contenida en⋃︁
m≥n Am, que es cerrado, por lo que x ∈

⋃︁
m≥nAm. Por tanto, x ∈ A, lo que prueba

que A es no vaćıo.

Para cada n ∈ N y m ≥ n, se tiene

d(xn, xm) ≤
m−1∑︂
k=n

d(xk, xk+1) ≤
m−1∑︂
k=n

ϵ/2k+2 ≤ ϵ/2n+1.

En particular, d(x0, x) ≤ ϵ/2, por lo que para todo x0 ∈ An0 , existe x ∈ A tal que

d(x0, x) < ϵ/2. Aśı, An0 ⊆ Aϵ/2. Veamos ahora que A ⊆ A
ϵ/2
n0 . Sea y ∈ A, luego

y ∈
⋃︁

m≥n1
Am, luego B(y, ϵ/4)∩

⋃︁
m≥n1

Am ̸= ∅. Escogemos m ≥ n1 y z ∈ Am tales

que d(y, z) < ϵ/4, luego d(y, Am) < ϵ/4. Por ende,

d(y, An0) ≤ d(y, z) + d(z, An0) ≤ ϵ/4 +H(Am, An0) < ϵ/2,

y entonces y ∈ A
ϵ/2
n0 , por lo que A ⊆ A

ϵ/2
n0 . En particular, A es acotado. Por Propo-

sición 1.3.1, se tiene que H(An0 , A) < ϵ/2. Aśı, para todo n ≥ n0 se obtiene

H(An, A) ≤ H(An, An0) +H(An0 , A) <
ϵ

2
+

ϵ

2
< ϵ.

Por lo tanto (An : n ∈ N) converge hacia A, lo que concluye la demostración.

Definición 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es precompacto (o

totalmente acotado), si y solo si, para todo ϵ > 0, existen x1, . . . , xn en X tales que

X = B(x1, ϵ) ∪ · · · ∪B(xn, ϵ).

Teorema 1.3.3. Sean (X, d) un espcio métrico y CBT (X) el subconjunto de 2X

definido por

CBT (X) = {A ∈ CB(X) |A es precompacto}.

Entonces, CBT (X) es cerrado en CB(X).
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Demostración. Primero observemos que CBT (X) es un conjunto bien definido, pues

es no vaćıo. En efecto, {x} ∈ CBT (X), para cada x ∈ X (más aún, todo subconjunto

finito de X pertenece a CBT (X)), independiente de la métrica de X, de modo que

CBT (X) ⊆ CB(X).

Para probar que CBT (X) es cerrado, sea (An : n ∈ N) una sucesión en CBT (X)

convergente hacia A ∈ CB(X), probaremos que A ∈ CBT (X). Sea ϵ > 0, luego existe

N ∈ N tal que h(A,AN) < ϵ/2. Por la precompacidad de AN , existen x1, . . . , xp ∈ X

tales que AN =
⋃︁n

i=1B(xi, ϵ/2). Veamos que las bolas abiertas de centro xi y radio

ϵ/2 cubren también A. Para ello, sea x ∈ A, luego,

d(x,AN) ≤ d(x,A) + h(A,AN) <
ϵ

2
,

ya que d(x,A) = 0. Por ello, existe y ∈ AN tal que d(x, y) < ϵ/2. Sea i ∈ {1, . . . , p}
tal que y ∈ B(xi, ϵ/2). Luego,

d(x, xi) ≤ d(x, y) + d(y, xi) < ϵ.

Es decir, x ∈ B(xi, ϵ). De modo que

A ⊆
n⋃︂

i=1

B(xi, ϵ),

por lo que A es precompacto, que es lo que se queŕıa demostrar.

Proposición 1.3.3. Si (X, d) es un espacio métrico precompacto, entonces (CB(X),H)

también lo es.

Demostración. Sean ϵ > 0 y F = {x1, . . . , xn} el conjunto de puntos en X tales que

X =
n⋃︂

i=1

B(xi, ϵ).

Sean A ∈ CB(X) e IA = {i ∈ {1, . . . , n} |B(xi, ϵ) ∩ A ̸= ∅}. Sean BA = {xi ∈
F | i ∈ IA} y x ∈ A, luego d(x,BA) ≤ ϵ y dado x′ ∈ BA, se tiene d(x′, A) ≤ ϵ. Aśı,

h(A,BA) ≤ ϵ y h(BA, A) ≤ ϵ, por lo que A ∈ BH(BA, ϵ), es decir, H(A,BA) ≤ ϵ.

Por tanto, para todo A ∈ CB(X), existe U ⊆ F , tal que A ∈ BH(U, ϵ). Consecuen-
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temente, tenemos que

CB(X) =
⋃︂

U∈2F
BH(U, ϵ).

Dicha unión es finita, pues 2F es finito. Esto concluye la demostración.

Una consecuencia inmediata de lo probado anteriormente es la compacticidad de

CB(X), cuando X lo es. Lo detallamos a continuación.

Corolario 1.3.1. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces (CB(X),H)

también es compacto.

Demostración. Supongamos que (X, d) es compacto, luegoX es precompacto y com-

pleto. Luego por Proposición 1.3.3 y Teorema 1.3.2, (CB(X),H) es precompacto y

completo, de modo que CB(X) es compacto, concluyendo aśı la demostración.

Para concluir con este caṕıtulo, veremos un resultado que relaciona la continuidad

de correspondencias, definida anteriormente, con la continuidad topológica sobre la

familia K(X) de CB(X).

Teorema 1.3.4. Sea Z un espacio topológico y T : Z → K(X) una correspondencia.

Entonces, T es continua (como correspondencia), si y solo si, T es una función

continua, considerando K(X) espacio topológico con la métrica de Hausdorff.

Demostración. Supongamos que T es continua como correspondencia (es decir, T

es semicontinua superior e inferior). Sean z0 ∈ Z y ϵ > 0. Como Tz0 es compacto,

existen x1, . . . , xr ∈ Tz0 tales que

Tz0 ⊆
r⋃︂

i=1

B(xi, ϵ) (*)

con Tz0 ∩ B(xi, ϵ) ̸= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , r}. De la semicontinuidad inferior de

T en z0, se tiene que existe V i
z0

vecindad de z0, tal que Tz ∩B(xi, ϵ) ̸= ∅, para todo

z ∈ V i
z0

y todo i ∈ {1, . . . , r}. Sea Vz0 = V 1
z0
∩ · · · ∩ V r

z0
. Luego, para todo z ∈ Vz0

y todo i ∈ {1, . . . , r} se tiene Tz ∩ B(xi, ϵ) ̸= ∅. Demostremos que Tz0 ⊆ (Tz)2ϵ,

para todo z ∈ Vz0 . Sean y ∈ Tz0 y z ∈ Vz0 . Por (*), existe i0 ∈ {1, . . . , n} tal que

d(y, xi0) < ϵ. Sea y0 ∈ Tz ∩B(xi0 , ϵ). Luego,

d(y, Tz) ≤ d(y, y0) ≤ d(y, xi0) + d(xi0 , y0) < 2ϵ.
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Esto prueba que Tz0 ⊆ (Tz)2ϵ, para todo z ∈ Vz0 . Por otra parte, Tz0 ⊆ (Tz0)
ϵ

y, por la semicontinuidad superior de T en z0, existe Wz0 , vecindad de z0, tal que

Tz ⊆ (Tz0)
ϵ, para todo z ∈ Wz0 . En consecuencia, H(Tz, Tz0) < 2ϵ, para todo

z ∈ Vz0 ∩Wz0 , lo cual demuestra la continuidad de T con respecto a la métrica de

Hausdorff.

Rećıprocamente, supongamos que T es continua respecto a la métrica de Haus-

dorff. Veamos que T es semicontinua superior e inferior. Sean z0 ∈ Z y G un abierto

en X tal que Tz0 ⊆ G. Como Tz0 es cerrado, observamos que

Tz0 =
⋂︂
δ>0

(Tz0)
δ,

lo que implica ⋂︂
δ>0

(︂
(Tz0)δ/2 ∩Gc

)︂
= ∅.

Por la propiedad de la intersección finita, existe δ > 0 tal que (Tz0)
δ/2 ∩Gc = ∅, de

modo que (Tz0)
δ/2 ⊆ G. Por la continuidad métrica de T en z0, existe Vz0 vecindad

de z0 tal que Tz ⊆ (Tz0)
δ/2 ⊆ G, para todo z ∈ Vz0 . Por tanto, T es semicontinua

superior.

Sean z0 ∈ Z y G un abierto en X tal que Tz0 ∩G ̸= ∅, y sea x0 ∈ Tz0 ∩G. Sean

ϵ > 0 y Wz0 vecindad de z0 tales que B(x0, ϵ) ⊆ G y H(Tz0, T z) < ϵ, para cada

z ∈ Wz0 . Aśı, x0 ∈ Tz0, y Tz0 ⊆ (Tz)ϵ, de modo que Tz ∩ B(x0, ϵ) ̸= ∅. Por tanto,
Tz ∩G ̸= ∅, para cada z ∈ Wz0 , lo que prueba que T es semicontinua inferior. Esto

concluye la demostración.
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Espacios Uniformes

2.1. Definiciones y Topoloǵıa Uniforme

Los espacios uniformes tienen su origen en el Siglo XX, y se desarrollan con la

motivación de generalizar propiedades de funciones definidas sobre un espacio métri-

co, tales como completitud, continuidad uniforme y convergencia uniforme. Tras el

profundo estudio que realiza Bourbaki en [10], donde se ahonda en las propiedades

topológicas, la completación de espacios uniformes, y su caracterización en términos

de una familia de seudo métricas. Este último resultado será el pilar fundamental

para desarrollar la teoŕıa de punto fijo en espacios uniformes. De igual forma, Kelley

en [32] recopila los resultados que abordaremos a continuación.

A continuación daremos notaciones a ciertas relaciones sobre un conjunto, e

introduciremos el concepto de uniformidad.

En un conjunto no vaćıo X con relaciones R y S, se denotará su composición

como la relación

S ◦R = {(x, z) ∈ X ×X | (∃y ∈ X)( (x, y) ∈ R ∧ (y, z) ∈ S)},

la relación inversa de R se denotará

R−1 = {(y, x) ∈ X ×X | (x, y) ∈ R},
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y la relación identidad será

∆ = {(x, y) ∈ X ×X |x = y}.

Definición 2.1.1. Sean X un conjunto no vaćıo y B,F dos colecciones de subcon-

juntos de X. Diremos que F es un filtro en X, si y solo si:

(I) ∅ /∈ F ,

(II) si A,B ∈ F , entonces A ∩B ∈ F , y

(III) si A ∈ F y A ⊆ B, entonces B ∈ F .

Y diremos que B es una base de filtro en X si:

(I) ∅ /∈ B, y

(II) si A,B ∈ B, existe C ∈ B tal que C ⊆ A ∩B.

Definición 2.1.2. Se dice que una familia U de subconjuntos de X × X posee

estructura uniforme, o que U es una uniformidad, si cumple lo siguiente:

U es un filtro en X ×X,

para todo U ∈ U , ∆ ⊆ U ,

para todo U ∈ U , U−1 ∈ U , y

para todo U ∈ U , existe V ∈ U tal que V ◦ V ⊆ U .

Llamaremos entourages a los elementos de U , y el par (X,U) denotará un espacio

uniforme.

Definición 2.1.3. Un subconjunto no vaćıo B ⊆ U es una base de la uniformidad

U , si y solo si, para todo U ∈ U , existe V ∈ B tal que V ⊆ U .

A continuación presentamos una importante caracterización de las bases de es-

tructuras uniformes.

Proposición 2.1.1. Un subconjunto B ⊆ P(X ×X) es base de alguna uniformidad

en X, si y solo si, se cumple lo siguiente:
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(I) B es una base de filtro en X,

(II) para todo V ∈ B, ∆ ⊆ V ,

(III) para todo V ∈ B, existe W ∈ B tal que W ⊆ V −1, y

(IV) para todo V ∈ B, existe W ∈ B tal que W ◦W ⊆ V .

Demostración. Supongamos que B es base de una uniformidad U . Como U es un

filtro en X × X, entonces ∅ /∈ U , lo que implica ∅ /∈ B. Sean A y B en B, luego
A∩B ∈ U , por lo que existe V ∈ B tal que V ⊆ A∩B. Aśı, B es una base de filtro

en X × X, por lo que cumple la condición (I). Sea V ∈ B. Luego, como V ∈ U ,
entonces ∆ ⊆ V , lo que demuestra (II). Además, V −1 ∈ U , por lo que existe W ∈ B
tal que W ⊆ V −1, es decir, cumple la condición (III). Por último, existe U ∈ U tal

que U ◦U ⊆ V , y también existe B ∈ B tal que B ⊆ U . Luego, B ◦B ⊆ U ◦U ⊆ V ,

lo que prueba la condición (IV).

Rećıprocamente, supongamos que B ⊆ P(X × X) satisface las condiciones (I)-

(IV). Sea U el filtro generado por B, a saber:

U = {U ∈ P(X ×X) | (∃V ∈ B)(V ⊆ U)}.

Por la condición (II), todo elemento de U contiene la relación identidad. Sean U ∈ U
y V ∈ B tales que V ⊆ U . Luego, V −1 ⊆ U−1 y, por (III), existe W ∈ B tal que

W ⊆ V −1 ⊆ U−1. Como W ∈ U y U es un filtro, se tiene que U−1 ∈ U , por lo que U
satisface su tercera condición. Finalmente, la condición (IV) implica que para cada

U ∈ U , existe V ∈ U tal que V ◦ V ⊆ U , lo que concluye la demostración.

Ejemplos:

Todo espacio métrico es un espacio uniforme. En efecto, dado (X, d) un espacio

métrico, definimos, para cada ϵ > 0, el conjunto

Uϵ = {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < ϵ}.

Luego, la colección B = {Uϵ | ϵ > 0} es una base para alguna uniformidad

sobre X.
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Sea R una relación de equivalencia sobre X. Luego, el conjunto B = {R} es

una base para alguna uniformidad sobre X, debido a que B es una base de

filtro en X ×X, ∆ ⊆ R, y además, R−1 = R = R ◦ R. En particular, {∆} es

una base, y la uniformidad generada se conoce como uniformidad discreta.

Nuestro objetivo es asegurar la existencia de bases de una uniformidad U con buenas

propiedades. En el siguiente teorema, probaremos la existencia de una base con

entourages simétricos, es decir, entourages R tales que R−1 = R.

Teorema 2.1.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, existe una base B de

U consistente de entourages simétricos.

Demostración. Definimos la colección

B = {U ∈ U |U es simétrico}.

De forma rápida se verifica que B satisface las condiciones (I)-(III) de la Proposición

2.1.1. Demostremos la condición (IV). Sea U ∈ U . Luego, existe V ∈ U tal que

V ◦ V ⊆ U . Sea W = V ∩ V −1. Aśı, W ∈ B y W ◦W ⊆ V ◦ V ⊆ U . Esto demuesta

que B es una base para alguna uniformidad y concluye la demostración.

Probaremos a continuación que sobre un espacio uniforme (X,U) es posible de-

finir una topoloǵıa. Antes de ello, para cada a ∈ X, A ⊆ X y V ∈ U , definimos los

siguientes dos conjuntos de interés:

V [a] = {x ∈ X | (a, x) ∈ V } y V [A] =
⋃︂
x∈A

V [x].

Teorema 2.1.2. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, la colección

τ = {A ∈ P(X) | (∀a ∈ A)(∃U ∈ U)(U [a] ⊆ A)},

es una topoloǵıa sobre X.

Demostración. Es fácil ver que τ ̸= ∅, pues para todo U ∈ U y a ∈ X, se tiene

U [a] ∈ τ . También es directo que ∅ y X pertenecen a τ .
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Sean {Aλ}λ∈Λ una familia en τ y a ∈
⋃︁

λ∈λ Aλ. Luego, existe λ ∈ Λ tal que

a ∈ Aλ. Por consiguiente, existe U ∈ U tal que U [a] ⊆ Aλ ⊆
⋃︁

λ∈λ Aλ, de modo que⋃︁
λ∈λAλ ∈ τ .

Sean A y B en τ tales que A ∩ B ̸= ∅ y a ∈ A ∩ B. Luego, existen U y V en U
tales que U [a] ⊆ A, y V [a] ⊆ B. Veamos que (U ∩ V )[a] ⊆ U [a] ∩ V [a]. En efecto,

sea y ∈ (U ∩ V )[a], esto implica que (a, y) ∈ U ∩ V , por lo que y ∈ U [a], e y ∈ V [a],

de modo que y ∈ U [a]∩ V [a]. Por tanto, (U ∩ V )[a] ⊆ A∩B y entonces A∩B ∈ τ .

Esto concluye la demostración.

En lo que sigue, todo espacio uniforme (X,U) se considerará espacio topológico

con la topoloǵıa definida en el Teorema 2.1.2. La llamaremos topoloǵıa uniforme.

Ahora caracterizaremos los conjuntos abiertos y cerrados para esta topoloǵıa, es

decir, caracterizaremos el interior y clausura de conjuntos respecto de esta topoloǵıa.

Proposición 2.1.2. Sean (X,U) un espacio uniforme y A ⊆ X, entonces

Å = {x ∈ X | (∃U ∈ U)(U [x] ⊆ A)}.

Demostración. Sea B = {x ∈ X | (∃U ∈ U)(U [x] ⊆ A)}. Para todo abierto G tal

que G ⊆ A, se tiene que G ⊆ B, pues si x ∈ G, existe U ∈ U para el cual U [x] ⊆ A,

de modo que x ∈ B. Aśı, Å ⊆ B.

Si y ∈ B, existe U ∈ U tal que U [y] ⊆ A, por lo que para todo x ∈ X tal que

(y, x) ∈ U , se tiene x ∈ A. En particular, como ∆ ⊆ U e (y, y) ∈ U , entonces y ∈ A.

Esto implica que B ⊆ A, aśı que solo resta probar que B es un abierto. En efecto,

sean x ∈ B y U ∈ U tales que U [x] ⊆ A. Veamos que existe V ∈ U tal que V [x] ⊆ B.

Sea V ∈ U tal que V ◦ V ⊆ U . Para todo y ∈ V [x], se tiene V [y] ⊆ U [x], pues si

z ∈ V [y], entonces (y, z) ∈ V y, como (x, y) ∈ V , tenemos que z ∈ (V ◦V )[x] ⊆ U [x].

Aśı, para cada y ∈ V [x], V [y] ⊆ A, de modo que y ∈ B. Luego, V [x] ⊆ B, lo que

implica que B es un abierto contenido en A, y entonces B ⊆ Å. Esto completa la

demostración.

Una consecuencia directa del resultado precedente es el siguiente: para cada

x ∈ X, {Int(U [x]) |U ∈ U} es una familia de vecindades de x.

Proposición 2.1.3. Sean (X,U) un espacio uniforme, A ⊆ X y B una base de U .
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Entonces,

A =
⋂︂
V ∈B

V [A].

Demostración. Sean x ∈ A, V ∈ B y W un entourage simétrico tal que W ⊆ V .

Luego, W [x] ∩ A ̸= ∅. Sea y ∈ W [x] ∩ A. Esto implica que x ∈ W [y] ⊆ W [A],

pues y ∈ A. Además, como W [A] ⊆ V [A], entonces x ∈ V [A]. De este modo,

x ∈
⋂︁

V ∈B V [A].

Para demostrar que
⋂︁

V ∈B V [A] ⊆ A, probaremos que A
c ⊆

⋃︁
V ∈B V [A]c. En

efecto, sea x ∈ A
c
. Como A

c
es una vecindad de x, existe V ∈ B tal que V [x] ⊆ A

c
,

es decir, V [x] ∩ A = ∅. Sea W un entourage simétrico tal que W ⊆ V , luego

W [x] ∩ A = ∅. Esto implica que x /∈ W [A], pues si x ∈ W [A], entonces (a, x) ∈ W ,

para algún a ∈ A. Por consiguiente, (x, a) ∈ W , de modo que a ∈ W [x], por lo

que W [x] ∩ A ̸= ∅, lo que es una contradicción. Por lo tanto, x ∈ W [A]c y, por

consiguiente, x ∈
⋃︁

V ∈B V [A]c. Esto concluye la demostración.

Una consecuencia, a partir de la proposición anterior, es la siguiente: si x ∈ X y

U ∈ U , entonces existe V ∈ U tal que V [x] ⊆ U [x]. Más aún, si W es un entourage

tal que W ◦ W ⊆ U , entonces existe V ∈ U tal que W [x] ⊆ V [V [x]] ⊆ U [x]. Este

hecho lo utilizaremos en el siguiente resultado, donde demostraremos equivalencias

entre axiomas de separación, para el caso de espacios uniformes.

Teorema 2.1.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones:

(I) X es T1 (o satisface el primer axioma de separación),

(II) X es un espacio de Hausdorff,

(III) X es un espacio regular, y

(IV) ∆ =
⋂︁

V ∈U V .

Demostración. Supongamos que X es T1. Sean x e y en X tales que x ̸= y. Esto

implica que y /∈ {x}, y entonces {x}
c
es una vecindad de y. Como {x} es cerrado,

existe U ∈ U tal que U [y] ∩ {x} = ∅. Sea V ∈ U tal que V [x] ⊆ U [y]. Luego,

y ∈ V [x]
c
y x ∈ Int(V [x]). Esto prueba que X es un espacio de Hausdorff.
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Supongamos que X es Hausdorff. Sean x ∈ X, Vx una vecindad de X y U un

entourage tal que U [x] ⊆ Vx. Sea V ∈ U tal que V ⊆ U y V [x] ⊆ U [x]. Luego,

x ∈ V [x] y V [x] ⊆ Vx. Por consiguiente, X es regular.

Ahora, asumamos que X es regular. Rápidamente se tiene que ∆ ⊆
⋂︁

V ∈U V .

Razonando como en la proposición anterior, probaremos que ∆c ⊆
⋃︁

V ∈U V c. Sea

(x, y) ∈ ∆c, luego y /∈ {x}. Existen Vx y Vy vecindades de x e y respectivamente,

tales que Vx ∩ Vy = ∅, lo que implica que V [x] ∩ V [y] = ∅. Sean U y W en U tales

que U [x] ⊆ Vx, y W [y] ⊆ Vy. Luego, U [x] ∩W [y] = ∅, de modo que y /∈ U [x], y por

ende, (x, y) /∈ U . Aśı, (x, y) /∈
⋂︁

V ∈U V .

Finalmente, supongamos que la condición (IV) es válida. Sean x e y en X tales

que y /∈ {x}, es decir, x ̸= y. Luego, (x, y) /∈ ∆. Por consiguiente, existe U ∈ U
simétrico, tal que (x, y) /∈ U . Esto implica que x /∈ U [y], de modo que U [y]∩{x} = ∅.
Aśı, {x}c es abierto en X. Por lo tanto, X es T1. Esto concluye la demostración.

Con la topoloǵıa uniforme ya caracterizada, podemos encontrar en las uniformi-

dades una base con mejores caracteŕısticas: entourages simétricos y cerrados. Antes

de ello, caracterizaremos las clausuras de los entourages de una uniformidad.

Teorema 2.1.4. Sean (X,U) un espacio uniforme, U un entourage, y B una base

de U . Entonces
U =

⋂︂
V ∈B

(V ◦ U ◦ V ).

Demostración. Sea (x, y) ∈ U
c
, luego existe V(x,y) vecindad de (x, y) tal que V(x,y) ⊆

U = ∅, es decir, V(x,y) ∩ U = ∅. Sean Vx y Vy vecindades de x e y respectivamente,

tales que Vx × Vy ⊆ V(x,y). Esto implica que existen entourages U y V tales que

U [x] ⊆ Vx y V [y] ⊆ Vy. Sea W ∈ U simétrico tal que W [x] ⊆ Vx y W [y] ⊆ Vy.

Luego, tenemos que (W [x]×W [y]) ∩ U = ∅. Esto nos dice que (x, y) /∈ W ◦ U ◦W .

En efecto, si suponemos que (x, y) ∈ W ◦ U ◦W , entonces existe (p, q) ∈ U tal que

(x, p) ∈ W y (q, y) ∈ W . Aquello implica que p ∈ W [x] y q ∈ W [y], de modo que

(p, q) ∈ (W [x] × W [y]) ∩ U , lo que es una contradicción. Aśı, hemos probado que⋂︁
V ∈B(V ◦ U ◦ V ) ⊆ U .

Sean (a, b) ∈ U y V ∈ B. Veamos que (a, b) ∈ V ◦ U ◦ V . Sea W un entourage

simétrico tal que W ⊆ V . Esto implica que (W [a] × W [b]) ∩ U ̸= ∅, sea (a, b) ∈
(W [x] × W [y]) ∩ U . Luego, tenemos que (a, x) ∈ W , (y, b) ∈ W , y (x, y) ∈ U ,
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es decir, (a, b) ∈ W ◦ U ◦ W . Por consiguiente, (a, b) ∈ V ◦ U ◦ V , por lo que

(a, b) ∈
⋂︁

V ∈B(V ◦ U ◦ V ). Esto completa la demostración.

Teorema 2.1.5. Todo espacio uniforme admite una base de entourages simétricos

y cerrados.

Demostración. Sean (X,U) espacio uniforme y B una base para U consistente de

entourages simétricos. Definimos

B = {V |V ∈ B}.

Por el teorema precedente, tenemos que V =
⋂︁

W∈B(W ◦V ◦W ), y como W ◦V ◦W
es simétrico, para cada V y W en B, entonces V también lo es. Finalmente, para

cada U ∈ B, existe V ∈ B tal que V ◦ V ◦ V ⊆ U , por lo que V ⊆ V ◦ V ◦ V ⊆ U .

Esto prueba que B es una base, lo que concluye la demostración.

2.2. Continuidad Uniforme

En esta sección, (X,U), (Y,V) y (Z,W) denotarán espacios uniformes.

A continuación estableceremos un tipo de función entre espacios uniformes, que

nos permitirá relacionarlo con la continuidad bajo la topoloǵıa uniforme, y genera-

lizará la continuidad uniforme de funciones entre espacios métricos.

Definición 2.2.1. Sean (X,U) e (Y,V) espacios uniformes. Diremos que una función

f : X → Y es uniformemente continua (o también U-uniformemente continua), si

y solo si, para cada V ∈ V , existe U ∈ U , tal que para todo (x, y) ∈ U , se tiene

(f × f)(x, y) ∈ V , donde f × f : X ×X → Y × Y denota, aqúı y en lo que sigue, la

función definida por (f × f)(x, y) = (f(x), f(y)) ∈ V .

Teorema 2.2.1. Sean (X,U) e (Y,V) espacios uniformes, f : X → Y una función,

y B una base de V. Entonces, las tres condiciones siguientes son equivalentes:

(I) f : X → Y es uniformemente continua,

(II) para todo U ∈ B, la imagen inversa (f × f)−1(U) es un entourage en X, y

(III) para todo V ∈ V, la imagen inversa (f × f)−1(V ) es un entourage en X.
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Caṕıtulo 2

Demostración. Supongamos primero que f es uniformemente continua, y sea U ∈ B.
Luego, existe W ∈ U tal que W ⊆ (f × f)−1(U). Como U es un filtro y W es un

entourage, entonces (f × f)−1(U) también lo es.

Asumamos válida la condición (II). Sea V ∈ V . Luego, existe B ∈ B tal que

B ⊆ V y entonces (f × f)−1(B) ⊆ (f × f)−1(V ). Por el mismo razonamiento

anterior, tenemos que (f × f)−1(V ) ∈ U .
Finalmente, supongamos que la imagen inversa de todo entourage en Y , bajo

f × f , es un entourage en X. Sea V ∈ V , luego (f × f)−1(V ) ∈ U , por lo que existe

U ∈ U , a saber U = (f ×f)−1(V ), tal que U ⊆ (f ×f)−1(V ). Es decir, si (x, y) ∈ U ,

entonces (f(x), f(y)) ∈ V . Esto prueba lo deseado.

Ejemplos:

La función identidad I : (X,U) → (X,U) es uniformemente continua.

Toda función constante entre espacios uniformes es uniformemente continua.

Toda función definida sobre el espacio uniforme discreto es uniformemente

continua.

Toda función entre espacios métricos que es uniformemente continua en el

sentido métrico, es uniformemente continua según Definición 2.2.1. Más aún,

dichos conceptos son equivalentes en un espacio métrico.

El teorema anterior nos permite relacionar la continuidad con la continuidad uni-

forme.

Proposición 2.2.1. Sea f : (X,U) → (Y,V) función uniformemente continua.

Entonces f es continua respecto a las topoloǵıas uniformes.

Demostración. Supongamos que f : X → Y es uniformemente continua. Sean a ∈
X, y V ∈ V . Veamos que a ∈ Int(f−1(V [f(a)])). Observemos que

f−1 (V [f(a)]) = {x ∈ X | f(x) ∈ V [f(a)]}

= {x ∈ X | (f(a), f(x)) ∈ V }.
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Sea U ∈ U tal que (u, v) ∈ U implica (f(u), f(v)) ∈ V . Luego, U [a] ⊆ (f ×
f)−1(V [f(a)]), de modo que Int(U [a]) ⊆ (f × f)−1(V [f(a)]). Esto prueba que f es

continua en a, lo que concluye la demostración.

Una propiedad de las funciones uniformemente continuas, análoga al caso de

funciones continuas, es aquella relativa a la composición de estas funciones. La de-

tallamos a continuación.

Proposición 2.2.2. La composición de funciones uniformemente continuas es uni-

formemente continua.

Demostración. Sean f : (X,U) → (Y,V) y g : (Y,V) → (Z,W) funciones unifor-

memente continuas. Sea W ∈ W . Para probar que ((g ◦ f)× (g ◦ f))−1 (W ) ∈ U ,
usaremos el hecho que

(g ◦ f)× (g ◦ f) = (g × g) ◦ (f × f),

y que (g◦f)−1(A) = f−1(g−1(A)), para todo A ⊆ Z, cuya demostración es inmediata.

Aśı, tenemos que

((g ◦ f)× (g ◦ f))−1 (W ) = ((g × g) ◦ (f × f))−1 (W )

= (f × f)−1 ((g × g)−1(W )) .

Luego, (g × g)−1(W ) ∈ V , por lo que (f × f)−1 ((g × g)−1(W )) ∈ U . Esto concluye

la demostración.

Definición 2.2.2. Sea f : X → Y . Diremos que f es un homeomorfismo uniforme, si

y solo si, f es biyectiva, y tanto f como f−1 son funciones uniformemente continuas.

Una similitud de los homeomorfismos con los homeomorfismos uniformes se de-

talla en la siguiente proposición.

Proposición 2.2.3. Sean (X,U) e (Y,V) espacios uniformes f : X → Y una fun-

ción biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo uniforme, si y solo si, se verifica

V = {(f × f)(U) |U ∈ U}.
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Demostración. Supongamos que f es un homeomorfismo uniforme. Sea U ∈ U .
Como f−1 es uniformemente continua, existe V ∈ V tal que V ⊆ (f × f)(U), esto

implica que (f × f)(U) ∈ V , con lo cual se tiene que {(f × f)(U) |U ∈ U} ⊆ V .
Sean V ∈ V y U = (f × f)−1(V ). Por la continuidad uniforme de f , tenemos

que U ∈ U y además, (f × f)(U) = V . Esto prueba la otra inclusión y entonces

V = {(f × f)(U) |U ∈ U}.
Rećıprocamente, supongamos que V = {(f × f)(U) |U ∈ U}. Sean U ∈ U y V =

(f × f)(U). Luego, como f × f es biyectiva, tenemos que (f × f)−1(V ) = U ∈ U . Es
decir, f es uniformemente continua. Análogamente, como (f−1×f−1)−1(U) = V ∈ V ,
se tiene que f−1 es uniformemente continua. Esto concluye la demostración.

Definición 2.2.3. Sean U1 y U2 dos uniformidades sobre X. Diremos que U1 es más

fina que U2, si la función identidad I : (X,U1) → (X,U2) es uniformemente continua.

Además, diremos que la uniformidad U1 es más gruesa que U2, si la función identidad

I : (X,U2) → (X,U1) es uniformemente continua.

Observemos que si U1 es más fina que U2, entonces U2 ⊆ U1. Esto es inmediato

de la definición anterior.

Como veremos en la siguiente proposición, una estructura uniforme más fina

hereda una topoloǵıa uniforme más fina.

Proposición 2.2.4. Sean U1 y U2 dos uniformidades sobre X. Si U1 es más fina

que U2, entonces la topoloǵıa uniforme de U1 es más fina que la topoloǵıa uniforme

de U2.

Demostración. Sean τ1 y τ2 las topoloǵıas uniformes de U1 y U2, respectivamente.

Sean A ∈ τ2, y x ∈ A. Luego, existe U ∈ U2 tal que U [x] ⊆ A, y como U ∈ U1,

entonces A ∈ τ1. Esto completa la demostración.

De forma similar a los espacios topológicos y otras estructuras, sobre un producto

cartesiano de espacios uniformes será posible construir una uniformidad producto.

Lo abordaremos con detalle en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sean X un conjunto, {(Yλ,Vλ)}λ∈Λ una familia de espacios uni-

formes, para cada λ ∈ Λ, fλ : X → Yλ una función, gλ = fλ × fλ, y B la familia de
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Caṕıtulo 2

todas las intersecciones finitas

g−1
λ1
(V1) ∩ · · · ∩ g−1

λr
(Vr),

donde Vi ∈ Vλi
para cada i ∈ {1, . . . , r}. Entonces, B es una base para una unifor-

midad, UΛ, sobre X. Además, se verifican las dos condiciones siguientes:

(I) UΛ es la uniformidad más gruesa sobre X, para la cual fλ es uniformemente

continua, para todo λ ∈ Λ, y

(II) para cada espacio uniforme (Z,W) y cada función h : Z → X, se tiene que

h es uniformemente continua, si y solo si, h ◦ fλ es uniformemente continua,

para cada λ ∈ Λ.

Demostración. Se verifica fácilmente que B es una base para una uniformidad, UΛ,

sobre X. Además, la condición (I) se obtiene de Teorema 2.2.1.

Si h es uniformemente continua, entonces por Proposición 2.2.2, h ◦ fλ es uni-

formemente continua, para todo λ ∈ Λ. Rećıprocamente, supongamos que h ◦ fλ es

uniformemente continua, para todo λ ∈ Λ. Sean λ ∈ Λ, y U = g−1
λ (V ) un elemento

de B. Tenemos que

(h× h)−1(g−1
λ (V )) = (h× h)−1((fλ × fλ)

−1(V ))

= ((fλ × fλ) ◦ (h× h))−1 (V )

= ((fλ ◦ h)× (fλ ◦ h))−1 (V )

pertenece a UΛ, por lo que h es uniformemente continua. Esto completa la demos-

tración.

Definición 2.2.4. La estructura uniforme definida en el teorema anterior la llama-

remos uniformidad generada por la familia de funciones {fλ}λ∈Λ.

Corolario 2.2.1. Sean (X,U) un espacio uniforme, {(Yλ,Vλ)}λ∈Λ una familia de

espacios uniformes, y fλ : X → Yλ una función, para cada λ ∈ Λ. Si fλ es unifor-

memente continua, para todo λ ∈ Λ, entonces UΛ ⊆ U .
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Definición 2.2.5. Sea {(Xλ,Uλ)}λ∈Λ una familia de espacios uniformes. Definimos

el espacio producto uniforme como el producto cartesiano
∏︁

λ∈ΛXλ, dotado de la

estructura uniforme generada por la familia de funciones {πλ}λ∈Λ, donde

πλ :
∏︂
γ∈Λ

Xγ → Xλ,

es la proyección usual, para cada λ ∈ Λ.

Observación. Por el teorema precedente, obtenemos que f : Y →
∏︁

λ∈ΛXλ es

uniformemente continua, si y solo si, para cada λ ∈ Λ, πλ ◦ f es uniformemente

continua.

Proposición 2.2.5. Sea d una seudométrica sobre un espacio uniforme (X,U).
Entonces d es uniformemente continua, si y solo si, para cada r > 0, el conjunto

Ur = {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < r}

es un entourage.

Demostración. Supongamos que d es uniformemente continua. Consideremos en R
la estructura uniforme UR = {Ur}r>0, con la base métrica Ur = {(x, y) ∈ R×R | |x−
y| < r}. Notemos que

(d× d)−1(Ur) = {((x, y), (u, v)) ∈ (X ×X)× (X ×X) | |d(x, y)− d(u, v)| < r}.

Como d es uniformemente continua, existe U ∈ U tal que (πX × πX)
−1(U) ⊆ (d ×

d)−1(Ur). Es decir, para todos (x, y) ∈ U e (y, v) ∈ U , se tiene |d(x, y)−d(u, v)| < r.

En particular, para u = v = y. Aśı, d(x, y) < r. Esto prueba que U ⊆ Ur, de modo

que Ur es un entourage.

Rećıprocamente, supongamos que Ur es un entourage, para cada r > 0. Sean

(x, y) y (u, v) en Ur. Luego, d(x, y) ≤ d(x, u) + d(u, v) + d(v, y), de modo que

|d(x, y) − d(u, v)| < 2r. Como Ur/2 ∈ U , entonces Ur/2 ⊆ (d × d)−1(Ur), por lo que

d es uniformemente continua. Concluye aśı la demostración.
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2.3. Completitud y Compacticidad

Abordaremos en esta sección las propiedades topológicas principales que carac-

terizan la compacticidad de una topoloǵıa uniforme. Para eso, al igual que en espa-

cios métricos, necesitamos introducir conceptos de convergencia, precompacticidad

y completitud. Observaremos la similitud existente entre estos conceptos y los co-

rrespondientes en el caso métrico.

Definición 2.3.1. Sean X un espacio topológico y B una base de filtro en X.

Diremos que B converge a x0 ∈ X, si y solo si, para toda V vecindad de x0, existe

B ∈ B tal que B ⊆ V .

Definición 2.3.2. Sean (X,U) un espacio uniforme y B una base de filtro en X.

Diremos que B es una base de filtro de Cauchy (o fundamental), si y solo si, para

cada U ∈ U , existe A ∈ B tal que A× A ⊆ U .

Proposición 2.3.1. Si B es una base de filtro en (X,U) convergente hacia x ∈ X,

entonces B es una base de filtro de Cauchy.

Demostración. Sean U y V en U tales que V ◦ V −1 ⊆ U . Como B converge hacia

x, existe A ∈ B tal que A ⊆ U [x]. Veamos que A × A ⊆ U . Sea (u, v) ∈ A × A,

entonces (x, u) ∈ V y (v, x) ∈ V −1. Aśı, (u, v) ∈ V ◦ V −1 ⊆ U , por lo que B es de

Cauchy.

Notemos que si B y C son bases de filtro en X, B está subordinada a C y esta es

de Cauchy, entonces B también es de Cauchy.

Definición 2.3.3. Diremos que un espacio uniforme (X,U) es completo, si y solo

si, toda base de filtro de Cauchy, en X, es convergente.

Proposición 2.3.2. Sea (X,U) un espacio uniforme completo y F ⊆ X cerrado.

Entonces, (F,UF ) es completo.

Demostración. Sea B una base de filtro de Cauchy en F . Luego, como B es de Cauchy

en X, existe x ∈ X tal que B converge hacia x. Como F es cerrado, entonces x ∈ F .

Esto concluye la demostración.

Proposición 2.3.3. Sea (X,U) un espacio uniforme Hausdorff con la topoloǵıa

uniforme. Si F ⊆ X es tal que (F,UF ) es completo, entonces F es cerrado en X.
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Demostración. Sea B base de filtro en F que converge hacia x ∈ C. Luego, B es

de Cauchy en F , de modo que B converge hacia y, para algún y ∈ F . Como X es

Hausdorff, se tiene que x = y, de modo que x ∈ F . Por lo tanto, F es cerrado.

Definición 2.3.4. Sea (X,U) un espacio uniforme. Diremos que X es precompacto

(o totalmente acotado), si y solo si, para cada U ∈ U , existen x1, . . . , xn en X tales

que

X = U [x1] ∪ · · · ∪ U [xn],

o dicho de otro modo, X = U [{x1, . . . , xn}]. Este último conjunto también lo escri-

biremos como U [x1, . . . , xn].

A continuación, caracterizamos la precompacidad mediante ultrafiltros.

Proposición 2.3.4. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, X es precompacto,

si y solo si, todo ultrafiltro en X es de Cauchy.

Demostración. Supongamos que X es precompacto. Sean W un ultrafiltro en X y

U un entourage. Luego, existe V ∈ U tal que V ◦ V −1 ⊆ U . Por hipótesis, existen

x1, . . . , xn en X tales que

X = V [x1, . . . , xn].

como W es un ultrafiltro, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que V [xi] ∈ W . Veamos que

V [xi]× V [xi] ⊆ U . En efecto, V [xi]× V [xi] ⊆ V ◦ V −1 ⊆ U . Aśı, W es de Cauchy.

Para la segunda parte de la demostración, suponemos que X no es totalmente

acotado. Luego, existe U ∈ U tal que, para todo subconjunto finito F = {x1, . . . , xn}
de X, se verifica que X ⊈ U [F ]. Podemos aśı, de manera inductiva, construir una

sucesión (xn : n ∈ N) en X, tal que xn+1 /∈ U [x1, . . . , xn]. Sean Bn = {xk ∈ X | k ≥
n} y B = {Bn}n∈N. Como B es totalmente ordenado respecto a la inclusión, tenemos

que B es una base de filtro en X. Sea F el filtro con base B, es decir,

F = {F ∈ 2X \ {∅} | (∃B ∈ B)(B ⊆ F )}.

Claramente, para todo B ∈ F , B ∩ B1 ̸= ∅. Luego, existe xm ∈ B ∩ B1, tal que

xm /∈ Bm+1, y Bm+1 ∩ B ̸= ∅. Aśı, existe p ≥ 1 tal que xm+p ∈ Bm+1 ∩ B. Luego,

(xm, xm+p) ∈ B × B, lo cual es una contradicción, puesto que (xm, xm+p) /∈ U . Por
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consiguiente, W no es un filtro de Cauchy, de modo que existe un ultrafiltro que no

es de Cauchy. Esto concluye la demostración.

Corolario 2.3.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, X es totalmente aco-

tado, si y solo si, para cada base de filtro B en X, existe una base de filtro de Cauchy,

C, en X, tal que C está subordinada a B.

Demostración. Supongamos que X es totalmente acotado. Sean B base de filtro y

F un ultrafiltro en X, tales que B ⊆ F . Como F es de Cauchy, entonces F está

subordinada a B.
Rećıprocamente, sea F un ultrafiltro. Como F es una base de filtro, entonces

existe una base de filtro de Cauchy, C, tal que C está subordinada a F . Al ser F
maximal, F está subordinada a C, y por tanto F es de Cauchy. Esto concluye la

demostración.

Teorema 2.3.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, X es compacto, si y

solo si, X es precompacto y completo.

Demostración. Supongamos que X es compacto. Como {Int(U [x])}x∈X es un cubri-

miento abierto de X, existen x1, . . . , xr en X que cubren X. De este modo, tenemos

que

X = Int(U [x1]) ∪ · · · ∪ Int(U [xr]) ⊆ U [x1, . . . , xn].

Aśı, X es precompacto. Para demostrar la completitud, sea B una base de filtro de

Cauchy. Como X es compacto, entonces B posee al menos un punto de acumulación,

x ∈ X, es decir, x ∈
⋂︁

B∈B B. Veamos que B converge hacia x. Sea V una vecindad

de x, luego, existe U ∈ U tal que U [x] ⊆ V , con U cerrado en X ×X. Como B es

de Cauchy, existe B ∈ B tal que B ×B ⊆ U y, como x es punto de acumulación de

B, entonces x ∈ B. Por consiguiente:

B ×B ⊆ B ×B ⊆ U = U,

de modo que {x} × B ⊆ U y entonces B ⊆ U [x] ⊆ V . Esto implica que B converge

hacia x.

Rećıprocamente, supongamos que X es precompacto y completo. Sea F un ul-

trafiltro en X. Como X es precompacto, por Proposición 2.3.4, F es de Cauchy, por
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lo que converge en X, pues X es completo. Por lo tanto, X es compacto, con lo que

se completa la demostración.

2.4. Metrización

La principal caracterización que tienen los espacios uniformes tiene relación con

seudo métricas. Esta caracterización nos permitirá estudiar contracciones de co-

rrespondencias en espacios uniformes en el siguiente caṕıtulo. Además, podremos

determinar condiciones en las cuales un espacio topológico es uniformizable.

La demostración del siguiente lema de seudo metrización será abordada en el

apéndice

Lema 2.4.1. Sea X un conjunto no vaćıo, y (Un : n ∈ N) una sucesión de subcon-

juntos de X ×X tales que U0 = X ×X, y para cada n ∈ N, se cumple que ∆ ⊆ Un,

y Un+1 ◦ Un+1 ◦ Un+1 ⊆ Un. Entonces, existe una función d : X × X → [0,∞) tal

que:

(I) Para todo x, y y z en X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), y

(II) para cada n ∈ N, Un ⊆ {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < 1/2n} ⊆ Un+1.

Además, si Un es simétrico, para todo n ∈ N, entonces d es una seudo métrica.

Demostración. Ver apéndice.

Corolario 2.4.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Si U posee una base a lo más

numerable, entonces, X es seudo metrizable. Si X es Hausdorff, entonces es metri-

zable.

Demostración. Sea B = {Vn : n ∈ N} una base a lo más numerable para U . Para
cada n ∈ N, podemos suponer que Vn es simétrico, por Teorema 2.1.1, y que además

verifiquen

Vn+1 ◦ Vn+1 ◦ Vn+1 ⊆ Vn,

para todo n ∈ N. Por Lema 2.4.1, existe una seudo métrica d en X, tal que

Vn ⊆
{︃
(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < 1

2n−1

}︃
,
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Caṕıtulo 2

para cada n ∈ N. Sea

Un =

{︃
(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < 1

2n

}︃
,

luego, Vn ⊆ Un ⊆ Vn+1. Por Proposición 2.2.4, B y {Un}n∈N generan la misma

topoloǵıa. Como B posee elementos simétricos, entonces d es una seudo métrica, con

lo que se obtiene que X es seudo metrizable.

SiX es Hausdorff, entonces ∆ =
⋂︁

n∈N Un. Luego, d(x, y) = 0 implica que (x, y) ∈
Un, para todo n ∈ N. Por consiguiente, (x, y) ∈ ∆. Por lo tanto, d es una métrica o,

de manera equivalente, X es metrizable. Esto completa la demostración.

Definición 2.4.1. Sea D una familia de seudo métricas sobre X. Diremos que D

es separadora, si y solo si, para cada x e y en X distintos, existe d ∈ D tal que

d(x, y) > 0. Además, diremos que D es saturada, si y solo si, para cada p y q en

D, existe r ∈ D tal que max{p(x, y), q(x, y)} ≤ r(x, y), para cada x e y en X.

Denotaremos por τD a esta topoloǵıa.

Una familia de seudométricas D provee a X de una topoloǵıa natural, τD, que

tiene como subbase la familia {Bd(a, ϵ) ; a ∈ X, ϵ > 0, d ∈ D}, donde Bd(a, ϵ) =

{x ∈ X : d(x, y) < ϵ}. Además, los elementos de la base son intersecciones finitas

de dichas bolas.

Proposición 2.4.1. Sea D una familia de seudométricas en X. Entonces, D es

separadora, si y solo si, la topoloǵıa τD es Hausdorff.

Demostración. Supongamos que D es separadora. Sean x e y en X tales que x ̸= y.

Luego, existe d ∈ D tal que d(x, y) > 0. Para ϵ = d(x, y)/2, se tiene Bd(x, ϵ) ∩
Bd(y, ϵ) = ∅. Aśı, τD es Hausdorff.

Recṕrocamente, si D no es separadora, entonces existen x e y en X diferentes

tales que d(x, y) = 0, para toda d ∈ D. Sean U y V vecindades de x e y, respectiva-

mente. Luego, existen ϵ > 0 y d1, . . . , dn ∈ D tal que

Bd1(x, ϵ) ∩ · · · ∩Bdn(x, ϵ) ⊆ U.

Como y ∈ Bd1(x, ϵ) ∩ · · · ∩ Bdn(x, ϵ), entonces y ∈ U , con lo cual se tiene que y ∈
U∩V ̸= ∅. En consecuencia, τD no es Hausdorff. Esto completa la demostración.
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Proposición 2.4.2. Sea D una familia saturada de seudo métricas sobre X. En-

tonces, la familia

{Bd(a, δ) | a ∈ X, δ > 0, d ∈ D}

es una base para τD.

Demostración. Sean x ∈ X y V vecindad de x. Luego, existen dr1 . . . , drn en D y

ϵ1, . . . , ϵn números reales positivos, tales que

n⋂︂
i=1

Bdri
(x, ϵi) ⊆ V.

Para dr1 y dr2 , existe p1 ∈ D tal que p1 ≥ máx{dr1 , dr2}. De manera recursiva,

podemos encontrar una seudo métrica p ∈ D, tal que p ≥ máx{dr1 , . . . , drn}. Sea
ϵ = mı́n{ϵi | 1 ≤ i ≤ n}. Luego,

Bp(x, ϵ) ⊆
n⋂︂

i=1

Bdri
(x, ϵi),

pues si y ∈ Bp(x, ϵ), entonces p(x, y) < ϵ. Por consiguiente, para cada i ∈ {1, . . . , n},
dri(x, y) ≤ p(x, y) < ϵ, y ϵ < ϵi, de modo que y ∈ Bdri

(x, ϵi), para cada i ∈
{1, . . . , n}. Aśı, tenemos que Bp(x, ϵ) ⊆ V . Esto concluye la demostración.

Los problemas de metrización (y seudo metrización) fueron estudiados por Ale-

xandroff y Urysohn en [1]. Dichos resultado tienen como consecuencia el siguiente

teorema, que será de gran utilidad para el estudio de correspondencias en espacios

uniformes. A. Weil, quien también fue precursor de dichos espacios, estudió en [40] la

existencia de un homeomorfismo uniforme entre un espacio uniforme y un subespacio

del producto cartesiano de espacios seudo métricos.

Teorema 2.4.1. Sea (X,U) un espacio uniforme y Hausdorff. Entonces, existe una

familia separadora de seudométricas, D, con elementos uniformemente continuos,

que generan la uniformidad U .

Demostración. Sean D la familia de todas las seudo métricas uniformemente conti-

nuas en X, y B = {Ud,ϵ}d∈D,ϵ>0, donde

Ud,ϵ = {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < ϵ}.
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Es inmediato, de Proposición 2.1.1, que B es base de alguna uniformidad UB en X.

Como d es U -uniformemente continua, por Proposición 2.2.5, Ud,ϵ ∈ U , para todo

d ∈ D y ϵ > 0. Esto implica que B ⊆ U , de modo que UB ⊆ U .
Rećıprocamente, sean U ∈ U , U0 = X × X, U0 = U1 y (Un;n ∈ N) la sucesión

definida inductivamente por Un+1 = Un ◦Un ◦Un, para n ≥ 1. Por Lema 2.4.1, existe

una seudo métrica d : X ×X → R que satisface

Un ⊆ {(x, y) ∈ X ×X : d(x, y) < 1/2n} ⊆ Un−1, para cada n ∈ N \ {0}.

Sean r > 0, Vr = {(x, y) ∈ X × X : d(x, y) < 1/2n} y n ∈ N tal que 1/2n < r.

Luego, Un ⊆ Vr, por consiguiente, Vr ∈ U , y en consecuencia, d ∈ D. Por otra parte,

como V1/4 ⊆ U1 = U , se tiene que U pertenece a la uniformidad generada por B.
Esto demuestra que U = UB, y por consiguiente U es generada por B. Como τD es

Hausdorff, se tiene que D es separadora, completándose la demostración.

Definición 2.4.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que X es uniformi-

zable, si y solo si, existe una uniformidad U en X cuya topoloǵıa uniforme coincide

con τ .

Definición 2.4.3. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es completamente

regular, si y solo si:

(I) X es Hausdorff, y

(II) para todo cerrado F en X y p ∈ X \ F , existe una función continua ϕ : X →
[0, 1] tal que ϕ(p) = 1 y ϕ(x) = 0 para todo x ∈ F .

Teorema 2.4.2. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Entonces, X es uniformi-

zable, si y solo si, X es completamente regular.

Demostración. Supongamos que X posee una uniformidad U . Por el teorema pre-

cedente, existe una familia de seudo métricas, D, que genera la uniformidad, y sus

elementos son uniformemente continuos. Sean a ∈ X y G una vecindad de a. Lue-

go, existen d1, . . . , dr ∈ D y ϵ > 0 tales que
⋂︁r

i=1 Bdi(a, ϵ) ⊆ G. En consecuencia,

{x ∈ X | máx1≤i≤r di(a, x) < ϵ} ⊆ G. Definimos la función ϕa : X → [0, 1] como

ϕa(x) = mı́n

{︃
1, máx

1≤i≤r
di(x, a)/ϵ

}︃
,
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la cual es continua en todo X. Además, ϕa(a) = 0 y ϕa(x) = 1, para cada x ∈ Gc.

Esto prueba que X es completamente regular.

Rećıprocamente, supongamos que X es completamente regular. Sea ρ : X →
[0, 1]C(X,[0,1]) dada por ρ(a) : C(X, [0, 1]) → [0, 1], con ρ(a)(f) = f(a). Como X es

completamente regular, entonces ρ es inyectiva. Por consiguiente, ρ(X) es homeo-

morfo a un subespacio de Y = [0, 1]C(X,[0,1]), el cual es uniformizabledebido a que

Y lo es, por ser producto de espacios uniformes. Aśı, ρ(X) es uniformizable, y en

consecuencia, X también lo es. Esto completa la demostración.

Teorema 2.4.3. Sean (X,U) espacio uniforme compacto, y d una seudo métrica.

Entonces, para cada vecindad V de ∆, se tiene V ∈ U , y si d es continua, entonces

es uniformemente continua.

Demostración. Sean V una vecindad de ∆ y B = {U ∈ U |U es cerrado en X}. Sea
(x, y) ∈

⋂︁
U∈U U . Como (x, x) ∈ ∆, existe G abierto en X ×X tal que (x, x) ∈ G,

con G ⊆ ∆. Sean W vecindad de x y U ∈ B tales que W ×W ⊆ G, y U [x] ⊆ W .

Luego, y ∈ U [x], de modo que (x, y) ∈ U [x] × U [x], y U [x] × U [x] ⊆ W ×W ⊆ V .

Aśı, hemos probado que
⋂︁

B∈B B ⊆ V . Como cada U ∈ B es compacto, entonces

existen U1, . . . , Un en B tales que

n⋂︂
i=1

Ui ⊆ V,

de modo que V ∈ U .
Finalmente, supongamos que d es continua. Para cada r > 0, el conjunto {(x, y) ∈

X×X | d(x, y) < r} es una vecindad de ∆, por lo que pertenece a U . Por Proposición

2.2.5, d es uniformemente continua. Esto concluye la demostración.

Corolario 2.4.2. Sean (X,U), (Y,V) espacios uniformes, X compacto y f : X → Y

continua. Entonces, f es uniformemente continua.

Demostración. Sean D1 una familia de seudo métricas que genera la uniformidad

V , d′ ∈ D1, r > 0 y V = {(x, y) ∈ Y × Y | d′(x, y) < r}. Luego, V es un elemento de
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una base para V y

(f × f)−1(V ) = {(u, v) ∈ X ×X | d′(f(u), f(v)) < r}

= {(u, v) ∈ X ×X | (d ◦ (f × f))(u, v) < r}.

Como d′ ◦ (f × f) es una seudo métrica uniformemente continua, entonces (f ×
f)−1(V ) ∈ U . Esto completa la demostración.

Concluimos esta sección de espacios uniformes con un importante resultado, cuya

breve demostración da cuenta de la fortaleza de los resultados ya vistos.

Teorema 2.4.4. Todo espacio topológico compacto es uniformizable.

Demostración. Sea X compacto. Luego, X es normal, y por ende es completamente

regular. Por Teorema 2.4.2, X es uniformizable. Esto concluye la demostración.

2.5. Uniformización de Cerrados y Acotados

En esta sección, (X,U) denotará un espacio uniforme de Hausdorff, el cual,

por el lema de seudo metrización, supondremos generado por una familia de seudo

métricas {dλ}λ∈Λ. De modo que podemos suponer U = {Uλ,ϵ}λ∈Λ, donde Uλ,ϵ =

{(x, y) ∈ X ×X : dλ(x, y) < ϵ}.
A continuación, definiremos una condición de acotamiento en espacios uniformes,

que extenderá el acotamiento en espacios métricos. Este concepto, presentado en [4],

resulta apropiado para los propósitos de esta tesis.

Definición 2.5.1. Sea A ⊆ X. Diremos que A es acotado, si y solo si, para todo

(λ, ϵ) ∈ Λ×(0,∞), existen un conjunto finito F ⊆ X y m ∈ N tales que A ⊆ Um
λ,ϵ[F ],

donde Um
λ,ϵ = Uλ,ϵ ◦ · · · ◦ Uλ,ϵ m-veces.

Denotaremos por CB(X) el hiperespacio de subconjuntos cerrados y acotados de

(X,U).
Observación. Si K ⊆ X es compacto, entonces K ∈ CB(X). En efecto, como

K es precompacto, entonces, para todo U ∈ U , existe un conjunto finito F ⊆ X tal

que K ⊆ U [F ].
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Basado en las propiedades topológicas de (X,U), es de interés definir una uni-

formidad sobre el conjunto CB(X). Para tal efecto, mediante aplicación directa de

los Lemas 1.3.1 y 1.3.2, se tiene que la función hλ : B(X)×B(X) → [0,∞) dada por

hλ(A,B) = sup
a∈A

dλ(a,B),

con dλ(x,A) = ı́nfa∈A dλ(x, a), verifica lo siguiente:

(I) hλ(A,C) ≤ hλ(A,B) + hλ(B,C), y

(II) hλ(A,B) = 0, si y solo si, A ⊆ B,

de donde se obtiene que, para cada λ ∈ Λ, la función Hλ : CB(X)×CB(X) → [0,∞)

dada por

Hλ(A,B) = máx{hλ(A,B), hλ(B,A)}

es una seudo métrica sobre CB(X). Además, la familia {Hλ}λ∈Λ es separadora. En

efecto, si A,B ∈ CB(X) son diferentes, entonces existe x ∈ (A \ B) ∪ (B \ A). Sin
peŕdida de generalidad, suponemos que x ∈ A. Como {dλ}λ∈Λ es separadora y B es

cerrado, entonces existe λ ∈ Λ tal que dλ(x,B) > 0. Luego,

0 < dλ(x,B) ≤ Hλ(A,B),

lo cual demuestra que {Hλ}λ∈Λ es separadora.

Sobre (2X \ {∅})× (2X \ {∅}), la familia H(X) = {HU}U∈U , donde

HU = {(A,B) ∈ (2X \ {∅})× (2X \ {∅}) |A ⊆ U [B] y B ⊆ U [A]},

es base de alguna uniformidad sobre 2X \ {∅}. Llamamos H(X)-topoloǵıa a la topo-

loǵıa uniforme sobre 2X \ {∅} que esta base genera.
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Teoŕıa Topológica del Punto Fijo

Uno de los objetivos de este caṕıtulo consiste en definir y estudiar una estructura

que generaliza los espacios normados, y a la vez son un ejemplo importante de

espacios uniformes: los espacios vectoriales topológicos. En el contexto de esta tesis,

la importancia del estudio de estos espacios radica en desarrollo de teoremas de punto

fijo sobre un espacio base con una estructura diferente a un espacio métrico. Basado

en el teorema del punto fijo de Brouwer, publicado en el siglo XX, la teoŕıa de punto

fijo, sobre espacios vectoriales topológicos, ha tenido un crecimiento importante.

Por la importancia de la teoŕıa topológica del punto fijo, en este caṕıtulo, desa-

rrollaremos los axiomas y definiciones elementales de un espacio vectorial topológico.

Además, caracterizaremos los espacios vectoriales de dimensión finita, con su única

topoloǵıa según la cual éstos son normados, y analizaremos las propiedades básicas

de la convexidad local. Luego, introduciremos el concepto de correspondencia KKM,

concepto importante en el estudio de las consecuencias y generalidades del teorema

del punto fijo de Brouwer.

Las primeras secciones, consistentes en conceptos introductorios y propiedades,

están basadas en el texto de Rudin [37], mientras que varios de los resultados, de la

última sección, se encuentran en los textos de Aliprantis [2] y Granas y Dugundji [26],

como también en los art́ıculos de Dugundji y Granas [17], Fan [19, 20], Glicksberg

[25], y Tychonoff [39].
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3.1. Espacios Vectoriales Topológicos

En lo que sigue de este caṕıtulo, K denotará el cuerpo R o C, y K∗ = K \ {0}.
Sean X un espacio vectorial sobre K, A y B subconjuntos de X, λ ∈ K y x ∈ X.

Denotaremos los siguientes conjuntos notables:

λA = {λv | v ∈ A},

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}, y

x+B = {x+ b | b ∈ B}.

Bajo esta convención, no siempre será válido que 2A = A+A, para A ⊆ X, pero śı

2A ⊆ A+ A, como es fácil de ver.

Definición 3.1.1. Sean X un espacio vectorial sobre K y A ⊆ X. Diremos que

A es convexo, si y solo si, para todo t ∈ [0, 1], tA+ (1− t)A ⊆ A,

A es balanceado, si y solo si, para todo λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1, se tiene λA ⊆ A,

y

A es simétrico, si y solo si, A = −A.

Es directo que todo conjunto balanceado es simétrico, pero el rećıproco no es

válido.

Definición 3.1.2. Diremos que X es un espacio vectorial topológico (EVT), si y

solo si, existe una topoloǵıa en X, llamada topoloǵıa vectorial, tal que

Para todo x ∈ X, {x} es cerrado. Es decir, X es T1, y

las funciones suma y producto por escalar, dadas por + : X × X → X y

· : K×X → X, son continuas en X ×X y K×X, respectivamente.

Ejemplos.

Todo espacio normado (X, ∥ · ∥) es un espacio vectorial topológico. Esto con

la topoloǵıa métrica inducida por la norma ∥ · ∥.
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Sea Ω un dominio sobre C. El espacio de funciones holomorfas sobre Ω, de-

notado por H(Ω), es un espacio vectorial topológico con la suma y producto

usual de funciones. La topoloǵıa vectorial de H(Ω) no es normable (ver [37]).

Sean C(R,R) el espacio de funciones continuas reales y d : C(R,R)×C(R,R) →
R la métrica invariante por traslaciones, dada por

d(f, g) =
∞∑︂
n=0

dn(f, g)

2n(1 + dn(f, g))
,

donde dn(f, g) = sup−n≤t≤n |f(t)−g(t)|. Con esta métrica, la suma y producto

por escalar son funciones continuas por la topoloǵıa inducida por d.

Un resultado básico importante es el siguiente.

Proposición 3.1.1. Sean X un espacio vectorial topológico, a ∈ X y λ ∈ K∗.

Entonces, las funciones Ta : X → X y Hλ : X → X dadas por Ta(x) = x + a y

Hλ(x) = λx, son homeomorfismos sobre X.

Demostración. Es fácil ver que para todo a ∈ X y λ ∈ K∗, Ta y Hλ son biyectivas

con inversas T−a y Hλ−1 respectivamente. Basta entonces probar que Ta y Hλ son

continuas.

Sean x ∈ X y W vecindad de Ta(x). Como la suma es continua, existen A1 y A2

vecindades de x y a, respectivamente, tales que para todo (u, v) ∈ A1 ×A2, se tiene

u+ v ∈ W . Veamos que A1 ⊆ T−1
a (W ). En efecto, sea z ∈ A1, luego, z+a ∈ W . Por

consiguiente, Ta(z) ∈ W , es decir, z ∈ T−1
a (W ). Esto prueba que Ta es continua, y

por ende, T−a también lo es.

Análogamente, sea W vecindad de Hλ(x). Como la multiplicación por escalar es

continua, existen A1 y A2 vecindades de λ y x, respectivamente, tales que para todo

α en A1 y w ∈ A2, se tiene αw ∈ W . Veamos que A2 ⊆ H−1
λ (W ). En efecto, sea

z ∈ A2, luego λz ∈ W . Por consiguiente, Hλ(z) ∈ W , es decir, z ∈ H−1
λ (W ). Esto

prueba que Hλ es continua. Concluye aśı la demostración.

Teorema 3.1.1. Sea X un espacio vectorial. Luego, topológico.

(I) A ⊆ X es abierto, si y solo si, para todo x ∈ X, x+ A es abierto,
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(II) la topoloǵıa de X queda completamente determinada por una base local de 0,

(III) si A o B es abierto en X, entonces A+B es abierto en X, y

(IV) si W es una vecindad de 0 y (αn : n ∈ N) una sucesión en (0,∞) que tiende

hacia infinito, entonces

X =
∞⋃︂
n=1

αnW.

Demostración. (I) Esto es inmediato, porque de acuerdo a lo anterior Tx es un

homeomorfismo.

(II) Sean B una base local de 0, x ∈ X y W vecindad de x. Luego, −x + W es

una vecindad de 0. Por consiguiente, existe A ∈ B tal que A ⊆ −x + W , es

decir, A + x ⊆ W . Por lo tanto, una base para la topoloǵıa está dada por

{x+B;x ∈ X,B ∈ B}, la cual solo depende de B.

(III) Observemos que

A+B =
⋃︂
a∈A

a+B =
⋃︂
b∈B

A+ b,

es directo de esta identidad y de 1 que si A o B es abierto en X, entonces

A+B lo es.

(IV) Sean x ∈ X y V vecindad de 0. Como la sucesión (x/αn : n ∈ N) enX converge

a 0, existe N ∈ N tal que x/αN ∈ V . Aśı, x ∈ αNV , y αNV ⊆
⋃︁∞

n=1 αnV . Esto

completa la demostración.

Por los resultados anteriores, una topoloǵıa vectorial es invariante por trasla-

ciones. En lo que sigue, el concepto de base local será referido a una base local en

0.

Proposición 3.1.2. Todo espacio vectorial topológico es uniformizable.

Demostración. Sea X un EVT. Sea UV = {(x, y) ∈ X×X |x−y ∈ V }. La colección

B = {UV |V es vecindad de 0}

47
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es base de alguna uniformidad en X. En efecto, notemos que ∆ ⊆ UV , para cada V

vecindad de 0, de modo que ∅ /∈ B. Además, si UV y UW pertenecen a B, entonces
(x, y) ∈ UV ∩ UW , si y solo si, x− y ∈ V ∩W , es decir, UV ∩ UW = UV ∩W ∈ B. Aśı,
B es una base de filtro.

Sea UV ∈ B. Como −V es una vecindad de 0, entonces U−V ⊆ U−1
V . En efecto, sea

(x, y) ∈ U−V , esto implica que x− y ∈ −V , es decir, y− x ∈ V . Luego, (y, x) ∈ UV ,

de modo que (x, y) ∈ U−1
V . Finalmente, sean UV ∈ B y W vecindad de 0 tal que

W + W ⊆ V . Sea (x, y) ∈ UW ◦ UW . Luego, existe z ∈ W tal que x − z y z − y

pertenecen a W . Por consiguiente, x − y ∈ W +W , de modo que (x, y) ∈ UV . Por

lo tanto, B es una base de uniformidad, lo que concluye la demostración.

Proposición 3.1.3. Sean X un espacio vectorial topológico y A ⊆ X.

(I) Si A es balanceado, entonces A también lo es. Más aún, si 0 ∈ A, entonces Å

es balanceado, y

(II) si A es convexo, entonces A y Å son convexos.

Demostración. (I) Sea λ ∈ K∗ tal que |λ| ≤ 1. Luego, como λA = Mλ(A) y el

producto por escalar es continuo, tenemos que

Mλ(A) ⊆ Mλ(A) = λA ⊆ A,

por lo que A es balanceado. Por otro lado, si 0 ∈ A, entonces el caso particular

λ = 0 se verifica. Si λ ̸= 0, entonces

Mλ(Å)) ⊆ (Mλ(A)˚ = λÅ ⊆ Å.

Esto prueba que Å es balanceado.

(II) Sean A ⊆ X convexo y λ ∈ [0, 1]. Como λÅ + (1 − λ)Å es abierto en X,

entonces

λÅ+ (1− λ)Å ⊆ λA+ (1− λ)A ⊆ A.

Por consiguiente, λÅ+(1−λ)Å ⊆ Å. Finalmente, como la función f : X×X →
X dada por f(x, y) = λx+ (1− λ)y es continua, entonces

f(A× A) = f(A× A) ⊆ f(A× A) ⊆ A,
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pues f(A×A) ⊆ A. Por lo tanto, A es convexo. Esto completa la demostración.

Proposición 3.1.4. Sea X un espacio vectorial topológico.

(I) Si V es una vecindad de 0, existe U vecindad de 0 balanceada tal que U ⊆ V ,

y

(II) si V es una vecindad de 0 convexa, existe U vecindad de 0 convexa y balanceada

tal que U ⊆ V .

Demostración. (I) Sea V una vecindad de 0. Como el producto por escalar es

continuo en (0, 0), existen W vecindad de 0 y δ > 0 tales que λW ⊆ V , para

todo λ ∈ K tal que |λ| < δ. Sea U =
⋃︁

|λ|<δ λW . Luego, U es una vecindad de

0 balanceada, y U ⊆ V .

(II) Sean V y W vecindades de 0 tales que W ⊆ V con V es convexa y W balan-

ceada, lo cual es posible por 1. Sea A =
⋂︁

|λ|=1 λV . Para λ ∈ K tal que |λ| = 1,

se tiene λW ⊆ W , lo que implica W ⊆ λ−1W . Por consiguiente, λ−1W ⊆ W

pues |λ−1| = 1, y entonces W ⊆ λW . Aśı, λ−1W = W . Luego, λ−1W ⊆ V ,

por lo que W ⊆ λV , para todo λ tal que |λ| = 1. Es decir, W ⊆ A, de modo

que 0 ∈ Å. Además, como A es intersección de conjuntos convexos, entonces

A es convexo. Como A ⊆ V , entonces Å ⊆ V , y por Proposición 3.1.3, Å es

convexo. Veamos que A es balanceado. Sea λ ∈ K tal que |λ| ≤ 1. Luego,

λ = ρeiθ, para algún ρ ∈ [0, 1] y θ ∈ [0, 2π[. Aśı,

λA =
⋂︂
|α|=1

ρeiθαV =
⋂︂
|α|=1

ραV = A,

de modo que A es balanceado, y por tanto Å también lo es. Esto completa la

demostración.

Definición 3.1.3. Sea X un espacio vectorial topológico. Diremos que X es local-

mente convexo, si y solo si, para todo x ∈ X y V vecindad de x, existe W vecindad

convexa de x tal que W ⊆ V .
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Por proposición precedente, todo espacio topológico posee una base local ba-

lanceada. Además, si X es localmente convexo, entonces X posee una base local

balanceada y convexa.

Definición 3.1.4. Sean X un espacio vectorial topológico y A ⊆ X. Diremos que

A es acotado, si y solo si, para toda vecindad V de 0, existe t > 0 tal que A ⊆ tV .

Caracterizamos, a continuación, los conjuntos acotados en términos de sucesiones

en X.

Proposición 3.1.5. Sean X un espacio vectorial topológico y A ⊆ X. Entonces, A

es acotado, si y solo si, para toda sucesión (xn : n ∈ N) en A y (αn : n ∈ N) en K
convergente a 0, se tiene que αnxn converge a 0.

Demostración. Supongamos que A es acotado. Sean (xn : n ∈ N) y (αn : n ∈ N)
sucesiones en A y K, respectivamente, tal que αn converge a 0. Sea V vecindad de 0

balanceada. Como A es acotado, existe t > 0 tal que A ⊆ tV . Luego, αnA ⊆ αntV .

Sea N ∈ N tal que αN t ≤ 1. Para todo n ≥ N , αnA ⊆ αntV ⊆ 1V = V . Aśı,

αnxn ∈ V , para todo n ≥ N . Por tanto, αnxn converge a 0.

Finalmente, supongamos que A no es acotado. Luego, existe V vecindad de 0

y una sucesión (an : n ∈ N) en K que converge a ∞ tal que, para todo n ∈ N,
A ⊈ anV . Aśı, existe xn en A tal que xn /∈ anV . Sea αn = 1/an, luego, (αn : n ∈ N)
converge a 0. Como la sucesión (αnxn : n ∈ N) está contenida en V c, entonces no

converge a 0. Esto completa la demostración.

Proposición 3.1.6. Sea X un espacio vectorial topológico.

(I) Si K ⊆ X es compacto, entonces K es acotado, y

(II) si V es una vecindad de 0 y (αn : n ∈ N) es una sucesión en (0,∞), decreciente

y convergente hacia 0, entonces {αnV |n ∈ N} es una base local para X en 0.

Demostración. (I) Sea V vecindad de 0. Si V es balanceada, entoncesX =
⋃︁∞

n=1 nV .

Luego, existen n1, . . . , nm ∈ N tales que

K ⊆ n1V ∪ · · · ∪ nmV.

De este modo, K ⊆ rV , con r = máx1≤i≤m ni. Aśı, K es acotado.
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(II) Sea U vecindad de 0 balanceada. Luego, existe t > 0 tal que V ⊆ tU . Sea

N ∈ N tal que αN < 1/t. Luego, αN t < 1 implica que αN tU ⊆ U . Por

consiguiente, αN tV ⊆ αN tU ⊆ U . Por tanto, {αnV |n ∈ N} es una base local

en 0. Esto completa la demostración.

3.2. Espacios Vectoriales de Dimensión Finita

En esta sección abordaremos propiedades particulares de los espacios de dimen-

sión finita.

Lema 3.2.1. Sean X un espacio vectorial topológico y F un subespacio vectorial de

X localmente compacto. Entonces, E es cerrado en X.

Demostración. Sea x ∈ F . Como 0 ∈ F , existe V vecindad de 0 tal que la clausura

de V relativa a E, K = F ∩ V , es compacta. Sea U vecindad de 0 simétrica tal que

U+U ⊆ V . Luego, F ∩ (x+U) ̸= ∅, pues x+U es una vecindad de x. Sean y e y0 en

F ∩ (x+U), entonces y− y0 = (y− x) + (x− y0).Como y− x y x− y0 pertenecen a

U , entonces y−y0 ∈ V ∩F , de modo que y−y0 ∈ K. De este modo, y ∈ y0+K, por

lo que F ∩ (x+ U) ⊆ y0 +K. Aśı, F ∩ (x+ U) es compacto, pues es un cerrado en

y0 +K, que es compacto por ser homeomorfo a K. Sea A el conjunto de vecindades

de 0 simétricas y que están contenidas en U . Se observa que, para todos W1, . . . ,Wr

en A,

∅ ≠ F ∩ (x+W1 ∩ · · · ∩Wr) ⊆ F ∩ (x+W1) ∩ · · · ∩ F ∩ (x+Wr).

Luego, {F ∩ (x + W )}W∈A es una familia de compactos con la propiedad de la

intersección finita. Por consiguiente, existe z ∈ E tal que

z ∈
⋂︂

W∈W

F ∩ (x+W ).

Aśı, z ∈ F y z − x ∈ W , para todo W ∈ W . Esto prueba que x ∈ F y por lo tanto,

F es cerrado en E.
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Una caracterización de los funcionales lineales que generaliza el caso de espacios

normados es la siguiente.

Proposición 3.2.1. Sea Λ : X → K un funcional lineal no nulo. Son equivalentes

las siguientes afirmaciones:

(I) Λ es continua,

(II) Ker(Λ) es cerrado, y

(III) Λ es acotado en una vecindad de 0.

Demostración. Supongamos que Λ es continua. Luego, Ker(Λ) = Λ−1({0}) es cerra-
do, pues {0} es cerrado en K.

Supongamos que Ker(Λ) es cerrado en X. Sean x ∈ X y V vecindad de 0

balanceada tal que (x + V ) ∩ ker(Λ) = ∅. Se tiene que Λ(V ) es balanceado en K.

Si Λ(V ) = K, entonces −Λx ⊆ Λ(V ). Luego, existe y ∈ V tal que −Λx = Λy. Aśı,

Λ(x+ y) = 0, por lo que x+ y ∈ ker(Λ)∩ (x+ V ), lo que es una contradicción. Por

tanto, Λ(V ) es acotado en K.

Finalmente, sea V vecindad de 0 tal que Λ(V ) es acotado. Sea ϵ > 0. Existe

M > 0 tal que |Λv| ≤ M , para todo v ∈ V . Luego, |ϵ/2M · Λv| ≤ ϵ/2 < ϵ, es decir,

|Λ(ϵ/2M)v| < ϵ. Aśı, |Λx| < ϵ, para todo x ∈ (ϵ/2M)V . Por tanto, Λ es continua

en 0, y en consecuencia Λ es continua. Esto concluye la demostración.

Proposición 3.2.2. Sean X un espacio vectorial topológico, F subespacio vectorial

de X finito-dimensional. Entonces, F es cerrado y todo isomorfismo lineal φ : Kn →
F es un homeomorfismo.

Demostración. Sea φ : Kn → F un isomorfismo lineal. Usaremos inducción sobre n.

Si n = 1, entonces, φ(x) = xφ(1), para todo x ∈ K, y φ(1) ̸= 0. Luego, φ es

continua, y φ−1(y) = y/φ(y) es también continua.

Supongamos que la afirmación es válida para k < n. Sean {e1, . . . , en} la base

canónica de Kn y x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn. Luego x = x1e1 + · · · + xnen. Por consi-

guiente, φ(x) = x1u1 + · · ·+ xnun, donde ui = φ(ei). Luego, φ es continua. Por otro

lado, notemos que φ−1 = (Λ1, . . . ,Λn), con Λi : F → K funcional lineal, para cada

i ∈ {1, . . . , n}. Tenemos que

x = Λ1(x)u1 + · · ·+ Λn(x)un,
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pues φ−1(x) = (Λ1(x), . . . ,Λn(x)) = Λ1(x)e1 + · · ·+ Λn(x)en, de modo que

x = φ(φ−1(x)) = Λ1(x)φ(e1) + · · ·+ Λn(x)φ(en).

Si x ∈ ker(Λi), entonces x ∈ Kmi , para m1 ≤ n − 1. De este modo, φi : Kmi →
ker(Λi) es un homeomorfismo, por hipótesis inductiva. Además, ker(Λi) es local-

mente compacto, para cada i ∈ {1, . . . , n} pues Kmi lo es. Por Lema 3.2.1, ker(Λi)

es cerrado, y por Proposición 3.2.1, φ−1 es continua. Esto completa la demostra-

ción.

Proposición 3.2.3. Sea X un espacio vectorial topológico localmente compacto.

Entonces, X tiene dimensión finita.

Demostración. Sea V vecindad de 0 tal que V es compacto enX. Tenemos la relación

V ⊆ V ⊆
⋃︂
x∈X

(x+ (1/2)V ).

Luego, existen x1, . . . , xn en X tales que

V ⊆ V ⊆ (x1 + (1/2)V ) ∪ · · · ∪ (xn + (1/2)V ) ⊆ ⟨x1 + · · ·+ xn⟩+ (1/2)V.

Sea F = ⟨x1, . . . , xn⟩. Tenemos que

F + (1/2)V ⊆ F + 1/2(F + (1/2)V ) = F + (1/2)2V ⊆ · · · ⊆ F + (1/2)mV,

para todo m ∈ N. Aśı, V ⊆
⋂︁

m∈N(F +(1/2)mV ) = F . Esto implica que V ⊆ F = F ,

pues dim(F ) = n y es localmente compacto. Sea x ∈ X, como ((1/n)x : n ∈ N\{0})
converge a 0, entonces, existe N ∈ N \ {0} tal que (1/N)x ∈ V . Por consiguiente,

(1/N)x ∈ F , de modo que x ∈ NF . Como NF = F , entonces X = F . Esto completa

la demostración.

3.3. Convexidad Local

Definición 3.3.1. Una seminorma sobre un espacio vectorial X es una función

p : X → R que verifica lo siguiente:
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Para todo x e y en X, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y),

para todo x ∈ X y λ ∈ K, p(λx) = |λ|p(x).

De la definición, es directo que:

p es una norma, si y solo si, x ̸= 0 implica p(x) ̸= 0,

p(0) = 0,

|p(x)− p(y)| ≤ p(x− y),

p(x) ≥ 0, y

{x ∈ X | p(x) = 0} es un subespacio vectorial de X.

Definición 3.3.2. ea X un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto A ⊆ X

es absorbente, si y solo si,

X =
⋃︂
λ>0

λA.

Definimos el funcional de Minkowski de A como la función µA : X → [0,∞) dada

por

µA(x) = ı́nf{λ > 0 |x ∈ λA}.

Proposición 3.3.1. Sean X un espacio vectorial topológico, p una seminorma en

X y B = {x ∈ X | p(x) < 1}. Entonces, B es convexo, balanceado y absorbente.

Además, p = µB.

Demostración. Sean x, y en B, y λ ∈ [0, 1]. Luego,

p(λx+ (1− λ)y) ≤ λp(x) + (1− λ)p(y) < 1,

de modo que B es convexo. Ahora, sean λ ∈ K y x ∈ B tales que |λ| ≤ 1. Luego,

p(λx) = |λ|p(x) < 1. Aśı, λx ∈ B, de modo que B es balanceado.

Finalmente, sea x ∈ B y t > 0 tal que p(x) < t. Esto implica p((1/t)x) < 1, de

modo que (1/t)x ∈ B y entonces x ∈ tB. Luego, x ∈
⋃︁

t>0 tB. Es decir, para todo

t > p(x), x ∈ tB, por lo que µB(x) ≤ t < p(x), y µB(x) ≤ p(x). Ahora, sean ϵ > 0

y tϵ tales que µB(x) ≤ tϵ ≤ µB(x) + ϵ, para x ∈ tϵB. Luego, (1/tϵ)x ∈ B, es decir,

(1/tϵ)p(x) < 1. Por consiguiente, p(x) < tϵ < µB(x) + ϵ. Por lo tanto, µB(x) = p(x),

debido a que ϵ > 0 es arbitrario. Esto completa la demostración.
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Teorema 3.3.1. Sean X un espacio vectorial topológico y A ⊆ X convexo, balan-

ceado y absorbente. Entonces, µA es una seminorma en X.

Demostración. Sean x e y en X, s > µA(x) y t > µA(y). Luego, x+ y ∈ sA+ tA, lo

que implica µA(x+ y) ≤ s+ t. Notemos que

sA+ tA = (s+ t)(s/s+ tA+ t/s+ tA) ⊆ (s+ t)A,

pues A es convexo. Aśı, µA(x+y) ≤ s+ t, lo que implica µA(x+y) ≤ µA(x)+µA(y).

Ahora, sean λ ∈ K, x ∈ X y t > µA(x). Se tiene x ∈ tA, de modo que λx ∈ tλA.

Por consiguiente, λx ∈ |λ|tλ/|λ|A ⊆ |λ|tA. De este modo, µA(λx) ≤ |λ|t, por lo que

µA(λx) ≤ |λ|µA(x). Finalmente, notemos que

µA(x) = µA(λλ
−1x) ≤ 1/|λ|µA(λx).

Por tanto, |λ|µA(x) ≤ µA(λx). Esto completa la demostración.

A continuación, abordaremos resultados similares a la caracterización de espacios

uniforme en el contexto de espacios vectoriales topológicos, donde resaltaremos la

importancia de las seminormas y el funcional de Minkowski.

Definición 3.3.3. Sea X un espacio vectorial y P una familia de seminormas en

X. Diremos que P es separadora, si y solo si, para todo x ∈ X \ {0}, existe p ∈ P
tal que p(x) > 0.

Teorema 3.3.2. Sea X un espacio vectorial topológico. Si X posee una base local

convexa y balanceada, B, entonces la familia

P = {µA |A ∈ B}

es una familia separadora de seminormas continuas en X.

Demostración. Sea x ∈ X \ {0}. Luego, existe V ∈ B tal que x /∈ V , lo que implica

que µV (x) ≥ 1. Aśı, P es separadora. Sea V ∈ B. Como el producto por escalar es

continuo, si x ∈ V , existe t < 1 tal que tx ∈ V . Luego, µV (x) ≤ t < 1. Sean ϵ > 0 y

V0 = ϵV . Si x− y ∈ V0, entonces 1/ϵ(x− y) ∈ V , de modo que µV (1/ϵ(x− y)) < 1.
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Por consiguiente, µV (x− y) < ϵ. De este modo,

|µV (x)− µV (y)| ≤ µV (x− y) < ϵ,

siempre que x− y ∈ V0. Esto completa la demostración.

A continuación, presentamos un importante resultado que caracteriza los espacios

localmente convexos.

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio vectorial topológico. Entonces, X es localmente

convexo, si y solo si, la topoloǵıa de X es generada por una familia de seminormas

separadoras.

Demostración. Supongamos que X tiene una base local B que es convexa y balan-

ceada y sea P = {µV |V ∈ B}. Sean τ y τP las topoloǵıas vectoriales y la que tiene

como sub base la familia {BV (ϵ)}V ∈B,ϵ>0, respectivamente, donde BV (ϵ) = {x ∈
X |µV (x) < ϵ}. Por Teorema 3.3.2, para todo V ∈ B, µV es continua y entonces,

τP ⊆ τ . Sea V ∈ B. Luego, V = {x ∈ X |µV (x) < 1} ∈ τP . Por consiguiente, τ = τP .

Rećıprocamente, supongamos que la topoloǵıa vectorial de X está generada por

una familia de seminormas separadora. Sean P la familia de todas las seminormas

sobre X y p ∈ P . Luego, Vp = {x ∈ X | p(x) < α} es un conjunto convexo y abierto

para la topoloǵıa generada por p. Aśı, {Vp}p∈P es una base local y convexa de X.

Esto completa la demostración.

Una importante herramienta para determinar si un espacio vectorial topológico

es normable (y en consecuencia metrizable) es el siguiente teorema.

Teorema 3.3.4. Sea X un espacio vectorial topológico. Entonces, X es normable,

si y solo si, existe V vecindad de 0 convexa y acotada.

Demostración. Supongamos que ∥ · ∥ es una norma sobre X. Aśı, la bola unidad,

B(0, 1) = {x ∈ X | ∥ x ∥< 1} es acotada. En efecto, si V es una vecindad de 0,

existe δ > 0 tal que B(0, δ) ⊆ V . Aśı, tB(0, δ) = B(0, tδ) ⊆ tV . Si t > 1/δ, entonces

tδ > 1, de modo que B(0, 1) ⊆ tV .

Rećıprocamente, sea U vecindad de 0 convexa, acotada y balanceada. Definamos

∥ · ∥: X → R como ∥ x ∥= µU(x). Al ser U acotada, entonces {(1/n)U}n∈N es
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una base local en 0. Sea V vecindad de 0 tal que x /∈ V . Esto implica µV (x) > 1.

Sea n0 ∈ N tal que (1/n0)U ⊆ V , es decir, U ⊆ n0V . Por consiguiente, µU(x) ≥
µn0V (x) ≥ 1/n0. Aśı, ∥ x ∦= 0, para x ̸= 0. Finalmente, como U = {x ∈ X | ∥
x ∥< 1}, entonces {x ∈ X | ∥ x ∥< r} = rU es un abierto en X. Esto completa la

demostración.

Definición 3.3.4. Diremos que un espacio vectorial topológico X es un espacio de

Fréchet, si y solo si,X es localmente convexo y metrizable con una métrica completa,

d, invariante por traslaciones. Es decir, para todo x, y, u en X,

d(x+ u, y + u) = d(x, y).

Definición 3.3.5. Sean X un espacio vectorial y A ⊆ X. Definimos la envoltura

convexa, o cáscara convexa de A, como el conjunto

co(A) =
⋂︂
C∈C

C,

donde C = {B ∈ P(X) |B es convexo y A ⊆ B}.

Es directo de su definición que la envoltura convexa es el conjunto convexo más

pequeño que contiene A. En particular, la envoltura convexa de A puede caracteri-

zarse de forma más accesible como

co(A) =

{︄
r∑︂

i=1

λixi | r ∈ N, xi ∈ A, λi ∈ K,
∑︂
i

λi = 1

}︄
.

Algunas propiedades de este conjunto son las siguientes.

Teorema 3.3.5. Sea X un espacio vectorial topológico.

(I) Si A1, . . . , An son subconjuntos de X convexos y compactos, entonces co(A1 ∪
. . . An) es compacto,

(II) si X es localmente convexo y A ⊆ X es precompacto, entonces co(A) es pre-

compacto en X, y

(III) si X es un espacio de Fréchet y K ⊆ X es compacto, entonces co(K) es

compacto en X.
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Demostración. (I) Sean A = A1 × · · · ×An, S = {(s1, . . . , sn) ∈ [0, 1]n | s1 + · · ·+
sn = 1} y f : S × A → X dada por

f(s, a) = s1a1 + · · ·+ snan,

para s = (s1, . . . , sn) y a = (a1, . . . an), f es continua y S × A es compacto,

de modo que f(S ×A) también lo es. Además, f(S ×A) ⊆ co(A1 ∪ · · · ∪An).

Primero veamos que f(S×A) es convexo. Sean (s, a), (t, b) en S×A y λ ∈ [0, 1].

Luego,

λf(s, a) + (1− λ)f(s, a) =
n∑︂

i=1

(λsiai + (1− λ)tibi) =
n∑︂

i=1

rici,

donde ri = λsi + (1 − λ)ti y r1 + · · · + rn = 1. Además, ci = λsiai + (1 −
λ)tibi/(λsi + (1− λ)ti) ∈ Ai, para cada i ∈ {1, . . . , n}. En efecto,

λsi
λsi + (1− λ)ti

+
(1− λ)ti

λsi + (1− λ)ti
= 1,

de este modo, r1c1 + · · · + rncn ∈ f(S × A). Ahora, sean a ∈ A1 ∪ · · · ∪ An y

j ∈ {1, . . . , n} tal que a ∈ Aj. Aśı, para ai ∈ Ai dado i ∈ I = {1, . . . , n} \ {j},
tenemos que

a = 1 · a+
∑︂
i∈I

0 · ai ∈ f(S × A),

por lo que A1∪ · · ·∪An ⊆ f(S×A). Al ser f(S×A) un conjunto convexo que

contiene A1 ∪ · · · ∪ An, se tiene que co(A1 ∪ . . . An) ⊆ f(S × A). Esto prueba

la igualdad, de donde se concluye que co(A1 ∪ . . . An) es compacto.

(II) Sean U y V vecindades de 0 tales que V es convexa y V + V ⊆ U . Como A es

precompacto, existe F ⊆ X finito tal que A ⊆ F + V . Luego, A ⊆ co(F ) + V ,

y como F =
⋃︁

x∈F{x} es una unión finita de conjuntos compactos y convexos,

entonces co(F ) es compacto. Esto implica que co(F ) + V es convexo, y por

consiguiente co(A) ⊆ co(F ) + V . Sea F1 ⊆ X finito tal que co(F ) ⊆ F1 + V .

Luego, co(A) ⊆ F1 + V + V ⊆ F1 +U . Esto prueba que co(A) es precompacto

en X.
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(III) Sea X un espacio de Fréchet y K ⊆ X compacto. Por lo anterior, co(K) es

precompacto, y como X es completo , entonces co(K) es relativamente com-

pacto. Por lo tanto, co(K) es compacto, pues co(K) es cerrado. Esto completa

la demostración.

3.4. Aplicaciones del Teorema de Brouwer

En adelante, Dn = {x ∈ Rn | ∥ x ∥≤ 1} denotará el disco unitario en Rn.

En esta última sección abordaremos algunas consecuencias y desarrollo de la

teoŕıa topológica de punto fijo que dieron lugar el teorema de Brouwer. Este resultado

lo enunciaremos a continuación, y su demostración será abordada en el apéndice.

Definición 3.4.1. Sean X un conjunto no vaćıo, f : X → X una función y F : X ⇒

X una correspondencia. Diremos que z ∈ X es un punto fijo de f (respectivamente

de T ) si f(z) = z (respectivamente z ∈ Tz). Definimos los siguientes conjuntos de

interés.

(I) fix(f) = {x ∈ X | f(x) = x}, y

(II) Fix(T ) = {x ∈ X |x ∈ Tx}.

Teorema 3.4.1 (Brouwer). Toda función continua f : Dn → Dn posee un punto

fijo.

Demostración. Ver apéndice.

El siguiente lema permite obtener resultados de punto fijo, para funciones de C

en C, donde C es un subconjunto convexo y compacto de Rn.

Lema 3.4.1. Sean H un espacio de Hilbert y C ⊆ H convexo, cerrado y no vaćıo.

Entonces, existe una única función continua πC : H → C, tal que para todo x ∈ H ,

d(x,C) =∥ x− πC(x) ∥.

Demostración. Para todo x ∈ H , x− C es convexo, cerrado y no vaćıo. Por Lema

de Riesz, existe único u(x) tal que ∥ u(x) ∥= d(x,C). Sea πC : H → C dada por
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πC(x) = x−u(x). Luego, d(x,C) =∥ x−πC(x) ∥. Esto prueba existencia y unicidad

de πC .

Para la continuidad de πC , sea (xn : n ∈ N) sucesión en H convergente hacia

x ∈ H . Por la identidad del paralelógramo, tenemos que para x ∈ H ,

2(∥ xn − πC(xn) ∥2 + ∥ x− πC(x) ∥2) = ∥ xn + x− (πC(xn)− πC(x) ∥2

+ ∥ xn − x− (πC(xn)− πC(x) ∥2

= 4 ∥ 1/2(xn + x)− 1/2(πC(xn) + πC(x)) ∥2

+ ∥ xn − x− (πC(xn)− πC(x)) ∥2

≥ 4d(1/2(xn + x), C)2

+ ∥ xn − x− (πC(xn)− πC(x)) ∥2,

pues C es convexo y 1/2(πC(xn) + πC(x)) ∈ C. Esto implica que

2d(xn, C)2 + 2d(x,C)2 ≥ 4d(1/2(xn + x), C)2 + (∥ πC(xn)− πC(x) ∥ − ∥ xn − x ∥2),

y tomando ĺımite cuando n → ∞.

4d(x,C)2 ≥ 4d(x,C)2 + lı́m
n→∞

∥ πC(xn)− πC(x) ∥2,

Aśı, lı́mn→∞ ∥ πC(xn)− πC(x) ∥= 0, por lo que (πC(xn) : n ∈ N) converge a πC(x).

Esto completa la demostración.

Teorema 3.4.2. Sea C ⊆ Rn compacto y convexo. Entonces, toda función continua

f : C → C posee un punto fijo.

Demostración. Como C es acotado, existe R > 0 tal que (1/R)C ⊆ Dn. Sean

B = (1/R)C y r : Dn → B dada por r(x) = πB(x). Por Lema 3.4.1, r es continua

y r(x) = x para todo x ∈ B. Sea g : Dn → Dn dada por g(x) = (1/R)(f(R · r(x)).
Tenemos que g es continua, luego, por teorema de Brouwer, existe x0 ∈ Dn tal que

g(x0) = x0. Esto implica que

g(x0) = (1/R)f(R · r(x0)) = x0 ∈ (1/R)C.
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Aśı, r(x0) ∈ B y por consiguiente R · r(x0) ∈ C. Además, x0 ∈ B, de modo que

r(x0) = x0. Luego, f(R ·x0) = R ·x0 ∈ C y entonces, R ·x0 es el punto fijo buscado.

Esto completa la demostración.

Definición 3.4.2. Sean X un espacio vectorial, A ⊆ X y G : A ⇒ X una co-

rrespondencia. Diremos que G es una correspondencia KKM (Knaster-Kuratowski-

Mazurkiewicz), si y solo si, para todo subconjunto finito {x1, . . . , xn} de A, se tiene

co({x1, . . . , xn}) ⊆ G(x1) ∪ · · · ∪G(xn).

Ejemplo 3.1. Sean X un espacio vectorial, C ⊆ X convexo y φ : X → R una

función tal que {y ∈ X |φ(y) ≤ α} es convexo, para todo α ∈ R. Sea G : C ⇒ X

dada por

G(x) = {y ∈ X |φ(y) ≤ φ(x)}.

Probaremos que G es una correspondencia KKM. Supongamos que no lo fuera.

Luego, existen x1, . . . , xr en C y λ1, . . . , λr en K tales que

y0 = λ1x1 + · · ·+ λrxr /∈ G(x1) ∪ · · · ∪G(xr),

esto implica que y0 ∈ G(x1)
c ∩ · · · ∩G(xr)

c, lo que equivale a y0 ∈ {y ∈ X |φ(y) ≤
φ(xi)}c, para cada i ∈ {1, . . . , r}. Esto a su vez, es equivalente a φ(y0) > φ(xi),

para todo i ∈ {1, . . . , r}. Por consiguiente, x1, . . . , xr pertenecen a {x ∈ X |φ(x) <
φ(y0)}, el cual es convexo. Aśı, y0 ∈ {x ∈ X |φ(x) < φ(y0)}, por lo que φ(y0) <

φ(y0), lo que es una contradicción. Por tanto, G es una correspondencia KKM.

Definición 3.4.3. Sean X un espacio vectorial y A ⊆ X. Diremos que A es finita-

mente cerrado, si y solo si, para todo subespacio V de X de dimensión finita, A∩V

es cerrado en V .

Notemos que todo subconjunto cerrado de X es finitamente cerrado.

A continuación presentamos uno de los resultados fundamentales de esta sección,

abordado por Granas y Dugundji en [17], y que resulta ser una variante del teore-

ma de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz. En la literatura, el siguiente resultado se

conoce como principio de la aplicación KKM.
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Teorema 3.4.3 (Dugundji-Granas, [17]). Sean X un espacio vectorial, A ⊆ X y

G : A ⇒ X una correspondencia KKM tal que G(x) es finitamente cerrado para

todo x ∈ A. Entonces, la familia {G(x)}x∈A satisface la propiedad de la intersección

finita.

Demostración. Supongamos que existen x1, . . . , xr en A tales que

G(x1) ∩ · · · ∩G(xr) = ∅, (NPIF)

y sean L = ⟨x1, . . . , xr⟩ y C = co(x1, . . . , xr) ⊆ L. De forma natural, existe un

homeomorfismo φ : L → Rr, lo que permite definir en L una métrica d′ dada por

d′(x, y) =∥ φ−1(x)− φ−1(y) ∥ .

Sean λ : C → R definida por λ(x) =
∑︁r

i=1 d
′(x,G(xi) ∩ L). Por (NPIF), λ(x) ̸= 0,

para todo x ∈ C. Sea f : C → X dada por

f(x) = 1/λ(x) (d(x,G(x1) ∩ L)x1 + · · ·+ d(x,G(xr) ∩ L)xr) .

Como λ(x) =
∑︁r

i=1 d
′(x,G(xi)∩L), f(x) es una combinación lineal convexa, de modo

que f(x) ∈ C. Sea µi(x) = d(x,G(xi)∩L)/λ(x), luego f(x) = µ1(x)x1+· · ·+µr(x)xr,

de modo que f es continua, ya que cada µi lo es. Aśı, por teorema de Brouwer,

existe x∗ ∈ C tal que f(x∗) = x∗. Sea I = {i ∈ {1, . . . , r} |µi(x
∗) ̸= 0}. Luego,

x∗ /∈
⋃︁

i∈I G(xi), lo que contradice el hecho que x∗ ∈ co({xi | i ∈ I}) ⊆
⋃︁

i∈I G(xi).

Esto completa la demostración.

Cabe destacar que la validez del teorema anterior es para cualquier espacio vec-

torial X, sin necesidad de que este posea una topoloǵıa vectorial.

Los siguientes dos teoremas y su corolario son consecuencias del principio de

la aplicación KKM. Dichos resultados fueron demostrados por Fan en [19] y [20],

respectivamente. Este último se le conoce en la literatura como desigualdad minimax.

Teorema 3.4.4 (Fan, [19]). Sean X un espacio vectorial topológico, C ⊆ X convexo

y G : C ⇒ X tal que,para todo x ∈ C,

(I) x ∈ G(x),
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(II) G(x) es cerrado, y

(III) G−1(x)c es convexo en C.

Entonces,
⋂︁

x∈C G(x) ̸= ∅.

Demostración. Sea A : C ⇒ C dada por A(x) = G(x) ∩ C. Se tiene que A es

una correspondencia KKM. En efecto, si no lo fuera, existiŕıan x1, . . . , xr en C y

λ1, . . . , λr ∈ R tales que

y0 =
r∑︂

i=1

λixi /∈
r⋃︂

j=1

A(xj).

Esto implica que y0 ∈
⋂︁r

j=1A(xj)
c, de modo que (xj, y0) /∈ Gr(A) ∩ (C × C), para

todo j ∈ {1, . . . , r} y entonces y0 /∈ G(xj) ∩ C. Aśı, xj ∈ G−1(y0)
c, para todo

j ∈ {1, . . . , r}. Como G−1(y0)
c es convexo, entonces y0 ∈ G−1(y0)

c, lo que implica

y0 /∈ G(y0), que es una contradicción. Por lo tanto,
⋂︁

x∈C G(x) ̸= ∅. Esto concluye

la demostración.

Teorema 3.4.5 (Fan, [20]). Sean X un espacio topológico, C ⊆ X compacto, con-

vexo y f : C × C → R tal que

(I) para todo x ∈ C, la función f(x, ·) : C → R es semicontinua inferior, y

(II) f(x, ·) es una función cuasi-cóncava, es decir, para todo y ∈ C y α ∈ R, el
conjunto {x ∈ X | f(x, y) > α} es convexo.

Entonces se verifica

mı́n
y∈C

sup
x∈C

f(x, y) ≤ sup
x∈C

f(x, x).

Demostración. Sea α = supx∈C f(x, x) y supongamos que α es finito. Basta probar

que
⋂︁

x∈C{y ∈ X | f(x, y) ≤ α} ≠ ∅. Sea G : C ⇒ X dada por

G(x) = {y ∈ X |, f(x, y) ≤ α}.

Notemos que G(x) es cerrado para todo x ∈ C, pues f(x, ·) es semicontinua infe-

rior. Además, G es una correspondencia KKM. En efecto, si no lo fuera, existiŕıan

x1, . . . , xr en C y λ1, . . . , λr en R tales que λ1 + · · · + λr = 1 e y0 =
∑︁r

i=1 λixi /∈⋃︁r
j=1 G(xj). Esto implica que y0 ∈

⋂︁r
j=1G(xj)

c, de modo que y0 ∈ {y ∈ C | f(xi, y) >
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α}, para todo i ∈ {1, . . . , r}. Por consiguiente, y0 ∈ G(xi)
c, para cada i ∈ {1, . . . , r}.

Luego, xi ∈ {x ∈ C | f(x, y0) > α}. Aśı, y0 ∈ {x ∈ C | f(x, y0) > α}, por lo que

co(x1, . . . , xr) ⊆ {x ∈ C | f(x, y0) > α}. De esto, se tiene que f(y0, y0) > α, lo que es

una contradicción. Aśı, G es una correspondencia KKM y, entonces, por el principio

de la aplicación KKM, {G(x)}x∈C tiene la propiedad de la intersección finita. En

consecuencia,
⋂︁

x∈C G(x) ̸= ∅. Esto completa la demostración.

Corolario 3.4.1 (Fan, [20]). Sean X un espacio vectorial, C ⊆ X y G : C ⇒ X

una correspondencia KKM tal que G(x) es cerrado, para todo x ∈ C. Entonces, la

familia {G(x)}x∈C satisface la propiedad de la intersección finita.

Demostración. Supongamos que G : C ⇒ X es KKM. Como G(x) es cerrado en

X, entonces G(x) es finitamente cerrado, para cada x ∈ X. Por el principio de la

aplicación KKM, {G(x)}x∈C satisface la propiedad de la intersección finita.

A continuación abordaremos problemas de equilibrio desarrollados por Blum y

Oettli en [9], y una aplicación directa de los resultados ya vistos.

Definición 3.4.4. Sea f : C × C → R una función. Un problema de equilibrio

asociado a f consiste en determinar si existe y∗ ∈ C tal que para todo x ∈ X,

f(x, y∗) ≤ 0.

Corolario 3.4.2. Sean X un espacio vectorial topológico, C ⊆ X compacto, convexo

y f : C × C → R una función tal que

(I) para todo x ∈ C, f(x, x) = 0,

(II) para todo x ∈ C, la función f(x, ·) : C → R es semicontinua inferior, y

(III) para todo y ∈ C y α ∈ R, {x ∈ C | f(x, y) > α} es convexo en C.

Entonces, el problema de equilibrio asociado a f tiene solución.

Demostración. Por desigualdad minimax, se verifica que

mı́n
y∈C

sup
x∈C

f(x, y) ≤ 0.

Luego, existe y∗ ∈ C tal que f(x, y∗) ≤ 0, para todo x ∈ C. Esto completa la

demostración.
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El siguiente lema (partición de la unidad), que generaliza el Lema de Urysohn,

es útil para probar resultados de Browder y Tychonoff que veremos luego.

Lema 3.4.2. Sean X un espacio topológico normal y U1, . . . , Un un cubrimiento

abierto de X. Entonces, existen funciones continuas f1, . . . fn tales que fi : X →
[0, 1],

∑︁n
i=1 fi(x) = 1, para cada x ∈ X y fi(x) = 0, para todo x ∈ U c

i , y todo

i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. Usaremos inducción sobre n. Si n = 2, es consecuencia directa del Le-

ma de Urysohn. Supongamos que el resultado es válido para n = k y sea U1, . . . , Uk+1

un cubrimiento abierto de X. Notemos que U1, . . . , Uk es un cubrimiento abierto de

U c
k+1, el cual por ser cerrado, es normal. Por consiguiente, existen k funciones conti-

nuas fi : U
c
k+1 → [0, 1] tales que

∑︁k
i=1 fi = 1, y para cada x ∈ Uk+1\Ui = (Uk+1∪Ui)

c,

fi(x) = 0, con i ∈ {1, . . . , k}. Sean A = X \
⋃︁k

i=1 Ui y B = U c
k+1. Luego, A y B son

cerrados disjuntos en X y por Lema de Urysohn, existe fk+1 : X → [0, 1] continua

tal que fk+1|A = 1 y fk+1|B = 0. Es decir, fk+1(x) = 1, para todo x ∈ Uk+1. Luego,

f1, . . . , fk+1 son las funciones que cumplen las condiciones requeridas.

Teorema 3.4.6. Sean X un espacio vectorial topológico, C ⊆ X compacto, convexo

y T : C ⇒ C una correspondencia con valores convexos no vaćıos y tal que T−1({y})
es abierto, para todo y ∈ C. Entonces, existe x∗ ∈ C tal que x∗ ∈ Tx∗.

Demostración. Notemos que la familia {T−1(y)}y∈C es un cubrimiento abierto de

C, luego, existen y1, . . . yn en C tales que C ⊆ T−1(y1) ∪ . . . T−1(yn). Sea Ui =

T−1(yi), para cada i ∈ {1, . . . , n}. Por lema precedente, existen n funciones continuas

fi : C → [0, 1] tales que
∑︁n

i=1 fi(x) = 1, para cada x ∈ C, y fi(x) = 0, para

todo x ∈ U c
i , y todo i ∈ {1, . . . , n}, esto último equivale a yi /∈ Tx. Sean K =

co(y1, . . . , yn) y p : K → K dada por p(x) =
∑︁n

i=1 fi(x)yi. Bajo homeomorfismo

en Rn, por Teorema 3.4.2, existe x∗ ∈ K tal que p(x∗) = x∗. Para cada x ∈ C,

sea Ix = {i ∈ {1, . . . , n} | fi(x) > 0}. Aśı, yi ∈ Tx, para todo i ∈ Ix, de modo

que p(x) =
∑︁

i∈Ix fi(x)yi ∈ Tx. Por lo tanto, x∗ = p(x∗) ∈ Tx∗. Esto completa la

demostración.

El siguiente lema se requiere para la demostración del teorema de Kakutani-Fan-

Glicksberg.
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Lema 3.4.3. Sean (X, τ) un espacio topológico, E un espacio vectorial topológico

localmente convexo y T : X ⇒ E una correspondencia semicontinua superior con

valores convexos y compactos. Entonces, para todo abierto G en X × E tal que

Gr(T ) ⊆ G, existe una correspondencia S : X ⇒ E de valores convexos tal que

(I) Gr(S) es abierto, y

(II) Gr(T ) ⊆ Gr(S) ⊆ G.

Demostración. Para todo x ∈ X, {x} × Tx ⊆ Gr(T ) ⊆ G. Luego, existen Ux y Vx

vecindades de x y Tx, respectivamente, tales que {x} × Tx ⊆ Ux × Vx ⊆ G. Como

Tx es convexo y compacto, se puede suponer Vx convexo, pues existen x1, . . . , xn en

Tx y W x
1 , . . . ,W

x
n vecindades conexas de 0 tales que

Tx ⊆ (x1 +W x
1 ) ∪ · · · ∪ (xn +W x

n ),

y xi +W x
i +W x

i ⊆ Vx. Sea Wx = W x
1 ∪ · · · ∪W x

n . Luego, Tx ⊆ Tx+Wx ⊆ Vx, pues

si y ∈ Tx+Wx, entonces y ∈ W x
i + Tx ⊆ xi +W x

i +W x
i , para algún i ∈ {1, . . . , n}.

Aśı, y ∈ Vx y como Tx +Wx es convexo, Vx también se puede considerar convexo,

pues, si no lo fuera, reemplazamos Vx por Wx.

Ahora, como T es semicontinua superior, podemos suponer T (Ux) ⊆ Vx. Sean

x1, . . . , xr ∈ X tales que X = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxr . Definimos Ix = {i ∈ {1, . . . , r} |x ∈
Uxi

}, y sea Sx =
⋂︁

i∈Ix Vxi
. Luego, Sx es abierto y convexo, además, S es la corres-

pondencia buscada. En efecto, sea (x, y) ∈ Gr(T ), luego y ∈ Tx ⊆ T (Uxi
) ⊆ Vxi

.

Por consiguiente y ∈
⋂︁

i∈Ix Vxi
= Sx. Sea (x, y) ∈ Gr(S), luego x /∈

⋃︁
i/∈Ix Uxi

, lo

que equivale a x ∈
⋂︁

i/∈Ix U
c

xi
, que es una vecindad de x. Sea Wx =

⋂︁
i/∈Ix U

c

xi
, luego,

para cada u ∈ Wx, Iu ⊆ Ix, y entonces Sx ⊆ Su. De este modo, (x, y) ∈ Wx × Sy.

Finalmente, sea (u, v) ∈ Wx×Sy, entonces u ∈ Wx y v ∈ Sy, de modo que Sy ⊆ Su,

por lo que (u, v) ∈ Gr(S). Esto concluye la demostración.

El resultado siguiente se conoce como teorema de Kakutani-Fan-Glicksberg, por

los resultados principales en [18] y [25], respectivamente.

Teorema 3.4.7. Sean X un espacio vectorial topológico localmente convexo, C ⊆ X

compacto, convexo y T : C ⇒ C una correspondencia semicontinua superior con

valores convexos, compactos y no vaćıos. Entonces, existe x∗ ∈ C tal que x∗ ∈ Tx∗.
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Demostración. Sea ∆ la diagonal de C × C. Supongamos que Gr(T ) ⊆ ∆c. Luego,

∆c es una vecindad de Gr(T ), y por lema precedente, existe una correspondencia

abierta S : C ⇒ C de valores convexos tal que Gr(T ) ⊆ Gr(S) ⊆ ∆c. Como S es

abierta, entonces S−1(y) es abierto e y /∈ Sy, para todo y ∈ X. Luego, por Teorema

3.4.6, existe x ∈ C tal que Sx = ∅, lo que es una contradicción. Esto completa la

demostración.

Concluimos este caṕıtulo con el Teorema de Tychonoff.

Teorema 3.4.8 (Tychonoff). Sean X un espacio vectorial topológico localmente

convexo, C ⊆ X compacto, convexo y no vaćıo, y f : C → C una función continua.

Entonces, existe x∗ ∈ C tal que f(x∗) = x∗.

Demostración. Basta definir T : C ⇒ C como Tx = {f(x)} y aplicar el teorema

precedente.
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Teoŕıa Métrica del Punto Fijo

En este caṕıtulo abordaremos condiciones bajo las cuales funciones definidas

sobre un espacio métrico o un conjunto parcialmente ordenado tengan un punto fijo.

Este tipo de problemas, que es en lo que se fundamenta la teoŕıa métrica del punto

fijo, tiene su origen en el principio de contracción de Banach sobre espacios métricos

completos.

En este trabajo, cuando (X, d) es un espacio métrico, nos enfocaremos principa-

lemente en el estudio de contracciones, T : X → X o T : X → X, que satifacen

d(T (x), T (y)) ≤ f(d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x)))

en el caso de funciones, o

H(T (x), T (y)) ≤ f(d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))),

en el caso de correspondencias, donde f : X×X×X×X → R es una función y H la

métrica de Hausdorff asociada a d. La existencia de punto fijo para estas funciones

y contracciones ha sido extensamente estudiada en la literatura.

En lo que sigue, (X, d) denotará un espacio métrico y (P,⪯) un conjunto par-

cialmente ordenado. Sobre P , definimos el conjunto

[b,→) = {x ∈ P | b ⪯ x},

que lo llamaremos terminal de b en P .
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4.1. Punto Fijo y Ordenes Parciales

Los primeros resultados que relacionan conjuntos parcialmente ordenados con

teoŕıa de punto fijo fueron desarollados por Knaster. Tras el primer trabajo publicado

en el área, Knaster y Tarski complementaron y mejoraron los resultados en 1939

(ver [34] y [38]). En paralelo, Kantorovitch publicó resultados adicionales en el área

en 1939.

Teorema 4.1.1 (Knaster-Tarski, [38]). Sea T : P → P una función creciente tal

que existe b ∈ P que verifica:

(I) b ⪯ T (b), y

(II) toda cadena en [b,→) tiene supremo.

Entonces fix(T ) ̸= ∅, y además, (P,⪯) posee un elemento maximal.

Demostración. Sea Q = {x ∈ P | b ⪯ x ⪯ T (x)}. Claramente Q ̸= ∅, pues b ∈ Q.

Sea C una cadena en Q, y como Q ⊆ [b,→), entonces C es una cadena en [b,→).

Luego, C tiene un supremo u = sup(C ). Sea x ∈ C , luego b ⪯ x ⪯ u, de modo que

T (b) ⪯ T (x) ⪯ T (u). Como T (u) es una cota superior de C , entonces u ⪯ T (u). Aśı,

u ∈ Q y es una cota superior de C . Por Lema de Zorn, existe un elemento maximal

x∗ ∈ Q. Por consiguiente, b ⪯ x∗ ⪯ T (x∗) y b ⪯ T (x∗) ⪯ T (T (x∗)), de modo que

T (x∗) ⪯ x∗. Como el orden ⪯ es antisimétrico, concluimos que T (x∗) = x∗. Por lo

tanto, fix(T ) ̸= ∅, y x∗ es el elemento maximal.

Definición 4.1.1. Sea (P,⪯) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que

una función T : P → P es seudo continua, si y solo si, para toda cadena numerable

(en : n ∈ N), tal que sup(en)n∈N existe, entonces también existe sup(T (en))n∈N, y

además,

T (sup(en)n∈N) = sup(T (en))n∈N.

Es directo de la definición que toda función seudo continua es creciente.

El siguiente resultado, desarrollado por Tarski y Kantorovich, establece condi-

ciones bajo las cuales una función seudo continua tiene un punto fijo, y además

caracteriza el ı́nfimo del conjunto de puntos fijos.
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Teorema 4.1.2 (Tarski-Kantorovitch, [31]). Sea T : P → P una función seudo

continua. Si existe b ∈ P tal que:

(I) b ⪯ T (b), y

(II) toda cadena C en [b,→) tiene supremo.

Entonces x∗ = sup(T n(b))n∈N es un punto fijo para T , y además,

x∗ = ı́nf{x ∈ fix(T ) | b ⪯ x}.

Demostración. Como T es seudo continua y creciente, entonces b ⪯ T (b) ⪯ T 2(b),

y de manera inductiva, obtenemos que T n(b) ⪯ T n+1(b), para todo n ∈ N. Sea
C = {T n(b) |n ∈ N}, luego C es una cadena contable. Sea x∗ = sup(T n(b))n∈N.

Tenemos que

T (x∗) = T (sup(T n(b))n∈N) = sup(T n+1(b))n∈N = x∗,

de modo que x∗ es un punto fijo. Ahora, supongamos que x∗∗ es un punto fijo en

[b,→). Luego, b ⪯ x∗∗, y entonces T n(b) ⪯ T n(x∗∗) = x∗∗. Se obtiene entonces

que x∗ = sup(T n(b))n∈N ⪯ x∗∗, lo que prueba que x∗ = ı́nf([b,→) ∩ fix(T )). Esto

completa la demostración.

Ahora dotaremos a un espacio métrico de un orden parcial, y estableceremos

resultados de punto fijo para funciones con dicho orden.

La relación que definimos a continuación se conoce como orden de Brøndsted,

por el art́ıculo [11] cuyo lleva este nombre. Sin embargo, la idea principal de este

orden fue dada por Bishop-Phelps en [8].

Definición 4.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico y φ : X → R una función.

Definimos en X la relación ⪯φ dada por

x ⪯φ y ⇔ d(x, y) ≤ φ(x)− φ(y).

Proposición 4.1.1. La relación definida anteriormente es un orden parcial sobre

(X, d). Además, φ es una función decreciente.
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Demostración. Sea x, y, z en X. Directamente d(x, x) ≤ φ(x)− φ(x) = 0, de modo

que x ⪯φ x. Supongamos que x ⪯φ y e y ⪯φ x. Luego, d(x, y) ≤ φ(x) − φ(y) y

d(y, x) ≤ φ(y) − φ(x), por consiguiente 2d(x, y) ≤ 0, de modo que x = y. Ahora,

supongamos que x ⪯φ y e y ⪯φ z. Tenemos aśı que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(x, z) ≤
(φ(x)− φ(y)) + (φ(y)− φ(z)) = φ(x) − φ(z), y entonces x ⪯φ z. Esto prueba que

⪯φ es una relación de orden.

Finalmente, supongamos que x ⪯φ y, luego 0 ≤ d(x, y) ≤ φ(x) − φ(y), por lo

que φ(y) ≤ φ(x). Esto concluye la demostración.

Teorema 4.1.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo y φ : X → R una función

semicontinua inferior acotada inferiormente. Entonces, para todo x0 ∈ X, existe un

elemento maximal x∗ ∈ X tal que x0 ⪯φ x∗.

Demostración. Como φ es acotada inferiormente, entonces ı́nf(φ([x0,→)) existe, y

entonces existe x1 ∈ [x0 →) tal que ı́nf(φ([x0,→)) ≤ φ(x1) < ı́nf(φ([x0,→)) + 1/20.

De manera recursiva, construimos una sucesión (xn : n ∈ N) en X tal que xn+1 ∈
[xn,→) y

ı́nf(φ([xn,→)) ≤ φ(xn+1) < ı́nf(φ([xn,→)) + 1/2n,

para cada n ∈ N. Aśı, tenemos que xn ⪯φ xn+1 y φ(xn+1) ≤ φ(xn), para todo

n ∈ N, de modo que d(xn, xn+1) ≤ φ(xn)− φ(xn+1) =
∑︁n+p−1

k=n (φ(xk)− φ(xk+1)) ≤∑︁n+p−1
k=n 1/2n. Tomando ĺımite cuando n → ∞, obtenemos que (xn : n ∈ N) es una

sucesión de Cauchy en X. Sea x∗ ∈ X tal que lı́mn→∞ xn = x∗. Luego, para m ≥ n,

xm ∈ [xn,→) = {x ∈ X |φ(x) + d(xn, x) ≤ φ(xn)}, el cual es cerrado en X, pues la

función F : X → R, dada por F (x) = φ(x)+d(x, xn), es semicontinua inferior, para

cada n ∈ N. Luego, x∗ ∈ [xn,→), es decir, xn ⪯φ x∗, para todo n ∈ N. Finalmente,

supongamos que existe z ∈ X tal que x∗ ⪯φ z, luego xn ⪯φ z, para cada n ∈ N. Aśı,
se tiene

d(xn, z) ≤ φ(xn)− φ(z) ≤ φ(xn)− ı́nf(φ([xn,→)) < 1/2n,

y tomando ĺımite cuando n → ∞, se concluye que (xn : n ∈ N) converge a z. Por lo

tanto, x∗ = z. Esto concluye la demostración.

Aunque el teorema de Caristi, que enunciamos a continuación, fue demostrado

usando aritmética ordinal, este resultado se obtiene como consecuencia del teorema

precedente.
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Teorema 4.1.4 (Caristi, [13]). Sean (X, d) un espacio métrico completo, φ : X → R
y T : X → X funciones tales que φ es semicontinua inferior acotada inferiormente,

y T verifica que para todo x ∈ X, d(x, T (x)) ≤ φ(x) − φ(T (x)). Entonces, T tiene

un punto fijo.

Demostración. Por hipótesis, tenemos que x ⪯φ T (x), para todo x ∈ X. Por teorema

precedente, existe un elemento maximal x∗ en (X,⪯φ), de modo que T (x∗) ⪯φ x∗.

Además, x∗ ⪯φ T (x∗). Por lo tanto, T (x∗) = x∗.

4.2. Punto Fijo Univaluado

A continuación plantearemos condiciones bajo las cuales existe punto fijo en

funciones definidas sobre un espacio métrico completo. La principal de éstas, para

funciones univaluadas, consiste en la condición orbital de Banach.

Definición 4.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una función T : X → X satisface

la condición orbital de Banach, si y solo si, existe λ ∈ [0, 1) tal que para todo x ∈ X,

d(T (x), T 2(x)) ≤ λd(x, T (x)).

Teorema 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → X una función

continua que satisface la condición orbital de Banach. Entonces, existe x∗ ∈ X tal

que T (x∗) = x∗.

Demostración. Como d(T (x), T 2(x)) ≤ λd(x, T (x)), de manera inductiva se puede

probar que d(T n(x), T n+1(x)) ≤ λnd(x, T (x)), para todo n ∈ N. Tomando ĺımi-

te cuando n → ∞, tenemos que lı́mn→∞ d(T n(x), T n+1(x)) = 0. Por consiguien-

te, (T n(x) : n ∈ N) es una sucesión de Cauchy en X. Luego, existe x∗ tal que

lı́mn→∞ T n(x) = x∗. Como T es continua, entonces

T (x∗) = T
(︂
lı́m
n→∞

T n(x)
)︂
= lı́m

n→∞
T n+1(x) = x∗.

Por lo tanto, x∗ es un punto fijo.

Definición 4.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico y T : X → X una función.

Diremos que T es una contracción univaluada si satisface alguna de las siguientes
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desigualdades, para todo x e y en X :

(I) (Banach) d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y), para algún k ∈ [0, 1),

(II) (Kannan) d(T (x), T (y)) ≤ k[d(x, T (x)) + d(y, T (y))], para algún k ∈ [0, 1/2),

(III) (Berinde) d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) + Ld(y, T (x)), para algún k ∈ [0, 1) y

L ≥ 0,

(IV) (Chatterjea) d(T (x), T (y)) ≤ k[d(x, T (y))+d(y, T (x))], para algún k ∈ [0, 1/2),

(V) (Reich) d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) + ℓd(x, T (x)) +md(y, T (y)), para k, ℓ,m en

[0, 1) tales que k + ℓ+m < 1, y

(VI) (Ćirić) d(T (x), T (y)) ≤ kmáx{d(x, y), d(x, T (x)), d(y, T (y)), d(x, T (y)), d(y, T (x))},
para algún k ∈ [0, 1/2).

Proposición 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y T : X → X una contracción.

Entonces, T satisface la condición orbital de Banach.

Demostración. Sean x e y en X.

(I) Si T es Banach con constante k ∈ [0, 1), entonces

d(T (x), T 2(x)) = d(T (x), T (T (x))) ≤ kd(x, T (x)).

(II) Si T es Kannan con constante k ∈ [0, 1/2), tenemos que d(T (x), T 2(x)) ≤
k[d(x, T 2(x)) + d(T (x), T 2(x))], y entonces

d(T (x), T 2(x)) ≤ kd(x, T (x)) + kd(T (x), T 2(x)),

de modo que

d(T (x), T 2(x)) ≤ kd(x, T (x))/(1− k).

Como k ∈ [0, 1/2), entonces k/(1 − k) ∈ [0, 1). Por tanto, T satisface la

condición orbital de Banach.

(III) Si T es Berinde con constantes k ∈ [0, 1) y L ≥ 0, entonces

d(T (x), T 2(x)) ≤ kd(x, T (x)) + Ld(T (x), T (x)) = kd(x, T (x)).
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(IV) Si T es Chatterjea con constante k ∈ [0, 1/2), entonces

d(T (x), T 2(x)) ≤ k[d(x, T 2(x)) + d(T (x), T (x))]

= kd(x, T 2(x)

≤ k[d(x, T (x)) + d(T (x), T 2(x))].

Por tanto, d(T (x), T 2(x)) ≤ [k/(1− k)]d(x, T (x)), y k/(1− k) < 1.

(V) Si T es Reich con constantes k, ℓ,m, entonces

d(T (x), T 2(x)) ≤ kd(x, T (x)) + ℓd(x, T (x)) +md(T (x), T 2(x)),

y por consiguiente,

d(T (x), T 2(x)) ≤ [k/(1−m)]d(x, T (x)) + ℓ/(1−m)d(x, T (x))

= [(k + ℓ)/(1−m)]d(x, T (x)).

Como k + ℓ+m < 1, entonces (k + ℓ)/(1−m) < 1.

(VI) Si T es Ćirić con constante k ∈ [0, 1/2), entonces

d(T (x), T 2(x)) ≤ kmáx{d(x, T (x)), d(x, T (x)), d(T (x), T 2(x)),

d(T (x), T 2(x)), d(T (x), T (x))}

= kmáx{d(x, T (x)), d(T (x), T 2(x))}

≤ kmáx{d(x, T (x)), d(T (x), T 2(x)) + d(x, T (x))}

≤ k[d(x, T (x)) + d(T (x), T 2(x))],

luego d(T (x), T 2(x)) < [k/(1 − k)]d(x, T (x)). Como k ∈ [0, 1/2), entonces

k/(1− k) ∈ [0, 1). Esto completa la demostración.
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Corolario 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → X una

contracción continua. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Sea T : X → X alguna de las contracciones anteriores. Luego, T

satisface la condición orbital de Banach, y por Teorema 4.2.1, T tiene un punto

fijo.

A continuación, demostraremos que cada una de las contracciones anteriores

tiene un punto fijo, aun cuando alguna de ellas no sea continua. Algunas de las

demostraciones aqúı presentadas no corresponden a la demostración original, por

el correspondiente autor, pues en varias de ellas se utiliza el resultado de Berinde,

expuesto a continuación.

Teorema 4.2.2 (Berinde, [7]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X →
X una contracción Berinde con constantes k ∈ [0, 1) y L ≥ 0. Entonces, T tiene un

punto fijo.

Demostración. Sea x0 ∈ X. Definimos la sucesión (xn : n ∈ N) en X de manera

recursiva como xn+1 = T (xn), para n ≥ 1. Notemos que

d(xn, xn+1) = d(xn, T (xn))

= d(T (xn−1, T (xn))

≤ kd(xn−1, xn) + Ld(xn, T (xn−1))

= kd(xn−1, xn),

para cada n ∈ N. Aśı, se obtiene d(xn, xn+1) ≤ knd(x0, T (x0)), y tomando ĺımite

cuando n → ∞, lı́mn→∞ d(xn, xn+1) ≤ lı́mn→∞ knd(x0, T (x0)) = 0. Por tanto, (xn :

n ∈ N) es una sucesión de Cauchy en X, y existe x∗ ∈ X tal que (xn : n ∈ N)
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converge a x∗. Veamos que x∗ es un punto fijo de T .

d(x∗, T (x∗)) ≤ d(x∗, xn) + d(xn, T (x
∗))

= d(x∗, xn) + d(T (xn−1), T (x
∗))

≤ d(x∗, xn) + kd(xn−1, x
∗) + Ld(x∗, T (xn−1))

= d(x∗, xn) + d(xn−1, x
∗) + Ld(x∗, xn),

y tomando ĺımite cuando n → ∞, concluimos que d(x∗, T (x∗)) = 0. Por lo tanto,

T (x∗) = x∗.

Teorema 4.2.3 (Kannan). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → X

una contracción Kannan con constante k ∈ [0, 1/2). Entonces, T tiene un punto

fijo.

Demostración. Supongamos que T : X → X es Kannan, veamos que T es Berinde.

En efecto, sean x e y en X y k ∈ [0, 1/2) la constante de contracción. Luego,

d(T (x), T (y)) ≤ k[d(x, T (x)) + d(y, T (y))]

≤ k[d(x, y) + d(y, T (x)) + d(y, T (x)) + d(T (x), T (y))]

= kd(x, y) + 2kd(y, T (x)) + kd(T (x), T (y)),

y por consiguiente d(T (x), T (y)) ≤ [k/(1−k)]d(x, y)+ [2k/(1−k)]d(y, T (x)). Como

k ∈ [0, 1/2), entonces k/(1 − k) < 1. Por tanto, T es Berinde, y tiene un punto

fijo.

Teorema 4.2.4 (Chatterjea). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X →
X una contracción Chatterjea con constante k ∈ [0, 1/2). Entonces, T tiene un único

punto fijo.

Demostración. upongamos que T : X → X es Chatterjea, veamos que T es Berinde.
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En efecto, sean x e y en X y k ∈ [0, 1) la constante de contracción. Luego,

d(T (x), T (y)) ≤ k[d(x, T (y)) + d(y, T (x))]

≤ k[d(x, y) + d(y, T (x)) + d(T (x), T (y)) + d(y, T (x))]

= k[d(x, y) + 2d(y, T (x)) + d(T (x), T (y))].

Aśı, tenemos que

d(T (x), T (y)) ≤ [k/(1− k)]d(x, y) + [2/(1− k)]d(y, T (x)),

de modo que T es Berinde. Por consiguiente, T tiene un punto fijo x∗ ∈ X.

Finalmente, supongamos que existe x∗∗ ∈ X tal que T (x∗∗) = x∗∗. Luego,

d(x∗, x∗∗) = d(T (x∗), T (x∗∗))

≤ k[d(x∗, T (x∗∗)) + d(x∗∗, T (x∗))]

= 2kd(x∗, x∗∗),

esto implica que d(x∗, x∗∗) = 0, pues 2k < 1. Por lo tanto, x∗ = x∗∗.

Teorema 4.2.5 (Reich). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → X

una contracción Reich. Entonces, T tiene un único punto fijo.

Demostración. Supongamos que T : X → X es Reich con constantes k, ℓ,m ∈ [0, 1)

tales que k + ℓ+m < 1. Sean x e y en X, luego,

d(T (x), T (y)) ≤ kd(x, y) + ℓ[d(x, y) + d(y, T (x))] +m[d(x, y) + d(T (x), T (y))]

= (k + ℓ)d(x, y) + (ℓ+m)d(y, T (y)) +md(T (x), T (y)).

Por consiguiente,

d(T (x), T (y)) ≤ [(k + ℓ)/(1−m)]d(x, y) + [(ℓ+m)/(1−m)]d(y, T (y)).

Como (k + ℓ)/(1−m) < (1−m)/(1−m) = 1, entonces T es Berinde, por lo que T
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tiene un punto fijo x∗ ∈ X.

Ahora, supongamos que existe x∗∗ ∈ X tal que T (x∗∗) = x∗∗. Tenemos que

d(x∗, x∗∗) = d(T (x∗), T (x∗∗)) ≤ kd(x∗, x∗∗) + ℓd(x∗, T (x∗)) +md(x∗∗, T (x∗∗)),

y entonces d(x∗, x∗∗) ≤ kd(x∗, x∗∗), pues k < 1. Por tanto, x∗ = x∗∗. Esto completa

la demostración.

En el caso de una contracción Ćirić, necesitamos introducir el concepto de órbita

de un punto con ı́ndice n y las órbitas de ı́ndice infinito. Precisamos estos conceptos

a continuación.

Definición 4.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico y T : X → X una función. Para

cada x ∈ X, definimos la órbita de x con ı́ndice n ∈ N como el conjunto

O(x, n) = {x, T (x), T 2(x), . . . , T n(x)},

y la órbita de x con ı́ndice infinito como

O(x,∞) =
⋃︂
n∈N

O(x, n).

Definición 4.2.4. Sean (X, d) un espacio métrico y A ⊆ X. Definimos el diámetro

de A como

diam(A) = sup{d(a, b) | a, b ∈ A}.

Lema 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y T : X → X una contracción Ćirić

con constante k ∈ [0, 1/2). Entonces, para todo n ∈ N, x ∈ X e i, j ∈ {1, . . . , n}, se
tiene

d(T i(x), T j(x)) ≤ k · diam(O(x, n)).

Demostración. Sean x ∈ X, n ∈ N, i, j ∈ {1, . . . , n} y k ∈ [0, 1/2) la constante de
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contracción de T . Luego,

d(T i(x), T j(x)) ≤ kmáx{d(T i−1(x), T j−1(x)), d(T i−1(x), T i(x)), d(T j−1(x), T j(x)),

d(T i−1(x), T j(x)), d(T j−1(x), T i(x))}

≤ k · diam(O(x, n)),

lo que completa la demostración.

Una consecuencia directa es la siguiente: para todo x ∈ X y n ∈ N, existe k ≤ n

tal que d(x, T k(x)) = diam(O(x, n)).

Ahora encontraremos una cota superior para las órbitas de ı́ndice infinito en una

contracción Ćirić. Precisamos a continuación.

Lema 4.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico, x ∈ X y T : X → X una contracción

Ćirić con constante k ∈ [0, 1/2). Entonces,

diam(O(x,∞)) ≤ [1/(1− k)]d(x, T (x)).

Demostración. Sean x ∈ X y n ∈ N. Notemos que O(x, n) ⊆ O(x, n + 1), y

además, d(x, T k(x)) ≤ diam(O(x, n)), para cada k ≤ n. Aśı, diam(O(x,∞)) =

supn∈N diam(O(x, n)). Por lo anterior, existe T k(x) ∈ O(x, n), con k ∈ {1, . . . , n},
tal que d(x, T k(x)) = diam(O(x, n)). Por lema precedente, tenemos

d(x, T k(x)) ≤ d(x, T (x)) + d(T (x), T k(x))

≤ d(x, T (x)) + k · diam(O(x, n))

= d(x, T (x)) + kd(x, T k(x)).

Aśı,

diam(O(x, n)) = d(x, T k(x)) ≤ [1/(1− k)]d(x, T (x)).

Como n ∈ N es arbitrario, obtenemos que O(x,∞) ≤ [1/(1 − k)]d(x, T (x)). Esto

completa la demostración.
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Con este último lema, podemos estudiar la contracción Ćirić.

Teorema 4.2.6 (Ćirić, [16]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → X

una contracción Ćirić con constante k ∈ [0, 1). Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Sea x0 ∈ X. Definimos de manera inductiva la sucesión (xn : n ∈ N)
dada por xn+1 = T (xn), para n ≥ 1. Sean n y m en N tales que n < m. Luego,

d(Tm(x0), T
n(x0)) = d(Tm−n(T n−1(x0)), T (T

n−1(x0))

≤ k · diam(O(T n−1(x0),m− n+ 1)).

Luego, existe k ∈ {1, . . . ,m − n + 1} tal que diam(O(T n−1(x0),m − n + 1)) =

d(T n−1(x0), T
k(T n−1(x0))). Aśı,

diam(O(T n−1(x0), n−m+ 1) = d(T n−1(x0), T
k+n−1(x0))

= d(T (T n−2(x0)), T
k−n+1(T (n−2(x0))))

≤ k · diam(O(T n−2(x0), k − n+ 1))

≤ k · diam(O(T n−2(x0),m− (n− 3)))

≤ k2 · diam(O(T n−3(x0),m− (n− 3))).

De manera inductiva obtenemos que

diam(O(T n−1(x0), n−m+ 1) ≤ kn+1diam(O(x0,m)) ≤ kn+1diam(O(x0,∞)).

Por consiguiente, diam(O(T n−1(x0), n −m + 1) ≤ [kn+1/(1 − k)]d(x0, T (x0)), y to-

mando ĺımite cuando n → ∞, se tiene que (T n(x0) : n ∈ N) es una sucesión de

Cauchy en X. Sea x∗ ∈ X tal que lı́mn→∞ T n(x0) = x∗. Veamos que x∗ es un punto
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fijo para T .

d(x∗, T (x∗)) ≤ d(x∗, xn+1)

= d(x∗, xn+1) + d(T (xn), T (x
∗))

≤ d(x∗, xn+1) + kmáx{d(xn, x
∗), d(x∗, T (xn)),

d(x∗, T (x∗)), d(xn, T (xn))}

≤ d(x∗, xn+1) + k[d(xn, T (xn)) + d(xn, x
∗) + d(x∗, T (x∗)) + d(T (xn), x

∗)].

Por tanto,

d(x∗, T (x∗)) ≤ [1/(1− k)][(1 + k)d(x∗, T (xn)) + kd(x∗, xn) + kd(xn, T (xn))].

Tomando ĺımite cuando n → ∞, obtenemos que d(x∗, T (x∗)) = 0. Esto completa la

demostración.

4.3. Punto Fijo Multivaluado

En correspondencias definiremos condiciones adicionales que nos brinden resul-

tados similares al caso de funciones univaluadas. En particular, obtendremos una

extensión del teorema de Caristi.

En lo que sigue de este caṕıtulo, (X, d) denotará un espacio métrico.

Definición 4.3.1. Sea T : X → CB(X) una correspondencia. Diremos que T satis-

face la condición orbital de Banach multivaluada de tipo 1 (COBM-1) (respectiva-

mente, tipo 2 (COBM-2)) si existe k ∈ [0, 1) tal que para todo x ∈ X,

ı́nf
y∈Tx

d(y, Ty) ≤ kd(x, Tx) (respectivamente, sup
y∈Tx

d(y, Ty) ≤ kd(x, Tx)).

Observación. Notar que la COBM-2 es equivalente a la siguiente condición:

Para todo x ∈ X y todo y ∈ Tx, d(y, Ty) ≤ kd(x, Tx).

Ahora, introduciremos el concepto de semicontinuidad débil, abordado por Fie-

rro, Mart́ınez y Orellana [23], y que será de utilidad para relacionar la COBM-2 con
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la existencia de punto fijo.

Definición 4.3.2. Sea T : X → CB(X) una correspondencia. Diremos que T es

débilmente semicontinua superior (respectivamente, inferior), si y solo si, la función

φT : X → R dada por

φT (x) = d(x, Tx)

es semicontinua inferior (respectivamente, superior). Si φT es continua, diremos que

T es débilmente continua.

Un resultado directo de esta definición es el siguiente.

Proposición 4.3.1. Sean T : X → CB(X) y φT : X → R dada por φT (x) =

d(x, Tx).

(I) Si T es semicontinua inferior, entonces φT es semicontinua superior, y

(II) si T es semicontinua superior, entonces φT es semicontinua inferior.

Demostración. (I) Supongamos que T es semicontinua inferior. Sean α > 0 y

A = {x ∈ X | d(x, Tx) < α}. Sean a ∈ A y β > 0 tales que d(a, Ta) < β < α.

Veamos que B(a, (α − β)/2) ∩ {x ∈ X |B(a, β) ̸= ∅} ⊆ A. En efecto, sea

x ∈ B(a, (α − β)/2) ∩ {x ∈ X |B(a, β) ̸= ∅}. Luego, d(x, Tx) ≤ d(x, a) +

d(a, Tx) < (α− β) + β = α. Por consiguiente, A es abierto en X.

(II) Análogamente, supongamos que T es semicontinua inferior, sean α > 0 y

A = {x ∈ X | d(x, Tx) > α}. Sean a ∈ A y β > 0 tales que d(a, Ta) > β > α.

Sean Gβ = {x ∈ X | d(a, Tx) > 2β} y Va = B(a, β) ∩ {x ∈ X |Tx ⊆ Gβ}.
Como Ta ⊆ Gβ, entonces a ∈ Va, de modo que Va es una vecindad de a.

Veamos que Va ⊆ A. En efecto, sea x ∈ Va. Luego,

2β < d(a, Tx)

≤ d(a, x) + d(x, Tx)

< β + d(x, Tx),

y por consiguiente, β < d(x, Tx), de modo que d(x, Tx) > α. Esto prueba que

φT es semicontinua superior.
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Corolario 4.3.1. Sea T : X → CB(X). Luego,

(I) si T es semicontinua inferior, entonces T es débilmente semicontinua inferior,

y

(II) si T es semicontinua superior, entonces T es débilmente semicontinua supe-

rior.

Demostración. Directo de la proposición precedente.

En general, los rećıprocos de estas afirmaciones no son válidas. En efecto, consi-

deremos las correspondencias S, T : R ⇒ R definidas por

S(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
{0} si x ̸= 0,

[−1, 1] si x = 0,

y T (x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[−1, 1] si x ̸= 0,

{0} si x = 0.

Luego, S no es semicontinua superior y T no es semicontinua inferior. Sin embargo,

las funciones φT y φS son continuas, y por tanto, T y S son débilmente continuas.

Teorema 4.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → CB(X) una co-

rrespondencia débilmente semicontinua superior que satisface la COBM-2 con cons-

tante k ∈ [0, 1). Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Si existe x ∈ X tal que d(x, Tx) = 0, entonces como Tx es cerrado en

X, x ∈ Tx. Supongamos ahora que d(x, Tx) > 0, para todo x ∈ X. Para todo ϵ > 0,

existe yϵ(x) ∈ Tx tal que d(x, yϵ(x)) < d(x, Tx)+ϵd(x, Tx), y entonces d(x, yϵ(x)) <

(1 + ϵ)d(x, Tx). Como T satisface la COBM, entonces d(yϵ(x), T yϵ(x)) ≤ kd(x, Tx).

Luego,

[1/(1− ϵ)− k]d(x, yϵ(x)) < d(x, Tx)− kd(x, yϵ(x))

≤ d(x, Tx)− kd(x, Tx)

≤ d(x, Tx)− d(yϵ(x), T yϵ(x)).

Por consiguiente,

d(x, yϵ(x)) ≤ d(x, Tx)/(1/(1− ϵ)− k)− d(yϵ(x), T yϵ(x))/(1/(1− ϵ)− k.
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Sea φ(x) = d(x, Tx)/(1/(1 − ϵ) − k). Luego, d(x, yϵ(x)) ≤ φ(x) − φ(yϵ(x)), y φ es

semicontinua inferior. Por Teorema de Caristi, la función yϵ : X → X tiene un punto

fijo x∗ ∈ X. De este modo, x∗ = yϵ(x
∗) ∈ Tx∗, lo que es una contradicción. Por lo

tanto, T tiene un punto fijo.

Corolario 4.3.2. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → CB(X) una

correspondencia semicontinua superior que satisface la COBM-2. Entonces, T tiene

un punto fijo.

Demostración. Es consecuencia del corolario anterior.

Definición 4.3.3. Sea T : X → CB(X) una correspondencia. Diremos que T es

una contracción multivaluada si satisface alguna de las siguientes desigualdades,

para todo x e y en X:

(I) (Nadler) H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), para algún k ∈ [0, 1),

(II) (Kannan) H(Tx, Ty) ≤ k[d(x, Tx) + d(y, Ty)], para algún k ∈ [0, 1/2),

(III) (Kannan generalizado) H(Tx, Ty) ≤ kmáx{d(x, Tx), d(y, Ty)}, con k ∈ [0, 1),

(IV) (Chatterjea) H(Tx, Ty) ≤ k[d(x, Ty) + d(y, Tx)], para algún k ∈ [0, 1/2),

(V) (Chatterjea generalizada) H(Tx, Ty) ≤ kmáx{d(x, Ty), d(y, Tx)}, para algún

k ∈ [0, 1/2),

(VI) (Berinde) H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) + Ld(y, Tx), para algún k ∈ [0, 1) y L ≥ 0,

(VII) (Reich) H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y)+ ℓd(x, Tx)+md(y, Ty), para k, ℓ y m tales que

k + ℓ+m < 1, y

(VIII) (Ćirić) H(Tx, Ty) ≤ kmáx{d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Tx)}, pa-
ra algún k ∈ [0, 1/2).

A diferencia de las contracciones univaluadas definidas anteriormente, no todas

las contracciones, en la definición precedente, satisfacen la COBM-2. De igual forma,

dichas contracciones poseen puntos fijos, debido a que ellas satisfacen la COBM-1,

como veremos en el caṕıtulo siguiente. Por una razón de completitud, veremos aqúı

que cada una de estas contracciones posee un punto fijo. Lo haremos mediante
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su demostración clásica. Sin embargo, en el caṕıtulo siguiente, demostraremos un

resultado general que permite obtener la existencia de punto fijo para cada una de

ellas, con la excepción de la contracción de Ćirić.

Proposición 4.3.2. Las contracciones Kannan y Kannan generalizada satisfacen

la COBM-2.

Demostración. (I) Si T : X → CB(X) es Kannan con constante k, entonces para

x ∈ X e y ∈ Tx, tenemos que

d(y, Ty) ≤ supz∈Tx d(z, Tx)

= h(Tx, Ty)

≤ H(Tx, Ty)

≤ k[d(x, Tx) + d(y, Ty)].

Luego, (1 − k)d(y, Ty) ≤ kd(x, Tx), y por consiguiente, d(y, Ty) ≤ [k/(1 −
k)]d(x, Tx), para todo y ∈ Tx. Como k ∈ [0, 1/2), entonces k/(1−k) ∈ [0, 1/2),

por lo que T verifica la COBM-2.

(II) Sean T : X → CB(X) Kannan generalizada con constante k ∈ [0, 1) e x ∈ X.

Si para algún y ∈ Tx, d(x, Tx) ≤ d(y, Ty), entonces

d(y, Ty) ≤ kd(y, Ty),

lo que implica d(y, Ty) = 0. En otro caso, d(y, Ty) ≤ kd(x, Tx), para todo

y ∈ Tx. En consecuencia, T satisface la COBM-2.

Corolario 4.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → CB(X)

una correspondencia débilmente semicontinua superior. Si T satisface alguna de las

contracciones de la proposición anterior, entonces T posee un punto fijo.

Demostración. Si T es alguna de las contracciones anteriores, entonces T satisface

la COBM-2, y por corolario precedente, T tiene un punto fijo.
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A continuación, nuestro interés ahonda en probar la existencia de punto fijo

en las contracciones anteriormente definidas. Para ello, necesitamos establecer una

relación entre la H-continuidad de una correspondencia T con la continuidad débil,

como precisamos ahora.

Lema 4.3.1. Sea T : X → CB(X) una correspondencia continua respecto a la

métrica de Hausdorff. Entonces, T es débilmente continua.

Demostración. Sean x, y en X y z ∈ Ty. Luego,

d(x, Tx) ≤ d(x, y) + d(y, z) + d(z, Tx)

≤ d(x, y) +H(Ty, Tx) + d(y, z).

Luego, d(x, Tx) ≤ d(x, y) + H(Tx, Ty) + d(y, Ty), y por consiguiente |d(x, Tx) −
d(y, Ty)| ≤ d(x, y) +H(Tx, Ty). Como d y H son funciones continuas, entonces la

función φT : X → R definida anteriormente también lo es.

Teorema 4.3.2 (Nadler, [35]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X →
CB(X) una contracción Nadler con constante k ∈ [0,1). Entonces, T tiene un punto

fijo.

Demostración. Sean T : X → CB(X) una contracción Nadler con constante k ∈
[0, 1), x0 ∈ X y x1 ∈ Tx0. Como los valores de T son cerrados y acotados, existe

x2 ∈ Tx1 tal que

d(x1, x2) ≤ H(Tx0, Tx1) + k.

Análogamente, existe x3 ∈ Tx2 tal que d(x2, x3) ≤ H(Tx1, Tx2) + k2. Esto nos

permite construir una sucesión (xn : n ∈ N) enX tal que xn+1 ∈ Txn y d(xn, xn+1) ≤
H(Txn−1, Txn) + kn, para todo n ∈ N. Por otro lado,

d(xn, xn+1) ≤ H(Txn−1, Txn) + kn

≤ kd(xn−1, xn) + kn

≤ k[H(Txn−2, Txn−1) + kn−1] + kn

≤ k2d(xn−2, xn−1) + 2kn.
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Procediendo inductivamente, se obtiene

d(xn, xn+1) ≤ knd(x0, x1) + nkn,

para todo n ≥ 1. En consecuencia,

d(xn, xn+m) ≤
m−1∑︂
i=0

d(xn+i, xn+i+1)

≤

(︄
n+m−1∑︂
i=n

ki

)︄
d(x0, x1) +

n+m−1∑︂
i=n

iki.

Por tanto, (xn : n ∈ N) es una sucesión de Cauchy en X. Luego, existe x∗ ∈ X tal

que (xn : n ∈ N) converge a x∗. Por lo tanto, (Txn : n ∈ N) converge en CB(X) a

Tx∗, y como xn ∈ Txn−1, para todo n ∈ N, entonces x∗ ∈ Tx∗. Esto completa la

demostración.

Análogo al caso univaluado, primero demostraremos que las contracciones Berin-

de poseen un punto fijo, y demostraremos que las contracciones Chatterjea y Reich

son Berinde.

Teorema 4.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X → CB(X) una

contracción Berinde con constantes k ∈ [0, 1) y L ≥ 0. Entonces, T tiene un punto

fijo.

Demostración. Sean ϵ > 0 y x0 ∈ X. Supongamos que para todo x ∈ X, d(x, Tx) >

0. Luego, existe x1 ∈ Tx0 tal que d(x0, x1) < (1+ϵ)d(x0, Tx0). De manera inductiva,

existe xn+1 ∈ Txn tal que

d(xn, xn+1) ≤ (1 + ϵ)d(xn, Txn)

≤ (1 + ϵ)H(Txn−1, Txn)

≤ (1 + ϵ)[kd(xn−1, xn) + Ld(xn, Txn−1)].

Como xn ∈ Txn−1, entonces d(xn, xn+1) ≤ (1+ ϵ)kd(xn−1, xn). Sean η = (1+ ϵ)k. Si
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escogemos ϵ > 0 tal que η < 1, entonces

d(xn, xn+1) ≤ ηnd(x0, Tx0),

de modo que la sucesión (xn : n ∈ N) es de Cauchy en X. Luego, existe x∗ ∈ X tal

que lı́mn→∞ xn = x∗. Veamos que dicho elemento es un punto fijo para T . En efecto,

d(x∗, Tx∗) ≤ d(x∗, xn+1) + d(xn+1, Tx
∗)

≤ d(x∗, xn+1) +H(Txn, Tx
∗)

≤ d(x∗, xn+1) + kd(xn, x
∗) + Ld(x∗, Txn)

≤ d(x∗, xn+1) + kd(xn, x
∗) + Ld(x∗, xn+1).

Si tomamos ĺımite cuando n → ∞, concluimos que d(x∗, Tx∗) = 0. Aśı, x∗ es un

punto fijo. Esto completa la demostración.

Teorema 4.3.4 (Kannan, [30]). Sea T : X → CB(X) una contracción Kannan con

constante k ∈ [0, 1/2). Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Probaremos que T es Berinde. En efecto, sean x, y en X y z ∈ Tx.

Luego,

H(Tx, Ty) ≤ k[d(x, Tx) + d(y, Ty)]

≤ k[d(d, y) + d(y, Tx) + d(y, Ty)]

≤ k[d(x, y) + d(y, z) + d(z, y) + d(y, Ty)]

≤ k[d(x, y) + 2d(y, z) +H(Tx, Ty)].

Por consiguiente,

H(Tx, Ty) ≤ [k/(1− k)]d(x, y) + [2k/(1− k)]d(y, z),

y entonces H(Tx, Ty) ≤ [k/(1− k)]d(x, y)+ [2k/(1− k)]d(y, Tx). Aśı, T es Berinde,

y por tanto tiene un punto fijo.

Teorema 4.3.5 (Chatterjea, [15]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T :
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X → CB(X) una contracción Chatterjea con constante k ∈ [0, 1/2). Entonces, T

tiene un punto fijo.

Demostración. Sean x, y en X y z ∈ Tx. Luego,

H(Tx, Ty) ≤ k[d(x, Ty) + d(y, Tx)]

≤ k[d(x, y) + d(y, z) + d(z, Ty) + d(y, Tx)].

Por consiguiente, H(Tx, Ty) ≤ [k/(1− k)]d(x, y) + [k/(1− k)](d(y, z) + d(y, Tx)), y

por tanto H(Tx, Ty) ≤ [k/(1 − k)]d(x, y) + [2k/(1 − k)]d(y, Tx). En consecuencia,

T es Berinde, de modo que tiene un punto fijo.

Teorema 4.3.6 (Reich, [36]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T :→
CB(X) una contracción Reich con constantes k, ℓ y m. Entonces, T tiene un punto

fijo.

Demostración. Sean x, y en X y z ∈ Tx. Luego,

H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) + ℓd(x, Tx) +md(y, Ty)

≤ kd(x, y) + ℓ[d(x, y) + d(y, z)] +m[d(y, z) + d(x, Ty)]

= (k + ℓ)d(x, y) + (ℓ+m)d(y, z) + kd(z, Ty).

Por consiguiente,

H(Tx, Ty) ≤ [(k + ℓ)/(1−m)]d(x, y) + [(ℓ+m)/(1−m)]d(y, Tx).

Y como k + ℓ+m < 1, entonces (k + ℓ)/(1−m) < 1. Aśı, T es Berinde, y tiene un

punto fijo.

La existencia de punto fijo para la contracción Ćirić multivaluada fue demostrada

por Amini-Harandi en [3].

Teorema 4.3.7 (Amini-Harandi, [3]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y

T : X → CB(X) una contracción Ćirić con constante k ∈ [0, 1/2). Entonces, T tiene

un punto fijo.
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Demostración. Primero, observemos que para todo A,B en CB(X), a ∈ A y c > 0

tales que H(A,B) < c, existe b ∈ B tal que d(a, b) < c. Sea δ > 0 tal que k < δ <

1/2. Luego,

H(Tx, Ty) ≤ δmáx{d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Tx)},

para todo x e y en X distintos. Sean x0 y x1 en X. De manera inductiva, se prueba

la existencia de una sucesión (xn : n ∈ N) en X tal que xn+1 ∈ Txn, y

d(xn, xn+1) ≤ δmáx{d(xn, xn−1), d(xn, Txn), d(xn−1, Txn−1),

d(xn, Txn−1), d(xn−1, Txn)}

= δmáx{d(xn, xn−1), d(xn, Txn), d(xn−1, Txn−1),

d(xn−1, Txn)}

≤ δmáx{d(xn, xn−1), d(xn−1, dxn+1)}.

Aśı, para cada n ∈ N,

d(xn, xn+1) < δmáx{d(xn, xn−1), d(xn−1, xn+1)}. (4.1)

Sea γn = máx{d(x0, xm) | 1 ≤ m ≤ n}. Veamos que para cada n ≥ 1,

d(xn−1, xn) ≤ γn[δ/(1− δ)]n−1. (4.2)

Para n = 1, la igualdad es válida. Supongamos entonces que (4.2) se satisface para

k < n. De (4.1) tenemos que

d(xn−1, xn) ≤ δmáx{d(xn−1, xn−2), d(xn−2, xn)}.

Por hipótesis inductiva, (4.2) se cumple si d(xn−1, xn) ≤ δd(xn−1, xn−2), pues en este
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caso,

d(xn−1, xn) ≤ δγn−1[δ/(1− δ)]n−2 ≤ γn−1[δ/(1− δ)]n−1 ≤ γn[δ/(1− δ)]n−1.

Supongamos entonces que d(xn−1, xn) ≤ δd(xn−2, xn). Luego,

d(xn−2, xn) ≤ d(xn, xn−1) + d(xn−1, xn−2) ≤ δd(xn−2, xn) + γn−1[δ/(1− δ)]n−2.

Por consiguiente,

d(xn−2, xn) ≤ [(γn − 1)/(1− δ)][δ/(1− δ)]n−2,

y aśı,

d(xn−1, xn) ≤ γn−1[δ/(1− δ)]n−1 ≤ γn−1[δ/(1− δ)]n−1,

pues d(xn−1, xn) ≤ δd(xn−2, xn). Esto prueba (4.2), para todo n ∈ N. Ahora, veamos

que para n ≥ 2,

γn ≤ 1 + [δ/(1− δ)]n−1

1− [δ/(1− δ)]n−1
γn−1.

En efecto, si γn−1 = γn, entonces la desigualdad se verifica. Si γn−1 < γn, entonces

γn = d(x0, xn), y por (4.2),

γn = d(x0, xn) ≤ d(x0, xn−1) + [δ/(1− δ)]n−1γn.

Luego,

γn ≤ d(x0, xn−1)

1− [δ/(1− δ)]n−1
≤ γn−1

1− [δ/(1− δ)]n−1
≤ 1 + [δ/(1− δ)]n−1

1− [δ/(1− δ)]n−1
γn−1,

de modo que tenemos la desigualdad buscada. En consecuencia,

sup
n∈N

γn

∏︁∞
n=1 (1 + [δ/(1− δ)]n−1)∏︁∞
n=1 (1− [δ/(1− δ)]n−1)

.

Debido a que las series
∑︁∞

n=1 (1 + [δ/(1− δ)]n−1) y
∑︁∞

n=1 (1− [δ/(1− δ)]n−1) son

convergentes, entonces el producto
∏︁∞

n=1 (1 + [δ/(1− δ)]n−1) es convergente, y∏︁∞
n=1 (1− [δ/(−δ)]n−1) > 0. Aśı, supn∈N γn < ∞. Luego, por (4.2), la sucesión
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(xn : n ∈ N) es de Cauchy en X. Sea x∗ ∈ X tal que lı́mn→∞ xn = x∗. Veamos que

x∗ es un punto fijo de T . En efecto,

d(x∗, Tx∗) = lı́mn→∞ d(xn+1, Tx
∗)

≤ lı́mn→∞ H(Txn, Tx
∗)

≤ lı́mn→∞ δmáx{d(xn, x
∗), d(xn, Txn), d(x

∗, Tx∗),

d(xn, Tx
∗), d(x∗, Txn)}

≤ lı́mn→∞ δmáx{d(xn, x
∗), d(xn, xn+1), d(x

∗, Tx∗),

d(xn, Tx
∗), d(x∗, xn+1)}

= δd(x∗, Tx∗).

Como 0 ≤ δ < 1, entonces d(x∗, Tx∗) = 0, y como Tx∗ es cerrado en X, entonces

x∗ ∈ Tx∗. Esto completa la demostración.
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Condición Orbital Débil en

Espacios Métricos y Uniformes

En este último caṕıtulo presentamos resultados inéditos en la teoŕıa métrica

de punto fijo, los cuales creemos es el aporte principal de la presente tesis. Estos

resultados se dividen en dos ejes: el primero, estudia nuevas condiciones para que

una contracción multivaluada, en un espacio métrico completo, tenga un punto fijo.

El segundo, consiste en extender la teoŕıa de punto fijo multivaluada, existente en

espacios métricos, a espacios uniformes. Para ello, utilizaremos el concepto de seudo

métrica de Hausdorff desarrollado en la Sección 2.2 del Caṕıtulo 2.

5.1. Condición Orbital de Banach Debilitada

En esta sección, (X, d) denotará un espacio métrico completo. Demostraremos

aqúı que, exceptuando el teorema de Ćirić, la existencia de puntos fijos en las con-

tracciones multivaluadas, probada en el caṕıtulo anterior, es consecuencia de un

resultado general.

Definición 5.1.1. Sean T : X → CB(X) una correspondencia, x0 ∈ X y G : X → R
una función. Diremos que G es (x0, T )-orbitalmente semicontinua inferior en x∗ ∈
X, si y solo si, para toda sucesión (xn : n ∈ N) en Tx0 tal que xn converge a x,

entonces G(x∗) ≤ lı́m inf G(xn).

En lo que sigue, GT : X → R denotará la función dada por GT (x) = d(x, Tx).
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Para una función f : X → X, denotaremos por Gf a la función GT dada por la

correspondencia Tx = {f(x)}.
En los siguientes resultados, daremos cuenta que la COBM-1, junto a otras

hipótesis, serán suficientes para asegurar la existencia de punto fijo.

Teorema 5.1.1. Sea T : X → CB(X) una correspondencia que satisface la COBM-

1 con constante k ∈ [0, 1). Entonces, existen x∗ ∈ X una sucesión (xn : n ∈ N) en

X convergente a x∗ tal que para todo n ∈ N, xn+1 ∈ Txn, y se verifica lo siguiente:

a) d(xn, Txn) ≤ d(xn, xn+1) ≤ knd(x0, Tx0), y

b) d(x∗, Txn) ≤ kn+1d(x0, Tx0)/(1− k), para todo n ∈ N.

Más aún, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(I) x∗ ∈ Tx∗,

(II) GT es (x0, T )-orbitalmente semicontinua inferior en x∗, y

(III) GT es semicontinua inferior en x∗.

Demostración. Sea ρ ∈ (k, 1). Si d(x0, Tx0) = 0, definimos xn = x0, para todo

n ≥ 1. Si d(x0, Tx0) ̸= 0, entonces existe x1 ∈ X tal que d(x1, Tx1) ≤ ρd(x0, Tx0).

Si d(x1, Tx1) = 0, definimos xn = x1, para todo n ≥ 2. De lo contrario, existe

x2 ∈ Tx1 tal que d(x2, Tx2) < ρd(x1, Tx1) < ρ2d(x0, Tx0). Aśı, de manera recursiva,

existe una sucesión (xn : n ∈ N) en X tal que la condición a) se cumple.

Ahora, para todo n ∈ N, se tiene

d(xn, xn+m) ≤
∑︁m−1

k=0 d(xn+k, xn+k+1)

≤
∑︁m−1

k=0 ρn+kd(x0, Tx0)

= ρn
∑︁m−1

k=0 ρkd(x0, Tx0)

≤ ρn
∑︁m−1

k=0 ρkd(x0, Tx0).

De modo que d(xn, xn+m) ≤ ρnd(x0, Tx0)/(1 − ρ). En particular, (xn : n ∈ N) es

una sucesión de Cauchy, por lo que existe x∗ ∈ X tal que (xn : n ∈ N) converge a
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Caṕıtulo 5

x∗. Calculando el ĺımite cuando m → ∞ a la desigualdad anterior, tenemos que

d(x∗, Txn−1) ≤ d(x∗, xn) ≤ ρnd(x0, Tx0)/(1− ρ), para todo n ≥ 1,

y en consecuencia, la condición b) se satisface.

Ahora, supongamos que x∗ ∈ Tx∗. Como GT (x
∗) = 0, entonces GT es (x, T )-

orbitalmente semicontinua inferior en x∗, para todo x ∈ X. Aśı, (I) implica (II).

Por otro lado, como X satisface el primer axioma de contabilidad, (II) y (III)

son equivalentes. Finalmente, si GT es semicontinua inferior en x∗, tenemos que

d(x∗, Tx∗) = GT (x
∗) ≤ lı́m inf GT (xn) = 0, de modo que x∗ ∈ Tx∗. Esto completa

la demostración.

Observación. Si T : X → CB(X) es una correspondencia semicontinua inferior

que satisface la COBM-1, entonces satisface las condiciones equivalentes (I)-(III).

En efecto, sean h(x) = d(x, Tx) para todo x ∈ X y a > 0. Luego, {x ∈ X | (x) <
a} = {x ∈ X |Tx ∩B(x, a) ̸= ∅}. Por tanto, h es semicontinua inferior.

El siguiente Corolario es una versión equivalente del resultado principal de Hicks

y Rhoades en [28].

Corolario 5.1.1. Sea f : X → X una función y k ∈ [0, 1). Supongamos que existe

x0 ∈ X tal que para todo x ∈ O(x0, f), d(f(x), f 2(x)) ≤ kd(x, f(x)). Entonces,

existe x∗ ∈ X tal que se verifica lo siguiente:

(I) lı́mn→∞ d(x∗, fn(x0)) = 0, y

(II) d(x∗, fn(x0)) ≤ knd(x0, f(x0))/(1− k), para todo n ∈ N.

Además, f(x∗) = x∗, si y solo si, la función h : X → R dada por h(x) = d(x, f(x))

es (x0, f)-orbitalmente semicontinua inferior en x∗.

Demostración. Por teorema precedente, existe una sucesión (xn : n ∈ N) convergen-
te a x∗

k tal que xn+1 = f(xn) = fn(x0). Como la sucesión (xn : n ∈ N) solo depende

de x0 y no de k, entonces x∗
k tampoco depende de k. Por lo tanto, se cumplen las

condiciones a) y b) del teorema, lo que completa la demostración.

Definición 5.1.2. Diremos que una correspondencia T : X → CB(X) es Hausdorff

semicontinua superior, si y solo si, para todo x ∈ X y todo ϵ > 0, existe una vecindad

U de x tal que para todo y ∈ U , Ty ⊆ B(Tx, ϵ).
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La semicontinuidad superior de Hausdorff es más débil que la semicontinuidad

superior de correspondencia. Este concepto es importante, pues permite obtener la

semicontinuidad inferior orbital de una correspondencia.

Teorema 5.1.2. Sea T : X → CB(X) una correspondencia Hausdorff semicontinua

superior que satisface la COBM-1 en x0 ∈ X. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Por Teorema 5.1.1, existe x∗ ∈ X y una sucesión (xn : n ∈ N) en

O(x0, T ) convergente a x∗ tal que para todo n ∈ N, xn+1 ∈ Txn. Sea ϵ > 0. Luego,

existe una vecindad U de x∗ tal que Tx ⊆ B(Tx∗, ϵ), para todo x ∈ U . Sea N ∈ N
tal que xn ∈ U para todo n ≥ N . Por consiguiente, Txn ⊆ B(Tx∗, ϵ), lo que implica

supy∈Txn
d(y, Tx∗) ≤ ϵ, para todo n ≥ N . Aśı,

d(x∗, Tx∗) ≤ d(x∗, xn+1) + d(xn+1, Tx
∗) ≤ d(x∗, xn+1) + ϵ, para todo n ≥ N.

Si calculamos el ĺımite inferior sobre n, y consideramos que ϵ es arbitrario, obtenemos

que d(x∗, Tx∗) = 0. Por lo tanto, x∗ es un punto fijo de T .

Corolario 5.1.2. Sea T : X → CB(X) una correspondencia continua respecto a la

métrica de Hausdorff. Si T satisface la COBM-1 en x0 ∈ X con constante k ∈ [0, 1),

entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Como T es continua respecto a la métrica de Hausdorff, entonces

T es Hausdorff semicontinua superior. Por teorema precedente, T tiene un punto

fijo.

Observación. Una condición suficiente para que T : X → CB(X) cumpla la

COBM-1 es que d(y, Ty) ≤ kd(x, y), para todo x ∈ O(x0, T ) y todo y ∈ Tx. Para

concluir esta sección, verificaremos que cada una de las contracciones multivaluadas

definidas anteriormente satisface la COBM-1.

Proposición 5.1.1. Las contracciones multivaluadas definidas en la Sección 4.3

satisfacen la COBM-1.

Demostración. Las contracciones Kannan y Kannan generalizada fueron abordadas

el caṕıtulo anterior. Veamos las restantes.
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(I) (Nadler) Si T : X → CB(X) es Nadler con constante k ∈ [0, 1), entonces para

x ∈ X e y ∈ Tx, tenemos

d(y, Ty) ≤ supz∈Txd(z, Ty) ≤ H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y).

En consecuencia, T satisface la COBM-1. Es directo del Corolario que T tiene

un punto fijo.

(II) (Chatterjea y Chatterjea generalizada) Si T : X → CB(X) es Chatterjea con

constante k ∈ [0, 1/2), entonces sean x ∈ X e y ∈ Tx. Luego,

d(y, Ty) ≤ H(Tx, Ty) ≤ k(d(x, Ty) + d(y, Tx)) = kd(x, Ty).

Este hecho, junto con d(x, Ty) ≤ d(x, y) + d(y, Ty), implica

d(y, Ty) ≤ [k/(1− k)]d(x, y), para todo x ∈ X e y ∈ Tx.

En consecuencia, T satisface la COBM-1 con constante k/(1− k) ∈ [0, 1).

Si T es Chatterjea generalizada, entonces es Chatterjea, de modo que verifica

la COBM-1.

(III) (Berinde) Si T : X → CB(X) es Berinde con constantes k ∈ [0, 1) y L ≥ 0,

entonces

H(Tx, Ty) ≤ kd(x, y) + L(y, Tx) = kd(x, y), para todo x ∈ X e y ∈ Tx.

Como y ∈ Tx, se obtiene d(y, Ty) ≤ kd(x, y). En consecuencia, T satisface la

COBM-1 con constante k.

(IV) (Reich) Sea T : X → CB(X) una contracción Reich con constantes α, β y γ

en [0, 1) tales que α + β + γ < 1, entonces. Sean x ∈ X e y ∈ Tx. Notemos

que para todo z ∈ Tx,

d(y, Ty) ≤ d(y, z) + (z, Ty),
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y además, d(x, Tx) ≤ d(x, z). Luego, tenemos

H(Tx, Ty) ≤ αd(x, y) + βd(x, z) + γd(y, Ty))

≤ αd(x, y) + β(d(x, y) + d(y, z)) + γ(d(y, z) + d(z, Ty))

= (α + β)d(x, y) + (β + γ)d(y, z) + γd(z, Ty)

≤ (α + β)d(x, y) + (β + γ)d(y, z) + γH(Tx, Ty).

En consecuencia,

H(Tx, Ty) ≤ [(α+β)/(1−γ)]d(x, y)+[(β+γ)/(1−γ)]d(y, Tx), para todo x ∈ X e y ∈ Tx.

Como α+ β + γ < 1, entonces (α+ β)/(1− γ) < 1 y (β + γ)/(1− γ) ≥ 0. Por

lo tanto, T es una contracción Berinde, y entonces T satisface la COBM-1.

(V) Sea T : X → CB(X) una contracción Ćirić con constante k ∈ [0, 1/2). Sean

x ∈ X e y ∈ Tx. Luego,

H(Tx, Ty) ≤ k max{d(x, y), d(x, Tx), d(y, Ty), d(x, Ty), d(y, Tx)},

y como y ∈ Tx y d(x, Tx) ≤ d(x, y), entonces

H(Tx, Ty) ≤ α max{d(x, y), d(y, Ty), d(x, Ty)} ≤ k(d(x, y) + d(y, Ty)).

En consecuencia,

d(y, Ty) ≤ [k/(1− k)]d(x, y), para todo x ∈ X e y ∈ Tx,

y por lo tanto, T satisface la COBM-1. Esto completa la demostración.

Adicionalmente, introducimos una nueva contracción que satisface la COBM-2.

En efecto, sea T : X → CB(X) con la siguiente propiedad:

H(Tx, Ty) ≤ k[d(x, Ty) + d(y, Ty)], para algun k ∈ [0, 1). (NC)
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Observemos que para todo x ∈ X e y ∈ Tx, se tiene

d(y, Ty) ≤ H(Tx, Ty) ≤ k[d(y, Tx) + d(x, Tx)].

De modo que d(y, Ty) ≤ kd(x, Tx), para todo y ∈ Tx. Luego, T satisface la COBM-

2.

5.2. Punto Fijo en Espacios Uniformes

En lo que sigue de esta sección, (X,U) denotará un espacio uniforme Hausdorff

con la topoloǵıa uniforme, y D = {dλ}λ∈Λ la familia de seudo métricas que genera la

uniformidad U . Además, D2 = {Hλ}λ∈Λ denotará la familia de seudo métricas que

genera la H(X)-topoloǵıa, la cual, según vimos en el Caṕıtulo 2, están definidas por

Hλ(A,B) = máx

{︃
sup
a∈A

dλ(a,B), sup
b∈B

dλ(b, A)

}︃
,

para A y B en CB(X), donde dλ(x,A) = ı́nfa∈A dλ(x, a), para x ∈ X y λ ∈ Λ.

Definición 5.2.1. Sea B una base de filtro en X. Diremos que B converge a Y ∈
2X \ {∅} respecto a la H(X)- topoloǵıa, si y solo si, para todo U ∈ U , existe B ∈ B
tal que B ⊆ U [Y ] e Y ⊆ U [B].

A continuación, definiremos una extensión a espacios uniformes, tanto para las

condiciones orbitales y contracciones multivaluadas definidas en espacios métricos.

Definición 5.2.2. Sea T : X → CB(X) una correspondencia. Diremos que T sa-

tisface la condición orbital de Banach multivaluada uniforme tipo 1 (COUB-1), si y

solo si, existe una familia {kλ}λ∈Λ en [0, 1), tal que para todo x ∈ X y todo λ ∈ Λ,

ı́nf
y∈Tx

dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx).

Diremos además que T satisface la condición orbital de Banach multivaluada uni-

forme tipo 2 (COUB-2), si existe una familia {kλ}λ∈Λ en [0, 1) tal que para todo

x ∈ X, y ∈ Tx, λ ∈ Λ, se verifica

dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx).
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Es directo que toda correspondencia que satisface la COUB-2, también satisface

la COUB-1. Además, en un espacio métrico, la COBM-1 (respectivamente COBM-

2) coincide con la COUB-1 (respectivamente COUB-2), de modo que los resultados

obtenidos con COUB-1 y COUB-1 serán válidos para contracciones que verifiquen

la COBM-1 y COBM-2, respectivamente.

Definición 5.2.3. Sea T : X → CB(X) una correspondencia. Diremos que T es

una contracción uniforme, si T satisface alguna de las siguientes desigualdades, para

todo x, y en X y λ ∈ Λ:

(I) (Nadler) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλdλ(x, y), para alguna familia {kλ}λ∈Λ en [0, 1),

(II) (Kannan) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλ[dλ(x, Tx)+dλ(y, Ty)], para alguna familia {kλ}λ∈Λ
en [0, 1/2),

(III) (Kannan generalizada) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλmáx{dλ(x, Tx), dλ(y, Ty)}, para al-

guna familia {kλ}λ∈Λ en [0, 1),

(IV) (Chatterjea) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλ[dλ(x, Ty) + dλ(y, Tx)], para alguna familia

{kλ}λ∈Λ en [0, 1/2),

(V) (Chatterjea generalizada) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλmáx{(dλ(x, Ty), dλ(y, Tx)}, para
alguna familia {kλ}λ∈Λ en [0, 1/2),

(VI) (Berinde) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλdλ(x, y)+Lλdλ(y, Tx), para algunas familias {kλ}λ∈Λ
en [0, 1) y {Lλ}λ∈Λ ∈ [0,∞),

(VII) (Reich) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλdλ(x, y) + ℓλdλ(x, Tx) + mλdλ(y, Ty), para familias

de escalares {kλ}λ∈Λ, {ℓλ}λ∈Λ, {mλ}λ∈Λ tales que kλ + ℓλ +mλ < 1, para cada

λ ∈ Λ, y

(VIII) (Ćirić) Hλ(Tx, Ty) ≤ kλmáx{dλ(x, y), dλ(x, Tx), dλ(y, Ty), dλ(x, Ty), dλ(y, Tx)},
para alguna familia {kλ}λ∈Λ en [0, 1/2).

Las contracciones anteriores aparecen frecuentemente en la literatura. Con el

propósito de presentar una contracción adicional que satisfaga la COUB-2, conside-
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raremos además la correspondencia T : X → CB(X) con la propiedad siguiente:

Hλ(Tx, Ty) ≤ kλ[dλ(x, Ty) + dλ(y, Ty)], para alguna familia {kλ}λ∈Λ en [0, 1/2).

(NC)

La COUB-2 es estrictamente más fuerte que la COUB-1. De hecho, de manera

análoga al caso métrico, las contracciones Kannan y Kannan generalizada satisfacen

la COUB-2. Por el contrario, otras contracciones, como por ejemplo Nadler (y en

consecuencia Berinde, junto a otras más), no satisfacen esta propiedad. Verificaremos

que las contracciones de Kannan y Kannan generalizada satisfacen la COUB-2, y

que las Nadler, Berinde y Ćirić satisfacen la COUB-1. Las demostraciones de las

contracciones restantes son similares al caso métrico, por tal razón las omitiremos.

Proposición 5.2.1. Las contracciones Kannan, Kannan generalizada y (NC), sobre

un espacio uniforme (X,U), satisfacen la COUB-2.

Demostración. (I) Supongamos que T : X → CB(X) es Kannan con la familia de

constantes {kλ}λ∈Λ en [0, 1/2). Sean x ∈ X, y ∈ Tx y λ ∈ Λ, luego,

dλ(y, Ty) ≤ Hλ(Tx, Ty) ≤ kλ[dλ(x, Tx) + dλ(y, Ty)].

Por consiguiente, (1− kλ)dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx), de modo que

dλ(y, Ty) ≤ [kλ/(1− kλ)]dλ(x, Tx).

Como kλ ∈ [0, 1/2), entonces kλ/(1 − kλ) ∈ [0, 1), por lo que T verifica la

COUB-2.

(II) Sean T : X → CB(X) Kannan generalizada con constantes kλ ∈ [0, 1) y x ∈ X.

Si para algún y ∈ Tx y λ ∈ Λ, dλ(x, Tx) ≤ dλ(y, Ty), entonces

dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(y, Ty),

lo que implica dλ(y, Ty) = 0. En consecuencia, dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx). Si

para todo y ∈ Tx y todo λ ∈ Λ, dλ(y, Ty) ≤ dλ(x, Tx), entonces

dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx).
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Por lo tanto, T satisface la COUB-2.

(III) Sean T : X → CB(X) una contracción (NC) y x ∈ X. Como Tx ̸= ∅, existe
y ∈ Tx, luego,

dλ(y, Ty) ≤ Hλ(Tx, Ty) ≤ kλ[dλ(y, Tx) + dλ(x, Tx)] = kλdλ(x, Tx),

para todo λ ∈ Λ. En consecuencia, T satisface la COUB-2. Esto completa la

demostración.

Teorema 5.2.1. Las contracciones Nadler, Chatterjea, Chatterjea generalizada, Be-

rince, Reich y Ćirić satisfacen la COUB-1.

Demostración. Primero veremos que las contracciones Nadler, Berinde y Ćirić veri-

fican la COUB-1. Habiendo demostrado la propiedad para dos primeras, se concluye

que la propiedad también es válida para las contracciones Chatterjea, Chatterjea

generalizada y Reich.

(I) Sea T : X → CB(X) una contracción Nadler con constantes {kλ}λ∈Λ en [0, 1).

Sean x ∈ X, y ∈ Tx y λ ∈ Λ. Luego,

dλ(y, Ty) ≤ Hλ(Tx, Ty) ≤ kλdλ(x, y).

De modo que ı́nfy∈Tx dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx).

(II) Sea T : X → CB(X) una contracción Berinde con constantes {kλ}λ∈Λ en [0, 1)

y {Lλ}λ∈Λ en [0,∞). Sean x ∈ X, y ∈ Tx y λ ∈ Λ. Luego,

dλ(y, Ty) ≤ Hλ(Tx, Ty) ≤ kλdλ(x, y) + Lλ(y, Tx) = kλdλ(x, y).

De modo que ı́nfy∈Tx dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx). Aśı, T satisface la COUB-1.

(III) Sea T : X → CB(X) una contracción Ćirić con constantes {kλ}λ∈Λ en [0, 1/2).

Sean x ∈ X, y ∈ Tx y λ ∈ Λ. Luego,

Hλ(Tx, Ty) ≤ kλ máx{dλ(x, y), dλ(x, Tx), dλ(y, Ty), dλ(x, Ty), dλ(y, Tx)}.
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Como y ∈ Tx, entonces dλ(y, Tx) = 0 y dλ(x, Tx) ≤ dλ(x, y), y por consi-

guiente,

Hλ(Tx, Ty) ≤ kλmáx{dλ(x, y), dλ(y, Ty), dλ(x, Ty)}

≤ kλmáx{dλ(x, y) + dλ(y, Ty), dλ(y, Ty) + dλ(x, y), dλ(x, y) + dλ(y, Ty)}

≤ kλ[dλ(x, y) + dλ(y, Ty)].

En consecuencia, dλ(y, Ty) ≤ kλ[dλ(x, y) + dλ(y, Ty)], por lo que

dλ(y, Ty) ≤ [kλ/(1− kλ)]dλ(x, y).

Por lo tanto, T satisface la COUB-1.

Observemos además que, en general, las contracciones multivaluadas estudiadas

(uniformes o métricas) se pueden distinguir en tres clases:

A: Kannan y Kannan generalizada,

B: Nadler, Chatterjea, Chatterjea generalizada, Berinde y Reich, y

C: Ćirić.

Según lo visto previamente, las contracciones clase A verifican condiciones más exi-

gentes en comparación con aquellas de la clase B, cuyas contracciones principales

son las de Nadler y Berinde. Por otro lado, la contracción Ćirić tiene notables di-

ferencias en los métodos de demostración de existencia de punto fijo. De hecho, la

posibilidad de extender la constante de contracción, en este caso, a cualquier valor

en [0, 1) es un problema abierto y de cierto interés.

Definición 5.2.4. Sean B1 y B2 bases de filtro en X. Diremos que B1 está subor-

dinada a B2, si y solo si, para todo B2 ∈ B2, existe B1 ∈ B1 tal que B1 ⊆ B2. Esta

condición la denotaremos por B1 ⊢ B2.

A continuación, definiremos las condiciones de no vacuidad y no vacuidad fuerte

sobre una base de filtro, y caracterizaremos esta última con la propiedad de ser una
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base de filtro de Cauchy. Además de explorar sus propiedades, estableceremos una

relación entre dicha condición con conjuntos de interés relacionados con una corres-

pondencia. Las condiciones de no vacuidad, los conjuntos de interés mencionados y

sus propiedades, en la forma como se describe en esta tesis, fueron introducidas por

Fierro en [21], en el caso de espacios vectoriales topológicos, y en [22], en el caso de

espacios uniformes.

Definición 5.2.5. Sea B una base de filtro en un espacio uniforme (X,U). Dire-
mos que B satisface la condición de no vacuidad (respectivamente, condición de

no vacuidad fuerte), si y solo si, para todo U ∈ U , existe F , subconjunto finito

de X (respectivamente, x ∈ X) y B ∈ B, tales que B ⊆ U [F ] (respectivamente,

B ⊆ U [x]).

Proposición 5.2.2. Sea B una base de filtro sobre X. Entonces, B satisface la

condición de no vacuidad fuerte, si y solo si, B es una base de filtro de Cauchy.

Demostración. Supongamos que B satisface la condición de no vacuidad fuerte y sea

U ∈ U . Luego, existe V ∈ U tal que V ◦V −1 ⊆ U . Entonces, existen B ∈ B y x ∈ X

tales que B ⊆ V [x] y, en consecuencia, B × B ⊆ V ◦ V −1 ⊆ U , de modo que B es

de Cauchy. Rećıprocamente, supongamos que B es una base de filtro de Cauchy, y

sean U ∈ U y B ∈ B tales que B ×B ⊆ U . Sea x ∈ B, luego, B ⊆ U [x], y entonces

B satisface la condición de no vacuidad fuerte. Esto completa la demostración.

En lo que sigue de este caṕıtulo, asumiremos que (X,U) es un espacio uniforme

completo.

Proposición 5.2.3. Sea B una base de filtro en X. Entonces, B satisface la condi-

ción de no vacuidad, si y solo si, para todo ultrafiltro C∗, tal que B ⊆ C∗, C∗ es una

base de filtro de Cauchy.

Demostración. Supongamos que B satisface la condición de no vacuidad, y sea C∗

un ultrafiltro en X tal que B ⊆ C∗. Sean U y V en U tales que V ◦V −1 ⊆ U . Luego,

existen B ∈ B y F ∈ ⟨X⟩, tales que B ⊆ V [F ]. Como V [F ] ∈ C∗, y este es un

ultrafiltro, existe x∗ ∈ F tal que A = V [x∗] ∈ C∗. En consecuencia, A×A ⊆ U , por

lo que C∗ es una base de filtro de Cauchy. Ahora, supongamos por absurdo que B no

satisface la condición de no vacuidad. Luego, existe U0 ∈ U tal que para todo B ∈ B
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y todo F ∈ ⟨X⟩, B ∩ (X \ U0[F ]) ̸= ∅. Más aún, dados F1 y F2 en ⟨X⟩, tenemos

∅ ≠ X \ U0[F1 ∪ F2] ⊆ (X ∩ U0[F1]) ∩ (X \ U0[F2]). Esto implica que la colección

C = B ∪ {X \ U0[F ]}F∈⟨X⟩ es una base de filtro en X. Sea C∗ un ultrafiltro tal que

C ⊆ C∗. Como B ⊆ C∗, entonces por hipótesis y completitud de X, existe x∗ ∈ X

tal que C∗ converge a x∗. En particular, para todo C ∈ C∗, C ∩ U0[x
∗] ̸= ∅, lo que

es una contradicción, pues X \ U0[x
∗] ∈ C∗. Esto completa la demostración.

Definición 5.2.6. Diremos que una base de filtro B en X es pre-Cauchy si verifica

la condición de no vacuidad.

Lema 5.2.1. Sean B una base de filtro en X e Y =
⋂︁

B∈B B. Son equivalentes las

siguientes afirmaciones:

(I) B satisface la condición de no vacuidad,

(II) Y es compacto y no vaćıo, e

(III) Y es compacto y B converge a Y , respecto de la H(X)-topoloǵıa.

Demostración. Supongamos que (I) es válido. Entonces, Y es precompacto y cerra-

do, por Teorema 2.3.1, Y es compacto. Sea C∗ un ultrafiltro en X tal que B ⊆ C∗. Por

Proposición 5.2.3, C∗ es una base de filtro de Cauchy y por la completitud de U , exis-
te x∗ ∈ X tal que C∗ converge a x∗. En consecuencia, x∗ ∈

⋂︁
B∈C∗ B ⊆

⋂︁
B∈B B ⊆ Y .

Esto prueba que Y es no vaćıo.

Ahora, supongamos que Y es compacto y no vaćıo. Sea U ∈ U . Como Y ⊆ U [Y ],

Y es compacto y, por Proposición 2.1.2, Int(U [Y ]) es un abierto en X que contiene

a Y , existen B1, . . . , Br en B tales que B1 ∩ · · · ∩Br ⊆ U [Y ]. Escogiendo B ∈ B tal

que B ⊆ B1 ∩ · · · ∩ Br, tenemos que B ⊆ U [Y ]. Por Teorema 2.1.4, existe V ∈ U
tal que V ⊆ U . Aśı, Y ⊆ V [B] ⊆ U [B], de modo que B converge a Y , respecto de

la H(X)-topoloǵıa.

Finalmente, supongamos que B converge a Y respecto de la H(X)-topoloǵıa, y

que Y es compacto. Sea U ∈ U , luego, existen V ∈ U y B ∈ B tales que V ◦V ◦V ⊆ U ,

B ⊆ V [Y ] e Y ⊆ V [B]. En consecuencia, Y ⊆ (V ◦V )[Y ], y por la compacticidad de

Y , existe F ∈ ⟨Y ⟩ tal que Y ⊆ (V ◦ V )[F ]. Por tanto, B ⊆ (V ◦ V ◦ V )[F ] ⊆ U [F ].

Aśı, B satisface la condición de no vacuidad, lo que completa la demostración.

Corolario 5.2.1. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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(I) (X,U) es completo,

(II) toda base de filtro de subconjuntos cerrados de X que verifica la condición de

no vacuidad, tiene intersección no vaćıa, y

(III) toda base de filtro de subconjuntos cerrados de X que verifica la condición de

no vacuidad fuerte, tiene intersección no vaćıa.

Demostración. Por lema precedente, (I) implica (II), y de forma directa se tiene que

(II) implica (III). Ahora, supongamos que (III) es válido y sea B una base de filtro

de Cauchy en X. Luego, B = {B}B∈B es también una base de filtro de Cauchy.

Por Proposición 5.2.2, B es una base de filtro de subconjuntos cerrados de X que

satisface la condición de no vacuidad fuerte. Por tanto,
⋂︁

B∈B B es un singleton, y

entonces B converge. Aśı, (X,U) es un espacio uniforme completo. Esto termina la

demostración.

Definición 5.2.7. Sean (X,U) un espacio uniforme, T : X → C(X) una correspon-

dencia, y x ∈ X. Definimos los siguientes conjuntos notables:

U(x, T ) = {U ∈ U |Tx ∩ U [x] ̸= ∅},

BT (x) = {Tx ∩ U [x]}U∈U(x,T ), y

IT (x) =
⋂︁

BT (x).

Lema 5.2.2. Sean T : X → C(X) una correspondencia y x ∈ X. Entonces, para

todo x ∈ X, IT (x) ̸= ∅, si y solo si, existe una base de filtro C(x) en Tx tal

que C(x) ⊢ BT (x), y C(x) satisface la condición de no vacuidad. Además, si BT (x)

satisface la condición de no vacuidad, entonces IT (x) es compacto.

Demostración. Primero, notemos que BT (x) es una base de filtro en Tx e IT (x) es

el conjunto de sus puntos de acumulación. Si IT (x) ̸= ∅, entonces C(x) = BT (x) es

la base de filtro buscada. Rećıprocamente, sea C(x) una base de filtro en Tx tal que

C(x) ⊢ BT (x) y que satisface la condición de no vacuidad, entonces ∅ ≠
⋂︁
C(x) ⊆⋂︁

BT (x) = IT (x), que prueba lo deseado, y además, por lema precedente, IT (x) es

compacto. Esto completa la demostración.

Teorema 5.2.2. Sea T : X → C(X) una correspondencia. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
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(I) Para todo x ∈ X, IT (x) ̸= ∅,

(II) existe f : X → X tal que para todo x ∈ X, f(x) ∈ IT (x) ̸= ∅, y

(III) para todo x ∈ X, existe una base de filtro C(x) en X tal que C(x) ⊢ BT (x) y

C(x) satisface la condición de no vacuidad.

Demostración. Notemos que (I) es equivalente a (II), pues IT (x) ̸= ∅, si y solo si,

para todo x ∈ X, existe y ∈ IT (x), lo que equivale a que existe f : X → X, dada

por f(x) = y ∈ IT (x). Además, por Lema 5.2.2, (I) y (III) son equivalentes. Esto

completa la demostración.

Teorema 5.2.3. Sea T : X → C(X) una correspondencia y {φλ}λ∈Λ una familia

de funciones, de X en R, semicontinuas y acotadas inferiormente. Entonces, se

satisface lo siguiente:

(I) si para todo x ∈ X, existe y ∈ Tx tal que para todo λ ∈ Λ, dλ(x, y) ≤
φλ(x)− φλ(y), entonces, T tiene un punto fijo, y

(II) si para todo x ∈ X y ∈ Tx y λ ∈ Λ, dλ(x, y) ≤ φλ(x)−φλ(y), entonces, existe

x∗ ∈ X tal que Tx∗ = {x∗}.

Demostración. Denotemos por ⪯λ el orden parcial de Brøndsted (Definición 4.1.2),

correspondiente a la función φλ, y sea ⪯ el orden definido sobre X como

x ⪯ y, si y solo si, x ⪯λ y, para todo λ ∈ Λ.

Sean x0 ∈ X, C una cadena en [x0,→) y B = {[x,→) ∩ C}x∈C . Luego, B es una

base de filtro en C de conjuntos cerrados. Demostremos que B es pre Cauchy. Sean

λ ∈ Λ, ϵ > 0 y Uλ,ϵ = {(x, y) ∈ X × X | dλ(x, y) < λ}. Para cada λ ∈ Λ, φλ

es acotada inferiormente y entonces existe Lλ = ı́nfx∈C φλ(x). Sea xλ ∈ C tal que

φλ(xλ) < Lλ + ϵ. Luego, si y ∈ [xλ,→) ∩ C, entonces

dλ(xλ, y) ≤ φλ(xλ)− φλ(y) < Lλ + ϵ− φλ(y) ≤ ϵ.

Esto demuestra que [xλ,→) ⊆ Uλ,ϵ[xλ] y por consiguiente, B es una base de filtro
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pre Cauchy. En consecuencia, existe

x∗ ∈
⋂︂
x∈C

[x,→) ∩ C ⊆
⋂︂
x∈C

[x,→).

Por la hipótesis en (I), existe y ∈ Tx∗ tal que x∗ ⪯ y. Pero x∗ es maximal y entonces

y = x∗. Luego, x∗ ∈ Tx∗, lo cual demuestra (I).

Sea y ∈ Tx∗. Asumiendo la hipótesis en (II), se tiene que y ⪯ x∗, pero, por la

maximalidad de x∗, y = x∗, para todo y ∈ Tx∗. Por lo tanto, Tx∗ = {x∗}, lo cual

completa la demostración.

El siguiente corolario, consecuencia directa del teorema precedente, consiste en

una generalización del Teorema 4.1.4.

Corolario 5.2.2. Sea f : X → X una función arbitraria. Si para cada λ ∈ Λ,

φλ : X → R es una función semicontinua inferior y acotada inferiormente tal que

para todo x ∈ X, dλ(x, f(x)) ≤ φλ(x)− φλ(f(x)), entonces, f tiene un punto fijo.

Demostración. Definamos la correspondencia T : X → CB(X) dado por Tx =

{f(x)}, para todo x ∈ X. Por (II) de Teorema 5.2.3, existe x∗ ∈ X tal que x∗ ∈
{f(x∗)}. Es decir, x∗ = f(x∗).

Corolario 5.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo, K ⊆ X cerrado en X

y f : K → K. Si T : K → X es una función continua, y existe r < 0 tal que para

todo x ∈ X, d(f(x), T f(x)) ≤ d(x, f(x)) + rd(x, f(x)), entonces, f tiene un punto

fijo.

Demostración. Si definimos la función φλ(x) = −d(x, Tx)/r, para todo λ ∈ Λ,

entonces por corolario precedente, f tiene un punto fijo.

A continuación, definiremos el concepto de semicontinuidad débil para corres-

pondencias en espacios uniformes, la cual extiende la semicontinuidad débil de co-

rrespondencias definidas en el Caṕıtulo 4.

Definición 5.2.8. Sea T : X → CB(X) una correspondencia. Diremos que T es

débilmente semicontinua superior, si y solo si, para todo λ ∈ Λ, la función hλ : X →
[0,∞) dada por hλ(x) = dλ(x, Tx) es semicontinua inferior.
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Proposición 5.2.4. Toda correspondencia semicontinua superior es débilmente se-

micontinua superior.

Demostración. Se demuestra de manera análoga a la demostración en Proposición

4.3.1.

Teorema 5.2.4. Sea T : X → CB(X) una correspondencia tal que:

(I) T satisface la COUB-1,

(II) IT (x) ̸= ∅, para todo x ∈ X, y

(III) T es débilmente semicontinua superior.

Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Sea {kλ}λ∈Λ una familia en [0, 1) tal que para todo x ∈ X y todo

λ ∈ Λ,

ı́nf
y∈Tx

dλ(y, Ty) ≤ kλdλ(x, Tx).

Por Teorema 5.2.2, la condición (II) implica que existe una función f : X → X tal

que f(x) ∈ IT (x), para todo x ∈ X. Para λ ∈ Λ y x ∈ X, tenemos que

dλ(f(x), T f(x)) ≤ kλdλ(x, f(x)),

y entonces

(1− kλ)dλ(x, f(x)) ≤ dλ(x, f(x))− dλ(f(x), T (f(x)).

Definamos φλ : X → [0,∞) dada por φλ(x) = dλ(x, Tx)/(1 − kλ). Aśı, obtenemos

que

dλ(x, f(x)) ≤
dλ(x, f(x))

1− kλ
− dλ(f(x)), T f(x))

1− kλ
= φλ(x)− φλ(f(x)).

Por condición (III), φλ es semicontinua superior acotada inferiormente, para todo

λ ∈ Λ. Por Corolario 5.2.2, existe x∗ ∈ X tal que f(x∗) = x∗. Por lo tanto, x∗ =

f(x∗) ∈ Tx∗, de modo que x∗ es un punto fijo para T .

El siguiente corolario es una aplicación del teorema anterior para corresponden-

cias en un espacio métrico completo que satisfacen la COUB-1.
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Corolario 5.2.4. Sean (X, d) un espacio métrico completo, k ∈ [0, 1) y T : X →
CB(X) una correspondencia débilmente semicontinua superior que satisface

ı́nf
y∈Tx

d(y, Ty) ≤ kd(x, Tx),

para todo x ∈ X. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Por Teorema 5.2.4, solo resta probar que IT (x) ̸= ∅. En efecto, sean

n ∈ N \ {0}, Cn = {y ∈ Tx | d(x, y) < d(x, Tx) + 1/n} y C(x) = {Cn(x)}n∈N\{0}.
Sea r > 0 tal que Tx ∩ B(x, r) ̸= ∅. Luego, d(x, Tx) < r, y aśı, existe n ∈ N \ {0}
tal que d(x, Tx) + 1/n < r. En consecuencia, C(x) ⊢ BT (x). Ahora, sean y1(x) ∈
C1(x) y definamos, de manera recursiva, yn+1(x) ∈ Cn(x) ∩ B(yn(x), 1/2

n). Luego,

(yn(x) : n ∈ N) es una sucesión de Cauchy en X, y en consecuencia, C(x) satisface
la condición de no vacuidad. Por Teorema 5.2.2, IT (x) ̸= ∅, y por tanto T tiene un

punto fijo. Esto completa la demostración.

Corolario 5.2.5. Sea T : X → K(X) una correspondencia débilmente semicontinua

superior que satisface la COUB-1. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostración. Por Teorema 5.2.4, basta demostrar que IT (x) ̸= ∅, para todo x ∈ X.

Como Tx es compacto y BT (x) es una base de filtro en Tx, entonces IT (x) =⋂︁
BT (x) ̸= ∅, para todo x ∈ X. Esto completa la demostración.

Corolario 5.2.6. Sea {kλ}λ∈Λ una familia en [0, 1) y f : X → X una función

continua tal que

dλ(f(x), f
2(x)) ≤ kλdλ(x, f(x)),

para todo x ∈ X y todo λ ∈ Λ. Entonces , f tiene un punto fijo.

Demostración. Basta definir T : X → CB(X) como Tx = {f(x)}. Es directo que

T cumple las condiciones del teorema anterior y, en consecuencia, T tiene un punto

fijo.

Entre las principales contribuciones de esta tesis destacamos los resultados que

enunciamos a continuación, pues estos son extensiones de resultados análogos en

espacios métricos.
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Corolario 5.2.7. (Nadler uniforme) Sea T : X → CB(X) una contracción Nadler

con constantes {kλ}λ∈Λ en [0, 1) tal que para todo x ∈ X, IT (x) ̸= ∅. Entonces, T
tiene un punto fijo.

Demostración. Por Teorema 5.2.1, T satisface la COUB-1, y es continua respecto a la

H(X)-topoloǵıa, en particular, T es débilmente semicontinua superior. Por Teorema

5.2.4, T tiene un punto fijo. Esto completa la demostración.

Corolario 5.2.8. Sea T : X → CB(X) una correspondencia débilmente semicon-

tinua superior tal que IT (x) ̸= ∅, para todo x ∈ X. Si T es Berinde, Kannan,

Kannan generalizada, Chatterjea, Chatterjea generalizada, o Reich, entonces, T tie-

ne un punto fijo.

Demostración. Si T es alguna de las contracciones descritas en la Definición 5.2.3,

entonces cada una de ellas satisface la COUB-1, y por tanto T tiene un punto

fijo.

No todas las contracciones definidas anteriormente son débilmente semicontinua

superior. Para constatar esto, basta exhibir un contraejemplo para una de estas

contracciones definidas en un espacio métrico contenido en R. Sea T : [0, 1] → R
definida por

Tx =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x/3 si 0 ≤ x < 1/2;

x/4 si 1/2 ≤ x ≤ 1;

Esta contracción es Kannan, y entonces es Berinde. Además, con la métrica usual,

d(x, Tx) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2x/3 si 0 ≤ x < 1/2;

3x/4 si 1/2 ≤ x ≤ 1.

Sea (xn;n ∈ N) la sucesión dada por xn = n/2(n+ 1). Tenemos que converge a 1/2

por la izquierda. Luego, lı́m inf d(xn, Txn) = 1/3 < T (1/2) = 3/8. Por consiguiente,

T no es débilmente semicontinua superior.

Este contraejemplo muestra que, en los resultados anteriores, la semicontinuidad

superior débil no es una condición supérflua.
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5.3. Lema de metrización

A continuación, demostraremos el Lema 2.4.1.

Lema 5.3.1. Sea X un conjunto no vaćıo, y (Un : n ∈ N) una sucesión de subcon-

juntos de X ×X tales que U0 = X ×X, y para cada n ∈ N, se cumple que ∆ ⊆ Un,

y Un+1 ◦ Un+1 ◦ Un+1 ⊆ Un. Entonces, existe una función d : X × X → [0,∞) tal

que:

(I) Para todo x, y y z en X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), y

(II) para cada n ∈ N, Un ⊆ {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) < 1/2n} ⊆ Un+1.

Además, si Un es simétrico, para todo n ∈ N, entonces d es una seudo métrica.

Demostración. Sea f : X ×X → R definida por

f(x, y) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1/2n si ∃n ∈ N \ {0}, (x, y) ∈ Un−1 \ Un;

0 si ∀n ∈ N, (x, y) ∈ Un.

Observar que f(x, y) = 0, para todo (x, y) ∈ ∆. Para cada (x, y) ∈ X × X, sea

d(x, y) = ı́nf
∑︁r

i=0 f(xi, xi+1), donde el ı́nfimo se toma sobre todas las sucesiones

finitas x0, . . . , xr+1 con x0 = x y xr+1 = y. Luego, d satisface (I). Además, d ≤ f

y entonces Un ⊆ {(x, y) ∈ X × X : d(x, y) < 1/2n}. Si cada Un es simétrico,

entonces f(x, y) = f(y, x), para cada (x, y) ∈ X ×X, y por consiguiente, d es una

seudométrica.
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Notemos en primer lugar que

f(x0, x3) ≤ 2máx{f(x0, x1), f(x1, x2), f(x2, x3)}, para todos x0, x1, x2, x3 ∈ X.

(5.1)

En efecto, sean x0, x1, x2, x3 ∈ X. Existe r ∈ N \ {0} tal que

máx{f(x0, x1), f(x1, x2), f(x2, x3)} ≤ 1/2r.

Luego, (x0, x1), (x1, x2), (x2, x3) ∈ Ur−1 y entonces (x0, x3) ∈ Ur. Por consiguiente,

f(x0, x3) = 1/2r−1 = 2/2r, lo cual demuestra (5.1).

Demostremos la segunda inclusión en (II). Sea (x, y) ∈ X ×X tal que d(x, y) <

1/2n. Luego, existen x0, . . . , xn, xn+1 ∈ X tales que x0 = x, xn+1 = y y
∑︁n

i=0 f(xi, xi+1) <

1/2n. Sean a =
∑︁n

i=0 f(xi, xi+1) y kn = máx
{︂
k ≤ n : 2

∑︁k
i=0 f(xi, xi+1) ≤ a

}︂
. De-

mostraremos que

f(x0, xn+1) ≤ 2
n∑︂

i=0

f(xi, xi+1), para todos x0, . . . , xn+1 ∈ X. (5.2)

Por (5.1), (5.2) se satisface para n ≤ 2. En particular, se cumple si n = 0. Suponga-

mos que

f(x0, xk+1) ≤ 2
k∑︂

i=0

f(xi, xi+1), para todos x0, . . . , xk+1 ∈ X y todo k < n.

Si kn ≥ n, entonces f(x0, x1) = · · · = f(xn, xn+1) = 0 y en consecuencia, (5.2) se

satisface. Si kn < n, la hipótesis de inducción implica que

f(x0, xkn+1) ≤ 2
kn∑︂
i=0

f(xi, xi+1) y f(xkn+2, xn+1) ≤ 2
n∑︂

i=kn+2

f(xi, xi+1)

No es posible que 2
∑︁n

i=kn+2 f(xi, xi+1) > a, por que si aśı fuera se tendŕıa,

n∑︂
i=kn+2

f(xi, xi+1) >
kn+1∑︂
i=0

f(xi, xi+1)
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y entonces

a =
k∗+1∑︂
i=0

f(xi, xi+1) +
n∑︂

i=k∗+2

f(xi, xi+1) > 2
k∗+1∑︂
i=0

f(xi, xi+1) > a,

por la maximalidad de k∗, lo cual es una contradicción. Tenemos aśı que

f(x0, xkn+1) ≤ a, f(xkn+1, xkn+2) ≤ a y f(xkn , xn+1) ≤ a.

Por (5.1) se tiene f(x0, xn+1) ≤ 2a, lo cual demuestra (5.2), lo cual demuestra (5.1) y

entonces f(x0, xn+1) < 1/2n−1. Es decir, f(x, y) ≤ 1/2n. Por lo tanto, (x, y) ∈ Un−1,

concluyendo la demostración.

5.4. Teorema de Brouwer

Si bien la demostración original del teorema de Brouwer utiliza herramientas de

cálculo, abordaremos su demostración mediante grupos de homoloǵıa.

Definición 5.4.1. Sean n ≥ 1 y f : Sn → Sn una función continua. Si α es uno de

los generadores del n-ésimo grupo de homoloǵıa de Sn, Hs(S
n), y k ∈ Z es tal que

f∗(α) = kα, diremos que k es el grado de f .

Teorema 5.4.1 (Brouwer). Toda función continua f : Dn → Dn tiene un punto

fijo.

Demostración. Supongamos que f : Dn → Dn no tiene punto fijo. Podemos definir

g : Dn → Sn−1 como

g(x) =
x− f(x)

∥ x− f(x) ∥
.

Sea h : Sn−1 → Sn−1 la restricción de g a Sn−1. Luego, gr(h) = 0.

Por otro lado, definamos la homotoṕıa H : Sn−1 × [0, 1] → Sn−1 dada por

H(x, t) =
x− tf(x)

∥ x− tf(x) ∥
,

la cual está bien definida, pues para t = 1, f(x) ̸= x, y si t ∈ [0, 1), entonces

∥ x ∥= 1 y ∥ tf(x) ∥= t ∥ f(x) ∥≤ t < 1. En consecuencia, H es una homotoṕıa
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entre la función identidad en Sn−1 y h, de modo que gr(h) = 1, lo que es una

contradicción. Esto completa la demostración.
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[6] S. Banach. Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur applications
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mathématique de l’Université de Strasbourg. Hermann, Paris, 1937.

119


	Agradecimientos
	Introducción
	Hiperespacios y Correspondencias
	Definiciones Elementales
	Continuidad de Correspondencias
	Métrica de Hausdorff

	Espacios Uniformes
	Definiciones y Topología Uniforme
	Continuidad Uniforme
	Completitud y Compacticidad
	Metrización
	Uniformización de Cerrados y Acotados

	Teoría Topológica del Punto Fijo
	Espacios Vectoriales Topológicos
	Espacios Vectoriales de Dimensión Finita
	Convexidad Local
	Aplicaciones del Teorema de Brouwer

	Teoría Métrica del Punto Fijo
	Punto Fijo y Ordenes Parciales
	Punto Fijo Univaluado
	Punto Fijo Multivaluado

	Condición Orbital Débil en Espacios Métricos y Uniformes
	Condición Orbital de Banach Debilitada
	Punto Fijo en Espacios Uniformes

	Apéndice
	Lema de metrización
	Teorema de Brouwer


