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Introduccion

La teoria de punto fijo tiene una gran importancia en diversas areas de la ma-
tematica y otras ciencias, principalmente debido a la simplicidad de sus hipdtesis y
a la fortaleza de las consecuencias. Entre los principales objetivos de esta teoria se
encuentra la existencia y unicidad de punto fijo para una funciéon univaluada o multi-
valuada. Sin lugar a dudas, esta teoria descansa sobre dos resultados fundamentales,
a saber, el de Banach [6] (1922) y el de Brouwer [12] (1912). Estos resultados dieron
lugar, durante el siglo XX y hasta nuestros dias, a las teorias métrica y topoldgica del
punto fijo, respectivamente. Las ideas provenientes del primero de ellos, las cuales
se aplican a funciones definidas en espacios métricos, ha permitido la demostraciéon
de existencia de punto fijo para diversas variantes de la contraccién de Banach. A su
vez, el desarrollo de la teoria topoldgica, cuyo escenario son los espacios vectoriales
topolodgicos, ha influido en la formalizacion de problemas en ecuaciones diferenciales
parciales y ordinarias, optimizacion, economia, fisica, y otras disciplinas. De estas
dos visiones de la teoria de punto fijo nacié el desarrollo de resultados andlogos para
multifunciones o correspondencias, los cuales contienen generalizaciones de la teoria
existente para funciones univaluadas.

Como vemos, esta teoria posee dos vertientes. Una de ellas se desarrolla en espa-
cios métricos y la otra en espacios vectoriales topoldgicos. El principal objetivo de
esta tesis es la unificacién de ambas teorias. A saber, desarrollarla en espacios comu-
nes a los mencionados anteriormente. Estos son los espacios uniformes. En efecto,
tanto los espacios métricos, como los vectoriales topolégicos son espacios uniformes.
De modo que cualquier resultado que se obtenga, en este ultimo tipo de espacios,
sera valido para los anteriores.

La mayor parte de esta tesis consiste en describir los principales resultados exis-

tentes sobre la teoria de punto fijo, junto con preliminares que nos permitiran presen-
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tar, en la parte final, resultados inéditos sobre existencia de punto fijo para funciones
univaluadas y multivaluadas en espacios uniformes. Uno de estos resultados es vali-
do en espacios métricos [24], pero extiende para multifunciones el teorema principal
de Hicks y Rhoades en [28].

La tesis esta estructurada como se senala a continuacién. En el Capitulo 1,
introducimos los conceptos de hiperespacio y multifuncién, para luego definir hi-
perespacios notables que se utilizan a lo largo del trabajo. Ademas, presentamos
resultados sobre continuidad débil de correspondencias, los cuales nos permiten re-
lajar, hacia el final, condiciones usuales para la existencia de puntos fijos. El objetivo
principal de esta capitulos es el estudio de la métrica de Hausdorff, sobre el hiper-
espacio de los conjuntos cerrados y acotados de un espacio métrico. Como parte de
este estudio, caracterizamos las propiedades topoldgicas de esta métrica, tales como
convergencia, clausura, compacidad, precompacidad, entre otros, y relacionamos la
continuidad de correspondencias, respecto a dicha métrica, con la continuidad débil
mencionada. En el segundo capitulo introducimos una nueva estructura; a saber, los
espacios uniformes. Como ya hemos mencionado, esta estructura nos pertimitira, en
el ultimo capitulo, unificar resultados, tanto para espacios métricos como para es-
pacios vectoriales topoldgicos. Por lo pronto, caracterizamos los espacios uniformes
con una familia de seudo métricas, para luego definir una estructura uniforme sobre
el hiperespacio de conjuntos cerrados y acotados. Aqui, el concepto de acotamiento
fue definido por Atkin y Hejeman en [4] y [27], respectivamente. Vale la pena senalar
que este concepto de acotamiento coincide con el existente en espacios vectoriales
topoldgicos, por supuesto en espacios que gozan de esta estructura. En el tercer
capitulo desarrollaremos el primer eje de la teoria de punto fijo: la teoria topoldgica,
exponiendo primero las definiciones elementales y diversas propiedades. Ademas,
consideramos el caso particular de dimensién finita, y la propiedad de convexidad
local. Luego, introducimos los conceptos de envoltura convexa y correspondencia
KKM, los cuales seran de utilidad para el desarrollo de aplicaciones del teorema del
punto fijo de Brouwer, tales como aquellas atribuidas a Kakutani [29], Dugundji y
Granas [17], Fan [18,19], Glicksberg [25], y Tychonoff [39], entre otros. El cuarto
capitulo esta dedicado al segundo eje de la teoria de punto fijo; a saber, la teoria
métrica. En este escenario, los conjuntos de base son los espacios métricos. Desarro-

llamos resultados de punto fijo univaluado en espacios parcialmente ordenados. Entre
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ellos, el teorema de Caristi, el cual también es importante en su extension multiva-
luada y en espacios uniformes. A continuacién, mediante el concepto de condicion
orbital de Banach, revisamos contracciones usuales en la literatura, y probamos de
manera independiente a la condicién orbital, que estas poseen punto fijo. Esta accion
se realiza para funciones univaluadas y multivaluadas. En este tltimo caso, consi-
deramos dos condiciones orbitales. El iltimo capitulo contiene aportes inéditos y se
subdivide en dos partes. La primera, considera la condicién orbital més débil entre
las dos definidas en el capitulo anterior. Esto nos permite generalizar la obtencion
de puntos fijos en varios tipos de contracciones multivaluadas, pues probamos que
varias de éstas satisfacen la condicién orbital débil presentada. Ademas se presenta
una nueva contraccién multivaluada con el fin de proporcionar nuevos ejemplos de
aplicacion de los resultados. La segunda seccion de este ultimo capitulo, tiene como
objetivo demostrar existencia de punto fijo para correspondencias definidas sobre un
espacio uniforme. Introducimos una condicién orbital especial que, de igual forma
que en el caso métrico, asegurara existencias de puntos fijo. De manera adicional,
extendemos un resultado clasico de Caristi, con el fin de obtener resultados para

funciones univaluadas, pero en nuestro caso, en el contexto de espacios uniformes.



Capitulo 1

Hiperespacios y Correspondencias

1.1. Definiciones Elementales

Las correspondencias, o multifunciones como también se les llama, son un tipo
especial de funciones, y estan caracterizadas porque su codominio es una familia
de conjuntos. Como veremos se extienden a correspondencias conceptos definidos
para funciones, como es el caso de imagen, imagen inversa, semicontinuidad y otros.
Estos conceptos no siempre son una generalizacion del correspondiente concepto
para funciones, pues en algunos casos poseen un significado diferente. En [5] y [33]
se abordan estos temas y sus relaciones.

Iniciamos esta seccién con unas primeras notaciones y definiciones.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Definimos un hiperespacio en X
como un subconjunto del conjunto potencia de X.

Si X es un conjunto arbitrario, algunos hiperespacios notables son:
» Conjunto potencia: 2%, y
» (X)={A€2%| A es finito}.
Si X es un espacio topologico, definimos los hiperespacios:
» C(X)={A€2¥|Aes cerrado}, y
» K(X)={A4¢€2¥| A es compacto}.

En el caso que (X, d) sea un espacio métrico, algunos hiperespacios notables son:
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» B(X)={A € 2% |Aesacotado}, y
» CB(X)=C(X)NB(X).

Los hiperespacios de interés durante este trabajo seran los definidos para espacios

topoldgicos y espacios métricos.

Definicién 1.1.2. Una correspondencia desde un conjunto X a un conjunto Y (am-
bos no vacios) es una funcién T': X — H(Y'), donde H(Y') denota un hiperespacio
en Y.

En lo que sigue, T': X = Y denotard una correspondencia con H(Y") un hiper-
espacio en Y. Ademés, T'(x) se abrevia por Tx.

Debido a la naturaleza del conjunto de llegada de una correspondencia 7', los
conceptos de imagen directa, imagen inversa y grafico cambian. A continuacién

precisamos estos conceptos.

Definicién 1.1.3. Sean 7 : X = Y una correspondencia, A € 2¥ y B € 2V,

definimos los siguientes conjuntos:
» Dominio de T: Dom(T) = {x € X |Tx # 0}.

» Imagen directa de A por T: T(A) = U Tx.

T€A

» Imagen inversa débil de B por T: T4(B) = {x € X | Tx N B # (}. También la

denotaremos por T~(B).
» Imagen inversa fuerte de B por T: T/ (B) = {x € X |Tx C B}.
» Grdfico de T: Gr(T) = {(z,y) € X xY |y € Tx}.
Definicién 1.1.4. Sea T': X = Y. Definimos las siguientes correspondencias:
» El complemento de T, dada por T°: X = Y como Tz = (Tx)°".

» Si (Y, 7) es un espacio topoldgico, definimos la clausura de T' como la corres-
pondencia T : X = Y dada por Tz = Tx.

Definicién 1.1.5. Sean T, R : X =Y, S : Y == Z correspondencias:
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» Launion de Ty R, TUR: X 2Y, se define como T'U R(z) = Tx U Rx.
» La interseccion de T'y R, TNR: X = Y, se define como TNR(x) = TxN Rz.

» La composicion de T con S,SoT : X == Z, se define como con S o T (z) =
UyGTx Sy

1.2. Continuidad de Correspondencias

En lo que sigue, X,Y denotaran espacios topoldgicos.

Definicién 1.2.1. Sean X, Y espacios topolégicos, T : X == Y una correspondencia,

y a € Dom(T'). Diremos que:

T es semicontinua inferior en a, si para todo b € T'a y toda vecindad U de b,

existe una vecindad V' de a tal que, para todo z € V, se tiene Tx N U # ().

T es semicontinua superior en a, si para toda vecindad U de Ta, existe V

vecindad de a tal que para todo x € V' se cumple Tx C U.

T es continua en a si es semicontinua superior e inferior en a.

T es semicontinua inferior (respectivamente superior), si es semicontinua in-

ferior (resp. superior) en cada punto de X.

T es continua, si es continua en cada punto de X.

A continuacién estableceremos una caracterizacion de la semicontinuidad global

de correspondencias, andloga a la continuidad de funciones en espacios topoldgicos.

Proposicion 1.2.1. SeaT : X =Y una correspondencia. Luego, T es semicontinua
inferior en X, siy solo si, para todo abierto B en'Y, la imagen inversa débil, T~'(B),

es un abierto en X.

Demostracion. Supongamos primero que 7' es semicontinua inferior en X. Sean B
un abierto en Y y a € T~'(B). Luego, TaN B # (. Sea b € TaN B, esto implica que

B es una vecindad de b y, como T es semicontinua inferior en a, existe V' vecindad
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de a tal que para todo z € V, TaN B # 0, es decir, V C T~Y(B), por lo que T~*(B)
es un abierto en Y.

Reciprocamente, supongamos que la imagen inversa débil de todo abierto en Y es
un abierto en X. Veamos que T es semicontinua inferior en a, con a € X arbitrario.
Sean a € X, b € Ta y U vecindad de b tal que U N Ta # (. Esto implica que
a € TY(U), de modo que T~ (U) es una vecindad de a. Asi, existe V vecindad de
a, a saber V =T"YU), tal que V C T~(U) y, para todo x € V, Tx N U # (). Esto
prueba lo deseado. O

Proposiciéon 1.2.2. Sea T : X = Y wuna correspondencia, son equivalentes las

siguientes afirmaciones:

(I) T es semicontinua superior,
(II) para todo abierto G en'Y, la imagen inversa fuerte TY(G) es abierto en X, y

(II1) para todo cerrado B en'Y, la imagen inversa débil T-'(B) es cerrado en X.

Demostracion. Supongamos que T es semicontinua superior en X. Sean G un abierto
enY yx € TH(G), luego, Tx C G, por lo que G es una vecindad de Tz, esto implica
que existe V' vecindad de x tal que para todo y € V, se tiene Ty C G, es decir,
V C T/(G). Por tanto T/ (G) es un abierto en X.

Reciprocamente supongamos que para todo abierto G' en Y, la imagen inversa
fuerte T (G) es abierto en X. Sean x € X y U una vecindad de Tz, luego, V = T/ (U)
es abierto en X, x € V y para todo y € V, Ty C U. Esto demuestra que 7' es
semicontinua superior en z y, por consiguiente, la equivalencia de las condiciones (1)
y (ID).

Notemos ademds que = € (Tf(BC))C equivale a Tx € B¢, es decir, Tt N B # ()
de modo que x € T~!(B), por lo que (T7(B°))" = T~!(B) para todo B € 2¥. Esta
igualdad prueba que (II) es equivalente a (III), tomando B cerrado en Y, lo que

concluye la demostracion. O

Proposicién 1.2.3. Sean X compacto y T : X — K(Y) una correspondencia se-

micontinua superior. Entonces T(X) es compacto.

Demostracion. Sea {Gy}reax un cubrimiento abierto de 7'(X). Como Tz C T(X),

entonces {G)}aea s un cubrimiento abierto de Tz, para cada x € X, y como Tx es

10
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compacto, entonces existe A(x) C A finito, tal que

AEA(x)

Sea W, = e A@) Ga- Como W, es un abierto en X, entonces existe una vecindad
V, de x tal que Ty C W,, para todo y € V,. Ademas, ya que X = |J,cx Vi,
existen x1,...,x, en X tales que X = |J;_, V4. Luego, T'(X) C T (U;—, V) , ¥ por

consiguiente

X)gT(O%) UT ) €

Ur.<U U o

1

Esto prueba que T'(X) es compacto. ]

Definicién 1.2.2. Sea T': X == Y una correspondencia. Diremos que T es abierta,

si Gr(7T) es abierto en X XY,y que T es cerrada, si Gr(T') es cerrado en X x Y.

Proposicién 1.2.4. Sea T : X = Y una correspondencia cerrada tal que Dom(T) #
(0. Entonces, para todo x € X, se tiene Tx € C(Y).

Demostracion. Sean x € X e y & Tx. Luego, (z,y) € Gr(T)¢ y como T es cerrada,
existen vecindades U, de z y V,, de y, tales que U, x V,, C Gr(T)°. Ahora, si z € V,
entonces (z,z) € U, x V,, por lo que (x,z) ¢ Gr(T), es decir, z ¢ T'z. Por tanto
z € Tx¢ lo que implica que V,, C Tz° Esto prueba que T'z¢ es abierto, y por lo

tanto Tx € C(Y'), lo cual completa la demostracion. O
El reciproco de esta proposicion exige condiciones adicionales.

Proposicién 1.2.5. Sean Y espacio reqular y T : X — C(Y') una correspondencia

semicontinua superior. Entonces T es cerrada.

Demostracion. upongamos que T : X — C(Y') es semicontinua superior, y que Y’
es regular. Veamos que Gr(7T)¢ es abierto en X x Y. Sea (z,y) € Gr(7)¢, luego
y ¢ Tz, y como Y es regular y Tx es cerrado, existen V, y G abiertos en Y tales
que V,NG =0,y € V, y Tx C G. Como T es semicontinua superior, entonces
existe W, vecindad de z tal que W, C V, y Tz C G, para todo z € W,. Veamos que
Ve xV, CX xY\ Gr(T).

11
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Supongamos que existe (u,v) € V, x V,N Gr(T'). Entonces v € Tz, por lo que
v € G yluego v € V, NG, lo cual es un absurdo. Por tanto V, x V, C Gr(T)¢, lo

que prueba que Gr(7') es cerrado, que es lo que se queria demostrar. O
Una caracterizacion mas fuerte de las correspondencias cerradas es la siguiente.

Teorema 1.2.1 (Del Gréfico Cerrado). Sea T : X = Y wuna correspondencia tal
que T'(X) es compacto en'Y . Entonces, T  es cerrada, si y solo si, T es semicontinua

superior y Tz € K(Y), para todo z € X.

Demostracion. Debido a que T'(X) es regular, por Proposicién 1.2.5, basta probar
que si T es cerrada, entonces 1" es semicontinua superior y posee imagenes compactas.

Supongamos que 1" es cerrada. Entonces, por Proposicion 1.2.4, tenemos que T'x
es cerrado en Y, para todo z € X, y, como Tz C T'(X), entonces T'z es compacto.

Supongamos por absurdo que 7' no es semicontinua superior en x € X. Luego,
existe G abierto en Y, tal que para todo V vecindad de z, se tiene V' & {u €
X |Tu C G}. Sea xy € V tal que Txy € G, esto implica que Tay NG # 0, sea
yv € Txy NG Tenemos que ¢, = {xy |V es vecindad de x} es una red en X que
converge a x. Ademds ¢, = {yy |V es vecindad de z} es una red en G¢, que es un
compacto en Y, por lo que existe una subred, ¢, = {yv |V € V,(2)} de ¢,, con
V,(7) una subfamilia de vecindades de z, tal que ¢ converge a algin z € G°. Por

tanto, la subred producto:

e Xy = {(zv,yv) € X XY |V €V,(z)}

converge a (z, z) en X xY. Ademéds, (zv,yy) € Gr(T), para todo V € V,(z), y como
el gréfico es cerrado, entonces (z,z) € Gr(T), pero Tx C Gy z € G¢, lo que implica
que (x,z) ¢ Gr(T'), un absurdo. Por tanto T" es semicontinua superior, concluyendo

la demostracion. O

1.3. Meétrica de Hausdorft

A continuacion, construiremos un hiperespacio de un espacio métrico sobre el
cual se pueda definir una métrica. El objetivo principal de esta construccién apunta

al estudio de continuidad en correspondencias (respecto a la topologia de ambas

12
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métricas) y su relaciéon con la continuidad de correspondencias definida anterior-

mente. Este hiperespacio serd el de conjuntos cerrados y acotados, CB(X).
Diversas propiedades topoldgicas y métricas de CB(X) se pueden obtener a partir

de las propiedades de X. Estos resultados, abordados por Aliprantis en [2], y por

Castaing y Valadier en [14], seran el principal objetivo de esta seccion.

Definicién 1.3.1. Sea X un conjunto no vacio. Una seudo métrica sobre X es una

funcién d : X x X — R que satisface lo siguiente:

Para todo x e y en X, d(z,y) > 0,

para todo x e y en X, d(z,y) = d(y, z),

» si z =y, entonces d(z,y) =0,y

para todo z,y y z en X, d(z,2) < d(x,y) + d(y, 2).

Lema 1.3.1. Sean (X,d) un espacio seudo métrico y h : B(X) x B(X) — R, una
funcion dada por
h(A, B) = sup{d(a, B) |a € A}.

Entonces, para todo A y B en B(X), h(A,B) =0, si y solo si, AC B.
Demostracion. Sean A 'y B en B(X) tales que h(A, B) = 0, entonces, para todo
x € A, d(z,B) < h(A,B) =0, por lo que d(z, B) = 0, lo que implica x € B. Esto
demuestra que A C B.

Reciprocamente, supongamos que A C B, luego, para todo z € A, x € B, de
modo que d(x, B) = d(x, B) = 0, lo que demuestra que h(A, B) = 0. Esto concluye

la demostracion. O

Lema 1.3.2. Sean (X, d) un espacio seudo métrico y, A, B y C' subconjuntos de X
acotados y no vacios. Entonces h(A, B) < h(A,C) + h(C, B).

Demostracion. Sean a € Ay ¢ € C. Tenemos que d(a, B) < d(a,c)+d(c, B). Luego,

d(a, B) <d(a,c) +supd(c, B),
ceC

por lo que
d(a'> B) - h(C7 B) < d(a7 C),

13
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para todo ¢ € C. Asi,
d(a,B) — h(C,B) < d(a,C),

y en consecuencia, sup,e4 d(a, B) — h(C, B) < sup,c4 d(a,C). Es decir, h(A, B) <
h(A,C) + h(C, B), lo que concluye la demostracion. O

Teorema 1.3.1. Sea (X,d) un espacio seudo métrico. La funcion H : CB(X) x
CB(X) — R, definida por

H(A, B) = méx{h(A, B), h(B, A)},

es una seudo métrica sobre CB(X).

Demostracion. Observemos que H(A, B) = 0, si y solo si, h(A, B) = h(B,A) = 0.
Esto implica que A C B =B y B C A= A. Por tanto A = B.

La simetria de H es inmediata. Para la desigualdad triangular, tenemos que

H(A,B) = méx{h(A,B), h(B, A)}

IA

méx{h(A, C) + h(C, B), h(B,C) + h(C, A)}

IA

méx{h(A,C) + h(C, A)} + méx{h(C, B), (B, C)}

= H(A,C)+H(B,C),

lo que concluye la demostracion. O]

La funciéon definida en el teorema anterior se conoce como seudo métrica de
Hausdorff sobre CB(X).

Para distinguir las bolas abiertas en X y en CB(X), se denotara la bola de centro
A € CB(X) yradior > 0 como By(A,r). Ademds, si A C X es no vacio, para € > 0,
escribiremos

A ={zx e X|d(z,A) < €}.

Una relacién entre los conjuntos recién definidos, con la métrica de Hausdorff en

CB(X), se detalla en la siguiente propiedad.

Proposicién 1.3.1. Sean (X,d) un espacio seudo métrico y A, B € CB(X). En-

14
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tonces

H(A,B) =inf{e >0|AC B° AN BC A}

Demostracion. Sean H = {e¢ >0|AC B° AN BC A} y e € H, entonces d(z, B) < ¢
para cada z € A,y d(y, B) < e para todo y € B. Asi, h(A,B) < ey h(B,A) <¢, de
modo que H(A, B) < e y entonces H(A, B) es cota inferior de H. Esto demuestra
que H(A,B) < inf H.

Supongamos por absurdo que H(A, B) < inf H. Sea > 0 tal que H(A, B) <
B < inf H, esto implica que 8 ¢ H, por lo que A € B? o bien B ¢ A®. Entonces
h(A,B) > 3,0 h(B,A) > . En ambos casos se obtiene H(A, B) > f, lo que es una

contradicciéon. Esto prueba lo deseado. O

En la siguiente proposicién caracterizaremos la convergencia de sucesiones en
CB(X). La importancia de esto no serd solo conocer mejor los limites de las sucesio-
nes convergentes, sino que ademéds nos ayudard a probar la completitud de CB(X)
cuando X sea completo, ya que podremos conjeturar un limite en las sucesiones de

Cauchy.

Proposicion 1.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico y (A, : n € N) una sucesion en
CB(X) convergente hacia A € CB(X). Entonces,

=NU~-NUN 4
neNm>n e>0neNm>n
Demostracion. Sean B = ﬂneNm Y C = NesoUnen Ninsn Asy- Probaremos
las contenciones AC BC C C A.
Sean x € A, n € Ny e > 0. Veamos que B(xz,e) N, - A, # 0. En efecto,
existe m > n tal que H(A,,, A) < € y por consiguiente d(x, A,,) < €. Luego, existe

Anm,

m>n

Tm € Ap tal que d(z,7,,) < €y entonces z,, € B(x,€) N A, C B(z,€) NU,,50
por lo que A C B.
Sean x € By € > 0. Demostraremos que existe n € N tal que, para cada m € N

con m > n, se tiene x € ) -, AS. Debido a que (A, : n € N) converge hacia

m>n

A, existe n € N tal que, para todo m > n, se cumple H(A,,, A) < €/3. Ya que
xr € B, podemos escoger m > n'y { > m tales que B(x,¢/3) N Ay # 0. Es decir,
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d(z, Ap) < €/3,y asi,
d<$) Am) < d(l‘, AZ) + H(Ag, A) + H(A7 Am) <€,

lo que prueba que B C C.

Sea z € C. Como A es cerrado, basta probar que d(x, A) = 0. Sea € > 0. Luego,
existe N € N tal que, para todo n > N, se tiene H(A,,, A) < e. Ademads, existe
n € N tal que, para m > méax{n, N}, se verifica z € AS , por lo que d(z, A,,) < €.
Como € > 0 es arbitrario, esto implica que existe a,, € A,,, tal que d(x,a,,) < €y

ademads,

dz,A) < d(z,an)+ d(any,A)
< e+ H(An A).

Para todo m > méax{n, N}, se tiene d(z, A) < 2¢. Esto implica que d(z, A) = 0, que

es lo que se queria demostrar. O

En los siguientes resultados abordaremos las propiedades topologicas y métricas
que se transfieren de X a CB(X), tales como la completitud, precompacidad y com-
pacidad. Ademds, identificaremos un conjunto cerrado notable en CB(X), que serd

el de conjuntos precompactos.

Teorema 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces (CB(X),H) tam-

bién lo es.

Demostracion. Sean (A, : n € N) una sucesién de Cauchy en CB(X), y A =
ﬂneNm. Demostraremos que A € CB(X) y que (A, : n € N) converge
hacia A. Como A es una interseccion contable de cerrados, entonces A también lo
es, debemos verificar que es no vacio y acotado. Sea ¢ > 0. Como (A4, : n € N)
es de Cauchy, paratodo £ € N, existe N, € N tal que si n,m > N, entonces
H(A,, Ap) < €/2°72. Sea (ny : k € N) la sucesién definida por

ng = max{N, |0 < ¢ < k},

y sea zg € A,,. Como H(A,,, A,,) < €/2% entonces existe z; € A,, tal que

d(zo,r1) < €/2%. Asi, podemos escoger zg,...,z; € X de modo que z; € A,,,
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para cada i € {0,...,k} v d(z;,xi_1) < €/2%2 si i < k — 1. Ademés, como
d(zg, Any ) < H(An,, Any ) < €/2872, entonces existe xpyy € A

d(zy, Tri1) < €/2F2 Asi) por induccién, tenemos que (x5, : k € N) es una suce-

tal que

MNEk41 N1

sion de Cauchy, por lo que existe x € X de modo que dicha sucesion converge hacia
x. Para cada n € N, la subsucesién (z,, : m > n) de (z, : n € N) estd contenida en

Uynsn Am, que es cerrado, por lo que z € |J A, Por tanto, x € A, lo que prueba

m>n

que A es no vacio.

Para cada n € Ny m > n, se tiene

m—1 m—1
d(xp, T) < d(xy, Tre1) < Z 6/2k+2 < 6/2"“.
k=n k=n

En particular, d(zg,x) < €/2, por lo que para todo zg € A,,, existe x € A tal que
d(wg,7) < €/2. Asi, A,, € A2, Veamos ahora que A C AZ/OQ. Sea y € A, luego
y € m, luego B(y,€/4) NU,on, Am # (). Escogemos m > n, y z € A,, tales
que d(y, z) < €/4, luego d(y, Ap,) < €/4. Por ende,

d(y, Ang) < d(y, 2) + d(z, Ang) < €/4+H(Ap, Any) < €/2,

y entonces y € AZ/OQ, por lo que A C Afl/f. En particular, A es acotado. Por Propo-
sicién 1.3.1, se tiene que H(A,,, A) < €/2. Asi, para todo n > ng se obtiene

H(Ap, A) < H(An, Any) + H(Any, A) < g 4 g <e

Por lo tanto (A, : n € N) converge hacia A, lo que concluye la demostraciéon. [

Definicién 1.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que X es precompacto (o

totalmente acotado), si y solo si, para todo € > 0, existen xy,...,x, en X tales que
X = B(z1,6)U---U B(xy,€).

Teorema 1.3.3. Sean (X, d) un espcio métrico y CBT (X) el subconjunto de 2%
definido por
CBT(X)={Ae€CB(X)|A es precompacto}.

Entonces, CBT (X) es cerrado en CB(X).
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Demostracion. Primero observemos que CBT (X) es un conjunto bien definido, pues
es no vacio. En efecto, {z} € CBT (X), para cada z € X (més atn, todo subconjunto
finito de X pertenece a CBT (X)), independiente de la métrica de X, de modo que
CBT(X) C CB(X).

Para probar que CBT (X) es cerrado, sea (A,, : n € N) una sucesién en CBT (X)
convergente hacia A € CB(X), probaremos que A € CBT (X). Sea € > 0, luego existe
N € Ntal que h(A, Ay) < €/2. Por la precompacidad de Ay, existen zy,...,z, € X
tales que Ay = UU;_, B(z;,€/2). Veamos que las bolas abiertas de centro x; y radio
€/2 cubren también A. Para ello, sea x € A, luego,

d(l‘, AN) < d(I,A) + h(A,AN) <

?

N

ya que d(x, A) = 0. Por ello, existe y € Ay tal que d(x,y) < €/2. Seai € {1,...,p}
tal que y € B(x;,€/2). Luego,

d(ﬂ?,ﬂfl) S d(l’,y) + d(y7xz) <€

Es decir, z € B(x;,€). De modo que

AC LnJ B(x;,€),
i=1

por lo que A es precompacto, que es lo que se queria demostrar. O

Proposicién 1.3.3. Si (X, d) es un espacio métrico precompacto, entonces (CB(X), H)

también lo es.

Demostracion. Sean € >0y F = {x1,...,2,} el conjunto de puntos en X tales que

n

X = UB(x,»,(—:).
i=1
Sean A € CB(X) eIy = {i € {1,...,n}|B(z;,e) N A # 0}. Sean By = {w; €
Fliela} yx€ A luego d(x, Ba) < ey dado 2’ € By, se tiene d(z', A) < e. Asi,
h(A,By) < ey h(Ba,A) < ¢, por lo que A € By(Ba,e€), es decir, H(A, Ba) < e.
Por tanto, para todo A € CB(X), existe U C F, tal que A € By (U, ¢€). Consecuen-
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temente, tenemos que

CB(X) = | Bu(Ue).

Uve2r

Dicha unién es finita, pues 2 es finito. Esto concluye la demostracién. m

Una consecuencia inmediata de lo probado anteriormente es la compacticidad de

CB(X), cuando X lo es. Lo detallamos a continuacién.

Corolario 1.3.1. Si (X, d) es un espacio métrico compacto, entonces (CB(X),H)

también es compacto.

Demostracion. Supongamos que (X, d) es compacto, luego X es precompacto y com-
pleto. Luego por Proposicién 1.3.3 y Teorema 1.3.2, (CB(X),H) es precompacto y

completo, de modo que CB(X) es compacto, concluyendo asi la demostracién. [

Para concluir con este capitulo, veremos un resultado que relaciona la continuidad

de correspondencias, definida anteriormente, con la continuidad topoldgica sobre la

familia (X)) de CB(X).

Teorema 1.3.4. Sea Z un espacio topolégico yT : Z — K(X) una correspondencia.
Entonces, T es continua (como correspondencia), si y solo si, T es una funcion

continua, considerando IC(X) espacio topolégico con la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que T' es continua como correspondencia (es decir, T
es semicontinua superior e inferior). Sean zy € Z y € > 0. Como Tz es compacto,

existen xy,...,x,. € Tz tales que

Tz C UB(xi,e) (*)

i=1
con Tz N B(x;,€) # 0, para cada i € {1,...,7}. De la semicontinuidad inferior de
T en zj, se tiene que existe V;O vecindad de zp, tal que Tz N B(x;,€) # (), para todo
ze V! ytodoie {1,...,r}. Sea V,, = V] N---N V. Luego, para todo z € V,
y todo i € {1,...,r} se tiene Tz N B(z;,€) # 0. Demostremos que Tz C (Tz)*,
para todo z € V. Sean y € T2y y z € V,,. Por (*), existe iy € {1,...,n} tal que

d(y,z;,) < €. Sea yg € TzN B(x;,, €). Luego,

d(ya TZ) S d(ﬁ% ?JO) S d(ya xio) + d(xim yO) < 2e.
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Esto prueba que Tzy C (T'2)%*, para todo z € V,,. Por otra parte, Tz C (T'2)¢
y, por la semicontinuidad superior de 7" en z, existe W, vecindad de zy, tal que
Tz C (Tz)¢, para todo z € W,,. En consecuencia, H(Tz,Tz)) < 2¢, para todo
z € V,, NW,,, lo cual demuestra la continuidad de 7' con respecto a la métrica de
Hausdorff.

Reciprocamente, supongamos que 7" es continua respecto a la métrica de Haus-
dorff. Veamos que T' es semicontinua superior e inferior. Sean zg € Z y GG un abierto

en X tal que Tzy C G. Como Tz es cerrado, observamos que

Tz = ()(Tx)",
6>0
lo que implica

N (TP nee) -o.

>0

Por la propiedad de la interseccion finita, existe 6 > 0 tal que (T'2)%/?> N G¢ = 0, de
modo que (T'29)%? C G. Por la continuidad métrica de T' en 2, existe V,, vecindad
de z tal que Tz C (T2)%? C G, para todo z € V,,. Por tanto, T' es semicontinua
superior.

Sean zy € Z y G un abierto en X tal que TzgNG # 0, y sea xg € Tz N G. Sean
e > 0y W, vecindad de z, tales que B(zg,€) C Gy H(Tz,Tz) < €, para cada
z€W,,. Asi, xg € Tz, y Tz C (T2)¢, de modo que Tz N B(xg,€) # 0. Por tanto,
TzNG # (), para cada z € W, lo que prueba que T es semicontinua inferior. Esto

concluye la demostracion. O
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Espacios Uniformes

2.1. Definiciones y Topologia Uniforme

Los espacios uniformes tienen su origen en el Siglo XX, y se desarrollan con la
motivacion de generalizar propiedades de funciones definidas sobre un espacio métri-
co, tales como completitud, continuidad uniforme y convergencia uniforme. Tras el
profundo estudio que realiza Bourbaki en [10], donde se ahonda en las propiedades
topoldgicas, la completacion de espacios uniformes, y su caracterizacion en términos
de una familia de seudo métricas. Este ultimo resultado serd el pilar fundamental
para desarrollar la teoria de punto fijo en espacios uniformes. De igual forma, Kelley
en [32] recopila los resultados que abordaremos a continuacion.

A continuacién daremos notaciones a ciertas relaciones sobre un conjunto, e
introduciremos el concepto de uniformidad.

En un conjunto no vacio X con relaciones R y S, se denotard su composicién

como la relacion
SoR={(z,2) e X x X |(Fye X)((x,y) € RN (y,2) € )},
la relacién inversa de R se denotara

R ={(y,x) € X x X| (x.y) € R},
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y la relacién identidad serd
A={(zr,y) e X x X |z =y}

Definicién 2.1.1. Sean X un conjunto no vacio y B, F dos colecciones de subcon-

juntos de X. Diremos que F es un filtro en X, si y solo si:
D 0¢F,
(IT) si A, B € F, entonces ANB € F,y
(III) si Ae Fy AC B, entonces B € F.
Y diremos que B es una base de filtro en X si:
0 0¢By
(IT) si A, B € B, existe C € B tal que C C AN B.

Definicién 2.1.2. Se dice que una familia & de subconjuntos de X x X posee

estructura uniforme, o que U es una uniformidad, si cumple lo siguiente:

U es un filtro en X x X,

para todo U e U, A C U,

paratodo U cU, Ut e U,y

para todo U € U, existe V € U tal que VoV C U.

Llamaremos entourages a los elementos de U, y el par (X,U) denotard un espacio

uniforme.

Definicién 2.1.3. Un subconjunto no vacio B C U es una base de la uniformidad
U, siy solo si, para todo U € U, existe V € B tal que V C U.

A continuacién presentamos una importante caracterizacion de las bases de es-

tructuras uniformes.

Proposicién 2.1.1. Un subconjunto B C P(X x X) es base de alguna uniformidad

en X, si y solo si, se cumple lo siquiente:
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(I) B es una base de filtro en X,

(II) para todo V€ B, ACV,
(III) para todo V € B, existe W € B tal que W C V™ y
(IV) para todo V € B, existe W € B tal que W oW C V.

Demostracion. Supongamos que B es base de una uniformidad U. Como U es un
filtro en X x X, entonces () ¢ U, lo que implica ) ¢ B. Sean A y B en B, luego
ANB eU, por lo que existe V € B tal que VC AN B. Asi, B es una base de filtro
en X x X, por lo que cumple la condicién (I). Sea V' € B. Luego, como V € U,
entonces A C V', lo que demuestra (IT). Ademds, V! € U, por lo que existe W € B
tal que W C V1 es decir, cumple la condicién (IIT). Por tltimo, existe U € U tal
que UoU C V, y también existe B € B tal que B C U. Luego, BoBCUoU CV,
lo que prueba la condicién (IV).

Reciprocamente, supongamos que B C P(X x X) satisface las condiciones (I)-

(IV). Sea U el filtro generado por B, a saber:
U={UeP(X xX)|(3TV eB)(V CU)}.

Por la condicién (II), todo elemento de U contiene la relacién identidad. Sean U € U
y V € B tales que V C U. Luego, V-! C U~ y, por (III), existe W € B tal que
W CV-tCU ComoW €U yU es un filtro, se tiene que U~ € U, por lo que U
satisface su tercera condicién. Finalmente, la condicién (IV) implica que para cada

Uel,existe Vel tal que VoV C U, lo que concluye la demostracion. O
Ejemplos:

» Todo espacio métrico es un espacio uniforme. En efecto, dado (X, d) un espacio

métrico, definimos, para cada € > 0, el conjunto
Ue={(z,y) € X x X |d(x,y) < €}.

Luego, la coleccion B = {U.|e > 0} es una base para alguna uniformidad

sobre X.
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» Sea R una relacién de equivalencia sobre X. Luego, el conjunto B = {R} es

una base para alguna uniformidad sobre X, debido a que B es una base de
filtro en X x X, A C R, y ademés, R~! = R = Ro R. En particular, {A} es

una base, y la uniformidad generada se conoce como uniformidad discreta.

Nuestro objetivo es asegurar la existencia de bases de una uniformidad ¢/ con buenas
propiedades. En el siguiente teorema, probaremos la existencia de una base con

entourages simétricos, es decir, entourages R tales que R~! = R.

Teorema 2.1.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, eziste una base B de

U consistente de entourages simétricos.

Demostracion. Definimos la coleccion
B={Uc€U|U es simétrico}.

De forma rapida se verifica que B satisface las condiciones (I)-(III) de la Proposicién
2.1.1. Demostremos la condicién (IV). Sea U € U. Luego, existe V € U tal que
VoV CU.SeaW=VNV31LAs{, WeByWoW CVoV CU. Esto demuesta

que B es una base para alguna uniformidad y concluye la demostracién. O

Probaremos a continuacién que sobre un espacio uniforme (X, U) es posible de-
finir una topologia. Antes de ello, para cada a € X, A C X y V € U, definimos los

siguientes dos conjuntos de interés:

Vig) ={z € X |(a,2) eV} y V[A] =] V][]

€A

Teorema 2.1.2. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, la coleccion
T={AeP(X)|(Vae€ AU eU)(Ula] C A)},

es una topologia sobre X.

Demostracion. Es facil ver que 7 # ), pues para todo U € U y a € X, se tiene

Ula] € 7. También es directo que () y X pertenecen a 7.
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Sean {Aj}iea una familia en 7 y a € [J,o, Ar. Luego, existe A € A tal que
a € Ay. Por consiguiente, existe U € U tal que Ula] C Ay C [J,¢, A, de modo que
UsexAx e

Sean Ay B en 7 tales que ANB # (0 yae AN B. Luego, existen U y V en U
tales que Ula] C A, y V]a] € B. Veamos que (U NV)[a] C Ula] N V]a]. En efecto,
sea y € (UNV)[a], esto implica que (a,y) € UNV, por lo que y € Ulal, e y € Va],
de modo que y € Ula] N V[a]. Por tanto, (U NV)[a] C AN By entonces ANB € 7.

Esto concluye la demostracion. O]

En lo que sigue, todo espacio uniforme (X, ) se considerard espacio topoldgico
con la topologia definida en el Teorema 2.1.2. La llamaremos topologia uniforme.
Ahora caracterizaremos los conjuntos abiertos y cerrados para esta topologia, es

decir, caracterizaremos el interior y clausura de conjuntos respecto de esta topologia.

Proposicién 2.1.2. Sean (X,U) un espacio uniforme y A C X, entonces
A={ze X|(AU eU)(UJz] C A)}.

Demostracion. Sea B = {x € X |(3U € U)(Ulz] C A)}. Para todo abierto G tal
que G C A, se tiene que G C B, pues si x € G, existe U € U para el cual Ulz] C A,
de modo que = € B. Asi, AC B.

Siy € B, existe U € U tal que Uly] C A, por lo que para todo z € X tal que
(y,x) € U, se tiene x € A. En particular, como A C U e (y,y) € U, entonces y € A.
Esto implica que B C A, asi que solo resta probar que B es un abierto. En efecto,
sean z € By U € U tales que Ulz| C A. Veamos que existe V' € U tal que V|[z] C B.
Sea V € U tal que V oV C U. Para todo y € V[z], se tiene V]y] C Ulz|, pues si
z € V[y|, entonces (y, z) € V'y, como (z,y) € V, tenemos que z € (VoV)[z] C Ulz].
Asi, para cada y € Vx|, V]y] C A, de modo que y € B. Luego, V[x] C B, lo que
implica que B es un abierto contenido en A, y entonces B C A. Esto completa la

demostracién. ]

Una consecuencia directa del resultado precedente es el siguiente: para cada
z € X, {Int(Ulx]) |U € U} es una familia de vecindades de z.

Proposicién 2.1.3. Sean (X,U) un espacio uniforme, A C X y B una base de U.
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Entonces,

Demostracion. Sean z € A, V € By W un entourage simétrico tal que W C V.
Luego, W[z] N A # 0. Sea y € Wz] N A. Esto implica que x € Wy] C W[A],
pues y € A. Ademds, como W[A] C V]A], entonces z € V[A]. De este modo,
r € \yep VIA]

Para demostrar que [,z V[A] C A, probaremos que A° C [Jycp5 VIA]®. En
efecto, sea z € A”. Como A” es una vecindad de x, existe V € B tal que V[z] C A",
es decir, V[z] N A = (. Sea W un entourage simétrico tal que W C V| luego
Wiz] N A = (). Esto implica que z ¢ W[A], pues si z € W[A], entonces (a,z) € W,
para algin a € A. Por consiguiente, (z,a) € W, de modo que a € W{z], por lo
que Wiz] N A # 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, x € W[A]® y, por

consiguiente, & € | J, 5 V[A]°. Esto concluye la demostracion. O

Una consecuencia, a partir de la proposicion anterior, es la siguiente: si x € X y

U € U, entonces existe V € U tal que V[z] C Ulx]. Més atin, si W es un entourage

tal que W oW C U, entonces existe V' € U tal que W[z] C V[V[z]] C Ulx]. Este
hecho lo utilizaremos en el siguiente resultado, donde demostraremos equivalencias

entre axiomas de separacion, para el caso de espacios uniformes.

Teorema 2.1.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Son equivalentes las siguientes

afirmaciones:

(I) X es Ty (o satisface el primer axioma de separacion),
(II) X es un espacio de Hausdorff,
(III) X es un espacio reqular, y

([V) A= ﬂVeuV'

Demostracion. Supongamos que X es T;. Sean x e y en X tales que x # y. Esto
implica que y ¢ {x}, y entonces mc es una vecindad de y. Como {z} es cerrado,

existe U € U tal que Uly] N {z} = 0. Sea V € U tal que V[z] C Uly]. Luego,
y € Viz] y z € Int(V[z]). Esto prueba que X es un espacio de HausdorfT.
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Supongamos que X es Hausdorff. Sean x € X, V, una vecindad de X y U un

entourage tal que Ulz] € V,. Sea V € U tal que V C U y V[z] C Ulx]. Luego,
T € m y m C V,. Por consiguiente, X es regular.

Ahora, asumamos que X es regular. Rapidamente se tiene que A C [, o, V.
Razonando como en la proposicién anterior, probaremos que A° C J,o, V¢ Sea
(x,y) € A luego y ¢ {x}. Existen V, y V, vecindades de = e y respectivamente,
tales que V, NV, = 0, lo que implica que V[z] N V[y] = 0. Sean U y W en U tales
que Ulz] C V., y Wy] C V,,. Luego, Ulz] N W]y] = 0, de modo que y ¢ Ulzx], y por
ende, (x,y) ¢ U. Asi, (x,y) € Ny V-

Finalmente, supongamos que la condicién (IV) es vélida. Sean x e y en X tales
que y ¢ {z}, es decir, x # y. Luego, (z,y) ¢ A. Por consiguiente, existe U € U
simétrico, tal que (z,y) ¢ U. Esto implica que x ¢ Uly], de modo que Uly]N{z} = 0.

Asi, {x}€ es abierto en X. Por lo tanto, X es T;. Esto concluye la demostracién. [

Con la topologia uniforme ya caracterizada, podemos encontrar en las uniformi-
dades una base con mejores caracteristicas: entourages simétricos y cerrados. Antes

de ello, caracterizaremos las clausuras de los entourages de una uniformidad.

Teorema 2.1.4. Sean (X,U) un espacio uniforme, U un entourage, y B una base
de U. Entonces
U=()(VoUoV).
veB

Demostracion. Sea (z,y) € U, luego existe Vi, vecindad de (,y) tal que Vi, ) C
U =0, es decir, View) NU = 0. Sean V, y V, vecindades de x e y respectivamente,
tales que V, x V,, C V(.. Esto implica que existen entourages U y V tales que
Ulz] €V, y V]y] € V,. Sea W € U simétrico tal que Wiz] C V, y W[y] C V.
Luego, tenemos que (Wx] x W(y]) NU = (. Esto nos dice que (x,y) ¢ WoU o W.
En efecto, si suponemos que (x,y) € W o U o W, entonces existe (p,q) € U tal que
(x,p) € Wy (q,y) € W. Aquello implica que p € Wlz| y ¢ € W[y, de modo que
(p,q) € (W[z] x W[y]) N U, lo que es una contradiccion. Asi, hemos probado que
Nyeg(VolUoV)C U.

Sean (a,b) € U y V € B. Veamos que (a,b) € VoU o V. Sea W un entourage
simétrico tal que W C V. Esto implica que (Wla] x W[b]) N U # 0, sea (a,b) €
(Wiz] x Wy]) N U. Luego, tenemos que (a,z) € W, (y,b) € W,y (z,y) € U,
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es decir, (a,b) € W o U o W. Por consiguiente, (a,b) € V o U oV, por lo que
(a,b) € Nyep(V oUoV). Esto completa la demostracién. O

Teorema 2.1.5. Todo espacio uniforme admite una base de entourages simétricos

y cerrados.

Demostracion. Sean (X,U) espacio uniforme y B una base para U consistente de

entourages simétricos. Definimos
B={V|V e B}.

Por el teorema precedente, tenemos que V = Nwes(WoVoW), y como WoV ol
es simétrico, para cada V y W en B, entonces V también lo es. Finalmente, para
cada U € B, existe Ve Btalque VoV oV CU,porloque VCVoVoV CU.

Esto prueba que B es una base, lo que concluye la demostracion. O

2.2. Continuidad Uniforme

En esta seccién, (X,U), (Y,V) y (Z, W) denotaran espacios uniformes.
A continuacién estableceremos un tipo de funcién entre espacios uniformes, que
nos permitira relacionarlo con la continuidad bajo la topologia uniforme, y genera-

lizara la continuidad uniforme de funciones entre espacios métricos.

Definicién 2.2.1. Sean (X,U) e (Y, V) espacios uniformes. Diremos que una funcién
f: X =Y es uniformemente continua (o también U-uniformemente continua), si
y solo si, para cada V € V| existe U € U, tal que para todo (z,y) € U, se tiene
(f x f)(z,y) € V,donde fx f: X x X — Y xY denota, aqui y en lo que sigue, la

funcién definida por (f x f)(x,y) = (f(x), f(y)) € V.

Teorema 2.2.1. Sean (X,U) e (Y, V) espacios uniformes, f : X — Y una funcién,

y B una base de V. Entonces, las tres condiciones siguientes son equivalentes:
(I) f: X =Y es uniformemente continua,
(II) para todo U € B, la imagen inversa (f x f)~Y(U) es un entourage en X, y

(III) para todo V €V, la imagen inversa (f x f)~(V) es un entourage en X.
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Demostracion. Supongamos primero que f es uniformemente continua, y sea U € B.
Luego, existe W € U tal que W C (f x f)"1(U). Como U es un filtro y W es un
entourage, entonces (f x f)~1(U) también lo es.

Asumamos vélida la condicién (II). Sea V' € V. Luego, existe B € B tal que
B C V y entonces (f x f)"%(B) C (f x f)~%V). Por el mismo razonamiento
anterior, tenemos que (f x f)~1(V) e U.

Finalmente, supongamos que la imagen inversa de todo entourage en Y, bajo
[ x f, es un entourage en X. Sea V € V, luego (f x f)~1(V) € U, por lo que existe
UeU,asaber U= (fxf)"1(V), tal que U C (f x f)"*(V). Es decir, si (z,y) € U,
entonces (f(z), f(y)) € V. Esto prueba lo deseado. O

Ejemplos:
» La funcién identidad I : (X,U) — (X,U) es uniformemente continua.
» Toda funcién constante entre espacios uniformes es uniformemente continua.

» Toda funcion definida sobre el espacio uniforme discreto es uniformemente

continua.

= Toda funcién entre espacios métricos que es uniformemente continua en el
sentido métrico, es uniformemente continua segin Definicién 2.2.1. Més atn,

dichos conceptos son equivalentes en un espacio métrico.

El teorema anterior nos permite relacionar la continuidad con la continuidad uni-

forme.

Proposicién 2.2.1. Sea f : (X,U) — (Y,V) funcion uniformemente continua.

Entonces f es continua respecto a las topologias uniformes.

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es uniformemente continua. Sean a €
X,y V eV. Veamos que a € Int(f~1(V[f(a)])). Observemos que

VI @)]) = {ze X|f(z) € Vf(a)]}
= {ze X[ (f(a), f(x) € V}.
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Sea U € U tal que (u,v) € U implica (f(u), f(v)) € V. Luego, Ula] C (f x
Y V[f(a)]), de modo que Int(Ula]) C (f x f)"H(V[f(a)]). Esto prueba que f es

continua en a, lo que concluye la demostracion. O

Una propiedad de las funciones uniformemente continuas, analoga al caso de
funciones continuas, es aquella relativa a la composicién de estas funciones. La de-

tallamos a continuacién.

Proposicion 2.2.2. La composicion de funciones uniformemente continuas es uni-

formemente continua.

Demostracion. Sean f : (X, U) = (Y,V)y g: (Y.V) — (Z,Y) funciones unifor-
memente continuas. Sea W € W. Para probar que ((go f) x (go f))™ (W) € U,

usaremos el hecho que

(gof)x(gof)=1(9%xg)o(fxf),

yque (gof)"H(A) = f~1(g7'(A)), paratodo A C Z, cuya demostracién es inmediata.

Asi, tenemos que

((go f) x (go W) = ((gxg)ol(fxf) (W)
= (fxf) ' ((gxg) ' (W)).

Luego, (g x g)"* (W) € V, por lo que (f x f)~1((g x g)~Y(W)) € U. Esto concluye

la demostracion. O

Definicién 2.2.2. Sea f : X — Y. Diremos que f es un homeomorfismo uniforme, si

y solo si, f es biyectiva, y tanto f como f~! son funciones uniformemente continuas.

Una similitud de los homeomorfismos con los homeomorfismos uniformes se de-

talla en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.3. Sean (X,U) e (Y,V) espacios uniformes f : X =Y una fun-

cion biyectiva. Entonces, f es un homeomorfismo uniforme, si y solo si, se verifica

V=AU xHWU)IUeU}.
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Demostracion. Supongamos que f es un homeomorfismo uniforme. Sea U € U.
Como f~! es uniformemente continua, existe V € V tal que V C (f x f)(U), esto
implica que (f x f)(U) € V, con lo cual se tiene que {(f x f)(U)|U € U} C V.
Sean V€ Vy U = (f x f)7'(V). Por la continuidad uniforme de f, tenemos
que U € U y ademds, (f x f)(U) = V. Esto prueba la otra inclusién y entonces
V=AU xNWU)IUeU}.

Reciprocamente, supongamos que V = {(f x f)(U)|U e U}. Sean U e U y V =
(f x f)(U). Luego, como f x f es biyectiva, tenemos que (f x f)"1 (V) =U € U. Es
decir, f es uniformemente continua. Andlogamente, como (f~!'x f~1)"1(U) =V €V,

se tiene que f~! es uniformemente continua. Esto concluye la demostracién. O

Definicién 2.2.3. Sean U, y U dos uniformidades sobre X. Diremos que U; es mds
fina que Us, si la funcion identidad I : (X,U;) — (X,Us) es uniformemente continua.
Ademas, diremos que la uniformidad U es mds gruesa que Us, si la funcion identidad

I:(X,Uy) — (X,U;) es uniformemente continua.

Observemos que si U; es mas fina que Us, entonces Us C U;. Esto es inmediato
de la definicién anterior.
Como veremos en la siguiente proposicion, una estructura uniforme mas fina

hereda una topologia uniforme mas fina.

Proposicion 2.2.4. Sean Uy y Uy dos uniformidades sobre X. Si Uy es mas fina
que Us, entonces la topologia uniforme de Uy es mas fina que la topologia uniforme

de UQ.

Demostracion. Sean 11 y T» las topologias uniformes de U; y Us, respectivamente.
Sean A € 7o, y x € A. Luego, existe U € U, tal que Ulz] C A, y como U € U,

entonces A € 11. Esto completa la demostracion. O

De forma similar a los espacios topoldgicos y otras estructuras, sobre un producto
cartesiano de espacios uniformes sera posible construir una uniformidad producto.

Lo abordaremos con detalle en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sean X un conjunto, {(Yx,Vx)}rea una familia de espacios uni-

formes, para cada X € A, f\: X — Yy una funcion, gy = f X fr, y B la familia de
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todas las intersecciones finitas
g, (V) NN g (V).

donde V; € Vy, para cada i € {1,...,r}. Entonces, B es una base para una unifor-

midad, Uy, sobre X. Ademds, se verifican las dos condiciones siguientes:

(I) Uy es la uniformidad mds gruesa sobre X, para la cual fy es uniformemente

continua, para todo X € A, y

(II) para cada espacio uniforme (Z, W) y cada funcion h : Z — X, se tiene que
h es uniformemente continua, si y solo si, h o fy es uniformemente continua,

para cada \ € A.

Demostracion. Se verifica facilmente que B es una base para una uniformidad, Uy,
sobre X. Ademas, la condicién (I) se obtiene de Teorema 2.2.1.

Si h es uniformemente continua, entonces por Proposicién 2.2.2, h o f) es uni-
formemente continua, para todo A € A. Reciprocamente, supongamos que h o f es
uniformemente continua, para todo A € A. Sean A € A,y U = g;l(V) un elemento

de B. Tenemos que

(hx h)~H gy ' (V) = (hxh)"H(frx fr)H(V))
= ((hx fr)o(hxh) (V)
= ((froh)x (froh)™ (V)

pertenece a Uy, por lo que h es uniformemente continua. Esto completa la demos-

tracion. O

Definicién 2.2.4. La estructura uniforme definida en el teorema anterior la llama-

remos uniformidad generada por la familia de funciones {f)}xea-

Corolario 2.2.1. Sean (X,U) un espacio uniforme, {(Yx, Vx)}rea una familia de
espacios uniformes, y fr : X — Y\ una funciéon, para cada X € A. Si f) es unifor-

memente continua, para todo A\ € A, entonces Uy C U.
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Definicién 2.2.5. Sea {(X,,U\)}rea una familia de espacios uniformes. Definimos
el espacio producto uniforme como el producto cartesiano [[,., X», dotado de la

estructura uniforme generada por la familia de funciones {m)} e, donde

oo [ X — X,

YEA
es la proyeccion usual, para cada A € A.

Observacién. Por el teorema precedente, obtenemos que f : Y — [], ) X es
uniformemente continua, si y solo si, para cada A € A, m\ o f es uniformemente

continua.

Proposicién 2.2.5. Sea d una seudométrica sobre un espacio uniforme (X,U).

Entonces d es uniformemente continua, si y solo si, para cada r > 0, el conjunto
U.-={(z,y) € X x X |d(z,y) <r}

es un entourage.

Demostracion. Supongamos que d es uniformemente continua. Consideremos en R
la estructura uniforme Ug = {U, },~0, con la base métrica U, = {(z,y) € RxR ||z —

y| < r}. Notemos que
(dx d)7H(U;) = {((z,9), (u,0)) € (X x X) x (X x X) ||d(z,y) — d(u,v)| <7}

Como d es uniformemente continua, existe U € U tal que (mx x mx) 1 (U) C (d x
d)~!(U,). Es decir, para todos (z,y) € U e (y,v) € U, se tiene |d(z,y) —d(u,v)| < r.
En particular, para u = v = y. Asi, d(z,y) < r. Esto prueba que U C U,, de modo
que U, es un entourage.

Reciprocamente, supongamos que U, es un entourage, para cada r > 0. Sean
(z,y) ¥y (w,v) en U,. Luego, d(z,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(v,y), de modo que
|d(z,y) — d(u,v)| < 2r. Como U, s € U, entonces U, o C (d x d)~'(U,), por lo que

d es uniformemente continua. Concluye asi la demostracion. [
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2.3. Completitud y Compacticidad

Abordaremos en esta seccion las propiedades topoldgicas principales que carac-
terizan la compacticidad de una topologia uniforme. Para eso, al igual que en espa-
cios métricos, necesitamos introducir conceptos de convergencia, precompacticidad
y completitud. Observaremos la similitud existente entre estos conceptos y los co-

rrespondientes en el caso métrico.

Definicién 2.3.1. Sean X un espacio topolégico y B una base de filtro en X.

Diremos que B converge a o € X, si y solo si, para toda V' vecindad de z, existe
B e Btalque BCV.

Definicién 2.3.2. Sean (X,U) un espacio uniforme y B una base de filtro en X.
Diremos que B es una base de filtro de Cauchy (o fundamental), si y solo si, para
cada U € U, existe A € Btal que A x ACU.

Proposicién 2.3.1. Si B es una base de filtro en (X,U) convergente hacia x € X,

entonces B es una base de filtro de Cauchy.

Demostracion. Sean U vy V en U tales que V o V! C U. Como B converge hacia
z, existe A € B tal que A C Ulx]. Veamos que A x A C U. Sea (u,v) € A x A,
entonces (z,u) € Vy (v,z) € V1. Asl, (u,v) € VoV~ C U, porlo que B es de
Cauchy. O

Notemos que si B y C son bases de filtro en X, B estd subordinada a C y esta es

de Cauchy, entonces B también es de Cauchy.

Definicién 2.3.3. Diremos que un espacio uniforme (X,U) es completo, si y solo

si, toda base de filtro de Cauchy, en X, es convergente.

Proposicién 2.3.2. Sea (X,U) un espacio uniforme completo y F C X cerrado.
Entonces, (F,Ur) es completo.

Demostracion. Sea B una base de filtro de Cauchy en F'. Luego, como B es de Cauchy
en X, existe x € X tal que B converge hacia x. Como F' es cerrado, entonces x € F.

Esto concluye la demostracién. O]

Proposiciéon 2.3.3. Sea (X,U) un espacio uniforme Hausdorff con la topologia

uniforme. Si F C X es tal que (F,Ur) es completo, entonces F es cerrado en X.
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Demostracion. Sea B base de filtro en F' que converge hacia x € C. Luego, B es
de Cauchy en F', de modo que B converge hacia y, para algin y € F. Como X es

Hausdorff, se tiene que x = y, de modo que x € F. Por lo tanto, F' es cerrado. [

Definicién 2.3.4. Sea (X,U) un espacio uniforme. Diremos que X es precompacto
(o totalmente acotado), si y solo si, para cada U € U, existen x1,...,x, en X tales
que

X =Ulz1|U---UUlz,),

o dicho de otro modo, X = U[{z1,...,x,}]. Este tltimo conjunto también lo escri-

biremos como Ulxy, ..., Z,].
A continuacién, caracterizamos la precompacidad mediante ultrafiltros.

Proposicién 2.3.4. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, X es precompacto,

sty solo si, todo ultrafiltro en X es de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que X es precompacto. Sean VW un ultrafiltro en X y
U un entourage. Luego, existe V € U tal que V o V! C U. Por hipétesis, existen
x1,...,T, en X tales que

X =V]zy, ..., z,).

como W es un ultrafiltro, existe i € {1,...,n} tal que V[z;] € W. Veamos que
Vx| x V]z;] CU. En efecto, V]z;] x V[z;] CV oV~ CU. Asi, W es de Cauchy.
Para la segunda parte de la demostracion, suponemos que X no es totalmente
acotado. Luego, existe U € U tal que, para todo subconjunto finito F' = {x1,...,2,}
de X, se verifica que X ¢ U[F]. Podemos asi, de manera inductiva, construir una
sucesion (z, :n € N) en X, tal que z,41 ¢ Ulxy,...,2,]. Sean B, = {x € X |k >
n}y B = {B,}nen. Como B es totalmente ordenado respecto a la inclusién, tenemos

que B es una base de filtro en X. Sea F el filtro con base B, es decir,
F={Fe2*\{0}|(3Be€B)(BCF)}

Claramente, para todo B € F, BN B; # (. Luego, existe z,, € BN By, tal que
T & Bmi1, ¥ B N B # (0. Asi, existe p > 1 tal que x4 € Bpy1 N B. Luego,

(T Tmap) € B x B, lo cual es una contradiccién, puesto que (Z,, Tpyp) ¢ U. Por
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consiguiente, ¥V no es un filtro de Cauchy, de modo que existe un ultrafiltro que no

es de Cauchy. Esto concluye la demostracion. O

Corolario 2.3.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, X es totalmente aco-
tado, st y solo si, para cada base de filtro B en X, existe una base de filtro de Cauchy,

C, en X, tal que C estd subordinada a B.

Demostracion. Supongamos que X es totalmente acotado. Sean B base de filtro y
JF un ultrafiltro en X, tales que B C F. Como F es de Cauchy, entonces F esta
subordinada a B.

Reciprocamente, sea F un ultrafiltro. Como F es una base de filtro, entonces
existe una base de filtro de Cauchy, C, tal que C esta subordinada a F. Al ser F
maximal, F estd subordinada a C, y por tanto F es de Cauchy. Esto concluye la

demostracion. ]

Teorema 2.3.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, X es compacto, si y

solo si, X es precompacto y completo.

Demostracion. Supongamos que X es compacto. Como {Int(U|x])}.ex es un cubri-
miento abierto de X, existen x1,...,x, en X que cubren X. De este modo, tenemos
que

X =Int(Ulzy])) U -+ Ulnt(U[x,]) C Ulxy, ..., x,).

Asi, X es precompacto. Para demostrar la completitud, sea B una base de filtro de
Cauchy. Como X es compacto, entonces B posee al menos un punto de acumulacion,
r € X, es decir, x € (\gep B. Veamos que B converge hacia . Sea V una vecindad
de z, luego, existe U € U tal que Ulz] C V', con U cerrado en X x X. Como B es
de Cauchy, existe B € B tal que B x B C U y, como x es punto de acumulacién de

B, entonces x € B. Por consiguiente:

BxBCBxBCU=U,

de modo que {z} x B C U y entonces B C U[x] C V. Esto implica que B converge
hacia x.
Reciprocamente, supongamos que X es precompacto y completo. Sea F un ul-

trafiltro en X. Como X es precompacto, por Proposicién 2.3.4, F es de Cauchy, por
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lo que converge en X, pues X es completo. Por lo tanto, X es compacto, con lo que

se completa la demostracién. O

2.4. Metrizacion

La principal caracterizacién que tienen los espacios uniformes tiene relacién con
seudo métricas. Esta caracterizacién nos permitird estudiar contracciones de co-
rrespondencias en espacios uniformes en el siguiente capitulo. Ademads, podremos
determinar condiciones en las cuales un espacio topoldgico es uniformizable.

La demostracion del siguiente lema de seudo metrizacién sera abordada en el

apéndice

Lema 2.4.1. Sea X un conjunto no vacio, y (U, : n € N) una sucesion de subcon-
guntos de X x X tales que Uy = X x X, y para cada n € N, se cumple que A C U,
Y Upiq 0 Upy1 0 Upyy C U,. Entonces, existe una funcion d : X x X — [0,00) tal

que:
(I) Para todo x,y y z en X, d(x,z) < d(z,y) +d(y,z), y
(II) para cadan € N, U, C {(z,y) € X x X |d(z,y) <1/2"} CU,4;.
Ademds, si U, es simétrico, para todo n € N, entonces d es una seudo métrica.
Demostracion. Ver apéndice. O]

Corolario 2.4.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Si U posee una base a lo mds
numerable, entonces, X es seudo metrizable. Si X es Hausdorff, entonces es metri-

zable.

Demostracion. Sea B = {V,, : n € N} una base a lo mds numerable para U. Para
cada n € N, podemos suponer que V,, es simétrico, por Teorema 2.1.1, y que ademés
verifiquen

VnJrl o Vn+1 o Vn+1 g Vna

para todo n € N. Por Lema 2.4.1, existe una seudo métrica d en X, tal que

1
V., C {(az,y) € X x X|d(z,y) < 2n—1}’
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para cada n € N. Sea

1
Un = {(xvy) EXXX|d('T7y) < 2_n}’

luego, V,, € U, C V,41. Por Proposicién 2.2.4, B y {U,}nen generan la misma
topologia. Como B posee elementos simétricos, entonces d es una seudo métrica, con
lo que se obtiene que X es seudo metrizable.

Si X es Hausdorff, entonces A =

Un, para todo n € N. Por consiguiente, (x,y) € A. Por lo tanto, d es una métrica o,

nen Un- Luego, d(z,y) = 0 implica que (z,y) €

de manera equivalente, X es metrizable. Esto completa la demostracion. O

Definicién 2.4.1. Sea ® una familia de seudo métricas sobre X. Diremos que 2
es separadora, si y solo si, para cada x e y en X distintos, existe d € ®© tal que
d(z,y) > 0. Ademads, diremos que ® es saturada, si y solo si, para cada p y ¢ en
D, existe r € D tal que max{p(z,y),q(z,y)} < r(z,y), para cada = e y en X.

Denotaremos por 75 a esta topologia.

Una familia de seudométricas ® provee a X de una topologia natural, 7o, que
tiene como subbase la familia {By(a,€); a € X,e¢ > 0,d € ©}, donde By(a,e) =
{z € X :d(z,y) < €}. Ademas, los elementos de la base son intersecciones finitas
de dichas bolas.

Proposicion 2.4.1. Sea ® una familia de seudométricas en X. Entonces, ® es

separadora, si y solo si, la topologia 7o es Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que ® es separadora. Sean = e y en X tales que x # .
Luego, existe d € © tal que d(z,y) > 0. Para € = d(z,y)/2, se tiene By(z,€) N
By(y,€) = 0. Asi, 75 es Hausdorff.

Recprocamente, si ® no es separadora, entonces existen x e y en X diferentes
tales que d(x,y) = 0, para toda d € ©. Sean U y V vecindades de z e y, respectiva-
mente. Luego, existen €¢ > 0y dy,...,d, € D tal que

By, (z,e) NN By, (z,€) CU.

Como y € By, (z,¢) N---N By, (z,€), entonces y € U, con lo cual se tiene que y €

UNV # (). En consecuencia, 7o no es Hausdorff. Esto completa la demostracion. [
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Proposicién 2.4.2. Sea ® una familia saturada de seudo métricas sobre X. FEn-

tonces, la familia

{Bqy(a,d)|a € X,0 >0,d € D}
es una base para Ty.

Demostracion. Sean x € X y V vecindad de z. Luego, existen d,, ...,d,, en ® y

€1,...,€, numeros reales positivos, tales que
n
ﬂ Bg,, (7,6) C V.
i=1

Para d,, v d,,, existe p; € D tal que p; > méax{d,,,d,,}. De manera recursiva,
podemos encontrar una seudo métrica p € ®, tal que p > méx{d,,,...,d,, }. Sea

e =min{¢; |1 <i < n}. Luego,

By(z,€) C ﬂ Bd'ri (z,€),
i=1
pues si y € B,(x,¢€), entonces p(z,y) < €. Por consiguiente, para cada i € {1,...,n},
dr,(z,y) < plr,y) < € y € < €, de modo que y € By, (z,¢), para cada i €

{1,...,n}. Asi, tenemos que B,(x,€) C V. Esto concluye la demostracién. ]

Los problemas de metrizacién (y seudo metrizaciéon) fueron estudiados por Ale-
xandroff y Urysohn en [1]. Dichos resultado tienen como consecuencia el siguiente
teorema, que serd de gran utilidad para el estudio de correspondencias en espacios
uniformes. A. Weil, quien también fue precursor de dichos espacios, estudié en [40] la
existencia de un homeomorfismo uniforme entre un espacio uniforme y un subespacio

del producto cartesiano de espacios seudo métricos.

Teorema 2.4.1. Sea (X,U) un espacio uniforme y Hausdorff. Entonces, existe una
familia separadora de seudométricas, ®, con elementos uniformemente continuos,

que generan la uniformidad U.

Demostracion. Sean ® la familia de todas las seudo métricas uniformemente conti-

nuas en X, y B = {Uj}den,c>0, donde

Uge = {(z,y) € X x X |d(z,y) < €}.
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Es inmediato, de Proposicion 2.1.1, que B es base de alguna uniformidad Uz en X.
Como d es U-uniformemente continua, por Proposicién 2.2.5, Uy € U, para todo
de®ye>0. Esto implica que B C U, de modo que Ug C U.

Reciprocamente, sean U € U, Uy = X x X, Uy = Uy y (Uy;n € N) la sucesién
definida inductivamente por U,,.1 = U,oU,oU,, paran > 1. Por Lema 2.4.1, existe

una seudo métrica d : X x X — R que satisface
U, C{(z,y) € X x X :d(x,y) < 1/2"} C U,_, para cadan € N\ {0}.

Sean r > 0, V., = {(z,y) € X x X : d(z,y) < 1/2"} y n € N tal que 1/2" < r.
Luego, U,, C V,., por consiguiente, V,. € U, y en consecuencia, d € ©. Por otra parte,
como Vi/y C Uy = U, se tiene que U pertenece a la uniformidad generada por B.
Esto demuestra que U = Up, v por consiguiente U es generada por B. Como 7o es

Hausdorff, se tiene que ® es separadora, completandose la demostracion. O

Definicién 2.4.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Diremos que X es uniformi-
zable, si y solo si, existe una uniformidad U en X cuya topologia uniforme coincide

con 7.

Definicién 2.4.3. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es completamente

reqular, si 'y solo si:

(I) X es Hausdorft, y

(IT) para todo cerrado F'en X y p € X \ F, existe una funcién continua ¢ : X —
[0,1] tal que ¢(p) =1y ¢(x) =0 para todo x € F.

Teorema 2.4.2. Sea X un espacio topologico Hausdorff. Entonces, X es uniformi-

zable, st y solo si, X es completamente reqular.

Demostracion. Supongamos que X posee una uniformidad U. Por el teorema pre-
cedente, existe una familia de seudo métricas, ®, que genera la uniformidad, y sus
elementos son uniformemente continuos. Sean a € X y G una vecindad de a. Lue-
go, existen dy,...,d, € ® y € > 0 tales que [);_, By(a,€) € G. En consecuencia,
{z € X | maxi<;<,d;(a,x) < €} C G. Definimos la funcién ¢, : X — [0, 1] como

() = min {1, méx d;(z, a)/e} ,

1<i<r
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la cual es continua en todo X. Ademds, ¢,(a) =0y ¢,(z) = 1, para cada x € G°.
Esto prueba que X es completamente regular.

Reciprocamente, supongamos que X es completamente regular. Sea p : X —
[0, 1]¢X01) dada por p(a) : C(X,[0,1]) — [0,1], con p(a)(f) = f(a). Como X es
completamente regular, entonces p es inyectiva. Por consiguiente, p(X) es homeo-
morfo a un subespacio de Y = [0, 1)1 el cual es uniformizabledebido a que
Y lo es, por ser producto de espacios uniformes. Asi, p(X) es uniformizable, y en

consecuencia, X también lo es. Esto completa la demostracién. O

Teorema 2.4.3. Sean (X,U) espacio uniforme compacto, y d una seudo métrica.
Entonces, para cada vecindad V de A, se tiene V € U, y si d es continua, entonces

es uniformemente continua.

Demostracion. Sean V' una vecindad de Ay B={U € U |U es cerrado en X }. Sea
(z,y) € Nyey U- Como (z,x) € A, existe G abierto en X x X tal que (z,z) € G,
con G C A. Sean W vecindad de x y U € B tales que W x W C G,y Ulx] C W.
Luego, y € Ulz], de modo que (z,y) € Ulz] x Ulz], y Ulz] x Ulz] CW x W C V.
Asi, hemos probado que (g5 B € V. Como cada U € B es compacto, entonces

existen Uy, ..., U, en B tales que

Auer
=1

de modo que V € U.
Finalmente, supongamos que d es continua. Para cada r > 0, el conjunto {(z,y) €
X x X |d(x,y) < r} esuna vecindad de A, por lo que pertenece a U. Por Proposicién

2.2.5, d es uniformemente continua. Esto concluye la demostracién. O]

Corolario 2.4.2. Sean (X,U), (Y, V) espacios uniformes, X compactoy f: X =Y

continua. Entonces, f es uniformemente continua.

Demostracion. Sean ®; una familia de seudo métricas que genera la uniformidad
V,deD,r>0yV={(z,y) €Y xY|d(x,y) <r}. Luego, V es un elemento de
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una base para V y

(fxN7HV) = {lw,v) € X x X[d'(f(u), f(v)) <7}

= {(u,v) e X x X |(do(f x f))(u,v) <r}.

Como d' o (f x f) es una seudo métrica uniformemente continua, entonces (f X
f)7Y(V) € U. Esto completa la demostracion. O

Concluimos esta seccion de espacios uniformes con un importante resultado, cuya

breve demostracion da cuenta de la fortaleza de los resultados ya vistos.
Teorema 2.4.4. Todo espacio topologico compacto es uniformizable.

Demostracion. Sea X compacto. Luego, X es normal, y por ende es completamente

regular. Por Teorema 2.4.2, X es uniformizable. Esto concluye la demostracién. [

2.5. Uniformizacién de Cerrados y Acotados

En esta seccién, (X,U) denotard un espacio uniforme de Hausdorff, el cual,
por el lema de seudo metrizacion, supondremos generado por una familia de seudo
métricas {dy}rea. De modo que podemos suponer U = {U,,}ren, donde Uy, =
{(z,y) € X x X :d\(z,y) < €}.

A continuacion, definiremos una condicién de acotamiento en espacios uniformes,
que extendera el acotamiento en espacios métricos. Este concepto, presentado en [4],

resulta apropiado para los propdsitos de esta tesis.

Definicién 2.5.1. Sea A C X. Diremos que A es acotado, si y solo si, para todo
(A, €) € Ax (0, 00), existen un conjunto finito F' € X y m € N tales que A C UY" [F],

donde UY". = Uy o --- 0 Uy, m-veces.

Denotaremos por C3(X) el hiperespacio de subconjuntos cerrados y acotados de
(X,U).

Observaciéon. Si K C X es compacto, entonces K € CB(X). En efecto, como
K es precompacto, entonces, para todo U € U, existe un conjunto finito /' C X tal
que K CU[F].
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Basado en las propiedades topoldgicas de (X,U), es de interés definir una uni-
formidad sobre el conjunto CB(X). Para tal efecto, mediante aplicacién directa de

los Lemas 1.3.1 y 1.3.2, se tiene que la funcién hy : B(X) x B(X) — [0, c0) dada por

hi(A, B) = supdy(a, B),

acA
con dy(x, A) = inf,c 4 d\(x, a), verifica lo siguiente:
(1) ha(A,C) < ha(A, B) + ha(B,C), y
(IT) hy(A,B) =0, si y solo si, A C B,

de donde se obtiene que, para cada A € A, la funcién H* : CB(X) x CB(X) — [0, 00)
dada por
H*(A, B) = méx{hy(A, B), hA(B, A)}

es una seudo métrica sobre CB(X). Ademds, la familia { H*}\ca es separadora. En
efecto, si A, B € CB(X) son diferentes, entonces existe x € (A\ B) U (B \ A). Sin
pefdida de generalidad, suponemos que x € A. Como {d)} en es separadora y B es

cerrado, entonces existe A € A tal que dy(z, B) > 0. Luego,
0 < dy(z, B) < HA, B),

lo cual demuestra que { H*},cx es separadora.
Sobre (2X\ {0}) x (2% \ {0}), la familia H(X) = {Hy }yeu, donde

Hy ={(A,B) € 2"\ {0}) x 2" \{0}) |AC U[B]y B C U[A]},

es base de alguna uniformidad sobre 2% \ {#}. Llamamos H (X )-topologia a la topo-

logfa uniforme sobre 2% \ {#} que esta base genera.
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Capitulo 3
Teoria Topoldégica del Punto Fijo

Uno de los objetivos de este capitulo consiste en definir y estudiar una estructura
que generaliza los espacios normados, y a la vez son un ejemplo importante de
espacios uniformes: los espacios vectoriales topoldogicos. En el contexto de esta tesis,
la importancia del estudio de estos espacios radica en desarrollo de teoremas de punto
fijo sobre un espacio base con una estructura diferente a un espacio métrico. Basado
en el teorema del punto fijo de Brouwer, publicado en el siglo XX, la teoria de punto
fijo, sobre espacios vectoriales topoldgicos, ha tenido un crecimiento importante.

Por la importancia de la teoria topolédgica del punto fijo, en este capitulo, desa-
rrollaremos los axiomas y definiciones elementales de un espacio vectorial topoldgico.
Ademas, caracterizaremos los espacios vectoriales de dimensién finita, con su tnica
topologia segin la cual éstos son normados, y analizaremos las propiedades basicas
de la convexidad local. Luego, introduciremos el concepto de correspondencia KKM,
concepto importante en el estudio de las consecuencias y generalidades del teorema
del punto fijo de Brouwer.

Las primeras secciones, consistentes en conceptos introductorios y propiedades,
estan basadas en el texto de Rudin [37], mientras que varios de los resultados, de la
ultima seccién, se encuentran en los textos de Aliprantis [2] y Granas y Dugundji [26],
como también en los articulos de Dugundji y Granas [17], Fan [19,20], Glicksberg
[25], y Tychonoff [39].
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3.1. Espacios Vectoriales Topolégicos

En lo que sigue de este capitulo, K denotara el cuerpo R o C, y K* = K\ {0}.
Sean X un espacio vectorial sobre K, A y B subconjuntosde X, A e Ky z € X.

Denotaremos los siguientes conjuntos notables:
» M ={)v|v e A},
» A+ B={a+blac A be B}y
» o+ B={zx+b|be B}.

Bajo esta convencion, no siempre sera valido que 2A = A+ A, para A C X, pero si

2A C A+ A, como es facil de ver.
Definicién 3.1.1. Sean X un espacio vectorial sobre K y A C X. Diremos que
» A es convezo, siy solo si, para todo ¢t € [0,1], tA+ (1 —t)A C A,

» A es balanceado, si y solo si, para todo A € K tal que |A| < 1, se tiene AA C A,
y

s A es simétrico, si y solo si, A = —A.

Es directo que todo conjunto balanceado es simétrico, pero el reciproco no es

valido.

Definicién 3.1.2. Diremos que X es un espacio vectorial topoldgico (EVT), siy

solo si, existe una topologia en X, llamada topologia vectorial, tal que
» Para todo z € X, {2} es cerrado. Es decir, X es Ty, y

= las funciones suma y producto por escalar, dadas por + : X x X — X y

K x X — X, son continuas en X x X y K x X, respectivamente.
Ejemplos.

= Todo espacio normado (X, || - ||) es un espacio vectorial topolégico. Esto con

la topologia métrica inducida por la norma || - ||.
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= Sea {2 un dominio sobre C. El espacio de funciones holomorfas sobre €2, de-
notado por H(£2), es un espacio vectorial topolégico con la suma y producto

usual de funciones. La topologfa vectorial de H({2) no es normable (ver [37]).

» Sean C'(R, R) el espacio de funciones continuas realesy d : C(R,R)xC(R,R) —

R la métrica invariante por traslaciones, dada por

& du(f9)
W9 =D it d.(Fa)

n=0

donde d,,(f,g) = sup_,<;<,, | f(t) —g(t)|. Con esta métrica, la suma y producto

por escalar son funciones continuas por la topologia inducida por d.
Un resultado béasico importante es el siguiente.

Proposicion 3.1.1. Sean X un espacio vectorial topoldgico, a € X y A € K*.
Entonces, las funciones T, : X — X y Hy : X — X dadas por T,(x) = x+ay

Hy(z) = Az, son homeomorfismos sobre X.

Demostracion. Es facil ver que para todo a € X y A € K*, T, y H, son biyectivas
con inversas T, y Hy-1 respectivamente. Basta entonces probar que T, y H, son
continuas.

Sean z € X y W vecindad de T,(z). Como la suma es continua, existen A; y Ay
vecindades de = y a, respectivamente, tales que para todo (u,v) € A; x A,, se tiene
u+v € W. Veamos que A; C T, (W). En efecto, sea z € Ay, luego, z+a € W. Por
consiguiente, T,(z) € W, es decir, z € T, 1(W). Esto prueba que T, es continua, y
por ende, T_, también lo es.

Anélogamente, sea W vecindad de Hy(z). Como la multiplicacién por escalar es
continua, existen A; y A, vecindades de A\ y x, respectivamente, tales que para todo
aen A y w € Ay, se tiene aw € W. Veamos que Ay C Hy '(W). En efecto, sea
z € Ay, luego Az € W. Por consiguiente, Hy(z) € W, es decir, z € Hy '(W). Esto

prueba que H) es continua. Concluye asi la demostracion. O]
Teorema 3.1.1. Sea X un espacio vectorial. Luego, topologico.

(I) A C X es abierto, siy solo si, para todo x € X, v+ A es abierto,
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(II) la topologia de X queda completamente determinada por una base local de 0,
(III) si A o B es abierto en X, entonces A+ B es abierto en X, y

(I1V) si W es una vecindad de 0 y (o, : n € N) una sucesion en (0,00) que tiende

hacia infinito, entonces

X = G a, W.
n=1

Demostracion. (1) Esto es inmediato, porque de acuerdo a lo anterior T, es un

homeomorfismo.

(II) Sean B una base local de 0, z € X y W vecindad de z. Luego, —z + W es
una vecindad de 0. Por consiguiente, existe A € B tal que A C —x + W, es
decir, A+ 2 C W. Por lo tanto, una base para la topologia esta dada por
{z + B;z € X, B € B}, la cual solo depende de B.

(III) Observemos que
A+B=Ja+B=JA+0,

acA beB
es directo de esta identidad y de 1 que si A o B es abierto en X, entonces

A+ B lo es.

(IV) Sean z € X y V vecindad de 0. Como la sucesion (z/a, : n € N) en X converge
a 0, existe N € N tal que z/an € V. Asi, z € ayV,y ayV C -, &, V. Esto
completa la demostracion.

]

Por los resultados anteriores, una topologia vectorial es invariante por trasla-
ciones. En lo que sigue, el concepto de base local serd referido a una base local en
0.

Proposicion 3.1.2. Todo espacio vectorial topolégico es uniformizable.

Demostracion. Sea X un EVT. Sea Uy = {(z,y) € X x X |z —y € V}. La coleccién

B = {Uy |V es vecindad de 0}
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es base de alguna uniformidad en X. En efecto, notemos que A C Uy, para cada V
vecindad de 0, de modo que () ¢ B. Ademds, si Uy y Uy pertenecen a B, entonces
(z,y) € Uy NUy, siysolosi,z—y e VNW, es decir, Uy N Uy = Uynw € B. Asi,
B es una base de filtro.

Sea Uy € B. Como —V es una vecindad de 0, entonces U_y C U‘;l. En efecto, sea
(z,y) € U_y, esto implica que x —y € =V, es decir, y — x € V. Luego, (y,z) € Uy,
de modo que (z,y) € U,;'. Finalmente, sean Uy € By W vecindad de 0 tal que
W+ W C V. Sea (x,y) € Uy o Uy. Luego, existe z € W tal que z — 2z y z — y
pertenecen a W. Por consiguiente, x —y € W + W, de modo que (z,y) € Uy. Por

lo tanto, B es una base de uniformidad, lo que concluye la demostracién. O
Proposicion 3.1.3. Sean X un espacio vectorial topologico y A C X.
(I) Si A es balanceado, entonces A también lo es. Mds ain, si 0 € A, entonces A
es balanceado, y
(II) si A es convero, entonces A 5 A son convexos.

Demostracion. (1) Sea A € K* tal que |\| < 1. Luego, como AA = M,(A) y el

producto por escalar es continuo, tenemos que

My(A) € My(A) = AA C 4,

por lo que A es balanceado. Por otro lado, si 0 € A, entonces el caso particular

A = 0 se verifica. Si A # 0, entonces

o

My(A)) C (My(A) = MA C A.

Esto prueba que A es balanceado.

(II) Sean A C X convexo y A € [0,1]. Como AA + (1 — \)A es abierto en X,
entonces

M+ (1=NACIMM+(1-NACA.

Por consiguiente, )\;1—1—(1—)\);1 C A. Finalmente, como la funcién f:XxX —
X dada por f(z,y) = Ax + (1 — \)y es continua, entonces

F(AxA)=f(AxA)C f(Ax A) C A
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pues f(AxA) C A. Por lo tanto, A es convexo. Esto completa la demostracion.
[

Proposicion 3.1.4. Sea X un espacio vectorial topologico.

(I) SiV es una vecindad de 0, existe U vecindad de 0 balanceada tal que U C 'V,
y

(II) siV es una vecindad de 0 conveza, existe U vecindad de 0 conveza y balanceada
tal que U C V.

Demostracion.  (I) Sea V una vecindad de 0. Como el producto por escalar es
continuo en (0,0), existen W vecindad de 0 y § > 0 tales que AW C V', para
todo A € K tal que [A| < 4. Sea U = [J), .5 AW. Luego, U es una vecindad de
0 balanceada, y U C V.

(IT) Sean V' y W vecindades de 0 tales que W C V con V es convexa y W balan-
ceada, lo cual es posible por 1. Sea A = m\,\|=1 AV. Para A € K tal que |A\| =1,
se tiene AW C W, lo que implica W C A~'WW. Por consiguiente, \™'W C W
pues |[A\7!| = 1, y entonces W C AW. Asi, \™'W = W. Luego, \™'W C V,
por lo que W C AV, para todo A tal que |A| = 1. Es decir, W C A, de modo
que 0 € A. Ademas, como A es intersecciéon de conjuntos convexos, entonces
A es convexo. Como A C V| entonces AcC V', y por Proposicion 3.1.3, A es
convexo. Veamos que A es balanceado. Sea A € K tal que |A\|] < 1. Luego,

A\ = pe? para algin p € [0,1] y § € [0,27[. Asi,

M = ﬂ pelaV = ﬂ paV = A,

laf=1 |laf=1

de modo que A es balanceado, y por tanto A también lo es. Esto completa la

demostracién.

]

Definicién 3.1.3. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Diremos que X es local-
mente convexo, si'y solo si, para todo x € X y V vecindad de x, existe W vecindad

convexa de x tal que W C V.

49



Capitulo 3

Por proposicion precedente, todo espacio topoldgico posee una base local ba-
lanceada. Ademas, si X es localmente convexo, entonces X posee una base local

balanceada y convexa.

Definicién 3.1.4. Sean X un espacio vectorial topolégico y A C X. Diremos que

A es acotado, si y solo si, para toda vecindad V' de 0, existe t > 0 tal que A C tV.

Caracterizamos, a continuacion, los conjuntos acotados en términos de sucesiones

en X.

Proposicién 3.1.5. Sean X un espacio vectorial topologico y A C X. Entonces, A
es acotado, si y solo si, para toda sucesion (x, :n € N) en A y (o, - m € N) en K

convergente a 0, se tiene que a,x, converge a 0.

Demostracion. Supongamos que A es acotado. Sean (z, : n € N) y (o, : n € N)
sucesiones en A y K, respectivamente, tal que «,, converge a 0. Sea V' vecindad de 0
balanceada. Como A es acotado, existe ¢t > 0 tal que A C tV. Luego, a,, A C o, tV.
Sea N € N tal que ayt < 1. Para todo n > N, a,,A C a,tV C 1V = V. Asi,
anT, €V, para todon > N. Por tanto, a,,x, converge a 0.

Finalmente, supongamos que A no es acotado. Luego, existe V vecindad de 0
y una sucesién (a, : n € N) en K que converge a oo tal que, para todo n € N,
A ¢ a,V. Asi, existe z, en A tal que z,, ¢ a,V. Sea a,, = 1/ay,, luego, (ay, : n € N)
converge a 0. Como la sucesién (o,z, : n € N) estd contenida en V¢, entonces no

converge a 0. Esto completa la demostracién. O
Proposicion 3.1.6. Sea X un espacio vectorial topoldgico.
(I) Si K C X es compacto, entonces K es acotado, y

(II) si' V' es una vecindad de 0 y (o, : n € N) es una sucesion en (0, 00), decreciente

y convergente hacia 0, entonces {a,,V |n € N} es una base local para X en 0.

Demostracion.  (I) SeaV vecindad de 0. Si V' es balanceada, entonces X = (J~ nV.

Luego, existen nq,...,n,, € N tales que
KCnVUu---Un,V.

De este modo, K C 7V, con r = maxj<;<, n;. Asi, K es acotado.
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(IT) Sea U vecindad de 0 balanceada. Luego, existe ¢ > 0 tal que V C tU. Sea
N € N tal que ay < 1/t. Luego, ayt < 1 implica que axtU C U. Por
consiguiente, antV C antU C U. Por tanto, {a,,V |n € N} es una base local

en 0. Esto completa la demostracion.
m

3.2. Espacios Vectoriales de Dimension Finita

En esta seccién abordaremos propiedades particulares de los espacios de dimen-

sién finita.

Lema 3.2.1. Sean X un espacio vectorial topologico y F un subespacio vectorial de

X localmente compacto. Entonces, E es cerrado en X.

Demostracion. Sea x € F. Como 0 € F, existe V vecindad de 0 tal que la clausura
de V relativa a E, K = FNV, es compacta. Sea U vecindad de 0 simétrica tal que
U+U C V. Luego, FN(x+U) # 0, pues v+ U es una vecindad de x. Sean y e o en
Fn(z+U), entonces y —yo = (y — x) + (x — 0).Como y — x y = — 5, pertenecen a
U, entonces y —yp € VN F, de modo que y —yy € K. De este modo, y € 3o+ K, por
loque FN(z+U)Cyo+ K. Asi, FN (2 + U) es compacto, pues es un cerrado en
Yo + K, que es compacto por ser homeomorfo a K. Sea A el conjunto de vecindades

de 0 simétricas y que estan contenidas en U. Se observa que, para todos Wy, ..., W,

en A,
DAFN(z+WiNn---NW,)CFN(x+Wi)N---NFN(x+W,).

Luego, {F N (2 + W)}wea es una familia de compactos con la propiedad de la

interseccién finita. Por consiguiente, existe z € E tal que

Asi, 2 € Fy z—ax € W, para todo W € W. Esto prueba que z € F'y por lo tanto,
I es cerrado en E. O

o1



Capitulo 3

Una caracterizacion de los funcionales lineales que generaliza el caso de espacios

normados es la siguiente.

Proposicion 3.2.1. Sea A : X — K un funcional lineal no nulo. Son equivalentes

las siguientes afirmaciones:

(I) A es continua,
(II) Ker(A) es cerrado, y

(III) A es acotado en una vecindad de 0.

Demostracién. Supongamos que A es continua. Luego, Ker(A) = A~1({0}) es cerra-
do, pues {0} es cerrado en K.

Supongamos que Ker(A) es cerrado en X. Sean z € X y V vecindad de 0
balanceada tal que (z + V) N ker(A) = 0. Se tiene que A(V) es balanceado en K.
Si A(V) =K, entonces —Az C A(V). Luego, existe y € V tal que —Az = Ay. Asi,
A(z+y) =0, por lo que z +y € ker(A)N(z+ V), lo que es una contradiccién. Por
tanto, A(V') es acotado en K.

Finalmente, sea V' vecindad de 0 tal que A(V) es acotado. Sea ¢ > 0. Existe
M > 0 tal que |Av| < M, para todo v € V. Luego, |¢/2M - Av| < €/2 < ¢, es decir,
|A(e/2M)v| < e. Asi, |[Az| < €, para todo = € (¢/2M)V. Por tanto, A es continua

en 0, y en consecuencia A es continua. Esto concluye la demostracion. O]

Proposicion 3.2.2. Sean X un espacio vectorial topologico, F subespacio vectorial
de X finito-dimensional. Entonces, F' es cerrado y todo isomorfismo lineal ¢ : K" —

F es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea ¢ : K® — F un isomorfismo lineal. Usaremos induccién sobre n.

Si n = 1, entonces, p(z) = zp(1), para todo x € K, y p(1) # 0. Luego, ¢ es
continua, y ¢ ' (y) = y/p(y) es también continua.

Supongamos que la afirmacién es valida para k < n. Sean {ey,...,e,} la base
canénica de K" y = (z1,...,2,) € K" Luego z = 1€y + - -+ + x,e,. Por consi-
guiente, o(x) = xyu; + - - - + xpu,, donde u; = @(e;). Luego, ¢ es continua. Por otro
lado, notemos que o~ = (Ay,...,A,), con A; : F — K funcional lineal, para cada

i€{1,...,n}. Tenemos que

=N (2)uy + -+ Ap()uy,
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pues ¢ ' (x) = (A1(x), ..., Ap(z)) = A(z)eg + - - + Ay (2)e,, de modo que

z=p(p () = Mi(@)p(er) + -+ - + An(x)p(en).

Si x € ker(A;), entonces x € K™ para m; < n — 1. De este modo, ¢; : K™ —
ker(A;) es un homeomorfismo, por hipdtesis inductiva. Ademads, ker(A;) es local-

mente compacto, para cada i € {1,...,n} pues K™ lo es. Por Lema 3.2.1, ker(A\;)

1

es cerrado, y por Proposicion 3.2.1, ¢~ es continua. Esto completa la demostra-

cion. O

Proposicion 3.2.3. Sea X un espacio vectorial topologico localmente compacto.

Entonces, X tiene dimension finita.

Demostracion. Sea V vecindad de 0 tal que V es compacto en X . Tenemos la relacion

veve Je@+a/2v).

zeX

Luego, existen x1,...,z, en X tales que

VCVC(z+ (1/2V)U--U(z,+ (1/2)V) C{x1 + -+ 3,) + (1/2)V.
Sea F' = (x1,...,x,). Tenemos que

F+(1)2QVCF+1/2(F+ (1/2)V)=F+(1/2)*V C--- C F+ (1/2)"V,

para todom € N. Asf, V C (N, .n(F+(1/2)™V) = F. Esto implicaque V C F = F,
pues dim(F') = n y es localmente compacto. Sea z € X, como ((1/n)x : n € N\ {0})
converge a 0, entonces, existe N € N\ {0} tal que (1/N)z € V. Por consiguiente,
(1/N)z € F,de modo que x € NF. Como NF = F, entonces X = F. Esto completa

la demostracién. O

3.3. Convexidad Local

Definicién 3.3.1. Una seminorma sobre un espacio vectorial X es una funcién

p: X — R que verifica lo siguiente:
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» Para todo z e y en X, p(x +vy) < p(z) + p(y),

» paratodo z € X y A € K, p(Ax) = |A|p(x).

De la definicién, es directo que:

= p es una norma, si y solo si, z # 0 implica p(z) # 0,
= p(0) =0,

= |p(z) —p(y)| < plz —y),

= p(z) >0,y

{z € X|p(z) = 0} es un subespacio vectorial de X.

Definicién 3.3.2. ea X un espacio vectorial. Diremos que un subconjunto A C X

es absorbente, siy solo si,

X:U)\A.

Definimos el funcional de Minkowski de A como la funcién uy : X — [0,00) dada
por

pa(z) =inf{\ > 0|z € \A}.

Proposicion 3.3.1. Sean X un espacio vectorial topologico, p una seminorma en
X y B ={x € X|p(x) < 1}. Entonces, B es convezxo, balanceado y absorbente.
Ademds, p = up.

Demostracion. Sean x,y en B,y A € [0, 1]. Luego,
p(Az + (1= A)y) < Ap(z) + (1 = A)p(y) <1,

de modo que B es convexo. Ahora, sean A € Ky x € B tales que |A| < 1. Luego,
p(Az) = |Alp(x) < 1. Asi, \x € B, de modo que B es balanceado.

Finalmente, sea x € B y t > 0 tal que p(x) < t. Esto implica p((1/t)z) < 1, de
modo que (1/t)x € B y entonces x € tB. Luego, x € |J,.,tB. Es decir, para todo
t > p(x), x € tB, por lo que up(r) <t < p(z), y pp(z) < p(x). Ahora, sean € > 0
y t. tales que pp(x) < t. < up(x) + ¢, para x € t.B. Luego, (1/t.)z € B, es decir,
(1/to)p(z) < 1. Por consiguiente, p(x) < t. < up(x)+ €. Por lo tanto, up(z) = p(z),

debido a que € > 0 es arbitrario. Esto completa la demostracion. O
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Teorema 3.3.1. Sean X un espacio vectorial topologico y A C X convexo, balan-

ceado y absorbente. Entonces, pa es una seminorma en X.

Demostracion. Sean x e y en X, s > pa(z) yt > pa(y). Luego, x+y € sA+1tA, lo
que implica pa(x 4+ y) < s+ t. Notemos que

sA+tA=(s+1t)(s/s+tA+t/s+tA) C (s+1)A,

pues A es convexo. Asi, pa(z+y) < s+t, lo que implica pa(z+y) < pa(z)+pa(y).
Ahora, sean A € K, x € X y t > pa(x). Se tiene x € tA, de modo que Az € tAA.
Por consiguiente, Ax € |[A[tA/|A[A C |A\|[tA. De este modo, pa(Az) < |A|t, por lo que

pa(Ar) < |Mpa(z). Finalmente, notemos que
pa() = pa(W\ ") < 1/[A\pa(Az).

Por tanto, |[A|pa(z) < pa(Ax). Esto completa la demostracién. O

A continuacién, abordaremos resultados similares a la caracterizacion de espacios
uniforme en el contexto de espacios vectoriales topoldgicos, donde resaltaremos la

importancia de las seminormas y el funcional de Minkowski.

Definicién 3.3.3. Sea X un espacio vectorial y P una familia de seminormas en
X. Diremos que P es separadora, si y solo si, para todo x € X \ {0}, existe p € P
tal que p(x) > 0.

Teorema 3.3.2. Sea X un espacio vectorial topolégico. Si X posee una base local

convexa y balanceada, B, entonces la familia
P ={pa| A€ B}

es una familia separadora de seminormas continuas en X.

Demostracion. Sea x € X \ {0}. Luego, existe V € B tal que = ¢ V', lo que implica
que py(x) > 1. Asi, P es separadora. Sea V' € B. Como el producto por escalar es
continuo, si z € V, existe t < 1 tal que tz € V. Luego, py(x) <t <1.Seane >0y
Vo =€eV.Siz—y eV, entonces 1/¢(z —y) € V, de modo que uy(1/e(x —y)) < 1.
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Por consiguiente, puy(z — y) < €. De este modo,

v () — pv(y)] < pv(z—y) <e,

siempre que x — y € Vj. Esto completa la demostracion. O

A continuacién, presentamos un importante resultado que caracteriza los espacios

localmente convexos.

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio vectorial topologico. Entonces, X es localmente
convezo, si y solo si, la topologia de X es generada por una familia de seminormas

separadoras.

Demostracion. Supongamos que X tiene una base local B que es convexa y balan-
ceada y sea P = {uy |V € B}. Sean 7 y 7p las topologias vectoriales y la que tiene
como sub base la familia {By (€)}vep.eso, respectivamente, donde By (¢) = {z €
X | py(x) < €}. Por Teorema 3.3.2, para todo V' € B, uy es continua y entonces,
p C7.Sea V € B. Luego, V = {x € X | py(z) < 1} € 7p. Por consiguiente, 7 = 7p.

Reciprocamente, supongamos que la topologia vectorial de X esta generada por
una familia de seminormas separadora. Sean P la familia de todas las seminormas
sobre X y p € P. Luego, V, = {z € X | p(x) < a} es un conjunto convexo y abierto
para la topologia generada por p. Asi, {V,},ep es una base local y convexa de X.

Esto completa la demostracion. O

Una importante herramienta para determinar si un espacio vectorial topoldgico

es normable (y en consecuencia metrizable) es el siguiente teorema.

Teorema 3.3.4. Sea X un espacio vectorial topologico. Entonces, X es normable,

st y solo si, existe V' vecindad de O convexa y acotada.

Demostracion. Supongamos que || - || es una norma sobre X. Asi, la bola unidad,
B(0,1) = {z € X| || z ||< 1} es acotada. En efecto, si V' es una vecindad de 0,
existe 0 > 0 tal que B(0,d) C V. Asi, tB(0,d) = B(0,t6) CtV.Sit > 1/6, entonces
td > 1, de modo que B(0,1) C tV.

Reciprocamente, sea U vecindad de 0 convexa, acotada y balanceada. Definamos

| - |l X = R como || = |[|= pu(z). Al ser U acotada, entonces {(1/n)U },en es
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una base local en 0. Sea V' vecindad de 0 tal que ¢ V. Esto implica uy(x) > 1.
Sea nyg € N tal que (1/ng)U C V, es decir, U C nogV. Por consiguiente, uy(x) >
fnov () > 1/ng. Asi, || x ||# 0, para  # 0. Finalmente, como U = {z € X | ||
x ||< 1}, entonces {z € X | || x ||[< r} = rU es un abierto en X. Esto completa la

demostracion. O

Definicién 3.3.4. Diremos que un espacio vectorial topolégico X es un espacio de
Fréchet, siy solo si, X es localmente convexo y metrizable con una métrica completa,

d, invariante por traslaciones. Es decir, para todo z,y,u en X,
d(z +u,y +u) = d(z,y).

Definicién 3.3.5. Sean X un espacio vectorial y A C X. Definimos la envoltura

conveza, o cdscara convera de A, como el conjunto
co(A) = ﬂ C,
cec

donde C = {B € P(X)|B es convexo y A C B}.

Es directo de su definicion que la envoltura convexa es el conjunto convexo mas
pequeno que contiene A. En particular, la envoltura convexa de A puede caracteri-

zarse de forma mas accesible como
T
co(A) = {Z)\ﬂ?i”f’ eNx, € AN € K’Z)‘i = 1} .
i=1 i
Algunas propiedades de este conjunto son las siguientes.
Teorema 3.3.5. Sea X un espacio vectorial topoldgico.

(I) Si Aq,..., A, son subconjuntos de X convexos y compactos, entonces co(A; U

.. Ay) es compacto,

(II) si X es localmente convero y A C X es precompacto, entonces co(A) es pre-

compacto en X, y

(III) si X es un espacio de Fréchet y K C X es compacto, entonces co(K) es

compacto en X.
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Demostracion. (1) Sean A= Ay X ---x A,y S ={(s1,...,8,) €[0,1]" | sy + -+

(1)

sp =1}y f:Sx A— X dada por
f(s,a) = sja; + -+ + spay,

para s = (S1,...,8,) vy @ = (a1,...a,), f es continua y S X A es compacto,
de modo que f(S x A) también lo es. Ademas, f(S x A) C co(A;U---UA,).
Primero veamos que f(Sx A) es convexo. Sean (s, a), (t,b) en SxAy A € [0, 1].
Luego,

n n

Af(s,a) + (1= XA)f(s,a) = Z(/\Siai + (1= Ntiby) = Zﬁ‘cz‘;

i=1 i=1

donde r; = As; + (1 = Nt; y ri + -+ 1, = 1. Ademds, ¢; = As;a; + (1 —
MNitibi/(As; + (1 = MN)t;) € A;, para cada i € {1,...,n}. En efecto,

Asi+ (L= Nt As;+ (1— Mt

=1,
de este modo, ¢y + -+ + 1rpe, € f(S X A). Ahora, sean a € Ay U---UA, y
je{l,....,n} tal que a € A;. Asi, paraa; € A; dadoi € [ ={1,...,n}\ {j},
tenemos que
azl-a—{—zo-aief(SxA),
iel

por lo que A;U---UA, C f(SxA). Al ser f(S x A) un conjunto convexo que
contiene A; U---U A, se tiene que co(4A; U... A,) C f(S x A). Esto prueba

la igualdad, de donde se concluye que co(A; U... A,) es compacto.

Sean U y V vecindades de 0 tales que V es convexay V +V C U. Como A es
precompacto, existe ' C X finito tal que A C F' 4+ V. Luego, A C co(F)+V,
y como F' = J,cp{x} es una unién finita de conjuntos compactos y convexos,
entonces co(F') es compacto. Esto implica que co(F') + V' es convexo, y por
consiguiente co(A) C co(F) + V. Sea F} C X finito tal que co(F) C F} + V.
Luego, co(A) C F1+V +V C F; + U. Esto prueba que co(A) es precompacto
en X.
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(III) Sea X un espacio de Fréchet y K C X compacto. Por lo anterior, co(K) es
precompacto, y como X es completo , entonces co(K) es relativamente com-
pacto. Por lo tanto, co(K') es compacto, pues co(K) es cerrado. Esto completa
la demostracion.

]

3.4. Aplicaciones del Teorema de Brouwer

En adelante, D" = {z € R"| || z ||< 1} denotara el disco unitario en R™.
En esta ultima seccion abordaremos algunas consecuencias y desarrollo de la
teoria topolédgica de punto fijo que dieron lugar el teorema de Brouwer. Este resultado

lo enunciaremos a continuacion, y su demostracion serd abordada en el apéndice.

Definicién 3.4.1. Sean X un conjunto no vacio, f : X — X una funciony F : X =
X una correspondencia. Diremos que z € X es un punto fijo de f (respectivamente
de T) si f(z) = z (respectivamente z € T'z). Definimos los siguientes conjuntos de

interés.
(D) fix(f) ={z e X|f(x) =z}, y
(II) Fix(T) ={z € X |z € Tx}.

Teorema 3.4.1 (Brouwer). Toda funcion continua f : D" — D" posee un punto

fijo.
Demostracion. Ver apéndice. O

El siguiente lema permite obtener resultados de punto fijo, para funciones de C

en C', donde C' es un subconjunto convexo y compacto de R".

Lema 3.4.1. Sean € un espacio de Hilbert y C' C € convexo, cerrado y no vacio.
Entonces, existe una unica funcion continua g : € — C', tal que para todo x € I,
d(z,C) =[x — mc(x) ||

Demostracion. Para todo x € 7, x — C' es convexo, cerrado y no vacio. Por Lema

de Riesz, existe unico u(z) tal que || u(z) ||= d(x,C). Sea n¢ : H# — C dada por

99



Capitulo 3

mo(x) = x —u(x). Luego, d(z,C') =|| x — mc(x) ||. Esto prueba existencia y unicidad
de mc.
Para la continuidad de 7¢, sea (z, : n € N) sucesién en 5 convergente hacia

x € . Por la identidad del paralelégramo, tenemos que para x € ¢,

2(Il wn = mo(n) I + [l & = 7o) %) = [l @+ — (7c(zn) — 7mo(2) ||*

+ [l 2 — 2 — (me(2,) — mo() |

= 4| 1/2(xn + 2) — 1/2(me(2n) + 7 (2)) |12
+ [l 2w — 2 = (me(24) — mo(2)) |17

> 4d(1/2(z, + x),C)?

+ 1 2n — 2 — (me(@n) — me(@) |7

pues C es convexo y 1/2(mo(z,,) + me(z)) € C. Esto implica que
2d(wn, C)* + 2d(z, C)* > 4d(1/2(zn + 2), C)* + (|| 7c(@n) — 7o (@) || = || @ — 2 [*),
y tomando limite cuando n — oo.

4d(z, C)* > 4d(z, C)* + Iim | 7 () — 7o) |?,

Asi, lim, o0 || 7o(2n) — me(2) ||= 0, por lo que (m¢(z,) : n € N) converge a mo(z).

Esto completa la demostracion. O

Teorema 3.4.2. Sea C' C R"™ compacto y convero. Entonces, toda funcion continua

f:C — C posee un punto fijo.

Demostracion. Como C' es acotado, existe R > 0 tal que (1/R)C' C D". Sean
B = (1/R)C y r:D" — B dada por r(x) = mg(z). Por Lema 3.4.1, r es continua
y r(z) = x para todo x € B. Sea g : D" — D" dada por g(z) = (1/R)(f(R - r(x)).
Tenemos que g es continua, luego, por teorema de Brouwer, existe xy € D" tal que

g(zo) = xo. Esto implica que

9(xo) = (1/R)f(R - r(x0)) = w0 € (1/R)C.
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Asi, r(z9) € By por consiguiente R - r(xy) € C. Ademds, zo € B, de modo que
r(xg) = xo. Luego, f(R-xg) = R-xy € C'y entonces, R -z es el punto fijo buscado.

Esto completa la demostracion. O

Definiciéon 3.4.2. Sean X un espacio vectorial, A C X y G : A = X una co-
rrespondencia. Diremos que G es una correspondencia KKM (Knaster-Kuratowski-

Mazurkiewicz), si y solo si, para todo subconjunto finito {x1,...,z,} de A, se tiene
co({x1,...,xn}) CG(z1) U---UG(xy).

Ejemplo 3.1. Sean X un espacio vectorial, C' C X convexoy ¢ : X — R una
funcién tal que {y € X | ¢(y) < a} es convexo, para todo a € R. Sea G : C =% X
dada por

G(x) ={y € X|p(y) < p(z)}.

Probaremos que G es una correspondencia KKM. Supongamos que no lo fuera.

Luego, existen x1,...,z, en C'y Aq,..., A\, en K tales que
yOZ/\1[E1+"'+)\rZET ¢G(ZE1)UUG(ZL‘T),

esto implica que yg € G(x1)°N---NG(z,), lo que equivale a yy € {y € X |¢(y) <
o(x;)}¢, para cada i € {1,...,7}. Esto a su vez, es equivalente a o(yo) > ¢(z;),
para todo ¢ € {1,...,r}. Por consiguiente, x1,...,z, pertenecen a {x € X | p(z) <
©(yo)}, el cual es convexo. Asi, yop € {z € X |¢(z) < v(yo)}, por lo que p(y) <

©(yo), lo que es una contradiccién. Por tanto, G' es una correspondencia KKM.

Definicién 3.4.3. Sean X un espacio vectorial y A C X. Diremos que A es finita-
mente cerrado, si'y solo si, para todo subespacio V' de X de dimension finita, ANV
es cerrado en V.

Notemos que todo subconjunto cerrado de X es finitamente cerrado.

A continuacion presentamos uno de los resultados fundamentales de esta seccion,
abordado por Granas y Dugundji en [17], y que resulta ser una variante del teore-
ma de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz. En la literatura, el siguiente resultado se

conoce como principio de la aplicacion KKM.
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Teorema 3.4.3 (Dugundji-Granas, [17]). Sean X un espacio vectorial, A C X y
G : A = X wuna correspondencia KKM tal que G(x) es finitamente cerrado para
todo x € A. Entonces, la familia {G(z)}rea satisface la propiedad de la interseccion
finita.

Demostracion. Supongamos que existen x1,...,x, en A tales que
G(z1) NN G(xr) =0, (NPIF)
y sean L = (xy,...,2,) y C = co(xy,...,2,) C L. De forma natural, existe un

homeomorfismo ¢ : L — R", lo que permite definir en L una métrica d’ dada por

d'(z,y) =[ ¢ (x) = () || .

Sean A : C' — R definida por AN(z) = >"._, d'(z,G(z;) N L). Por (NPIF), A(z) # 0,
para todo z € C. Sea f : C' — X dada por

f(z) =1/ANz) (d(z,G(z1) N L)xy + -+ - + d(z,G(z,) N L)x,) .

Como A(z) = >"!_, d'(z,G(z;)NL), f(x) es una combinacién lineal convexa, de modo
que f(z) € C. Sea p;(z) = d(x, G(x;)NL)/N(x), luego f(z) = p(z)x1+- - -+ pr ()20,
de modo que f es continua, ya que cada u; lo es. Asi, por teorema de Brouwer,
existe 2* € C tal que f(z*) = 2*. Sea I = {i € {1,...,r}|m(a*) # 0}. Luego,
z* ¢ |J;e; G(2:), lo que contradice el hecho que z* € co({z;|i € I}) C |,c; G(x).

Esto completa la demostracion. O

el

Cabe destacar que la validez del teorema anterior es para cualquier espacio vec-
torial X, sin necesidad de que este posea una topologia vectorial.

Los siguientes dos teoremas y su corolario son consecuencias del principio de
la aplicacién KKM. Dichos resultados fueron demostrados por Fan en [19] y [20],

respectivamente. Este tltimo se le conoce en la literatura como desigualdad minimax.

Teorema 3.4.4 (Fan, [19]). Sean X un espacio vectorial topoldgico, C' C X convexo
y G :C = X tal que,para todo x € C,

(1) x € G(x),
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(II) G(x) es cerrado, y
(III) G (x)¢ es convexo en C.
Entonces, (,cc G(x) # 0.

Demostracion. Sea A : C =2 C dada por A(x) = G(z) N C. Se tiene que A es

una correspondencia KKM. En efecto, si no lo fuera, existirian zy,...,2, en C'y
A1, A € R tales que

T T

i=1 j=1

Esto implica que y, € ﬂ;zl A(x;)¢, de modo que (xj,y0) ¢ Gr(A) N (C x C), para
todo j € {1,...,r} y entonces yo ¢ G(z;) N C. Asi, z; € G (yo)¢, para todo
7€ {l,...,r}. Como G~!(yo)¢ es convexo, entonces yo € G~*(yo)¢, lo que implica
Yo & G(yo), que es una contradiccién. Por lo tanto, (,.- G(x) # (). Esto concluye

la demostracion. O

Teorema 3.4.5 (Fan, [20]). Sean X un espacio topoldgico, C' C X compacto, con-
vexo y f: C x C' — R tal que

(I) para todo x € C, la funcion f(x,-): C' — R es semicontinua inferior, y

(II) f(z,-) es una funcion cuasi-concava, es decir, para todo y € C y a € R, el

congunto {z € X | f(z,y) > a} es convezxo.

Entonces se verifica

minsup f(z,y) < sup f (z, z).
yel zeC zeC

Demostracion. Sea ov = sup,c f(z, ) y supongamos que « es finito. Basta probar

que (Nyecly € X | f(z,y) < a} # 0. Sea G : C = X dada por
G(z) ={y € X |, f(z,y) < a}.

Notemos que G(z) es cerrado para todo € C, pues f(z,-) es semicontinua infe-
rior. Ademads, G es una correspondencia KKM. En efecto, si no lo fuera, existirian
Ty, ..., e, en Cy A, A en Rtales que A\ +---+ A\, =1ley =>_ N ¢
Uj— G(z;). Esto implica que yo € (;_; G(z;)¢, de modo que yo € {y € C'| f(wi,y) >
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a}, paratodo ¢ € {1,...,r}. Por consiguiente, yo € G(z;)¢, para cadai € {1,...,r}.
Luego, z; € {z € C| f(z,y0) > a}. Asi, yo € {z € C| f(x,y0) > a}, por lo que
co(zy,...,x,.) C{x € C| f(z,y0) > a}. De esto, se tiene que f(yo,y0) > «, lo que es
una contradiccion. Asi, G es una correspondencia KKM y, entonces, por el principio
de la aplicacion KKM, {G(x)}.ec tiene la propiedad de la interseccién finita. En

consecuencia, (). .~ G(x) # 0. Esto completa la demostracion. O

zeC

Corolario 3.4.1 (Fan, [20]). Sean X un espacio vectorial, C C X y G :C = X
una correspondencia KKM tal que G(x) es cerrado, para todo x € C. Entonces, la

familia {G(z)}rec satisface la propiedad de la interseccion finita.

Demostracion. Supongamos que G : C = X es KKM. Como G(z) es cerrado en
X, entonces G(x) es finitamente cerrado, para cada z € X. Por el principio de la

aplicacion KKM, {G(x)}.cc satisface la propiedad de la interseccién finita. O

A continuacién abordaremos problemas de equilibrio desarrollados por Blum y

Oettli en [9], y una aplicacién directa de los resultados ya vistos.

Definicién 3.4.4. Sea f : C x C' — R una funciéon. Un problema de equilibrio

asociado a f consiste en determinar si existe y* € C tal que para todo z € X,
flz,y7) <0.

Corolario 3.4.2. Sean X un espacio vectorial topologico, C' C X compacto, convexo

y f:C xC —= R una funcion tal que

(I) para todo x € C, f(x,x) =0,

(II) para todo x € C, la funcion f(x,-): C — R es semicontinua inferior, y
(III) para todoy € C ya € R, {z € C| f(z,y) > a} es convexo en C.
Entonces, el problema de equilibrio asociado a f tiene solucion.

Demostracion. Por desigualdad minimax, se verifica que

minsup f(z,y) <O0.
yecmegf( y) <

Luego, existe y* € C tal que f(z,y*) < 0, para todo =z € C. Esto completa la

demostracién. O
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El siguiente lema (particién de la unidad), que generaliza el Lema de Urysohn,

es util para probar resultados de Browder y Tychonoff que veremos luego.

Lema 3.4.2. Sean X un espacio topologico normal y Uy, ..., U, un cubrimiento
abierto de X. Entonces, existen funciones continuas fi,... f, tales que f; + X —
0,1], S°%, fi(x) = 1, para cada © € X y f;i(x) = 0, para todo x € Uf, y todo
ie{l,...,n}.

Demostracion. Usaremos induccion sobre n. Sin = 2, es consecuencia directa del Le-
ma de Urysohn. Supongamos que el resultado es valido paran = kysea Uy, ..., Ui
un cubrimiento abierto de X. Notemos que Uy, ..., Uy es un cubrimiento abierto de
U1, el cual por ser cerrado, es normal. Por consiguiente, existen k funciones conti-
nuas f; : U, — [0, 1] tales que Zle fi =1, yparacadaz € Uy 1\U; = (Up1UU,)C,
filz)=0,conie{l,...,k}. Sean A= X\, U,y B= Ui, Luego, Ay B son
cerrados disjuntos en X y por Lema de Urysohn, existe fry1 : X — [0, 1] continua
tal que fri1, = 1y fit1 = 0. Es decir, firy1(x) = 1, para todo x € Uyy;. Luego,

fi, -+, fre1 son las funciones que cumplen las condiciones requeridas. O]

Teorema 3.4.6. Sean X un espacio vectorial topologico, C' C X compacto, convexo
y T : C = C una correspondencia con valores convexos no vacios y tal que T~ ({y})

es abierto, para todo y € C. Entonces, existe x* € C tal que x* € Tx*.

Demostracion. Notemos que la familia {T7(y)},ec es un cubrimiento abierto de
C, luego, existen y;,...y, en C tales que C C T (y;) U ... T " (y,). Sea U; =
T~ (y;), paracadai € {1,...,n}. Por lema precedente, existen n funciones continuas
fi + C — [0,1] tales que Y I, fi(z) = 1, para cada = € C,y fi(x) = 0, para
todo z € Uf, y todo i € {1,...,n}, esto dltimo equivale a y; ¢ Tx. Sean K =
co(yr,..»Yn) vy p : K — K dada por p(z) = >, fi(x)y;. Bajo homeomorfismo
en R™ por Teorema 3.4.2, existe z* € K tal que p(z*) = z*. Para cada = € C,
sea I, = {i € {1,...,n}|fi(r) > 0}. Asi, y; € Tz, para todo ¢ € I,, de modo
que p(x) = > .c; fi(x)y; € Tx. Por lo tanto, 2* = p(z*) € Ta*. Esto completa la

demostracién. ]

El siguiente lema se requiere para la demostracion del teorema de Kakutani-Fan-
Glicksberg.
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Lema 3.4.3. Sean (X, 7) un espacio topolégico, E un espacio vectorial topolégico
localmente convexo y'T : X = E una correspondencia semicontinua superior con
valores converos y compactos. Entonces, para todo abierto G en X x E tal que

Gr(T) C G, existe una correspondencia S : X = E de valores convexos tal que
(I) Gr(S) es abierto, y
(II) Gr(T) C Gr(S) C G.

Demostracion. Para todo x € X, {z} x Tz C Gr(T) C G. Luego, existen U, y V,
vecindades de = y Tz, respectivamente, tales que {z} x Tz C U, x V, C G. Como
T'x es convexo y compacto, se puede suponer V,, convexo, pues existen 1, ..., T, en

Txy WP, ...,WZ? vecindades conexas de 0 tales que
Tr C(zy + WU U(x, + W),

vy, + Wi+ Wr CV,. Sea W, =W U.--UW?. Luego, Tx C Tx + W, CV,, pues
siy e Ta+W,, entoncesy € WP +Tx C a;+ W7+ W7, paraalgini € {1,...,n}.
Asi, y € V, y como Tx + W, es convexo, V, también se puede considerar convexo,
pues, si no lo fuera, reemplazamos V, por W,.

Ahora, como T es semicontinua superior, podemos suponer T(U,) C V,. Sean
x1,...,x, € X tales que X = U,, U---UU,,. Definimos I, = {i € {1,...,r}|z €
U, }, y sea Sx=(N,op.
pondencia buscada. En efecto, sea (z,y) € Gr(T), luego y € Tx C T(U,,) C V,,.

2

V... Luego, Sz es abierto y convexo, ademas, S es la corres-

Por consiguiente y € (¢, Vi, = Sz. Sea (z,y) € Gr(S), luego © ¢ gy, U,,, lo
que equivale a x € ﬂiglz U;_, que es una vecindad de z. Sea W, = ﬂig[r U;, luego,
para cada u € W, I, C I, y entonces Sx C Su. De este modo, (z,y) € W, x Sy.
Finalmente, sea (u,v) € W, x Sy, entonces u € W, y v € Sy, de modo que Sy C Su,

por lo que (u,v) € Gr(S). Esto concluye la demostracion. O

El resultado siguiente se conoce como teorema de Kakutani-Fan-Glicksberg, por

los resultados principales en [18] y [25], respectivamente.

Teorema 3.4.7. Sean X un espacio vectorial topoldgico localmente convero, C' C X
compacto, convero y T : C = C una correspondencia semicontinua Superior con

valores convexos, compactos y no vacios. Entonces, existe x* € C tal que x* € Tx*.
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Demostracion. Sea A la diagonal de C' x C. Supongamos que Gr(7) C A°. Luego,
A° es una vecindad de Gr(7T'), y por lema precedente, existe una correspondencia
abierta S : C' = C de valores convexos tal que Gr(7T) C Gr(S) € A°. Como S es
abierta, entonces S™!(y) es abierto e y ¢ Sy, para todo y € X. Luego, por Teorema
3.4.6, existe z € C tal que Sz = 0, lo que es una contradiccién. Esto completa la

demostracién. O

Concluimos este capitulo con el Teorema de Tychonoff.

Teorema 3.4.8 (Tychonoff). Sean X wun espacio vectorial topoldgico localmente
convexo, C' C X compacto, convexo y no vacio, y f : C'— C una funcion continua.

Entonces, eziste v* € C' tal que f(x*) = x*.

Demostracion. Basta definir T': C' = C como Tz = {f(x)} y aplicar el teorema
precedente. O
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Capitulo 4
Teoria Métrica del Punto Fijo

En este capitulo abordaremos condiciones bajo las cuales funciones definidas
sobre un espacio métrico o un conjunto parcialmente ordenado tengan un punto fijo.
Este tipo de problemas, que es en lo que se fundamenta la teoria métrica del punto
fijo, tiene su origen en el principio de contracciéon de Banach sobre espacios métricos
completos.

En este trabajo, cuando (X, d) es un espacio métrico, nos enfocaremos principa-

lemente en el estudio de contracciones, T: X — X o T : X — X, que satifacen
d(T(x), T(y)) < f(d(x,T(x)),d(y, T(y)), d(x, T(y)),d(y, T(x)))

en el caso de funciones, o
H(T(x), T(y)) < fd(z,T(x)),d(y, T (y)), d(x, T(y)),d(y, T(x))),

en el caso de correspondencias, donde f : X X X x X x X — R es una funcién y H la
métrica de Hausdorff asociada a d. La existencia de punto fijo para estas funciones
y contracciones ha sido extensamente estudiada en la literatura.

En lo que sigue, (X,d) denotard un espacio métrico y (P, =) un conjunto par-

cialmente ordenado. Sobre P, definimos el conjunto
[b,—) ={x € P|b=x},

que lo llamaremos terminal de b en P.
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4.1. Punto Fijo y Ordenes Parciales

Los primeros resultados que relacionan conjuntos parcialmente ordenados con
teoria de punto fijo fueron desarollados por Knaster. Tras el primer trabajo publicado
en el area, Knaster y Tarski complementaron y mejoraron los resultados en 1939
(ver [34] y [38]). En paralelo, Kantorovitch publicé resultados adicionales en el drea
en 1939.

Teorema 4.1.1 (Knaster-Tarski, [38]). Sea T': P — P una funcidn creciente tal

que existe b € P que verifica:
(1) b=XT(b), y
(II) toda cadena en [b,—) tiene supremo.
Entonces fir(T) # 0, y ademds, (P, =) posee un elemento mazximal.

Demostracion. Sea @ = {z € P|b < x <X T(z)}. Claramente @ # 0, pues b € Q.
Sea & una cadena en @), y como @ C [b,—), entonces & es una cadena en [b, —).
Luego, € tiene un supremo u = sup(%). Sea = € €, luego b < x < u, de modo que
T(b) <T(x) < T(u). Como T'(u) es una cota superior de ¢, entonces u =< T'(u). Asi,
u € () v es una cota superior de . Por Lema de Zorn, existe un elemento maximal
z* € Q. Por consiguiente, b < z* <X T'(z*) y b < T'(2*) < T'(T(z*)), de modo que
T(xz*) = 2*. Como el orden < es antisimétrico, concluimos que T'(z*) = x*. Por lo

tanto, fix(T) # 0, y x* es el elemento maximal. O

Definicién 4.1.1. Sea (P, =) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que
una funcion T': P — P es seudo continua, si y solo si, para toda cadena numerable
(e, : n € N), tal que sup(e,)nen existe, entonces también existe sup(7'(e,))nen, v

ademads,

T (sup(en)nen) = sup(T'(en))nen-

Es directo de la definicién que toda funcién seudo continua es creciente.

El siguiente resultado, desarrollado por Tarski y Kantorovich, establece condi-
ciones bajo las cuales una funcion seudo continua tiene un punto fijo, y ademaés

caracteriza el infimo del conjunto de puntos fijos.
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Teorema 4.1.2 (Tarski-Kantorovitch, [31]). Sea T : P — P una funcion seudo

continua. Si existe b € P tal que:
(D) b=T(), y
(II) toda cadena € en [b,—) tiene supremo.

Entonces x* = sup(T™(b))nen es un punto fijo para T, y ademds,
" =inf{z € fir(T)|b < x}.

Demostracién. Como T es seudo continua y creciente, entonces b < T'(b) < T?(b),
y de manera inductiva, obtenemos que T"(b) < T™*(b), para todo n € N. Sea
¢ = {T"(b) |n € N}, luego € es una cadena contable. Sea z* = sup(7"(b)),en-

Tenemos que
T(2*) = T (sup(T" (b) Jnen) = sup(T"(b) Jnen = 27,

de modo que z* es un punto fijo. Ahora, supongamos que xz** es un punto fijo en
[b, —). Luego, b < x**, y entonces T"(b) = T™(z*) = x**. Se obtiene entonces
que z* = sup(T™(b))nen = 2™, lo que prueba que z* = inf([b, =) N fix(7T)). Esto

completa la demostracion. O

Ahora dotaremos a un espacio métrico de un orden parcial, y estableceremos
resultados de punto fijo para funciones con dicho orden.

La relacién que definimos a continuacién se conoce como orden de Brgndsted,
por el articulo [11] cuyo lleva este nombre. Sin embargo, la idea principal de este

orden fue dada por Bishop-Phelps en [§].

Definicién 4.1.2. Sean (X,d) un espacio métrico y ¢ : X — R una funcién.

Definimos en X la relacién <, dada por

T 2oy d(r,y) < o(r) — oy).

Proposicion 4.1.1. La relacion definida anteriormente es un orden parcial sobre

(X,d). Ademds, ¢ es una funcién decreciente.
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Demostracion. Sea x,y,z en X. Directamente d(z,z) < ¢(x) — p(x) = 0, de modo
que z =, x. Supongamos que = =<, y e y =<, . Luego, d(z,y) < p(x) — ¢(y) y
d(y,z) < p(y) — ¢(x), por consiguiente 2d(z,y) < 0, de modo que x = y. Ahora,
supongamos que T =<, y e y =, z. Tenemos asi que d(z,z) < d(z,y) + d(z,z) <
(p(x) — () + (e(y) — p(2)) = p(x) — ©(2), y entonces = <, z. Esto prueba que
=, es una relacion de orden.

Finalmente, supongamos que = <, y, luego 0 < d(z,y) < ¢(z) — ¢(y), por lo
que ¢(y) < p(z). Esto concluye la demostracion. O

Teorema 4.1.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo y ¢ : X — R una funcion
semicontinua inferior acotada inferiormente. Entonces, para todo xq € X, existe un

elemento maximal z* € X tal que xo =, ™.

Demostracion. Como ¢ es acotada inferiormente, entonces inf(y([xg, —)) existe, y
entonces existe T € [zg —) tal que inf(p([zg, —)) < o(z1) < inf(p([zg, —)) +1/2°.
De manera recursiva, construimos una sucesién (z,, : n € N) en X tal que x,.1 €
[0, =) ¥

inf(o([zn, =) < @(eni1) < f(p(fzn, =)) +1/27,

para cada n € N. Asi, tenemos que z, =, Tpy1 ¥ @(Tnt1) < @(x,), para todo

n € N, de modo que d(, 211) < @(2,) — p(was1) = Sp? ((ar) — () <

"P=11 /2" Tomando limite cuando n — oo, obtenemos que (z, : n € N) es una
sucesion de Cauchy en X. Sea x* € X tal que lim,, o, z, = z*. Luego, para m > n,
T € [Tn, =) = {z € X|p(x) + d(xn,x) < p(z,)}, el cual es cerrado en X, pues la
funcién F : X — R, dada por F(x) = p(z)+d(x, z,), es semicontinua inferior, para
cada n € N. Luego, z* € [z,, =), es decir, z,, <, 2*, para todo n € N. Finalmente,
supongamos que existe z € X tal que 2* <, z, luego z,, <, 2, para cada n € N. Asi,
se tiene

d(n, 2) < p(n) — @(2) < @(rn) — Inf(p([zn, =) < 1/2%,

y tomando limite cuando n — oo, se concluye que (x,, : n € N) converge a z. Por lo

tanto, x* = z. Esto concluye la demostracion. O

Aunque el teorema de Caristi, que enunciamos a continuacion, fue demostrado
usando aritmética ordinal, este resultado se obtiene como consecuencia del teorema

precedente.
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Teorema 4.1.4 (Caristi, [13]). Sean (X, d) un espacio métrico completo, p : X — R
yT : X — X funciones tales que ¢ es semicontinua inferior acotada inferiormente,
y T wverifica que para todo x € X, d(xz,T(z)) < ¢(x) — o(T(x)). Entonces, T tiene
un punto fijo.

Demostracion. Por hipdtesis, tenemos que x =<, T'(x), para todo z € X. Por teorema

precedente, existe un elemento maximal z* en (X, <), de modo que 7'(z*) <, z*.
Ademés, z* <, T'(z*). Por lo tanto, T'(z*) = z*. O

4.2. Punto Fijo Univaluado

A continuacién plantearemos condiciones bajo las cuales existe punto fijo en
funciones definidas sobre un espacio métrico completo. La principal de éstas, para

funciones univaluadas, consiste en la condicién orbital de Banach.

Definicién 4.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién 7' : X — X satisface

la condicion orbital de Banach, siy solo si, existe A € [0, 1) tal que para todo x € X,
d(T(z), T*(z)) < Md(z, T(x)).

Teorema 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico completo yT : X — X una funcion
continua que satisface la condicion orbital de Banach. Entonces, existe x* € X tal

*

que T(z*) = x*.

Demostracién. Como d(T'(z), T*(z)) < Ad(x,T(z)), de manera inductiva se puede
probar que d(T"(z),T"*(z)) < A'd(x,T(z)), para todo n € N. Tomando limi-
te cuando n — oo, tenemos que lim,, ., d(T"(x), T""!(z)) = 0. Por consiguien-
te, (T™(x) : n € N) es una sucesiéon de Cauchy en X. Luego, existe z* tal que
lim,, oo T"(x) = z*. Como T es continua, entonces

T(x*)=T ( lim T”(x)) = lim 7" (z) = 2*.

n—o0 n—o0
Por lo tanto, * es un punto fijo. O

Definicién 4.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico y 7' : X — X una funcién.

Diremos que T' es una contraccion univaluada si satisface alguna de las siguientes
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desigualdades, para todo x e y en X :
(I) (Banach) d(T(x),T(y)) < kd(x,y), para algin k € [0, 1),
(II) (Kannan) d(T'(x),T(y)) < k[d(z,T(z)) + d(y, T(y))], para algin k € [0,1/2),

(III) (Berinde) d(T(x),T(y)) < kd(z,y) + Ld(y,T(z)), para algin k € [0,1) y
L>0,

(IV) (Chatterjea) d(T(z),T(y)) < kl[d(x,T(y))+d(y, T (z))], para algin k € [0,1/2),

(V) (Reich) d(T(z), T(y)) < kd(z,y) + ld(x,T(z)) + md(y,T(y)), para k, ¢, m en
[0,1) tales que k+(+m <1,y

(V) (Cirié) d(T (), T(y)) < kméx{d(z,y),d(z, T(x)),d(y, T(y)), d(x, T(y)), d(y, T(x))},
para algun k € [0,1/2).

Proposicién 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y T : X — X una contraccion.

Entonces, T' satisface la condicion orbital de Banach.
Demostracion. Sean x e y en X.

(I) Si T es Banach con constante k € [0, 1), entonces

d(T(x), T*(x)) = d(T(x), T(T(x))) < kd(z, T(x)).

(IT) Si T es Kannan con constante k € [0,1/2), tenemos que d(T(x),T?(x)) <
kld(x, T?(x)) + d(T(z), T?(x))], y entonces

d(T(z), T*(z)) < kd(z,T(x)) + kd(T(x), T*(x)),

de modo que
d(T(x), T*(x)) < kd(z,T(x))/(1 — k).

Como k € [0,1/2), entonces k/(1 — k) € [0,1). Por tanto, T satisface la

condicién orbital de Banach.

(IIT) Si T es Berinde con constantes k € [0,1) y L > 0, entonces

d(T(z), T*(z)) < kd(z,T(z)) + Ld(T(x), T(z)) = kd(z, T(x)).
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(IV) Si T es Chatterjea con constante k € [0,1/2), entonces

d(T(x),T*(x)) < kld(z,T*(z)) +d(T(z), T(z))]
= kd(z,T*(z)
< kld(z,T(z)) + d(T(x), T*(z))].
Por tanto, d(T(x), T?(z)) < [k/(1 — k)]|d(x, T (x)), y k/(1 — k) < 1.
(V) Si T es Reich con constantes k, £, m, entonces

d(T(z), T*(z)) < kd(z,T(x)) + ld(z, T(x)) + md(T(x), T*(x)),
y por consiguiente,
d(T(x),T%(x)) < [k/(1—m)ld(z,T(z)) + /(1 —m)d(z,T(x))
= [(k+0/(1 —m)d(z,T(x)).

Como k + ¢+ m < 1, entonces (k+¢)/(1 —m) < 1.

(VI) Si T es Ciri¢ con constante k € [0,1/2), entonces
d(T(x), T*(x)) < kmax{d(z,T(z)),d(z,T(x)),d(T(z),T?*(x)),
d(T(x), T%(x)), d(T(x), T (x))}

= kmax{d(z,T(2)),d(T(z), T*(z))}
< kméx{d(z,T(z)),d(T(z), T*(z)) + d(z,T(z))}

< kld(z, T(z)) + d(T(z), T?(x))],

luego d(T(z),T*(z)) < [k/(1 — k)]d(z,T(x)). Como k € [0,1/2), entonces
k/(1—k) €[0,1). Esto completa la demostracion.
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Corolario 4.2.1. Sean (X,d) un espacio métrico completo y T : X — X una

contraccion continua. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea T' : X — X alguna de las contracciones anteriores. Luego, T

satisface la condicién orbital de Banach, y por Teorema 4.2.1, T tiene un punto
fijo. [

A continuacién, demostraremos que cada una de las contracciones anteriores
tiene un punto fijo, aun cuando alguna de ellas no sea continua. Algunas de las
demostraciones aqui presentadas no corresponden a la demostracién original, por
el correspondiente autor, pues en varias de ellas se utiliza el resultado de Berinde,

expuesto a continuacion.

Teorema 4.2.2 (Berinde, [7]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X —

X una contraccion Berinde con constantes k € [0,1) y L > 0. Entonces, T tiene un

punto fijo.

Demostracion. Sea xq € X. Definimos la sucesién (z, : n € N) en X de manera

recursiva como ,1 = 1'(x,), para n > 1. Notemos que

d(zp, xpn1) = d(x,, T(z,))
= d(T(xp_1,T(z,))
S kd(xnfla xn) + Ld<xn7 T('xn71>>
- kd(xn—lu In)u
para cada n € N. Asi, se obtiene d(z,,z,11) < k"d(zo, T(x0)), y tomando limite

cuando n — 00, limy, 00 d(Ty, Tpy1) < iy, o k"d(z0, T(20)) = 0. Por tanto, (z, :

n € N) es una sucesién de Cauchy en X, y existe * € X tal que (z, : n € N)
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converge a z*. Veamos que z* es un punto fijo de 7.

d(z*,T(z*)) < d(z*, z,) +d(x,, T(z"))
= d(z*,z,) +d(T(xp_1),T(z%))
< d(x*, ) + kd(xy—1,2%) + Ld(z*, T (z—1))

= d(z*,z,) +d(zp_q,2%) + Ld(z*, z,),

y tomando limite cuando n — oo, concluimos que d(z*,T'(z*)) = 0. Por lo tanto,
T(x*) = z*. O

Teorema 4.2.3 (Kannan). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X

una contraccion Kannan con constante k € [0,1/2). Entonces, T tiene un punto

figo.

Demostracion. Supongamos que T : X — X es Kannan, veamos que T es Berinde.

En efecto, sean z e y en X y k € [0,1/2) la constante de contraccién. Luego,

d(T(2),T(y)) < kld(z,T(x)) +d(y,T(y))]
< kld(z,y) +d(y, T(x)) + d(y, T(x)) + d(T(x), T(y))]

= kd(z,y) + 2kd(y, T(z)) + kd(T(z),T(y)),

y por consiguiente d(T'(x),T'(y)) < [k/(1—k)|d(z,y)+ [2k/(1 —k)]d(y, T'(z)). Como
k € [0,1/2), entonces k/(1 — k) < 1. Por tanto, T' es Berinde, y tiene un punto
fijo. O]

Teorema 4.2.4 (Chatterjea). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X —

X una contraccion Chatterjea con constante k € [0,1/2). Entonces, T tiene un inico

punto fijo.

Demostracion. upongamos que 1" : X — X es Chatterjea, veamos que 1" es Berinde.
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En efecto, sean x e y en X y k € [0,1) la constante de contraccién. Luego,

d(T(x), T(y)) < Kkld(z, T(y)) + d(y, T(x))]
< kld(z,y) +d(y, T(x)) + d(T(), T(y)) + d(y, T(x))]

— Kld(x,y) +2d(y, T(x)) + d(T(x), T(y))].

Asi, tenemos que

d(T(2),T(y)) < [k/(1 = K)ld(z,y) + [2/(1 = k)ld(y, T(x)),

de modo que T' es Berinde. Por consiguiente, T" tiene un punto fijo z* € X.

Finalmente, supongamos que existe z** € X tal que T'(z**) = x**. Luego,
d(e*,z™) = d(T(z"),T(x))

< kld(z7, T (™)) + d(a™, T(2"))]

= 2kd(x*,z*™),

esto implica que d(z*, ™) = 0, pues 2k < 1. Por lo tanto, z* = z**. ]

Teorema 4.2.5 (Reich). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X

una contraccion Reich. Entonces, T' tiene un unico punto fijo.

Demostracion. Supongamos que T': X — X es Reich con constantes k, ¢, m € [0, 1)

tales que k 4+ ¢+ m < 1. Sean x e y en X, luego,

d(T(x),T(y)) < kd(z,y)+ld(z,y) + d(y, T(2))] + mld(z,y) + d(T(x),T(y))]

= (k+0d(z,y) + (L +m)d(y, T(y)) +md(T(x), T(y)).

Por consiguiente,

d(T(x),T(y)) < [(k+ /(1 =m)ld(z,y) + [(€ +m)/(1 —m)]d(y, T(y)).

Como (k+¢)/(1 —m) < (1 —m)/(1 —m) =1, entonces T es Berinde, por lo que T’
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tiene un punto fijo z* € X.

Ahora, supongamos que existe z** € X tal que T'(z*™*) = 2**. Tenemos que
dz*, ™) =d(T(z"), T(«™)) < kd(z*, ™) + ld(z*, T (z*)) + md(«™, T (x™)),
y entonces d(z*,x**) < kd(z*, z**), pues k < 1. Por tanto, 2* = 2**. Esto completa
la demostracion. O

En el caso de una contraccion Ciri¢, necesitamos introducir el concepto de orbita
de un punto con indice n y las érbitas de indice infinito. Precisamos estos conceptos

a continuacion.

Definicién 4.2.3. Sean (X, d) un espacio métrico y T': X — X una funcién. Para

cada x € X, definimos la orbita de x con indice n € N como el conjunto
O(x,n) = {x,T(z), T*(x),...,T"(2)},
y la orbita de x con indice infinito como

O(z,00) = U O(x,n).
neN
Definicién 4.2.4. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Definimos el didmetro
de A como
diam(A) = sup{d(a,b) |a,b € A}.

Lema 4.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y T : X — X una contraccién Cirié
con constante k € [0,1/2). Entonces, para todon € N, z € X ei,j € {l,...,n}, se

tiene
d(T"(x), T (x)) < k - diam(O(x,n)).

Demostracion. Sean x € X, n € N, 4,5 € {1,...,n} y k € [0,1/2) la constante de
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contraccion de T'. Luego,

d(T'(x), T (x)) < kmdx{d(T"~ (), 77" (2)), d(T""(z), T (2)), d(T7 "} (x), T (),

d(T" (), T7(x)), d(T7 ! (x), T'(x)) }
< k-diam(O(z,n)),

lo que completa la demostracion. O

Una consecuencia directa es la siguiente: para todo x € X yn € N, existe k < n
tal que d(z, T*(z)) = diam(O(z, n)).
Ahora encontraremos una cota superior para las orbitas de indice infinito en una

contraccion Cirié. Precisamos a continuacion.

Lema 4.2.2. Sean (X,d) un espacio métrico, x € X yT : X — X una contraccion

Cirié con constante k € [0,1/2). Entonces,
diam(O(z,00)) < [1/(1 — k)|d(z, T(x)).

Demostracion. Sean © € X y n € N. Notemos que O(z,n) C O(x,n + 1), y
ademds, d(z,T*(x)) < diam(O(z,n)), para cada k < n. Asi, diam(O(z,00)) =
sup,,cy diam(O(x,n)). Por lo anterior, existe T%(x) € O(z,n), con k € {1,...,n},
tal que d(z, T*(z)) = diam(O(z, n)). Por lema precedente, tenemos
d(z, T"(x)) < d(z,T(z))+d(T(z), T"(x))

< d(z,T(z)) + k - diam(O(z,n))

— d(w, T(2)) + kd(z, T*(z)).
Asi,

diam(O(z,n)) = d(z, T"(x)) < [1/(1 = k))d(z, T(x)).

Como n € N es arbitrario, obtenemos que O(z,00) < [1/(1 — k)|d(z,T(z)). Esto

completa la demostracion. O
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Con este tltimo lema, podemos estudiar la contraccién Cirié.

Teorema 4.2.6 (Ciri¢, [16]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — X

una contraccién Cirié con constante k € [0,1). Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea xg € X. Definimos de manera inductiva la sucesién (z,, : n € N)

dada por z,.1 = T(z,), paran > 1. Sean n y m en N tales que n < m. Luego,
d(T™ (o), T"(x0)) = d(T™ (T (w0)), T(T"(z0))

< k-diam(O(T" (o), m —n+1)).

Luego, existe k € {1,...,m —n + 1} tal que diam(O(T" }(zo),m — n + 1)) =
(T (o), TH(T" " (x0))). Asf,
diam(O(T"(xo),n —m+1) = d(T" " (xo), TH" ()
= d(T(T" 2(x0)), T* "1 (T("2(x0))))
< k- diam(O(T" 2(zo), k —n + 1))
< k- diam(O(T"2(zo),m — (n — 3)))

< k- diam(O(T"3(zo), m — (n — 3))).
De manera inductiva obtenemos que
diam(O(T™" *(2¢),n — m + 1) < k" diam(O(xg, m)) < k" diam(O(xg, 00)).

Por consiguiente, diam(O(T" ! (z¢),n — m + 1) < [k"T /(1 — k)]d(z0, T (20)), y to-
mando limite cuando n — oo, se tiene que (7" (xp) : n € N) es una sucesién de

Cauchy en X. Sea z* € X tal que lim,,_,o, T"(xo) = x*. Veamos que z* es un punto
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fijo para T

d(z*,T(z*))

IN

d(l’*, xn+1)

= d(a* @) + d(T(,), T(a"))

IN

d(x*, 1) + kméx{d(x,, z*),d(z*, T(x,)),

d(a*, T(2")), d(wn, T(xn))}

IN

d(z*, xpi1) + kld(z,, T(x,)) + d(xg, 2*) + d(z*, T(2*)) + d(T(z,), x*)].
Por tanto,
dz*,T(z")) < [1/(1 = k)|[(1 + k)d(z*, T (xy,)) + kd(z*, x,) + kd(x,, T(x,))]-

Tomando limite cuando n — oo, obtenemos que d(z*, T'(z*)) = 0. Esto completa la

demostracién. O

4.3. Punto Fijo Multivaluado

En correspondencias definiremos condiciones adicionales que nos brinden resul-
tados similares al caso de funciones univaluadas. En particular, obtendremos una
extension del teorema de Caristi.

En lo que sigue de este capitulo, (X, d) denotara un espacio métrico.

Definicién 4.3.1. Sea T': X — CB(X) una correspondencia. Diremos que T satis-
face la condicion orbital de Banach multivaluada de tipo 1 (COBM-1) (respectiva-
mente, tipo 2 (COBM-2)) si existe k € [0, 1) tal que para todo = € X,

in,lf d(y, Ty) < kd(z,Tz) (respectivamente, sup d(y,Ty) < kd(x,Tx)).
yelzx yeTx

Observacién. Notar que la COBM-2 es equivalente a la siguiente condicién:
Para todo x € X y todo y € Tz, d(y,Ty) < kd(z,Tx).
Ahora, introduciremos el concepto de semicontinuidad débil, abordado por Fie-

rro, Martinez y Orellana [23], y que serd de utilidad para relacionar la COBM-2 con
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la existencia de punto fijo.

Definicién 4.3.2. Sea T : X — CB(X) una correspondencia. Diremos que T es
débilmente semicontinua superior (respectivamente, inferior), si y solo si, la funcién

pr : X — R dada por
or(x) =d(z, Tx)

es semicontinua inferior (respectivamente, superior). Si ¢r es continua, diremos que

T es débilmente continua.
Un resultado directo de esta definicién es el siguiente.

Proposicién 4.3.1. Sean T : X — CB(X) y ¢r : X — R dada por pr(x) =
d(z,Tx).

(I) Si T es semicontinua inferior, entonces pr es semicontinua superior, y
(II) si T es semicontinua superior, entonces pr es semicontinua inferior.

Demostracion.  (I) Supongamos que T' es semicontinua inferior. Sean o > 0y
A={z € X |d(z,Tz) < a}. Sean a € Ay > 0 tales que d(a,Ta) < < «a.
Veamos que B(a,(a — 8)/2) N{z € X|B(a,p) # 0} C A. En efecto, sea
r € B(a,(a—p)/2) N{z € X|B(a,p) # 0}. Luego, d(z,Tz) < d(z,a) +
d(a,Tx) < (o — ) + B = a. Por consiguiente, A es abierto en X.

(IT) Andlogamente, supongamos que T es semicontinua inferior, sean o > 0y
A={zx € X |d(z,Tx) > a}. Sean a € Ay > 0 tales que d(a,Ta) > 5 > a.
Sean Gz = {z € X |d(a,Tz) > 28} y Vo, = B(a,B) N{z € X |Tz C Gg}.
Como Ta C Gg, entonces a € V,, de modo que V, es una vecindad de a.
Veamos que V, C A. En efecto, sea = € V. Luego,

26 < d(a,Tx)
< d(a,z)+d(z, Tx)

< fB+d(z,Tx),

y por consiguiente, 8 < d(x,Tz), de modo que d(z, Tx) > «. Esto prueba que

o7 es semicontinua superior.
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[
Corolario 4.3.1. Sea T : X — CB(X). Luego,

(I) si T es semicontinua inferior, entonces T es débilmente semicontinua inferior,

Yy

(II) si T' es semicontinua superior, entonces T es débilmente semicontinua supe-

10T

Demostracion. Directo de la proposicién precedente. O

En general, los reciprocos de estas afirmaciones no son validas. En efecto, consi-

deremos las correspondencias S,T : R = R definidas por

{0} si x#0, [—1,1] si z#0,
S(x) = y  T)=

[—1,1] si =0, {0} si z=0.

Luego, S no es semicontinua superior y 17" no es semicontinua inferior. Sin embargo,

las funciones ¢ v g son continuas, y por tanto, 7'y S son débilmente continuas.

Teorema 4.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico completo yT : X — CB(X) una co-
rrespondencia débilmente semicontinua superior que satisface la COBM-2 con cons-

tante k € [0,1). Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Siexiste z € X tal que d(x, Tz) = 0, entonces como Tz es cerrado en
X, x € Tx. Supongamos ahora que d(z,Tz) > 0, para todo x € X. Para todo ¢ > 0,
existe y.(x) € Tz tal que d(x,y.(z)) < d(z, Tx)+ed(x, Tx), y entonces d(z,y.(x)) <
(14 €)d(x,Tz). Como T satisface la COBM, entonces d(y.(x), Ty.(z)) < kd(z, Tx).
Luego,

[1/(1 =€) = kld(z,yc(x)) < d(z,Tz)— kd(z,yc(x))
< d(z,Tz) — kd(z,Tx)
< d(x, Tr) — d(ye(x), Tye(x)).

Por consiguiente,

d(z, ye(x)) < d(w, Tw)/(1/(1 =€) = k) = d(y(x), Tye(x))/(1/(1 =€) — k.
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Sea ¢(z) = d(z,Tx)/(1/(1 — €) — k). Luego, d(z,y.(x)) < ¢(z) — @(yc(2)), y ¢ es
semicontinua inferior. Por Teorema de Caristi, la funcién y. : X — X tiene un punto
fijo z* € X. De este modo, z* = y.(z*) € Tz*, lo que es una contradiccién. Por lo

tanto, T tiene un punto fijo. [

Corolario 4.3.2. Sean (X,d) un espacio métrico completo y T : X — CB(X) una
correspondencia semicontinua superior que satisface la COBM-2. Entonces, T tiene

un punto fijo.
Demostracion. Es consecuencia del corolario anterior. OJ

Definicién 4.3.3. Sea T' : X — CB(X) una correspondencia. Diremos que 7" es
una contraccion multivaluada si satisface alguna de las siguientes desigualdades,

para todo x e y en X:

(I) (Nadler) H(Tz,Ty) < kd(x,y), para algin k € [0,1),

(II) (Kannan) H(Tz,Ty) < kl[d(z,Tz) + d(y, Ty)|, para algin k € [0,1/2),
(IIT) (Kannan generalizado) H(Tx,Ty) < kméax{d(x,Tx),d(y,Ty)}, conk € [0, 1),
(IV) (Chatterjea) H(Tx,Ty) < k[d(z,Ty) + d(y, Tx)], para algin k € [0,1/2),

(V) (Chatterjea generalizada) H(Tz, Ty) < kmax{d(z,Ty),d(y, Tx)}, para algin
k€[0,1/2),

(VI) (Berinde) H(Tx,Ty) < kd(z,y) + Ld(y, T'z), para algin k € [0,1) y L > 0,

(VIT) (Reich) H(Tx,Ty) < kd(z,y)+¢d(x, Tz)+md(y, Ty), para k,{ y m tales que
E+l+m<1y

(VII) (Cirié) H(Tx, Ty) < kméx{d(z,y), d(x, Tx),d(y, Ty),d(z, Ty), d(y, Tz)}, pa-
ra algin k € [0,1/2).

A diferencia de las contracciones univaluadas definidas anteriormente, no todas
las contracciones, en la definicién precedente, satisfacen la COBM-2. De igual forma,
dichas contracciones poseen puntos fijos, debido a que ellas satisfacen la COBM-1,
como veremos en el capitulo siguiente. Por una razén de completitud, veremos aqui

que cada una de estas contracciones posee un punto fijo. Lo haremos mediante
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su demostracion clasica. Sin embargo, en el capitulo siguiente, demostraremos un
resultado general que permite obtener la existencia de punto fijo para cada una de

ellas, con la excepcion de la contraccién de Ciric.

Proposicién 4.3.2. Las contracciones Kannan y Kannan generalizada satisfacen

la COBM-2.

Demostracion. (1) Si T : X — CB(X) es Kannan con constante k, entonces para

xr € X ey e Tx, tenemos que

d(y,Ty) < sup,ep,d(z,Tx)

= h(Tz,Ty)

IN

H(Tz,Ty)
< kld(z, Tx) +d(y, Ty)).
Luego, (1 — k)d(y,Ty) < kd(z,Tx), y por consiguiente, d(y,Ty) < [k/(1 —

k)|d(z, Tx), paratodoy € Tx. Como k € [0,1/2), entonces k/(1—k) € [0,1/2),
por lo que T verifica la COBM-2.

(IT) Sean T': X — CB(X) Kannan generalizada con constante k € [0,1) e z € X.
Si para algin y € Tz, d(x, Tx) < d(y,Ty), entonces

d(y, Ty) < kd(y, Ty),

lo que implica d(y,Ty) = 0. En otro caso, d(y,Ty) < kd(x,Tz), para todo
y € Tx. En consecuencia, T' satisface la COBM-2.
]

Corolario 4.3.3. Sean (X,d) un espacio métrico completo y T : X — CB(X)
una correspondencia débilmente semicontinua superior. Si T satisface alguna de las

contracciones de la proposicion anterior, entonces T posee un punto fijo.

Demostracion. Si T es alguna de las contracciones anteriores, entonces 1" satisface

la COBM-2, y por corolario precedente, 1" tiene un punto fijo. O]
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A continuacién, nuestro interés ahonda en probar la existencia de punto fijo
en las contracciones anteriormente definidas. Para ello, necesitamos establecer una
relacién entre la ‘H-continuidad de una correspondencia T con la continuidad débil,

como precisamos ahora.

Lema 4.3.1. Sea T : X — CB(X) una correspondencia continua respecto a la

métrica de Hausdorff. Entonces, T es débilmente continua.

Demostracion. Sean x,y en X vy z € Ty. Luego,

dz,Tx) < d(z,y)+d(y,z)+d(z,Tx)

< d(z,y) + H(Ty, Tx)+ d(y, z).

Luego, d(z,Tx) < d(xz,y) + H(Tz,Ty) + d(y, Ty), y por consiguiente |d(x,Tx) —
d(y,Ty)| < d(z,y) + H(Tz,Ty). Como d y H son funciones continuas, entonces la

funcién ¢ : X — R definida anteriormente también lo es. O

Teorema 4.3.2 (Nadler, [35]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X —

CB(X) una contraccion Nadler con constante k € [0,1). Entonces, T tiene un punto

Jyo.

Demostracion. Sean T : X — CB(X) una contraccién Nadler con constante k €
[0,1), xg € X y 21 € Txy. Como los valores de T son cerrados y acotados, existe
xo € Txy tal que

d(z1,29) < H(Txo, Tx1) + k.

Anélogamente, existe 3 € Txo tal que d(z2,73) < H(Twz1,Txs) + k*. Esto nos
permite construir una sucesién (x,, : n € N) en X tal que z, 11 € Tz, y d(zp, Tpy1) <
H(Txp—1,Tx,) + k™, para todo n € N. Por otro lado,

d(ﬂ?n, anrl) S H(Txnflu Txn) + k"

S kd(xn—la xn) + k"
< k[H(Tzp o, Trp 1)+ k"1 + k"
< K2d(xp_9, 10 1) + 2k™.
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Procediendo inductivamente, se obtiene
d(xp, Tne1) < k"d(xg, 21) + nk",

para todo n > 1. En consecuencia,

—_

m—

d(l’n, xn—l—m) S Z d(iCn_H', xn+i+1)

1=

IN

n+m—1 n+m—1
<Z k) d(zo, x1) + Y k"

i=n

Por tanto, (z, : n € N) es una sucesién de Cauchy en X. Luego, existe z* € X tal
que (x, : n € N) converge a z*. Por lo tanto, (Tx, : n € N) converge en CB(X) a
Tx*, y como z, € Tz, 1, para todo n € N, entonces z* € T'xz*. Esto completa la

demostracién. O

Anélogo al caso univaluado, primero demostraremos que las contracciones Berin-
de poseen un punto fijo, y demostraremos que las contracciones Chatterjea y Reich

son Berinde.

Teorema 4.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo y T : X — CB(X) una

contraccion Berinde con constantes k € [0,1) y L > 0. Entonces, T tiene un punto

fijo.

Demostracion. Sean € > 0y xg € X. Supongamos que para todo z € X, d(z,Tz) >
0. Luego, existe x; € Txg tal que d(zg, z1) < (14€)d(zo, Txp). De manera inductiva,

existe x,,1 € Tx, tal que

d(zp, Tnt1) < (1+e)d(x,, Txy,)
< I+ eH(Trp 1, Txy,)

< (V4 @)[kd(zn—1, xn) + Ld(zp, Trn1)].

Como x,, € Tx,_1, entonces d(x,, Tp11) < (1+€)kd(x,—1,2,). Sean n = (1 +€)k. Si
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escogemos € > 0 tal que n < 1, entonces
d(x»,“ xn—i—l) S T/nd<x07 T.’,UO),

de modo que la sucesién (z,, : n € N) es de Cauchy en X. Luego, existe z* € X tal

que lim,,_,, z, = z*. Veamos que dicho elemento es un punto fijo para 7'. En efecto,

dz*,Tz*) < d(z*,xp01) + d(Tps1, Tx")

IN

d(z*, xpi1) + H(Tx,, Tx*)

IN

d(x*, xpi1) + kd(z,, 2*) + Ld(z*, Txy,)

< d(z*, xpy1) + kd(xy,, ) + Ld(z*, x041).
Si tomamos limite cuando n — oo, concluimos que d(z*,Tz*) = 0. Asi, * es un
punto fijo. Esto completa la demostracién. O

Teorema 4.3.4 (Kannan, [30]). Sea T': X — CB(X) una contraccion Kannan con

constante k € [0,1/2). Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Probaremos que T es Berinde. En efecto, sean z,y en X y z € Tx.

Luego,
H(Tx,Ty) < kld(z,Tx)+d(y,Ty)]

IN

kld(d,y) +d(y, Tz) + d(y, Ty)]

IN

kld(z,y) +d(y,2) + d(z,y) + d(y, Ty)]

IN

kld(xz,y) + 2d(y, z) + H(Tz, Ty)].

Por consiguiente,
H(Tz,Ty) < [k/(1 = k)ld(z,y) + [2k/(1 = K)]d(y, 2),

y entonces H(Tz,Ty) < [k/(1 —k)|d(x,y)+ [2k/(1 — k)]|d(y, Tx). Asi, T es Berinde,

y por tanto tiene un punto fijo. O

Teorema 4.3.5 (Chatterjea, [15]). Sean (X,d) un espacio métrico completo y T :
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X — CB(X) una contraccion Chatterjea con constante k € [0,1/2). Entonces, T

tiene un punto fijo.

Demostracion. Sean x,y en X y z € Tx. Luego,

H(Tx, Ty) < k[d(z, Ty)+d(y,Tz)]

< kld(z,y) 4+ d(y,z) + d(z,Ty) + d(y, Tz)].

Por consiguiente, H(T'z, Ty) < [k/(1 — k)|d(z,y) + [k/(1 — k)|(d(y, z) + d(y, Tz)), ¥
por tanto H(Tx, Ty) < [k/(1 — k)]d(x,y) + [2k/(1 — k)]d(y, Tx). En consecuencia,

T es Berinde, de modo que tiene un punto fijo. O

Teorema 4.3.6 (Reich, [36]). Sean (X,d) un espacio métrico completo y T :—

CB(X) una contraccion Reich con constantes k,¢ y m. Entonces, T' tiene un punto
fijo.

Demostracion. Sean z,y en X y z € Tz. Luego,

H(Tx, Ty) < kd(z,y)+ld(x,Tz)+md(y, Ty)
< kd(z,y) + {d(z,y) + d(y, 2)] + m[d(y, z) + d(z, Ty)]
= (k+0)d(z,y)+ ({+m)d(y, z) + kd(z,Ty).
Por consiguiente,
H(Tz, Ty) < [(k+0)/(1 —m)ld(z,y) + [(€ +m)/(1 = m)]d(y, T'z).
Y como k + £ +m < 1, entonces (k + £)/(1 —m) < 1. Asi, T es Berinde, y tiene un

punto fijo. m

La existencia de punto fijo para la contraccién Ciri¢ multivaluada fue demostrada

por Amini-Harandi en [3].

Teorema 4.3.7 (Amini-Harandi, [3]). Sean (X, d) un espacio métrico completo y
T : X — CB(X) una contraccion Cirié con constante k € [0,1/2). Entonces, T tiene
un punto fijo.
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Demostracion. Primero, observemos que para todo A, B en CB(X),a € Ay ¢ >0
tales que H(A, B) < ¢, existe b € B tal que d(a,b) < c. Sea § > 0 tal que k < § <
1/2. Luego,

H(Tx, Ty) < dméx{d(x,y),d(x,Tx),d(y, Ty),d(x, Ty),d(y, Tx)},

para todo x e y en X distintos. Sean xy y x; en X. De manera inductiva, se prueba

la existencia de una sucesién (z, : n € N) en X tal que x,41 € Tx,,, y

d(xn7 In—&—l) S J méX{d(xna xn—1)7 d(xna Txn)a d(‘rn—la Txn—l)a

d(l’n, T,an,1>, d<xn717 Tl'n)}

= omax{d(zp, xpn_1),d(xn, Txy),d(xp_1,Txn_1),

d(xp_1,Tz,)}
< dméx{d(zn, rp_1),d(xy_1,dx,11)}.
Asi, para cada n € N,
d(xp, Tpy1) < dmax{d(x,, Tp_1),d(Tp_1,Tni1)} (4.1)
Sea 7y, = max{d(zg, ) |1 < m < n}. Veamos que para cada n > 1,
d(xp_1,2,) < Y[6/(1 = 0)]" 1. (4.2)

Para n = 1, la igualdad es valida. Supongamos entonces que (4.2) se satisface para

k < mn. De (4.1) tenemos que
d(l‘n,h xn) S J méx{d(xnfb xnf2>7 d(xnf% xn)}

Por hipétesis inductiva, (4.2) se cample si d(z,,—1, ) < 0d(x,_1, 2,_2), pues en este
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caso,
A(@n-1,7n) < 0Yn1[0/(1 = 0)]" 72 < 7,1 [0/(1 = 0)]" 7 < y[8/(1 = 0)]"
Supongamos entonces que d(x,_1,,) < dd(r,_2,x,). Luego,
(@2, 2) < d(Tp, Tp1) + (@1, 2p2) < 0d(Tn g, 20) + [0/ (1 = 8)]" 2.

Por consiguiente,

(T2, 20) < [(30 — 1)/(1 = 0)][6/(1 = 8)]" 72,

y asi,
d(@n—1,70) < P[0/ (L= O] <y [0/(1 = )",

pues d(zp_1,x,) < 0d(x,_2,x,). Esto prueba (4.2), para todo n € N. Ahora, veamos
que para n > 2,
1+1[6/(1—6) !
S RSV i
1—[6/(1=0d)"
En efecto, si v,-1 = V., entonces la desigualdad se verifica. Si v,,_1; < 7,, entonces

Yo = d(x0, z,), y por (4.2),

Tn = d(l‘o, xn) < d(l‘o, xnfl) + [5/(1 - 5)]7171%1'
Luego,

Ao, 2n1) Yot 14 [5/(1— 8))™!
F T e ) i e ) T

de modo que tenemos la desigualdad buscada. En consecuencia,

1, (L+[6/(1—a)" )
wett "TL, (L= /(1= 01’

Debido a que las series > o2 (1+[0/(1=8)]" ") y >02, (1 —1[6/(1 =6)]"") son
convergentes, entonces el producto [0, (14 [6/(1 — 6)]"') es convergente, y

[0, A=1[6/(=0)]"") > 0. Asi, sup,en7n < 00. Luego, por (4.2), la sucesién
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(z,, : n € N) es de Cauchy en X. Sea z* € X tal que lim,,_,o, x, = z*. Veamos que

x* es un punto fijo de T'. En efecto,

d(x*,Tz*) = lim, o d(xy.1, Tx*)
< limy, oo H(Tzp, Tx*)
< limy oo d méax{d(z,, x%), d(z,, Txy), d(x*, Tz*),
d(xy,, Tx*),d(z*, Tx,)}
< lmy oo d méx{d(x,,, %), d(zp, Tpy1), d(x*, Tx*),
d(xnv TIL'*>, d(x*v xn-i-l)}
= dd(z*, Tx*).

Como 0 < § < 1, entonces d(z*, Txz*) = 0, y como Tx* es cerrado en X, entonces

x* € Tx*. Esto completa la demostracién. O
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Condicion Orbital Débil en

Espacios Métricos y Uniformes

En este ultimo capitulo presentamos resultados inéditos en la teoria métrica
de punto fijo, los cuales creemos es el aporte principal de la presente tesis. Estos
resultados se dividen en dos ejes: el primero, estudia nuevas condiciones para que
una contraccion multivaluada, en un espacio métrico completo, tenga un punto fijo.
El segundo, consiste en extender la teoria de punto fijo multivaluada, existente en
espacios métricos, a espacios uniformes. Para ello, utilizaremos el concepto de seudo

métrica de Hausdorff desarrollado en la Seccion 2.2 del Capitulo 2.

5.1. Condicion Orbital de Banach Debilitada

En esta seccién, (X, d) denotard un espacio métrico completo. Demostraremos
aqui que, exceptuando el teorema de Ciri¢, la existencia de puntos fijos en las con-
tracciones multivaluadas, probada en el capitulo anterior, es consecuencia de un

resultado general.

Definicién 5.1.1. Sean T': X — CB(X) una correspondencia, 2o € X yG: X — R
una funcién. Diremos que G es (x, T)-orbitalmente semicontinua inferior en x* €
X, si y solo si, para toda sucesién (z, : n € N) en Tz tal que x, converge a x,

entonces G(z*) < liminf G(z,).

En lo que sigue, Gr : X — R denotara la funcién dada por Gp(z) = d(x,Tz).
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Para una funcién f : X — X, denotaremos por G a la funcién G dada por la
correspondencia Tz = {f(z)}.
En los siguientes resultados, daremos cuenta que la COBM-1, junto a otras

hipétesis, seran suficientes para asegurar la existencia de punto fijo.

Teorema 5.1.1. Sea T': X — CB(X) una correspondencia que satisface la COBM-
1 con constante k € [0,1). Entonces, existen z* € X una sucesion (x, : n € N) en

X convergente a x* tal que para todon € N, x,.1 € T'x,,, y se verifica lo siguiente:
a) d(zn, Tx,) < d(xp, Tpe) < k"d(xg, Tz0), ¥y
b) d(z*, Tx,) < k" d(xg, Txo)/(1 — k), para todo n € N.
Mas atn, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(I) z* € Tx*,
(II) Gr es (xo,T)-orbitalmente semicontinua inferior en z*, y
(III) Gr es semicontinua inferior en *.

Demostracion. Sea p € (k,1). Si d(xg,Txo) = 0, definimos z,, = x(, para todo
n > 1. Si d(xzo, Tx) # 0, entonces existe x; € X tal que d(zq,Tz1) < pd(xo, Txo).
Si d(xq,Tz;) = 0, definimos z, = x1, para todo n > 2. De lo contrario, existe
xy € Ty tal que d(xq, Txy) < pd(z1, Tx1) < pPd(z0, Tx0). Asi, de manera recursiva,
existe una sucesion (z, : n € N) en X tal que la condicién a) se cumple.

Ahora, para todo n € N, se tiene

d(xm $n+m) < Z@:io1 d($n+k7 $n+k+1)
< Sy P Rd(wo, Txo)
= ">y phd(wo, Tao)

< p Z?:Bl prd(zg, Txo).

De modo que d(x,, Tpim) < p"d(zo, Txo)/(1 — p). En particular, (z, : n € N) es

una sucesién de Cauchy, por lo que existe z* € X tal que (z,, : n € N) converge a
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x*. Calculando el limite cuando m — oo a la desigualdad anterior, tenemos que
d(x*, Tr,q) < d(z*,z,) < p"d(xg, Tx)/(1 — p), para todo n > 1,

y en consecuencia, la condicién b) se satisface.

Ahora, supongamos que z* € Tx*. Como Gr(z*) = 0, entonces Gr es (z,T)-
orbitalmente semicontinua inferior en z*, para todo = € X. Asi, (I) implica (II).
Por otro lado, como X satisface el primer axioma de contabilidad, (II) y (III)
son equivalentes. Finalmente, si Gr es semicontinua inferior en x*, tenemos que
d(z*,Tz*) = Gr(z*) < liminf Gr(x,) = 0, de modo que z* € T'z*. Esto completa

la demostracion. O

Observacién. Si T': X — CB(X) es una correspondencia semicontinua inferior
que satisface la COBM-1, entonces satisface las condiciones equivalentes (I)-(III).
En efecto, sean h(z) = d(x,Tx) para todo z € X y a > 0. Luego, {z € X |(z) <
a} ={z € X|TxN B(x,a) # 0}. Por tanto, h es semicontinua inferior.

El siguiente Corolario es una version equivalente del resultado principal de Hicks
y Rhoades en [28].

Corolario 5.1.1. Sea f : X — X una funcion y k € [0,1). Supongamos que eziste
g € X tal que para todo v € O(wo, f), d(f(z), f*(z)) < kd(z, f(z)). Entonces,

existe x* € X tal que se verifica lo siguiente:

(1) Mmoo d(2”, f"(20)) = 0, y

(II) d(x*, f™(x)) < k"d(xq, f(x0))/(1 — k), para todo n € N.
Ademds, f(z*) = x*, si y solo si, la funcién h: X — R dada por h(x) = d(z, f(zx))
es (xo, f)-orbitalmente semicontinua inferior en x*.

Demostracion. Por teorema precedente, existe una sucesién (x,, : n € N) convergen-
te a x} tal que z,41 = f(x,) = f"(z0). Como la sucesién (z, : n € N) solo depende
de zp y no de k, entonces zj tampoco depende de k. Por lo tanto, se cumplen las

condiciones a) y b) del teorema, lo que completa la demostracién. O

Definicién 5.1.2. Diremos que una correspondencia T': X — CB(X) es Hausdorff
semicontinua superior, siy solo si, para todo x € X y todo € > 0, existe una vecindad

U de z tal que para todoy € U, Ty C B(T'z,¢).
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La semicontinuidad superior de Hausdorff es mas débil que la semicontinuidad
superior de correspondencia. Este concepto es importante, pues permite obtener la

semicontinuidad inferior orbital de una correspondencia.

Teorema 5.1.2. Sea T : X — CB(X) una correspondencia Hausdorff semicontinua

superior que satisface la COBM-1 en xy € X. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Por Teorema 5.1.1, existe z* € X y una sucesion (x, : n € N) en
O(xg,T) convergente a z* tal que para todo n € N, z,,41 € Tx,,. Sea € > 0. Luego,
existe una vecindad U de z* tal que Tx C B(Tz*,¢€), para todo x € U. Sea N € N
tal que z,, € U para todo n > N. Por consiguiente, T'x,, C B(Tx*,¢), lo que implica
SUp,ery, d(y, Tx*) < ¢, para todo n > N. Asf,

d(z*, Tx*) < d(z*, xps1) + d(Tpy1, T2") < d(x*,2,41) + €, para todo n > N.

Si calculamos el limite inferior sobre n, y consideramos que € es arbitrario, obtenemos

que d(z*, Tz*) = 0. Por lo tanto, * es un punto fijo de 7. ]

Corolario 5.1.2. Sea T : X — CB(X) una correspondencia continua respecto a la
métrica de Hausdorff. Si T satisface la COBM-1 en xo € X con constante k € [0, 1),

entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Como T es continua respecto a la métrica de Hausdorff, entonces
T es Hausdorff semicontinua superior. Por teorema precedente, T tiene un punto
fijo. O]

Observacién. Una condicién suficiente para que 7' : X — CB(X) cumpla la
COBM-1 es que d(y,Ty) < kd(z,y), para todo x € O(xo,T) y todo y € Tz. Para
concluir esta seccién, verificaremos que cada una de las contracciones multivaluadas

definidas anteriormente satisface la COBM-1.

Proposiciéon 5.1.1. Las contracciones multivaluadas definidas en la Seccion 4.3
satisfacen la COBM-1.

Demostracion. Las contracciones Kannan y Kannan generalizada fueron abordadas

el capitulo anterior. Veamos las restantes.
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(I) (Nadler) Si T': X — CB(X) es Nadler con constante k € [0, 1), entonces para
r € X ey e Tx, tenemos

d(y, Ty) < sup,er,d(z, Ty) < H(Tz,Ty) < kd(z,y).

En consecuencia, T satisface la COBM-1. Es directo del Corolario que 7T tiene

un punto fijo.

(IT) (Chatterjea y Chatterjea generalizada) Si 7' : X — CB(X) es Chatterjea con
constante k € [0,1/2), entonces sean x € X e y € Tx. Luego,

d(y, Ty) < H(T'z,Ty) < k(d(z, Ty) + d(y, Tx)) = kd(z, Ty).
Este hecho, junto con d(z, Ty) < d(z,y) + d(y, Ty), implica
d(y,Ty) < [k/(1 — k)]d(z,y), paratodo xz € X ey € Tx.

En consecuencia, 1" satisface la COBM-1 con constante k/(1 — k) € [0, 1).

Si T es Chatterjea generalizada, entonces es Chatterjea, de modo que verifica
la COBM-1.

(III) (Berinde) Si T": X — CB(X) es Berinde con constantes k € [0,1) y L > 0,

entonces
H(Tx,Ty) < kd(z,y) + L(y, Tx) = kd(x,y), paratodoz € X ey € Tx.

Como y € Tz, se obtiene d(y,Ty) < kd(x,y). En consecuencia, T" satisface la
COBM-1 con constante k.

(IV) (Reich) Sea T': X — CB(X) una contraccién Reich con constantes «, 5 y
en [0,1) tales que o+ 8 + v < 1, entonces. Sean z € X e y € Tz. Notemos
que para todo z € Tz,

d(y,Ty) < d(y,z) + (2, Ty),

97



Capitulo 5

y ademaés, d(z, Tx) < d(z, z). Luego, tenemos

H(Tx, Ty) < ad(z,y)+ Bd(x, z) +vd(y, Ty))

IN

ad(z,y) + B(d(z,y) +d(y, 2)) +y(d(y, z) + d(z, Ty))
= (a+B)d(z,y)+ (B +7)d(y,z) +~d(z,Ty)

(a+ B)d(x,y) + (B +7)d(y, 2) +yH(Tz, Ty).

IN

En consecuencia,
H(Tz,Ty) < [(a+8)/(1=7)ld(z,y)+[(B+7)/(1=y)]d(y, Tx), para todoz € X ey € T.

Como a+ f+v < 1, entonces (a+3)/(1—v) <1y (8+7v)/(1—7~) > 0. Por

lo tanto, T" es una contraccién Berinde, y entonces T satisface la COBM-1.

(V) Sea T : X — CB(X) una contraccién Cirié con constante k € [0,1/2). Sean
r € X ey e Tx. Luego,

H(Tx,Ty) < k max{d(z,y),d(z, Tx),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tx)},
y como y € Tz y d(z,Tx) < d(z,y), entonces
H(Tz, Ty) < o max{d(z,y),d(y, Ty), d(x, Ty)} < k(d(z,y) + d(y, Ty)).
En consecuencia,
d(y, Ty) < [k/(1 — k)]d(z,y), para todox € X ey € Tx,

y por lo tanto, T satisface la COBM-1. Esto completa la demostracion.
]

Adicionalmente, introducimos una nueva contraccion que satisface la COBM-2.

En efecto, sea T : X — CB(X) con la siguiente propiedad:

H(T'x,Ty) < kld(z, Ty) + d(y, Ty)], para algun k € [0, 1). (NC)
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Observemos que para todo z € X e y € Tz, se tiene
d(y, Ty) < H(Tx,Ty) < kld(y, Tx) + d(x, Tx)].

De modo que d(y, Ty) < kd(z,Tx), para todo y € Tz. Luego, T satisface la COBM-
2.

5.2. Punto Fijo en Espacios Uniformes

En lo que sigue de esta seccién, (X,U) denotard un espacio uniforme Hausdorff
con la topologia uniforme, y © = {d,} ea la familia de seudo métricas que genera la
uniformidad U. Ademéds, Dy = {H*} ca denotard la familia de seudo métricas que

genera la H(X)-topologia, la cual, segiin vimos en el Capitulo 2, estdn definidas por

H*(A, B) = méx {sup dy(a, B),supd(b, A)} :

acA beB

para Ay B en CB(X), donde dy(z, A) = inf,ca dy(z,a), paraz € X y A € A.

Definicién 5.2.1. Sea B una base de filtro en X. Diremos que B converge a Y €
2%\ {0} respecto a la H(X)- topologia, si y solo si, para todo U € U, existe B € B
tal que BC U[Y]eY CU[B].

A continuacion, definiremos una extensién a espacios uniformes, tanto para las

condiciones orbitales y contracciones multivaluadas definidas en espacios métricos.

Definicién 5.2.2. Sea 7' : X — CB(X) una correspondencia. Diremos que T sa-
tisface la condicion orbital de Banach multivaluada uniforme tipo 1 (COUB-1), siy

solo si, existe una familia {ky}xca en [0, 1), tal que para todo z € X y todo A € A,

inf dy(y,Ty) < kxdx(z,Tx).

yeTx

Diremos ademas que T satisface la condicion orbital de Banach multivaluada uni-
forme tipo 2 (COUB-2), si existe una familia {ky}rea en [0,1) tal que para todo
reX,yeTx, A € A, se verifica

d>\ (yv Ty) S k‘)\dk(fm TﬁL‘)
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Es directo que toda correspondencia que satisface la COUB-2, también satisface
la COUB-1. Ademads, en un espacio métrico, la COBM-1 (respectivamente COBM-
2) coincide con la COUB-1 (respectivamente COUB-2), de modo que los resultados
obtenidos con COUB-1 y COUB-1 seran validos para contracciones que verifiquen
la COBM-1 y COBM-2, respectivamente.

Definicién 5.2.3. Sea T' : X — CB(X) una correspondencia. Diremos que T es
una contraccion uniforme, siT' satisface alguna de las siguientes desigualdades, para

todo z,y en X y A € A:
(I) (Nadler) H)Tx,Ty) < kady(z,y), para alguna familia {kj}rea en [0, 1),

(1) (Kannan) HN(Tz,Ty) < kx[dx(x, Tz)+dx\(y, Ty)], para alguna familia {ky } xea
en [0,1/2),

(II1) (Kannan generalizada) HN(Tx, Ty) < kymax{dy(z, Tx),dx(y, Ty)}, para al-

guna familia {ky}aca en [0,1),

(IV) (Chatterjea) HNTx,Ty) < ky[dx(x,Ty) + dx(y,Tx)], para alguna familia
{kx}rena en [0,1/2),

(V) (Chatterjea generalizada) HN(Tx, Ty) < kyméx{(dy(z, Ty),d\(y, Tx)}, para
alguna familia {k)} ea en [0,1/2),

(VI) (Berinde) HN(Tx, Ty) < kadx(z,y)+Lxdx(y, Tx), para algunas familias {ky } xea
en [0,1) y {Lx}ren € [0, 00),

(VIT) (Reich) HNTx, Ty) < kxdx(z,y) + adx(z, Tx) + myda(y, Ty), para familias
de escalares {kx}aea, {€x}ren, {ma}rea tales que ky + £y +my < 1, para cada
AEA Y

(VIIL) (Ciri¢) HNTx, Ty) < kyméx{dy(z,y), d\(x, Tx),d\(y, Ty), dx(x, Ty), dr(y, Tx)},
para alguna familia {ky}rea en [0,1/2).

Las contracciones anteriores aparecen frecuentemente en la literatura. Con el

propdsito de presentar una contraccion adicional que satisfaga la COUB-2, conside-
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raremos ademads la correspondencia T : X — CB(X) con la propiedad siguiente:

HNTx, Ty) < ka[d(z, Ty) + dx(y, Ty)], para alguna familia {ky}rea en [0,1/2).

(NC)
La COUB-2 es estrictamente mas fuerte que la COUB-1. De hecho, de manera
andloga al caso métrico, las contracciones Kannan y Kannan generalizada satisfacen
la COUB-2. Por el contrario, otras contracciones, como por ejemplo Nadler (y en
consecuencia Berinde, junto a otras més), no satisfacen esta propiedad. Verificaremos
que las contracciones de Kannan y Kannan generalizada satisfacen la COUB-2, y
que las Nadler, Berinde y Ciri¢ satisfacen la COUB-1. Las demostraciones de las

contracciones restantes son similares al caso métrico, por tal razon las omitiremos.

Proposicién 5.2.1. Las contracciones Kannan, Kannan generalizada y (NC), sobre
un espacio uniforme (X,U), satisfacen la COUB-2.

Demostracion. (1) Supongamos que T': X — CB(X) es Kannan con la familia de

constantes {ky}xea en [0,1/2). Sean x € X, y € Tx y A € A, luego,
di(y, Ty) < HNTx,Ty) < ka[da(z, Tx) + da(y, Ty)).
Por consiguiente, (1 — kx)dx(y, Ty) < kady(z, T'z), de modo que
da(y, Ty) < [ka/(1 = k)]da(x, T).

Como ky € [0,1/2), entonces ky/(1 — ky) € [0,1), por lo que T verifica la
COUB-2.

(IT) Sean T : X — CB(X) Kannan generalizada con constantes ky € [0,1) y z € X.
Sipara algin y € Tx y A € A, dy(z, Tx) < d)(y,Ty), entonces

da(y, Ty) < kada(y, Ty),

lo que implica dy(y,Ty) = 0. En consecuencia, dy(y, Ty) < kxd(z,Tz). Si
para todo y € Tz y todo A € A, dy(y, Ty) < dx(z,Tz), entonces

d>\ (yv Ty) S k)\dk(:m TiL’)
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Por lo tanto, T satisface la COUB-2.

(IIT) Sean T : X — CB(X) una contraccién (NC) y z € X. Como Tz # (), existe
y € Tx, luego,

d)\<y7Ty) S H)\(TCL’,Ty) S k)\[dk(i%Tx) + d)\(QZ,Tl’)] = k?)\d)\(ZE,TZE),

para todo A € A. En consecuencia, T' satisface la COUB-2. Esto completa la

demostracién.

]

Teorema 5.2.1. Las contracciones Nadler, Chatterjea, Chatterjea generalizada, Be-
rince, Reich y Cirié satisfacen la COUB-1.

Demostracion. Primero veremos que las contracciones Nadler, Berinde y Ciri¢ veri-
fican la COUB-1. Habiendo demostrado la propiedad para dos primeras, se concluye
que la propiedad también es valida para las contracciones Chatterjea, Chatterjea

generalizada y Reich.

(I) Sea T': X — CB(X) una contraccién Nadler con constantes {ky}ca en [0,1).
Sean x € X,y € Tx y A € A. Luego,

dy(y, Ty) < HNTxz,Ty) < kady(z,y).

De modo que inf er, dr(y, Ty) < kxda(z,Tx).

(IT) Sea T : X — CB(X) una contraccién Berinde con constantes {ky}xea en [0, 1)

v {Lx}rea en [0,00). Sean z € X, y € Tz y A € A. Luego,
di(y, Ty) < HNTw,Ty) < kadx(z,y) + La(y, Tx) = kada (2, y).

De modo que inf er, d\(y, Ty) < kada(x,Tx). Asi, T satisface la COUB-1.

(IT) Sea T : X — CB(X) una contraccién Ciri¢ con constantes {k}xea en [0,1/2).
Sean x € X,y € Tz y A € A. Luego,

H)\(T:L‘7 Ty) S k)x méx{d/\(x, y)u d)\(l’, TJ]), d)\(y, Ty)? d)\(ZE, Ty)v d)\<ya TZE)}
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Como y € Tz, entonces dy(y,Tx) = 0y dy(x,Tz) < dy(x,y), y por consi-

gulente,

H)\(T(L’, Ty) S k)\ mé’X{dk(m7 y)u d)x(y7 Ty>7 d)\(l‘, Ty)}
S k)\ méX{d)\(Z', ?/) + d)\(y, Ty)> d)\(yv Ty) + d)\(l’, y)a d)\(l', y) + d)\<y7 Ty)}

< kalda(z,y) + da(y, Ty)).

En consecuencia, dy(y, Ty) < ka[dxr(z,y) + dx(y, Ty)], por lo que

da(y, Ty) < [ka/(1 = kx)ldr(, ).

Por lo tanto, T satisface la COUB-1.
O

Observemos ademas que, en general, las contracciones multivaluadas estudiadas

(uniformes o métricas) se pueden distinguir en tres clases:

A: Kannan y Kannan generalizada,

B: Nadler, Chatterjea, Chatterjea generalizada, Berinde y Reich, y

C: Ciric,
Segun lo visto previamente, las contracciones clase A verifican condiciones més exi-
gentes en comparacién con aquellas de la clase B, cuyas contracciones principales
son las de Nadler y Berinde. Por otro lado, la contraccion Ciri¢ tiene notables di-
ferencias en los métodos de demostracién de existencia de punto fijo. De hecho, la

posibilidad de extender la constante de contraccién, en este caso, a cualquier valor

en [0,1) es un problema abierto y de cierto interés.

Definicién 5.2.4. Sean By y B; bases de filtro en X. Diremos que B esta subor-
dinada a B, si 'y solo si, para todo By € Bs, existe By € By tal que B; C B,. Esta

condicién la denotaremos por By F Bs.

A continuacién, definiremos las condiciones de no vacuidad y no vacuidad fuerte

sobre una base de filtro, y caracterizaremos esta 1ltima con la propiedad de ser una
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base de filtro de Cauchy. Ademas de explorar sus propiedades, estableceremos una
relacién entre dicha condicion con conjuntos de interés relacionados con una corres-
pondencia. Las condiciones de no vacuidad, los conjuntos de interés mencionados y
sus propiedades, en la forma como se describe en esta tesis, fueron introducidas por
Fierro en [21], en el caso de espacios vectoriales topoldgicos, y en [22], en el caso de

espacios uniformes.

Definicién 5.2.5. Sea B una base de filtro en un espacio uniforme (X,U). Dire-
mos que B satisface la condicidn de no vacuidad (respectivamente, condicion de
no vacuidad fuerte), si y solo si, para todo U € U, existe F', subconjunto finito
de X (respectivamente, x € X) y B € B, tales que B C U|[F| (respectivamente,
B C Ulz)).

Proposicion 5.2.2. Sea B una base de filtro sobre X. Entonces, B satisface la

condicion de no vacuidad fuerte, si y solo si, B es una base de filtro de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que B satisface la condicién de no vacuidad fuerte y sea
U € U. Luego, existe V € U tal que VoV ~! C U. Entonces, existen B€ Byz € X
tales que B C Vz] y, en consecuencia, B x B C Vo V~! C U, de modo que B es
de Cauchy. Reciprocamente, supongamos que B es una base de filtro de Cauchy, y
sean U € U y B € B tales que B x B C U. Sea x € B, luego, B C Ulz], y entonces

B satisface la condicién de no vacuidad fuerte. Esto completa la demostracion. [

En lo que sigue de este capitulo, asumiremos que (X,U) es un espacio uniforme

completo.

Proposiciéon 5.2.3. Sea B una base de filtro en X. Entonces, B satisface la condi-

cion de no vacuidad, si y solo si, para todo ultrafiltro C*, tal que B C C*, C* es una

base de filtro de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que B satisface la condicién de no vacuidad, y sea C*
un ultrafiltro en X tal que B C C*. Sean U y V en U tales que VoV~ C U. Luego,
existen B € By F € (X), tales que B C V[F]. Como V[F] € C*, y este es un
ultrafiltro, existe x* € F tal que A = V[z*] € C*. En consecuencia, A x A C U, por
lo que C* es una base de filtro de Cauchy. Ahora, supongamos por absurdo que B no

satisface la condicion de no vacuidad. Luego, existe Uy € U tal que para todo B € B
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y todo F' € (X), BN (X \ Up[F]) # 0. Més atin, dados F; y Fy en (X), tenemos
0 # X\ Ug[Fy UFy) C (X NU[F1]) N (X \ Up[Fz]). Esto implica que la coleccién
C = BU{X \ Ug[F|}re(x) es una base de filtro en X. Sea C* un ultrafiltro tal que
C C C*. Como B C C*, entonces por hipédtesis y completitud de X, existe z* € X
tal que C* converge a x*. En particular, para todo C € C*, C' N Uy[z*] # 0, lo que

es una contradiccién, pues X \ Up[z*] € C*. Esto completa la demostracion. O

Definicién 5.2.6. Diremos que una base de filtro B en X es pre-Cauchy si verifica

la condicion de no vacuidad.

Lema 5.2.1. Sean B una base de filtro en X eY = (\gp B. Son equivalentes las

siguientes afirmaciones:

(I) B satisface la condicion de no vacuidad,
(II) Y es compacto y no vacio, e

(111) Y es compacto y B converge a Y, respecto de la H(X)-topologia.

Demostracion. Supongamos que (I) es valido. Entonces, Y es precompacto y cerra-
do, por Teorema 2.3.1, Y es compacto. Sea C* un ultrafiltro en X tal que B C C*. Por
Proposicién 5.2.3, C* es una base de filtro de Cauchy y por la completitud de U, exis-
te z* € X tal que C* converge a z*. En consecuencia, x* € ﬂBec* B C ﬂB€B BCY.
Esto prueba que Y es no vacio.

Ahora, supongamos que Y es compacto y no vacio. Sea U € Y. Como Y C U[Y],
Y es compacto y, por Proposicién 2.1.2, Int(U[Y]) es un abierto en X que contiene
a Y, existen By, ..., B, en B tales que By N---N B, C U[Y]. Escogiendo B € B tal
que B C ByN---N B,, tenemos que B C U[Y]. Por Teorema 2.1.4, existe V € U
tal que V C U. Asi, Y C V[B] C U[B], de modo que B converge a Y, respecto de
la H(X)-topologia.

Finalmente, supongamos que B converge a Y respecto de la H(X)-topologia, y
que Y es compacto. Sea U € U, luego, existen V € U y B € B tales que VoVol/ C U,
B CV[Y]eY C VI[B]. En consecuencia, Y C (Vo V)[Y], y por la compacticidad de
Y, existe F € (V) tal que Y C (V o V)[F]. Por tanto, B C (V oV o V)[F] C U[F].

Asi, B satisface la condicién de no vacuidad, lo que completa la demostracion. [

Corolario 5.2.1. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
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(I) (X,U) es completo,

(II) toda base de filtro de subconjuntos cerrados de X que verifica la condicidn de

no vacuidad, tiene interseccion no vacia, y

(111) toda base de filtro de subconjuntos cerrados de X que verifica la condicion de

no vacuidad fuerte, tiene interseccion no vacia.

Demostracion. Por lema precedente, (I) implica (II), y de forma directa se tiene que
(IT) implica (III). Ahora, supongamos que (III) es valido y sea B una base de filtro
de Cauchy en X. Luego, B = {B}gep es también una base de filtro de Cauchy.
Por Proposicién 5.2.2, B es una base de filtro de subconjuntos cerrados de X que
satisface la condicién de no vacuidad fuerte. Por tanto, [ BGBE es un singleton, y
entonces B converge. Asi, (X,U) es un espacio uniforme completo. Esto termina la

demostracién. O

Definicién 5.2.7. Sean (X,U) un espacio uniforme, 7' : X — C(X) una correspon-

dencia, y x € X. Definimos los siguientes conjuntos notables:
» Uz, T)={U eUU | Tz NUlx] # 0},
= Br(z) ={TzN U[$]}Ueu(x,T)7 y

= Ir(x) = Br(z).

Lema 5.2.2. Sean T : X — C(X) una correspondencia y x € X. Entonces, para
todo x € X, Ir(z) # 0, si y solo si, existe una base de filtro C(x) en Tx tal
que C(z) F Br(z), y C(x) satisface la condicion de no vacuidad. Ademds, si Br(x)

satisface la condicion de no vacuidad, entonces Ir(x) es compacto.

Demostracion. Primero, notemos que Br(x) es una base de filtro en Tx e Zp(x) es
el conjunto de sus puntos de acumulacién. Si Zrp(x) # (), entonces C(x) = Br(x) es
la base de filtro buscada. Reciprocamente, sea C(z) una base de filtro en Tz tal que
C(z) F Br(z) y que satisface la condicién de no vacuidad, entonces ) # ((C(z) C
(Br(z) = Zr(x), que prueba lo deseado, y ademés, por lema precedente, Zr(z) es

compacto. Esto completa la demostracion. O

Teorema 5.2.2. Sea T : X — C(X) una correspondencia. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
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(I) Para todo x € X, Ip(x) # 0,
(II) existe f: X — X tal que para todo v € X, f(x) € Ip(x) £ 0, y

(III) para todo x € X, existe una base de filtro C(x) en X tal que C(x) - Br(z) y

C(z) satisface la condicion de no vacuidad.

Demostracion. Notemos que (I) es equivalente a (IT), pues Zr(z) # 0, si y solo si,
para todo = € X, existe y € Zr(x), lo que equivale a que existe f : X — X, dada
por f(x) =y € Zr(x). Ademds, por Lema 5.2.2, (I) y (III) son equivalentes. Esto

completa la demostracion. O

Teorema 5.2.3. Sea T : X — C(X) una correspondencia y {@x}ren una familia
de funciones, de X en R, semicontinuas y acotadas inferiormente. FEntonces, se

satisface lo siguiente:

(I) si para todo x € X, existe y € Tx tal que para todo X € A, dy(z,y) <
ox(x) — paly), entonces, T' tiene un punto fijo, y

(II) sipara todox € X y € Tx y A € A, dy(z,y) < vr(x) —pr(y), entonces, existe
r* € X tal que Tx* = {x*}.

Demostracion. Denotemos por =< el orden parcial de Brgndsted (Definicion 4.1.2),

correspondiente a la funcién ), y sea < el orden definido sobre X como
r <y, siysolosi, z =,y, paratodo \ € A.

Sean zg € X, C una cadena en [z, —) y B = {[z,—) N C},ec. Luego, B es una
base de filtro en C' de conjuntos cerrados. Demostremos que B es pre Cauchy. Sean
AeE AN e>0y Uy ={(x,y) € X x X|dx(x,y) < A\}. Para cada A\ € A, p,
es acotada inferiormente y entonces existe Ly = inf,cc pa(z). Sea x) € C tal que

ox(xy) < Ly + €. Luego, si y € [z\,—) N C, entonces

dx(zx,y) < oa(xa) —oay) < Lx+e—pa(y) <e

Esto demuestra que [xy, —) C Uy[x,] y por consiguiente, B es una base de filtro
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pre Cauchy. En consecuencia, existe

" € ﬂ[m,—>)ﬂC - ﬂ[m,—>)
zeC zeC
Por la hipétesis en (I), existe y € Tx* tal que z* < y. Pero 2* es maximal y entonces
y = z*. Luego, z* € Tz*, lo cual demuestra (I).
Sea y € Tz*. Asumiendo la hipétesis en (II), se tiene que y =< x*, pero, por la
maximalidad de z*, y = x*, para todo y € Tx*. Por lo tanto, Tz* = {z*}, lo cual

completa la demostracion. O

El siguiente corolario, consecuencia directa del teorema precedente, consiste en

una generalizacion del Teorema 4.1.4.

Corolario 5.2.2. Sea f : X — X wuna funcion arbitraria. Si para cada X € A,
vx : X — R es una funcion semicontinua inferior y acotada inferiormente tal que

para todo v € X, dy(z, f(z)) < oa(z) — pa(f(x)), entonces, f tiene un punto fijo.

Demostracion. Definamos la correspondencia 7' : X — CB(X) dado por Tz =
{f(x)}, para todo z € X. Por (II) de Teorema 5.2.3, existe z* € X tal que z* €
{f(z*)}. Es decir, x* = f(z*). O

Corolario 5.2.3. Sean (X,d) un espacio métrico completo, K C X cerrado en X
yf:K—K. SiT:K — X esuna funcion continua, y existe r < 0 tal que para
todo x € X, d(f(z),Tf(z)) < d(z, f(z)) + rd(x, f(x)), entonces, f tiene un punto
fijo.

Demostracion. Si definimos la funcién ¢y (xz) = —d(z,Tx)/r, para todo A € A,

entonces por corolario precedente, f tiene un punto fijo. ]

A continuacién, definiremos el concepto de semicontinuidad débil para corres-
pondencias en espacios uniformes, la cual extiende la semicontinuidad débil de co-

rrespondencias definidas en el Capitulo 4.

Definicién 5.2.8. Sea T': X — CB(X) una correspondencia. Diremos que 7" es
débilmente semicontinua superior, si'y solo si, para todo A € A, la funcién hy : X —

[0,00) dada por hy(z) = dx(x,Tz) es semicontinua inferior.
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Proposicion 5.2.4. Toda correspondencia semicontinua superior es débilmente se-

micontinua Superior.

Demostracion. Se demuestra de manera analoga a la demostracién en Proposicién
4.3.1. O

Teorema 5.2.4. Sea T : X — CB(X) una correspondencia tal que:
(I) T satisface la COUB-1,
(II) Zr(x) # 0, para todo x € X, y

(III) T es débilmente semicontinua superior.

Entonces, T' tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea {kj}rea una familia en [0, 1) tal que para todo z € X y todo
A €A,
inf dy(y,Ty) < kadx(z,Tx).

yeTx

Por Teorema 5.2.2, la condicién (II) implica que existe una funcién f: X — X tal

que f(x) € Ir(x), para todo x € X. Para A € A y x € X, tenemos que

dr(f(z), Tf(x)) < kad(z, f(x)),

y entonces

(1= Ex)da(z, f(2)) < da(z, f(2)) = dr(f(2), T(f(2))-

Definamos ¢, : X — [0,00) dada por py(z) = dy(z,Tx)/(1 — k). Asi, obtenemos

que

i, gioy) < DL DUEDTIED _ g ) — g (7(0)),

Por condicién (III), ¢, es semicontinua superior acotada inferiormente, para todo
A € A. Por Corolario 5.2.2, existe z* € X tal que f(z*) = z*. Por lo tanto, * =
f(z*) € Tz*, de modo que z* es un punto fijo para T. O

El siguiente corolario es una aplicacion del teorema anterior para corresponden-

cias en un espacio métrico completo que satisfacen la COUB-1.
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Corolario 5.2.4. Sean (X,d) un espacio métrico completo, k € [0,1) y T : X —
CB(X) una correspondencia débilmente semicontinua superior que satisface

inf d(y,Ty) < kd(xz,Tx),

yeTx

para todo x € X. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracién. Por Teorema 5.2.4, solo resta probar que Zr(x) # (). En efecto, sean
n € N\ {0}, Cu = {y € Tr|d(z,y) < d(r,Tx) + 1/n} y C(x) = {Cu(@)bnerrgor
Sea r > 0 tal que Tz N B(x,r) # (. Luego, d(z,Tx) < r, y asi, existe n € N\ {0}
tal que d(z,Tx) 4+ 1/n < r. En consecuencia, C(x) F Br(z). Ahora, sean y;(x) €
C1(z) y definamos, de manera recursiva, yn1(z) € Cy(x) N B(y,(z),1/2"). Luego,
(yn(x) : m € N) es una sucesién de Cauchy en X, y en consecuencia, C(z) satisface
la condicién de no vacuidad. Por Teorema 5.2.2, Zr(x) # 0, y por tanto T tiene un

punto fijo. Esto completa la demostracién. O

Corolario 5.2.5. Sea T : X — K(X) una correspondencia débilmente semicontinua

superior que satisface la COUB-1. Entonces, T tiene un punto fijo.

Demostracion. Por Teorema 5.2.4, basta demostrar que Zr(z) # 0, para todo z € X.
Como Tx es compacto y Br(x) es una base de filtro en Tz, entonces Zp(x) =

( Br(z) # ), para todo z € X. Esto completa la demostracion. O

Corolario 5.2.6. Sea {k)}rea una familia en [0,1) y f : X — X una funcion

continua tal que

dA(f(2), [*(2)) < kada(z, f(2)),

para todo x € X y todo A € A. Entonces , f tiene un punto fijo.

Demostracion. Basta definir T : X — CB(X) como Tx = {f(x)}. Es directo que
T cumple las condiciones del teorema anterior y, en consecuencia, 1" tiene un punto
fijo. m

Entre las principales contribuciones de esta tesis destacamos los resultados que
enunciamos a continuacion, pues estos son extensiones de resultados analogos en

espacios métricos.
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Corolario 5.2.7. (Nadler uniforme) Sea T : X — CB(X) una contraccion Nadler
con constantes {ky}ren en [0,1) tal que para todo x € X, Iy(x) # 0. Entonces, T

tiene un punto fijo.

Demostracion. Por Teorema 5.2.1, T satisface la COUB-1, y es continua respecto a la
H(X)-topologia, en particular, T es débilmente semicontinua superior. Por Teorema

5.2.4, T tiene un punto fijo. Esto completa la demostracion. O]

Corolario 5.2.8. Sea T': X — CB(X) una correspondencia débilmente semicon-
tinua superior tal que Irp(x) # 0, para todo x € X. Si T es Berinde, Kannan,
Kannan generalizada, Chatterjea, Chatterjea generalizada, o Reich, entonces, T tie-

ne un punto fijo.

Demostracion. Si T es alguna de las contracciones descritas en la Definiciéon 5.2.3,

entonces cada una de ellas satisface la COUB-1, y por tanto 7' tiene un punto
fijo. [

No todas las contracciones definidas anteriormente son débilmente semicontinua
superior. Para constatar esto, basta exhibir un contraejemplo para una de estas
contracciones definidas en un espacio métrico contenido en R. Sea 7" : [0,1] — R
definida por

z/3 si 0<z<1/2;
Tr =
z/4 st 1/2 <z <1;

Esta contraccion es Kannan, y entonces es Berinde. Ademas, con la métrica usual,

2¢0/3 si 0<x<1/2;
d(z,Tx) =

3z/4 st 1/2<zx < 1.

Sea (x,;n € N) la sucesién dada por z, = n/2(n + 1). Tenemos que converge a 1/2
por la izquierda. Luego, liminf d(x,, Tx,) = 1/3 < T(1/2) = 3/8. Por consiguiente,
T no es débilmente semicontinua superior.

Este contraejemplo muestra que, en los resultados anteriores, la semicontinuidad

superior débil no es una condicion supérflua.
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5.3. Lema de metrizaciéon

A continuacion, demostraremos el Lema 2.4.1.

Lema 5.3.1. Sea X un conjunto no vacio, y (U, : n € N) una sucesion de subcon-
guntos de X x X tales que Uy = X x X, y para cada n € N, se cumple que A C U,
Y Upi1 0 Upy1 0 Upyy C U,. Entonces, existe una funcion d : X x X — [0,00) tal

que:

(I) Para todo x,y y z en X, d(z,2) < d(z,y) +d(y,2), y

(II) para cadan € N, U, C {(z,y) € X x X |d(z,y) <1/2"} CU,4;.
Ademds, si U, es simétrico, para todo n € N, entonces d es una seudo métrica.

Demostracion. Sea f : X x X — R definida por

1/2" si dn € N\ {0}, (z,y) € Up_1 \ Up;
flz,y) =
0 si VneN,(x,y) € U,.

Observar que f(z,y) = 0, para todo (z,y) € A. Para cada (z,y) € X x X, sea
d(z,y) = inf Y, f(x;, xi41), donde el infimo se toma sobre todas las sucesiones
finitas zg, ..., 241 con xg = z y z,41 = y. Luego, d satisface (I). Ademds, d < f
y entonces U, C {(z,y) € X x X : d(z,y) < 1/2"}. Si cada U, es simétrico,
entonces f(z,y) = f(y,x), para cada (z,y) € X x X, y por consiguiente, d es una

seudométrica.
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Notemos en primer lugar que

f(xo, x3) < 2méx{f(zo, 1), f(21,72), f(z2,73)}, para todos xp, z1, 72,73 € X.
(5.1)
En efecto, sean xg, x1, 2, x5 € X. Existe r € N'\ {0} tal que

méx{f(anxl)a f(a:th)) f(fﬂg,flfg)} g 1/2T

Luego, (xg,x1), (z1,x2), (x2,23) € U,_1 y entonces (g, x3) € U,. Por consiguiente,
f(xo,w3) = 1/2"1 = 2/27 1o cual demuestra (5.1).

Demostremos la segunda inclusién en (IT). Sea (x,y) € X x X tal que d(z,y) <
1/2". Luego, existen o, . .., T, Tny1 € X talesque zg = =, Tpp1 = Yy Y oo [(T5, Tig1) <
1/2". Sean a = Y i f(@i, xix1) ¥ kn = méx{k <n: 2% flai i) < a}. De-

mostraremos que

f(zo, xpi) <2 f(zi, i), para todos g, ..., 2,1 € X. (5.2)
=0

Por (5.1), (5.2) se satisface para n < 2. En particular, se cumple si n = 0. Suponga-

mos que
k
fzo, xpy1) < QZf(xi,xiH), para todos xg, ..., T € X y todo k < n.
i=0
Si k, > n, entonces f(xg,z1) = -+ = f(xn,xn11) = 0 y en consecuencia, (5.2) se

satisface. Si k,, < n, la hipdtesis de induccion implica que

kn n
f(@o, wp, 1) <2 Z f@iziv) vy f(@h,12,Tog) <2 [, @i11)

No es posible que 2377, f(2i,2:41) > a, por que si asf fuera se tendrfa,

n kn+1
Z f(xi, wig1) > Z f(@i, wig1)
i=kn+2 i=0
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y entonces
E* 41 k41
a= E fxi, xig1) g flxi,xiq) > 2 E fxi, xi1) > a,
i=0 i=k* 12

por la maximalidad de k*, lo cual es una contradiccién. Tenemos asi que

Por (5.1) se tiene f(zg, zp+1) < 2a, lo cual demuestra (5.2), lo cual demuestra (5.1) y
entonces f(zg, T,11) < 1/2"71. Es decir, f(z,y) < 1/2". Por lo tanto, (z,y) € U,_1,

concluyendo la demostracion. O

5.4. Teorema de Brouwer

Si bien la demostracién original del teorema de Brouwer utiliza herramientas de

calculo, abordaremos su demostracién mediante grupos de homologia.

Definicién 5.4.1. Seann > 1y f:S" — S™ una funcién continua. Si o es uno de
los generadores del n-ésimo grupo de homologia de S™, H,(S™), v k € Z es tal que
f«(a) = ko, diremos que k es el grado de f.

Teorema 5.4.1 (Brouwer). Toda funcién continua f : D™ — D" tiene un punto

fijo.
Demostracion. Supongamos que f : D™ — D" no tiene punto fijo. Podemos definir
g : D" — S™ ! como
9(x) = 7%
|z — f(z) |

Sea h : S"! — S"~! Ja restriccién de g a S" 1. Luego, gr(h) = 0.
Por otro lado, definamos la homotopfa H : S"~! x [0,1] — S"~! dada por

z —tf(x)

Heh) = =

la cual estd bien definida, pues para t = 1, f(z) # x, y si t € [0,1), entonces
|z ||=1y | tf(x) ||=1t ]| f(x)||<t < 1. En consecuencia, H es una homotopia
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entre la funcién identidad en S™ ' y h, de modo que gr(h) = 1, lo que es una

contradiccion. Esto completa la demostracion. O
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