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Prélogo

Fue en 1999, durante un viaje que llamamos Expedicién Holanda, que por primera vez conoci la defensa
costera de Oosterscheldekering, en los Paises Bajos, cuya funcién es proteger grandes extensiones de terreno de
inundaciones que ocurren de tanto en vez en el Mar del Norte. En aquellos tiempos poco sabia de ingenieria
costera y mis labores solo se remitian a las de escribano de una expedicién constituida también por mis amigos
Rolf Sielfeld y Jimmy Furniss. Los vientos en ese lugar arrastraban la arena sobre un cordén de dunas verdes,
que se interrumpia a ratos por algin canal para la navegacién de veleros. Eran los Gltimos afios como estudiante
de Ingenieria Civil y el panorama profesional como futuro ingeniero calculista no me parecia auspicioso. Aquellas
imagenes fueron tal vez el inicio de un camino exploratorio hacia una disciplina compleja, que se desenvuelve en
uno de los entornos mas dinamicos del orbe. Han pasado 20 afios de esa epifania, miles de clases y ejercicios,
decenas de proyectos, articulos, y muchas caras de estudiantes a ratos entusiasmados, a veces escépticos. He
aprendido a documentar el material para evitar que la dispersién que caracteriza mi forma de pensar confunda
a quienes atienden clases. He intentado dejar la pizarra y sentarme junto a ellos como guia mas que maestro. Y
en ese constante intento de formar ingenieros, he escrito este libro, que siendo el primero, probablemente tenga
a la vez la torpeza y el vigor de la juventud.

La formacién de ingenieros maritimos requiere cubrir temas como la meteorologia, la oceanografia, la hidraulica
maritima, la arquitectura naval, las estructuras, los materiales y el medio ambiente, entre muchos otros. Un
libro en espafiol que cubra todos estos temas puede tomar una vida de dedicacién, por lo que he optado por
dividir el universo en partes domables. Este texto se orienta a cubrir los aspectos fundamentales del modelado
de procesos costeros, relacionando elementos teéricos con aplicaciones asociadas a costas violentas como la del
Océano Pacifico. A pesar de ser el modelado de procesos costeros un tema relativamente arido, es apasionante.
Comprender y predecir cémo se mueven o mezclan los fluidos en el ambiente costero constituye un desafio inte-
lectual. Ello pues la zona costera es esencialmente compleja y en ella confluyen el aire, el agua y los sedimentos,
generando procesos fisicos que ocurren en diferentes escalas de tiempo y espacio.

Los objetivos primordiales del libro son los de presentar las ecuaciones que gobiernan los procesos fisicos,
introducir conceptos esenciales sobre su modelado numérico y proponer herramientas para la interpretacion de
los resultados. El texto estd en constante metamorfosis y en un inicio fue escrito en un lenguaje mas bien
coloquial, como siguiendo una conversacién en clases. Con el tiempo y la revisién de muchos, ha ido tomando
un cariz mas formal. He intentado plasmar aqui las ideas que suelen no aparecer en textos mas sofisticados,
o que se asumen conocidas. Donde siento que mi explicacién es precaria, he procurado citar a otros autores
cuyas referencias acompaiian el material del curso. Como requisito de entrada al texto, es recomendable estar
familiarizado con el calculo integral y diferencial, con la programacion y con la mecanica de fluidos. Es deseable,
pero no imprescindible, haber tenido exposicién a algoritmos y métodos numéricos como Matlab, Octave o
Scilab. Para acotar la extensién del texto, he evitado deliberadamente profundizar en conceptos relacionados
con la teoria lineal del oleaje y el modelado de procesos morfodindmicos, que asumo ya debieras manejar (el
primero) o tendras la oportunidad de hacerlo en el futuro (el segundo).

Es claro que mucho de lo expuesto en estas paginas quedard obsoleto en los afios venideros -sobretodo en
lo referido a técnicas de modelado numérico— pero probablemente los aspectos teéricos fundamentales sigan
vigentes en la medida que no asome una revolucién cientifica en la disciplina. Te pido por ello que me hagas
llegar comentarios sobre errores, anacronismos u omisiones que pude haber cometido a través de cualquier me-
dio. Espero que este libro te guie por la fisica compleja que describe los procesos costeros y que sea un primer
paso en un camino largo pero estimulante. Finalmente, confio aportar a la ensefianza, aprendizaje y difusion de
una disciplina fundamental para paises riberefios como el nuestro.



Estructura del texto y textos de apoyo

La estructura del documento se describe a continuacidn:

= En la parte 1 se introducen conceptos generales y recomendaciones de buenas practicas sobre el proceso
de modelado. Se presentan los modelos fisicos y numéricos cuyas aplicaciones cubren fenémenos hidro-
dinamicos y morfodinamicos, procesos de mezcla y de interaccién fluido estructura. Se introducen las
dimensiones espaciales y sistemas de coordenadas utilizados en el modelado numérico ademas de con-
ceptos atiles como la calibracién y validacion, el analisis de sensibilidad, la precisién y exactitud de los
esquemas numeéricos. Los conceptos de modelado fisico de procesos costeros pueden ser complementados
con la lectura del texto clasico de Hughes (1993).

= En la parte 2 se presenta un resumen de las ecuaciones fundamentales de la hidrodindmica y algunos
principios elementales sobre el flujo turbulento. Se presentan las ecuaciones de conservacién de la masa,
momentum y energia para flujos compresibles, incompresibles, rotacionales e irrotacionales, que sirven de
base para la derivacién de diversas ecuaciones utilizadas a lo largo del texto. Finalmente, se reproducen
algunas herramientas matematicas que serviran de apoyo en dichas derivaciones. Esta parte, esencialmente
tedrica, puede ser complementada con el estudio de textos de mecénica de fluidos (Panton, 2005) o clasicos
de mecanica de ondas (Dean & Dalrymple, 1991).

= En la parte 3 se introducen los procesos de mezcla y las ecuaciones fundamentales que describen la
adveccién, la difusién, la reaccién, la dispersién y combinaciones de estas que se dan en el medio. Se
complementan estas ecuaciones con aquellas que se aplican en un flujo turbulento y se presentan ejemplos
de este tipo de estudios en el marco de proyectos emplazados en ambientes acuaticos. Los aspectos tedricos
de esta parte pueden complementarse con el texto de Fischer et al. (1979) en tanto que los conceptos de
modelado numérico de descargas pueden complementarse con el texto de Wood & Wilkinson (1993).

= En la parte 4 se introducen aspectos fundamentales de la resolucién de las ecuaciones mediante diferencias
finitas. Se utiliza la ecuacién de adveccion-difusién-reaccion como excusa para ejemplificar conceptos de
modelado numérico tales como discretizacién, estabilidad y convergencia. Esta eleccién se basa en que
-si se considera a la difusividad como propiedad del material y no del flujo- la ecuacién es lineal y por
ende facilita la asimilacién de estos conceptos. Asimismo, los procesos fisicos que gobiernan la mezcla
son relativamente simples y pueden también ser utilizados como analogia para explicar otros fenémenos
como la difusién de momentum, que aparece en alguna de las versiones simplificadas de las ecuaciones
de Navier-Stokes. En este texto sélo presento esquemas de modelado en diferencias finitas bajo el Gnico
argumento que son a los que mas he estado expuesto. El lector debe estar consciente de que existen
técnicas como los volimenes finitos, los elementos finitos, los problemas de contorno (boundary value
problems) o los métodos SPH (smooth particle hydrodynamics) que ofrecen alternativas a las diferencias
finitas. Esta parte puede complementarse con el texto introductorio de Moin (2010).

= En la parte 5 se presentan los modelos de propagacion de ondas, abarcando la clase de modelos que
promedian y resuelven la fase. Se pone énfasis en las ecuaciones no lineales de onda larga, que son ati-
les para la caracterizacién de ondas cuya longitud es mucho mayor que la profundidad de propagacion.
Ejemplos de ésta en el ambito de la ingenieria costera son la marea astronémica, los tsunamis, la marea
meteoroldgica asociada a huracanes y centros de baja presién, el oleaje en aguas someras y otras ondas
planetarias de gran escala, como las ondas de Poincare, Kelvin, Rossby y las ondas internas. Estas ecua-
ciones también se utilizan en inundaciones fluviales, rotura de presas, flujos de escombros y lahares, flujos
piroclasticos, avalanchas y deslizamientos submarinos. Las ecuaciones de onda larga contienen términos
nolineales (y eventualmente dispersivos) asociados a una fisica mas compleja y que a la vez dificultan
su implementacién numérica. Los conceptos asociados a los modelos que promedian la fase se pueden
consultar en el texto de Holthuijsen (2010) y aquellos relacionados con los modelos que resuelven la fase
se encuentran en el texto de Svendsen (2006).



Figura 0.0.1: El equipo de Ingenieria Civil Oceanica de la Universidad de Valparaiso, hacia 2016.

= En la parte 6 concluyo con una aplicacién especifica de las ecuaciones de onda larga a la zona de rompiente.
Estas ecuaciones permiten modelar como primera aproximacién, los campos de velocidad y de elevacién de
la superficie del mar para batimetrias irregulares, basandose en las ecuaciones de onda larga. Bajo ciertas
simplificaciones, estas ecuaciones permiten encontrar expresiones analiticas para la corriente longitudinal
y el wave setup, ambos fenémenos a considerar en el disefio de obras costeras. Estos conceptos pueden
complementarse con el texto de Svendsen (2006).

= En la parte 7 se presentan algunas técnicas de modelado utilizadas actualmente para caracterizar la
evolucién de las marejadas desde su generacién en el océano hasta su disipacién en la costa.
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Capitulo 1

Introduccién al modelado de procesos
costeros

1.1. La zona costera

La zona costera es una de las mas dinamicas en la tierra, donde la regla es el constante cambio. En ésta
interactian los elementos basicos -agua, aire y tierra- con escalas espaciales y temporales bien marcadas y
propias de una zona de transicién entre el océano y el continente. El mar y su contraparte terrestre, la costa,
tienen una personalidad cambiante, ciclica, irregular y nolineal; a veces predecible, otras caprichosa. Un sistema
tan dindmico como éste es vulnerable a las acciones que los habitantes efectuamos sobre él. Estas acciones
tienen impacto, por ejemplo, cuando vemos un rio estrangulado en su desembocadura por un desarrollo inmobi-
liario, o una presa cortando el flujo sedimentario (la sangre que alimenta las playas) y generando erosién costera.

Para ilustrar la multiplicidad de actividades que efectuamos en el territorio costero, recurriré al ejemplo del
Puerto de San Antonio, ubicado en la zona central de Chile. La Figura 1.1.1 muestra una fotografia aérea to-
mada a principios del siglo XXI que permite ver cémo este entorno portuario se emplaza en un territorio natural
cuyas caracteristicas son muy variables en el espacio y el tiempo. Sélo en la zona portuaria existen diferentes
actividades entre las que destacan i) la transferencia de contenedores y carga general en la darsena exterior, ii)
la actividad pesquera artesanal e industrial que se desarrolla en |la pequefia darsena ubicada mas cercana de la
ciudad, iii) la transferencia de graneles liquidos y sélidos en la zona mas expuesta del puerto, ubicada al norte de
la bocana de acceso, iv) la actividad turistica en el paseo costero, iv) la actividad logistica en las explanadas de
respaldo del puerto y v) los servicios ecosistémicos que ofrece la Laguna de Llolleo, como por ejemplo permitir
alimentacién y descanso a aves migratorias..

Al sur del puerto se ubica la desembocadura del rio Maipo, cuyo caudal arrastra grandes cantidades de se-
dimentos, contaminantes y nutrientes desde la cuenca alta, donde se ubica Santiago y otras localidades de la
Regién Metropolitana. Durante la construccién del molo sur, en las primeras décadas del siglo XX, la linea de
costa avanzé del orden de 700 metros producto de la acumulacién de estos sedimentos, generando una terraza
costera de baja cota donde se emplaza hoy parte de Llolleo. El avance de la linea de costa -que seria catalogado
hoy como un impacto ambiental significativo- permitié el emplazamiento de dos campings -inicialmente irre-
gulares y luego validados con alumbrado pablico y servicios-, uno de los cuales fue arrasado por el tsunami de
2010 (Contreras-Lépez et al., 2013). Sobre estos campings se construiria a la postre, una explanada del puerto.
Hacia el sur de la desembocadura del rio Maipo se ubica la playa de Santo Domingo y mas al sur el Humedal
El Yali, un sitio RAMSAR de valor ecolégico Gnico.

Mediante el ejemplo de San Antonio intento mostrar i) cémo el territorio costero se modifica dramatica-
mente por la intervencién humana y ii) que dicho territorio estéa indisolublemente ligado a la cuenca hidrografica

10
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que lo alimenta. De hecho, gran parte de los sistemas dunarios, playas y humedales se nutren de las arenas
nacidas por la fragmentacién de las rocas en la alta cordillera; arenas y nutrientes que llegan a la costa y son
arrastradas por la fuerza del oleaje rompiente y las corrientes marinas. Practicas donde se desconoce la relacién
entre la cuenca y el territorio costero han causado, por ejemplo, estragos en la costa espafiola de Mediterraneo,
donde la regulacién excesiva de los rios, la extraccién de aridos y aguas de los acuiferos terminé por arrasar con
cientos de kilémetros de playas. Hoy, las playas andaluzas son rigidizadas con espigones de roca para evitar la
fuga de la arena remanente, a costa, por cierto, de una pérdida de valor natural y escénico. Los deltas de los
rios Nilo, Ebro o Mississippi son otros ejemplos donde la erosién avanza sobre terrenos que fueran otrora fértiles.

A la complejidad natural la zona costera deben sumarse los riesgos asociados a las variaciones del nivel del
mar debidas al cambio climatico, terremotos, tsunamis y otros fenémenos sobre los que tenemos menos control,
de modo de considerarlos al momento de pensar como intervenimos (si intervenimos) el medio. En una planifi-
cacion inteligente, los rios, esteros y cuerpos de agua, ademas de las dunas y las playas, debieran permanecer
inalterados de modo de permitir su movilidad y adaptabilidad a los ciclos naturales. El uso de obras duras en la
costa es, a mi juicio, s6lo aceptable en zonas portuarias, industriales o urbanas donde su inversién trae aparejado
un beneficio social que lo justifique, e impactos ambientales acotados. En este texto presento los elementos
conceptuales y practicos que permiten comprender los procesos que determinan el desarrollo de proyectos en
el territorio costero y oceanico, de modo de satisfacer los requerimientos de explotacién y aquellos de caracter
ambiental.
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Figura 1.1.1: Arriba: Fotografia aérea del Puerto de San Antonio, tomada a principios del siglo XXI. Al centro
se muestran la déarsena exterior -que alberga terminales porta-contenedores, de graneles y de carga general- y
la ddrsena interior donde se ubica el puerto pesquero de Puertecito. Hacia el sur aparecen sucesivamente la
localidad de Llolleo, la desembocadura del rio Maipo, la localidad de Santo Domingo y el Humedal del Yali.
Centro: Muelle pesquero en Puertecito y desembocadura del rio Maipo. Abajo: Porta-contenedores atendido
por grias Gantry en el molo sur.
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1.2. Modelos utilizados en procesos costeros

Un modelo es una representacién simplificada de un fenémeno que interesa estudiar, comprender o predecir.
La complejidad de los fenémenos naturales que ocurren en sistemas acuéticos (donde hay interaccién del agua
con el aire, el sedimento y las obras) es tal que nos obliga a retener los procesos dominantes y descartar aquellos
que tienen una relevancia menor. En este sentido, la complejidad de un modelo depende de si su objetivo es
cientifico o ingenieril, siendo los primeros usualmente mas complejos que los segundos. En el ambito de la inge-
nieria, los estudios se desarrollan con plazos y recursos acotados que obligan al ingeniero a buscar una solucién
aproximada a un problema. En la ciencia, en contraste, los plazos suelen ser mas holgados y los modelos se
utilizan para la comprensién cabal del fenémeno, sin necesariamente buscar soluciones.

Para ilustrar las diferentes aproximaciones a la realidad mediante un modelo matematico, recurramos a un
ejemplo de la ingenieria estructural. La Figura 1.2.1 muestra tres modelos con diferentes grados de complejidad
para representar una estructura. El mas simple consiste en un modelo unidimensional donde cada piso se simula
como una masa y todas las columnas como un solo elemento con propiedades equivalentes. En ese modelo
podemos conocer a grosso modo el desplazamiento de cada piso pero desconocemos el funcionamiento de las
losas y columnas en forma individual. Un modelo bidimensional, levemente mas complejo, considera el piso como
un marco con varias columnas y una losa. En este modelo podemos conocer un poco mas sobre la interaccién
de losas y columnas, pero no es posible caracterizar efectos torsionales en planta. Un modelo tridimensional
permite conocer el comportamiento individual de los elementos y su interaccién con el resto de la estructura,
con costos computacionales bastante mayores pero con una riqueza bastante mayor de la fisica subyacente.
Idealmente, nos interesaria conocer el comportamiento de la estructura real, pero es practicamente irrealizable
porque en un proyecto real ella no se ha materializado o porque los modelos a escala 1:1 son muy costosos, entre
otras razones. Estas ideas son también aplicables a modelos hidrodinamicos y aquellos orientados a comprender
los procesos de mezcla.

Un modelo hidrodinamico tiene como objetivo describir las propiedades fisicas del agua en movimiento que
surgen como consecuencia de condiciones externas como las mareas, los vientos, las descargas de rios, el oleaje
y los gradientes densimétricos, entre otras forzantes. Entre las variables fisicas de interés estan la velocidad, la
presion, la densidad, la salinidad, la temperatura, la concentracién de alguna sustancia y el nivel de agua. Los
modelos hidrodinamicos son una herramienta fundamental para cuantificar el impacto ambiental de proyectos
lacustres, fluviales y costeros. A su vez, en la ingenieria portuaria y costera existen una amplia gama de variables,
cada una con modelos de diferente complejidad. La Figura 1.2.2 presenta una descripcién de algunas variables
atmosféricas, oceanograficas y morfolégicas asociadas a un proyecto de obras maritimas, muchas de las cuales
requeriran de modelos individuales o acoplados (aquellos que relacionan el comportamiento de mas de una
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Figura 1.2.1: Esquema de un proceso de modelado: A la izquierda el edificio Hucke, de la Universidad de
Valparaiso, seguido en orden de complejidad por modelos unidimensional, bidimensional y tridimensional.
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Figura 1.2.2: Algunas variables tipicas de un proyecto de ingenieria maritima.

variable). A estas variables se suman otras de caracter técnico que exceden el alcance de este texto. Entre ellas
destacan i) la hidrologia y la hidraulica fluvial que definen el régimen de las desembocaduras que alimentan
a las costas, ii) la arquitectura y el urbanismo que definen los criterios de emplazamiento en el territorio
costero, iii) la biologia marina, la oceanografia y la ecologia que permiten evaluar el impacto sobre el medio
biético asociado a las intervenciones humanas y iv) otras variables que rigen los marcos politico, econémico,
turistico, social, legal y ambiental en los que se enmarcan los proyectos de ingenieria maritima. Para proyectos
de descargas de efluentes en el mar existen otras variables relevantes (e.g. salinidad y temperatura del agua,
oxigeno disuelto y precipitacién, entre otros), que son fundamentales para comprender los procesos de mezcla
de los efluentes.

1.2.1. Modelos fisicos y modelos numéricos
En la ingenieria maritima existen dos tipos de modelos que son complementarios entre si:

= Los modelos fisicos son representaciones de un sistema real a escala y bajo condiciones controladas
en un laboratorio. A diferencia de una maqueta arquitecténica donde sélo se reduce la escala, en los
modelos fisicos se escalan en forma simultédnea las dimensiones, la cinematica (desplazamientos, velocidad
y aceleracién) y la dindmica (fuerzas) del prototipo en tamafio real a un modelo a escala usualmente menor,
donde se ejecutan las observaciones. Un excelente recurso para aprender sobre modelos fisicos es Hughes
(1993).

= Los modelos matematicos representan los principios de conservacién de la masa, momentum y energia
mediante sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, que permiten caracterizar la evolucién de las
propiedades del flujo en el espacio y el tiempo. Entre estas ecuaciones destacan las de continuidad, las de
Navier-Stokes, la de la energia y las ecuaciones de estado. Los modelos numéricos se pueden subdividir
entre modelos deterministas donde los datos de entrada y las ecuaciones son lo suficientemente exactos
para conocer las propiedades del flujo con gran precisién, y los modelos estocasticos o probabilistas,
donde se incorpora la incertidumbre en los datos de entrada y/o en las ecuaciones de gobierno. Un proceso
estocastico es un concepto que sirve para describir variables aleatorias que evolucionan en funcién de otra
variable (generalmente el tiempo) y que se pueden caracterizar mediante un funcién de distribucién de
probabilidad.
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Figura 1.2.3: Experimento ilustrando el proceso de difusién de la masa de un conjunto de personas en Mc-
Graw Tower, un campanario ubicado en Cornell University, Estados Unidos. Como parte del equipo organizador
de la actividad, desarrollada con nifias de high school para un campamento de verano en 2013, recomiendo
ampliamente la experiencia como parte del proceso formativo de futuros estudiantes de ciencias e ingenieria.

Cabe mencionar que los modelos fisicos y numéricos son complementarios. En términos simples, los primeros
permiten estudiar en detalle una cantidad relativamente reducida de casos y calibrar parametros que luego se
utilizan en el modelado numérico. Los modelos numéricos permiten estudiar gran cantidad de casos e incorporar
facilmente las condiciones con y sin proyecto con relativa simpleza. Los plazos y costos necesarios para imple-
mentar un modelo fisico son comparativamente altos en relacién a los numéricos, y esta en el disefiador lograr
el balance 6ptimo al definir el uso de ambos. Cabe mencionar que en los proyectos, usualmente entre un 5% y
10 % del costo total de la obra corresponde a los estudios de ingenieria y el resto para construccién. Por ende,
para proyectos relativamente pequefios y simples, el modelo fisico puede omitirse.

En la hidraulica existen también modelos analégicos que permiten inferir el comportamiento de un fend-
meno a partir de otro diferente, pero que se representa mediante ecuaciones con estructura equivalente. Un
ejemplo es la analogia entre un circuito eléctrico y un sistema de tuberias, o la analogia del random walk uti-
lizada para explicar la difusién de un agente en un medio (Figura 1.2.3). Estos modelos se utilizan con fines
pedagdgicos y estan actualmente en desuso para cuantificar fenémenos debido al aumento de la capacidad
computacional, que permite privilegiar el uso de modelos numéricos.

1.2.2. Modelos en la ingenieria maritima

Los modelos se utilizan para estudiar una amplia gama de problemas de manejo portuario y medioambien-
tales, entre los que se destacan los siguientes:

= Modelos de generacién de oleaje en el océano abierto

= Modelos de propagacién de oleaje en zonas costeras

= Modelos de agitacién de oleaje en darsenas y bahias

= Modelos de resonancia en darsenas y bahias

= Modelos de hidrodinamicos forzados por mareas, vientos u otros forzantes
= Modelos de maniobra de buques en zonas de aproximacién al puerto

= Modelos de buque atracado

= Modelos de evolucién de playas (en planta, perfil o tridimensionales)

= Modelos de estabilidad y esfuerzos en diques

= Modelos de tsunami generados por sismos y remociones en masa (/andslide)
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MECANICA RELATIVISTA MECANICA CUANTICA MECANICA SOLIDOS MECANICA DE FLUIDOS

MECANICA DE FLUIDOS

FLUIDO INCOMPRESIBLE FLUIDO COMPRESIBLE

Aerodindmica
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Hidrdulica
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Ondas gravitatorias Oceanogrdfia
Ondas internas Meteorologia
Procesos de mezcla

Transferencia de calor

Transporte de sedimentos

Figura 1.2.4: Ambitos disciplinarios de la mecanica de fluidos.

= Modelos de procesos de mezcla de contaminantes
= Modelos de interaccién oleaje-estructura

» Modelos CFD (Computational Fluid Dynamics)

= Modelos estructurales

Los modelos dependen mucho del ambito disciplinario en que se utilicen. La Figura 1.2.4 muestra una divisién
de diferentes subdisciplinas de la mecanica de fluidos, dentro de la cual aparece la mecanica de fluidos ambiental
y la mecénica de fluidos geofisica, donde se aplican algunos de los contenidos de este libro. La mecanica de
medios continuos, no contemplada en la figura, es una rama de la mecanica utilizada por algunos autores que
propone un modelo unificado para la mecanica de sélidos y fluidos.

1.2.3. Dimensiones espaciales en un modelo numérico

En la naturaleza, los procesos hidrodinamicos y de mezcla ocurren en el espacio tridimensional. Por ejem-
plo, la Figura 1.2.5 muestra el campo de velocidades en secciones transversales a lo largo de un rio, obtenido
mediante un ADCP (Acoustic Doppler Current Profiler), obtenida de Venditti et al. (2014). Se observa que la
velocidad horizontal en el sentido del flujo es superior a la vertical y que existen marcados gradientes tanto en
la secciéon como a lo largo del rio. También se observa que en el perimetro mojado del rio la velocidad es nula
producto de las condiciones de contorno de no deslizamiento e impermeabilidad y que la velocidad tiende a
aumentar hacia la superficie y el centro de la seccién. Estas mediciones evidencian que los flujos en la realidad
son muy complejos y dificiles de modelar.
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Figura 1.2.5: Registros de velocidad horizontal y vertical en la seccion de un rio (Venditti et al., 2014).

Dependiendo de las caracteristicas del flujo y los objetivos del estudio, pueden efectuarse simplificaciones con
miras a reducir el costo computacional y la complejidad del analisis. Ello, naturalmente, se hace a costa de
sacrificar parte de la fisica cuya importancia es menor para efectos del estudio. Asi, los flujos pueden ser es-
tudiados en grados crecientes de detalle y precisién por medio de modelos en una sola dimensién (1D), de
dos dimensiones en la vertical (2DV), de dos dimensiones en la horizontal (2DH) y tres dimensiones (3D). Los
modelos 2D y 3D requieren de condiciones de borde e iniciales complejas, para las cuales existen soluciones
analiticas s6lo en casos muy simples. El incremento de las dimensiones asimismo rescata de mejor manera la
fisica a costa de un incremento en el costo computacional. Cabe notar que en el ambito del modelado de
procesos costeros, el término unidimensional representa una dimensién espacial. Andlogamente, los términos
bidimensional y tridimensional consideran dos y tres dimensiones espaciales, respectivamente. En estricto rigor,
no obstante, estos modelos consideran también el tiempo como una dimensién adicional.

Para ilustrar las diferencias entre modelos, veamos el ejemplo de un rio en la Figura 1.2.6, donde el espa-
cio continuo donde ocurren los procesos fisicos se discretiza en elementos discretos donde se resuelven las
ecuaciones. Dicha discretizacién es necesaria puesto que en la naturaleza, los procesos obedecen a modelos
matematicos (i.e. ecuaciones de gobierno, relaciones constitutivas y condiciones iniciales y de borde) que, sal-
vo excepciones, tienen solucién analitica. La discretizacion facilita la solucién mediante computadores que, en
esencia, obedecen a lenguajes discretos.

1.2.3.1. Modelos unidimensionales

Los modelos 1D, o unidimensionales, se basan en el supuesto de que el flujo a lo largo del eje del cuerpo
de agua esencialmente alargado (como un rio, un estuario o un fiordo) prevalece sobre las dimensiones lateral y
vertical. La batimetria se introduce para secciones transversales en las cuales se calculan la profundidad media
en la seccién H (x,t) y un Gnico valor de velocidad promedio en la seccién transversal (u) (z,t). Estos valores
se definen como

- 1 [¥2
et)= [ Hwtd, (1.21)
Y1
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Figura 1.2.6: Tipos de modelos utilizados para flujos ambientales en un cuerpo de agua. El eje x corresponde al
gje longitudinal, y es la coordenada lateral y z la coordenada vertical. a) Modelo en una dimensién 1D donde las
propiedades del flujo son promediadas en la seccion transversal del cuerpo de agua. b) Modelo 2DV donde el flujo
se resuelve promediando en la vertical en el plano x — z, cuyo objetivo es conocer la distribucién longitudinal del
flujo. ¢) Modelo 2DV donde el flujo se resuelve en el plano y — z de modo de conocer la distribucion transversal
del flujo. d) Modelo 2DH donde el flujo se resuelve en el plano x — y para conocer las propiedades en planta
del flujo. ) Modelo 3D donde las propiedades del flujo son calculadas puntualmente.

donde B (x) = y2 — y1 es el ancho de la seccién con coordenada longitudinal x, siendo ys () e y1 () los
extremos izquierdo y derecho de la seccién mirando la seccién hacia aguas abajo y

n

H (z,y,t) :/ dz (1.2.2)
—h

es la profundidad total del cuerpo de agua, con z = 7 (x,y,t) es la superficie libre y 2 = —h (x,y) la posicién

del fondo. La definicién de estas variables se incluye en la Figura 1.2.7. La velocidad promedio en la seccién

transversal con coordenada longitudinal x se define como

1 Y2 n
W)= [ [ utysndud, (1.23)
y1 J—h

donde A (x) es la seccién transversal. Esta aproximacién no permite visualizar las variaciones transversal (en
y) y vertical (en z) en la velocidad, pues han sido integradas en el espacio. La aproximacién se basa en que el
flujo es perpendicular a la seccién transversal, lo que no es vélido en rios donde hay recirculacién.

En la practica de ingenieria hidraulica, los modelos 1D son aplicables en rios de seccién angosta donde in-
teresa conocer el nivel de agua H (z,t) y la velocidad media del escurrimiento (u) (x,t). Para calcular estas
variables se puede usar i) una combinacién de las ecuaciones de conservacién de la masa y energia (Bernoulli)
para valores medios en la seccién transversal, o en su defecto ii) las ecuaciones de Saint-Venant (ecuaciones

Figura 1.2.7: Esquema con las definiciones geométricas de un canal de seccién variable.
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5.4.93), que corresponden a los principios de conservacién de masa y momentum integradas en la seccién trans-
versal.

Otra aplicacién clasica es el flujo en conductos a presion (sistemas de tuberias), donde se suele recurrir a
los principios de conservacién de la masa y la energia (Bernoulli), con valores promediados en la seccién. Para
un flujo estacionario con densidad constante, se puede establecer la relacién entre dos secciones mediante las
expresiones

(p)y <U>% (p)2 <U>§
Aq (u); = Az (u),, (21 + —+——==(2) + =+ "=+ AF, (1.2.4)
! ? oy 2y Ty 2
donde A es el area de la seccién transversal de la tuberia, (z), (u) y (p) son la cota, la velocidad y la presién
medias en la seccidn, «v es el peso especifico, g es la aceleracién de gravedad y AF es la pérdida de energia por
efectos de friccién y singularidades entre las secciones 1y 2.

1.2.3.2. Modelos bidimensionales

Los modelos 2D, o bidimensionales, se pueden dividir en dos. Los modelos 2DH reproducen los fenémenos
en el plano horizontal (z,y) y los modelos 2DV representan modelos en los planos verticales (x, z) y (y, z). Los
modelos 2DH se basan en el supuesto de que el flujo en el plano horizontal predomina por sobre la dimensién
vertical. La batimetria se introduce para todo el espacio en planta donde se calcula la profundidad total en la
seccién H (x,y,t) y las velocidades integradas en la profundidad

1 M 1 [
u(x,y,t) = / u(z,y,2,t)dz, v (z,y,t) = / v(x,y,z,t)dz. (1.2.5)
H —h H —h
En esta expresion z = n(x,y,t) es la superficie libre y z = —h (x,y) la posicién del fondo. Esta expresién

implica que la velocidad se promedia en la columna vertical de agua y estd representada por un Gnico valor por
punto (z,y) en el instante ¢.

Los modelos 2DH se aplican en flujos donde la escala espacial del flujo en el plano horizontal es mucho
mayor que la profundidad o en aquellos dominados por la estratificacién de alguna de sus variables. Entre los
primeros se encuentran rios anchos y someros como el Biobio en su desembocadura (Figura 1.2.8), estuarios,
lagos, fiordos y las ondas largas en la costa. Para flujos en que alguna de sus propiedades tiene una variaciones
verticales apreciables, se pueden utilizar modelos 2DV donde se calculan las propiedades del flujo para cada
seccién, en cuyo caso deben introducirse otras formas de promediar.

1.2.3.3. Modelos tridimensionales

Los modelos 3D, o tridimensionales, rescatan de manera mas adecuada la fisica pues permite determinar
las tres componentes espaciales de la velocidad

u(z,y,2,1), v(x,y,2t), w(x,y,z,t), (1.2.6)

sin incurrir en ninguna integracion espacial. En estos modelos es necesario determinar la posicién de la superficie
libre mediante, por ejemplo, el método VOF (Volume Of Fluid method). La aplicacién de modelos 3D se utiliza
raramente debido a la complejidad involucrada en el proceso de calibracién y los costos computacionales, pero
se haran cada vez mas populares en el ambito de la ingenieria en la medida que la capacidad de los computado-
res mejore y se desarrollen algoritmos mas eficientes. El explosivo desarrollo de la capacidad computacional se
ejemplifica mediante la «Ley de Moore», acufiada por el cofundador de la empresa Intel en 1965, que establece
que la velocidad de procesamiento de las computadoras se duplica cada doce meses.
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Figura 1.2.8: Fotografia aérea del Rio Biobio en Concepcidn, cerca de la desembocadura.

Finalmente, cabe mencionar que las magnitudes calculadas con diferentes modelos son esencialmente dife-
rentes. Por ejemplo, la velocidad media en la seccién (u) (x,t) representa un promedio en la seccién en tanto
que la velocidad media en la profundidad % (x,y,t) representa el valor medio proyectado en la horizontal. La
velocidad u (x,y, z,t) corresponde a la velocidad en un punto. La interpretacién de estas tres velocidades se
ilustra en la Figura 1.2.9.

z z z
Y Y Y
T x x

u(z,y,2t) u(z,y,t) (u) (z,1)

Figura 1.2.9: Ejemplo de interpretacion de la velocidad en un punto u (z,y, z,t) mediante un modelo 3D, la
velocidad media en la profundidad u (x,y,t) mediante un modelo 2DH y la velocidad promedio en la seccion
(u) (x,t) mediante un modelo 1D. Las flechas verdes y rojas representan la velocidad en la horizontal y vertical,
respectivamente. Asi, el modelo 3D presenta variacién vertical y horizontal, el modelo 2DH presenta sélo
variacion en la horizontal y el modelo 1D no presenta variaciones en la seccion.
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a) b)
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3D

Landslide,

Figura 1.2.10: Imagenes de tsunami del 21 de Abril de 2007 en el fiordo Aysén, Chile, reproducidas de Winckler
(2015). a) Remocion en masa de 71 millones de m3 frente a Isla Mentirosa (Naranjo et al., 2009; Sepilveda
et al., 2010). b) La primera ola impactando la costa este de Isla Mentirosa con elevaciones del orden de 15
metros (Naranjo et al., 2009). ¢) Esquema de la propagacion de un tsunami por remocién en masa, o landslide
tsunami, en funcién de las dimensiones que predominan en el flujo.

1.2.3.4. Un ejemplo donde las dimensiones importan: Tsunamis generados por derrumbes

Los tsunamis generados por remociones en masa, o landslide tsunamis, son ondas destructivas que se propa-
gan largas distancias en fiordos y lagos. La evolucién de este tipo de tsunamis, desde su generacién en el campo
cercano hasta su propagacién en el campo lejano, se presenta en la Figura 1.2.10 (Winckler, 2015). La lamina
se basa en el tsunami del 21 de abril de 2007 en el Fiordo Aysén, Chile, que fue generado por varias remociones
en masa producidas por un sismo de magnitud 6.2, algunas de las cuales fueron de hasta 71 millones de metros
cabicos (Naranjo et al., 2009; Sepulveda et al., 2010). Como consecuencia del tsunami, murieron 10 personas
en la ribera opuesta del fiordo y se destruyeron casas y balsa-jaulas de acuicultura.

Usemos este ejemplo para ilustrar cémo el flujo puede ser representado con mas o menos dimensiones, de-
pendiendo de los procesos fisicos que dominan. En el campo cercano (near field), el fenémeno es complejo y
altamente 3D producto de la interaccién entre la remocién y la masa de agua, la turbulencia y la incorporacién
de aire, sedimentos y rocas. Al alejarse de la fuente, el tsunami evoluciona a una onda larga en la cual la varia-
cién del flujo en la profundidad es poco relevante y la propagacién es dominada por la dispersién angular. En
esta region, un modelo 2DH puede rescatar gran parte de la fisica. En el campo lejano (far field), las ondas se
propagan a lo largo del eje del fiordo, por lo que las caracteristicas de flujo pueden ser capturadas por ecuaciones
1D promediadas en seccién, como las desarrolladas por Winckler y Liu (2015). El modelado de la remocién en
masa en las fases subaérea (antes de que impacte al agua) y submarina puede ser desarrollada con ecuaciones
de onda larga, introducidas en la seccién 5.4.2. Se debe definir ademas la reologia del material, que corresponde
a la relacion entre el esfuerzo y la deformacién de un fluido; la reologia puede ser modelada mediante modelos
viscosos, granulares u otros.
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Figura 1.2.11: Desembocadura del Rio Cisnes, en la Region de Aysén. Se observan los meandros (curvas pro-
nunciadas) que forma el rio en terrenos de poca pendiente y que sugieren el uso, por ejemplo, de un sistema de
coordenadas curvilineas ortogonales (s,n) para caracterizar el flujo.

1.2.4. Sistemas de coordenadas en un modelo numérico

En la representacion de un flujo tridimensional, la seleccién de coordenadas es arbitraria y depende de la
geometria del problema en particular. Usualmente se utilizan coordenadas cartesianas caracterizadas por usar
como referencia ejes ortogonales entre si que se cortan en un punto origen, que corresponde al punto de referencia
del sistema. Otras alternativas como los sistemas de coordenadas esférico, cilindrico o curvilineo, algunos de
las cuales se presentan en la Figura 1.2.12, pueden ser adecuados para geometrias especificas. Veamos algunos
ejemplos:

= Las coordenadas cartesianas son usadas en flujos a escalas espaciales donde la esfericidad de |a tierra es
irrelevante. Su masificacién se debe a la simpleza de la estructura matematica.

= Las coordenadas esféricas son usadas en flujos a nivel planetario de las mareas, corrientes oceanicas y
tsunamis. Aun cuando la superficie de la tierra tiene la forma de un geoide, el usar coordenadas esféricas
asumiendo un radio constante es de uso comin en oceanografia y modelos atmosféricos.

» Las coordenadas cilindricas (o polares, en su versién 2D) son usadas en flujos en maquinaria que tiene
una direccién preferente de desplazamiento. Por ejemplo, un émbolo o las tuberias de conduccién de agua
son ejemplos donde las coordenadas polares son apropiadas.

= Las coordenadas curvilineas son usadas en cursos de aguas como rios, donde existe una curvatura natural
de la batimetria y de las lineas de flujo. La Figura 1.2.11 muestra los meandros que forma el rio Cisnes,
en su desembocadura, y que sugieren el uso, por ejemplo, de un sistema de coordenadas curvilineas
ortogonales (s,n) para caracterizar el flujo.

La diferencia fundamental entre los diferentes sistemas de coordenadas es que las ecuaciones de gobierno tendran
expresiones sutilmente diferentes, dependiendo de la matriz Jacobiana que los caracteriza. Esta matriz, formada
por las derivadas parciales de primer orden de una funcién, permite transformar las expresiones entre diferentes
sistemas, dependiendo de la geometria del flujo que mas convenga adoptar para resolver las ecuaciones de
gobierno. Por ejemplo, en los modelos de oleaje que promedian la fase (seccién 5.3), la ecuacion de balance de
accién en coordenadas cartesianas N (z,y,t,0,6) se escribe como

ON  Ocg.N N OcgyN L Oce N 4 OcgN _ §7

ot Oz dy 0o 00 o (1.2.7)
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donde z e y son coordenadas ortogonales, t el tiempo, o la frecuencia, 6 la direccién y S el término forzante.
Esta ecuacién se utiliza en estudios de propagacion cuando el dominio de integracién es relativamente pequefio
y la curvatura terrestre despreciable. Para estudios de generacién donde el viento transfiere energia al oleaje en
grandes distancias, es recomendable recurrir a coordenadas esféricas donde la ecuacién para N (\, ¢, t,0,0) es
1 OcgpocospN — OceN ~ OcyN S

ON  Ocg N _
E + 78)\ -+ cos %2 8(,0 + o + B ;, (128)

donde A es la latitud, ¢ la longitud y 6 el angulo antihorario desde el Este. Ambas ecuaciones, que representan
la misma fisica, tienen estructuras similares (términos local, advectivos, aquellos asociados a cambios en la
frecuencia y la direccién, ademas del forzante de la mano derecha) pero la segunda tiene coeficientes adicio-
nales. Si se conoce la transformacién entre ambos sistemas de coordenadas (y la matriz Jacobiana), se puede
demostrar que ambas son equivalentes.

Por simplicidad, en este texto utilizaremos coordenadas cartesianas en la derivacién de las ecuaciones. Pan-

ton (2005) ofrece una completa revisién de las ecuaciones de la mecénica de fluidos en diferentes sistemas de
coordenadas.

P(z,y,2) P(r,0,z) P(r,0,p)

r .
,; Y 0 /LH'
4

Figura 1.2.12: Sistemas de coordenadas cartesianas. De izquierda a derecha, coordenadas cartesianas, cilindricas
y esféricas.
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1.3. Calibracién y validacién de un modelo

Las etapas de calibracidn y validacién son componentes fundamentales en el proceso de modelado, pues
permiten conocer en qué grado el modelo es capaz de reproducir el fenémeno en cuestién.

El proceso de calibracién se basa en ajustar i) los parametros del modelo, ii) las condiciones iniciales y iii) las
condiciones de borde para que los resultados modelados reproduzcan las mediciones en terreno. Por parametros
nos referimos, en el caso de ecuaciones hidrodinamicas, a coeficientes que se utilizan para modelar la friccion de
fondo, la friccién del viento actuando sobre la superficie libre del agua o al coeficiente de viscosidad turbulenta,
entre otros. Para procesos de mezcla, los parametros tipicos son el coeficiente de difusividad y el de decaimiento.
La calibracion de un modelo depende de la cantidad de parametros que se incluyen en las ecuaciones de go-
bierno, condiciones iniciales y de borde. Por ende, ésta no es tnica pues mas de una combinacién de parametros
puede proveer de un ajuste razonable a las mediciones. En el proceso de calibracién se pueden utilizar criterios
cualitativos y cuantitativos; en estos Gltimos se utilizan estadigrafos como el coeficiente de determinacién entre
el modelo y el registro R?, entre muchos otros que se describen en el Atlas de Oleaje (Beya et al., 2016;
www.oleaje.uv.cl) y otros autores (e.g. Hamby, 1994).

El proceso de validacion, por su parte, es una etapa en la que se utilizan los valores de los parametros determi-
nados en la calibracién y se compara el modelo con otro set de datos, usualmente en otra ventana de tiempo o
espacio. Si el modelo predice en forma adecuada el comportamiento este nuevo set de datos, podemos a lo sumo
decir que no hay razones para pensar que el modelo esté malo. Sin embargo, no podemos asegurar que el modelo
sea adecuado en otras situaciones en que no ha sido validado. Por ende, los procesos de calibracién y validacién
forman parte de un ciclo continuo de mejoras en la medida que se expanden en cobertura y mejoran la fisica de
los procesos modelados. En la Figura 1.3.2 se ilustra en forma esquematica el proceso de calibracién y valida-
cién de una variable genérica F' (t) que depende del tiempo y que podria representar cualquier propiedad del flujo.

Cabe notar que para calibrar y validar un modelo se necesitan mediciones en terreno o laboratorio, las que son
escasas en el océano. De hecho, al 2017, en Chile existe una inmensa disparidad entre el acceso a datos en tierra
y en el océano. Por ejemplo, se dispone de 1145 estaciones de registro de precipitacién, 295 de temperatura y
788 de caudal en el territorio nacional. En el ambito de la sismologia, por su parte, hay 467 instrumentos de
registro de aceleracién, movimiento fuerte y posicionamiento satelital. En el océano, no obstante, existen solo
40 maredgrafos para medir variaciones lentas en el nivel del mar, y los escasos registros de oleaje corresponden
a mediciones de boyas escalares y direccionales discontinuas (Figura 1.3.1). De hecho, aun no existe una red
permanente de medicién del oleaje, como aquellas que operan desde hace décadas en paises como Estados
Unidos, Espaiia e ltalia (Martinez et al., 2017).

Finalmente, algunas reflexiones:

» Los modelos (casi) siempre funcionan, pero la bondad de los resultados depende de la calidad de los datos
de entrada, de la especificacién de condiciones de borde y del analisis e interpretacién de los resultados,
entre otros aspectos. Si a un modelo se ingresan datos de mala calidad, los resultados seran de mala calidad
pues al error asociado a esos datos se suman las limitaciones propias del modelo. En otras palabras, el
error asociado a los datos de entrada se propaga a lo largo del calculo (error de arrastre) y se suma a otros
errores como el de truncamiento de las ecuaciones, por ejemplo. En la practica anglosajona se utiliza el
concepto de Garbage in, garbage out (GIGO) para indicar que si a un algoritmo se le ingresa basura, es
exactamente eso lo que obtendremos. Para mejorar el proceso de modelado, es entonces recomendable
efectuar un acucioso control de calidad en cada una de sus fases.

= En la actualidad, los modelos numéricos permiten manejar visualizaciones muy bien logradas que facilitan
la interpretacidn de los resultados. Recomiendo, sin embargo, no caer ante los aspectos estéticos de los
resultados y enfocar los esfuerzos en garantizar que la fisica esté bien reproducida. No sacamos mucho en
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Figura 1.3.1: Instrumentos permanentes utilizados hacia 2017 en Chile para medir fenémenos oceanograficos
(SHOA), climatolégicos (Explorador eélico) y geofisicos (Sergio Barrientos, com. pers.).

tener salidas graficamente bonitas si estas conducen a errores de disefio.

s En el proceso de calibracién y validacién es comin definir tolerancias minimas y/o méaximas admisibles
para evaluar si un modelo logra reproducir en forma adecuada un fenémeno fisico. Williams & Esteves

(2017) proponen un acabado set de tolerancias para diferentes variables utilizadas en modelos de oleaje,
hidrodinamicos y sedimentolégicos para costas y estuarios. Estos valores se reproducen en la Tabla 1.3.3.

Para complementar los conceptos vertidos en esta seccién, recomiendo revisar el paper de Oreskes et al. (1994)
que introduce técnicas de verificacién, validacién y confirmacién de modelos numéricos en ciencias de la tierra.
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Figura 1.3.2: Esquema del proceso de calibracién y validacién de una variable que depende del tiempo. En el
panel superior se muestra un modelo sin calibracién. En el panel central se muestra un modelo calibrado cuya
validacién es adecuada producto de una buena determinacién de los pardmetros del modelo, las condiciones
iniciales y/o las condiciones de borde. En el panel inferior se muestra un modelo calibrado cuya validacién no es
adecuada. Este caso puede deberse a parametros y/o condiciones de borde o iniciales que no fueron identificadas

como relevantes en el proceso de calibracion.
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TaBLE 7: Statistical guidelines to establish calibration standards for a minimum level of performance for coastal and estuarine hydrodynamic
and sediment models. The table is based in part on the recommendations from Evans [1] and Bartlett [2].

Model predictions RMSE Bias R SI

Bathymetry +2.5% of the mean water depth <0.10 >0.95 <10%
Water level (coast) +0.1 mor10% ol’thcn};a;tgat:ﬁj];vcl(sPrmg11dc); +15% <010 50.95 <10%
Water level (estuary) =lm (I]g:;};i ’Pirﬁé It?d(gfafl) 5?}2 l((r)l‘}ja;ftti}:je;;neasured <0.20 >0.95 <15%
Water-level phase (coast) +15 minutes <0.20 >0.90 <20%
Water-level phase (estuary) +15 minutes (mouth); £25 minutes (head) <0.25 >(.90 <20%
Average current speed +0.1 m/s or £10% to 20% of the measured speed <0.10 >0.95 <10%

Within <0.05 m/s (very good), <0.1 m/s (good),
Peak current speed <0.2 m/s (moderate), and <0.3 m/s (poor) of the <0.15 >0.90 <15%
measured peak speed

Current direction (coastal) +10° of the measured direction <0.25 >0.90 <20%
Current direction (estuary) +15" of the measured direction <0.30 >0.90 <20%
Bed shear stress +10% N/m? of the measured mean stress <0.10 >0.95 <10%
Wave height +10% of the measured mean observed height <0.15 >0.95 <10%
Wave period +20% of the measured mean observed period <0.20 >0.90 <20%
Wave direction +30% of the measured mean observed direction <0.25 >0.90 <25%
Mean SPM concentration +20% of the mean measured SPM concentration <0.20 >0.90 <20%
Accretion based on dredge volumes +50% of the measured dredge volume N/A N/A N/A
Temperature +0.5" — — —

Salinity +1psu — — —

Figura 1.3.3: Tolerancias para diferentes variables de modelos de oleaje, hidrodindmicos y sedimentoldgicos
para costas y estuarios. Tomado de Williams, J.J., & Esteves, L.S. (2017). Guidance on setup, calibration,
and validation of hydrodynamic, wave, and sediment models for shelf seas and estuaries. Advances in Civil
Engineering, 2017.
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1.4. Analisis de sensibilidad

El anélisis de sensibilidad es una herramienta muy potente en la practica de ingenieria pues permite identificar
qué parametros o variables son relevantes en la caracterizacién de un fenémeno. Hamby (1994) efectaa una
revision completa sobre las diferentes técnicas utilizadas para efectuar analisis de sensibilidad, que recomiendo
revisar en caso de que te interese profundizar en la materia. Para entender formalmente como se aplica un
analisis de sensibilidad, consideremos una funcién dependiente, o funcién objetivo, de n variables mutuamente

independientes
F (z1,22,...,2p) . (1.4.1)

En un modelo hidrodindmico la funcién puede ser, por ejemplo, la velocidad o la concentracién de un con-
taminante, entre otras variables de interés. Las variables independientes pueden ser el espacio, el tiempo, los
parametros que modelan un fenémeno (e.g. coeficiente de Manning, la viscosidad turbulenta o la difusividad) o
aquellos que caracterizan las forzantes del modelo.

Una aproximacion formal al analisis de sensibilidad deviene del calculo diferencial. La expresién del diferen-
cial de la funcién F (z1, z9, ..., xy,) se expresa de la siguiente manera

oF oF oF
dF = —d —d oo + —dx,, 1.4.2
By xr1 + B o+ ...+ e T ( )

a partir de la cual podemos evaluar cémo varia la funcién (dF') respecto de variaciones en las variables in-
dependientes (dz;), donde la dependencia de la funcién respecto de cada variable independiente (0F/0x;) es
justamente lo que interesa conocer mediante el analisis de sensibilidad. Para simplificar el analisis, evaluamos
la sensibilidad de la funcién respecto de una variable independiente a la vez:

F
dF = gd:ci, dej=0 con i#j (1.4.3)
Z;

manteniendo el resto de las variables constantes, o ceteris paribus, que corresponde a una expresién en latin
utilizada cominmente en economia que significa que «siendo las demas cosas igual. A partir de este simple
ejercicio, se pueden efectuar diferentes acciones:

= Sensibilizar la funcién objetivo ante variaciones en variables independientes
» Cuantificar efectos de incertidumbre y/o error en la funcién objetivo
= Optimizar el comportamiento de la funcién objetivo

A continuacién se describen cada una de estas acciones.

1.4.1. Sensibilizacion de la funcién objetivo ante variaciones en variables independientes

Al calcular cuéanto varia la funcién objetivo respecto de variaciones en las variables independientes (es decir,
evaluar cuan grande o pequefa es la magnitud de 0F/0x;), se puede definir cuales variables son relevantes
en su comportamiento, predecir tendencias y direcciones de cambio. Dependiendo de cémo varie la funcién
objetivo, la relacién entre ésta y una variable independiente puede seguir las siguientes opciones:

» OF/0x; > 0: al aumentar x;, F aumenta y viceversa
» OF/0xz; < 0: al aumentar z;, F' disminuye y viceversa

» 0F/0z; =0, Vx;: ambas variables son independientes
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F dF

Figura 1.4.1: Ejemplos de una funcién F' que es independiente, directamente proporcional, inversamente pro-
porcional o cuya proporcionalidad depende del rango de valores de x.

Cabe mencionar que la funcién objetivo puede ser mas o menos sensible dependiendo de en qué regién se esté
evaluando la variable dependiente, pues OF /0x; puede también depender de x;. Un ejemplo de estos compor-
tamientos se ilustra en la Figura 1.4.1. Para el caso de que la funcién objetivo sea independiente de una variable
(OF /0x; = 0, Vz;) o cuando dos variables sean redundantes (es decir, cuando z; es dependiente de z;), se
puede reducir la cantidad de variables de entrada, simplificando el modelo. Cabe notar que el hecho de que
la funcién objetivo sea independiente de una variable independiente en todo el dominio (0F/0x; =0, Vz;) es
diferente a que la funcién sea dependiente de esta pero la derivada alcance valores nulos en algin maximo o
minimo (0F/0x; =0, z; = a) .

La relacion entre la variable independiente y la funcién objetivo puede ser lineal o directamente propor-
cional (e.g. en los sélidos el esfuerzo es proporcional a la deformacién unitaria, o o €, cuando la deformacién
es pequefia), cuadratica (e.g. en flujos turbulentos, las fuerzas de arrastre son proporcionales al cuadrado de
la velocidad, F' oc u?), ciibica (e.g. el peso de los elementos de una defensa costera depende aproximadamente
del cubo de la altura, W oc H?) o arbitraria. La proporcionalidad inversa es de tipo hiperbélica (e.g. el peso
de los elementos de una defensa costera es inversamente proporcional al talud de la misma, W o 1/ cot 6)
aun cuando existen otras formas en que la variable independiente y la funcién objetivo cambian en sentidos
opuestos.

1.4.2. Efectos de incertidumbre y/o error en la funcién objetivo

Se puede asimismo cuantificar la contribucién de diferentes fuentes de incertidumbre y/o error de las va-
riables independientes a la incertidumbre en la estimacién de la funcién (Moffat, 1988). Como primera aproxima-
cién, una variable independiente (que denominaremos simplemente z, omitiendo el subindice) puede modelarse

como
¥ =2+ e, (1.4.4)

donde ¢, es el error asociado y se considera como independiente de la variable. La variacién de la funcién para

GF— [0/ + (161»7 145

donde el segundo término considera la sensibilidad de la funcién respecto de la incertidumbre en la variable
de entrada. Naturalmente se pueden concebir modelos mas complejos donde la incertidumbre es funcién de la
variable. Un modelo intuitivo corresponde a aquel en que el error es proporcional a la magnitud de la variable,

€z (x) = ax®, siendo a y b constantes. En este texto no profundizaremos en estas materias.

Por otra parte, el error total de un modelo puede separarse entre dos componentes:
= el error sistematico, que es aquel que se produce en todas las realizaciones con igual cuantia.

= el error aleatorio, que es aquel que se produce por fenédmenos que no se pueden controlar durante el
proceso de modelado.
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1.4.3. Optimizacién del comportamiento de la funcién objetivo

Si nos remontamos a la primeras aplicaciones del calculo en una variable, si el modelo tiene una expresién
analitica, es posible encontrar maximos o minimos derivando la expresion e igualando la derivada a cero. En el
caso de aplicaciones maritimas, los modelos hidrodinamicos estdn expresados mediante sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales y suelen contener uno o mas parametros, por lo que la funcién no se conoce explicitamente.
Es ahi donde el analisis de sensibilidad surge como una herramienta potente para rastrear maximos o minimos.

1.4.4. Ejemplos de analisis de sensibilidad
Fuerza de arrastre actuando sobre un elemento esbelto

Veamos como ejemplo, la fuerza de arrastre actuando sobre un elemento esbelto sometido a oleaje y/o
corrientes. La ecuacion de Morison (1950) define la fuerza total como f = f;+ f;, donde

1
fa= §CdPAU |ul (1.4.6)

es la fuerza de arrastre, Cy es el coeficiente de arrastre, p es la densidad, A es la seccién transversal que se
opone al flujo y u es velocidad. La fuerza de inercia, por su parte, es

du

i = Cip¥
f PV

(1.4.7)
donde C; es el coeficiente de inercia, V el volumen del elemento y du/dt la aceleracién. La fuerza de arrastre fy
es linealmente proporcional al coeficiente de arrastre, que se considera usualmente constante para una geometria
dada en régimen turbulento. La densidad, por su parte, se considera constante y por tanto no entra en el anélisis
de sensibilidad. La fuerza crece linealmente con el 4rea de la seccién transversal, y por tanto con el cuadrado del
didmetro del elemento esbelto tipo pilote en caso de ser una seccién circular, donde A = 7TD2/4. Finalmente,
la fuerza es proporcional al cuadrado de la velocidad, lo que obliga a estudiar en detalle este parametro. En el
caso del oleaje, por ejemplo, la velocidad orbital viene definida a través de la teoria lineal (Dean & Dalrymple,
1991) mediante la expresion
_ HgT cosh (2w [h+ 2] /A)

- kz — wt 1.4.8
U N T coshzmhyy) ket (148)

que depende de parametros caracteristicos de un estado de mar. Esta expresidn sugiere analizar la sensibilidad
de la fuerza de arrastre ante variaciones de la altura H, el periodo T, la profundidad total h y la profundidad
en la cual se estima la fuerza z. Existen variables dependientes como la longitud de onda A (7, k), el nimero
de onda k = 27/ o la frecuencia angular w = 27 /T que son dependientes de otras y por tanto pueden ser
omitidas del anélisis. Dejo como ejercicio que efectiies este analisis tanto para la fuerza de arrastre como la de
inercia. Otro ejemplo de un analisis de sensibilidad para modelos de oleaje que promedian la fase se presenta en
la seccién 5.3.4.

Difusion de una sustancia en un medio

Existen varias formas de presentar los resultados de un anélisis de sensibilidad, siendo los graficos los mas
atiles para ello. Para ilustrar la forma de presentar resultados consideremos el proceso de difusién en una
dimensién, que sera ampliamente discutido en la seccién 3.7. Por simplicidad, analizaremos un caso particular,
evitando las generalizaciones que se haran en dicha seccién. Para un coeficiente de difusién D constante y
coordenadas cartesianas, la ecuacién de gobierno para resolver la funcién objetivo C' (z,t, D) es

oc  _9*C
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D = 2 [m%s] D = 4 [m%/s] D = 6 [m%/s]

Figura 1.4.2: Anilisis de sensibilidad de un proceso difusivo !D, ilustrado en un gréfico tiempo-espacio, donde se
inyecta un contaminante inicialmente (t = 0 s) cerca del centro del dominio (x = 4,8 m) con una concentracién
de ¢ = 10 unidades. De izquierda a derecha se muestran casos con coeficientes de difusién crecientes, lo que
hace que la concentracién se distribuya mas rapidamente.

sujeta a la condicion inicial C = 10 en x = 4,8 y a las condiciones de borde C =0 en 2 = 0, 10. En este caso,
la funcién objetivo es la concentracién C, x y t representan el tiempo y el espacio, y el coeficiente de difusiéon D
es el anico parametro libre. La solucién numérica de este problema (que se introduce en la Parte 4), se presenta
en la Figura 1.4.2 para varios valores del coeficiente de difusién. El diferencial de la concentracién es

dC = %dm + %dt + g—ng, (1.4.10)
donde podemos analizar la sensibilidad de la concentracién ante variaciones del coeficiente de difusion. Aca
tenemos libertad para diseccionar la solucién como queramos de modo de comprender mejor el proceso. Por
ejemplo, la Figura 1.4.3 (izquierda) muestra la solucién en el espacio y un tiempo fijo para diferentes coeficientes
de difusién, donde se observa que a medida que aumenta el coeficiente de difusion, el proceso es mas rapido En
este caso, hacemos variar simultaneamente D y x. Otra opcién es graficar la evolucion en el tiempo para un
puntos en el domino, como ilustra la Figura 1.4.3 (centro o derecha). En este caso varia D y t. La Figura 1.4.2,
por su parte, es la mas completa de la serie, pues permite entender la variacién de C' ante variaciones de D, = y
t. En resumen, no hay recetas Gnicas para visualizar la sensibilidad de una funcién objetivo ante variaciones de
las variables independientes (x,t) o de los parametros (D). La forma de presentacién de los resultados depende
del problema en particular y de los elementos que el/la ingenier@ quiera mostrar con ello.

Sobrepaso de oleaje en una defensa costera

El sobrepaso de oleaje es uno de los parametros fundamentales que se utilizan en el disefio de obras costeras.
La forma tradicional de calcular el sobrepaso es utilizar férmulas empiricas, basadas en el analisis dimensional,
cuyos coeficientes se obtienen en ensayos en modelo fisico a escala reducida en laboratorio. En el proceso de
disefio se busca limitar el sobrepaso a valores maximos admisibles que permitan el transito seguro de peatones
y vehiculos, limiten el dafio del equipamiento urbano o el dafio estructural de edificaciones, segiin sea el caso.
Existen muchas formulaciones de uso comin disponibles en manuales de disefio como el Coastal Engineering
Manual (CEM) y el Eurotop, y aqui se analizan dos de uso comin:

» La férmula de Owen (1980,1982) y
» La férmula de Pedersen y Burcharth (1992), modificada por Pedersen (1996),

que en adelante las denominaremos simplemente como las férmulas de Owen y Pedersen. Cabe mencionar que
ambas férmulas responden a diferentes geometrias y rangos de los parametros utilizados en los ensayos, y por
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Figura 1.4.3: La imagen izquierda muestra la concentracién en el tiempo final de simulacién (¢t = 0,1 s) como
funcién de diferentes coeficientes de difusién en todo el dominio espacial. Las imagenes del centro y la izquierda
muestran la evolucién en el tiempo para un punto central en el domino (z = 4,8 m) y uno ubicado a un costado
del punto de inyeccién del agente (z = 4,4 m)

tanto no son estrictamente comparables. La figura 1.4.4 ilustra las geometrias utilizadas en la derivacién de
ambas expresiones. Sugiero ver las figuras del CEM para mayores detalles.

TIPOLOGIAS FORMULA DE OWEN

sw.  Ac
T e %
hs g
//
TIPOLOGIAS FORMULA DE PEDERSEN
B=18-36
fo-18 ¥
Re=11-37 ! 15-33
Ac=11-19
SWL '
] ;;‘g Geotextile
51-59 1357, 1 Goerseisand TESTED MODELS
1 4 measures in cm

Figura 1.4.4: Geometrias utilizadas para en las férmulas de Owen y Pedersen para del sobrepaso medio por unidad
de frente de obra. Extraido de USACE (2006). Coastal Engineering Manual. Part VI, Chapter 5 Fundamentals
of design.

La féormula de Pedersen (CEM, Table VI-5-12) tiene la siguiente expresién para el sobrepaso medio por unidad

de frente de obra Q:
3
Qfom =32x107° HA\T_HY :
Lz, R.) A.B cota
donde H; es la altura significativa del oleaje, Ty, ¥ Lom son el periodo medio y la longitud del oleaje en
aguas profundas, con L., = gT2,/ (27), R. es el francobordo (distancia entre el nivel del agua en reposo y

(1.4.11)
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el coronamiento de la defensa), A, es la distancia vertical entre el nivel en reposo y la cota de la coraza, B
es el ancho de la berma y cot a es el talud. Cabe menconar que el franco depende del nivel del mar y todos
sus componentes (e.g. marea astrondmica, marea meteorolégica y cambios en el nivel medio del mar debidos
al cambio cllimatico). Vista asi la ecuacién, podemos expresar la funcién objetivo (sobrepaso) mediante una
relacién funcional del tipo

Q = Q (Hg, Tom, Re, A, B, cot ) . (1.4.12)

Un analisis de sensibilidad muy simple se presenta en la figura 1.4.5 para algunas de las variables de interés
(donde para el analisis de cada variable se mantienen constante todas las variables). La férmula de Owen (CEM,
Table VI-5-8) , por su parte, expresa el sobrepaso medio por unidad de frente de obra mediante la expresion:

Q < RC 30m> 1

— < —qexp | —b=2,/ -, 1.4.13
g HS Tom HS 27r ,‘)/7" ( )
donde g es la acelaracién de gravedad, s, es la esbeltez del oleaje en aguas profundas, con s = Hso/Lom,

a y b son parametros que dependen del talud de la obra y eventualmente de la profundidad de rotura, y v, es
un coeficiente de rugosidad. En este caso, la funcién objetivo se expresa mediante la relacién funcional

Q = Q(HsuTomaRcaa7 b;’Yr)- (1414)

La figura 1.4.5 ilustra un anélisis de sensibilidad muy simple se presenta en la para algunas de las variables de inte-
rés. Es interesante notar que ambas expresiones son dependientes de ciertos parametros comunes (Hs, Ty, Re)
y difieren de otros. Asimismo, se observa que la férmula de Owen da valores significativamente superiores a los
obtenidos con Pedersen aun cuando no sean estrictamente comparables.

1.5. Precisiéon y exactitud

Los conceptos de precisién y exactitud son fundamentales en la interpretacién de los errores de medicidn,
modelos numéricos y modelos fisicos, entre otras aplicaciones de ingenieria.

= La precision (precision) corresponde a la dispersién del conjunto de mediciones de una magnitud, respecto
del valor medio de las mismas. Cuanto menor (mayor) es la dispersion de las mediciones, mayor (menor)
es la precisién. Una medida comin de la precisidn es la desviacién estandar de las mediciones.

» La exactitud (accuracy) corresponde a cuan cerca se encuentra el valor medido del valor real. Una medida
comin de la exactitud es el sesgo (bias) de una estimacién, que corresponde en términos estadisticos a la
diferencia entre el valor medido y el valor real, ya sea como una informacién individual o un set de datos.
Cuanto menor (mayor) es el sesgo, mas (menos) exacta es una estimacion.

La precisién y la exactitud son propiedades independientes. La medicién, modelo u operacién es de mejor calidad
mientras mayor sea su precisién y exactitud. Un ejemplo clasico para ilustrar estos conceptos corresponde al
juego de dardos (Figura 1.5.1). En este caso la precision tiene que ver con la distancia de los dardos entre si, en
tanto que la exactitud corresponde a la distancia de los dardos respecto del centro de la diana. Una medicién es
precisa cuando los dardos se concentran en un espacio pequefio, y es exacta cuando los disparos se concentran
sobre el centro de la diana (que corresponde al valor real, que en este caso es desconocido). Otro concepto
que se entrelaza con estos conceptos dice relacién con la resolucién del sistema de medicién. Por ejemplo, la
ubicacién de los puntos en la Figura 1.5.1 puede tener un error inherente a en la medicién dependiendo del tipo
de instrumento que se utilice.
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Figura 1.4.5: Ejemplos de analisis de sensibilidad del sobrepaso medio por unidad de frente de obra () ante
diferentes variables para las formulas de Pedersen y Owen.
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IMPRECISO PRECISO IMPRECISO PRECISO
INEXACTO INEXACTO EXACTO EXACTO

Figura 1.5.1: Analogia del juego de dardos para explicar los conceptos de precision y exactitud. Abajo se muestran
las curvas de frecuencia de ocurrencia f para un infinito nimeros de dardos, como funcién de la distancia al
centro del blanco.



Capitulo 2

Ecuaciones fundamentales

En esta parte se presentan las ecuaciones fundamentales de la mecanica de fluidos, que reflejan conceptos de
conservacién de la masa, momentum y energia en un medio continuo. Existen también relaciones constitutivas
que dan cuenta de la reologia del fluido, que define la relacién entre el esfuerzo y la deformacién en los materiales
que son capaces de fluir. En la mecénica de fluidos ambiental y en la ingenieria costera en particular, usualmente
nos remitimos al uso de las ecuaciones de conservacién de la masa, momentum y energia para flujo incompresible.
El énfasis es en ecuaciones en forma diferencial, pues ésta permite la caracterizacion detallada del flujo dentro
de un dominio de integracién. En algunos casos se presentan las expresiones en forma integral para facilitar
las analogias entre ambos enfoques. Los flujos turbulentos son tratados en forma mas especifica en la seccién
2.5. Esta parte sirve de soporte a las siguientes y puede complementarse con el estudio de textos clasicos de
mecanica de fluidos (Panton, 2005) o clasicos de mecéanica de ondas (Dean & Dalrymple, 1991).

2.1. Enfoques en mecanica de fluidos

En la mecanica de fluidos existen dos enfoques, el lagrangiano y el euleriano, para analizar el movimiento.
La selecciéon de uno u otro depende del tipo de informacién que se necesite y de la complejidad matematica
necesaria para resolver el problema, entre otros criterios. En esta seccién se efectia una descripcién muy somera,
pues esta materia se trata en cualquier libro de mecanica de fluidos y material audiovisual disponible en la web
(Shapiro, 1961).

El enfoque lagrangiano consiste en seguir a cada particula fluida en su movimiento (en rigor una superfi-
cie material), mediante funciones que describen sus propiedades en el espacio y el tiempo. Este enfoque lleva su
nombre en honor a Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matematico y astrénomo francés. El enfoque lagran-
giano se usa de forma natural en la mecanica de particulas. Ejemplos tipicos son el movimiento parabdlico que
describe un proyectil o la caida libre, donde en forma lagrangiana la ecuacién de gobierno

ZF:%(mV), (2.1.1)

corresponde a la segunda ley de Newton y la variacién del momento se expresa en términos de la deriva-
da total. Un ejemplo en el ambito de la oceanografia es el uso de derivadores, que son dispositivos que como
dice su nombre derivan con las corrientes y por tanto ofrecen una medicién lagrangiana del flujo (Figura 2.1.1a).

El enfoque euleriano, por su parte, consiste en asignar a cada punto del espacio (4rea o volumen de control)
y en cada instante, un valor para las propiedades del fluido. Este enfoque lleva su nombre en honor a Leonhard
Euler (1707-1783), matematico suizo, cuyos trabajos mas importantes se centraron en el campo de las mate-
maticas puras, la astronomia, la mecénica, la 6ptica y la acistica. Este enfoque no esta ligado a las particulas
fluidas sino a los puntos del espacio ocupados por el fluido, es decir, el valor de una propiedad en un punto e
instante determinado es el de la particula fluida que ocupa dicho punto en ese instante. En mecanica de fluidos

36
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Figura 2.1.1: Medicion de la corriente subsuperficial mediante un derivador biplano (correntometria lagrangiana)
y un correntémetro de hélice (correntometria euleriana). Ambas mediciones son complementarias y su uso
depende del propdsito del estudio.

es complejo seguir una particula, por lo que calculamos las propiedades del flujo en puntos fijos del espacio
usando el enfoque Euleriano. La medicién euleriana del flujo se puede lograr mediante medidores fijos, como los
ADCP’s (Acoustic Doppler Current Profilers) o los correntémetros de hélice (Figura 2.1.1b).

En términos de técnicas matematicas, la mecanica de fluidos se puede abordar mediante el analisis diferencial
y el analisis integral, cuya aplicacién depende del fin del estudio. El analisis diferencial permite estudiar la
complejidad del flujo mediante ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de todo el dominio. En el
modelado de procesos costeros se utiliza usualmente el analisis diferencial mediante ecuaciones derivadas de las
de Navier-Stokes, cuyo objetivo es encontrar las propiedades del flujo (e.g. oleaje, corrientes, nivel del mar y otras
variables) en grandes regiones costeras. Por su parte, en el analisis integral se estudia el flujo dentro de un volu-
men de control y a través de la superficie que lo delimita, siendo Gtil cuando interesan magnitudes promediadas,
sin necesariamente conocer en detalle el flujo. Este tipo de analisis es atil, por ejemplo, para embalses o siste-
mas de tuberias donde importan mas los flujos de entrada y salida que el comportamiento detallado dentro del
sistema. En este libro se pone énfasis en el analisis diferencial y solo damos algunos ejemplos del analisis integral.

El analisis dimensional, finalmente, permite establecer las posibles relaciones dimensionales entre las variables
que describen un fenémeno fisico mediante la aplicacién del teorema de Buckingham. Este tipo de analisis es
fundamental para comprender procesos fisicos complejos donde se desconoce a priori la importancia relativa de
las variables. Mediante su aplicacién, se pueden definir una serie de nimeros adimensionales que se relacionan a
posteriori mediante coeficientes empiricos obtenidos a partir de experimentos. Entre los nimeros adimensionales
mas utilizados en ingenieria ocednica estan los nameros de Reynolds y Froude, que relacionan las fuerzas de
inercia con las fuerzas viscosas y gravitacionales, respectivamente. Ejemplo clasicos de aplicaciones del analisis
dimensional son i) la expresién de fuerzas de arrastre actuando sobre un elemento esbelto, ii) las expresiones
de las pérdidas de carga en tuberias o iii) las expresiones empiricas de crecimiento del oleaje ante la accién del
viento que conforman el denominado método SMB (en honor a sus creadores Sverdrup, Munk y Bretshneider).

2.2. Derivada total

Las ecuaciones de conservacién utilizadas en mecanica de fluidos se orientan a calcular la evolucién en el
tiempo y el espacio de alguna propiedad del flujo. Por esa razén son también llamadas ecuaciones de evolu-
cién. Para aplicar los conceptos del calculo diferencial debemos asumir la hipétesis del medio continuo, que
asume que el fluido es continuo en el espacio, ignorando su estructura molecular y las discontinuidades asocia-
das a ésta (Figura 2.2.1). Puesto que el fluido es un medio continuo, el uso de derivadas parciales aparece de
manera natural y debemos entonces introducir el concepto de derivada total para caracterizar dicha evolucién.

Apelando a la regla de la cadena, la derivada total de una funcién f (t,r) que depende del tiempo ¢ y del
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Figura 2.2.1: Diagrama que ilustra la hipétesis del continuo. Se muestra el resultado de la medicion de una
propiedad, como la densidad p, a partir de un volumen de control de volumen 6V. Bajo 1 pm, la medicién se
hace inestable por la escala molecular de la medicion. A grandes tamaiios, la propiedad se torna no uniforme.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando se mide la densidad del agua de mar en grandes extensiones, donde la densidad
deja de ser homogénea.

espacio definido en coordenadas cartesianas por el vector posicién r = {x (t),y (t),z (t)}, se expresa de la

siguiente manera
d 0 0 0 0
l = l+ui+vi+wi,
dt 0t ox oy 0z
donde por definicién u = dx/dt, v = dy/dt y w = dz/dt son las velocidades en las tres direcciones ortogonales.
En términos vectoriales, esa expresién se escribe como

(2.2.1)

df _of
donde V = (u, v, w) es el vector velocidad y
o 0 0

es el gradiente. La ecuacién (2.2.2) tiene profundas consecuencias en la interpretacién del flujo. El lado izquierdo
representa la variacion total de la variable en un sistema de referencia denominado Lagrangiano, donde se sigue
a una particula (mas formalmente a una superficie material) a lo largo de la trayectoria. El lado derecho indica
que en un sistema de referencia Euleriano, la variacién total de una funcién depende de cuanto cambia en
el tiempo y en el espacio. El primer término en la derecha de la ecuacién (2.2.2) corresponde a la derivada
local (asociada a la variacién en el tiempo) y el segundo a la derivada advectiva (asociada a la variacién
en el espacio). Cuando la derivada local es nula, decimos que el flujo es estacionario y si es distinta de cero,
entonces el flujo es transiente. Cuando la derivada advectiva es nula, estamos en presencia de un flujo uniforme
y cuando es distinta de cero, ante un flujo variado. En concreto, podemos encontrar los siguientes tipos de
flujos

Flujo estacionario y uniforme: 9f /0t =0y V-V f =0

Flujo transiente y uniforme: 0f /0t A0y V-Vf =0

Flujo estacionario y variado: 9f /0t =0y V-V f #£0

Flujo transiente y variado: 0f /0t A0y V-Vf #0

Por ejemplo, si la funcién corresponde a la velocidad, f =V, entonces

av oV
— . 224
7t En +V.VV, ( )
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Figura 2.2.2: Ejemplo de tipos de flujo en una tuberia, en funcién de la variacion temporal y espacial. Para los
casos en que el caudal de ingreso ) es constante en el tiempo, el flujo es estacionario. Cuando el caudal Q (t)
depende del tiempo, el flujo es transiente. Por otra parte, para secciones constantes, el flujo es uniforme y para
secciones que varian en el espacio, el flujo es variado.

donde el primer término se conoce como la aceleracién local y el segundo como la aceleracién advectiva. La
Figura 2.2.2 muestra un ejemplo de diferentes tipos de flujo en una tuberia, en funcién de la variacién temporal
y espacial, para un caudal Q.

2.3. Flujos incompresible y compresible

En ingenieria costera, usualmente asumimos que el flujo es incompresible (esto es, que la densidad es
constante en una parcela de fluido). En términos matematicos esto implica que la derivada total de la densidad
es nula:

dp
- =0. 2.3.1
7 (2.3.1)

En una descripcién Euleriana del flujo, esta expresién se descompone como sigue

dp Op
P _ 9 v vy =0 2.3.2
donde el primer término representa la variacién temporal de la densidad en un punto fijo del espacio (derivada
local) y el segundo término representa la variacién de la densidad asociada al cambio de posicién de la particula
(derivada convectiva o advectiva). Es importante notar que un flujo incompresible no necesariamente implica
que el fluido tiene densidad constante. De hecho, en términos matematicos, un flujo incompresible y ambos

casos mencionados anteriormente obedecen a las siguientes expresiones:

Flujo compresible : % #0 (2.3.3)
- . dp

Flujo incompresible : pri 0 (2.3.4)

Densidad constante : % =0,Vp=0 (2.3.5)

La condicién de densidad constante (en el espacio y en el tiempo) es mucho mas restrictiva pues no permite
trabajar con flujos estratificados. La condicién de flujo incompresible, por el contrario, permite que existan
particulas (en rigor, superficies materiales) de diferente densidad en el medio, pero que cada una de ellas se
desplace sin cambiar de densidad. La Figura 2.3.1 presenta una analogia simple mediante globos para explicar
el flujo de un fluido de densidad constante, un flujo incompresible y uno compresible.

En ingenieria oceanica usualmente utilizamos el supuesto de que el agua es incompresible, lo que implica
que las variaciones de volumen son despreciables ante cambios de presién. Esto se puede demostrar a partir de
la relacién

av

dp= —E— 2.3.6
p 7 (2.3.6)
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Figura 2.3.1: Una analogia simple mediante globos (en rigor superficies materiales) para explicar a) el flujo de
un fluido de densidad constante, b) un flujo incompresible y ¢) un flujo compresible. En a) se muestran dos
globos de igual masa y volumen (y por tanto igual densidad p 4 ) que se desplazan preservando su volumen y por
tanto su densidad. En este caso la densidad es constante en el tiempo y en el espacio para todas las particulas.
En b) se muestran dos globos de diferente masa que se desplazan cada uno manteniendo su volumen y por tanto
sus densidades pa y pp. Este caso corresponde a un flujo incompresible donde la densidad puede ser diferente
entre particulas, pero constante en su trayectoria. En ¢) se muestran dos globos de diferentes densidades p4 y
pB que se desplazan cambiando en volumen y por tanto su densidad, a p'y y p’5 , lo que representa a un flujo
compresible.

donde la compresibilidad del agua es £ = 22,000 [kgf/cm2]. Por ejemplo, para generar una pequefia variacion
de dV/V = 0,01 en el volumen de agua, se debe imponer un incremento de presién de dp = 220 [kgf/cm?],
equivalentes a 2,200,000 [Hpa], que es bastante superior a las variaciones normales de presién atmosférica del
orden de decenas de [Hpal. En otras palabras, las variaciones normales de presién atmosférica que acttan sobre
el océano son insuficientes para generar cambios en el volumen y por ende en la densidad del agua.

2.4. Principios de conservacion

2.4.1. Conservacion de la masa

En esta seccidn se introducen diferentes formas de la ecuacion de conservacion de la masa con supuestos
cada vez mas restrictivos, desde la mas general para un flujo compresible y rotacional (2.4.1), hasta la mas
limitada para un flujo incompresible e irrotacional (2.4.22).

2.4.1.1. Flujo compresible y rotacional
En forma vectorial y diferencial, la ecuacién de conservacion de la masa se expresa como
0
2LV (pV) =0, (2.4.1)
ot
donde t es el tiempo, p(x,t) es la densidad, x = (z,y,2) es el vector posicién, V (x,t) = (u,v,w) es la
velocidad y
o 0 0
_ (2 2 9 2.4.2
(8:1: dy 82) ( )

es el gradiente en el caso de coordenadas cartesianas. Por componentes, la ecuacién (2.4.1) se expresa de la
siguiente manera:

dp O 0 0

ot oz P g, (0 + 5 (ow) (2.4.3)
donde la densidad y las componentes de velocidad son incégnitas. Para resolver el flujo se requieren, ademas,
ecuaciones de momentum y una ecuacién de estado para la densidad, ademas de condiciones iniciales y de borde.
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Figura 2.4.1: Elemento diferencial con flujos masicos en sentido x.

Sélo como complemento, la ecuacién de conservacién de la masa en forma integral se escribe de la siguiente
forma

a/pdv+/ pV -dA =0, (2.4.4)
ot Jy A

donde dV es un diferencial dentro del volumen de control y dA es un diferencial de la superficie que envuelve
a dicho volumen. El término V - dA es el producto escalar entre la velocidad del flujo y el diferencial de area
que cruza; representa el volumen que por unidad de tiempo cruza la superficie de control. La derivacién de la
expresién (1.5.1) deviene del Teorema del Transporte de Reynolds, que puede encontrarse en cualquier texto de
mecanica de fluidos fundamental. Las expresiones (2.4.1) y (2.4.4) representan el mismo principio en los enfo-
ques diferencial e integral, respectivamente. Estas expresiones no consideran fuentes o sumideros que podrian
representar, por ejemplo, la precipitacién o la evaporacién en un sistema definido como un cuerpo de agua, en un
lago. Las fuentes o sumideros se contemplan mediante términos ubicados en el lado derecho de estas ecuaciones.

Nota: Para soltar la mano y recordar ejercicios tipicos de mecanica de fluidos, a continuacién se deriva la
ecuacién (2.4.1) a modo de ejemplo. Por simplicidad, comenzaremos en una dimensién y en coordenadas carte-
sianas, considerando un elemento V = AzAyAz a través del cual circula un flujo de agua a velocidad u (z, t),
segin se ve en la Figura 2.4.1. El flujo masico entrando al elemento es

F, = pulAyAz, (2.4.5)

donde p es la densidad del medio y el subindice e es caracteristico de la «entrada». Dimensionalmente

M L M
F.)=[pulAyAzl = |— - -=-L-L| =|—], 2.4.6
Rl = pusydd) = | 157 oL 2] = | 7] (246)
y representa la cantidad de masa entrando por una cara del elemento por unidad de tiempo. En la expresién
anterior M, L y T representan masa, longitud y tiempo, respectivamente. El flujo masico saliendo por la otra
cara del elemento se puede expresar, utilizando una expansién de Taylor (seccién 9.1.2), como

0*F, Az? o"F, Azx™
Ax +

n+1
e 52 5ttt g o OB, (2.4.7)

donde O representan «el orden del» error de aproximacién, o exactitud, de la expresién. Combinando con
(2.4.5) da

2 2 n n

0 0 T Az
F, = puAyAz+— (puAyAz) Az+— (puAyAz) ——+... AyA
pulyAzt+ o (pulyAz) Avt o (pulyAz) ——+...+ 5 (pulyAz)

10 (Az") . (2.4.8)

Si se asume que el volumen es constante y que u es continua, los términos de orden mayor se pueden expresar
como un error de truncamiento

Fy = puAyAz + aa (pulAyAz) Az + O (Amz, Ay, Az). (2.4.9)
x
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Cabe mencionar que en esta derivacién no es necesario retener el tercer término pues, como se vera en adelante,
desaparece al tender el volumen del elemento a cero. Una vez conocidos los flujos en ambas caras, procedemos
a hacer una balance de masa

- = F, — F,, (2.4.10)

donde m = pAxAyAz es la masa. En palabras simples, la ecuacién (2.4.10) indica que la variacién local de la
masa es balanceada por el flujo neto en las caras. La resta de los flujos debe tener sentido en esta expresién:
en caso de que el flujo entrante es mayor que el de salida, F, — Fs; > 0, la masa del elemento debe aumentar,
esto es Im /0t > 0. Recurriendo a las expresiones (2.4.5) y (2.4.9) da

Z;at (pAxAyAz) = —aa (puAyAz) Az + O (Az?, Ay, Az) . (2.4.11)
x

Dividiendo por el volumen, V = AzAyAz, que se asume constante, y haciendo tender las dimensiones del

elemento a cero (esto es Az — 0) da

E?t (pC) + ({i (pu) = 0. (2.4.12)

Cabe notar que esta expresion es exacta a pesar de provenir de una aproximacién de Taylor. Si repetimos el
ejercicio para las restantes coordenadas, obtenemos

0 0 0 0
5 (P)+ 5 (pu) + % (pv) + 5 (pw) = 0, (2.4.13)
o equivalentemente
0 o o0 0

expresion que en términos vectoriales equivale a la ecuacién (2.4.1).

2.4.1.2. Flujo incompresible y rotacional

En un flujo incompresible se tiene

dp Op
— . = 24.1
& o +V.Vp=0, ( 5)
Combinando (2.4.1) y (2.4.15) se obtiene
V.V =0, (2.4.16)

expresién que indica que la divergencia de la velocidad es cero. La divergencia de un campo vectorial como la
velocidad, mide la diferencia entre el flujo entrante y el flujo saliente en una superficie que encierra un elemento
diferencial. Si éste no contiene fuentes o sumideros, entonces su divergencia es cero. En coordenadas cartesianas,
(2.4.16) se escribe como

Oou Ov  OJw

52 T Y (2.4.17)
donde las componentes de velocidad son incégnitas, por lo que se requieren ecuaciones de momentum para
resolver el flujo, ademas de condiciones iniciales y de borde. La densidad se asume como conocida. Esta expre-
sién puede ser interpretada fisicamente en forma simple. En la Figura 2.4.2 (izquierda) se ilustra un elemento
diferencial en un sistema cartesiano con aristas Az, Ay y Az, junto a los flujos masicos de entrada y salida,
estos dltimos expresados mediante una aproximacién de Taylor truncada hasta el segundo término (seccién
9.1.2). La figura de la derecha muestra el flujo neto resultante para las direcciones x e y. Debido a la incom-
presibilidad y al supuesto de que no hay movimiento en direccién z (perpendicular a la figura), ambos flujos
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Figura 2.4.2: Diagrama para explicar la divergencia nula del campo de velocidades en un flujo incompresible.
En la izquierda se ilustran los flujos de entrada y salida del elemento diferencial y a la derecha sélo se muestra
el flujo neto para cada direccion.

netos deben ser iguales en magnitud y diferente signo, de modo de satisfacer la ecuacién (2.4.17). En pala-
bras simples, la cantidad de masa por unidad de tiempo que entra en el elemento diferencial es igual a la que sale.

Para un flujo incompresible, la ecuacién de conservacién en forma integral (2.4.4) se reduce a

AR / V.dA =0. (2.4.18)
at /4

2.4.1.3. Flujo incompresible e irrotacional

Para un flujo irrotacional, donde V x V = 0, existe una funcién escalar, denominada el potencial de

velocidades ¢ (z,y, 2), tal que!
Vé=V. (2.4.21)

El supuesto de incompresible e irrotacional, o flujo potencial, es (til pues permite la superposicién de solucio-
nes. En la realidad, el flujo potencial no existe y s6lo constituye una aproximacién lejos de las superficies sélidas
que confinan al fluido. En estos bordes se desarrolla una capa limite, caracterizada por gradientes significativos
del esfuerzo de corte y rotacionalidad en el campo cinematico (e.g. el campo de desplazamientos, velocidades
y aceleraciones). En la capa limite, la velocidad del fluido respecto al sélido que lo confina varia desde cero en
el borde (condicién de no deslizamiento) hasta el 99 % de la velocidad del flujo no perturbado por el borde.

Combinando (2.4.21) y (2.4.16), se obtiene la ecuacién de Laplace

0% 9% 02
2 2
Vep =0, donde Ve = (3:}02’ ek 322> (2.4.22)

1La expresién V¢ = V se demuestra aplicando (V x) a ambos lados de la misma
VxV¢p=VxV, (2.4.19)

donde del calculo vectorial sabemos que el rotor del gradiente de una funcién continua es cero (i.e, V X V¢ = 0), dado que ambos
son vectores paralelos. Mateméaticamente

N AT %¢  0%¢ \ - %¢ 0%\
N (ayaz B azay) ‘T (8:687; B 6,28:6) It (83763/ B ayax) k=(0,0,0), (2:4.20)

V x V¢ =

SEC
Sllon
SIS

por lo que la expresion (2.4.19) se reduce a V x V =0, con lo que queda demostrado que un flujo potencial es aquel en que el
rotor de la velocidad es cero y que existe una funcién potencial que cumple con la expresion Vo = V.
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corresponde al operador laplaciano. Esta ecuacién se utiliza por ejemplo en la Teoria Lineal del Oleaje (Dean &
Dalrymple, 1991) para caracterizar el campo cinematico y dinamico de ondas de pequefia amplitud. Como se
muestra en la seccién 5.4.1, la ecuacién de Laplace tiene la ventaja, respecto de (2.4.16), de que es necesario
resolver s6lo para un escalar ¢, y luego mediante (2.4.21) obtener el campo cinematico. De esta simpleza
se debe que su uso sea tan difundido. Para resolver la ecuacién (2.4.22), que es de caracter eliptico (Anexo
9.2), se deben incorporar condiciones de borde que responden a cada problema en particular. En coordenadas
cartesianas, (2.4.22) se escribe como

=5+ g+ 5 =0, (2.4.23)

Esta ecuacién requiere de 6 constantes de integracién (dos integraciones en cada coordenada) por lo que se
deben definir 6 condiciones de borde para completar el sistema.

Finalmente, cabe mencionar que las expresiones (2.4.1), (2.4.16) y (2.4.22) y sus respectivas representacio-
nes en cualquier sistema de coordenadas, representan el principio de conservacién de la masa con supuestos
cada vez mas restrictivos. La ecuacién (2.4.1) es la mas general y no tiene restriccién alguna, (2.4.16) requiere
de que el fluido sea incompresible y (2.4.22) requiere de que ademas el flujo sea irrotacional.

2.4.2. Conservacion de momentum

En esta seccién se introducen diferentes formas de la ecuacién de conservacién del momentum con supuestos
cada vez mas restrictivos, desde la mas general para un flujo compresible y rotacional (2.4.24), hasta la mas
limitada para un flujo incompresible e irrotacional (2.4.34).

2.4.2.1. Flujo compresible y rotacional

Para un fluido newtoniano y un flujo compresible, la ecuacién de conservacién de momentum en forma
euleriana es

s,
pn (pV)+ V- (V®pV)=—-Vp+pg+ V- (uVV), (2.4.24)

donde p (x,t) la presién, g = (0,0, —g) es la aceleracién de gravedad, i es de tensor de viscosidad dinamica y
el altimo término representa el flujo difusivo neto en un elemento diferencial, o mas coloquialmente, la difusién
de momentum. El producto ® entre vectores dado por

ay aiby aibs aibs
A & B = a9 [ b1 bg b3 ] = agbl ang agbg . (2.4.25)
as azby asby asbz

La expresién (2.4.24) consiste de tres ecuaciones escalares e introduce a la presién como nueva variable en
el sistema. Para su solucién se debe resolver junto con la ecuacién de conservacién de la masa (2.4.1) y una
relacién constitutiva que relacione, por ejemplo, la presién con la densidad. Para un flujo isotrépico (esto es,
que posee las mismas propiedades fisicas en todas las direcciones) y un fluido de viscosidad constante, el sistema
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se escribe en coordenadas cartesianas como

g( )_|_g( 2)4_2( )+2( )_—@4‘2 @ _|_2 @ +2 %

at P T g Y oy PUOIT 5, WY = " or T x \Fox oy a Yy 8- \Maz )
(2.4.26)

O D00y 0 ()0 (o), 0 (o

5 (00)+ 5 (v + 5 (o) + £ (puw) =~ 2+ <u m)+0y(uay>+az <uaz),
(2.4.27)

ot PO T g WP T G WP T e WP = e, T \Pax ) Tay \Pay ) T a2 \Paz ) T PY
(2.4.28)

La viscosidad dinamica en estas ecuaciones es una propiedad del fluido (no del flujo) y por ende ellas permiten
resolver todas las escalas del flujo, hasta la de Kolmogorov (de orden de 0.1 a 10 mm en flujos atmosféricos),
en la medida que se respete la hipétesis del continuo. Esta hipétesis considera que el fluido es continuo en el
espacio, ignorando su estructura molecular y las discontinuidades asociadas a ésta.

En la actualidad no resulta practico para flujos ambientales el resolver hasta la escala de Kolmogorov, ra-
z6n por la cual se introducen promedios espaciales (RANS) o filtros (LES) que permiten reducir el tamafio
de célculo a costa de perder la fisica que ocurre a escalas inferiores al tamafio de cada grilla utilizada en la
discretizacién de las ecuaciones diferenciales. En la seccion 2.5 se demostrara que la ecuacion de gobierno para
un flujo turbulento tiene la misma estructura, pero la viscosidad turbulenta es propiedad del flujo (y no del
fluido). Ello hace que, dependiendo de c6mo se modele la viscosidad, el problema sea bastante mas complejo.
En la Figura 2.4.3 se muestra el uso de modelos fisicos y numéricos tipo RANS y LES para el estudio de un
vertedero lateral del embalse Ancoa, desarrollado por el Instituto Nacional de Hidraulica, Chile. En este caso,
el modelo LES dio mejores resultados para caracterizar la descarga.

2.4.2.2. Flujo incompresible y rotacional

Para un fluido newtoniano y un flujo incompresible, la expresion (2.4.24) se puede simplificar a

\ 1
%t+V~(V®V)——pr+g+V-(uVV), (2.4.29)

donde v = 11/ p es la viscosidad cinematica. Para su solucién se debe resolver esta ecuacién junto con la ecuacién
de conservacién de la masa (2.4.16). A diferencia de un fluido compresible, no se requiere de una relacién
constitutiva que relacione, por ejemplo, la presién con la densidad. Si mas aidin se asume que la viscosidad es
isotropica y constante en el espacio

1
% +V-(VeV)= —;Vp+g+uV2V. (2.4.30)
En coordenadas cartesianas la expresion (2.4.29) como
ou 0 , o 0 0 ~ 10p 0?u  Pu  O%u
ot * Ox (w”) + Oy (uv) + 0z (uw) = p Oz v <8x2 + Oy? * 022 )" (24.31)
o 9 O , o O _1op 0*v 9% 0%
ot + Ox (vu) + oy (v7) + 0z (vw) = ooy g <6x2 + Oy? * 022 )" (24.32)
ow 0 0 0, oy 10p Pw  Pw  Pw
a—l—a(wu)—l—a—y(wv)—{—&(w ) __p827+y<8x2 + 7 + 9.2 ) 9 (2.4.33)
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Figura 2.4.3: Aplicacién de modelos fisicos y numéricos para el estudio de un vertedero lateral del embalse Ancoa,
desarrollado por el Instituto Nacional de Hidraulica (INH), Chile. a) Fotografia del vertedero descargando agua
en exceso. b) modelo numérico desarrollado LES con Openfoam de la descarga del vertedero desde aguas abajo.
¢) modelo fisico a escala 1:40 desde el mismo punto de vista. d) magnitud de la velocidad obtenida mediante
d) un modelo LES y e) un modelo RANS. Gentileza de Karla Gonzalez, Directora del INH.
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2.4.2.3. Flujo incompresible e irrotacio

La ecuacién de momentum para un flujo

v,
ot

47
nal
incompresible e inviscido (sin viscosidad) es
1
V- (VaV)= —;Vp +g. (2.4.34)

Esta ecuacién forma parte de las denominadas Ecuaciones de Euler. En coordenadas cartesianas y en forma

conservativa, el sistema de ecuaciones es

ou 0 , 4 0 0 _ 1op
% o (u®) + ay (uv) + 5 (uw) = pYr (2.4.35)
dv 0 d , 0 _ 1op
5 + o (vu) + a9 (v°) + 5 (vw) = >0y’ (2.4.36)
ow 0 O oy 1op
5 + 5 (wu) + a9 (wv) + o (w?) = 50 (2.4.37)

En un flujo incompresible, los términos advectivos pueden también escribirse en forma no conservativa, recu-
rriendo a la ecuacién de conservacion de la masa. Por ejemplo, si desarrollamos la expresion correspondiente al
eje x,

0 , 5 0 0 ou 0Ov Ow ou ou ou
— — — = — 4 — + — — — —_—. 2.4.
Ox (w) + Oy (uv) + 0z (uw) =u <8x Oy 8z> +u0x * U@y * Yoz (24.38)
=0
Generalizando a tres dimensiones, se obtiene
A% 1
N oiv.vve_lyps g. (2.4.39)
ot p

Este resultado puede utilizarse para escribir las ecuaciones (2.4.29), (2.4.30) y (2.4.34) en forma no conservativa.
Para decidir cual versién de las ecuaciones de momentum usar. La ecuacién (2.4.24) es la mas general y no
tiene restriccion alguna, (2.4.29) requiere de que el fluido sea incompresible y (2.4.34) requiere de que ademas
el flujo sea irrotacional.

2.4.3. Conservaciéon de la energia

Las ecuaciones de Euler (2.4.39) pueden integrarse en el espacio para obtener una ecuacién de energia. Si
se considera ademas que el flujo es irrotacional, entonces se introduce el potencial de velocidad

Vo =V. (2.4.40)
y la ecuacioén resultante, denominada Bernoulli para régimen transiente e irrotacional, es la siguiente
106 1 709% 09° 06%) \p . _ (t) (2.4.41)
——t == t= += —+z= , 4.
got 2g |0x oy 0z y

que es una generalizacién de la reconocida ecuacién de Bernoulli utilizada en mecanica de fluidos para flujo

estacionario
u? p
—+—4z=
29~

En ambos casos, la constante de integracién C (t) depende del tiempo (pues la integracién de (2.4.39) es en el
espacio) pero es constante para todo el dominio espacial.

C(t). (2.4.42)
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En general, el estudio de los fluidos comprende tanto aspectos mecanicos como térmicos. Los primeros se
resuelven mediante la combinacién de las ecuaciones de conservacién de la masa y momentum, en tanto que
los segundos requieren de la ecuacién de conservacién de la energia. Esta altima, que forma parte integrante de
las ecuaciones de Navier-Stokes, no se incluye en este documento pues es poco frecuente su uso en el modelado
de procesos costeros y en la hidraulica en general. En el caso de los liquidos -salvo en casos de alta turbulencia-
los aspectos térmicos suelen ser despreciados, pues siendo casi incompresibles, no absorben mucha energia por
trabajo, de modo que su energia interna no cambia, a menos que se les transfiera calor intencionalmente. Una
de las aplicaciones mas relevantes de la ecuacién de energia es la teoria lineal del oleaje (seccion 5.4.1).

2.4.4. Cémo combinar las ecuaciones de gobierno

A continuacién describimos los sistemas de ecuaciones de gobierno para diferentes casos.

2.4.4.1. Flujo compresible y rotacional

Las ecuaciones de gobierno para un fluido real, conocidas como las Ecuaciones de Navier-Stokes, son

% +V-(pV) =0, (2.4.43)
0
—(pV)+ V- (VepV)=-Vp+pg+ V- (pwVV). (2.4.44)

ot

Para resolver este sistema de ecuaciones, es preciso incorporar condiciones iniciales y de borde que responden a
cada problema en particular. Se debe incorporar ademas una férmula complementaria (por ejemplo, una relacién
entre la presion y la densidad) para tener el sistema completamente determinado. Cabe notar que el término
nolineal, V- (V ® pV), dificulta los célculos pues genera complejas interacciones y puede inducir inestabilidades
numeéricas (ver seccién 4.7.1).

Este sistema de ecuaciones es complejo de resolver tanto en forma analitica como numérica, por lo que usual-
mente recurrimos a simplificaciones. Por ejemplo, en ingenieria costera, utilizamos el supuesto de que el agua es
incompresible pues las variaciones de presién atmosférica son insuficientes para generar cambios en la densidad
del agua. Otro ejemplo de simplificacién corresponde a las ecuaciones nolineales de onda larga, que reducen
el dominio de tres dimensiones x = (z,y,2) a dos x = (x,y), usando el supuesto de que el flujo tiene una
variacién despreciable en la profundidad. Estas ecuaciones, utilizadas para el modelado de mareas, tsunamis y
otros fenémenos cuya escala vertical es muy pequefia comparable con las escalas horizontales, son analizadas
en la seccién 5.

2.4.4.2. Flujo compresible e irrotacional

La forma diferencial de las ecuaciones de gobierno para un fluido ideal, conocidas como las Ecuaciones de
Euler, es

gft’ V- (pV) =0, (2.4.45)
0
= (PV)+V - (V®pV)=-Vp+pg. (2.4.46)

ot

Las Ecuaciones de Euler proceden de una reduccién de las Ecuaciones de Navier-Stokes despreciando términos
difusivos, y por ende las derivadas parciales de orden mayor. Ello por una parte, simplifica la definicién de
las condiciones de borde pero impide cumplir con todas las condiciones de borde naturales, como la de no
deslizamiento en la superficie de contacto con sélidos. Para muchas aplicaciones, esta condicién no es relevante
(por ejemplo, en la mecénica de ondas lejos del fondo), pero en otras si (por ejemplo, en el estudio de capas
limite). Como en el caso anterior, se debe incorporar ademas una relacién entre la presién y la densidad para
tener el sistema completamente determinado.
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2.4.4.3. Flujo incompresible e irrotacional

En ingenieria costera usualmente consideramos flujo incompresible, por lo que las ecuaciones de gobierno se
reducen a

V-V =0, (2.4.47)
oV 1
—+V-(VRV)=—-Vp+g. (2.4.48)
ot P
Cabe notar que esta aproximacién no es adecuada para flujos estratificados. En este caso el sistema esta
completamente determinado pues se cuenta con cuatro ecuaciones para cuatro incégnitas (u, v, w, p).
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2.5. Flujo en régimen turbulento

Un flujo turbulento corresponde al movimiento caético de un fluido en el que las particulas se mueven
desordenadamente y sus trayectorias se pueden predecir sélo hasta una cierta escala. Para establecer si un flujo
es laminar, de transicién o turbulento, se recurre al nimero de Reynolds (Reynolds, 1883), definido como

Re = Put_ g, (2.5.1)

1 v

donde p es la densidad, p la viscosidad dinamica, v la viscosidad cinematica, U la velocidad y [ una dimensién
tipica de un flujo. El nimero de Reynolds representa el cociente entre las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas.
Asi, la condicién de régimen turbulento se da para Re altos que ocurren cuando las fuerzas inerciales dominan
por sobre las fuerzas viscosas. En contraste, un régimen laminar se da cuando las fuerzas viscosas son superiores
a las inerciales. La definicién de umbrales sobre los cuales el régimen se torna turbulento dependen del fenémeno
fisico a estudiar. Por ejemplo, para tuberias de seccion circular, el flujo es laminar para Re < 2100 y turbulento
para Re > 10000.

La Figura 2.5.1 muestra dos ejemplos de flujos turbulentos en la naturaleza, con niveles de turbulencia muy
distintos. La imagen a) muestra una ola en fase de rompimiento, donde se observan niveles de turbulencia muy
distintos. El flujo es altamente turbulento en la cresta de la ola, donde incluso hay incorporacién de aire. En
contraste, el flujo es menos turbulento en sectores donde no hay rotura. La imagen b) muestra la erupcién del
volcan Calbuco el 22 de abril de 2015, en el sur de Chile. Se observa la columna de humo con un flujo prefe-
rentemente vertical en un inicio, dominada por la boyantes y la velocidad con que sale despedida la descarga
desde el crater. Una vez que la densidad de la pluma se equipara con la de la atmdsfera, comienza a derivar con
los vientos. Una analogia directa de este fenémeno es el de la descarga de aguas servidas mediante emisarios
submarinos, que se describe en la seccién 3.7.4. Antes de comenzar con la derivacion de las ecuaciones para
flujo turbulento, recomiendo revisar un video sobre turbulencia disponible en la serie /llustrated Experiments in
Fluid Mechanics, en The NCFMF Book of Film Notes (Shapiro, 1961b).

Para la derivacién de las ecuaciones de un flujo en régimen turbulento, se recurre a la descomposicién de
Reynolds (Reynolds, 1895), que es una técnica estadistica para separar el promedio de las fluctuaciones de una
cantidad. La descomposicién de una funcién f (z,t) es

f(x,t) = f(z)+ f (z,1), (2.5.2)

donde la media temporal se define como

(2.5.3)

-
WERCADO PARY:

IC” ~

e i

Figura 2.5.1: Ejemplos de flujos turbulentos en la naturaleza. a) Imagen de una ola en fase de rompimiento y
b) la erupcion del volcan Calbuco el 22 de abril de 2015, en el sur de Chile.
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Figura 2.5.2: Registro de velocidad obtenido mediante un velocimetro Doppler. La linea continua representa
las mediciones discretas de velocidad, en tanto que la linea gruesa segmentada corresponde al valor medio.
Las lineas con segmentos y puntos corresponde a la media + una desviacién estindar y las lineas punteadas
representan a la media + dos desviaciones estandar (Adaptado de notas de Edwin «Todd» Cowen, Cornell
University)

donde T es el intervalo de tiempo de la integracién, que debe ser superior a la escala de tiempo tipica de
las fluctuaciones, y f/ (x,t) es la fluctuacién respecto de la media. Esta descomposicién se puede ilustrar en la
Figura 2.5.2, donde se muestra un registro de velocidad obtenido mediante un velocimetro Doppler. La velocidad
media en el tiempo de medicién es de w = 0,1502 m/s y el valor medio cuadratico RMS (Root Mean Square)
de

n

donde n es el nimero de mediciones, se utiliza para reportar la intensidad de la turbulencia para esta componen-
te de velocidad. Notar que una medicién alternativa del nivel de turbulencia corresponde al nimero de Reynolds.

Introduzcamos ahora una serie de relaciones de la media temporal, que permitiran desarrollar las ecuaciones
para flujo turbulento, o RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations). A partir de la definicién (2.5.3),
se pueden demostrar las expresiones

=0, F=7, Fff=0 y Jf+£0. (2.5.4)

Queda en tus manos demostrar estas relaciones. También se puede demostrar que, si los limites de integracion
en la ecuacion (2.5.3) son fijos, la regla de Leibniz (9.1.1) implica que

1 t+T af o1 t+T W a?
Ahora, apliquemos la descomposicién de Reynolds a la velocidad y presidn
V(0t) = V(@) + V/ (2,0), p(et) =5 (2) + 7 (2,0). (2.5.6)

Desafortunadamente, esta descomposicién incrementa de 4 incégnitas (u, v, w, p) a 8 incégnitas (u, v, w, p, v, v', w', p'),
que son mas que las 4 ecuaciones de Navier-Stokes para caracterizar la conservacién de la masa y momentum en
tres dimensiones. Con ello, el problema queda indeterminado y requerird de modelar (no resolver) los términos
asociados a las fluctuaciones. Para ilustrar el procedimiento de derivacién de las RANS en forma simplificada,
partamos de las ecuaciones de Navier-Stokes para un flujo incompresible, en dos dimensiones (el procedimiento
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es analogo en tres dimensiones),

Ou 0 (b O 10p D[ 0u), 0 (0
EJr%(u )Jr&(uw)— p@er@x (”ax)+az (Vaz>’ (2.5.8)
ow 0 9,9 10p 0 ow 0 ( ow
E—i—%(wu)—i—&(w)— paz+8x <V8x>+8z (Vﬁz) a (25.9)

Introduciendo (2.5.6), aplicando el promedio temporal a las ecuaciones y usando las expresiones (2.5.4) y (2.5.5)
llegamos a

ou Ow

ar ta, =" (2.5.10)
Jxr 0z
ot ! Oz )+ 0z () = p Ox * Ox (V(%c) " 0z (y82> Oz (') 0z (uw’). (25.11)
ow 0 0 1op 0 ( Oow 9 ( ow d

-
(a7 = (a2 = 2 -~ -~ 2 29 AN
ot +8m (wu)+62 (w) p82+8x <yam>+8z <V8,z> ox (wu) 0z (ww) 9. (25.12)

Este sistema tiene la misma estructura que las ecuaciones de Navier-Stokes, pero tiene nuevos términos que
aparecen de los términos advectivos en las ecuaciones de momentum. Estos términos se denominan esfuerzos
de Reynolds y se deben a las fluctuaciones asociadas a la turbulencia. Estos términos deben ser modelados para
permitir que el sistema tenga solucién. La soluciéon mas sencilla es expresarlos en términos de los valores medios
e introducir la viscosidad turbulenta v, denominada también viscosidad de remolino o viscosidad de eddy. Bajo
esta aproximacion, se modelan los esfuerzos de Reynolds de manera analoga a los esfuerzos viscosos, siguiendo
la ley de viscosidad de Newton. Si se considera que la viscosidad es isotrépica, los términos de la ecuacién de
momento se modelan como

B ey v Y L ey YL v S Ll (2.5.13)

ox 0z ox 0z

donde la viscosidad turbulenta se puede pensar como una medida de la resistencia al flujo debida a la turbulencia
y es mucho mayor que la viscosidad molecular, i.e. v <« v°. Cabe notar que, a diferencia de la viscosidad
molecular, la viscosidad turbulenta es propiedad del flujo y por tanto no se conoce a priori. Con las expresiones
en (2.5.13), el sistema de ecuaciones (2.5.10) a (2.5.12) queda como

Ju Ow

ot o (2514
ou 0 oy, O o 10p 0 ([ 0u) O [  0u
ot * ox (u ) —|—£(uw) T pox * ox <V 836) * 0z <y 82) ’ (2.5.15)
ow 0 0, o 10p 0 0w 0 0w B
E—F@ (wu)+&(w)_ p82+8:1: (V 89:>+8z <V z> g (2:5.16)

En términos vectoriales, las expresiones resultantes, o RANS, son:
V-V =0, (2.5.17)

oV S — 1 —

5 TV (VaVv) :—;Vﬁ+g+v- (v°VV). (2.5.18)
donde la barra representa las propiedades medias. Estas ecuaciones no dan informacién sobre las fluctuaciones
turbulentas. Cabe mencionar que las RANS, (2.5.17) y (2.5.18), tienen la misma estructura que las ecuaciones de
Navier-Stokes, (2.4.16) y (2.4.29), pero resuelven variables distintas. Las primeras estan expresadas en términos

de la velocidad y presiéon media, en tanto que las segundas contienen la velocidad y presién instantanea del flujo.
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i Qué consecuencias tiene esto en el modelado?

Los procesos viscosos ocurren a escalas espaciales muy pequefias, lo que implica en términos de modelado,
que las ecuaciones de Navier-Stokes requieren de una malla espacial con intervalos comparables a la escala
de Kolmogorov. Esta escala es la escala mas pequefia bajo la cual la viscosidad domina por sobre la inercia.
La técnica de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes con este tipo de escalas se denomina Direct Numerical
Simulation (DNS) y es aplicable, con los recursos computacionales actuales a dominios pequefios, del orden de
decimetros de arista. Su tremenda ventaja es que no requieren de modelar la turbulencia, sino que se resuelve en
forma exacta (dadas las limitaciones propias de las ecuaciones de Navier-Stokes). En el mundo de la mecanica
de fluidos ambiental -donde las escalas espaciales son mucho méas grandes- se hace impracticable el uso de DNS
y es ahi donde las RANS, u otras técnicas como Large Eddy Simulation (LES) entran en el juego. Las RANS
requieren del modelado de la viscosidad turbulenta, en tanto que las LES obedecen a un filtrado de las fluctua-
ciones turbulentas mas pequefias. En otras palabras, ni las RANS ni las LES son exactas. En el mundo de la
ingenieria oceanica, las RANS permiten modelar detalladamente los procesos involucrados en la transformacion
del oleaje antes y durante la rotura (Pedrozo y Torres, 2011) pero distan de caracterizar en forma exacta el
flujo.



Capitulo 3

Modelado de procesos de mezcla

En esta parte se introducen los procesos fisicos de adveccion, difusién, reaccién y dispersién, que en conjunto
generan mezcla de dos sustancias. Existen otros procesos que pueden ser modelados mediante ecuaciones de
reaccion (e.g. evaporacién, biodegradacién, fotooxidacién y sedimentacién), otros que definen el medio en el
cual se produce la mezcla (e.g. estratificacion) y algunos representan la forma en que se produce la mezcla (e.g.
floculacién, emulsificacién o la disolucién) que aparecen en problemas especificos no cubiertos en el texto. Los
aspectos tedricos de este capitulo pueden complementarse con el texto de Fischer et al. (1979) en tanto que
los conceptos de modelado numérico de descargas pueden complementarse con el de Wood & Wilkinson (1993).
Los procesos de mezcla en ingenieria ocednica (Figura 3.0.1) se observan en:

= Vertidos de aguas servidas mediante emisarios submarinos

= Vertidos de agua caliente proveniente de sistemas de refrigeracion de plantas industriales y termoeléctricas
= Vertidos de agua fria proveniente de sistemas de regasificacion

= Vertidos de salmuera proveniente de plantas desaladoras

» Vertidos de residuos industriales liquidos (RILes)

= Vertidos de material de dragado

= Relaves mineros

= Derrames de petréleo

» Descargas de rios al mar conteniendo sedimento en suspensién, fertilizantes, etc.

= Procesos de mezcla de agua dulce y salada, tipicos de fiordos y estuarios

Cabe mencionar que los procesos de mezcla ocurren también en la atmdsfera y en sistemas a presion, entre
otros, por lo que las ecuaciones de gobierno que se derivan son aplicables también a otros campos. Recomiendo
tener el texto Fischer et al. (1979) en la cabecera de tu biblioteca, pues provee un buen marco tedrico a los
procesos de mezcla en estuarios y rios.

Por simplicidad y salvo excepciones, la expresiones se derivan en una dimensién espacial bajo un esquema
Euleriano. Definiremos al «agentey, como una sustancia, constituyente o contaminante que se vierte en un
fluido, denominado «medio». En los procesos de mezcla en medios acuaticos, el medio es agua dulce o salada.
La concentracién de un agente C, que depende del tiempo y del espacio, puede definirse de diversas formas.
Aqui van algunos ejemplos:

Magente Vagente Magente
¢ = agente C = agente C = agente

: (3.0.1)

;
Mmedio vmedio vmedio

54
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donde m representa la masa y ¥ volumen. Las dos primeras definiciones son adimensionales y la tercera tiene
unidades de masa por volumen. Existen otras medidas de concentracion que se utilizan cuando las concentra-
ciones son muy bajas, entre las que destacan los ppm, ppb y ppt para indicar partes por millén, billén y trillon,
respectivamente. Por ejemplo y a propésito del cambio climatico, la concentracion de C Oy en la atmdsfera
recientemente excedid la barrera de los 400 ppm, por primera vez desde hace 3 millones de afios!. Para facilitar
la derivacién definiremos en forma arbitraria, la concentracién como adimensional.

3.1. Adveccion

La adveccion es un proceso de transporte de una sustancia o de una propiedad (calor, humedad, salinidad,
momentum, energia, entre otros) por efecto del flujo. En ingenieria oceanica, estos flujos pueden asociarse al
viento, al oleaje o a las corrientes marinas.

3.1.1. Derivacion

Para derivar la ecuacién fundamental (en una dimensién y en coordenadas cartesianas), consideremos un
elemento de volumen ¥ = AxzAyAz a través del cual circula un flujo de agua a velocidad u (z,t), segin se ve
en la Figura 3.1.1 . Si la masa del agente es pequeiia en comparacion con la masa de agua®, podemos expresar
el flujo advectivo del agente entrando al elemento como

FA = puCAyAz, (3.1.1)

donde p es la densidad del medio, C es la concentracion del agente, definida en forma adimensional. El superin-
dice A simboliza el flujo «advectivo» y el subindice e es caracteristico de la «entrada» del volumen de control.
Dimensionalmente
M L M
Al _ _ _
[F/] = [puCAyAz] = [L?) T 1-L-L] = [T} : (3.1.2)
y representa la cantidad de masa entrando por una cara del elemento por unidad de tiempo. En la expresion

anterior M, L y T representan masa, longitud y tiempo, respectivamente. El flujo advectivo saliendo por la otra
cara del elemento se expresa, utilizando una expansion de Taylor (seccion 9.1.2), como

OFA D*FA Ax? OEA Az
Ax + 5 + ... —_—

Ox ox? 2 oz n!
'Para mezclas donde el agente tiene concentraciones altas, esta aproximacion no es adecuada. Existen diversas aproximacio-

nes matematicas para abordar este tipo de problemas, cuya seleccién dependerd de las propiedades de la mezcla (homogénea,
heterogénea, agente granular en medio fluido, etc.) y del grado de precisién que se busque en la solucién.

FA=F4+ +0 (Az"T), (3.1.3)

Figura 3.0.1: Ejemplos de procesos de mezcla. De izquierda a derecha: la pluma de sedimentos en suspensién
proveniente de un rio; un derrame de petréleo; la descarga de una pluma de boyantes negativa (e.g. salmuera
proveniente de una planta desaladora) y la descarga de una pluma de boyantes positiva (e.g. aguas servidas
provenientes de un emisario submarino).
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donde O representan «el orden dely error de aproximacion, o exactitud, de la expresién. Combinando con

(3.1.1) da

2 A .CCQ on

0 0
FA = AyAz+— AyAz) Az+— AyAz) =+ ...
2= puCAy z+8x (puCAyAZz) x+8x2 (puCAyAz) 5 + +8x”

Az
+0O (Ax"“) .
n!
(3.1.4)
Si se asume que el volumen del elemento es constante y que las funciones u y C son continuas, los términos

de orden mayor se pueden expresar como un error de truncamiento

(puCAyAz)

0
FA = puCAyAz + — (
Ox
Cabe mencionar que en esta derivacion no es necesario retener el tercer término pues, como se verd en adelante,
desaparece al tender el volumen del elemento a cero. Una vez conocidos los flujos en ambas caras, procedemos
a hacer una balance de masa del agente en el elemento

om
ot
donde m = pCAxAyAz es la masa del agente en el elemento. En palabras simples, la ecuacion (3.1.6) indica
que la variacion local de la masa del agente en el elemento es balanceada por el flujo neto en las caras. La
resta de los flujos debe tener sentido en esta expresién: en caso de que el flujo entrante es mayor que el de

salida, FA — F2A > 0, la masa del agente en el elemento debe aumentar, esto es O9m /Ot > 0. Recurriendo a las
expresiones (3.1.1) y (3.1.5) da

puCAyAz) Az + O (AzQ, Ay, Az) : (3.1.5)

= FA_ FA, (3.1.6)

gt (pCAzAyAz) = _88:1: (puCAyAz) Az + O (Aa:Q, Ay, Az) . (3.1.7)
Dividiendo por el volumen ¥ = AxAyAz, que se asume constante, y haciendo tender el elemento a cero (esto

es Az —0) da

0 0
En (pC) + 92 (puC) = 0. (3.1.8)
Cabe notar que en el limite cuando el elemento es infinitesimal, esta expresion es exacta a pesar de provenir
de una aproximacion de Taylor. Esta expresion se puede extender ficilmente a tres dimensiones considerando

flujos en las otras caras del elemento. La ecuacion de adveccién para un flujo compresible es

0

5 (pC)+ V- (pVC) =0, (3.1.9)
donde, en coordenadas cartesianas, C (x, vy, z) representa la concentracién en el espacio tridimensional y V (x,y, z) =
(u,v,w) corresponde al vector velocidad. Volvamos ahora a una dimensién y asumamos que la densidad del
agua es constante. En términos matematicos este supuesto implica que la derivada material de la densidad es
cero (ver ecuacion 2.4.15)

L =L iuE =0 (3.1.10)

Figura 3.1.1: Elemento diferencial con flujos advectivos en sentido x.



CAPITULO 3. MODELADO DE PROCESOS DE MEZCLA 57

Al combinar esta expresion con (3.1.8) y expandir cada término usando la regla del producto, se obtiene

oCc 0

— + — (uC) =0. 3.1.11

5t T 55 (C) ( )
Fisicamente esta expresion sugiere que la masa de una sustancia en el volumen de control es balanceada por el
flujo advectivo neto de dicha sustancia en los contornos del mismo. La ecuacién de adveccién para un flujo

incompresible, en forma conservativa se generaliza a un flujo tridimensional mediante la expresién

%f +V-(VC)=0. (3.1.12)
En coordenadas cartesianas esta expresion es
oc 0 0 0
— 4+ — — — =0. 1.1
5 + g (uC) + 3y (vC) + 9, (wC) =0 (3.1.13)

La ecuacion (3.1.13) se puede combinar con la ecuacion de conservacion de la masa

oC oC oC oC <8u ov 8w>: (3.1.14)

— tu—+v— fw—+C +——
ot " or "oy T Vo2 ox 0y 02
donde el término entre paréntesis, V -V = 0 para un flujo incompresible. En este caso, la expresién (3.1.12) se
traduce en la ecuacion de adveccion para un flujo incompresible en forma no conservativa
oC

5 tV-ve=o. (3.1.15)

Cabe notar que la expresion (3.1.12) estd escrita en forma conservativa y la expresion (3.1.15) en forma no
conservativa pero en ambas expresiones se conserva la masa. Ambas formas son equivalentes para soluciones
suaves pero la segunda responde al supuesto adicional de incompresibilidad. Para soluciones con cambios bruscos,
denominados shocks, solo la solucion conservativa da buenos resultados. Para lectores avanzados, sugiero visitar
el capitulo 12 de Leveque (1992).

3.1.2. Solucién analitica

La ecuacién de adveccion tiene soluciones analiticas para geometrias, condiciones iniciales y de borde muy
simples. En procesos de mezcla que se dan en fluidos reales, el medio se caracteriza por presentar una batimetria
irregular, condiciones iniciales y condiciones de borde complejas y desconocidas, por lo que este tipo de soluciones
analiticas no es aplicable. No obstante, una solucién analitica es itil para evaluar la calidad de los algoritmos,
lo que se se hace comparando la solucién numérica con la solucidn analitica, la que es exacta. Por ejemplo, la
ecuacién de adveccién en una dimensién para una velocidad constante

oC oC
—_— 1.1
BN +u 9 =0, (3.1.16)
tiene una solucion del tipo
C=f(xLet), con g(z,t) =x*ct, (3.1.17)

donde f (x,t) es una funcién arbitraria pero positiva, pues la concentracién debe ser positiva. Si reemplazamos
esta solucidn en la ecuacion de adveccién obtenemos las expresiones

of o af o 0 0

199, 9199 _ y SR (3.1.18)

dg ot dg Oz dg dg
con lo que se obtiene que u = Fc. Esta ecuacidn implica que un contaminante con concentracién de forma
arbitraria se desplaza con la velocidad del flujo sin cambiar dicha forma, segiin se observa en la Figura 3.1.2. El
desplazamiento sera en sentido positivo o negativo, dependiendo del signo de la fase en la solucion.
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f(xz+ct)

< ct— ct

Figura 3.1.2: Solucion de la ecuacién de adveccién para un agente con concentracion inicial f ().

3.2. Difusién molecular

La difusion molecular se asocia al movimiento térmico de las particulas de un fluido (liquido o gas) a
temperaturas por encima del cero absoluto. En forma empirica, e incluso intuitiva, se sabe que flujo neto
de moléculas ocurre de una region de mayor concentracién a una de menor concentracion. Este flujo puede
modelarse a través de la Ley de Fick, llamada asi en honor Adolf Fick (1829-1901), que establece que el flujo
difusivo por unidad de area de un agente en un fluido es

Fonasa = —pDVC (3.2.1)

siendo p la densidad del medio y D el coeficiente de difusion (también llamado difusividad) del agente de
concentracion C. Nota que es una ecuacion vectorial -es decir, el flujo difusivo tiene magnitud, direccion y
sentido- por lo que el signo menos indica que el agente se movilizard en el sentido opuesto del gradiente de
concentracion. El coeficiente de difusion representa la facilidad con que el agente se mueve en el fluido y depende,
entre otras variables, de la viscosidad y la temperatura tanto del agente como del medio, siendo independiente
(en este modelo) de la concentracién. En este sentido, es correcto decir por ejemplo, que «el coeficiente de
difusion de la anilina en el agua es...» e incorrecto «el coeficiente de difusion de la anilina es...», pues ambas
sustancias juegan un rol importante en la difusién. En el caso particular del calor, la ley de Fick se conoce como
ley de Fourier y se escribe como
Feator = —kVT

siendo k la conductividad térmica y T la temperatura. Esta expresion implica que el flujo de calor se transmite
desde regiones de mayor a menor temperatura. Si te interesa saber cémo se gestaron estas leyes y las diver-
gencias histéricas de la ciencia de entonces, te invito a leer el paper « The dichotomous history of diffusion»
(Narasimhan, 2009) o a estudiar el movimiento browniano -movimiento aleatorio de las particulas que se hallan
en un medio fluido- que obedece a la ecuacién de difusion.

Existe una muy buena analogia para explicar la difusion, y se basa en el formalismo matematico del random
walk, que esta descrito claramente en Fischer et al. (1979). Esta analogia dice que la trayectoria de una particula
consiste en una sucesién de pasos aleatorios que obedecen a alguna distribucién de probabilidad; la probabilidad
del salto a la ubicacién mas cercana es independiente de la direccion o sentido. En la Figura 3.2.1 se muestra
un experimento en el que se ilustra el proceso de difusion de la masa de un conjunto de personas, basado en
el concepto del random walk. El experimento inicia con el grupo alineado en una fila. En cada paso de tiempo,
el estudiante tiene que escoger en forma aleatoria si desplazarse a la derecha, a la izquierda o permanecer en
el sitio. La eleccion se puede hacer con una aplicacion en el celular que genere niimeros aleatorios entre 1 y
3 (siendo 1: desplazarse a la izquierda, 2: mantenerse en el sitio y 3: desplazarse a la derecha). Cada persona
entonces sigue una trayectoria aleatoria (random walk) y en su conjunto presenciamos un proceso de difusion
de masa (cuantificada mediante la cantidad de personas por ubicacién). En la medida que pasa el tiempo, la
masa total del conjunto de personas se distribuye en el espacio, lo que implica que el proceso de difusién es
conservativo. Luego se puede procesar la informacion y graficar la distribucion espacial de masa en el tiempo.
Si el gjercicio se desarrolla con mas estudiantes, las curvas tienden a una distribucién gaussiana. Para obligarte
a entender el experimento, he deliberadamente incluido errores en las cantidades. Animate a hacerlo con tus
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Figura 3.2.1: Experimento ilustrando el proceso de difusion de la masa de un conjunto de estudiantes de
Ingenieria Civil Oceanica, en la Universidad de Valparaiso. Si el ejercicio se desarrolla con mas estudiantes, las
curvas tienden a una distribucién gaussiana.

compafieros!

3.2.1. Derivacion

Para un volumen de control ubicado en un flujo unidimensional, de seccién transversal Ay/Az, a través del
cual circulan un flujo que transporta a un agente con concentracién C (x,t), el flujo difusivo entrando sobre
una cara de un elemento diferencial es

FP = —prgiAyAz, (3.2.2)

donde p es la densidad del medio y D, es el coeficiente de difusién en sentido x. La Figura 3.2.2 ilustra el
esquema de flujos difusivos en un elemento diferencial . Nota que el flujo difusivo tiene signo contrario al flujo

Figura 3.2.2: Elemento diferencial con flujos difusivos en sentido x.

advectivo, dado por (3.1.1), y no requiere de que el medio esté en movimiento para que se desarrolle. Podemos
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expresar el flujo difusivo saliendo sobre la otra cara del elemento utilizando una expansién de Taylor

FP = —prggAyAz — 8895 <pD$gSAyAz> Az + O (A:c2, Ay, Az) , (3.2.3)

donde hemos considerado que la funcién C son continuas. El balance de masa del agente en el elemento de
masa m = cAxAyAz tiene la siguiente expresion

om

Combinando esta expresién con (3.2.2) y (3.2.3)
% (pCAzAyAz) = % (pDJEAyAZ) Az + O (A$2, Ay, Az) (3.2.5)

y, asumiendo que el elemento es fijo, dividimos por el volumen y hacemos tender el elemento a cero para obtener

la expresidn
0 0 oC
2 ") = o, (PDxax> ’ (3.28)

que es exacta. En caso de que el agente esté distribuido homogéneamente en el medio (esto es, que el gradiente
de la concentracién sea nulo) no implica que las moléculas de agente permanezcan estaticas, sino que estan en
movimiento pero el flujo difusivo neto es cero. Esta expresion se generaliza a un flujo tridimensional dado, en
coordenadas cartesianas, por la concentracion C (x,y, z) y la velocidad V (x,y, z) = (u,v,w) como sigue:

0 0 oC 0 oC 0 oC
260 =2 (,.5E) + 2 (0,50) + 2 (055, (327)

ecuacion que establece que la masa de una sustancia en un volumen de control es balanceada por el flujo neto
de dicha sustancia en los contornos del mismo. En términos vectoriales, la ecuacién de difusién para un flujo
compresible es

gt (pC) =V - (pD (VC)T) , (3.2.8)
donde
D, 0 0
D=| 0 D, 0
0 0 D,

representa un coeficiente de difusién es anisotrdpico. Las sustancias isotrépicas presentan igual comportamiento
independientemente de la direccién, mientras que en las sustancias anisotrépicas las propiedades varian depen-
diendo de la direccion.

En esta expresion, el término de la izquierda representa la variacion temporal de masa del agente en un punto
y el de la derecha, el flujo neto difusivo en el mismo punto. Cabe mencionar que -al igual que en la adveccion-
la difusion es un fenémeno conservativo, es decir, que la masa total del sistema se conserva. A diferencia de
la adveccion (que transporta una pluma de contaminante sin deformacion), la difusién tiende a deformarla en
funcién de los gradientes de concentracion, suavizando las formas en la medida que actda. Si consideramos que
la densidad no varia en el tiempo y en el espacio, obtenemos la ecuacién de difusién para una densidad
constante (que como comentamos en la seccién 2.3, no corresponde a flujo incompresible)

% =V (DVO), (3.2.9)
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La ecuacion de difusion se puede simplificar. Por ejemplo, si el coeficiente de difusion es isotrépico (D, Dy, D, =
y constante en el espacio,

2 2 2
ocC oC <6C 0°C 8C>. (3.2.10)

— = DV?C 0 — =D + +

ot ’ ot 0x2  Oy? = 022
Para geometrias, condiciones iniciales y de borde muy simples, la ecuacién de difusion tiene soluciones analiticas.
La extension a casos mds complejos es abordada en forma elegante por Fischer et al. (1979). Entre éstos
destacan problemas que consideran bordes fisicos impermeables o absorbentes, los que se solucionan utilizando
el «método de las imdgenes» cominmente utilizado en flujo en medios porosos (seccién 3.6).

3.2.2. Soluciones analiticas para casos simples

Como se mencionara en la seccion precedente, en los procesos de mezcla que se dan en fluidos reales, el medio
se caracteriza por presentar una batimetria irregular, condiciones iniciales y condiciones de borde complejas y
desconocidas. Aun cuando en estos casos las soluciones analiticas no son aplicable, para evaluar la calidad
de algoritmos numéricos. Veamos algunos ejemplos simples extraidos de Fischer et al. (1979) que pueden ser
utilizados como referencias (o benchmarks) para validar algoritmos y para comprender casos progresivamente
mas complejos. Los casos analizados y algunos ejemplos pricticos en el ambiente acustico son:

= Fuente puntual e instantinea: vertido de una gota de colorante en una taza de agua.
= Fuente distribuida e instantdnea:
= Fuente puntual y constante en el tiempo: vertedero descargando en el mar.

= Fuente distribuida y variable en el tiempo: descarga de un emisario submarino a través de en varias
boquillas del difusor.

La explicacion de cada una de estas soluciones se presenta a continuacién.

3.2.2.1. Fuente puntual e instantanea

Solucién en una dimensién
En una dimensidn, la ecuacién de difusién para un agente cuyo coeficiente de difusion es constante en el espacio
se simplifica a
oc D82C
ot 0x?’
Esta ecuacion debe integrarse una vez en el tiempo y dos veces en el espacio, por lo que se debe imponer una
condicién inicial y dos condiciones de borde. Para una fuente instantidnea ubicada en x = £ que descarga una
masa M en el tiempo t = 0, la condicién inicial viene dada por

(3.2.11)

C(2,0) = Mo (z—¢), (3.2.12)

donde ¢ (x) es la funcion delta de Dirac. En términos matematicos, esta funcion real es cero en todos los
puntos a excepcion de x — &, donde adopta un valor infinito

_Joo, =€
§(x—¢) = {0’ o (3.2.13)
y cumple con la propiedad
/OO d(x—§&)dr=1. (3.2.14)
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En términos fisicos, la ecuacion (3.2.12) implica que toda la masa M se encuentra inicialmente en x = £, con
una concentracion infinita C' (£,0) = co. Esto se ilustra en la Figura 3.2.3 para t = 0. Naturalmente,

e
C(z,0)de =M, (3.2.15)
E—e

con ¢ — 0, lo que refuerza el hecho de que la masa estd concentrada en dicho punto. Las condiciones de
borde se definen como de cero concentracién para puntos alejados a una distancia infinita de la fuente, esto es
C (£o0,t) =0, con lo que el problema queda completamente definido. La solucién analitica viene dada por

exp [— (z - 5)2] : (3.2.16)

C(z,t) = Dt

M
Van Dt
y constituye una solucién fundamental a partir de la cual se derivan problemas bastante mas complejos. En
la Figura 3.2.3 se presenta la concentracion de una fuente puntual e instantanea para diferentes condiciones
de borde. Se observa cémo la masa inicialmente concentrada en un punto tiende a difundirse en el espacio a
medida que transcurre el tiempo como consecuencia de los gradientes espaciales de la concentracién, siguiendo
una distribucion gaussiana. Cabe notar que la masa total en el sistema permanece constante,

o
M(t) = / C (z,t) dx = constante, (3.2.17)
—0o0
lo que implica que el proceso es conservativo.
Solucién en dos dimensiones

La construccién a fuentes distribuidas en el espacio y tiempo sigue el mismo esquema que para una dimen-
sién. Por ejemplo, en un espacio bidimensional, la ecuacién que gobierna la concentracién de un contaminante
C (x,y,t) cuyos coeficientes de difusion son constantes en el espacio es

oC o*C o0*C
— =D,—+D,——. 2.1
ot " ga2 T y? (3.2.18)
Para una fuente puntual de masa M centrada en (z,y) = (£,() la condicion inicial se describe mediante la
expresion

C(z,y,0) = M5 (x—&)é(y— Q). (3.2.19)

Las condiciones de borde son de cero concentracién para puntos alejados a una distancia infinita de la fuente,
esto es C' (+oo, +00,t) = 0, expresion que representa las cuatro condiciones de borde necesarias para efectuar

C (z,t)

A

Figura 3.2.3: Solucién de la ecuacion de difusién para una fuente puntual e instantdnea ubicada en © = £ que
descarga una masa M en el tiempot = 0. En este esquema 0 < t1 < ty < t3 < oo. La condicién inicial definida
por la inyeccién instantanea y puntual, C (x,0) = M¢ (x — &), corresponde a t = 0.
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Figura 3.2.4: Experimento ilustrando el proceso de difusion molecular.

la integracion. La solucién es

C(z,y,t) =

Gt N Ve OQ] . (3.2.20)

M
4t /DoD, T [ AD,t 4Dyt

El proceso de difusién en dos dimensiones puede demostrarse de manera muy simple mediante un experimento
como el ilustrado en la Figura 3.2.4, que puede hacerse en la casa con materiales de facil obtencién (un disco
petri, anilina, una jeringa, un teléfono con cdmara de fotos y un cronémetro). Este experimento permite calcular
la difusion molecular pues el solvente esta en estado estacionario, es decir, sin velocidad ni adveccion (ver seccién
3.7.2). Dado que la estructura de las ecuaciones es similar para la difusion molecular y la difusién turbulenta,
el procedimiento es también aplicable a flujos turbulentos.

Solucién en tres dimensiones

Anélogamente, la solucion de la concentracion de un agente C (x,vy, z,t) para una fuente puntual en un espacio
tridimensional centrada (x,y,z) = (£,(,s) dada por

C(x,y,2,0) =M (x—&)d(y—¢)d(y—5), (3.2.21)

cuyas condiciones de borde son de cero concentracién para puntos alejados a una distancia infinita de la fuente,
C (£o0,+00,+00,t) =0, es

M _(33—5)2_(?4—02_(2—@2
(4rt)*/? \/meXp : (3.2.22)

4Dt 4Dt 4Dt
Notar que M en las ecuaciones (3.2.16), (3.2.20) y (3.2.22) tiene unidades de masa por unidad de largo, masa
por unidad de drea y masa por unidad de volumen, respectivamente. Asimismo, la concentracion decae de
manera distinta dependiendo de las dimensiones consideradas para estudiar el fenémeno, lo que se desprende
de las siguientes expresiones

C(z,y,z,t) =

1
C(x,t) x a7 C(z,y,t) x — C(z,y,z,t) x (3.2.23)

n ) W?
obtenidas de las ecuaciones (3.2.16), (3.2.20) y (3.2.22). Fisicamente, estas relaciones implican que el decai-
miento de la concentracién (en un punto del espacio a medida que pasa el tiempo) es mas rapido cuanto mas

dimensiones contemple el proceso difusivo.
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Figura 3.2.5: Esquema de superposicion para una fuente distribuida e instantanea. Adaptado de Fischer et al.
(1979).

3.2.2.2. Fuente distribuida e instantanea

A partir de la expresion (3.2.16), que es solucién de la ecuacion de gobierno de cardcter lineal (3.2.11), se
pueden derivar problemas mas complejos con una distribucién inicial definida en todo el espacio del tipo

C(z,0) = f(z), —00 < x < 00, (3.2.24)
cuya solucién
o) )2
C (z,t) :/_ J;Ef;t exp [— ($4D§) ] dg, (3.2.25)

puede interpretarse como la suma de contribuciones elementales del tipo (3.2.16) en diferentes lugares del es-
pacio, como se ilustra en la Figura 3.2.5.

Cabe notar que el principio de superposicion se puede aplicar a cualquier sistema lineal que satisface las condi-
ciones de aditividad, f (xr +y) = f (x)+ f (y), y proporcionalidad f (ax) = af (x). La ecuacion de difusion, la
funcién se puede expresar como

oC 0%C
f(C) = o D@‘
Luego, la condicion de aditividad
0 0? 0C, 0%°C1 00y 020y
f(C1+CQ)—a(cl—l—CQ)—Dw(Cﬁ—i-Cg)— En _Dal‘2 + En _DaaZQ = f(C1+Cy)

y la de proporcionalidad

0 0? oC 0*C
f(aC) = g(aC) —D@(GC') =a (8t —DW> =af (C).

se cumplen puesto que todas las operaciones contenidas en la ecuacién son también lineales..

3.2.2.3. Fuente puntual y constante en el tiempo

Para el caso donde se especifica una concentracién constante en el punto x = 0 como funcién del tiempo
(por ejemplo, un emisario submarino descargando un caudal constante de aguas servidas), la condicién de borde
es

C (0,t) = Cy, 0<t, (3.2.26)

y la solucion viene dada por

C(z,t) = Cy [1 —erf < 0<uz, (3.2.27)

7o)
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Figura 3.2.6: Concentracion para una fuente puntual y constante en el tiempo. Modificado de Fischer et al.
(1979).

donde erf (x) corresponde a la denominada error function

erf (x / exp (—t?) dt, (3.2.28)
f

y la forma se ilustra en la Figura 3.2.6. Sugiero revisar http://mathworld.wolfram.com/Erf.html para conocer
mas de esta funcion.

3.2.2.4. Solucién para una fuente puntual y variable en el tiempo

Finalmente, si se considera una fuente con una tasa de descarga por unidad de tiempo m, la concentracion
resultante se obtiene como la superposicién de las contribuciones elementales generadas en tiempos diferentes.

La solucién

t 2

x
— | dr 3.2.29
,/47rDt—r [ 4D t—T)} ’ (5:229)
tiene la forma tipica de un operador matematico de convolucién, que aparece de manera natural en un sistema
fisico lineal en el cual se aplica el principio de superposicion.

C(z,t) =

3.2.2.5. Fuente distribuida y variable en el tiempo

Siguiendo con la Iogica de la superposicion espacial y temporal de las soluciones (3.2.25) y (3.2.29), para
una fuente que aporta una masa por unidad de tiempo y unidad espacial m (x,t), la solucién es

3.2.2.6. Fuente puntual e instantanea en dos y tres dimensiones

XXXX
Coeficiente de difusién
XXXX

] dedr. (3.2.30)

3.3. Dispersién

En los flujos medioambientales existen gradientes espaciales de velocidad debido, entre otras razones, a la
condicién de no deslizamiento en los bordes sélidos. En un campo de velocidades no uniforme, la pluma de
una especie (soluto o contaminante), se advecta a diferentes velocidades, haciendo que se extienda longitudi-
nalmente en forma mds rapida que una nube liberada en una corriente uniforme. La adveccién diferencial del
medio aumenta la difusividad efectiva, fenémeno que se conoce como dispersion por corte (shear dispersion), o
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Figura 3.3.1: Dispersién de un trazador en un rio. El color rojo representa la concentracién maxima en cada
punto.

dispersién de Taylor en honor al fisico y matemético Sir Geoffrey Taylor (1886-1975). La expresion matematica

de este fenémeno es 0C 5 oC

donde en presencia de flujos con variaciones espaciales en el campo de velocidad, usualmente D < ¢ < K,
es decir, la dispersion de Taylor domina por sobre la difusion turbulenta y molecular. La dispersion de Taylor
surge de representar un flujo tridimensional en dos dimensiones, o de manera anéloga, un flujo bidimensional
en una dimension. Es decir, cuando un flujo se representa en menos dimensiones que las que realmente ocupa.
Por ende, es un artefacto matemaético que surge de reducir las dimensiones para simplificar el problema real. La
ecuacion de dispersién para un flujo incompresible es

oc =V (K-VQ0), (3.3.2)
ot

donde K corresponde a un tensor que incluye los coeficientes de dispersién por corte y su dimension dependerd
de a cuantas dimensiones se esta reduciendo el problema tridimensional. En cuerpos de aguas naturales, la
dispersion de un contaminante ocurre producto de campos de velocidad no uniformes, como se muestra en
la Figura 3.3.1, adaptada de Kilpatrick (1993). Inicialmente, la distribucion de concentracién de un trazador
vertido en el medio del rio es dominada por la mezcla lateral hasta que alcanza el borde. Como consecuencia de
la variacion de velocidad a lo ancho del rio, en la medida que el trazador avanza, se advecta mas lentamente en el
borde y mas rapido en el centro del rio. A grandes distancias, la concentracion deja de ser uniforme en la seccién
y cubre mayor distancia a lo largo del rio, proceso que se conoce como dispersion. La Figura 3.3.2 presenta un
caso idealizado de dispersion en un canal de seccion transversal uniforme y perfil parabdlico de velocidad, donde
un trazador se modela mediante particulas que se advectan y difunden a medida que la mancha se propaga
aguas abajo de la zona de vertido, que corresponde a un vertido lineal e instantaneo en x = 0.

3.4. Reaccion

La reaccién es un proceso en el cual dos o mas sustancias llamadas reactantes, transforman su estructura
molecular y enlaces, generando otras sustancias denominadas productos. Existen reacciones de tipo quimico,

fisico, bioldgico o socioldgico, entre otros. La ecuacién de reacciéon para un flujo incompresible es
oC
— =R(C 3.4.1
5 = R(O). (3:4.1)

donde R (C) define la naturaleza del proceso reactivo. Un ejemplo muy sencillo lo constituye una reaccion de
primer orden, que es aquella donde la velocidad de la reaccion es directamente proporcional a la concentracion
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Figura 3.3.2: Caso idealizado de dispersion en un canal de seccién transversal uniforme y perfil parabélico de
velocidad, donde un trazador se modela mediante particulas que se advectan y difunden a medida que la mancha
se propaga aguas abajo de la zona de vertido, que corresponde a un vertido lineal e instantaneo en z = 0.
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de la sustancia. Este tipo de reaccion estd gobernada por la expresion
R(C) = —kC, (3.4.2)

donde k representa una constante de decaimiento y tiene unidades de [CT‘l} . Si por simplicidad consideramos
que la concentracion es sélo funcion del tiempo (y no del espacio) y que k no es funcién del tiempo, para este
tipo de reaccion podemos usar la técnica de separacion de variables e integrar

C t
dC
— = —/{/ dt, (3.4.3)
Co C to

donde Cy corresponde a la concentracion en el instante inicial tg. Luego de aplicar la exponencial, se obtiene la

siguiente expresion
C(t) = Coexp[—£ (t —to)], (3.4.4)

que indica que para k > 0, la concentracion disminuye exponencialmente en el tiempo y para k < 0 existe un
aumento exponencial de la sustancia. En este caso, el proceso es no conservativo. Si k = 0 no existe reaccion
y la concentracién permanece constante y el proceso es conservativo. Una reaccién de primer orden permite
modelar varios procesos fisicos, como el decaimiento de material radiactivo o de las aguas servidas vertidas al
mar. Los procesos reactivos pueden ser muy complejos y actuar en diferentes escalas espaciales y temporales.

A modo de ejemplo, algunos fenémenos de reaccién asociados a un vertido de petréleo son la emulsifica-
cién (mezcla del agua dentro del petréleo), la evaporacién (volatilizacién de la fracciones ligeras del petréleo),
la biodegradacion (microorganismos degradan el petréleo, generando compuestos sencillos), la disolucion (mez-
cla de componentes solubles entre el petréleo y el agua de mar), la fotooxidacion (alteracion superficial por
efecto del sol) y la sedimentacion (precipitacion hacia el fondo marino).

El vertido de aguas servidas al mar, por su parte, es un proceso en el cual se efectiia un tratamiento pri-
mario, de caracter fisico (camara de rejas, desarenador, etc.), y luego se vierte el fluido remanente en el mar
mediante un emisario submarino. El principio tras esta técnica es que el agua salina del mar degradari el efluente
-constituido entre otras sustancias por material biolégico de las heces cuyo ambiente natural es el agua dulce-
si se garantiza que la solucién considera un buen disefio de los difusores del emisario.

3.5. Adveccién, difusién y reaccién

Los procesos de adveccion, difusién y reaccion coexisten en la mezcla de un contaminante en un cuerpo
de agua. Algunos ejemplos donde se superponen estos procesos se incluyen en la Figura 3.5.1. Para evaluar la
importancia relativa de la adveccion y la difusion en un contaminante conservativo (sin reaccion) se utiliza el
namero de Péclet, que relaciona la velocidad del flujo y la velocidad de difusién mediante la expresion

t

Figura 3.4.1: Solucién de la ecuacién de reaccién en funcion del tiempo, para diferentes constantes de decai-
miento.
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Figura 3.5.1: Ejemplos de procesos de mezcla donde se superponen los efectos de adveccion, reaccién y difusion.

LoVo
Dy

donde Lg es una longitud caracteristica donde se mezcla el contaminante, V{y es una velocidad caracteristica, Dy
es la difusividad masica, Re es el nimero de Reynolds y Sc el nimero de Schmidt. Este nimero adimensional
debe su nombre al fisico francés Jean Claude Péclet (1793-1857). Para Pe < 1, la difusion es dominante, para
Pe > 1 la mezcla estd dominada por adveccion y para Pe ~ 1 ambos procesos son importantes. Si la velocidad
del flujo es alta, la pluma del contaminante no tiene un tiempo suficiente para difundirse en el punto de medicién
(situado a una distancia Ly del punto de inyeccion de contaminante) y por lo tanto domina la adveccién. Por
el contrario, si el flujo es relativamente lento, la difusion tiene suficiente tiempo para evolucionar y se convierte
en el proceso dominante. Una manera simple de comprender la importancia relativa entre la adveccion y la
difusién, es recurrir a la adimensionalizacién de la ecuacion de adveccién difusion

Pe =

= Re Se, (3.5.1)

oc 0 0 oC
e + %( uC) = 2 <D8x> (3.5.2)
considerando los siguientes escalamientos
¢ - Lo z = Lo, u=Vya, C =CyC, D = DyD, (3.5.3)

Vb )

donde las variables con tongo son adimensionales y las constantes con subindice responden a valores caracte-
risticos del proceso de mezcla. Utilizando la regla de la cadena se obtienen las derivadas espacial y temporal

son
o Vpd o 10
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Figura 3.5.2: Modelacion de una fuente continua proveniente de un médulo de acuicultura en el Canal Chacao,
Chile. En rojo se ilustra la forma de la concentracién, claramente dominada por adveccion. Gentileza de Ignacio
Sepiilveda.

Combinando estas expresiones, se obtiene una expresién adimensional

aC 0 /. - 1 0 (.00
—~ U - — == Di ..
or "oz (“C) Pe 0% ( m«)’ (3.55)

donde las derivadas son todas de orden O (1) y la importancia relativa de cada término viene dada por los
nameros adimensionales que se les anteponen (en este caso, sélo en la difusion). Si la adveccion domina el
proceso, entonces Pe > 1 y la ecuacién de adveccidn-difusion se reduce a la de adveccién

%? + aai (uC’) —0. (3.5.6)
Por ejemplo, la Figura 3.5.2 ilustra el vertido de un contaminante conservativo en el canal de Chacao, don-
de la velocidad media es Vo = O (10° m/s), la longitud tipica donde se mezcla el contaminante es de
Ly = O (104 m) y la difusividad medida in situ es de Dy = O (100 m2/s) es claramente dominado por
adveccién, con Pe = O (104). En este caso el proceso de mezcla podria ser modelado mediante la ecuacién
de adveccién, sin incurrir en grandes errores. En aplicaciones de mecanica de fluidos ambiental, el ndmero de
Péclet habitualmente tiene valores elevados, lo que implica que la adveccion es el proceso dominante.

Para difusién térmica, el nimero de Péclet se define como

Pe = LV Re Pr (3.5.7)

(%

donde « es la difusividad térmica definida como a = k/pcy, siendo k la conductividad térmica, p la densidad del
fluido, ¢, la capacidad calorifica a presion constante y Pr el nimero de Prandtl. La analogia entre los procesos
de difusion de masa y de calor es directa (e.g. Narasimhan, 2009).

3.5.1. La ecuacion de ADR

Una primera aproximacién para modelar estos tres procesos es asumir que son independientes y que por
tanto se pueden sumar (en estricto rigor, se asume que los flujos advectivos y difusivos son independientes
entre si, e independientes de la reaccién). En una dimension, la ecuacién de adveccién-difusion-reaccién (ADR)
resultante

oC 0 0 oC
22 uey=2 <Dax> e (358)
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es una ecuacion diferencial en derivadas parciales que permite predecir la concentracién de sustancias conta-
minantes C'(x,t). Para su solucién se requieren de condiciones iniciales y de borde. En términos vectoriales, la
ecuacion de adveccion-difusién-reaccion se escribe como

oC

E#—V-(VC’):V‘(D-VC‘)—FR(C), (3.5.9)
expresion a partir de la cual se pueden encontrar soluciones mas simples para campos de velocidad, reacciones
de diferente orden y coeficientes de difusion isotrdpicos y/o constantes en el espacio.

En algunos casos muy sencillos existen soluciones analiticas que permiten validar algoritmos. Por ejemplo,
en el flujo tridimensional con una velocidad V = (u,v,w) = (u,0,0), con una difusividad constante e isotro-
pica (D, Dy, D, = D) y una reaccion de primer orden dada por una constante de decaimiento k, la ecuacion
de gobierno es

2 2 2
oC ac:D<ac 9%C ac>_ﬁa (35.10)

ERTT 927 "oy o2
Para una fuente puntual donde se vierte una masa M centrada en (z,y,z) = (£,(,s) en el tiempo t = 0,

la solucién resulta de una combinacion de las soluciones 3.1.17 para la adveccion, (3.2.22) para la difusién y
(3.4.4) para la reaccion:

ox [_([w —d-u)?’+(y -0’ (e =9
(47 Dt)*/? 4Dt

C(x,y,z,t) = ] exp (—kt) . (3.5.11)

El término M/ (47rDt)3/ % representa la concentracién maxima en el centro de la pluma. La primera exponencial
representa la distribucion espacial de la pluma que resulta de la accion conjunta de la adveccion y la difusién.
Nota que el efecto de la adveccién resulta en un desplazamiento hacia la derecha de la nube de concentracién.
La segunda exponencial representa el efecto de la reaccién y puede redundar en una pérdida progresiva de la
masa total del sistema, en caso de que k > 0, o en un aumento de la misma para xk < 0. Para k =0, la masa
total del sistema permanece constante y el proceso es conservativo.

3.5.2. Diferencias entre la ecuaciéon de ADR y la ecuacion de momentum

El uso de modelos analdgicos es dtil para efectuar paralelismos entre fendmenos diferentes pero que atienden
a ecuaciones de gobierno similares. En el caso de los procesos de mezcla existen fenémenos (como la difusion)
que siguen relaciones equivalentes a las del momentum y otros (como la adveccion) que se comportan de
manera muy distinta. Para ilustrar esta idea veamos un ejemplo donde el fluido es isotrépico. La ecuacién de
adveccién-difusion-reaccion

oC
o TV-VC= DV?C + kC, (3.5.12)
tiene una forma similar a la de momentum
oV 1
S TV-VV= —;Vp+VV2V+g. (3.5.13)

pero comportamientos disimiles en su fisica. La diferencia elemental entre ambas radica en que la primera re-
presenta la conservacién de la masa de un agente (un escalar) y la segunda representa un balance de fuerzas
(un vector), es decir, atienden a magnitudes diferentes. El término advectivo es esencialmente distinto pues
en la ecuacion ADR, si la velocidad es una magnitud conocida, V - VC' es lineal y permite superposicion de
soluciones. En la de momentum, en contraste, V - V'V es nolineal, lo que tiene consecuencias en la fisica y
en los esquemas numéricos de resolucion. En concreto el término advectivo en la ecuacion de momentum i) es
responsable de la generacién de arménicos, ii) gobierna la produccién y transporte de vorticidad y iii) puede
inducir inestabilidades numéricas en la solucion de ecuaciones por medio de la nolinealidad. En este caso, la
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Figura 3.6.1: Ejemplos del uso del método de las imagenes. a) una fuente real a la derecha del borde, en x = 0,
y una imagen a igual distancia a la izquierda del mismo en © = —2L. b) una fuente real en x = 0 entre dos
bordes impermeables ubicados en x = +L. Adaptado de Fischer (1979).

analogia entre adveccion de masa y momentum no es directa.

El término difusivo DV*C representa la difusion de masa de contaminante en la ecuacién ADR, en tan-
to que vV?V representa la difusién de momentum. Ambos procesos estan relacionados a través del nimero de
Schmidt, que se utiliza para caracterizar flujos en los que hay procesos advectivos de cantidad de movimiento
y masa (el andlogo al nimero de Schmidt en transferencia de calor es el nimero de Prandtl). Este nimero
adimensional, cuyo nombre se debe al ingeniero aleman Ernst Schmidt (1892-1975), se define como el cociente
entre la difusién de cantidad de movimiento y la difusién de masa

SC = 5,
donde v es la viscosidad cinematica del fluido y D es la difusividad del fluido. Asi, cuando Sc se aproxima a la
unidad, es esperable que los patrones difusivos de masa y momentum sean similares.

El término reactivo en la ecuacion ADR, en este caso dada por un modelo lineal del tipo xkC, puede te-
ner un equivalente en la friccion en la ecuacion de momentum, que puede modelarse en forma sencilla a través
de un término lineal del tipo —C¢V. En este modelo sencillo, se puede inferir por analogia con la reaccion en
la ecuacion ADR, que la presencia de un término de friccion redundara en una pérdida sucesiva de momentum.
Finalmente, en el transporte de masa no existe un andlogo a la presion o a la gravedad y es por ello que no
aparecen en la ecuacion ADR.

3.6. Condiciones de borde

El tipo de condiciones de borde mas comunes utilizadas en los procesos de mezcla son i) la de Dirichlet, que
prescribe el valor de la concentracién y ii) la de Neumann, que prescribe el gradiente de la concentracion, o el
flujo, en el borde. Estas condiciones se introducen con el objeto de buscar soluciones analiticas o numéricas en
presencia de bordes.

La condicién de borde tipo Dirichlet, o de primer tipo, es aquella en que se especifican los valores de la
variable dependiente en la frontera del dominio. En términos matemdticos, para una ecuacion diferencial en
derivadas parciales para la incégnita y (x) sobre un dominio Q, esta condicién se escribe como

y(x)=f(z) Vxedf, (3.6.1)
donde 0S) corresponde al borde del dominio.
La condicién de borde tipo Neumann, o de segundo tipo, es aquella en que se especifican los valores de

la derivada de la variable dependiente en la frontera del dominio. Para una ecuacién diferencial en derivadas
parciales para la incégnita y (x) sobre un dominio ), esta condicién se escribe como
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gz () = f(x) VaedQ, (3.6.2)

donde 0N corresponde al borde del dominio y n representa el vector unitario normal a dicho borde.

Afortunadamente, si la ecuacién de gobierno y las condiciones de borde son lineales, como es el caso de la
ecuacién de adveccion-difusién—reaccion, podemos recurrir al principio de superposicién de soluciones sencillas
para obtener la solucion de un problema usualmente mas complejo. Esta propiedad es dtil cuando se busca
una solucién analitica (aquella en que la funcién incdgnita tiene una expresion matematica explicita) en casos
relativamente simples.

El método de las imagenes -cominmente usado en ingenieria por su simplicidad- permite encontrar solu-
ciones analiticas considerando una fuente ficticia (imagen) igual a la fuente real, a una distancia igual pero
opuesta al borde. Por ejemplo, para una fuente puntual e instantinea de masa M ubicada en x = 0 que se
libera en un espacio que contiene un borde impermeable en x = —L como en la Figura 3.6.1a, la solucién
analitica viene dada por

M 2 (z + 2L)*
C(z,t) = \/ﬁ {exp [—m] + exp D | (3.6.3)

donde se ha asumido que el coeficiente de difusion es constante. El primer término corresponde a la fuente
real y el segundo a la imagen, ubicada a una distancia equivalente pero opuesta al borde que la fuente real,
x = —2L . Ambas fuentes generan flujos iguales en magnitud pero opuestos en sentido en el borde, de modo
que el flujo neto es cero (condicién tipo Neumann). La Figura 3.6.1b, por otra parte, muestra el caso de un
dominio con dos bordes impermeables, en el cual el método de las imagenes se traduce en infinitas fuentes
ficticias que garantizan un gradiente nulo en las paredes.

Si, por el contrario, la misma fuente se libera en un espacio donde la concentracién es nula en ©t = —L
(condicion tipo Dirichlet), entonces la solucion es

M z? (z + 2L)?
C(z,t) = —— |- B 3.6.4
(1) VMm{mﬂ4m]em iDt ) (3.6.4)
donde la imagen es negativa y la suma de ambas contribuciones es nula en x = —L, esto es C (—L,t) = 0.

Cuando el problema tiene una geometria compleja, el método de las imagenes no es aplicable y debe re-
currirse a soluciones numéricas donde los bordes se definen localmente mediante las expresiones (3.6.1) y/o
(3.6.2). En la Figura 3.6.3 se muestra la solucion a la ecuacion de difusion en dos dimensiones, implementada
mediante diferencias finitas obtenida del ejercicio « Method of images for 1-D difussion», en Winckler (2010).

3.7. Adveccion, difusién y reaccién en régimen turbulento

La difusion turbulenta es un proceso de difusion por el cual las sustancias se mezclan debido a la presencia
de remolinos (eddies) que pueden variar en tamafio desde la escala de Kolmogorov a sistemas subtropicales.
En esta seccion se deriva la ecuacion de difusién en un régimen turbulento y se discute un procedimiento para
estimar el coeficiente de difusién turbulenta utilizado de manera convencional en levantamientos oceanograficos.

3.7.1. Derivacion

Por simplificacién, derivaremos la ecuacién en una dimension y recurriremos a la descomposicion de Reynolds,
que como se comentd en la seccién 2.5, es una técnica matematica para separar el promedio de las fluctuaciones
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Figura 3.6.2: Concentracién para una fuente cuasi puntual e instantdnea. La distribucién inicial no es un delta
de Dirac, sino una distribucion gausseana. En la imagen izquierda se ilustra un caso con bordes impermeables
(tipo Neumann) que impiden la salida del agente, por lo que la masa en el dominio se conserva. En la imagen
derecha se muestra un caso donde se impone el valor de la concentracién (tipo Dirichlet) que promueven la

salida del agente. En el infinito, la masa desaparece completamente.

de una cantidad. Descomponiendo la velocidad y la concentracion
u(w,t) =7 (z) + ' (z,t), C(z,t) =C () + ' (x,1),

donde por definicién

B 1 t+T . 1 t+T
u(x) = T/t u (z,t)dt, C(x) == C (z,t)dt,

Introduciendo estas definiciones en la ecuacién de adveccién-difusién

oC 0 0 oC
da Yal / Yal !
0C  0C 0 o vy wCawen - 2 (pPC 4 p2C _
at+at+6x(u0+u0+u0+u0) B D6x+D8:r =0.

(3.7.1)

(3.7.2)

(3.7.3)

(3.7.4)

En adelante, iremos paso a paso para facilitar la comprensién de la derivacion. Tomemos primero el promedio

temporal de esta expresion

Yal !
oC  oC +a(u0+u0’+u’0+u’0’)—£<D+D

ot T o o

ox ox

o7
1
06 e
05
o 0547

Yol /
aC 80)20'

(3.7.5)

Figura 3.6.3: Solucién numérica de la ecuacién de difusion en dos dimensiones, con bordes impermeables
(Neumann) en los contornos superior, izquierdo e inferior, y concentracién constante (Dirichlet) en el borde

derecho.
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Puesto que el operador promedio es lineal (3.7.2), podemos separar su aplicacién para cada término. Ademas,
si se considera un volumen de control fijo en el tiempo, se puede introducir dentro de las derivadas. Con ello
obtenemos la expresion

s %@ e +uC+uC> S| Do+ D] =0 (3.7.6)
Por definicién C' = 0, Hi =uC, E =C,
1 [T 1 [T
o / W(@) O (@t dt = [ O (t)dt =0 (37.7)
T t T t
y analogamente w'C = 0. Considerando estas expresiones en (3.7.6)
oc 9 o 0 oC e

Esta ecuacion requiere de un cierre (ecuacion extra), pues tiene por incégnitas C' y w/C’. Una manera sencilla
de resolver el problema es relacionar las fluctuaciones turbulentas con el gradiente de concentracién

WO = _8?33’ (3.7.9)
y por tanto
ocC 0 , — 0 oC
a0 4 e (UC) = <(D +e) m) ) (3.7.10)

La hipétesis (3.7.9) podria ser probada en laboratorio si te tienen mediciones simultdneas de concentracion y
velocidad (a partir de las cuales se pueden calcular el término w/'C") en a lo menos dos puntos suficientemente
cercanos (para calcular el gradiente de la concentracién OC /dx). Cabe mencionar que el coeficiente de difusién
molecular D es propiedad del fluido y el coeficiente de difusién turbulento ¢ es propiedad del flujo. En flujos
reales, D < ¢, lo que implica que el proceso de mezcla es mucho mis eficiente en un flujo turbulento. Puedes
ver un ejemplo simple para ilustrar la diferencia entre la difusién laminar y la turbulenta cuando haces un café
en polvo en la mafiana. Si viertes el caté suavemente con una cucharita en agua caliente sin generar grandes
perturbaciones en el flujo, el proceso de mezcla es lento y dominado por difusion molecular. Al revolver con la
cuchara, creas un flujo turbulento que acelera la mezcla.

En la practica, si consideramos también la reaccion, la expresion que se resuelve es
ocC 0, 0 oC —
— 4+ — (uC) = — [ e— R (C 3.7.11
ot * oz ("C) 8x<€8x>+ OF (37.11)
Nota que las ecuaciones (3.5.8) y (3.7.11) son similares en estructura pero esencialmente diferentes en cuando a
la magnitud que modelan; la primera modela concentraciones instantaneas y la segunda concentraciones medias.
Siguiendo el argumento de que los flujos en tres dimensiones ortogonales son independientes, podemos escribir
la ecuacion de adveccion-difusién-reaccién en un flujo turbulento como
aoC — — —
E+v-(vc):v-(s-v0)+}z(c), (3.7.12)
que en coordenadas cartesianas para un medio anisotrépico se escribe como
ocC 0 ,_ 0 , — 0 ,_ — 0 oC 0 oC 0 oC —
—+ — (uC) + — (vC) + — (wC) = — — — — — — R(C), (3.7.13
ot Tz (WO + 5, (00) + 5 (@0) = 5 (59531-) oy <5y8y> o <5Z82> +R(C), (37.13)
expresion a partir de la cual se pueden encontrar soluciones mas simples para campos de velocidad, reacciones

de diferente orden y coeficientes de difusion isotrépicos (por ejemplo, lejos de bordes que puedan imponer
restricciones al flujo en ciertas direcciones).
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3.7.2. Calculo del coeficiente de difusiéon turbulenta

Los procesos de mezcla son, en la mayoria de las veces, tridimensionales. En casos donde hay una clara
estratificacion, se puede asumir que la escala horizontal de la pluma de descarga es mucho menor que su
espesor y por tanto aproximar las ecuaciones a dos dimensiones horizontales

oC 0, — 0, = 0 oc 0 oC —

donde todas las variables son evaluadas en la profundidad de estratificacion. Este es el caso de los vertidos
de petréleo, que tienen su fase liquida concentrada en la superficie, o las descargas de aguas servidas en el
campo lejano, que usualmente se encuentran a cierta profundidad para evitar que el afloramiento del material
organico. Esta expresion da pie a la medicion del coeficiente de difusion usando trazadores superficiales, como
la fluoresceina® o la rodamina®, como se ve en la Figura 3.7.1 . El procedimiento es verter el trazador en la
superficie y seguir la mancha con una embarcacion. En un sistema de referencia que se mueve con la mancha
a la velocidad media del flujo, la ecuacion de gobierno se reduce a

9T _ o (_90\ 0 ( a0 5r18)

ot 0x \ " ox oy\Yoy)’ o
donde se asumen que en la escala de tiempo donde ocurre el proceso de mezcla, la reaccion es despreciable. La
solucion se obtiene a partir de la ecuacion (3.2.20)

2 2

z Y
=— —— = . 3.7.16
Amt, [E.Ey P [ de,t 45yt] ( )

Miremos ahora la funcién de densidad de probabilidad gaussiana para el caso bidimensional

C(z,y,t)

1 r— ) (y— )
f(z,y) = 5o OXD _L 2“3) _ ! 29) : (3.7.17)
MO 30y (o= oy

Comparando ambas expresiones se obtienen las relaciones

2t\[ExEy = 0,0y, e =0, oy = 0. (3.7.18)

Si el proceso de difusion es isotrdpico, los coeficientes de difusién en ambas direcciones son idénticos. Por tanto,
la primera relacion se reduce a
2t = o2, (3.7.19)

ecuacion que aparece en el texto Investigations on the Theory of the Brownian Movement, del mismisimo Albert
Einstein (1956, p.17, ecuacion 11). En dicho texto, o representa el desplazamiento de una particula experimenta
en promedio en una direccion o, en forma mds exacta, segiin dice, la raiz cuadrada de la media aritmética de
los cuadrados de los desplazamientos en una direccién. Esta expresion es atil para estimar los coeficientes de
difusion del contaminante en el agua. La relacion entre el cuadrado de la desviacion estandar de la concentracion
y el tiempo es lineal, lo que significa que mediante la medicién de las dimensiones de la mancha, el coeficiente
de difusién e puede calcularse mediante el ajuste de una regresién lineal a una serie de mediciones de (0?2,1;),
cuya pendiente es 2¢.

2|a fluoresceina es una sustancia colorante organica insoluble de color amarillo perteneciente al grupo de las xantinas que
produce un color fluorescente verde intenso en soluciones alcalinas (con pH mayor a 7). Cuando se expone a la luz, la fluorescencia
absorbe ciertas longitudes de onda y emite luz fluorescente de longitud de onda larga. (https://es.wikipedia.org/wiki/Fluoresceina).
La fluoresceina es ampliamente usada en mecanica de fluidos experimental como trazador.

3La rodamina es el nombre de una familia de compuestos organicos heterociclicos fluorescentes, basados en el xanteno. Se utilizan
como colorantes y como medio amplificador en los laseres de colorante. También se utilizan a menudo como un tinte indicador en
el agua para determinar el volumen, la velocidad y las direcciones de flujo y transporte. (https://es.wikipedia.org/wiki/Rodamina)
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Figura 3.7.1: Vertidos de rodamina en la bahia de Quintero. El trabajo fue efectuado en 2019 desde un bote
acondicionado para trabajos oceanograficos y monitoreado desde un dron. Gentileza de Matias Quezada y Felipe

Rifo, ingenieros civiles oceanicos de la Empresa Ecotecnos e Ignacio Lazo.
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Figura 3.7.2: Tamafio de una mancha en funcién del tiempo siguiendo la relacion o> = 2et en un experimento
como el ilustrado en la Figura 3.2.4. a) muestra el tamaiio para diferentes concentraciones de sal un soluto de
agua y anilina. b) ilustra el el tamafio para diferentes temperaturas del solvente, en este caso agua.

Para calcular las dimensiones de la pluma debe hacerse un supuesto practico, ya que la dimensién tipica de la
mancha se obtiene por medio de observaciones visuales con un error inherente a la definicién del contorno. Se
asume, por ejemplo, que la distancia entre el borde y el centro de la pluma (esto es el radio caracteristico R)
esta relacionada con la desviacién estiandar o mediante la expresion R = 20. Para obtener el radio, se mide el
drea de la mancha A y se obtiene el didmetro mediante la expresion R = \/A/~, suponiendo que la zona es
circular. Es claro que estos supuestos son arbitrarios y afectan el valor del coeficiente de difusion. Asimismo,
este procedimiento no es valido para procesos de mezcla que se dan en el espacio tridimensional, ni en flujos
cuasi bidimensionales, pero que experimentan afloramientos de agua debido a vértices.

Para ilustrar este procedimiento en un caso practico, adjuntaré en clases el documento Winckler (2010). La
Figura 3.7.2a ilustra como la difusividad es menor en la medida que el soluto (o efluente) tiene mayor salinidad
y la Figura 3.7.2b muestra como la mezcla es mas eficiente si el solvente (o cuerpo de agua receptor) esta a
mayor temperatura.

3.7.3. Ejemplo de mezcla en aguas someras

Debido a la irregularidad de la geometria de los cuerpos de aguas donde se mezclan los contaminantes, no es
posible obtener soluciones analiticas para la ecuacion de adveccién-difusién-reaccién. Por ello es necesario usar
técnicas numéricas para hallar una solucién aproximada a las ecuaciones de gobierno. En el caso de un proceso
de mezcla de un contaminante pasivo en aguas someras, se debe primero calcular el patrén hidrodinamico del
cuerpo receptor mediante, por ejemplo, las ecuaciones no lineales de onda larga (seccion 5.4.4)

on  Op  Oq _

ot * Ox * Jy =0, (3.7.20)
op 0 (P°\, 9 (e an
ot " ox (H) T ay (H) toHg =) f (3.7.21)
9g 0 (pay O (& an

donde 1 (x,y,t) es la desnivelacién instantanea, h (x,y) la profundidad batimétrica, H = 1+ h la profundidad
total, p (x,y,t) y q(x,y,t) los flujos integrados en la vertical en direcciones x ey, respectivamente. Los términos
>~ fz ¥y > fy representan la suma de fuerzas externas debidas al viento, a los gradientes de presién atmosférica,
a la friccion de fondo, al efecto de Coriolis, a la turbulencia y al oleaje, entre otras (seccion 5.4.4). Conocidos
entonces los flujos p y q, podemos resolver la ecuacion de conservacién del contaminante

oC  oC 9C 10 oC 10 le;
el — =—— | hE,— —— | he,— . 1.2
ot TPor T 9%y hax<5 8w>+hay<€y8y>+s (3.7.23)
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donde C es el valor promedio integrado en la vertical y los coeficientes de difusion turbulenta representan valores
integrados en la vertical. Su derivacion es explicada en forma rigurosa por Rutherford (1994).

3.7.4. Ejemplo de emisarios de descarga

Un emisario submarino es una tuberia mediante el cual se bombean diferentes tipos de efluentes para condu-
cirlos a una profundidad y distancia de la costa que promueva un proceso de mezcla eficiente. Para el caso de las
aguas servidas, los emisarios tienen el objetivo de reducir los coliformes mediante tres procesos fundamentales:
i) la dilucién inicial, ii) la difusion horizontal y iii) el decaimiento de coliformes. El dltimo proceso, de caracter
reactivo, se debe a que las bacterias fecales mueren gradualmente debido a la luz ambiente, la salinidad, los
nutrientes y las interacciones ecoldgicas con otras especies.

Un emisario usualmente termina con un difusor, constituido por portas (boquillas) que facilitan la difusion
del agua en el cuerpo receptor. La ubicacion del difusor deben garantizar que la pluma de descarga llegue a la
costa con una concentraciéon menor a la aceptable por normas especificas, y se determina mediante modelos
matematicos de adveccion, difusién y reaccién que se alimentan con mediciones in situ.

La Figura 3.7.3 ilustra un modelo fisico de una descarga de boyantes positiva, similar a la de una descarga
de aguas servidas, en la que se muestra los complejos patrones hidrodindmicos y de mezcla. En el campo
cercano, el proceso de mezcla estd dominado por la boyantes y el momentum de la descarga. El efluente se
denomina activo pues genera modificaciones en el patrén hidrodinamico del medio. En el campo lejano, el pro-
ceso de mezcla esta dominado por las corrientes ocednicas, que pueden ser forzadas por vientos, mareas, oleaje
o gradientes densimétricos, entre otros. En esta zona el efluente se denomina pasivo pues genera modificacio-
nes en el patrén hidrodinamico del medio. En la Figura 3.7.3 se muestra también una imagen de un emisario
descargando a boca llena y el lanzamiento del difusor de HDPE (polietileno de alta densidad) constituido por
risers y dos boquillas horizontales que descargan en sentido transversal al eje emisario.
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Figura 3.7.3: a) Modelo fisico de una descarga de boyantes positiva, similar a la de una descarga de aguas

servidas, donde se notan dos regimenes claramente definidos (Fuente: Experimento por Gerhard Jirka). b)
Emisario de descarga de aguas servidas en Delrey Beach, Florida, descargando a boca llena, sin difusores, del

orden de 15 a 20 millones de galones al dia (Foto tomada por Steve Spring, disponible en Marine Photobank).
¢) Faena de lanzamiento de el difusor de un emisario submarino.



Capitulo 4

Introduccién a las diferencias finitas

En esta parte se introducen aspectos fundamentales de la resolucion de las ecuaciones mediante diferencias
finitas. Se utiliza la ecuacion de adveccién-difusion-reaccion como excusa para ejemplificar conceptos de mode-
lado numérico tales como discretizacion, estabilidad y convergencia. Esta eleccién se basa en que la ecuacion es
lineal y por ende facilita la asimilacion de estos conceptos. Asimismo, los procesos fisicos que gobiernan la mezcla
son relativamente simples y pueden también ser utilizados como analogia para explicar otros fenémenos como la
difusion de momentum, que aparece en alguna de las versiones simplificadas de las ecuaciones de Navier-Stokes.
En este texto sélo presento esquemas de modelado en diferencias finitas bajo el inico argumento que son a
los que méas he estado expuesto. El lector debe estar consciente de que existen técnicas como los volimenes
finitos, los elementos finitos, los problemas de contorno (boundary value problems) o los métodos SPH (smooth
particle hydrodynamics) que ofrecen alternativas a las diferencias finitas. Esta parte puede complementarse con
el texto introductorio de Moin (2010).

4.1. Componentes de un problema de mecanica de fluidos

Antes de comenzar con esta materia, cabe preguntarse por qué necesitamos utilizar métodos numéricos
para resolver las ecuaciones que describen los procesos fisicos de interés (e.g. ecuaciones de conservacion de la
masa, momentum y energia; ecuacion de adveccion, difusion y reaccién). La primera razén es que mediante su
resolucién podemos conocer el comportamiento de la funcién objetivo en el tiempo y en el espacio; comporta-
miento que no es siempre claro cuando la funcién estd expresada en forma diferencial. La segunda razén es que,
en gran parte de los problemas reales, no es posible encontrar una expresién analitica de la funcién objetivo
utilizando métodos de integracién en el mundo continuo. Ello se debe, entre otras razones, a que i) el medio
sobre el cual ocurren los procesos fisicos es irregular, ii) las condiciones iniciales y de borde son complejas y iii)
los parametros utilizados en las ecuaciones pueden no ser constantes en el tiempo o el espacio.

Los elementos necesarios para encontrar una soluciéon numérica a un problema en mecanica de fluidos en
general (y en problemas de procesos costeros en particular) son los siguientes:

» Un modelo matematico que comprende las ecuaciones de gobierno para resolver la funcion objetivo,
condiciones iniciales, condiciones de borde, las dimensiones del problema (1D, 2D o 3D), el sistema de
coordenadas y el nivel de aproximacién adecuado al problema.

Por ejemplo, en el problema de la difusion en 1D con coeficiente de difusién constante y coordenadas
cartesianas, la ecuacion de gobierno para resolver la funcion objetivo C (z,t) es

oC 0*C
= D= 4.1.1
5 922 a<x<b, t>0, ( )
sujeta a la condicién inicial
C(z,0)=F (x), a<x<b, (4.1.2)

81
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donde F' es una funcién arbitraria que no depende del tiempo, y dos condiciones de borde, que pueden ser
de diferente naturaleza (seccién 3.6). Para un caso donde se define el valor de la funcién (tipo Dirichlet)
en ambos contornos, las condiciones se definen segin las expresiones

Clat) =G (t), v C (bt)=H (t), t>0, (4.1.3)

donde G y H son también funciones arbitrarias que no dependen del espacio. La exactitud de la solucién
numérica de este sistema dependera de la malla numérica y del esquema de discretizacion utilizado.

= Una malla numérica que corresponde a una discretizacién del dominio geométrico donde se resuelve
el modelo matematico. Existen mallas estructuradas, mallas estructuradas con submallas de diferente
resolucion o forma y mallas no estructuradas como se ilustra en la Figura 4.1.1, ademas de métodos
numéricos de tipo lagrangiano donde no se utilizan mallas, como los SPH (smooth particle hydrodynamics).
Existen asimismo, mallas que se adaptan en funcién de los gradientes de la funcién objetivo (adaptative
mesh refinement) y que son utilizadas, por ejemplo, para el modelado de tsunamis en el campo lejano.

o
o}
A =~
g S
h-““—-_
~L|
BORDES | .
GRADIENTE MAYOR BORDE CURVOS BORDE INTERIOR
a) b) c) d) €)

Figura 4.1.1: Tipos de mallas utilizadas para discretizar el dominio espacial. a) malla con elementos cuadrados, b)
malla con elementos rectangulares, c) malla con elementos rectangulares de tamafio variable, d) malla curvilinea
y e) malla estructurada con submalla de diferente forma. La malla con elementos cuadrados a) es adecuada para
flujos o geometrias relativamente isotrépicas, esto es, que posee las mismas propiedades en todas las direcciones.
La malla con elementos rectangulares b) es atil para flujos donde existe un gradiente horizontal mayor que el
vertical. La malla con elementos rectangulares de tamafio variable ¢) permite caracterizar el flujo como la capa
limite en los bordes sélidos. La malla curvilinea d) es adecuada para geometrias irregulares. Finalmente, la malla
estructurada con submalla de diferente forma e) permite caracterizar flujos con regiones diferentes, como el
vertedero de la Figura 2.4.3. La Figura 4.8.3 ilustra ejemplos de aplicacion de a) y d) en la modelacion de
Procesos costeros.

En la seccién 4.8 se profundiza en esta material.

= Un método numérico, entre los que destacan las diferencias finitas, volimenes finitos, elementos finitos,
boundary element methods, esquemas espectrales y combinaciones de éstos.

= Un algoritmo, que es una serie finita de pasos a realizar siguiendo el esquema de discretizacién en un
orden especifico, y que se escribe en un lenguaje de programacion.

Una buena analogia al algoritmo es una receta de un pastel. En primer lugar, en la receta se presentan
los ingredientes y herramientas necesarias, lo que en el algoritmo corresponde a la inicializacion de las
variables. Luego en la receta se describe una serie de pasos a seguir hasta alcanzar el producto final, entre
los que estdn la mezcla de los ingredientes, el uso del horno y la disposicién de la cubierta con chocolate,
por ejemplo. En el algoritmo esta etapa corresponde a la resolucion de las ecuaciones, el almacenamiento
de los datos, la visualizacién de los resultados y el cierre del algoritmo. Durante la elaboracién de pastel
se requiere de procesos iterativos que tienen una directa analogia con el algoritmo: se debe revolver
sistematicamente la masa hasta alcanzar una mezcla homogénea, lo que en el algoritmo corresponderia a
una iteracion, mediante ciclos for o while, hasta alcanzar un criterio de término asociado normalmente a
una tolerancia de célculo, al fin del tiempo de cémputo o a los limites espaciales del dominio.
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s Un método de solucién que considera cémo resolver en el tiempo y/o en el espacio las ecuaciones dis-
cretas (e.g. Euler, Runge-Kutta, Lax-Wendroff, Adams-Bashforth-Moulton), los métodos de factorizacion
para resolver los sistema lineales, especialmente asociados a esquemas implicitos (e.g. LU, LDU, QR) y
cémo tratar los términos no lineales, entre otros. Dada la naturaleza introductoria de este texto, en este
libro no profundizamos en esta materia.

En este texto abarcaremos la discretizacion de ecuaciones continuas mediante el esquema de diferencias finitas.
Una de las gracias de esta técnica es que permite reemplazar un problema planteado en ecuaciones diferenciales
sobre un dominio continuo por uno equivalente en operaciones matematicas simples (sumas, restas, multiplica-
ciones y divisiones) sobre un dominio discreto (Figura 4.1.2). Puesto que el objeto de estas notas es presentar
los fundamentos del modelado numérico en forma simple, salvo excepciones, se utilizan esquemas sencillos,
mallas regulares y ecuaciones lineales unidimensionales en coordenadas cartesianas. Para simplificar la notacion,
definimos la siguiente equivalencia entre las funciones continuas y discretas:

C(x,y,2,t) — Cliik): (4.1.4)
Para una sola dimensién espacial omitiremos el paréntesis en el subindice:
C(x,t) — Cy. (4.1.5)

La coordenada espacial se discretiza como

bh—
rvi=a+(@—1)Az, con i=1,..,N vy Aaz:N al, (4.1.6)
donde los bordes corresponden a x1 = a y xy = b. El tiempo se discretiza como
tr=(r—1)At, con 7=1,..T, (4.1.7)

donde el nivel T se refiere a la informacién conocida en el presente. Asumimos por simplicidad que A\x y /\t son
constantes. El modelo matematico de un problema 1D en el tiempo y espacio se puede graficar en un plano x —t
como el de la Figura 4.1.2. Como veremos en adelante, el pasar de ecuaciones continuas en derivadas parciales
a ecuaciones discretas implica resolver operaciones basicas (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones), lo que
simplifica el célculo. En contraste, al resolver un problema discreto sélo se obtiene una aproximacion discontinua
de la funcién objetivo en el tiempo y el espacio.

f CONDICIONES t CONDICIONES
DE BORDE T DE BORDE
T
DOMINIO DOMINIO
CONTINUO DISCRETO
| CONDICION CONDICION
INICIAL INICIAL
2
0 P2 1 €X;
a b 12 N

Figura 4.1.2: El modelo matemético de la difusion consistente en una ecuacion de gobierno en derivadas
parciales, condiciones iniciales y de borde (4.1.1 a 4.1.3) en un dominio continuo como el de la izquierda, puede
aproximarse a una ecuacién de gobierno, condiciones iniciales y de borde en diferencias finitas en un dominio
discreto como el de la derecha.
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4.2. Expresiones aproximadas de derivadas

En esta seccién se derivan las expresiones utilizadas en la discretizacién de las ecuaciones de conservacion
mediante diferencias finitas. La aproximacién se basa en la serie de Taylor (seccién 9.1.2), que corresponde a
una suma de potencias enteras de polinomios como (x — a)" que se calcula a partir de las derivadas de la
funcién para un punto a suficientemente derivable y un entorno sobre el cual converja la serie. En términos
matematicos, la serie de Taylor tiene la siguiente expresion

2 o n
Dy (@—a) 9, (&—a) (z —a)
F@) =T+ 10 (@) T 4@ @ T3 e @ 2 g
: : n=0 :
donde f (n) = gn f/0x™. Esta aproximacién de funciones tiene por ventaja que la derivacién e integracion se
puede realizar término a término mediante operaciones triviales. Las funciones que tienen una singularidad no
pueden ser aproximadas por una serie de Taylor en cuyo caso se puede recurrir a las series de Laurent.

En la presente derivacion utilizamos una version sutilmente diferente de la serie de Taylor, buscando rela-
cionar la funcién en un punto x respecto de los puntos colindantes. Para ello se asume que la funcién f (x) y
todas sus derivadas son conocidas. Usando la expansion de Taylor para dos puntos ubicados en f (x + Azx) y

f (@ - La)

2 n—1
Flat fa) = £ @)+ 9 @) da+ 1O @) S+t 1070 @) D55 4O (£ (@), 07 (422)
£ pan!

fla—2D0x)=f@) =Y (@) de+ O (2) == — .+ 7D (2) (D)0 (f(") (2), 02",

2 (n—1)
(4.2.3)

donde O ( ™ (z), Am”) representa el orden del error de aproximacion de la solucién, que depende del valor
de la derivada evaluada en el punto de referencia f(") () y del tamafio de la grilla Ax. Cabe mencionar que
signo del error es irrelevante, pues no sabemos a priori si la aproximacion es por exceso o defecto. Puesto que
las derivadas son continuas y su valor acotado, suele sélo considerarse el tamafio de la grilla en la expresién del
error, i.e. O (Axz™). En el caso de ecuaciones con dependencia temporal o espacial, el error se expresa de forma
O(Az™, At"™). En lo sucesivo se presenta la derivacion para derivadas de primer, segundo y orden n.

4.2.1. Derivadas de primer orden

Las derivadas de primer orden aparecen de manera natural en las ecuaciones utilizadas en mecéanica de
fluidos. Para su discretizacion se pueden utilizar diversas expresiones que se traducen en diferentes errores en
la aproximacion de la ecuacién diferencial. Para la diferencia avanzada (progresiva, adelantada, posterior o
forward difference), la primera derivada se obtiene de reescribiendo la ecuacion (4.2.2) como

Azx) —

Az
En este esquema, la primera derivada tiene un error en la aproximacién de O (Ax) y requiere de un stencil (o
arreglo) de dos puntos en el espacio (Figura 4.2.1). Para la diferencia retrasada (regresiva, atrasada, anterior
o backward difference), la ecuacion (4.2.3) se escribe como

£ () = L@ = fA(; — 8% _ o (aw), (4.2.5)

que tiene un error en la aproximacion de O (Ax) y considera un stencil de dos puntos en el espacio (Figura
4.2.1). Para la diferencia centrada, se resta (4.2.3) de (4.2.2) para obtener
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fx+Az)— f(z—20z)=2fW (z) Az + 273 (2) A;fs + .. (4.2.6)
que dividiendo por Ax, da
Az)— flz—O
F0 () = LB ‘”)M; (r=282) (Aa?) (4.2.7)

Esta expresion tiene un error en la aproximacién de O (Axz?) que -dado que Az es pequefio- es bastante menor
que el O (Ax) obtenido para las diferencias avanzadas o retrasadas. El aumento de exactitud de la diferencia
centrada se logra a costa de utilizar un elemento més en el stencil de cémputo(Figura 4.2.1). Se pueden obtener
expresiones de mayor exactitud para la primera derivada, como la siguiente (Moin, 2010)

 —fx+2Az) +8f (v + Ax) = 8f (v — Ax) + [ (v — 2Ax)
B 12Az B

F (z) O(Az?). (4.2.8)
En este caso, el stencil espacial abarca 4 puntos, pero cubre espacialmente 5, pues el punto central no se
considera en el célculo (Figura 4.2.1). En general, la exactitud de la aproximacién de la derivada depende de i)
la cantidad de términos en la expansion de Taylor y ii) el tamafio de la grilla.

4.2.2. Derivadas de segundo orden

Las derivadas de segundo orden también aparecen en las ecuaciones de conservacion, como por ejemplo, en
la ecuacion de difusion o el término de viscosidad turbulenta en las ecuaciones de momentum (2.5.15,2.5.16). La
discretizacion de estos términos se puede hacer de diversas formas. Por ejemplo, para la diferencia centrada,
se suma (4.2.2) y (4.2.3)

2 4
f(z+Az)+ f(z — Az) = 2f (z) + 22 (x)ATx 214 (2) AT”f ¥ (4.2.9)
que reordenando y dividiendo por Ax?, da

Ax?

Esta expresidn tiene un error en la aproximacion de O (A:z:2) y también requiere de un stencil de tres puntos
en el espacio. Cabe mencionar que si la ecuacién diferencial tiene derivadas espaciales de diferente orden, la
discretizacion de cada término debe ser consistente, es decir, debe tener el mismo orden de aproximacion del
error para cada término. Por ejemplo, en la ecuacién de adveccion difusién

oC aC 0%C

el termino advectivo debiera ser resuelto con una diferencia centrada cuyo error es de orden O (AZL’Q) que es
consistente con el término difusivo, que es también de orden O (AJJQ). Si se usa una diferencia avanzada o
retrasada para el término advectivo, se degrada la exactitud de la ecuacion a O (Ax), aun cuando se haga un
esfuerzo computacional en resolver el término difusivo con un orden mayor.

El problema de las derivadas espaciales de orden superior radica en los bordes pues requieren de puntos ubicados
fuera del dominio fisico. Una posible solucion es utilizar aproximaciones de menor orden en los bordes, lo que
de suyo degrada la solucién en su vecindad. La otra alternativa es buscar expresiones en el contorno que sean
consistentes con el orden de aproximacion de la expresion al interior del dominio, lo que requiere de un trabajo
algebraico suplementario.
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(1) _ Jiv1 — fi ]
fi' =) — 03 —O0—O—e——0— 1
-2 i-1 i i+l i+2
(1) fi— fim1 .
(M. —0(Ls —O0—e—e—0—0—>
fi Az O (Ax) . _ ‘ ‘ 1
-2 4-1 i i+l g2
X fix1 — fiz1 2 X
fUO =1l g (ag? —O0——0—8—0—>
’ 28 (8% -2 i-1 q i+l 2
(1) _ —fir2 +8fis1 =8ficai+ fica 4 —O0—0—0—0—0——
fi= 12Ax 0 (&%) P2 -1 d isl Q2
@ _ fixi —2fi+ ficr 9 —O0—e——e—e—0——>
fiv = A2 @y -2 -1 i i+l 42
(4) _ 'fi+2 - 4fl+ﬁl + ()f/ - 4,f{*l + f/*Q -
i = Al —0—0—0—0—0—>_ .

Figura 4.2.1: Stencils utilizados para derivadas de primer, segundo y cuarto orden.

4.2.3. Derivadas de orden n-ésimo

Las derivadas de orden mayor son menos frecuentes pero aparecen también en algunas ecuaciones. Un
ejemplo lo constituye el término dispersivo en la ecuacion de Boussinesq (5.4.162), constituido por una tercera
derivada, y que es explicado en la seccién de modelos de oleaje. La expresion de una diferencia centrada de
orden n es

o Eer (i) (1)

1=

Por ejemplo, para i = 2, la expresién anterior se traduce en

1 2 2
(2 — = (o 2
9 (x) N {( 1) (O)f<$+[2 O] AJ;)
+ (-1t < f )f <x+ [Z — 1} Aac) +(-1)? ( ; )f (x—i— [; —2} Am)} (4.2.13)
que simplificando permite obtener la diferencia centrada de segundo orden

F@ (z) = flz+Ox) - 2&;) +f@—-Az) (4.2.14)

Analogamente, para i = 4 se obtiene la diferencia centrada de cuarto orden

£ () = f(z 4+ 2Ax) —4f(a:+Ax)+6£;:Z) —4f(:r—A:r)+f(:E—2Ax)’ (4.2.15)

que requiere un stencil de 5 puntos en el espacio para su calculo. Esta aproximacidon, lamentablemente, no incluye
el orden de aproximacién de la expresion. Para tener una vision mas amplia de los esquemas de discretizacion,
recomiendo visitar Eberly (2015).
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4.3. Esquemas explicitos, implicitos y semi-implicitos

En el estudio de procesos costeros, buscamos solucionar ecuaciones en derivadas parciales mediante métodos
numéricos que discretizan el espacio y el tiempo. Para ello se dispone de esquemas explicitos, implicitos y semi-
implicitos, que como veremos en esta seccion, se determina a partir del tipo de discretizacién. Los métodos
explicitos permiten estimar el estado del sistema en un momento posterior al actual, siendo este iltimo conocido.
Los métodos implicitos y semi-implicitos, en contraste, consideran tanto en estado actual como el posterior, que
es desconocido. En términos practicos esto condiciona el tipo de técnicas matematicas de resolucion. En este
capitulo introducimos diferentes esquemas mediante el estudio de la ecuacién de difusién en una dimensién,
que por ser lineal, simplifica el anélisis.

4.3.1. Esquemas explicitos

Comencemos con un modelo de difusién en una dimensién donde el coeficiente de difusién se considera
constante y lo nombramos como D, = D. Para este modelo, la expresion de la difusién (3.2.10) se reduce a

oc  9*C

ot T oa?
Implementemos el esquema mas sencillo de discretizacién numérica en el cual la derivada temporal se discretiza
mediante diferencias avanzadas

oC C(z,t+ At) — C(x,t)

(4.3.1)

Bt (z,t) = N, -0 (A, (4.3.2)
y la derivada espacial mediante diferencias centradas
0*C C(z+ Az, t) —2C (z,t) + C (x — Ax,t)

En estas expresiones se asume que los intervalos espacial y temporal son constantes. Utilizando la notacién
(4.1.5), las expresiones para las derivadas en forma discreta son

ocT o7ttt —cr 92C” T, —20T +C7, )
Ot At ~0(AY), ox2i Ax? -0 (Am ) '

Introduciendo estas expresiones en (4.3.1) da

CiTH_Cz'T_D( T — 207 + 07,

o A3 ) =0 (L2?, At), (4.3.4)

Encontramos entonces una expresion explicita para la concentracion en el tiempo T + 1, a partir de valores

que han sido calculados en el tiempo 7. Por simplicidad, denominemos el factor A = DAt/ Ax? y aislamos el
término desconocido

CItt =0T + A(CT 4 —2C] +CL,), (4.3.5)

CTH = ACT, + (1 —2A)CT + AC]_,, (4.3.6)
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donde el error ha sido omitido por simplicidad. Esta expresién corresponde a un conjunto de ecuaciones lineales
independientes que pueden escribirse en forma matricial como sigue:

crt! [ a4 aq,2 i CcT
(Ofnry A (1-24) A i1
o\ A (1-24) A crob. (43.7)
CTy A (1-24) A .,
cit! L an,N-1 an,nN | cy

donde los coeficientes de la primera y altima filas incorporan las condiciones de borde, que pueden ser de
diferente naturaleza, segiin se explica teéricamente en la seccién 3.6 y se implementa en la seccion 4.4. En
forma vectorial, esta expresion se escribe como

{c}y T = A {0}, (4.3.8)

donde los coeficientes de A son constantes. Este sistema de ecuaciones es muy simple de evaluar pues cada
ecuacion es independiente de las restantes. El uso de la expresion matricial en este caso no es estrictamente
necesario pero, como se verd en adelante, es atil para los esquemas implicitos o semi-implicitos.

Cabe notar que el orden de aproximacion del esquema numérico FTCS es bastante bajo, O (Aa?, At), lo
que implica que la exactitud de la solucién aproximada es también baja tanto en el tiempo como en el espacio
(aun cuando podria incluso ser peor en el espacio). Para garantizar la estabilidad del algortimo, en la seccion
4.7.1 se demuestra que es necesario cumplir la condicién

DAt 1
0< <

-~ @ -~ 5. (4.3.9)

Esta condicién se conoce como la condicién de Courant, y limita la longitud del paso temporal que es necesario
elegir una vez se ha elegido un paso espacial. En la Figura 4.3.1 se ilustra la solucién para el problema de
difusién en una dimensién mediante el esquema explicito FTCS (en rojo) respetando y violando la condicién de
estabilidad.

La solucion de (4.3.5) requiere ademas de la definicion de condiciones iniciales, i.e.
cl=F' Vi=1,..N, (4.3.10)

y de borde, cuya expresion depende del problema a resolver. La solucién del algoritmo (4.3.5) es bastante
sencilla, pues se va calculando C] +1 a partir de valores calculados en la iteracién temporal anterior. Nota que
si se usaren intervalos irregulares, los intervalos espaciales y temporal dependerian del punto e instante en que
se evaliian, esto es Ax; y At™. La Figura 4.3.2a presenta el esquema numérico FTCS para resolver la ecuacion
de difusién en una dimensién, en tanto que la Figura 4.3.2d considera 5 elementos para calcular la derivada
espacial, utilizando la ecuacion (4.2.15).

4.3.2. Esquemas implicitos

Implementemos ahora un esquema numérico en el cual la derivada temporal se discretiza mediante diferencias
avanzadas (4.3.2) y la derivada espacial mediante diferencias centradas evaluadas en el tiempo t + 1. La gracia
de este esquema, a diferencia del FTCS, es que no tiene problemas de estabilidad numérica. La segunda derivada

se escribe como ) +1 41 11
ocT  Cli 207t + o
g +1 o L_0(nd?). (4.3.11)
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Figura 4.3.1: Solucién para el problema de difusién en una dimensién mediante esquemas explicito FTCS (rojo)
e implicito (azul). En el panel de la izquierda se muestra una solucién que respeta la condicién de Courant
(DAt/Aa:Q = 0,375) y a la derecha una condicién que no lo hace (DAt/A:z2 = 0,600). El esquema explicito
debe respetar una restriccion adicional entre Ax y /At que en caso de no cumplirse genera inestabilidades
numéricas que no recogen la fisica del proceso difusivo. Gentileza de Francisco Pinto, alumno de Ingenieria Civil
Oceénica.

Combinando esta expresion con (4.3.2) y (4.3.1) da

ortocp p (Cm - 2o+ oy
At Ax?

) =0 (L2?, At) (4.3.12)

Para resolver este algoritmo se debe recurrir al algebra lineal; especificamente a la inversion (o factorizacion)
de matrices. Veamos por qué. Reutilicemos primero la definicion A = DAt//\x? y despejemos los valores
desconocidos a la izquierda de la igualdad

—ACTH + (1+24)C7 ! — ACTH! = C7, (4.3.13)
donde el error ha sido omitido por simplicidad. La Figura 4.3.2b presenta el esquema numérico implicito para
resolver la ecuacion de difusién en una dimensién. Esta expresion corresponde a un conjunto de ecuaciones

lineales simultaneas (a diferencia de los esquemas explicitos donde son independientes) que pueden escribirse
en forma matricial como sigue:

[ a1,1 a2 1 ClTH Cf
A (1424) -A o CTy
A (1+24) —A o7ttt b =4 C7 §, (43.14)
-A  (1424) -A crt T
L an,N-1 ann | | CF o

donde los coeficientes de la primera y dltima filas incorporan las condiciones de borde (secciones 3.6 y 4.4).
Esta ecuacion se puede escribir simbdlicamente como sigue

A{Cc}y T ={c})7, (4.3.15)

donde los coeficientes de A son constantes. La matriz A es tridiagonal y caracteriza ecuaciones en una dimension
. 1 . . . . . .
espacial. El vector {C}" ' es desconocido y {C}” es conocido de la iteracion anterior. Para sistemas en dos
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Figura 4.3.2: Esquemas numéricos para resolver la ecuacion de difusion en una dimensién. a) Esquema explicito
del tipo FTCS con derivada espacial evaluada en el tiempo 7. b) Esquema implicito con derivada espacial
evaluada en el tiempo T+ 1. ¢) Esquema semi-implicito con derivada espacial evaluada en el tiempo Ty 7+ 1.
d) Esquema explicito con derivada espacial evaluada en el tiempo T y un stencil de 5 elementos en el espacio.
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dimensiones espaciales del tipo
oC 0?C 0?C
— — Dy — Dy =
ot 0x2 Oy?

la matriz correspondiente es pentadiagonal, con las diagonales superior e inferior separadas de la tridiagonal

central. Para despejar el vector de incdgnitas en (4.3.15), se debe multiplicar por el lado izquierdo con la inversa

de la matriz

0, (4.3.16)

(ATTA){Cy T = AT ey, (4.3.17)

lo que, debido a la identidad I = A~'A, finalmente da el resultado
{cy = A" {CY . (4.3.18)

Este resultado indica que para obtener una solucién, debemos invertir la matriz A.. Esta asimismo, no debe ser
(exactamente o aproximadamente) singular, pues en dicho caso la inversién no es posible. En la prictica, la
inversién de matrices es una operacién poco eficiente, cuyo costo computacional crece exponencialmente con el
namero de elementos que la constituyen (ver comentario al final de esta seccién). El nimero de operaciones es
una de las medidas, entre muchas, para estimar el costo computacional de un algoritmo. Afortunadamente, en
dlgebra lineal existen técnicas de factorizacion que eluden la inversién de matrices. En este punto, te recomiendo
que revises textos cldsicos de dlgebra donde se toca el tema de la inversion, singularidad y los métodos de
factorizacion (e.g. Strang, 2007). Por otra parte, software especializados incorporan solvers de inversién entre
sus librerias, pues son de uso masivo en la resolucion de este tipo de problemas. Por ejemplo, para resolver la
expresion Ax = b, siendo A una matriz y x y b vectores, Matlab, utiliza la expresion x = A\ b que se basa en
diferentes tipos de descomposicion.

4.3.3. Esquemas semi-implicitos

Podemos combinar esquemas explicitos e implicitos mediante la expresion

> =0 (La? At), (4.3.19)

Ol —CF _py (CHA 2200+ CIY Y _ (1 (G20 00
At Nz? A

donde 0 < 0 < 1 es un factor de ponderacion. El valor de 0 define el esquema numérico segin el siguiente
esquema:

» Con 0 =0, se recupera el esquema explicito (4.3.4), que es condicionalmente estable.

Con 0 = 1/2, se deriva el método de Crank-Nicolson, que es incondicionalmente estable y no tiene
disipacion numérica.

Para 6 > 1/2, el método es incondicionalmente estable pero existe disipacion numérica.

Con 0 = 1, se recupera el esquema implicito (4.3.12).

Reutilizando la definicion A = DAt/ Ax? se tiene

—AOCTH + (14 240) CT T — AGCTH = A(1-0)C]_ + (1 —2A(1—0))C] + A(1—0)C],,, (4.3.20)

donde el error de O (Az2, At) ha sido omitido por simplicidad. La Figura 4.3.2c presenta el esquema numérico
semi-implicito para resolver la ecuacién de difusién en una dimension. Esta expresion corresponde a un conjunto
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de ecuaciones lineales simultaneas que pueden escribirse en forma matricial como sigue:

[ a1, a1 1( ¢
—Af (1+2460)  —Af crtt
—A0 (1+2A40) —Af o7ttt =
—A0  (1+246) —A9 CTH
L aN,N—1 aN.N | CZT\,Jrl
[ ai a1,2 . cr
A(1-60) 1-24(1-0) A(1-90) cr_,
A(1-9) 1-24(1-6) A(1-9) cr
A(1-0) 1-24(1-6) A(1-06) Cl.
i aN,N-1 aN,N | Cy

(4.3.21)

donde los coeficientes de la primera y dltima filas incorporan las condiciones de borde (secciones 3.6 y 4.4).
Esta ecuacién se puede escribir en notacién matricial como sigue

A{Cc}y M =B{C}", (4.3.22)

donde los coeficientes de A y B son constantes y estas matrices son tridiagonales para una dimensién y
pentadiagonales para dos dimensiones. Para despejar el vector de incdgnitas en (4.3.22), procedemos de manera
andloga al esquema implicito

(ATA) {C} T =ATB{C)}, (4.3.23)

que utilizando la identidad I = A~'A, da
{cy T =A"1B{C}]. (4.3.24)

El paréntesis en corchete en esta expresion no es fortuito. La multiplicacion de [B{C}"|, que corresponde a una
multiplicacién de una matriz y un vector, da como un resultado un vector. Luego la multiplicacisn A= [B {C}7]
es también una operacién entre una matriz y un vector. Esto hace que los calculos sean rapidos. Por el contrario,
la operacion [A‘lB} {C}" conlleva una operacién de matrices que es muy costosa. Nota también que estoy
utilizando A=1 en forma simbdlica pues para dominios grandes (de muchos nodos) no es conveniente invertir
la matriz. Para resolver la expresion en Matlab, se recure a la factorizacion, que {C}™™' = A\ [B{C}7].

4.4. Condiciones de borde

Como se indica en la seccién 3.6, las condiciones de borde mas comunes utilizadas en los procesos de mezcla
son la de Dirichlet, que prescribe el valor de la concentracion, y la de Neumann, que prescribe el gradiente de
la concentracién (o el flujo).
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4.4.1. Condicién de borde tipo Dirichlet

En términos matematicos, para la ecuacién de difusion sobre un dominio a < x < b, esta condicién se

escribe como
C(a,t) =G (t), y C(b,t)=H (), t>0, (4.4.1)

donde concentracion C (x,t) y G (t) y H (t) son funciones arbitrarias. En términos discretos, para un dominio
definido por

h—
rvi=a+(@—1)Az, con i=1,.,N vy Aaz:N al, (4.4.2)

esta expresion se escribe como
ottt =gt y oyt =0, (4.4.3)

donde G+ y H™1 son valores conocidos. La correspondiente expresion matricial para un esquema FTCS (ver
4.3.7) se traduce a

o7t (1 0 1( G+
o7t b = A (1-24) A Ccr , (4.4.4)
C;;,Jrl i 0 1 | HT+1

cuya implementacion implica generar un vector G™t! y H™! que debe llamarse en cada iteracion temporal. En
caso que la condicion tipo Dirichlet prescriba valores constantes arbitrarias A y B en ambos bordes

C(a,t) = A, y C (b,t) = B, t>0, (4.4.5)
La matriz se traduce en
o7t 1 0 1( o1
crtt b = A (1-24) A cr o, (4.4.6)
ctt I 0 1] cg

version que es mas simple que la anterior (4.4.4) pues basta definir la condicién inicial para los bordes, es decir
Cl=AyC\ =B.
4.4.2. Condicién de borde tipo Neumann

Para este tipo condicién se especifica un flujo nulo en los bordes, es decir, los bordes son impermeables.
Dado que el flujo difusivo es proporcional al gradiente espacial

FP « —pD (4.4.7)

Ox’
para esta condicién basta prescribir un gradiente nelo. Para la ecuacién de difusién, esto se traduce en las
siguientes condiciones de borde

() =0, y (b, =0, t>0. (4.4.8)
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La forma de implementarlas depende del esquema numérico escogido. Para el FTCS, por ejemplo, se recurre al
«stencil» definido por la expresién (4.3.6)

CTH = ACT, + (1 —2A) CT + AC]_,, (4.4.9)
que para los bordes toma las siguientes expresiones:
O7T™ = ACT + (1 — 24) CT + ACY, (4.4.10)
y
Ot = ACK 1 + (1 - 2A) O + ACK_y, (4.4.11)

donde los valores Cf y C7; | son valores que corresponden a nodos fuera del dominio, que hacen que en
esta forma no sean utiles y requeran una modificacion. Las condiciones de borde se pueden expresar mediante
diferencias centradas en el borde, esto es

oc™ 05 - Cf ocTt  CRy —CRo
= 20—, y — =l Nl (4.4.12)
or 1 2Nz or N 2N\x
lo que se traduce en
C5 =Cy,s y Chy1=Cxro1- (4.4.13)
Incluyendo estas expresiones en (4.4.10) y (4.4.11) da
CTH =2AC + (1 - 24) 07, (4.4.14)
y
Oyt =2ACK_; + (1 —24) Cg, (4.4.15)
por lo que la matriz se traduce en
o7t [ (1-24) 24 1( o1
o7t b = A (1-24) A cr b (4.4.16)
ot i 24 (1-24) | | C%

Cabe mencionar que las condiciones de borde (4.4.12) tienen una exactitud del orden de O (Axz?), que debiera
ser consistente con la exactitud de la discretizacion de las derivadas espaciales de la(s) ecuacion(es) de gobierno.
En caso de que éstas tengan una exactitud mayor, las condiciones de borde deben ser consistentes.

4.5. Costo computacional de la inversién de matrices

Sin dnimos de presentar una discusién acabada sobre el costo computacional asociado a la inversién de
matrices, en esta seccion se ilustra el crecimiento exponencial del costo computacional asociado al incremento
en la resolucién (espacial) del dominio de integracion. A modo de ejemplo, contemos el ndmero de operaciones
que se requieren para «invertiry un escalar (o matriz de 1x1), una matriz de 2x2 y una matriz de 3x3. Para un
escalar a, la inversa no es mas que el cociente 1/a y por tanto se requiere sélo de 1 operacion.

La inversa de una matriz 2x2

afmoem] b m ) s

detA | —a21 a1



CAPITULO 4. INTRODUCCION A LAS DIFERENCIAS FINITAS 95

Figura 4.6.1: Canal de oleaje, corrientes y vientos del Laboceano, en la universidad de Valparaiso.

donde el determinante viene dado por
detA = aj1a99 — a12a91. (4.5.2)

Para calcular la inversa se requieren 3 operaciones para calcular el determinante, 1 operacion para calcular
1/det A, 4 operaciones para multiplicar el determinante por cada término del la matriz en (4.5.2), 2 cambios
de posicién de un elemento a otra posicién en la diagonal principal y 2 operaciones para cambiar el signo
de la diagonal opuesta. Si el cambio de ubicacién es considerado como una operacién, se tienen en total 12
operaciones.

Por otra parte, la inversa de una matriz 3x3

ail a2 ais
A= a1 as as3 (4.5.3)
a3zl agz ags
es
1 a22G33 — 23032 (A13032 — A12033 @12023 — 13022
= dotA a23G31 — 21433 A11a33 — A13a31 13021 — a11G423 | , (4-5-4)
21032 — G22G31 Q12031 — A11A32 A11022 — 412021

-1

donde el determinante viene dado por
detA = ar1a22a33 + a12a23a31 + a13G21a32 — A11G23032 — 412021033 — G1302203] - (4.5.5)

En este caso se requieren 17 operaciones para calcular el determinante, 1 operacién para calcular 1/detA y 9
operaciones para multiplicar el determinante por cada término del la matriz en (4.5.3). Ademas, para cada uno
de los 9 términos de la matriz, se deben efectuar 3 operaciones, lo que implica 27 operaciones. Para una matriz
3x3 se requieren por tanto 54 operaciones. En resumen, para matrices de 1x1, 2x2 y 3x3 se requieren 1, 12 y
54 operaciones, respectivamente, y el aumento crece en forma exponencial a medida que aumenta la cantidad
de elementos.

4.6. Un ejemplo de la ecuacién de adveccion-difusién

Consideremos un experimento donde se estudian los procesos de difusion turbulenta y adveccion mediante
un ensayo en modelo fisico en el canal del Labocéano, en la Universidad de Valparaiso (Figura 4.6.1) . Este
experimento consiste en verter la rodamina en agua fluyendo a velocidad aproximadamente constante. A partir
de videos obtenidos en una ventana de analisis (Figura 4.6.2) y mediante un post-proceso donde se identifica
la mancha para diferentes instantes de tiempo (Figura 4.6.3), se busca calcular un coeficiente de difusion
turbulenta y la velocidad de adveccion de la mezcla (Winckler et al., 2020) .

Derivacién de la ecuacién de gobierno

En el experimento, la concentracion instantinea y puntual, ¢ (x,y,z,t), esta definida por la ecuacién de
adveccién-difusion turbulenta
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dc 0 0 0 0 dc 0 oc 0 Oc

—+—U Vv — (W D, — | Dy—=— —(D.— |, 4.6.1

o oz Ut g, Vatg Wa =g ( 8x>+6y<y8y>+8z(zﬁz> (46.1)
donde x es la coordenada longitudinal (a lo largo del canal), y la coordenada transversal y z la coordenada
vertical, en sentido creciente desde el fondo a la superficie. Dado que se utilizan una sola cdmara lateral para
captura la evolucién de la rodamina, no es posible rescatar la estructura tridimensional del flujo, por lo que
debemos considerar un modelo matematico que rescata el proceso de mezcla en 2 dimensiones. Definimos, por

ello, una niueva concentracién como la integracion de la concentracién instantanea y puntual a lo largo del haz
de luz, calculada mediante la expresio'n1

c(z, z,1) :/c(x,y,z,t) dy (4.6.2)

La seleccion de un modelo 2D se escoge puesto que las imdgenes que se utilizan para procesar la informacién
son bidimensionales; esto es, que no se puede inferir la distribucién en la direccién perpendicular a la imagen.
La ecuacion de gobierno para este caso es

80 0 0 0 oC 0 oC
5 T 72 (UC)+8—(WC) B (D 8$>+(92<Dz<9z>’ (4.6.3)

donde C (x, z,t) corresponde a la concentracién media en el ancho del canal. Este tipo de modelo permite
resolver la estructura vertical ilustrada en la Figura 4.6.3. Si por simplicidad (para resolver una ecuacién 1D
siguiendo la légica del capitulo) se asumen los siguientes supuestos:

» No existe una velocidad neta en la verticalP (W = 0),

» E/ flujo es uniforme OU /0x = 0,

» La difusion es isotrépica D, = D, y constante en el espacio 0D,,/0x = 0D,/0z = 0,
entonces la expresion (4.6.1) se reduce a

ac  ac  _C 9°%C
¢ 9%« _pot  poC 4.6.4
ot "Var ~Paorz tPan (4.6.4)

Con una ecuacion como esta, se podrian obtener resultados del tipo indicado en la Figura (4.6.4) , donde

'Esta expresion asume paralelismo entre los rayos de luz capturados por el lente de la camara y el eje y, lo que constituye una
buena aproximacién cuando la cdmara esta lejos del canal
2Dada la naturaleza turbulenta del flujo, existen fluctuaciones turbulentas en la velocidad vertical.

Led screen Supporting
{top contour) structure
Dispenser !
Fov 1\ AR ERRL.  Movinglid

Figura 4.6.2: Canal de oleaje, corrientes y vientos del Laboceano, en la universidad de Valparaiso.
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efectivamente se aprecia la adveccién y la difusion en dos dimensiones. Para expresar el problema en una
dimensién, podemos promediar la ecuacion (4.6.4) en la profundidad

2 2
1 (80 oC o0°C 0 C’) dz. (4.6.5)
2=0

n ot " Var “Porz TPz

donde z = 0 corresponde al fondo y z = h a la superficie. Separando por términos (pues la integral es una
operacion lineal que lo permite) y simplificando la notacién de los extremos de integracion, se obtiene que

1 [hroc 1 aC 1 92C 1 92C
i (G)eei [ (O50) =i [ (o5 )asvs [ (p58) e oo

Puesto que x, z y t son independientes, se pueden intercambiar las integrales por las derivadas. Ademis,
apelando a los supuestos enunciados previamente para extraer U y D de las integrales, se obtiene la expresion

9 (1 o (1 [° 0% (1 [° 0*C
d 9 (1 ci:)=pZL (=~ [ ca . d 4.6.7
8t<h/oz>+U8:c<h/hcz) 8x2<h/hoz>+ h/h (aﬂ)z (467)

El gltimo término se integra directamente, quedando

0*C oC oC
/h ((922 ) dz = & (x707t) - a ($, hvt) ) (468)

Si se considera que en el fondo no existe flujo difusivo porque el fondo es impermeable, entonces
Fp (z,0,t) = pg—f (x,0,t) = 0. (4.6.9)
Ademads, si se asume que en la superficie no hay transporte de masa entre el agua y el aire, esto es
D (z,h,t) = pgf (z,h,t) =0, (4.6.10)

Entonces el témino de la ecuacion (4.6.8) es nulo. Al definir la concentracion media en la profundidad como

1 0
- h/ Cdz (4.6.11)
h

entonces la ecuacion (4.6.8) se reduce a

oC oC 0%°C
+UZ= =D=—. (4.6.12)
ot oz 0z2
Naturalmente, con esta ecuacidn no se puede resolver la distribucion vertical de la concentracion observada en
la Figura 4.6.3. La solucién sélo contempla la adveccion y la difusion turbulenta en sentido x, como se muestra
en la Figura 4.6.3.

Discretizacidon numérica

Se sabe que el esquema numérico FTCS es incondicionalmente inestable® para términos advectivos y, por
ende, para la ecuacién de adveccion-difusion (animate a demostrarlo con el analisis de estabilidad de von

3El esquema numérico FTCS

oo U Ciy—Ciy _p Ciy—207 +C_y
At 2AT Ax?

es incondicionalmente inestable para la ecuacién de adveccién, esto es inestable independiente de los valores de Aty Ax.
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Neumann!). Para garantizar la estabilidad del algoritmo, implementemos un esquema de Crank-Nicolson que
es incondicionalmente estable (siempre estable independiente de los valores de A\t y Ax) . La expresién en
diferencias finitas correspondiente a la ecuacion en derivadas parciales (4.6.12) es

—7+1 —T T T A+l o tl
o -Gl (G —Cia) |y (G —Ci
At 2 20z 2Ax

—T —T —T —7+1 —T7+1 —T7+1
2 YAV 2 YAV 2 ’ o

Si definimosA = DAt/ (2A2?) y B = UAt/ (4Ax), separamos los términos en el tiempo 7+ 1 a la izquierda
y aquellos en el tiempo T a la derecha y agrupamos términos, se obtiene

—[A+ BT +1+24]C; " + [~A+B|CL =+[A+B|C,_, +[1-24]C] +[A— B|C},,.

Ecuacion que se puede escribir matricialmente

[ ai,1 a1.2 1 ClTH
—[A+B] [1+24] [-A+B] crt
—[A+B] [1+24] [-A+B] crtt b =
—[A+B] [1+24] [-A+ B] crHt
L aN,N—1 aN,N | ot
[ 014 b2 1 CcT
[A+B] [1-24] [A-B] cr,
[A+B] [1-24] [A-B] c7 (4.6.14)
[A+B] [1-24] [A-B] Cin
i by, N-1 by N ] cy

donde la primera y dltima filas incorporan las condiciones de borde. Por ejemplo, si a11 = anny = 1y
a12 = an,N—1 = 0, entonces los bordes permanecen constantes en el tiempo pues C’IH =Cly C']T\,Jrl =Cy,
respectivamente. Esta ecuacion se escribe en notacién matricial como sigue

A{C}y =B{C}", (4.6.15)

donde los coeficientes de A y B son constantes y estas matrices son tridiagonales para una dimensién. El vector

de incdgnitas viene dado por
(A7'A) {cy = ATIB{CY, (4.6.16)

que utilizando la identidad T = A1A da

{cy = AT B{C}]. (4.6.17)
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Como se mencionara en la seccién de esquemas semi-implicitos (seccion 4.3.3), el paréntesis en corchete en esta
expresion no es fortuito. La multiplicacién de [B {C'}"], que corresponde a una multiplicacién de una matriz y un
vector, da como un resultado un vector. Luego la multiplicacion A=1 [B {C}"] es también una operacién entre
una matriz y un vector. Esto hace que los calculos sean rapidos. Por el contrario, la operacion [A~'B]| {C}"
conlleva una operacién de matrices que es muy costosa. Nota también que estoy utilizando A~! en forma
simbdlica pues para dominios grandes no es conveniente invertir la matriz. Para resolver la expresién en Matlab,
se recure a la factorizacién, que {C}" T = A\ [B{C"]. El algoritmo el Matlab (en lo esencial) es el siguiente:

/. Pardmetros
D =1.4;7 Coeficiente de difusion
U=1.2;/ Velocidad

/# Discretizacion del espacio y tiempo
zmin = 0; zmaz = 20; dz = 0.02; = = zmin:dz:zmaz; Nz = length(z);
dt = 0.002; tmin = 0; tmaz = 1.5; t = tmin:dt:tmaz; Nt = length(t);

/4 Generacidn de matrices

4 = Uxdt/(4*dz); B = D*dt/(2#dz"2);

44 = zeros(Nz,Nz); AA(1,1) = 1; Ad(Nz,Nz) = 1;

for k = 2:Nz-1

Ad(k,k) = 1 + 2%B; AA(k,k+1) = A - B; Ad(k,k-1) = -4 - B;
end

BB = zeros(Nz,Nz); BB(1,1) = 1; BB(Nz,Nz) = 1;

for k = 2:Nz-1

BB(k,k) = 1 - 2*B; BB(k,k+1) = -A + B; BB(k,k-1) = A + B;
end

/4 Condicidn inicial

C = zeros(Nz,Nt);

sd = (zmaz-zmin)/15; Co = 1/(sd*sqrt(2+#pi)); zo = (zmaz-zmin)/2;
C(:,1) = Co*exp(-(z-z0). 2/(2%sd"2));

/4 Solucion de la ecuacidn
for 1 = 1: Nt-1

C(:,1+1) = AA\[BBxC(:,1)];
end

/A Grdfica

figure(1)

for tt = 1:50:Nt-1

subplot(2,1,1)

hold off; plot(z,C(:,tt),’r.’); hold on
ylim([0 Co]); zlabel(’z [m]’); ylabel(’C(z,t)’)
subplot(2,1,2)

plot(z,C(:,tt),’-’); hold on

ylim([0 Col); zlabel(’z [m]’); ylabel(’C(z,t)’)
pause(0.1)

end
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Adveccion-Difusion (U = 1.2 m/s, D = 1.4 m?/s)

:
dt=0.002s
0251 _14/15s 7
02} 1
—
=
g 015 F
B
[
01}
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0 2
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Figura 4.6.6: Concentracién media C (x,t) obtenida de la ecuacién de adveccion-difusion Cy +UC, = DC,,.
Arriba, la solucién en t =1.4 s; abajo la evolucion de la concentracion desde la condicién inicial en t =0 s.

La solucién obtenida con este algoritmo se presenta en la Figura 4.6.6 para una velocidad de U = 1.2 m/s y
un coeficiente de difusion de D = 1.4 m2/s. La Figura 4.6.7 muestra el caso particular sin difusién y la Figura
4.6.8 el caso sin adveccion.

4.7. Propiedades de los métodos de solucién numeérica

En la seccién anterior introducimos algoritmos explicitos, implicitos y semi-implicitos para resolver numéri-
camente la ecuacion de difusion utilizando el método de diferencias finitas. En este instante, cabe preguntarse
sobre las condiciones se le debe exigir al algoritmo para obtener una aproximacion aceptable del problema con-
tinuo. Para ello es necesario introducir los conceptos de estabilidad, consistencia, convergencia, conservacion y
exactitud.

4.7.1. Estabilidad

Cuando resolvemos una ecuacién de conservacién, esperamos que la solucién numérica sea acotada y no se
amplifique el error numérico. Un método estable es aquel en que los errores debidos a las aproximaciones se
atendan a medida que la computacién procede, en tanto que en un método inestable, los errores se magnifican
conforme el cilculo avanza. Para el analisis de estabilidad existen los métodos matricial y el anélisis de von
Neumann, siendo el segundo el mas utilizado (Moin, 2010). Este método se basa en el anélisis de la ecuacién de
gobierno, sin considerar los bordes, y se restringe a ecuaciones lineales de coeficientes constantes en grillas equi-
espaciadas. Para su explicacion, recurramos a la ecuacién de difusién con un coeficiente de difusion constante

oC 0*C B

T DW =0, (4.7.1)
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Sélo Adveccion (U = 1.2 m/s)

dt=0.002's
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Figura 4.6.7: Concentracién media C (x,t) obtenida de la ecuacién de adveccion Cy + UC, = 0. Arriba, la
solucién en t =1.4 s; abajo la evolucidn de la concentracion desde la condicién inicial en t =0 s.

Sélo Difusion (D = 1.4 m?/s)

: ;
dt=0.002s
[ t=1.4/15s
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Figura 4.6.8: Concentracién media C (z,t) obtenida de la ecuacion de difusién Cy = DC,. Arriba, la solucién
ent =1.4s; abajo la evolucién de la concentracién desde la condicién inicial ent =0 s.
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que utilizando un esquema FTCS de orden O (A:cQ, At) como el introducido en (4.3.4) se puede escribir como

DAt T T T
ZE;[TH—2Cj+QFJ, (4.7.2)

T+1 _ ~7
c;m =07+
donde hemos reemplazado el indice j por el i para no confundirlo con el nimero complejo i = \/—1. El anélisis
de von Neumann se basa en asumir una solucién del tipo

C (z,t) = F (t) exp (ikz) (4.7.3)

que se puede interpretar como una perturbacion en el sistema, con una longitud de onda k = 2w /\. Con
esta forma se independizan el tiempo y el espacio, simplificando el anélisis. La inestabilidad ocurre si F' (t) es
creciente en el tiempo, pues en ese caso la concentracion crecerd sin limites. En forma discreta, esta expresion
es

CT = F7exp (ikx;) . (4.7.4)

Al combinar esta expresion con (4.7.2) se obtiene

_ ~ , DAt . , . ,
F™exp (ikx;) = F7 exp (ikz;) + 2 F7 [exp (ik [z; + Az]) — 2exp (ikxj) + exp (ik [z; — Az])],
(4.7.5)
y dividiendo por F™ exp (ikx;), hacemos el cociente
Fr+l DAt . )
T = 1+ A2 [exp (ikAx) — 2 4 exp (—ikAx)] . (4.7.6)

Para garantizar la estabilidad, se debe cumplir que F (t) sea decreciente o constante, lo que se logra introdu-

ciendo el valor absoluto
FT+1

FT+1

’ T <1, = -1< T <1. (4.7.7)
Cabe notar que esta expresion corresponde a la norma de dicho cociente y es vilida también para nimeros
complejos. Utilizando la férmula de Euler, exp (ix) = cos (z) + isin (x), ademds de las identidades cos (x) =
cos (—z) y —sin (x) = sin (—x), se obtienen dos expresiones

AN 2DAt

[cos (kAz) — 1] y 1+ A7

2D
1<+

. [cos (kAx) —1] < 1. (4.7.8)

La expresion de la derecha es siempre verdadera pues cos (kAx) —1 < 0, por lo que no impone restriccion a la
discretizacion temporal y espacial. Para la expresion de la izquierda se tiene
Azx?

AUS B cos (hisa)] (47.9)

donde el caso més restrictivo (el que genera el mayor /At) es cuando el denominador es minimo, esto es cuando
cos (kAz) = —1. Con esto se llega a la restriccion para el intervalo de tiempo
Azx?

At < =D (4.7.10)
que es valida dnicamente para el esquema numérico FTCS. Naturalmente el valor maximo del intervalo de
tiempo Ntmq. depende del tipo de ecuacion, en particular de los coeficientes constantes. A modo de ejercicio,
te recomiendo que efectiies una anilisis de estabilidad de i) la ecuacién de adveccion y ii) la ecuacién de
adveccion-difusion. En el caso de ecuaciones nolineales, se debe linealizar el problema para aplicar el anélisis de
estabilidad de von Neumann. Si la linealizacién no es posible, entonces se debe usar el tradicional método de
prueba y error fijando el tamaio de la grilla y ajustando el intervalo de tiempo hasta verificar que no surgen
inestabilidades en el tiempo.
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4.7.2. Consistencia

Es una condicion sobre la estructura del esquema numérico, esto es, que la ecuacion discretizada sea
consistente con la ecuacién diferencial.

4.7.3. Convergencia

Es una condicién sobre la solucion del esquema numérico, esto es, que la solucion numérica converja a la
solucién de la ecuacion diferencial en la medida que la discretizacion sea mas pequedia.

4.7.4. Conservacion

La solucién numérica debe conservar las propiedades fisicas definidas por el modelo matematico. Una buena
técnica para evaluar la conservacién es cuantificar la cantidad (e.g. masa, momentum o energia) en el dominio
de integracion y ver si se conserva en el tiempo. Por ejemplo, para un modelo hidrodindmico de onda larga en
una dimension (ver seccion (5.4.2)), la masa total del sistema se define como

m(t) = / T (1) + b (2)] da, (4.7.11)

min

donde z = —h (x) corresponde a la profundidad desde fondo considerado fijo, y el nivel de reposo se define
como z = 1 (x,t), donde n es la desnivelacion instantanea respecto del nivel de equilibrio. La conservacion de
la masa se garantiza si N

CZ—T = ;lt/x”m n(x,t)dr =0, (4.7.12)
lo que en términos pricticos implica integrar la solucién sobre todo el dominio espacial para cada instante de
tiempo y evaluar si cambia en el tiempo. Un modelo puede no conservar la masa por i) razones fisicas como
la existencia de fuentes (e.g. precipitacion o caudal entrando por el contorno) o sumideros (e.g. evaporacion,
percolacién o caudal de salida por el contorno) o ii) debido a que el algoritmo no conserva esa cantidad por
los errores de truncamiento de las ecuaciones. El modelador debe discriminar cuil de estos mecanismos estad
presente en el fenémeno.

Naturalmente, cualquier algoritmo no conservara exactamente la masa (o cualquier cantidad), pues en esen-
cia, se estd discretizando un sistema de ecuaciones continuas por un equivalente discreto. Por ende, se debe
establecer una tolerancia 1, que satisfaga la expresion

dm

<7, 4.7.13

<, (47.13)
donde la pérdida de masa por unidad de tiempo debe ser mucho menor a la masa total del sistema durante la

escala de tiempo en que interesa estudiar el fenémeno.

Para un sistema de adveccion-difusién de un contaminante de concentracion C (x,t) y densidad contante p
en una dimension (ver seccion 3), las masa viene dada por

Tmin
m(t) = / pC (z,t)dx. (4.7.14)
Tmin
Puesto que la adveccién y la difusion son fendmenos conservativos (la primera transporta la masa y la segunda
la difunde en el dominio), entonces la masa se conserva sélo si dm/dt = 0. Si el proceso de mezcla también
esta afecto a una reaccion que es esencialmente no conservativa, entonces la masa no se puede conservar. En
ese caso, es recomendable evaluar primero la conservacién de la ecuacion de adveccién-difusién y, una vez que
se est3 seguro que para estos dos mecanismos se conserva la masa, incorporar el término reactivo.
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El procedimiento para verificar la conservacion de la cantidad de movimiento, se debe cumplir que

L V) < 7o, (4.7.15)
dt

donde V = (u,v,w) para un modelo tridimensional, V.= (u,v) para un modelo integrado en la vertical y
V = (u) para un modelo unidimensional, donde & y (&) representan la integracién en la profundidad y en la
seccién, respectivamente. La tolerancia t,,, debe cumplir similares criterios que los de conservacion de la masa.
De igual forma, para la energia E se debe cumplir

dFE
— 47.1
dt < TE, ( 6)

donde Tg es la tolerancia admisible para esa cantidad. En la prictica existe una diferencia entre quien desarrolla
un algoritmo (usualmente para propdsitos cientificos) y quien utiliza un cdédigo validado por el desarrollador (para
aplicaciones de ingenieria donde los plazos no son suficientes para desarrollar un modelo). En el primer caso, el
modelador debe efectuar los analisis pertinentes, esto es estabilidad, convergencia, consistencia y conservacion.
Para el segundo caso, el modelador puede asumir que estos test fueron efectuados y el modelo estd validado.
Para ello, recomiendo revisar las publicaciones cientificas donde se muestran estas validaciones y evaluar cédigos
ajenos, pues uno es finalmente responsable del trabajo.

4.7.5. Exactitud

Cuando se aproxima un modelo matematico con un método aproximado se incurre en errores de truncamiento
debidos a la simplificacion de procesos infinitos en un nimero finito de célculos (e.g. series de Taylor). Por
ejemplo, al discretizar la ecuacién de adveccion (4.3.1)

2
oc _ 9C

utilizando el esquema numérico FTCS (Forward Time Centered Space numerical scheme), se utilizan las expre-
siones

ocT ol -of

ac PO Ol —207 + 0L,
oti At N

0z2 Azx?

O (At), -0 (L2?), (4.7.18)
donde el error de truncamiento en la derivada temporal es del orden O (At) y en la segunda derivada espacial
es del orden O (AmQ). Naturalmente, la exactitud en se puede incrementar incorporando mas términos en la
aproximacién de las derivadas. Por ejemplo, la derivada temporal se podria reemplazar por una aproximacion
de cuarto orden en el tiempo O (At4) utilizando la expresién

acT —C7T 2 807 —80T T2
oti 12At

— O(AY).

Esta expresion incrementa notablemente la exactitud en la resolucién temporal pero, en contraposicion, i) reduce
el tiempo de cémputo y ii) requiere de a lo menos tres saltos de tiempo previos para implementar la condicién
inicial. En el caso de que se aumente la exactitud de la derivada espacial, se requiere conocer bastante mdis
sobre la funcién y sus derivadas en los bordes, cuestion que no es trivial.
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Ejemplo: Ecuacién de difusién de primer orden
Resolvamos la ecuacién de difusion de primer orden definida por la ecuacién diferencial ordinaria

oC
En +kC =0, (4.7.19)

donde k es la constante de decaimiento. Esta ecuacion fue introducida en la seccion (3.4). Para la derivada
temporal utilicemos un esquema de diferencias avanzadas

ocT o7t —cr
— =12 _0O(A?). 4.7.20
ot i At (&) ( )
Combinando (4.7.19) con (4.7.20), expresando el término reactivo en el tiempo presente (7), y aislando el
término desconocido da

CTt = (1 - kAt)CF. (4.7.21)

Cabe notar que el subindice espacial no es estrictamente necesario en esta férmula iterativa, pues en la ecuacion
de gobierno (4.7.19), la concentracion sélo depende del tiempo, i.e. C (t). No obstante, si el proceso de interés
también incluye adveccion o difusién, la ecuacion de gobierno corresponde a una ecuacion diferencial parcial
donde C' (x,t), entonces es conveniente incluir el espacio. La Figura 4.7.1 ilustra la solucion numérica versus la
solucion analitica dada por (3.4.4)

C (t) = Cyexp[—~t], (4.7.22)

conty =0 [s], k=10 [1/s] y Cy = 83 (adimensional). Se ilustran tres casos donde se calcula para incremento
temporales de A\t = 0.05, 0.01 y 0.001 [s]. En los paneles de la izquierda se ilustra la solucién tedrica (en linea
azul) y la solucién numérica (en circulos rojos). En los paneles de la derecha se comparan ambas soluciones
mediante graficos de correlacion. Se incluye también una medida del error absoluto, definido como

Y

N ~
EA=Y"|cr-C7
i=1

donde C] corresponde a la solucion tedrica y @T a la solucién analitica. Cabe notar que existen abundantes
medidas del error, pero el EA es utilizado aqui sélo por lo simple de calcular e interpretar. Dado que la solucién
numérica tiene un orden O (At), la solucion numérica tiende a representar de mejor forma la solucién analitica
en la medida que el incremento temporal disminuye. El valor de E A disminuye con la reduccién de dt, tendiendo
asintéticamente a un valor.

4.8. Modelos de elevacién digital

4.8.1. Base de datos

Uno de los problemas mas comunes asociados con la calibracién y validdacién de modelos hidrodinamicos y de
mezcla se refiere a errores en los datos batimétricos. Existen diferentes fuentes de informacién batimétrica, entre
las que destacan las bases de datos a escala oceanica, cartas nauticas electrénicas y de papel, y levantamientos
monohaz, multihaz y Lidar (Light Detection and Ranging).

» Las bases de datos a escala ocednica (GEBCO, ETOPOQ) tienen una resolucién a escala de grados, por
lo que no son adecuadas para estudios en zonas costeras. No obstante, pueden servir para la modelacion
hidrodindmica de procesos a gran escala (e.g. mareas o tsunamis) que son posteriormente utilizados para
forzar modelos locales.
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Figura 4.7.1: Ejemplo de solucion de la ecuacion de reaccién de primer orden utilizando un esquema de forward
time.



CAPITULO 4. INTRODUCCION A LAS DIFERENCIAS FINITAS 110

» Las cartas niuticas (SHOA) estan destinadas a la navegacion, por lo que es poco frecuente contar con
ella en el emplazamiento de futuras instalaciones en zonas ubicadas lejos de puertos. Su uso también se
restringe a caracterizar los procesos hidrodindmicos a gran escala o a sitios donde existen instalaciones
portuarias, pero en general no tienen buena resolucion para modelos hidrodindmicos y de mezcla en la
zona costera.

= [o0s levantamientos mediante Lidar se encuentran en fase de desarrollo y han demostrado tener una
penetracién de pocas decenas de metros en aguas muy transparentes, razén por la cual en la actualidad
no constituyen una fuente de informacién para modelacién costera.

= [ 0s levantamientos mediante monohaz o multihaz son adecuados por contar con una cobertura aproxima-
damente continua del lecho marino. Por ejemplo, para efectos de una modelacion de plumas de descarga
o procesos hidrodinamicos que ocurren cerca de la costa, se debiera contar con una resolucion del orden
de metros a decenas de metros en la zona de influencia del proyecto.

Asimismo, la seleccién de fuentes de informacion debe de preferencia privilegiar levantamientos recientes a
antiguos (especialmente en lechos arenosos) y de alta resolucion espacial.

4.8.2. Elaboracién del modelo de elevacién digital

En el proceso de generacion de un DEM (Digital Elevation Model), debe verificarse que las diferentes fuentes
de informacién tengan el mismo datum altimétrico (NRS) y el ddtum planimétrico (e.g. WGS 84). También es
atil recurrir a mapas y ortofotos histdricas que permitan garantizar que elementos notables como la linea de
costa, roquerios u obras maritimas sean bien representados en el DEM. El primer paso para confeccionar el DEM
es integrar las diferentes bases de datos batimétricas y unificar la referencia vertical y horizontal de cada una de
ellas. Este proceso de unificacion deberd garantizar la continuidad de las estructuras morfoldgicas (e.g. cafiones
submarinos). De ser necesario, se debera generar una zona de interpolacion entre las distintas fuentes, la cual
debers ser de extension suficiente como para minimizar discontinuidades. Un cuidado especial debe tenerse con
la ubicacion de la linea de costa, que puede presentar ser diferente entre fuentes de informacién producto de
diferencias en el sistema vertical de referencia y/o resoluciones espaciales. La Figura 4.8.1 ilustra un ejemplo de
construccion de un DEM digital a partir de varias fuentes batimétricas. Con el objetivo de permitir un contro
de calidad adecuado en la generacion del DEM, se debieran reportar (en informes o material suplementario de
papers) i) la definicién y justificacion del dominio de calculo, ii) la metodologia de estandarizacién vertical, iii)
la metodologia de estandarizacion horizontal y iv) todos los elementos mostrados en la Figura 4.8.1.

4.8.3. Dominio de integracion, resolucion espacial

La definicién del dominio de los modelos hidrodinamico y de procesos de mezcla depende de la escala espa-
cial del proceso fisico que se quiera modelar. En general, no es posible definir tamafios minimos o maximos del
dominio de integracion, pues ellos dependen mucho de la forma de la linea de costa, de la batimetria y de los
procesos fisicos que modelan a los agentes forzantes. Por ejemplo, los modelos que buscan simular procesos a
gran escala, como las mareas meteorolégicas, las mareas astronémicas o los tsunamis, suelen considerar grandes
extensiones del Océano (Figura 4.8.2).

Los modelos que buscan reproducir procesos costeros asociados, por ejemplo al oleaje o las ondas largas,
deben cubrir la zona costera con una alta resolucién espacial (Figura 4.8.3). Por otra parte, para la modelacién
de plumas térmicas o salinas, el tamafio del dominio debe ser lo suficientemente grande como para capturar
los procesos fisicos fundamentales que definen el campo de corrientes y la profundidad instantinea en la zona
de mezcla, y garantizar ademas que las condiciones de borde no alteren en forma espuria los resultados en el
sector de emplazamiento de la descarga. En los modelos de mezcla, el dominio debe englobar los procesos de
campo cercano influenciados por la propia descarga, que ocurren tipicamente a unas pocas decenas de metros
de la descarga, y los procesos de campo lejano, que se dan en escalas espaciales mayores.
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ENSAMBLAJE SUAVIZADO DE MODELO DE
DE BATIMETRIAS MARGENES TRASLAPADOS ELEVACION DIGITAL

Figura 4.8.1: Ejemplo de construccién de un DEM digital a partir de varias fuentes batimétricas. Se muestran
a) los sondajes originales, b) y c) todas las batimetrias de diferente resolucion, d) el ensamblaje de dichas
batimetrias y f) el DEM. Adaptado de Liu et al. (2019). Construction of High-Resolution Bathymetric Dataset
for the Mariana Trench. IEEE Access, 7, 142441-142450.
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Figura 4.8.2: Ejemplo de construccion de un DEM digital a nivel oceanico para la modelacién de mareas
meteoroldgicas, mareas astronémicas o tsunamis. Gentileza y adaptado de César Esparza.
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Figura 4.8.3: Ejemplo de construccién de una malla numérica a nivel costero para la modelacion procesos
hidrodinamicos y costeros. a) ilustra una malla constituida por elementos rectangulares en el dominio exterior
y una malla anidada de menor tamafio (mayor resolucién) en una zona de interés. b) muestra una malla no
estructurada constituida por elementos triangulares cuyo tamafio (resolucién espacial) se reduce (aumenta)
hacia la costa. Gentileza y adaptado de César Esparza, Ingeniero Civil Oceadnico.



Capitulo 5

Modelado de propagacién de ondas

La costa es una zona dindmica en donde coexisten distintos agentes hidrodinamicos como el oleaje, la
marea meteoroldgica, los tsunamis y la marea astronémica, entre otros. Desde [a perspectiva de la ingenieria,
la caracterizacién de estos agentes permite el estudio de:

s [ a estabilidad estructural y el sobrepaso de obras costeras y portuarias

» [as fuerzas de impacto, arrastre y sustentacion que experimentan las obras costeras y portuarias
» [ a morfodinamica de las playas a diferentes escalas espaciales y temporales

= La hidrodindmica de rompiente, que se asocia a variaciones del nivel del mar y a corrientes
= La inundacién y el impacto de tsunamis y marejadas en zonas costeras

» La agitacion generada por el oleaje en darsenas portuarias

s E/ movimiento de buques atracados

= El movimiento de artefactos flotantes (e.g. médulos de generacién de energia o acuicultura)
» El impacto sobre estructuras fijas (e.g. plataforma petroliferas)

» El impacto de vertidos de diferente naturaleza (capitulo 3)

= otros tipos de estudios.

La caracterizacién de las ondas puede realizarse mediante modelado fisico o numérico, siendo el segundo materia
de este capitulo. En esta parte se presentan los modelos de propagacion de ondas, cuyo estudio se puede
complementar con los textos de Holthuijsen (2010) y Svendsen (2006). Para estudiar las ondas gravitacionales
en cuerpos de agua abiertos, y en orden de complejidad creciente, existen teorias que promedian la fase (Phase-
averaged models), aquellas otras que resuelven la fase (Phase-resolving models) y las basadas en lo que se
conoce en forma genérica bajo el término CFD (Computational Fluid Dynamics). Esta gruesa clasificacion se
presenta en la Figura 5.4.1 en tanto que el Cuadro 1 presenta las dimensiones tipicas utilizadas en modelos
donde se implementan estas teorias. La Figura 5.0.1 ilustra algunos de los fisicos, astrénomos y matematicos que
fueron responsables del desarrollo de teorias de oleaje durante el siglo XIX y que son utilizadas en la actualidad
a mas de un siglo de su formulacién.
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Caracteristica Modelos que Modelos que Dindmica de fluidos
promedian la fase resuelven la fase computacional (CFD)
Dimensiones 2D 2D 3D
Incégnitas Espectro Desnivelacién y Presion y
(de oleaje) velocidad media velocidad puntual
en la profundidad
E (r,1), n(r,t), p(r,t), u(r,t),
conr = (z,y) w(r,t)y v(r,t), v(r,t)y w(r,t),
conr = (z,y) conr = (z,y,2)
Intervalo
de tiempo O (10° ~ 10?) O (10" ~1071) O (1071 ~1073)
At [s]
Tamafio la
la grilla O (10% ~ 10°) O (10° ~ 1071) O (1071 ~1073)
Al [m]
Tamafio del
dominio O (10° ~ 10%) O (10% ~ 10?) O (10* ~ 10°)
[m]
Aplicacién Generacién y propagacion Propagacién en aguas Propagacién en zona rompiente
(en oleaje) en aguas profundas profundas (Régimen de Stokes), e interaccién con
e intermedias intermedias y someras estructuras y sedimentos
(Régimen de onda larga)
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Cuadro 5.1: Caracteristicas tipicas de los diferentes tipos de modelos. At corresponde al intervalo de tiempo
tipico de cémputo y Al al tamafio tipico de la grilla con que se resuelven las ecuaciones de conservacion en
la discretizacién numeérica, cuyos valores estdn listados para oleaje y ondas largas. Para modelar tsunamis y
mareas, éstos pueden ser mayores. El tamafio corresponde a una dimension tipica de los dominios donde se
integran las ecuaciones de gobierno.
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1845

Linear wave theory

1842

Solitary wave observations

Sir George Biddell Airy
(1801-1892)
English mathematician and astronomer

John Scott Russell
(1808-1882)
Scottish civil engineer and naval architect

Sir George Gabriel Stokes
(1819-1903)
Irish mathematician, physicist, politician and theologian

| 1847

Finite amplitude wave theory

! 1872

J Boussinesq equations

1871

Saint Venant equations

Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant
(1797-1886)
French mechanician and mathematician

Joseph Valentin Boussinesq
(1842-1929)

Diederik Johannes Korteweg French mathematician and physicist
(1848-1941)

Dutch mathematician

Gustav de Vries
(1866-1934)
Dutch mathematician

1895

KdV quations

Figura 5.0.1: Fisicos, astrénomos y matematicos que fueron responsables del desarrollo de teorias de oleaje
durante el siglo XIX.

5.1. Procesos fisicos que afectan a las ondas

Las ondas gravitacionales, denominadas asi porque la gravedad es la fuerza restauradora, experimentan dife-
rentes procesos cuyo efecto conjunto define los patrones hidrodindmicos en la costa, los patrones de transporte
litoral y la interaccion con las obras costeras. Entre estos procesos se encuentran el asomeramiento, la refraccion,
la reflexién, la difraccion y la rotura.

Para efectos ilustrativos, estos procesos se ilustran en la Figura 5.1.1 para el oleaje propagandose desde aguas
profundas (donde este no siente el fondo) a la costa. Al disminuir la profundidad y producto del asomeramiento,
las olas se reducen en longitud, aumentan en altura y se propagan mas lento. Al aproximarse en forma oblicua
a la costa, estas experimentan refraccion, cambiando su altura y alineandose con los veriles del fondo. Por este
efecto, en las peninsulas se genera una convergencia de energia que promueve una erosion mas rapida que los
sectores adyacentes como las bahias o las costas abiertas. En contraste, en las bahias se genera una divergencia
de la energia del oleaje y un abrigo natural que promueve el depésito de material y la formacién de playas. La
difraccion es el efecto por el cual la energia se distribuye producto de obsticulos naturales y antrépicos. En
presencia de estos obstaculos, el oleaje también experimenta reflexion, invirtiendo su sentido de propagacion.
La rotura se produce cuando la profundidad es comparable con la altura del oleaje y se desarrolla de diferentes
formas. En playas de pendiente suave, se produce una rotura en «descrestamiento» (spilling), que se caracteriza
por varias lineas de rompientes que cubren una zona extensa. La rotura «en volutay (plunging) se caracteriza por
un vértice que al romper arrastra gran cantidad de sedimentos. Finalmente, la rotura «en colapso» (collapsing)
se produce en zonas de pendiente muy pronunciada y se caracteriza por un arrastre de sedimento menor. Cabe
notar que en la zona de generacion, el oleaje experimenta procesos asociados a la interaccion entre el viento y la
superficie del agua. Una vez que el oleaje sale de la zona de generacién, experimenta otros procesos complejos
que son importantes a escala oceanica como la dispersion de frecuencia, la dispersion angular (spreading), la
interaccién ola-corriente y la interaccion ola-ola. El oleaje ademas sufre de procesos de disipacion de energia
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Figura 5.1.1: Procesos costeros que experimenta el oleaje al aproximarse a la costa. (Adaptado de Svendsen &
Jonsson, 1976).

asociados al whitecapping y otros mas importantes en aguas someras, como la friccion por fondo y la percolacion.

Tal diversidad de procesos, con diferentes grados de complejidad, escalas espaciales y temporales, hace que
el modelado de propagacién de ondas en particular el oleaje— sea un desafio.

5.2. Tipos de modelos

Modelos que promedian la fase

Los modelos que promedian la fase se basan en una ecuacion de balance de energia espectral E (x,y,t) -0
magnitudes similares como la accién del oleaje- y permiten calcular la evolucion en el tiempo y espacio de la
energia del oleaje, en la medida que dicha evolucién sea suave en el espacio (i.e. lejos de zonas con accidentes
geograficos abruptos). Estos modelos se conocen también como modelos espectrales y permiten caracterizar los
fenémenos de asomeramiento, refraccion y la disipacién, entre otras. Como contraparte, no resuelven en forma
adecuada la difraccién y omiten la reflexion. A partir del espectro de energia se pueden calcular los parédmetros
espectrales de un estado de mar, como la altura significativa, periodo y direccién medias, entre otros. Los
modelos basados en teorias que promedian la fase no permiten calcular el perfil de las ondas (pues no resuelven
su fase), y por ende se utilizan con una resolucién temporal y espacial bastante mayor. Con ello, pueden abarcar
extensiones mucho mayores desde aguas profundas a las cercanias de la costa.

Una excelente referencia para conocer algo mis sobre estos modelos, y en particular del software libre SWAN,
es Holthuijsen (2010; capitulo 9). La Figura 5.2.1 ilustra un ejemplo de salidas obtenidas del modelo SWAN
para la Isla Robinson Crusoe, en el Archipiélago Juan Fernandez. La Figura 5.2.3 muestra un ejemplo de uso
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de mallas anidadas con resolucién progresivamente creciente para un modelo de propagacién y agitacion en el
puerto de lquique. Las mallas anidadas son tipicas en esquemas numéricos con mallas rigidas. En esquemas con
mallas flexibles o adaptativas, la malla puede adaptarse a la batimetria con celdas de mayor (menor) tamario
en profundidades mayores (menores).

Modelos que resuelven la fase

Estos modelos se basan en ecuaciones de conservacion de la masa y momentum que permiten caracterizar
la evolucion en el tiempo y espacio del las olas individuales. Mediante estas ecuaciones se resuelven la desnivela-
cion instantanea y dos velocidades mutuamente ortogonales. Estos modelos tienen la ventaja de que pueden dar
cuenta de los fenémenos de asomeramiento, refraccion, difraccién, reflexion, y disipacién. Sin embargo, debido
a la alta resolucién espacial y temporal requerida para su resolucién -de 10 a 100 nodos para caracterizar una
longitud de onda caracteristica-, todavia estdn limitados a areas relativamente pequefas. Dentro de la teorias
que resuelven la fase estian aquellas que son validas en el régimen de Stokes (para profundidades comparables
o mayor a la longitud de onda tipica) y en el régimen de onda larga (para profundidades mucho menores que
la longitud de onda), dentro de los cuales existen a su vez subdivisiones en funcion de criterios de nolinealidad,
pendiente de fondo y directividad caracteristica de las ondas.

La Figura 5.2.2 muestra un modelo que resuelve la fase donde se ilustran procesos costeros desde la con-
dicion de aguas profundas a la costa. (1) Un oleaje irregular en aguas profundas comienza a ser afectado por
el fondo. (2) Debido a la reduccion de la profundidad, las ondas tienden a experimentar asomeramiento y
dejan de ser simétricas, con crestas de alta pendiente y valles mas largos. (3) Debido a la irregularidad de la
batimetria, en zonas bajas la onda se desacelera producto de la refraccion. (4) Cerca de las obras costeras se
produce reflexion y el patrén resultante de oleaje es cuasi-estacionario, con amplitudes mayores a la incidente.
Eventualmente puede haber rotura. (5) Producto de la reflexion en las estructuras costeras y la transferencia
nolineal entre frecuencias activada por la baja profundidad, se observan patrones de oleaje complejos y oscila-
ciones de mayor frecuencia. (6) Por efecto de la difraccién, los frentes se curvan significativamente, la amplitud
disminuye y se logra una darsena abrigada.

Modelos CFD

Los modelos CFD se basan en las ecuaciones 3D de Navier-Stokes, sin efectuar supuestos respecto de la
estructura vertical del flujo. Estos modelos permiten calcular la velocidad y la presién en tres dimensiones. Entre
estos modelos destacan las ecuaciones RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations) y las técnicas LES
(Large Eddy Simulation) y DNS (Direct Numerical Simulation).
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Figura 5.2.1: Modelo que promedia la fase (SWAN) para la Isla Robinson Crusoe, en el Archipiélago Juan
Fernandez, Chile. a) Altura significativa y direccion media y b) Altura significativa que es superada un 5 % del
tiempo. Fuente: Ingenieria Civil Ocednica, Universidad de Valparaiso.
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Figura 5.2.2: Ejemplo de un modelo que resuelve la fase donde se ilustran procesos costeros desde la condicion
de aguas profundas a la costa. Fuente: Adaptado del Danish Hydraulic Institute, desarrollador de Mike 21.

Las ecuaciones RANS, descritas en la seccion 2.5, se usan cominmente en investigacion y recién comien-
zan a incorporarse como herramienta de modelado en ingenieria. Estas ecuaciones permiten calcular los valores
medios (en rigor, los ensemble averages, o promedio de muchas realizaciones de un fenémeno) pero no dan
informacién sobre las fluctuaciones turbulentas, a excepcion de aquellas cuya escala es bastante mayor que el
tamado de la discretizacién espacial.

Las LES ignora las escalas mas pequefias del flujo (cuya resolucion incrementa el costos computacional), utili-
zando un filtro pasa-bajo, pero tienen la ventaja de resolver las escalas mayores. Requieren no obstante, de una
capacidad computacional mayor a las RANS y en la actualidad se reservan a investigacion.

El modelado mediante DNS, que permite calcular la turbulencia hasta escalas donde actiia la viscosidad mole-
cular, no es adecuada para problemas de ingenieria de costas pues su implementacion requiere de una capacidad
computacional inexistente en la actualidad.

Aplicaciones

En la practica, estas teorias son complementarias y pueden acoplarse segiin sea el objetivo de estudio. Para
estudios de oleaje, por ejemplo, la idea es comenzar con modelos de menor resolucion espacial en aguas
profundas (que es donde usualmente se disponen los datos de oleaje obtenidos mediante boyas o satélites) e
ir incrementando en complejidad en la medida que nos acercamos a la costa. En este sentido, la secuencia
légica es partir con modelos que promedian la fase, seguir por los que resuelven la fase (si interesa la agita-
cién y la resonancia) y terminar con CFD’s (cuando se necesita estudiar la interaccion entre fluido, estructura
y sedimentos). Para estudios de tsunami se suelen usar modelos de onda larga y, solo en el caso de que
interesen los efectos de sobrepaso o de estabilidad estructural de instalaciones costeras, combinarlo con mo-
delos CFD. Para el caso de estudios de mareas, los estudios usualmente se restringen a modelos de onda larga.

Especial atencion merecen los estudios de oleaje. Los modelos que promedian la fase en general son uti-
lizados en la zona de generacién de oleaje y propagacion en aguas intermedias, donde los efectos de refraccion
y asomeramiento dominan. Estos modelos son utilizados cuando la desnivelacion se puede caracterizar por una
superposicién de arménicos esencialmente ciclicos. No son dtiles para fenémenos transientes como los tsunamis
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Figura 5.2.3: Ejemplo de uso de tres mallas anidadas (con celdas cuadradas de arista de 500, 100 y 50 m) para
un modelo de propagacion de oleaje y de una malla interior de 25 m de resolucién espacial para un modelo de
agitacion en el puerto de Iquique. El acoplamiento se da entre mallas sucesivas, pero el mas complejo es entre
la malla de 50 m de arista donde se promedia la fase y la de 25 m de arista donde se ésta se resuelve. Gentileza
de Javier Vasquez, PRDW.
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Figura 5.2.4: Comparacién de modelos de oleaje en la costa oriental de Isla Mocha, Chile, desarrollada con el
objetivo de definir el alineamiento de una rampa de conectividad maritima con el continente. La ubicacién y una
imagen satelital de la isla se presentan en a) y b), respectivamente. La imagen c) corresponde a una fotografia
aérea de la costa oriental de la isla, protegida al oleaje oceanico. El oleaje corresponde a un swell del Suroeste
arribando al sector de la rampa, notoriamente difractado en el extremo norte de la Isla. d) Comparacién de un
modelo que resuelve la fase (Boussinesq) y un modelo que promedia la fase (SWAN). Se observan diferencias
notorias en la direccion del oleaje en las cercanias de la rampa. Fuente: Ingenieria Civil Oceanica, Universidad
de Valparaiso.

ni para fenémenos de gran escala como las mareas, para las que interesa conocer la fase, mas que valores
estadisticos promedio derivados de un espectro. En playas relativamente abiertas y de pendiente suave donde
no existen grandes obstaculos para la propagacion del oleaje desde aguas profundas, pueden ser utilizados hasta
profundidades relativamente bajas sin grandes errores asociados. Los modelos que resuelven la fase permiten ca-
racterizar las zonas donde domina la difraccion y reflexion -fenémenos donde la fase juega un rol preponderante-
por sobre el asomeramiento y refraccion. Este es el caso de bahias cerradas y darsenas portuarias donde se bus-
ca caracterizar la agitacion de ondas de las ondas de periodo corto (3 a 30 s) y los fenémenos asociados a la
resonancia, cuyos periodos tipicos son mucho mayores (30 a 1000 s). Finalmente, los modelos CFD permiten
evaluar los fenémenos de rotura, interaccion fluido estructura y fluido sedimentos. En la Figura 5.2.4 se ilustra
una comparacién de un modelo que resuelve y uno que promedia la fase en la Isla Mocha, desarrollada con
el objetivo de definir el alineamiento de una rampa de conectividad maritima con el continente. Se observan
diferencias notorias en la direccion del oleaje en las cercanias de la rampa, producto de las diferencias asociadas
al tipo de ecuaciones utilizadas en cada modelo.

Existe poca literatura que defina formalmente metodologias de acoplamiento entre modelos numéricos. En
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la prictica de la ingenieria este procedimiento es casi artesanal y tiene complicaciones. Por ejemplo, para aco-
plar los resultados de un modelo espectral de oleaje a uno que resuelve la fase, es necesario generar series de
tiempo instantineas de desnivelacion n(x,y,t) y velocidades integradas en la vertical u(z,y,t) y v(x,y,t) en
los bordes exteriores, a partir del espectro caracteristico de un estado de mar E (x,y,t) o cualquiera de las
magnitudes derivadas del mismo (como la altura significativa espectral, el periodo peak y la direccion peak,
entro otros muchos). Observamos que i) la escala de tiempo con que se resuelven ambos modelos es diferente
y ii) las variables resueltas no son equivalentes. Una de las escasas referencia que describe el acople de modelos
espectrales y aquellos que resuelven la fase es Chen (2009).

Para el acoplamiento entre modelos que resuelven la fase y modelos CFD, es necesario generar informacion
sobre la presién puntual p(x,y,z,t) y las velocidades en tres dimensiones u (z,y, z,t), v (z,y,2,t) y w(z,y, z,t),
a partir de la desnivelacién n(x,y,t) y velocidades integradas en la vertical u(x,y,t) y v (x,y,t). Para ello es
necesario i) asumir distribuciones verticales de velocidad y presién de modo de compatibilizar ambos modelos y
ii) compatibilizar las dimensiones espacial y temporal que son diferentes entre ambos modelos. Un ejemplo de
acoplamiento entre un modelo tipo Boussinesq y una RANS se presenta en Sitanggang (2009).
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5.3. Modelos que promedian la fase

La informacién de un estado de mar se representa mediante un espectro de energia E (x,t,0,0), en cada
punto del espacio x y tiempo t, distribuida en un rango de frecuencias o (observada desde un sistema de
referencia que se mueve con la corriente) y direcciones 0. En su forma mdés simple, el balance de energia implica
que, en ausencia de pérdidas o ganancias, la energia se conserva segiin la expresion

dE
— =0. 5.3.1
o (5:3.1)

En la realidad, existen diversos mecanismos de pérdida de energia, ganancia debida al viento y transferencia de
energia entre componentes del espectro, que en términos sintéticos se representan como una forzante S en la
expresion anterior. Esto es

& _ S 5.3.2)

7 =5 (5.3.
Usualmente, los modelos de oleaje permiten determinar la densidad de accion del oleaje N (x,t,0,0), pues N
se conserva en presencia de una corriente U (considerada uniforme en la profundidad), en tanto que E no se
conserva (Whitman, 1974). El balance de accion se escribe como (Mei, 1983)

%—jj + V- [(cg+ U)N] + ag‘;N + a?HN - g

donde el primer término el lado izquierdo corresponde a la variacion local (en el tiempo) del balance de accion. El
segundo término representa la propagacién de energia en el espacio geografico bidimensional, siendo la celeridad
de grupo definida como ¢, = 0o /0K, que se puede obtener a partir de la ecuacion de dispersion de frecuencias

(5.3.3)

0% = g|k|tanh (|k|h), (5.3.4)

donde 0 = 27 f corresponde a la frecuencia absoluta, k es el niimero de onda y h la profundidad. El tercer
término representa el desfase en la frecuencia debido a variaciones en la profundidad y en las corrientes. El
cuarto término representa la refraccion causada por variaciones de fondo y por la interaccién del oleaje con la
corriente. Las variables c, y cy representan las velocidades de propagacion en el espacio espectral de frecuencia
y direccion, respectivamente, cuyas expresiones se derivan en Holthuijsen (2007). El lado derecho de la ecuacion
contiene las fuentes o sumideros asociados a la generacion, disipacién y transferencia no lineal de energia entre
diferentes componentes. En coordenadas cartesianas, la ecuacion (5.3.3) para N (z,y,t,0,0) se escribe como

ON | OcgaN . OcgyN n Oce N n OcgN _ S
ot Ox oy oo 9 o’

y puede utilizarse cuando el dominio de integracién es relativamente pequefio, de modo que la curvatura de
la tierra no altera los resultados de la propagacién. En términos practicos, esta expresion puede utilizarse para
estudios de propagacién de oleaje desde aguas profundas a un punto en la costa, en la medida que la distancia
de propagacion es pequefia (en otras palabras, para casos donde la plataforma continental no es muy grande).
Para estudios de generacion de oleaje, donde el viento transfiere energia al oleaje a lo largo de grandes
distancias, es recomendable recurrir a coordenadas esféricas. En este caso, la ecuacién para N (\, p,t,0,0) se

escribe como (Svendsen, 2006)
1 OcgpocosN — OceN  OcyN _ S

ON 8097)\]\7 -
E O\ +cos " 8(,0 + Jo + 90 ;7 (536)

donde X es la latitud, ¢ la longitud y 6 el dngulo antihorario desde el Este.

(5.3.5)

En caso de que el modelo se resuelva en modo estacionario, la ecuacién de balance de accién en coorde-
nadas cartesianas se reduce a:

Ocg N n OcgyN n Oce N N OcgN _ §

Ox dy oo 00 o’ (5.3.7)
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Proceso Aguas Ocednicas Plataforma Aguas Costeras Puertos
Continental Costera

Generacién por Domina Do
Viento

Cuadrupletos Domina Do
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Rompimiento Do

Friccién de gnificativo gnificativo
Fondo ( barro)
Corrientes gnificativo

Refraccidn- Do
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Difraccion Do

Figura 5.3.1: Relevancia de los diferentes procesos fisicos y en aguas oceanicas, plataforma continental, aguas
costeras y puertos. Gentileza del Profesor Patricio Catalan, de la Universidad Técnica Federico Santa Maria.

lo que ahorra bastante tiempo de cémputo. El modo estacionario se asume para un estado de mar, que corres-
ponde a un periodo de tiempo del orden de 1 a 3 horas, donde las propiedades estadisticas del oleaje se asumen
como constantes. El uso de esta aproximacion trae implicito el supuesto de que el tiempo en que el oleaje se
propaga desde aguas profundas al sitio de interés es menor que la duracion del estado de mar durante el cual
las condiciones del oleaje permanecen constantes. En caso de que no existan corrientes, la ecuacién de balance
de accién se puede expresar en términos de la energia

0£ Ocg . . OcgyE n dcgE
ot ox oy o0

que no incluye el término asociado al desfase en la frecuencia debido a variaciones en la profundidad y en las
corrientes.

S, (5.3.8)

5.3.1. Forzantes de la ecuacién de balance energético.

Las teorias de generacién, interaccion nolineal y disipacién son, en general, complejas y por tanto se re-
comienda al lector recurrir a literatura especializada (e.g. Booij et al, 1999a, 1999b). En términos simples y
siguiendo la nomenclatura de Holthuijsen, (2007), el término fuente se puede descomponer como

S (O’, 9) = Sin (Jv 9) + Shi (07 0) + Saiss (07 9) ) (539)

donde S;y, (0,0) corresponde a la forzante por viento, Sy (0,0) representa la interaccién nolineal entre compo-
nentes y Sgiss (0,0) comprende todos los mecanismos de disipacion. Estos términos se explican en las siguientes
secciones. La relevancia de los diferentes procesos fisicos en aguas ocednicas, plataforma continental, aguas
costeras y puertos se presenta en la Figura 5.3.1.

5.3.1.1. Término de forzante por viento

El término de forzante por viento es itil para la generacion de oleaje en i) grandes extensiones oceanicas y
ii) cuerpos de agua cerrados o semi-cerrados, como lagos, fiordos y bahias. En Chile, el primer caso esta relati-
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Figura 5.3.2: Ejemplo de modelo de generacién utilizado en el Atlas de oleaje de Chile (Beya et al., 2016),
disponible en el sitio www.oleaje.uv.cl. a) Campos promedio de altura significativa espectral obtenida en el
dominio donde se resuelve la ecuacion de balance de accién mediante el software Wavewatch 1ll, considerando
forzante de vientos de la base de datos ERA Interim y NOAA CFSR. b) Nodos en aguas profundas frente a las
costas chilenas donde se extraen los datos de oleaje. Se presenta ademis la malla utilizada en el modelo, los
tracks satelitales y la ubicacién de las boyas utilizadas en la calibracién y validacién del modelo.

vamente resuelto mediante métodos de retroanalisis (hindcasting) y prondsticos operacionales (forecasting). Un
ejemplo elaborado por la Escuela de Ingenieria Civil Ocednica es el denominado Atlas de oleaje de Chile (Beya
et al., 2016), que proporciona datos gratuitos de oleaje en nodos ubicados frente a la costa (Figura 5.3.2).
Dada la cercania de los nodos al continente, estos datos pueden ser propagados hacia la costa descartando el
forzante de viento, sin grandes errores a excepcién de casos donde los temporales sean costeros.

La generacion de oleaje en cuerpos de aguas cerrados o semicerrados, en contraste, requiere de estudios que
no han sido resueltos en forma sisteméatica en Chile. Un ejemplo de un estudio de generacion de oleaje local
en Chiloé, desarrollado en el marco del proyecto del Puente sobre el Canal Chacao, se presenta en la Figura
5.3.3. En este caso es necesario contar con un registro de vientos que sea representativo del espejo de agua
donde se transfiere energia de la atmdéstera al oleaje. En la practica, en ocasiones se cuenta con estadisticas de
vientos en la costa y en otras lejos de la misma, lo que obliga a efectuar correcciones de los datos de viento (i.e.
por altura, rugosidad de la superficie, ubicacion de la estacién, estabilidad térmica y duracion del viento) para
hacerlos representativos de la zona de generacion. Afortunadamente, se estan desarrollando herramientas para
contar con estadisticas de campos de viento de larga data en cualquier punto de nuestro pais. Un ejemplo es el
Explorador de Energia Edlica desarrollado por Geofisica de la Universidad de Chile a partir del modelo WRF 3.2
(Weather Research and Forecasting), desarrollado por el National Center for Atmospheric Research de Estados
Unidos. Un ejemplo de modelo de vientos obtenido del Explorador de Energia Edlica en el mar interior de Chiloé
se ilustra en la Figura 5.3.4.

Existen varias metodologias empiricas para definir el término forzante por viento. El hecho de que sean empiricas
se debe a que no existe una teoria satisfactoria que permita construir una funcién puramente analitica para
describir el crecimiento del oleaje. En este texto sélo me refiero a una simple -una de las utilizadas en el modelo
SWAN y explicada en Holthuijsen (2007)- con el mero objetivo de ofrecer nociones generales que serviran para
interpretar otras formulaciones bastante mas sofisticadas que estan en constante mejora. El forzante de viento
en ausencia de corrientes (supuesto que permite expresar la forzante en términos del espectro E en vez del
balance de accion N ) se modela mediante una expresion

Sin (0,0) = a+ BE (0,0), (5.3.10)
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Figura 5.3.3: Ejemplo de modelo de generacion oleaje local en Chiloé, desarrollado en el marco del proyecto
del Puente sobre el Canal Chacao. a) Batimetria utilizada en el modelo. b) Campos de altura significativa
espectral obtenida en el dominio donde se resuelve la ecuacién de balance de accion mediante el software
SWAN, considerando forzante de vientos SW de la base de datos ERA Interim y NOAA CFSR. (elaborado por
Matias Alday y Patricio Winckler).
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Figura 5.3.4: Ejemplo de modelo de vientos obtenido del Explorador de Energia Edlica en el mar interior de
Chiloé, obtenido del sitio http://walker.dgf.uchile.cl/Explorador/Eolico2/. a) Velocidad del viento promedio
anual a 95 metros de altura y b) Velocidad del viento promedio para enero a 95 metros de altura. Es interesante
notar que i) en el océano las velocidades son relativamente altas debido a la baja rugosidad de la superficie, ii)
que los cordones montafiosos expuestos al océano también se generan velocidades altas debido a la contraccion
de las lineas de flujo del viento oceanico y iii) que en zonas continentales lejos de la costa, las velocidades
son menores debido tanto a la friccion que ejerce la superficie terrestre y como a la presencia de obstéculos
topograficos.
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donde el primer término corresponde al crecimiento inicial del oleaje y el segundo término corresponde a un
mecanismo de retroalimentacion (feedback). La retroalimentacion viene del hecho de que el forzante de viento
depende del espectro, i.e. S;, = f (F), y por tanto es un dato que sélo se puede obtener una vez resuelto el
campo de oleaje (es un ejemplo del dilema jqué fue primero, el huevo o la gallina?). Esto se puede resolver
en forma numérica mediante métodos iterativos u otras técnicas que son de interés para modeladores avanzados.

Los parametros v y 3 dependen de la magnitud del viento a 10 metros sobre la superficie (U1o) y la di-
reccion del viento superficial (0,inq) €n cada nodo donde se resuelve la ecuacién. En mecénica de fluidos, es
comin caracterizar la magnitud del viento en la capa limite atmosférical mediante la velocidad de friccién ..,
la que se relaciona con Uy a través de la expresion

u? = CpU%, (5.3.11)
donde Cp es un coeficiente de arrastre adimensional, de cardcter empirico, cuya expresion por tramos es

1,2875 x 1073 Upp < 7,5 m/s
Cp = (5.3.12)
(0,8 4 0,065U710) x 1073 Uip > 7,5m/s

Este coeficiente es constante a bajas velocidades y a partir de los 7.5 m/s depende de la magnitud del viento.
Una vez conocidos el coeficiente de arrastre y la velocidad de friccién, se puede obtener el coeficiente o (0, 0)
para cada componente del espectro, segiin la expresion empirica
—3 °
L5 00 [ €08 (0 — Ouwina)]* G () 10— Buwingl < 90
af,0)= (5.3.13)
0 |0 — Owinal > 90°

donde la funcion de corte G (o) se define a partir de la frecuencia peak del espectro de Pierson Moskowitz
(1964), op,.5eglin la expresion

4

1

G (o) =exp [— <o_f ) ] ; opyM = 2w%u*. (5.3.14)
PM

Naturalmente el crecimiento inicial sélo se da para las componentes del oleaje cuyo sentido de propagacién 0
coincide (en sentido vectorial) con el del viento. En la version WAM Cycle Il de SWAN, el coeficiente [ se
define mediante la expresion

3 (6, 0) = mix {0; 0,025 Lair_ [28ﬁ €08 (0 — Ouina) — 1} } ’, (5.3.15)

Pwater &

donde c (h, o) es la celeridad de la onda, pgir y pwater Son la celeridad del aire y del agua, respectivamente. Esta
formulacion para el forzante por viento no contiene coeficientes empiricos con los cuales el modelador pueda

Jjugar.

5.3.1.2. Términos de interaccién nolineal

El término de interaccion nolineal se puede subdividir en i) la interaccién entre triadas, Sy3 (0,0), fenémeno
importante en aguas profundas y ii) la interaccion entre cuadrupletos, Sy, (0,60) que predomina en aguas
intermedias y someras

Sni (0,0) = Sz (0,0) + Spia (0,6) . (5.3.16)

La capa limite atmosférica es la capa inferior de la atmésfera donde domina la mezcla turbulenta del aire y donde se transfiere
energia al oceano.
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Ambos términos deben parametrizarse en un modelo que promedia la fase (en otras palabras, estas interacciones
no se resuelven sino que se modelan de modo que se asemejen al fenémeno real). En los modelos que resuelven la
fase, en contraste, no es necesario parametrizar las interacciones, puesto que se resuelven en forma exacta. Por
esa razon, en profundidades muy reducidas donde la interaccién nolineal es muy importante, es recomendable
utilizar modelos tipo Boussinesq o modelos no lineales de onda larga que resuelven la fase. Estos modelos, no
obstante, requieren de una resolucién espacial y temporal mucho mayor y son poco practicos cuando la zona a
cubrir es extensa. En la seccion 5.4 se discuten los efectos de la interaccion nolineal en la propagacion de ondas.

5.3.1.3. Término de disipacion

El término de disipacién se puede subdividir en i) la contribucién del whitecapping Sy (0,0) asociada al
rompimiento del oleaje en aguas profundas (conocido como mar rizada y cabritas, en forma coloquial), ii) la
disipacion por friccion de fondo Sy, s (0,0) que es importante en aguas intermedias y someras (cuando el oleaje
siente el fondo) y iii) la disipacion por rotura Sgyy¢ (0,0):

Sdiss (O’, 9) = Swe (0',9) + Sbtf (U, 9) + Ssurf (0’, 9) + ... (5.3.17)

Se pueden adicionar otros mecanismos de disipacion como la percolacién de agua en terrenos porosos, la
disipacion en medios limosos o arcillosos, el efecto de la vegetacion y la disipacién turbulenta, entre otros que
usualmente son poco relevantes en zonas de pendiente importante, como la costa chilena abierta al Océano
Pacifico.

5.3.2. Caso estacionario y conservativo: asomeramiento y refracciéon

La ecuacion (5.3.2) es usada como una aproximacion simplificada para estimar las propiedades del oleaje en
un sitio de interés (como un futuro emplazamiento portuario) a partir de otro en aguas profundas donde éstas
se conocen (una boya de oleaje o un modelo de retroanalisis o prondstico). Se puede utilizar la teoria del rayo
para calcular el flujo de energia entre dos «frentes» de oleaje denominados por los subindices A y B, asumiendo
i) que la ganancia o pérdida entre ambos puntos es despreciable, ii) que no hay transferencia de energia entre
las «ortogonales» (esto es que no hay difraccién) y iii) que la reflexion es despreciable. Con ello, se asume que
los fenémenos de asomeramiento y refraccion son predominantes en la propagacion. Para estas condiciones, la
ecuacion (5.3.2) se simplifica a

E = constante, (5.3.18)

donde la energia media por unidad de drea en planta para un oleaje regular de forma constante es E = pgH?/8,
donde p es la densidad del agua, g es la aceleracion de gravedad, H es la altura del oleaje Podemos reescribir la
ecuacion (5.3.18) en términos del balance del flujo de energia (i.e. la cantidad de energia por unidad de tiempo)
entre los dos frentes (Figura 5.3.5), como sigue

Fa= Fg. (5.3.19)

De acuerdo a la teoria lineal del oleaje (Svendsen, 2006), el flujo de energia se define como F' = bcyE, donde
b es la distancia entre ortogonales y la celeridad de grupo viene dada por c, = nc, siendo

(5.3.20)

"=y 2%kh

; [ |, sinh (2kh)]

un coeficiente de profundidad relativa que depende del namero de onda k y de la profundidad h. La celeridad
de la onda se define mediante la ecuacién de dispersion de frecuencias (5.3.4), que en términos de la celeridad
se escribe como

T
c= g—ﬂtanh (kh). (5.3.21)
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Figura 5.3.5: Volumen de control utilizado para el balance de energia entre dos frentes de olas. El balance
contempla que no hay transferencia de energia entre las ortogonales (no hay difraccién), generacion o disipacién
de energia dentro del volumen de control.

Con algo de algebra y omitiendo el subindice de la altura en el punto desconocido, la ecuacion (5.3.19) se puede
escribir como

nNACA bA
y Kr = -

H=K,K,Hy,, donde K, =
ne b

(5.3.22)

representan el coeficiente de asomeramiento y refraccion, respectivamente. El coeficiente de refraccién puede
expresarse para casos muy simples en términos del dngulo de incidencia del oleaje, utilizando la ley de Snell
(dejo al lector buscar esa expresion). Cabe notar que el asomeramiento es funcién de la profundidad relativa
dada por kh, en tanto que la refraccion es un proceso en planta. La expresion (5.3.22) se puede generalizar a

H=K,Ha, (5.3.23)

donde K, (T4, 604, h) representa el coeficiente de agitacion que depende del periodo y la direccién en el punto de
referencia y de la profundidad del punto de interés. En esta expresion, el coeficiente de agitacion puede incluir fe-
némenos adicionales a la refraccion y el asomeramiento, como son la difraccion y la interaccién oleaje-corriente.
Asimismo, el coeficiente se puede obtener para batimetrias complejas y oleaje irregular mediante modelos que
promedian o resuelven la fase. Usualmente se asume que el periodo caracteristico del oleaje (periodo medio,
peak o energético) permanece constante entre el punto conocido (A) y el desconocido (B), supuesto que se
basa en el «principio de conservacion del niimero de olasy. Este principio dice que la cantidad de olas que pasan
por ambas secciones por unidad de tiempo es la mismo o, en otras palabras, que entre ambas no se crean ni
destruyen olas.

En la practica, el punto de referencia se ubica en aguas profundas donde las propiedades estadisticas (H,, T, 0,)
o en su defecto el espectro S, (f,o) del oleaje son conocidos. En una primera aproximacién, las propiedades
estadisticas en el sitio se obtienen mediante las expresiones:

H=K,(T, 0, h)H,, 0=0(T,00,h), T = constante. (5.3.24)

Existen metodologias mas complejas para obtener las propiedades estadisticas en el sitio que incluiré en futuras
versiones del texto.
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5.3.3. Caso estacionario y conservativo: asomeramiento para onda larga

Si nos restringimos a un caso donde la refraccion es despreciable (e.g. un oleaje incidiendo de manera
ortogonal a una playa recta y paralela, con K, = 1), podemos expresar la ecuacién (5.3.22) como

nACA
NBCRB

Hp =

Hy. (5.3.25)

Mais aiin, si asumimos un régimen de onda larga donden — 1 y c = +/gh

h
A H (5.3.26)

H:
h

ecuacion que se conoce como la ley de Green. Antes del advenimiento de la era digital, esta ecuacion era utilizada
para calcular la altura de ondas largas (e.g. tsunamis y mareas) a partir del valor de la altura en algin punto
conocido. En la actualidad, los modelos numéricos permiten resolver ecuaciones del tipo (5.3.3) para oleaje
transiente e irregular, con difraccion, interaccion oleaje-corriente, entre muchos otros fenémenos de interés.

5.3.4. Ejemplo de analisis de sensibilidad para modelos que promedian la fase

Los modelos de oleaje son sensibles al i) nivel del mar y ii) al viento local entre la condicién de borde de
aguas profundas y el punto de interés, entre otras variables y pardmetros de entrada. Naturalmente, cambios en
el nivel del mar modifican la profundidad sobre la cual se propaga el oleaje, y con ello la celeridad y todas las
propiedades del oleaje. El viento, por su parte, puede incrementar la energia espectral y modificar las propieda-
des estadisticas del oleaje, como la altura significativa, el periodo y la direccién. Para ilustrar la sensibilidad del
oleaje ante cambios de dichas variables, recurro a un modelo desarrollado para caracterizar el temporal del 8 de
agosto de 2015 en la region de Valparaiso (Winckler et. al, 2017). Para contextualizar el analisis, se incluye una
descripcion del modelo (que puede también servir de ejemplo para informes donde se utilizan modelos similares).
Aqui va el ejemplo:

Para establecer las caracteristicas de oleaje en la costa se efectué una propagacion del estado de mar ex-
tremo mediante el modelo SWAN, que resuelve las ecuaciones de balance de accién (Booij et al., 1999; Ris
et al., 1999). Este modelo permite caracterizar los procesos de asomeramiento, refraccion y rotura, pero no
resuelve en forma adecuada la difraccion y reflexion generadas por obras maritimas y accidentes geograficos
abruptos. Por esta razén y debido también a la escasa informacién batimétrica disponible en la zona costera, los
resultados obtenidos son representativos de profundidades superiores a 10 m y lejos de bordes costeros rocosos.
El modelo de elevacion digital se generd a partir de cartas nauticas digitales del SHOA (Servicio Hidrogréfico y
Oceanogréfico de la Armada de Chile) mediante una interpolacién mediante la triangulacion de Delaunay. La
condicién de borde en aguas profundas se definié a partir del espectro registrado por una boya Watchkeeper
ubicada en aguas profundas frente a Valparaiso durante el peak del temporal. Esta condicién se asumié como
representativa de aguas profundas frente a las tres bahias de interés, lo que se observa en las condiciones del
borde homogéneas en el limite exterior del modelo. El espectro se discretizada en 127 frecuencias comprendidas
entre 0,005 a 0,64 Hz, con un intervalo de 0,005 Hz, y 120 direcciones cubriendo de 0° a 360°, cada 3°. Los
modelos se realizaron en modo estacionario, incluyendo los efectos de disipacién del oleaje por whitecapping,
rotura y friccion.

Los modelos para evaluar la sensibilidad del modelo al nivel de marea consideran 0 m NRS (Figura 5.3.6a)
y +1,8 m NRS (Figura 5.3.6b); este iiltimo valor correspondiente a la envolvente superior de combinacién entre
marea astronémica y meteorolégica para el evento. Los resultados indican diferencias despreciables de la altura
significativa a profundidades mayores a 20 m, y diferencias de hasta 2 m para el caso con marea maxima en
sectores puntuales y muy bajos (Figura 5.3.6¢).
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Por otra parte, se compard un caso sin forzante de viento con uno correspondiente a un viento de 10 m/s,
proveniente del oeste. Cabe notar que para este evento la direccién y magnitud del viento se caracterizaron
por i) una gran variabilidad temporal en cada estacion meteorolégica y ii) una gran diferencia entre estaciones
costeras. Se constaté que el modelo no es tan sensible al viento, puesto que se registran alturas significativas
superiores en menos de 0,5 m en sectores muy puntuales para el modelo con viento. A falta de datos de oleaje
en la costa, no se pudo efectuar un proceso de calibracién y validacion.



CAPITULO 5. MODELADO DE PROPAGACION DE ONDAS 131

Hmo [M] Hmo [mM]
8

DHmo [m] DHmo [m]
3

0 0

Figura 5.3.6: Modelo de propagacion de oleaje desde aguas profundas a someras para el temporal 8 de agosto de
2015 en la Bahia de Quintero. Las condiciones de aguas profundas corresponden a una altura de ola significativa
en aguas profundas de Hs = 7,23 [m], un periodo peak Tp = 13,3 [s] y una direccion de 310°. Los gréficos de la
columna izquierda permiten sensibilizar resultados a variaciones de la marea, sin considerar viento: a) Modelo
con marea de z=40,0 m NRS, b) Modelo con marea de z=+1,8 m NRS y ¢) Modelo con marea menos sin
marea (b— c). Los gréficos de la columna derecha permiten sensibilizar resultados a variaciones del viento, para
una marea constante de z=+1,8 m NRS: d) Modelo sin viento, b) Modelo con viento oeste de 10 m/s y c)
Modelo con viento menos sin viento (e — d).



CAPITULO 5. MODELADO DE PROPAGACION DE ONDAS 132

5.4. Modelos que resuelven la fase

Los modelos que resuelven la fase se dividen en los regimenes de Stokes y de onda larga, segin se muestra
en la Figura 5.4.1. En la figura también se incluyen algunos software cominmente utilizados en la practica de
ingenieria. Inicialmente se presenta la derivacion la teoria lineal del oleaje (el caso mas simple y limitado del
régimen se Stokes), y luego se procede con las ecuaciones no lineales de onda larga y Boussinesq, que son
versiones del régimen de onda larga de aplicacion comin en la ingenieria costera. El régimen de Stokes es muy
apropiado para aplicaciones en aguas profundas (e.g. plataformas petroliferas, artefactos flotantes, dispositivos
de generacion de energia, entre otros) y su aplicacion, a excepcion del caso particular de la teoria lineal del
oleaje, es poco frecuente para nuestra realidad. La seleccion de la teoria adecuada para simular la propagacion de

TEORIA LINEAL EC. DE PENDIENTE SUAVE
LINEAR WAVE THEORY MILD SLOPE EQUATION
6§ <<1 & s<<1 m<1/3
(Stokes 1) (lineal, sin interaccion entre componentes
RE?‘I!AOA::‘SDE ni viento, monocromdatico)
H Z 1 TEORIAS AMPLITUD FINITA APROX. PARABOLICA
FINITE AMPLTUDE WAVE THEORIES REF-DIF, OLUCA MC, OLUCA SP,
6 << 1 & s~ 0(10.2) MIKE21MSE, RCPWAVE
(Stokes Il 1lI, V), C-noidal
APROX. ELIPTICA
MSP-UGR, MIKE2TMSE, CGWAVE, MSP-
UNAM
ONDA LARGA LINEAL APROX. HIPERBOLICA
FIRST ORDER LONG WAVE THEORY (Transiente, reflexion, difraccién,
8 << p2 Ur << 1 refraccion, asomeramiento, dispiacion)
Amplitud reducida
ECUACION DE BOUSSINESQ EC. DE ONDA SOLITARIA
BUOSSINESQ EQUATIONS . SOLITARY WAVE-THEORY .
6 ~0 2 Ur ~0 -I Solucion andlitica a p?ﬂlf de_lc ecuacion
Relative depth Amplitud m(o}c‘ilerldc. debi[men(fe Zo de Korfeveg-de Vries
“ - h/}. lineales y debilmente dispersivas
MIKE21BW, BOUSSQ, FUNWAVE TEORIA C-NOIDAL
DISPERSION C-NOIDAL WAVE THEORY
Solucion andlitica a partir de la ecuacion
ONDA LARGA NO LINEAL e Bl VL
Steepness HIGH ORDER LONG WAVE THEORIES Al A
s =H/A §>>p2 Ur>>1
Gran amplitud
Relative height ADCIRC, RMA2, MIKE21HD, TUNAMI
& =H/h
NO LINEALIDAD
REYONLDS AVERAGED NAVIER- LARGE EDDY SIMULATION
Ursel number STOKES EQUATIONS LES
Ur = 6/¢2 = HA?/h3 RANS

Figura 5.4.1: Teorias de ondas que resuelven la fase.

ondas tiene implicancias relevantes en la estimacién de propiedades como la altura de ola, su longitud y periodo,
la forma de la onda y el tiempo de arribo a un punto cualquiera. A modo de ejemplo, en la Figura 5.4.2 se
compara una solucién analitica ideal (onda solitaria) con las aproximaciones calculadas mediante teorias usadas
en el régimen de onda larga, donde se hacen evidentes las diferencias segiin se consideren fenémenos como la
nolinealidad o la dispersién de frecuencia, que se introducen en la seccion 5.4.2.1. Si no tienes exposicion previa
las teorias, se recomiendo recurrir a textos clasicos de mecanica de ondas (e.g. Dean & Dalrymple, 1991)

5.4.1. Teoria lineal del oleaje

El oleaje corresponde a aquellas ondas cuyo periodo esta entre 3 - 30 segundos y es generado por la accion
del viento. El oleaje concentra un porcentaje importante de la energia de un estado de mar y constituye una de
las principales solicitaciones estructurales, de operacién y de morfologia costera. Para su caracterizacién recu-
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Figura 5.4.2: Propagacion de una perturbacion cuya forma inicial corresponde a una onda solitaria (débilmente
nolineal y débilmente dispersiva) sobre un fondo plano, mediante diferentes teorias. Se muestra la solucion
analitica en azul y las aproximaciones numéricas en rojo para teorias a) lineal y nodispersiva, b) lineal y débilmente
dispersiva, c) débilmente nolineal y nodispersiva (NLSWE) y d) débilmente nolineal y débilmente dispersiva
(Boussinesq).
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rriremos a la Teoria Lineal del Oleaje (TLO), que fue derivada por Sir George Biddell Airy, astrénomo inglés,
en el paper « Tides and Waves» de la Encyclopaedia Metropolitana, en 1841. Para una explicacién acabada de
la teoria, recomiendo revisar el texto clasico de Dean & Dalrymple (1991).

El oleaje que resulta de la TLO se conoce como oleaje de pequefia amplitud, oleaje infinitesimal, oleaje si-
nusoidal, oleaje armdnico simple u oleaje de Airy, en honor a su autor. La teoria se basa en una serie de
supuestos que, aunque no se replican exactamente en la realidad, permiten caracterizar el campo cinemdtico
(e.g. desplazamientos, velocidades y aceleraciones) y dinamico (presién) de ondas de pequefia amplitud median-
te expresiones analiticas que simplifican mucho su uso. A partir de dichos resultados se pueden también calcular
fuerzas de presién, arrastre, inercia y sustentacion, que son relevantes en el disefio de obras maritimas.

5.4.1.1. Formulacién del problema de contorno

Para simplificar la derivacién, consideraremos un modelo bidimensional 2DV en el plano (x,z) en el cual
se desprecian efectos de variacion en planta. El hecho de asumir un fenémeno bidimensional restringe la teoria
frentes de onda largos, donde los fenémenos de refraccion y difraccion son despreciables. Consideramos también
que la dnica fuerza externa que existe es la gravedad. Buscamos, entonces, una solucién lineal que permite
la superposicion de ondas, a partir de la cual se pueden estudiar los fenémenos de reflexién en estructuras, el
oleaje irregular y los grupos de olas. Cabe notar que se puede obtener una gran cantidad de informacién sobre la
mecanica del oleaje si se asume que el proceso es lineal y que la contribucion de términos no lineales constituye
una “correccién” a la solucion lineal.

La Figura 5.4.3 ilustra el dominio de integracion y las variables que definen el problema. La ecuacién de Laplace
es resuelta en un dominio de integracion rectangular, definido por una profundidad constante y un fondo plano,
el nivel estatico de la superficie y dos bordes verticales distanciados a una longitud de onda )\, que corresponde
a la distancia horizontal entre dos puntos que estan en fase*. Como veremos en adelante, la condicién de borde
de periodicidad asume que lo que ocurre dentro del dominio se repite periédicamente en forma indefinida, por lo
que sélo es necesario resolver en una sola longitud de onda para conocer el comportamiento en todo el espacio.
La altura H se define como la diferencia vertical entre la cresta y el valle y el periodo T' como el intervalo de
tiempo en que dos puntos en fase pasan por una seccién x. El origen se ubica en la superficie, donde z =0, y
la coordenada z se define positiva sobre el nivel estatico. La profundidad h se considera constante y el fondo
se define en z = —h. La integracién se efectiia sélo hasta el nivel estatico, z = 0, por lo que sobre este
la teoria no ofrece resultados. No obstante, el supuesto de que el oleaje es de amplitud infinitesimal permite
extrapolar los resultados sobre el nivel estatico a partir de la expansién de Taylor, como se vera en adelante.
Recordemos también que este desarrollo se basa en un enfoque euleriano que permitira especificar el potencial
(v sus magnitudes derivadas) en puntos fijos del dominio.

Ecuacién de gobierno

Para resolver la mecanica del oleaje, se pueden adoptar diferentes procedimientos. Una primera opcion se basa
en integrar el sistema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) dado por la ecuacién de conservacion de la
masa y de momentum

dp
a7 (pV) = 4.1
5 TV (PV)=0, (5.4.1)
d
= (PV)+ V- (V®pV)=—Vp+pg, (5.4.2)

ot

sujeta a condiciones iniciales y de borde. Esta via es un tanto compleja pues, si se asume conocida la densidad
p, implica resolver tres incognitas: la presién p y las velocidades V = (u,w). Adicionalmente, tiene un término

2En teoria de ondas, la fase corresponde al argumento de una funcién periédica. Por ejemplo, en una onda sinusoidal definida
por la expresion n(x,t) = acos (kx — wt), la fase se define como 6 = kx — wt. Asi, dos crestas o valles sucesivos son puntos que
estan en fase dado que el argumento de la funcién coseno es equivalente.
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Figura 5.4.3: Dominio de integracion de la TLO.

nolineal V - (V ® pV') que imposibilita la aplicacion del principio de superposicién e introduce complejidades
numéricas, como la inestabilidad de los algoritmos. Con todo, esta ecuacién se puede integrar mediante métodos
numéricos, incluso reteniendo el término nolineal. Alternativamente, se puede recurrir a la ecuacién de Laplace

Vip =0, (5.4.3)

la que en conjunto con condiciones de borde linealizadas permite encontrar expresiones analiticas, y por ende,
de facil aplicacion. En esta expresion, ¢ (x,z,t) corresponde a la funcién escalar denominada potencial de
velocidades y V* = (8?/0x* 0%/02%) corresponde al operador Laplaciano en coordenadas cartesianas. Por
componentes, esta ecuacion se escribe como
2 2

% % =0. (5.4.4)

ox? 022
Como se vio en la seccion 2.4.1.3, esta ecuacion representa el principio de conservacién de la masa para un
flujo irrotacional (V x V = 0) e incompresible (dp/dt = 0), esto es, un flujo potencial. Ambos supuestos,
ademds de la linealizacién de las condiciones de borde en la superficie, permiten la superposicion de soluciones.
Ello permitira extender la teoria desde un oleaje regular o monocromatico -aquel que presenta sélo una altura,
periodo y direccion- a un oleaje irregular, que cubre un rango continuo de dichas propiedades. Cabe notar que
aun cuando la ecuacién de Laplace no incluye al tiempo como variable independiente, este sera introducido a
través de las condiciones de borde en la superficie. Ello explica por qué el potencial de velocidades depende
también del tiempo, i.e. ¢ (x,z,t) .

La ecuacién de Laplace es una ecuacion diferencial parcial eliptica de 22 orden en dos variables independientes
(Anexo 9.2), por lo que para integrarse se deben incorporar 4 condiciones de borde que responden a cada
problema en particular. Desde el punto de vista matematico, esta ecuacion es un problema de contorno donde
la solucién esta interrelacionada en todos los puntos en el dominio (Moin, 2010). Es decir, si una perturbacién
se introduce en un punto o en los bordes, la solucién se ve afectada instantineamente en todo el dominio. En
otras palabras, la informacién se propaga a una velocidad infinita.

La ecuacién de Laplace tiene la ventaja de que requiere resolver sélo para el escalar ¢ (x,z,t) y luego me-
diante la expresion V¢ = 'V, obtener el campo cinematico mediante las siguientes expresiones

09 i

u(z,z,t) = 5 w(z,z,t) = 55 (5.4.5)
_ou_ o w0
az (x,2,t) = 5 = 100 a, (z,z,t) = 5 = 919, (5.4.6)

Co (2, 2,1) :/udt:/gfdt, G (a2, 1) :/wdt:/gfdt, (5.4.7)
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donde V = (u,w), a = (ag,ay) y ¢ = ((z,(.) corresponden a los campos de velocidad, aceleracion y despla-
zamiento, respectivamente. Como se verd en adelante, la presion p (x, z,t) y la desnivelacién instantanea de la
superficie 1) (x,t) se obtienen de la ecuacién de energia.

Los supuestos de fluido incompresible, homogéneo y continuo implicitos en la ecuacion de gobierno impli-
can que la teoria no puede aplicarse en la zona rompiente, donde la incorporacion de aire y sedimento en
suspension caracterizan el flujo. El supuesto de flujo irrotacional es valido también lejos del fondo y donde
existen bordes sélidos. En la realidad, el flujo potencial no existe y sélo constituye una buena aproximacion
lejos de las superficies sélidas donde se desarrolla una capa limite, caracterizada por gradientes significativos del
esfuerzo de corte y rotacionalidad en el campo cinematico. No obstante, la capa limite de fondo, del orden de
centimetros, es pequefia frente a la profundidad de propagacién de las ondas.

Condicién de borde cinematica de fondo (CDBCF)
La condicién cinematica para un fondo que varia en el tiempo y en el espacio, = = —h (x,t), viene dada,
apelando a la regla de la cadena, por

dz Ohdx  Oh
E = —%E — E en z=—h (.T,t), (548)
e implica que la velocidad normal al fondo es nula y que el fondo es impermeable. En esta expresion Oh/0x
representa la pendiente del fondo. Puesto que por definicion w = dx/dt y w = dz/dt, y que debido al supuesto
de flujo potencial u = 0¢/0x y w = O¢p/0z, esta expresion se puede expresar como
dp  0hdp Oh

3, - 92ds Bt en 2z=—h. (5.4.9)

En la TLO se asume que el fondo es plano, horizontal y fijo, por lo que la CDBCF se reduce a
0¢
5=

Esta ecuacion es lineal y no requiere de un tratamiento especial como ocurre en las condiciones de borde su-

perficiales’.

0 en z=—h. (5.4.10)

Cabe observar que, siendo consistente con el supuesto de flujo irrotacional, en la TLO se omite la condicion de
no deslizamiento en el fondo (no-slip condition), que sdlo es vélida para fluidos viscosos. Las consecuencias del
supuesto que el flujo es irrotacional son importantes. En primer lugar, la TLO permite que las particulas de fluido
oscilen en forma paralela al fondo. En segundo lugar, no se desarrolla la capa limite y por tanto toda la riqueza
que ocurre en ella se omite (e.g. transferencia de momentum normal al fondo, marcados gradientes de velocidad
y esfuerzos de corte, generacién de turbulencia). Para estudiar fenémenos como el transporte sedimentario en
el fondo, se debe incorporar la rotacionalidad en el flujo en la capa limite de fondo®.

Los supuestos de fondo plano, horizontal y fijo excluyen fenémenos como las deformaciones cosismicas que
provocan tsunamis, o la variacién morfolégica de lechos arenosos que ocurre a escalas de tiempo bastante
mayores a la que define la mecéanica del oleaje.

Condicién de borde cinematica de superficie (CDBCS)
La condicién cinematica en la superficie z = n (x, 1) tiene la expresion

06 _ 0000 _0n
0z Oxdx Ot

3Como se vera en la seccién XXX, en la derivacién de las ecuaciones nolineales de onda larga se considerara que el fondo puede
ser variable tanto en el tiempo como en el espacio, y por tanto se recurrira a la expresion (5.4.9).

“En la capa limite, la velocidad del fluido respecto al sélido que lo confina varia desde cero en el borde (condicién de no
deslizamiento) hasta el 99 % de la velocidad del flujo no perturbado por el mismo.

en z=n(z1). (5.4.11)
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Esta expresion presenta la dificultad de que la desnivelacién instantanea no es conocida a priori y que el primer
término de la derecha es nolineal, pues incluye la multiplicacién de las incégnitas ¢ y n°. Formalmente, la
eliminacion del término nolineal requiere de técnicas de escalamiento que exceden el alcance de este texto. De
momento, lo consideraremos despreciable bajo el supuesto de que el oleaje es infinitesimal y confirmaremos
ello una vez que se cuente con las expresiones correspondientes. Por otra parte, el hecho de que la CDBCS es
evaluada en un borde desconocido y mévil se evita asumiendo que el oleaje es infinitesimal, y que esta se puede
evaluar en el nivel estatico. De hecho, cualquier funcion f (x,z,t) se puede expresar mediante la expansion de
Taylor en torno al nivel estatico como
UK 7"
flam )= f (@00 + fO @000+ P (@00 5+ + PO S +O0 @), (5412)
donde, para un oleaje infinitesimal donde 1 tiende a cero, f (z,n,t) = f (2,0,t) + O (n). Con ello, la CDBCS
se traduce en 96 o
1
—_— = en z=0. 5.4.13
0z Ot ( )
Condicién de borde dinamica de superficie (CDBDS)
La ecuacion de Bernoulli para régimen transiente e irrotacional, es la siguiente

10¢ 1 [99*  0¢*
g ot 2g

P _
m:*az}+7+z—0“” (5.4.14)

En la superficie asumiremos que la presion atmosférica es nula y constante, es decir
p=0 en z=n(z1), (5.4.15)

lo que implica que el campo de presiones corresponderd a la presion manométrica (se excluye la presion at-
mosférica). La variacion de la presion atmosférica en la superficie es responsable de fenémenos como la marea
meteoroldgica (seccion XXX) cuyas escalas espacial y temporal son érdenes de magnitud superiores como para
considerarlas en esta teoria.

Al igual que para la CDBCS, la eliminacién de los términos nolineales (velocidades en el término de ener-
gia cinética) requiere de técnicas de escalamiento que exceden el alcance de este texto. De momento, los
descartaremos para volver sobre ellos una vez que contemos con las expresiones correspondientes. Asimismo, la
evaluacion de esta condicion se puede hacer en el nivel estatico asumiendo que el oleaje es infinitesimal. Con
ello se obtiene la expresion

La ecuacion de Bernoulli deviene de integrar las ecuaciones de Euler, que representan un fluido ideal. La CDBDS
puede ampliarse para considerar la tension superficial y la aceleracion de Coriolis, que son fenémenos de menor
importancia para el rango de alturas y periodos que caracterizan el oleaje. Esta condicion también excluye
fenémenos asociados a la disipacion de energia, como el whitecapping, la disipacion, la viscosidad, la friccién
de fondo o la rotura del oleaje.

Condicién de periodicidad (CDP)
La CDP asume que el potencial de velocidades es periédico en el tiempo y en la coordenada horizontal

O (z,2,t) = (x+ A, 2,1) 0 O (z,2,t) = (x,2,t+T). (5.4.17)

En las ecuaciones nolineales de onda larga (seccién XXX) interesa mantener la nolinealidad, de modo que obviaremos esa
simplificacion.
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Este supuesto implica que el oleaje es de forma y periodo constantes, lo que resulta razonable lejos de la
rompiente y de las zonas de generacion. En las cercanias de la rompiente, los efectos nolineales asociados a la
reduccion de fondo generan una asimetria progresiva que promueve la inestabilidad de la onda.

Solucién del problema de contorno

La integracion siguiente corresponde a una adaptacion de la expuesta en Dean & Dalrymple (1991), con
la diferencia de que en dicho texto el potencial es definido como V = —V ¢ (el signo no genera cambios
importantes en los resultados). Una forma conveniente de integrar la ecuacién de Laplace es recurrir al método

de separacion de variables
o (x,2,t) =X (x) Z (2)O(t), (5.4.18)

donde X (x) depende sélo de la coordenada horizontal, Z (z) de la coordenada vertical y © (t) del tiempo.
Apelando al supuesto de oleaje periddico, se asume que

O (t) = sin (wt). (5.4.19)
La CDP (5.4.17) implica que sin (wt) = sin (w (t + T)), lo que apelando a la identidad trigonométrica
sin (w(t 4+ T')) = sin (wt) cos (WT') + cos (wt) sin (wT) (5.4.20)

implica que w = 27 /T ,pardmetro denominado «frecuencia angulars. Cabe notar que la eleccién de la funcién
sin (wt) es arbitraria y podria ser reemplazada por cos (wt), una combinacién lineal de funciones trigonomé-
tricas o cualquier funcion que cumpla con ser periédica (la linealidad permite que soluciones de este tipo se
superpongan). El potencial de velocidades

¢ (x,2,t) = X (x) Z (2) sin (wt) (5.4.21)
se puede introducir en la ecuacion de Laplace (5.4.4) para dar
02X (z) 0?7 ()] .
WZ (2) + X (z) 5.2 | Sin (wt) =0. (5.4.22)

En adelante, nos fijamos en el paréntesis. Para separar variables, dividimos por X (x) Z (z) y omitimos la
dependencia de las variables independientes
1WX+1WZ
X 022 Z 022
Esta ecuacidn es valida si los cambios en un término son de igual magnitud, pero de signo opuesto, que el otro.
En términos matematicos, esto implica que
9*X 0*Z
— 4+ kX =0 —— —kZ=0, 5.4.24
Ox? * Y 022 ( )

donde el signo es también arbitrario y el uso de la constante k tendra sentido en lo sucesivo. Estas son ecuaciones
diterenciales ordinarias (EDO) y se pueden resolver en forma independiente. Aun cuando la variable k puede ser
positiva, cero o negativa, en esta derivacion nos focalizamos en el caso k > 0, con lo que las soluciones son

= 0. (5.4.23)

X = Acos (kz) + Bsin (kx) y Z = Cexp(kz) + Dexp (—kz). (5.4.25)

Es natural pensar que la primera estara condicionada por la condicion de periodicidad (CDP) en los bordes, en
tanto que la segunda dependeré de las condiciones en el fondo (CDF) y en la superficie (CDBCS y CDBDS).
La CDP (5.4.17) implica que ¢ (x,z,t) = ¢ (v + A, 2,t), o equivalentemente X () = X (x + \). Asi
Acos (kz) + Bsin (kx) =Acos (k (x + \)) + Bsin (k (z + \)),
=Acos (kz) Acos (kA) — Asin (kx) Asin (k)
+ Bsin (kx) B cos (kA) + B cos (kx) Bsin (kA), (5.4.26)
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lo que es viélido para implica que k = 27 /\,parametro que se denomina «nimero de onday. Combinando
(5.4.21) y (5.4.25) da

¢ (z,2,t) = [Acos (kx) + Bsin (kz)] [Cexp (kz) + D exp (—kz)] sin (wt) . (5.4.27)
Basados en el principio de superposicién, podemos retener una de las soluciones en x
¢ (z,2,t) = Acos (kx) [Cexp (kz) + D exp (—kz)] sin (wt) (5.4.28)

y aplicar la CDBCF (5.4.10)

Acos (kz) 0

g (Cexp (kz) + Dexp (—kz))sin (wt) =0 en z=—h, (5.4.29)
z

lo que resulta en
Acos (kx) [Ckexp (—kh) — Dk exp (kh)] sin (wt) = 0. (5.4.30)

Para que esta expresion sea cero para cualquier x y t, debe cumplirse que el corchete sea nulo, lo que se traduce
en
C = Dexp (2kh). (5.4.31)

El potencial de velocidades 5.4.28, entonces, se traduce a
¢ (z,2,t) = Acos (kx) [Dexp (2kh) exp (kz) + D exp (—kz)] sin (wt) . (5.4.32)
Factorizando por D exp (kh)
¢ (x,z,t) = AD cos (kx) exp (kh) [exp (k (h + 2)) + exp (—k (h + 2))] sin (wt) . (5.4.33)

La expresion en corchetes se puede simplificar aun mas recurriendo a la relacion entre la exponencial y las
funciones hiperbélicas. Con ello

¢ (z,z,t) = Geos (kx)cosh (k (h + z)) sin (wt) , (5.4.34)

donde G = 2AD exp (kh) es también una constante. Reemplacemos ahora esta expresion en la CDBDS (5.4.16)

n= lG cos (kz) cosh (k (h + 2)) gt (sin (wt)) + cw en z=0, (5.4.35)
g g
lo que equivale a
= [Gwco;h(kh)} cos (kx) cos (wt) + C’;t) (5.4.36)

Por definicion, el valor medio de la desnivelacién instantinea debe ser cero, por lo que la constante de inte-
gracion se asume como C (t) = 0. Si definimos H/2 = Gw cosh (kh) /g, se tiene una expresion simple para la
desnivelacién instantanea.

H
= - cos (kx) cos (wt) . (5.4.37)
Combinando (5.4.34) y (5.4.37) da la siguiente expresién para el potencial de velocidades

H g cosh (k (h +2))
2 w  cosh(kh)

¢ (z,2,t) = cos (kz) sin (wt) . (5.4.38)

Cabe mencionar que estas expresiones tienen el espacio en x y tiempo t desacoplados, por lo que corresponden
a un oleaje de tipo estacionario.

Para encontrar una onda progresiva consideramos soluciones del tipo
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n= —% sin (kz) sin (wt) (5.4.39)

H g cosh (k (h+ 2))
2 w  cosh(kh)
que estan desfasadas en 90° en x y t respecto de las anteriores, y que fueron descartadas durante la derivacion.

Basados en el principio de superposicién, se puede restar (5.4.40) de (5.4.38) y obtener, recurriendo a las
funciones trigonométricas, la funcién potencial

¢ (2, 2,1) =

sin (kz) cos (wt) , (5.4.40)

H g cosh (k(2+h))
2w  cosh(kh)

¢ (x,z,t) = sin (kz — wt) , (5.4.41)

y la desnivelacién instantanea
H
= - cos (kx — wt). (5.4.42)

Hasta aca se han efectuado una serie de elecciones arbitrarias que derivaran en soluciones sutilmente distintas
para el potencial y todas las magnitudes derivadas del mismo. Asi, por ejemplo, el potencial de velocidades
puede adoptar las siguientes expresiones

o= Zicos};)(fh((;;) n) sin (kx — wt) si V=V¢ y ©O(t)=cos(wt),(54.43)

¢ = _Zicosio(:h((z;:) 1) cos (kx — wt) si V=V¢ y ©O(t) =sin(wt), (5.4.44)

¢ = _Igicosio(fh<(22_) n) sin (kx — wt) si V=-V¢ y 6O(t)=cos(wt)b.4.45)

o= Zicos}clo(fh((jcf—r) 1) cos (kx — wt) si V=-V¢ y 6O(t)=sin(wt)(5.4.46)

También hay derivaciones cuyo denominador contiene la expresion sinh(kh) en vez de cosh(kh). En adelante
s6lo se presentan los resultados correspondientes a 5.4.41. En general, esta expresion tiene la siguiente estructura

o (z,z,t) = dof (2) g (kx — wt), (5.4.47)

donde ¢o representa la magnitud, f(z) una funcion que modula los campos cinematico y dindmico en la
profundidad y g (kx — wt) representa una onda que se desplaza en sentido = positivo. Esta estructura se
repetird para los campos de desplazamiento, velocidad, aceleracion y presion. En la practica el potencial de
velocidades no se utiliza directamente, sino que son las magnitudes derivadas del mismo, expresadas mediante
férmulas analiticas las que se aplican.

Ecuacién de dispersién de frecuencias Sise combina la CDBCS (5.4.13) con (5.4.41) y (5.4.42)

Hg o (cosh(k (z+h))>
2 woz cosh(kh)

sin (kx — wt) = g% (cos (kx — wt)) en z=0 (5.4.48)

se obtiene la denominada «ecuacién de dispersion de frecuenciasy
w? = gktanh (kh), (5.4.49)

expresion que también puede también escribirse para la celeridad

T oh
c= g—ﬂ tanh (K) (5.4.50)
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o, puesto que ¢ = \/T, en términos de la longitud de onda.

T2 21h
A= 927 tanh (Z) . (5.4.51)

La funcién tanh (x) tiene dos limites asintéticos lim,_, tanh (z) = = y lim,_, tanh (x) = 1, que definen tres
diferentes regimenes del oleaje en funcién de lo que denominamos la «profundidad relativa», i = h/\. Veamos
a continuacion las implicancias fisicas y operativas de estos regimenes.

Condicién de aguas profundas Cuando argumento de la funcion tanh (z) es relativamente grande (en
la practica h/\ > 1/2), el oleaje se encuentra en «aguas profundas» y no siente el fondo. A su vez, el fondo
no siente el oleaje, por lo que fenémenos como el arrastre de sedimentos que se dan en los lechos arenosos (no
contemplados en esta teoria) no ocurren. Este régimen se denomina también «profundidades indefinidas» en
paises como Espafia o «deep watersy en el mundo angloparlante. En aguas profundas, la celeridad (5.4.50) se

aproxima mediante la expresion

gl h 1
~ = — — 5452
€= or N 2 (5.4.52)

y depende linealmente del periodo. El valor de 1/2 es escogido arbitrariamente, pero cumple con que el error
en la aproximacion es despreciable. Esta expresion indica que olas con distinta longitud de onda se propagan a
distinta celeridad y por tanto se separan a medida que se propagan desde la fuente de generacion. Este efecto se
conoce como «dispersion de frecuenciasy, y es responsable del arribo primero de componentes de periodo alto
seguidas de periodos progresivamente menores en un punto cualquiera. Por esta razén se dice que este régimen
es «dispersivoy (dispersive). La Figura 5.4.4 muestra un ejemplo de estadistica de oleaje en aguas profundas
frente a Valparaiso, donde el periodo peak Tp presenta una forma tipica de «dientes de sierray debido a que los
periodos mayores arriban primero pues su celeridad es mayor®. En aguas profundas, la longitud de onda (5.4.51)

se aproxima a

gT? 9 h 1
=~ ~ 1,567 - > = 4.
o ,06 \ > x (5.4.53)

ecuacion simple que permite estimar valores tipicos en diferentes cuerpos de agua. El rango de periodos de
entre Tp = 6 — 20 (s) en Valparaiso (Figura 5.4.4) presenta, por tanto longitudes de onda abarcan entre
A =56 —624 (m). Utilizando la condicién limite de aguas profundas, h/\ = 1/2, es posible inferir que el oleaje
comienza a sentir el fondo a profundidades de entre h = 28 — 312 (m). Asi, las olas de periodo mayor son mas
largas y sienten el fondo a mayores profundidades que las de periodo corto. En un lago como el Llanquihue,
por el contrario, el rango de periodos se encuentra en torno a Tp = 2 — 4 (s), la longitud de onda abarca en-
tre \ = 6—25 (m) y las olas sienten el fondo en h = 3—13 (m) aproximadamente, esto es, muy cerca de la costa.

A~

El limite de aguas profundas, h/\ = 1/2, tiene implicancias en el modelado numérico de oleaje pues en la
actualidad define la transicion espacial entre modelos de generacion de oleaje en aguas profundas (e.g. Wave-
watch Ill) y modelos de propagacién costera (e.g. SWAN).

Condicién de aguas intermedias Cuando 1/25 < h < 1/2, el oleaje se encuentra en «aguas interme-
dias» y siente los efectos del fondo en forma progresiva a medida que se reduce la profundidad. En este caso
se dice que el oleaje es «débilmente dispersivo» (weakly dispersive) y se denomina también «profundidades
intermedias» o «transitional watersy, dependiendo de la referencia bibliogréfica que se consulte. En aguas in-
termedias, la celeridad y la longitud de onda tienen las expresiones (5.4.50) y (5.4.51). Esta dltima corresponde
a una ecuacién implicita y por tanto requiere de técnicas especiales, como el método de Newton-Raphson, para
su solucion.

8Aun cuando los parametros de Hsy Tp representan valores estadisticos asociados a un oleaje irregular (y no al oleaje regular
dado por un sélo periodo como el que estudiamos), pueden utilizarse para estimar la longitud de onda y por ende todas las
propiedades de la mecanica del oleaje.
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Figura 5.4.4: Ejemplo de estadistica de oleaje en aguas profundas frente a Valparaiso. Hs representa la altura
significativa del oleaje, Tp el periodo peak y Dir la direccion peak del oleaje para cada estado de mar, obtenido
cada 3 horas a partir de un modelo numérico de generacion de oleaje.
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Condicién de aguas someras Cuando h/\ < 1/25, el oleaje se encuentra en y «aguas somerasy y esta
completamente afecto por el fondo. Este régimen se denomina también «profundidades reducidas», «shallow
waters» o «régimen de onda larga». Cuando el argumento es muy pequerio,

gl'2ch T gh

y la celeridad adopta la expresion

h 1
c~+/gh Y <55 (5.4.55)
La celeridad, en este caso, no depende del periodo y por tanto el régimen es «no dispersivoy (non dispersive) pues
olas con diferente periodo se propagan a la misma celeridad. Cabe notar que este régimen caracteriza a otros fend-
menos como las mareas o los tsunamis de origen sismico, cuyas longitudes de onda son de A = O (10% — 10 km)
yA=0 (102 km), respectivamente, y se propagan a profundidades h = O (100 — 10! km). Este hecho permite
utilizar esta teoria para estudiar estos fenémenos cuando la nonlinealidad es despreciable, lo que en términos
practicos se da cuando la altura es significativamente inferior a la profundidad’ .

En aguas someras, la longitud de onda se aproxima a

A~ T+/gh ho L (5.4.56)
A 25

En la prictica, el oleaje generado en el océano se propaga desde la fuente en una condicion de aguas profundas

hasta sentir el fondo en h/\ = 1/2, a partir del cual transita al régimen de aguas intermedias. En la medida que

la profundidad disminuye y se alcanza el limite h/\ = 1/25, el oleaje pasa a aguas someras y, eventualmente

rompe cuando su altura es comparable con la profundidad. Es decir, el oleaje transita por los tres regimenes en

la medida que se acerca a la costa.

En términos operativos, para aplicar la TLO es necesario conocer la profundidad h, la altura H, la celeri-
dad ¢, la longitud de onda \ y el periodo T'. No obstante, estos pardmetros no son independientes pues se
relacionan mediante la ecuacién de dispersién de frecuencias que liga c, A\ y h y por la expresion A = ¢T'. Dado
que es dificil medir la longitud de onda \ (pues requeriria de de hacer mediciones simultaneas en dos puntos
separados y que estan en fase), por lo general se especifican h, H y T

5.4.1.2. Campo cinematico

Campo de velocidades E/ campo de velocidades se obtiene combinando las expresiones (5.4.5) y 5.4.41.
La velocidad horizontal tiene la siguiente expresion

HgT cosh (k (z + h))
2\ cosh(kh)

1

cos (kx — wt) 5%

u(zw,z,t) = (5.4.57)

< h < 1

A2
Para evaluar las aproximacion en aguas profundas, se recurre a la propiedad 1lim,_,, cosh (z) = %exp (x), la
expresion (5.4.52) y la definicion ¢ = \/T, con lo que la velocidad horizontal se aproxima a

H h 1
u(z,z,t) ~ il exp (kz) cos (kx — wt) ~> -, (5.4.58)
T A2
Esta expresion implica que la velocidad horizontal en aguas profundas se escala linealmente con la altura (olas

més altas generan mayores velocidades), es inversamente proporcional al periodo (olas mas largas generan

7Como se vera en la seccion XXX, cuando la nolinealidad es importante, es recomendable utilizar la teoria no lineal de onda
larga (nonlinear shallow water equations).
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velocidades menores) y es independiente de la profundidad. En aguas someras, se combinan las expresiones
lim,_, cosh () = 1, (5.4.55) y la definicion ¢ = \/T, para encontrar

H
u(z,z,t) ~ 2\/gcos (kx — wt)

lo que implica que la velocidad horizontal en aguas someras también se escala linealmente con la altura, es
independiente del periodo y es inversamente proporcional a la raiz de la profundidad (a menor profundidad, la
velocidad aumenta). Cabe notar también que en aguas someras, la velocidad horizontal en la TLO es contante
en toda la profundidad y las particulas se mueven en forma paralela al mismo. En la realidad, la condicién de
no deslizamiento impone una velocidad nula en el fondo que aumenta en forma brusca hasta el valor dado por
(5.4.59) en el limite exterior de la capa limite, ubicada a centimetros de la pared.

< (5.4.59)

1
25’

> 3

La velocidad vertical tiene la siguiente expresion

HgTsinh (k (2 + b)) 1 &
pumy —_— t 7
w(z,z,t) o cosh(Fh) sin (kx — wt) 5 <3 <

1
—. 4.
5 (5.4.60)

La aproximacién en aguas profundas se obtiene recurriendo a expresiones lim,_,., {sinh (z),cosh (z)} =
Texp(z), (5.4.52) y c = \/T, con lo que la velocidad resulta en

(5.4.61)

>
Do =

H
w(x,z,t) ~ il exp (kz) sin (kx — wt) >

T

=

En aguas someras, utilizamos las expresiones lim,_,q cosh (z) = 1, lim,_,¢ sinh () = z, (5.4.55) y la definicién

¢ = \/T, para encontrar

Hrm (z+h)\ . h 1
w(x,2,t) ~ a < . ) sin (kz — wt) 3 < %5 (5.4.62)
La relacion entre las amplitudes de la velocidad vertical y horizontal
||wl| _ sinh (k(z+h)) ’ (5.4.63)
|lul|  cosh(k(z+ h))
es ||wl|| / |lu]| = 1, en aguas profundas, por lo que ambas velocidades son iguales. En aguas someras, en contras-
te, ||w|| / ||ul| = k(2 + h), los que para el rango comprendido entre z = [0, —h] se tiene ||w|| / ||u| = [kh,O0].
Dado que kh = 2nh/\ = 27h/ (T\/gh) = 2%\/E/T\/§, para un periodo tipico de T' = 10 (s) y una pro-
fundidad h = 10 (m), ||w|| / ||u|]| = 27/10, la velocidad horizontal es un 59 % mayor (o incluso mas a mayor

profundidad) que la horizontal.

Cabe destacar que en la condicién de aguas someras, la velocidad vertical (5.4.62) es nula en el fondo,
w (x,—h,t) =0, siendo consistente con la CDOBCF (5.4.10). En aguas profundas, la velocidad vertical (5.4.61)
tiende a cero a medida que la profundidad aumenta. En la practica, para punto mas profundo que penetra la
onda se aproxima como z = —\/2, por lo que exp (kz) = exp (—m) = 0,043, lo que reduce el valor de la
amplitud en dos drdenes de magnitud respecto del valor en la superficie.

Finalmente, cabe notar que la celeridad de una onda c esta asociada a la propagacién de su forma (en términos
practicos la celeridad corresponde a la velocidad con que se mueve la cresta de la ola), en tanto que la veloci-
dad orbital V. = (u,v) representa al movimiento de las particulas. En otras palabras, la primera es un escalar
relacionado con el transporte de energia y la segunda corresponde a una magnitud vectorial que describe el
transporte de masa.
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Campo de aceleraciones E/ campo de aceleraciones se obtiene apelando a las expresiones (5.4.6), 5.4.41
y a la ecuacién de dispersion de frecuencias (5.4.51). Asi, la aceleracion horizontal tiene la siguiente expresién

Hrgcosh (k(z+h)) . 1 h 1
t) = — kxr — wt — < —-< = 4.64
ay (z,z,t) ) cosh (K1) sin (kz — wt) 55 <% <3 (5.4.64)
y las aproximaciones asintéticas son
2m2H h 1
a; (x,z,t) ~ —7;72 exp (kz) sin (kx — wt) 373 (5.4.65)
y
H h 1
a; (x,z,t) ~ f% %sin (kx — wt) X < % (5.4.66)
para aguas profundas y someras, respectivamente. La aceleracion vertical tiene la siguiente expresion
Hrgsinh (k (z+ h)) 1 h 1
t) = kxr —wt — << = 5.4.67
0z (@2, 8) = — = ey o8 (ke —wt) 25 X "2 (5.4.67)
y las aproximaciones asintéticas son
2m?H h 1
a, (r,z,t) ~ —Tz eXP (kz) cos (kx — wt) ) (5.4.68)
y
2m?H h h 1
a; (x,z,t) ~ 7;72 <Z—}:> cos (kx — wt) Y <35 (5.4.69)

para aguas profundas y someras, respectivamente.

Campo de desplazamientos El campo de desplazamientos se obtiene apelando a las expresiones (5.4.7)
y 5.4.41. El desplazamiento horizontal tiene la siguiente expresion

H cosh (k(z+h)) . 1 h 1
(T, 2,1) = —— : kr —wt —< <<z 5.4.70
Gol@2t) = =5 = mny Sn (ke —wt) 25 X "2 (5.4.70)
y las aproximaciones asintdticas son
H h 1
Co (x,2,t) — exXPp (kz) sin (kx — wt) 3”3 (5.4.71)
y
HT h 1
Co (2, 1) ~ —M\/gsin (kx — wt) Y <2 (5.4.72)

para aguas profundas y someras, respectivamente. El desplazamiento horizontal en aguas profundas es maximo
en la superficie, con una amplitud igual a H/2, y en aguas someras es constante en la profundidad.

El desplazamiento vertical tiene la siguiente expresion

H sinh (k (2 + h)) 1 h 1
Gt =5 —gmany s tke—wb) 25 S "2 (5473)
y las aproximaciones asintéticas son
H h 1
Co(x,2,t) ~ 5 eXP (kz) cos (kx — wt) ) (5.4.74)
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1
< = (5.4.75)

Co(xy2,t) ~ — 5F

2

H<z+h

> 3

) cos (kz — wt)

para aguas profundas y someras, respectivamente. El desplazamiento vertical en aguas profundas es también
méaximo en la superficie, con una amplitud igual a H/2, y en aguas someras es nulo en el fondo (puesto que
se asume fondo impermeable) y aumenta linealmente hacia la superficie. Esto supone que en aguas profundas,
las particulas describen circulos cuyo radio disminuye con la profundidad, hasta una profundidad dada por
h/X =1/2 en que las trayectorias son nulas.

5.4.1.3. Campo dinamico

Campo de presiones El campo de presiones surge de linealizar la ecuacion de Bernoulli, considerando Ia
condicién C (t) = 0 que garantiza que el promedio temporal de la desnivelacién instantinea es cero. Despejando
para la presion

o9

p=pgp — PI% (5.4.76)
y apelando a (5.4.41) da

H cosh (k (2 + h))
2 cosh(kh)

p(z,z,t) = —pg cos (kx — wt) — pgz, (5.4.77)
donde el primer término corresponde a la presién dindmica asociada a la perturbacion de la ola, y el segundo
término representa la presion hidrostatica. El hecho de que la presién es proporcional a la altura permite
calcular esta iltima con sensores de presién (conocidos la cota del instrumento z, la profundidad h, el periodo
T y calculando la longitud de onda A\ mediante la ecuacién de dispersion de frecuencias). La presion hidrostatica
estd presente en ausencia o estando el oleaje presente. Las aproximaciones asintéticas son

> = (5.4.78)

> >
N | =

H
p(x,2,t) = pg— exp (kz) cos (kz — wt) — pgz = pg (nexp (kz) - z)

H h 1
p(z,2,t) ~ pg cos (kx — wt) — pgz = pg (n — 2) X < % (5.4.79)
para aguas profundas y someras, respectivamente. Cabe notar que para el caso de aguas someras, la presion
tiene una distribucion triangular superior equivalente a la presion hidrostatica, es decir el paso de la ola sélo
genera un aumento o descenso de cardcter hidrostatico en la presién. Este resultado es utilizado en la derivacién

de las ecuaciones nolineales de aguas someras, que son cominmente utilizadas para modelar mareas y tsunamis.

El hecho de que el fluido estd sometido a la presién, implica que si estd en contacto con una superficie,
desarrolla una fuerza de presién dada por
F, = pdA, (5.4.80)

ecuacion vectorial que implica que la fuerza es ortogonal a la superficie. Las expresiones 5.4.77 a 5.4.79, no
obstante, son vélidas sin la presencia de obstaculos. Cuando una ola impacta una estructura, se refleja y por
ende se genera un oleaje estacionario (en el caso de una reflexion perfecta) o un oleaje cuasi-estacionario (si la
reflexion es parcial). Para ese caso, es necesario apelar al principio de superposicion para calcular el campo de
presiones. Una alternativa experimental consiste en instrumentar la estructura con sensores de presion y calcular
la fuerza asignando un &rea representativa a cada sensor.
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Fuerzas hidrodinAmicas Existen otro tipo de fuerzas asociadas al paso del flujo, como las de arrastre,
inercia y sustentacion. Las fuerzas de arrastre e inercia actuando sobre elementos esbeltos (esto es aquellos en
que su dimensidn tipica es mucho menor que la longitud de onda) se describen mediante la ecuacion de Morison
(1950)

F=F,;+F,

donde, para un flujo turbulento,
1
F;= iCdpAu |ul (5.4.81)

es la fuerza de arrastre, Cy es el coeficiente de arrastre (cuyo valor se encuentra en torno a Cy = 1), p es la
densidad, A es la seccidn transversal del objeto que se opone al flujo y u es velocidad orbital. El valor absoluto se
utiliza para que la fuerza actile en el mismo sentido de la velocidad. Cabe destacar que en un régimen laminar,
la fuerza de arrastre es proporcional a la velocidad elevada a la unidad, pero en el caso del oleaje el régimen es
usualmente turbulento. La fuerza de inercia, por su parte, es

FZ' = CipVaz (5.4.82)

donde C; es el coeficiente de inercia (cuyo valor se encuentra en torno a C; = 2), V el volumen del elemento y
ay la aceleracion. Los coeficientes adimensionales de arrastre e inercia dependen de la forma y dimensiones del
cuerpo, ademds del nivel de turbulencia dado por el nimero de Reynolds.

En aguas profundas, las fuerzas de inercia predominan sobre las de arrastre en tanto que en aguas some-
ras, son las fuerzas de arrastre las que mandan. Para ilustra esto tomemos, por ejemplo, un oleaje tipico de
H =2 (m)y T = 10 (s) actuando sobre un pilote vertical cilindrico con coeficiente Cqg = 1y C; = 2 y
didmetro ¢ = 1 (m), ubicado a una profundidad de h = 10 (m). El drea proyectada al flujo por metro de altura
esA=¢x1=1yelvolumenV = 1¢?/4 x 1 = 7 /4. La magnitud de la fuerza de arrastre en aguas profundas
es

1 H?7?

~ = CypAT 4
QCdP T2 (5 83)

1 1 H 2
[ Fall = §Cd,014 HUQH = icdpA ‘(TW exp(kz))

donde |||| representa el médulo de la funcién. La magnitud de la fuerza de inercia, por otra parte, es

oriH omiH
|Fill = Cip¥ [laa| = cipv\ T e (k2) | ~ O (5.4.84)
El cociente entre ambas fuerzas es de
| Eqll CsAH 1 h 1
_ 7 _1 L 5.4.85
IE| 2092 = ) (5.4.85)

lo que implica que la fuerza de inercia es 3 veces mayor que las de arrastre. Por el contrario, en aguas someras
las magnitudes son

2
1 1 H [g 1 H%g
Fyl| = =CypAl|u?|| = =CapA ||| =4/ 2 = —CypA—= A
Il = 5Caoa 2] = yCap | (5 2) | = Geupa’y (5.4
y
Hrn g
IEil| = Cip¥ |laz || = Cip¥V—4 /- (5.4.87)
T \V h
Asi, el cociente entre ambas es
|Fall  CyA HT\/E 10 h 1
= T== T <o 5.4.88
IE| 209 2n Vh ~ 72 225 (5.4.88)
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y la fuerza de arrastre es un 59 % mayor que la de inercia. Naturalmente, que en la medida que la estructura
desplace mas masa, mayor serd la fuerza de inercia, en tanto que para estructuras esbeltas, suelen ser despre-
ciables si se comparan con las de arrastre.

La fuerza de sustentacién, por su parte, actia en sentido perpendicular al flujo y viene dada por la expre-
sién
1
F, = iClpAu lul (5.4.89)

donde C es el coeficiente de sustentacion, que es un orden de magnitud inferior al de arrastre.

Densidad de energia La energia es una cantidad de interés fundamental en la caracterizacion del oleaje.
La medida mas utilizada para caracterizarla es la densidad de energia media por unidad de drea en planta,
promediada en el tiempo. Esta se define como la suma de la densidad de energia cinética y potencial, integrada
en la profundidad y promediada sobre el periodo del oleaje. La energia potencial media por unidad de area en
planta asociada solo al oleaje, se define como

7 0 I, 1
Epot = pgzdz — ﬁmwz:imm = P90
h h

donde a corresponde a la amplitud de la onda, y

T
f=;Z%.Mt (5.4.90)

corresponde al promedio temporal de una variable genérica f en un periodo de ola. La energia cinética, por su
parte, se define como

m1 1
Eyin = / ~plu? +w?dz = = pga®. (5.4.91)
n2 4
La energia mecénica total corresponde a la suma de la energia potencial y la energia cinética
1
E = Epot + Ekin = 509a2' (5.4.92)

Superposicion  El problema de contorno que define la mecédnica del oleaje se ha linealizado y por tanto
admite superposicion de soluciones. Recordemos que un operador lineal es aquel que cumple con la ecuacién

L(a+b)=L(a)+L0).

Todos los términos de la ecuacién de Laplace y las condiciones de borde esta elevados a la unidad. Ademas, las
derivadas son funciones lineales por lo que para n soluciones se cumple que

V(@14 dn) = V2 (¢1) + . + V2 (6n) -
Por otra parte, para cada una de soluciones se cumple la ecuacion de Laplace V? (¢;) = 0 y por tanto
V2 (g1 + ...+ ¢n) =0,

con lo que se demuestra que la ecuacion de Laplace admite superposicion de soluciones. El principio de superpo-
sicion es muy util en ingenieria, pues la solucion permite soluciones a movimientos ondulatorios mas complejos
presentes en la naturaleza. Por ejemplo, cuando el oleaje impacta una estructura, se refleja y por ende se genera
un oleaje estacionario (en el caso de una reflexion perfecta) o un oleaje cuasi-estacionario (si la reflexion es par-
cial). En algunos casos, el oleaje también puede también interacutar con una corriente. El hecho de que el oleaje
se asuma como la superposicion de ondas de distinta altura, periodo y direccion se basa también en este principio.

El principio de superposicién permite estudiar fenémenos como la reflexion, los grupos de olas, el oleaje irregular
y la interaccidn oleaje-corriente. Estos procesos se desarrollardn en versiones futuras de este texto.
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5.4.2. Ecuaciones de onda larga

En esta seccion se introducen las ecuaciones de onda larga, conocidas también como las ecuaciones de
aguas someras o nonlinear shallow water equations en inglés (NSWE). Estas ecuaciones permiten resolver la
fase de ondas propagdndose en aguas relativamente someras; esto es ondas cuya longitud es mucho mayor que
la profundidad a la cual se propagan. Para ello comenzamos introduciendo los parametros que permiten estudiar
los regimenes de ondas en aguas someras y luego derivamos las ecuaciones de gobierno. Las ecuaciones de onda
larga, corresponden a una version simplificada de las ecuaciones de Navier-Stokes y son obtenidas a partir de
un promedio en la dimensién vertical que es adecuada para describir el movimiento de los fluidos cuya escala
horizontal es mucho mayor a la vertical. Con esta integracion se simplifica el problema de tres a dos dimensiones
y se reduce el costo computacional al 1 % del esfuerzo de calculo que necesita el modelado 3D (Liu, 2009 ).
Como contraparte, al pasar de 3 a 2 dimensiones, se pierde informacion sobre la estructura vertical del flujo.

Estas ecuaciones se pueden utilizar para el modelado de una serie de ondas largas, es decir, oleaje en aguas
someras, mareas, tsunamis, mareas meteoroldgicas (storm surge), corrientes oceanicas (en la medida que no
exista estratificacion vertical), flujos de lava, lahares y ondas a escala oceanicas, como las de Poincare, Kelvin
y Rossby, entre otros.

Las NSWE son también conocidas como las ecuaciones de Saint-Venant en honor a Barré de Saint Venant, quien
en 1871 derivé una version unidimensional de estas ecuaciones para el flujo de canal abierto®. Estas ecuaciones
son vdlidas para problemas en los que la dinamica vertical se puede despreciar en comparacién con los procesos
que ocurren a escala horizontal. A diferencia de las ecuaciones de Boussinesq, las ecuaciones de onda larga se
basan en el supuesto de que la presidn es hidrostitica, es decir, de que la aceleracién vertical durante el paso de
la onda es despreciable en comparacion con la gravedad. La consecuencia de este supuesto es que la velocidad
horizontal es uniforme en toda la profundidad. Este supuesto se viola en ondas relativamente cortas o altas,
cuando hay discontinuidades de la superficie (e.g. resalto hidrdulico) o cuando el fondo cambia bruscamente.

Las NSWE son no dispersivas (la celeridad de onda y grupo no dependen del nimero de onda), un efecto
acumulativo que puede ser importante durante la propagacion a largas distancias. Por esta razdn, estas ecuacio-
nes no dan soluciones permanentes debido a la no linealidad y tienden a generar asimetrias en el perfil de la onda
que explican fenémenos como la rotura o los shocks. Las ecuaciones de Boussinesq, en contraste, contienen
términos adicionales que tienen en cuenta este efecto y, por tanto, bajo ciertas condiciones, dan origen a ondas
de forma constante (solitarias).

5.4.2.1. Parametros adimensionales

En esta seccién se introducen algunos pardmetros adimensionales que permitiran estudiar los regimenes de
propagacion de ondas en aguas someras. Para ello, definimos tres escalas de longitud: la profundidad tipica en
condicién de reposo hg, la longitud tipica de la onda \o y la amplitud tipica de la onda ag. El tongo en las
variables indica que éstas tienen dimensiones; todas ellas de longitud. Cabe notar que la escalas no corresponden
a valores exactos, sino que indican 6rdenes de magnitud, y sirven para tener una nocion del régimen de ondas
que interesa analizar. Para el régimen de onda larga, por ejemplo, asumiremos la relacion ag < ho < Xo. A

8| as ecuaciones de Saint Venant (Chanson, 2004; ecs.16.14 y 16.15.b) son

04, 09 _
ot or
0Q 8, OH
o o (7 A) 94T =940 =), (5.4.99)

donde la seccién transversal del flujo A y el flujo @ = (u) A son incégnitas, (u) es la velocidad promediada en la seccion, sq la
pendiente de fondo y ss la pendiente friccional. Estas ecuaciones se han usado para flujos estacionarios por mas de un siglo y en
forma mas reciente para flujos transientes (e.g. Dessler, 1978).
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partir de estas escalas definimos los niimeros adimensionales
ho

=,
Ao

ao

I y €=

= —, (5.4.94)

ho
que representan a la dispersion de frecuencias y a la nolinealidad, respectivamente. La dispersién de frecuencias
es responsable, por ejemplo, de la generacién de pequefias ondulaciones de celeridad menor a la onda principal
(denominadas en inglés como trailing waves y leading wave, respectivamente) a medida que se alejan de la fuente.
La nolinealidad, por su parte, genera un aumento de la pendiente en la cara anterior de una onda que se propaga
desde la fuente, induciendo eventualmente su rompimiento por inestabilidad (en términos matematicos, esto es
denominado un shock). En la Figura 5.4.5 se ilustran estos efectos para un pulso inicial de forma gaussiana,
que se propaga a la derecha. Cabe mencionar que estos efectos son acumulativos y requieren de que las ondas
se propaguen un distancia considerablemente mayor a la longitud de onda tipica. También es importante saber
que dispersion de frecuencias es un fenémeno lineal en tanto que la nolinealidad, valga la redundancia, no lo
es. Estos fenémenos aparecerian en forma explicita en las ecuaciones de Boussinesq. Introducimos también el

n(x) DISPERSION n(z) NOLINEALIDAD
t3 i3
to to
t1 131
t=0 T t=0 > T

Figura 5.4.5: Efectos de la dispersion y nolinealidad sobre una perturbacion de la superficie, en forma Gaussiana.

namero de Ursell o

U, = — = oAy (5.4.95)

p h

que define la importancia relativa entre la nolinealidad y la dispersién de frecuencias. En palabras simples, para
valores grandes de U, domina la nolinealidad y mientras mas pequefio, domina la dispersién de frecuencias. Este
nimero permite establecer el régimen de ondas, en funcién del peso relativo de ambos efectos, segiin se presenta
en la Figura 5.4.1. A objeto de ejemplificar cémo estos valores inciden en la propagacion de ondas, estudiaremos
el caso de ondas propagandose en aguas someras hacia una profundidad h decreciente (por ejemplo, oleaje
propagéandose a una playa). En esta condicion, las escalas tipicas varian con la profundidad. En la condicion de
aguas someras, la amplitud a obedece a la ley de Green (seccién 5.3.3)

= ao o hg %, (5.4.96)

j=N
Il
joN
N
b)‘ >

donde el subindice r en la expresién de la izquierda representa un punto en aguas someras donde las propiedades
del oleaje son conocidas y la expresion de la derecha describe cémo varia la escala de amplitud tipica con la
profundidad. La Ley de Green no asume pérdidas ni ganancias de energia, omite la reflexion y se basa en los
supuestos de la teoria lineal del oleaje (e.g. alturas infinitesimales, entre otros supuestos). La longitud de onda
se representa mediante la expresion

X =T/ gh, = No o B2, (5.4.97)

La dispersién de frecuencias, la nolinealidad y el nimero de Ursell presentan por tanto la siguiente dependencia
con la profundidad

= 13(1)/2, €= ﬁ65/4, y U, = ﬁ69/4. (5.4.98)



CAPITULO 5. MODELADO DE PROPAGACION DE ONDAS 151

~ €
hm) - \ )
0 X (m)
2 o 20 40 60 80 100 120
10
a 02
Alm) s
Hoon
0 . . . . . o N
o 20 40 60 80 100 120 Z (m) 00 ‘ - ! - * = X (m)
o 2 40 60 80 100 120
x(m)
0,04
. 19 NLSWE
a (m) o002 K 10
U . BOUSSINESQ
% T LSWE
0,00 X (m) A
0 20 40 60 80 100 120 * = X (m)

0 20 40 60 80 100 120

Figura 5.4.6: Magnitudes relevantes en un régimen de onda larga, en funcién de la profundidad. En condiciones
normales, las ondas se propagan desde las profundidades mayores (derecha) a menores (izquierda) y transitan
sucesivamente desde el régimen de onda larga lineal (LSWE), al de Boussinesq y al de onda larga no lineal
(NLSWE) antes de la rotura.

En la Figura 5.4.6 se muestra el comportamiento de las variables relevantes en un régimen de ondas largas, en
funcién de la profundidad. Se observa que una onda larga pasa por diferentes regimenes en la medida que se
propaga desde mayores a menores profundidades. En la zona mas profunda (pero siempre en el régimen de onda
larga) donde U, < O (1), domina la dispersién de frecuencias por sobre la nolinealidad y el régimen corresponde
al descrito por las ecuaciones lineales de onda larga (linear shallow water equations). En una zona intermedia
donde U, = O (1), la nolinealidad es balanceada por la dispersion de frecuencias y el régimen corresponde
al de Boussinesq. En la zona de menor profundidad donde U, > O (1), la nolinealidad domina y el régimen
corresponde al de las ecuaciones nolineales de onda larga (nonlinear shallow water equations).
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5.4.2.2. Derivacion (simplificada) de las ecuaciones de onda larga

En la literatura existen varias formas para derivar las NSWE, entre las que destaco las siguientes:

Mediante el balance de masa y momentum sobre un volumen de control infinitesimal

Mediante las ecuaciones de Euler en forma dimensional, promediando en la profundidad (GIOC, 2003)

Mediante las ecuaciones de Euler adimensionales, utilizando métodos de expansion (Svendsen, 2006)

Mediante las ecuaciones generales de onda larga adimensionales, utilizando métodos de expansion (Liu,
2004)

Los dos primeros enfoques no permiten cuantificar el orden de magnitud de los términos de las ecuaciones, mien-
tras que los dos altimos -basados en métodos de escalamiento y perturbacion- permiten retener esa informacién
y por tanto son mas rigurosos. Por simplicidad, en esta seccién seguimos el primer enfoque. Las ecuaciones
resultantes se expresan en forma diferencial para que sean independientes del volumen de control. El segundo
enfoque se incluye en la seccién 5.4.2.3.

Ecuacién de conservacion de la masa

Por simplicidad, derivaremos esta expresion en un sistema cartesiano de dos dimensiones, x — z, donde no
hay variacién en y, segin se indica en la Figura 5.4.7 . Consideremos un volumen de control que cubre desde
el fondo h (), considerado fijo en el tiempo pero variable en el espacio, y la superficie del agua definida por
n (x,t).El volumen de control se define por la expresion

V= AzAy[h+1]. (5.4.99)

A través de la cara izquierda del volumen de control ingresa un flujo de agua con una velocidad media en la
profundidad, que se define mediante la expresién

7
1
u(x,t) = P /u (x,2,t)dz. (5.4.100)
—h
El flujo masico entrando al volumen de control es
F, = pulAy[h+ 7], (5.4.101)

donde el subindice e corresponde a entrada. Dimensionalmente

[F.] = [puly (h+1)] = [% : ;-LL} = H{] : (5.4.102)
- i ’

pPgAn

Figura 5.4.7: Seccion tipica utilizada para la derivacion de las ecuaciones de onda larga. El volumen de control
se indica en rojo
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y representa la masa entrando al volumen de control por unidad de tiempo. En la expresion anterior M, L y T
representan masa, longitud y tiempo, respectivamente. El flujo masico saliendo sobre la otra cara del volumen
de control se puede expresar, utilizando una expansion de Taylor (seccion 9.1.2), como

oF, O%*F. Az? O"F, Azx"
Fy=Fet SAnt o8 = b ot (5.4.103)
que combinando con (5.4.101) da
_ o, _ 0? Az? a" Az
Fy = pubsy[h+ ]+ o— (pudy [h+ 1)) Az + o5 (pudy [ +n]) —— + ... + 5= (puly [h + 77]()5 fllo;t)

Si se asume que el volumen de control es constante y que la funcién T es continua, los términos de orden mayor
se pueden expresar como un error de truncamiento

0
Fy = pulAylh+n] + p (puly [h+ 1)) Az + O (Az?, Ay), (5.4.105)

donde O significa «del orden dey. Cabe mencionar que en esta derivacién no es necesario retener el tercer
término pues, como se vera en adelante, desaparece al tender el volumen de control a uno infinitesimal. Una
vez conocidos los flujos en ambas caras, procedemos a hacer una balance de masa del agente en el volumen de

control 5
({TTZ —F —F, (5.4.106)

donde m = pAxAy (h +n) es la masa del agente en el volumen de control. En palabras simples, la ecuacién
(5.4.106) dice que la variacién local de la masa en el volumen de control es balanceada por el flujo neto en
ambas caras. La resta de los flujos debe tener sentido en esta expresion: en caso de que el flujo entrante es
mayor que el de salida, F, — Fy > 0, la masa en el volumen de control debe aumentar, esto es Om/ot > 0.
Usando las expresiones (5.4.101) y (5.4.105) da

0 (puly [h+n)) Az + O (Az?, Ay) . (5.4.107)

X

& oy b+ 1)) =

Dividiendo por Ax:Ay y haciendo tender el volumen de control a cero (esto es Az — 0) da

0 0

—(plh — (pul[h =0. 5.4.108
o (plh+ 1)) + 5 (gl + ) (54.108)
Cabe notar que esta expresion es exacta, a pesar de provenir de una aproximacion de Taylor. Asumamos ahora
que el flujo es incompresible. En términos matematicos, este supuesto implica que la derivada material de la

densidad es cero (ver ecuacion 2.4.15)
dp 9p _Op

at ~ ot o
Al expandir cada término de (5.4.108) usando la regla del producto, combinar esta expresion con (5.4.109) e
imponer Oh /0t = 0, se obtiene

0. (5.4.109)

an 0
5 + o (@h+n)=0 (5 0)

Fisicamente esta expresion sugiere que la variacion de masa en el volumen de control es balanceada por el flujo
madsico neto en los contornos del mismo.
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Ecuacién de conservacion de momentum

Para la ecuacion de conservacién de momentum, recurrimos a la segunda ley de Newton, que indica que la
suma de las fuerzas externas es equivalente a la variacion del momentum

dM
F=—— 5.4.111
2 F="5 (5.4111)

donde M (z,y,t) = (M, M,) es el momentum y F (z,y,t) = (F,, F,) corresponde a la(s) fuerza(s) actuando
en el plano horizontal. Como veremos en la seccion 5.4.4, existen muchas fuerzas que se podrian incluir en esta
suma, como las asociadas al viento, a variaciones en la presién atmosférica, a las mareas, a la friccion, a la
turbulencia y a la aceleracién de Coriolis, entre otras. Por el momento, solo nos concentramos en la presién del
fluido. Desarrollemos el balance de momentum en la dimensién x. Para el volumen de control, el momentum
se define como

M, = mu = pulAxAy[h + n]. (5.4.112)

Segin la teoria lineal del oleaje (Dean & Dalrymple, 1991) para ondas largas (o lo que es equivalente, para ondas
en aguas someras), la presion es hidrostatica. La fuerza de presion actuando en ambas caras, de distribucién
triangular, puede aproximarse mediante la expresion

Y F,=—PAA=—pgAnAy[h+n]. (5.4.113)

Combinando (5.4.111), (5.4.112) y (5.4.113)

d , _
—pgAnAy[h+n] = 7 (puAzAy[h+n)). (5.4.114)

Dividiendo por Ax/Ay y tomando el limite para un elemento infinitesimal, se obtiene

09 ) = & (gmlh ). (5.4.115)

Aplicando la regla del producto al término de la derecha

In dp_ d
P95 =—ulh — (@lh 411
gy htul=—alh+nl+po (@lh +n)) (5.4.116)
e invocando el supuesto de que el flujo es incompresible (ver ecuacién 2.4.15), nos permite obtener la expresion
on d _
~9g, (h 0=~ @h+n]). (5.4.117)

El dltimo paso es asumir que la desnivelacion es mucho menor que la profundidad, n < h, lo que implica que
h+mn =~ h. Este paso implica la linealizacién de la ecuacion (5.4.117), puesto que en el lado izquierdo, aparece el
término nolineal ndn/0x. Recordemos también que la profundidad no depende del tiempo. Con estos supuestos
se llega a la expresion 5 ;
n u
95, = o (5.4.118)
Finalmente, aplicamos la definicién de derivada total y reordenamos términos para llegar a la expresion:

ot t 95 =0, (5.4.119)

que es la ecuacion de conservacion de momemtum para un flujo incompresible en régimen de onda larga.
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Ecuaciones de onda larga

Las ecuaciones de onda larga se resumen el siguiente sistema:

an 0
N + o ([n+ hlu) = (5.4.120)
ou ou on

— 4T + =0, 5.4.121
ot "ozx " Yon ( )
donde las incognitas son la desnivelacion instantanea n y la velocidad media integrada en la vertical u. Estas ex-
presiones se puede generalizar a un flujo bidimensional dado por una velocidad V (x,y,t) = (u,v), considerando
otras fuerzas externas no contempladas en la derivacién de arriba

on 0 0 ,_
o5t T, @ [h+v7])+8—y(v [h+n]) =0, (5.4.122)
ou ou _Ou
— 4+ T— F, 4.12
8t+u8x+v8y+ga Z s (5.4.123)
ov _ov 785
que en términos vectoriales se representa mediante la expresion:
on —
5tV (Vihtn) =o. (5.4.125)
ov
= F. 4.12
at+v VV+gVn=>_ (5.4.126)

5.4.2.3. Derivacion (algo mas rigurosa) de las ecuaciones de onda larga

A continuacién se resumen los lineamientos basicos a partir de los cuales se derivan una forma relativamente
estandarizada de estas ecuaciones. Las NSWE se derivan a partir de la integracion en la vertical de las ecuaciones
de conservacion de la masa (2.4.47) y momentum (2.4.48) para un flujo incompresible e irrotacional, i.e.

V-V =0, (5.4.127)

\s 1
807 +V(VaV)=— Vptg (5.4.128)

Por simplicidad, las ecuaciones fundamentales se muestran en dos dimensiones en el plano vertical

ou  Ow

5t a, =0 (5.4.129)
ou 0 , 4 0 _ 1op
TR (v?) + 5, (ww) = e (5.4.130)
ow 0 0 , 5 10p
b z - - 4.131
(9t+(9x<wu)+8z(w) p 0z g (5:4.131)

La derivacion a tres dimensiones sigue un esquema similar’. La Figura 5.4.8 ilustra la ubicacién del sistema de
coordenadas utilizado en la derivacion.

®Cabe notar que los términos advectivos en las ecuaciones de momentum estan escritos en forma conservativa, pero pueden
ser expresados en forma no conservativa apelando a la ecuacién de conservacién de la masa (5.4.129). Con ello por ejemplo, la
ecuacién (5.4.130) se escribe como
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Figura 5.4.8: Seccion tipica utilizada para la derivacion de las ecuaciones de onda larga.

Para integrar la ecuaciones (5.4.129) y (5.4.130) en la vertical y reducir el problema de tres a dos dimensiones,
es necesario introducir condiciones de borde en el fondo y en la superficie. Estas condiciones de borde son
de caracter cinematicas (asociadas al movimiento) y dindmicas (asociadas al momentum o a la energia). La

condicién cinemética para el fondo z = —h (z) viene dada por
h
w = _u?)x’ en z=—h(x), (5.4.133)

e implica que la velocidad normal al fondo es nula, esto es, que el fondo es impermeable®. Esta ecuacion es
simple y no requiere de un tratamiento especial.

Cabe notar que, siendo consistente con el supuesto de flujo irrotacional, se omite la condicién de no desli-
zamiento en el fondo (no-slip condition en inglés). Esta condicion es vdlida para fluidos viscosos y establece
que en una frontera liquido-sélido, el fluido tienen una velocidad nula relativa a la frontera. Las implicancias del
supuesto que el flujo es irrotacional son importantes. Por ejemplo, no se desarrolla la capa limite en el fondo y
por tanto toda la riqueza que ocurre en ella se omite (e.g. la transferencia de momentum normal a la pared, los
marcados gradientes de velocidad y esfuerzos de corte). Fenémenos de fondo, como el transporte de sedimen-
to, requieren de relajar este supuesto e incorporar la rotacionalidad en el flujo. Con todo, la capa limite en el
fondo ocednico y lejos de la rompiente es pequeiia comparada con la profundidad a la que se propagan las ondas.

Para la superficie z = n(x,t), en contraste, la condicién cinematica

w = on + u@, en z=nmn(z,t) (5.4.134)
ot ox

tiene la complicacién de que la superficie de evaluacién no es conocida a priori y el segundo término es nolineal,
es decir, una multiplicacion de dos incégnitas'!. En las ecuaciones nolineales de onda larga nos interesa mantener
la nolinealidad -en este caso no es estrictamente una nolinealidad matematica, sino una limitacién geométrica-
de modo que obviaremos esa simplificacién. Finalmente, en la superficie asumiremos que la presién atmosférica

es nula, es decir
p=0, en z=mn(x,t). (5.4.135)

0En la teoria lineal se asume la batimetria es constante (9h/9z = 0) y por tanto la velocidad vertical es nula (w = 0). Ello implica
que las propiedades mecanicas del oleaje son funcién de la profundidad local y no son afectadas por la variacién de la batimetria
en el espacio, lo que constituye una limitacién. Por ejemplo, dos playas con pendientes diferentes (una muy inclinada y otra muy
plana) e iguales propiedades de oleaje en aguas profundas, presentaran idénticas propiedades de oleaje a una profundidad dada,
independiente de la distancia que recorran y de la «historia» de su evolucién. Esta limitacién es superada en las ecuaciones nolineales
de onda larga -donde el término Oh/0x no se desprecia- en la medida que las variaciones batimétricas nos sean excesivamente
abruptas.

1 En la teoria lineal, y bajo el supuesto de que la amplitud es pequefia, se asume que esta expresion es valida en el nivel estatico,
z =mn(z,t) = 0y se evita el problema de desconocer el contorno de integracién (este supuesto se fundamenta en la expansion
de Taylor). Asimismo, en dicha teoria, se asume que el término nolineal de la derecha es despreciable, supuesto que se explica en
forma rigurosa mediante técnicas de escalamiento que exceden el alcance de este curso.
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Cabe mencionar que en casos donde la presion atmosférica es variable, como en la marea meteoroldgica (o storm
surge en inglés), esta restriccion no es valida.Para integrar estas ecuaciones, se recurre a la regla de Leibniz

x=b(t) x=b(t)

% / fdo = / %dw—l—f(:r:b,t)%— (:r:a,t)% (5.4.136)
z=a(t) e=al(t)
y al teorema fundamental del cilculo
n
gﬁdz =f(n)—f(=h). (5.4.137)
—h

El procedimiento es el siguiente. Se integra la ecuacién de conservacién de la masa (5.4.129) entre el fondo
z = —h(x) y la superficie z = en(x,t), aplicando la regla de Leibniz (5.4.136), el teorema fundamental
del célculo (5.4.137) y las condiciones cinematicas de fondo (5.4.133) y superficie (5.4.134) para obtener la
expresion

on 0

N + 92 ([h+n]w) =0, (5.4.138)
donde la velocidad media integrada en la vertical se define como
. U
u(x,t) = [ /u (x,z,t)dz. (5.4.139)
—h

Cabe notar que la velocidad uw (x,t) no depende de la profundidad y por lo tanto no ofrece informacion de la
estructura vertical de velocidades, que puede ser importante en casos donde hay estratificacion. Si se quisiere
conocer dicha estructura, se deben resolver ecuaciones 3D no integradas en la vertical, o asumir, como apro-
ximacién, una estructura vertical donde el fondo tiene velocidad cero y la superficie un méaximo (e.g. de tipo
logaritmica). Para la ecuacion de momentum (5.4.130) se procede de manera similar, con lo que se obtiene la
expresion
n

%([man%([mmm) - —; g—idz. (5.4.140)

—h
Al analizar el sistema de dos ecuaciones dado por (5.4.138) y (5.4.140), se tienen cuatro incégnitas: 1, U, Ul
y p. Cabe mencionar que U sélo es equivalente a wu cuando el perfil de velocidad horizontal en la vertical
u(x,z,t) es constante. En el resto de los casos esto no ocurre y es por ello que T y wu constituyen variables
independientes. En este punto debemos tomar una decision respecto de la estrategia a seguir en la derivacion.
Una opcién rigurosa es recurrir a métodos de escalamiento y perturbacidn, que permiten hacer aproximaciones
a las ecuaciones conociendo el orden de magnitud del error. Esta opcién requiere de conocimientos avanzados
de matematicas que asumo no tiene el lector. La otra opcidn adoptada aqui es simplemente asumir que

=+ €, (5.4.141)

donde desconocemos el orden de magnitud de e, pero lo asumimos mucho menor que wui'?. Bajo este supuesto
reducimos el niimero de incégnitas a tres. Cabe mencionar que si la velocidad horizontal es efectivamente
constante en la vertical, ¢ = 0. Para eliminar la presion p del sistema, se recurre a la ecuacién de conservacion

12Para evaluar el error en que se incurre cuando se asume que @> = W, recomiendo que hagas el ejercicio de calcular el error
para una distribucion parabélica de velocidades, con valor nulo en el fondo debido a la condicién de no deslizamiento, y velocidad
maxima en la superficie. Calcula ambas cantidades y la diferencia sera el error.
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de momentum en la vertical (5.4.131), haciendo el supuesto de que las aceleraciones verticales son mucho
menores a la gravedad:

0
H H ' — + —( u)+ o (w?) ‘ < -9l (5.4.142)
Este supuesto es quizas el mas fuerte de las ecuaciones lineales de onda larga. Implica que las ondas son no
dispersivas, es decir, que la dispersién de frecuencias es despreciable y las ondas (en rigor todas las constituyentes
arménicas que conforman la superficie libre) se propagan con la misma celeridad 3. El supuesto (5.4.142) permite
reducir la expresion (5.4.131) a

dp
0z
la que integrando desde una profundidad cualquiera z a la superficie n da

—pg, (5.4.143)

p(n) —p(z) =—pg(n—2). (5.4.144)

Si es de interés modelar la marea meteorolégica, se debe imponer una distribucién espacio-temporal de la
presion atmosférica, p (n) = pq (z,t), que debe ser conocida a partir de, por ejemplo, un modelo meteorolégico
(ver seccion 5.4.4). Si, por el contrario, se aplica la condicion de borde dindmica de superficie (5.4.135),
entonces p (n) = 0. Diferenciando y considerando que z y x son independientes, se obtiene una relacién entre
la desnivelacién de la superficie  y la presion p,

@ = pg 877 + 8pa7

ox Oz ' Oz
donde, reitero, la presién atmosférica es conocida. Con el supuesto (5.4.142) se reducen las incognitas del sistema
(5.4.138) y (5.4.140) a dos, por lo que el sistema estd determinado, en la medida que se impongan condiciones
iniciales y de borde para la desnivelacién instantanea n y la velocidad horizontal media en la profundidad w.
Descartando la presién atmosférica, la ecuacién (5.4.140) se expresa como

(5.4.145)

gt([thn] )+§ ((h+nw?) = —g [h+n]g—z. (5.4.146)

Existen muchas formas de expresar el sistema de ecuaciones (5.4.138) y (5.4.146). Una de ellas es introduciendo
la profundidad total como incégnita, H (z,t) = h (x)+n (x,t), con lo que con algo de manipulacién algebraica
se obtienen las expresiones

GH 0

S+ 5o (H) =0, (5.4.147)
gt () + a% () + ;86 (gH2) — QH%. (5.4.148)

Sin mayor dificultad, esta expresién puede ser ampliada a dos dimensiones para dar
aaij + é% (Hu) + 883/ (H7) =0, (5.4.149)
gt (Hm) + aa <Hu + gH2> + 8@ (Huv) = gth, (5.4.150)
st (Hv) + ag (Huv) + 82 (H + 29H2> = gHgZ (5.4.151)

BPara incorporar la dispersién de frecuencias en el régimen de onda larga, se debe recurrir a la aproximacién de Boussinesq
para ondas débilmente dispersivas y débilmente nolineales (weakly dispersive weakly nonlinear waves). Esta aproximacién considera
términos adicionales con derivadas de tercer o cuarto orden, dependiendo de si la derivada local /0t esta expresada en primer o
segundo orden. Recomiendo, si te interesa entender la derivacién de las ecuaciones de Boussinesq, ver Svendsen (2005, capitulo 9).
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donde los términos de la derecha se interpretan como forzantes asociados a los cambios espaciales de la bati-
metria. El sistema también se puede escribir en forma vectorial

0Q OF 0G
§+$+@—B(Q) (5.4.152)
donde

Q = (H Hu Hv)" (5.4.153)

T
F(Q = (Hu,Hu2+;gH2,huv) (5.4.154)

1 T
G(Q) = (Hv,Huv,HUQJngHQ) (5.4.155)

oh _oh\"
B = H H— 41

Q) <0,g 207 ay> (5.4.156)

Existen también versiones de las ecuaciones no lineales de onda larga en funcién de los flujos p = Hu y
q = H7v. Estas versiones expresadas en forma conservativa y no conservativa (ver la equivalencia entre las
ecuaciones (5.4.130) y (5.4.132)), que a pesar de ser equivalentes, las primeras tienen mejores propiedades para
su implementacién numérica. Para obtener la velocidad vertical, se integral la ecuacion de conservacién de la
masa (5.4.129)

ow ou Ov

%= "5 5 (5.4.157)
entre el fondo y una profundidad genérica
ou Ov
= —h)— | —+ — h 5.4.158
w =wi-n) - (F+ ) G, (5.4.150)

donde se observa que ésta varia linealmente con la profundidad, coincidiendo con el resultado de la aproximacion
asintética de la teoria lineal del oleaje para aguas someras.
5.4.3. Ecuaciones de Boussinesq

Las ecuaciones de Boussinesq incorporan el efecto de la dispersion de frecuencia. Una de las tantas formas
de expresarlas fue derivada por Peregrine (1967)

?;Z +V (Vn+h]) =0, (5.4.159)
OV < o h? OV\ h ov

donde V es el vector velocidad media integrada en la vertical y ) la desnivelacion instantinea. En la forma
propuesta por Peregrine, la conservacién de la masa es exacta y las de momentum tiene implicita una aproxi-
macidn, cuya magnitud es posible de conocer mediante técnicas de escalamiento y de perturbacién que asumo
desconocidos al lector, pero que pueden ser visitadas en el texto de Svendsen (2006, capitulo 9). Notar que
la ecuacién de la masa (5.4.159) es equivalente a las obtenida en las ecuaciones de onda larga (5.4.125). La
ecuacion de momentum (5.4.160) tiene los mismos tres primeros términos que (5.4.126), pero incluye términos
adicionales asociados a la dispersion de frecuencias.
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Para con profundidad constante y en una dimension espacial, una de las tantas ecuaciones que deriva en
el texto son

on 0 L

o + 3, 1+ RT) =0, (5.4.161)
ou _ou Onp h* Ou
ot "oz or T 3 o0a? (5.4.162)

Cabe notar que las ecuaciones de Boussinesq se basan en el supuesto que los términos nolineales y dispersivos
son mucho menores que los inerciales

ou on _Ou h? 0%u
(875) y (gax> > <Uax> R (38t8:c2> . (54163)

Como en las ecuaciones no lineales de onda larga, existen también muchas formas de expresar estas ecuaciones,
ya sea en términos de la velocidad en la superficie, la velocidad en el fondo, el flujo, etc. Naturalmente, la
seleccion de una forma velocidad determina la aparicion de términos tanto en las ecuaciones de conservacion de
la masa y momentum. La seleccion de la velocidad también genera modificaciones en las propiedades dispersivas
de las ecuaciones, esto es, en la capacidad de ellas de calcular la dispersién de frecuencia en la medida que
aumenta la profundidad relativa hacia aguas profundas. Para profundizar en las ecuaciones de Boussinesq,
sugiero revisar el paper de Brocchini (2013) y el libro de Dingemans (1997).

Rol de los términos inerciales, nolinealidad y dispersion de frecuencias en la ecuacion de Boussinesq

Para profundizar algo mds sobre el peso relativo de los términos en las ecuaciones de Boussinesq, apli-
quemos la técnica de adimensionalizacion de las ecuaciones en una dimension (5.4.161) y (5.4.162). Para ello
introduzcamos tres escalas espaciales tipicas para la amplitud de la onda ag, la profundidad hq y la longitud de
onda Xy, donde asumimos que para el régimen de onda larga ay < hy < g (seccién 5.4.2.1). El subindice 0
hace referencia a un valor tipico (del orden de) pero no exacto. Escalemos entonces, las variables espaciales de
la siguiente forma

n = ap?n, h = hoh, T = N\Z, (5.4.164)

donde el tongo representa variables no dimensionales. El tiempo se escala a partir de un argumento dimensional

Ao
t =29 (5.4.165)

€0

donde ¢y ~ +/ghg representa una celeridad tipica aguas someras, régimen donde las ecuaciones de Boussinesq

son aplicables. La velocidad media se escala de la siguiente forma'#
7= 09 (5.4.166)
ho
A partir de la regla de la cadena, se encuentran las expresiones de las derivadas en el tiempo y el espacio:
0 0 01 1 0 0 00t ghy O
Or 010x A0z ot otot Ao Ot

En la TLO, la velocidad horizontal tiene la siguiente expresién

HgT cosh (k(z+ h))
2\ cosh(kh)
Dado que estamos buscando escalamientos, podemos prescindir de la variacién temporal. Por otra parte, en aguas someras, se

combinan las expresiones lim, . cosh (z) =1, a = H/2,c = A\/T y ¢ = v/gh para dar

ag _ avgh _ ac

== .
(o 2, 1) = 22 = SO —

Dado que esta expresién no depende de z, entonces puede asumirse que la escala de la velocidad media también es |[@ (z,t)|| = 5°.

u(z,z,t) = cos (kx — wt).
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Reemplazando estas expresiones en (5.4.161) y (5.4.162), y haciendo algo de algebra, se obtiene

on 0 (- .
L h } *) —0, 5.4.168
oi | 0% ({ tenju ( )
ou  .ou 9y _,h? U
— — [ —— =0. 5.4.169
oi T %z T ar M3 vioz ( )
donde los niimeros adimensionales
. ho . Qg
_ _ % 5.4.170
=y y €= ( )

representan a la dispersion de frecuencias (responsable de la generacion de pequefias ondulaciones de celeridad
menor a la onda principal) y a la nolinealidad (que introduce asimetria y eventualmente rompimiento).Cabe
notar que las ecuaciones de Boussinesq han sido derivadas bajo el supuesto de queQ (,&2) =0 < 1. El
hecho de adimensionalizar las ecuaciones por las escalas espaciales que caracterizan el régimen de onda larga,
hacen que las derivadas sean de orden 1 y que el peso relativo de cada término esté dado por los parametros
adimensionales; es decir:

o T N D

5 T o (hi) + 5= (eit) = o, (5.4.171)
o1 0© o o(p?)
ou  ~Ou 0n  ,h* Pu

= 0. (5.4.172)

o T T ar " 3 vioa
Esta representacion adimensional deja claro que los términos nolineales O (é), y de dispersion de frecuencias
O (i*) son mucho menores que los términos inerciales O (1), pues O (i) = O (€) < 1. Para interpretar el

rol de los términos inerciales, consideremos la solucién aproximada donde la nolinealidad y dispersién son de
importancia menor. Bajo estos supuestos, las expresiones (5.4.171) y (5.4.172) se reducen a

877 a s~ _

5+ o (hu) —0, (5.4.173)
ou  on
=0 (5.4.174)

Asumamos también que la profundidad es constante (o que varia lentamente'®) y diferenciemos cruzadamente

o . o 9
=+ h—=0 — 5.4.175
ot oz ’ ot ( )
ou 00 ~ 0
— =0. h 5.4.176
ot + oz oz ( )
Restando ambas expresiones permite obtener
0%y . 0%
— — =0. 54177
ot? 012 ( )
5 Esto equivale a decir que que la profundidad varia en forma mas lenta que la nolinealidad y dispersion, es decir
d (:2\ _;0u  -0h oh . a2
B (h“)_ha§;+“6§:’ s <OER).
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La solucién de esta ecuacion de onda de segundo orden, en términos adimensionales, es
7 (2,t) =sin (2 — ét),

donde ¢ es la celeridad (adimensional de la onda). Esta solucién muestra que los términos inerciales generan
una onda progresiva que se propaga con forma constante, si el fondo es plano, o deformandose muy lentamente
si el fondo cambia suavemente en varias longitudes de onda. Los efectos inerciales (como el asomeramiento)
responden en forma instantinea a la profundidad en tanto que la nolinealidad y la dispersion de frecuencia son
acumulativos, requieriendo de varias longitudes de onda para manifestarse. La dispersion de frecuencias generara
pequefias ondulaciones que se propagaran mas lento que la onda inercial y la nolinealidad tenderd a introducir
una asimetria en el perfil de velocidades (Figura 5.4.5). Para probar esto, evaluemos cudnto pesa cada término
de la ecuacién (5.4.169) al integrarlo en el espacio desde un punto inicial & = 0 hasta un punto genérico &. La
contribucién de cada término de dicha ecuacidn se expresa como:

Eiocar = / alfdfi‘ (54178)
o Ot
¢ . ou
Enotineal = CU——d 5.4.179
it = [ iz (54.179)
Egraveda = ~dz 5.4.180
gravedad /0 95 ( )
z iLZ U
Egispersion = 0 — = dz 5.4.181
s /0 "3 bioaz ™" ( )
Con algo de algebra obtenemos
o [T
Eioca = | udi (5.4.182)
ot Jo
(P10 oy 1 fe2, o a9
Enotineal = € o 50@' (U )dl‘ = 56 {U (CL') — U (0)} (54183)
Egr(wedad = ’f/(i)*ﬁ(@) (54184)
Gh?(ou, Ou
Edispersién = H2§ {8:% ($) — 9% (O)} (54185)

Ahora bien, asumamos que la desnivelacion instantinea es una onda progresiva con una variacion lenta en el
espacio. Matematicamente, tenemos que

0 (&) =10 (1+¢€2) S+ 0O (&%),
donde S = sin (i — éf) se utiliza para simplificar la notacién, la variacion lenta se expresa se expresa mediante
el término éx) y O (éz) representa a los términos de orden mayor. En el régimen de ondas largas, sabemos que
la velocidad se escala con la desnivelacion i = 7/ Vit o (€), por lo que la velocidad se expresa como
(i) = 2 (1+e2)S+0 ().
Vi
A partir de esta expresion tenemos que

ZZ(:@): B cts)+eic+0@)

donde C' = cos (& — ¢ét) y
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Reemplazando estas expresiones en cada uno de los términos (5.4.182) a (5.4.185), da los siguientes resultados
x é&+0 (%)

Enolineat €2i, +0 (€2)

Egmwedad x éx+0 (€2)
x Ei*E+ O (&%)

E local

Edispersién

donde se ve claramente se ve que los efectos acumulativos de los términos nolineal, de orden O (62), y de
dispersion de frecuencias, de orden O (é,&Q), son del mismo orden y mucho menores que los inerciales, de orden
O (€), para una onda que cambia suavemente durante su propagacién. Asimismo, se nota que la inercia responde
con la misma escala que la forma asumida de la onda (esto es, que responde instantaneamente a los cambios
de la desnivelacion).

5.4.4. Inclusién de otras fuerzas externas

En las secciones anteriores se presentaron las ecuaciones nolineales de onda larga y las de Boussinesq,
considerando que la inica fuerza externa es la gravedad (la presién es una fuerza interna). En la realidad existen
otras fuerzas que pueden ser relevantes en el modelado de ondas largas. Una clasificacion algo antojadiza es la
siguiente:

» Fuerzas inerciales asociadas a la aceleracion local, advectiva y de Coriolis

= Fuerzas de superficie asociadas a los gradientes de presion atmosférica, al viento y a la tension superficial
= Fuerzas de cuerpo asociadas a la gravedad de la tierra y al potencial de marea astronémica

» Fuerzas disipativas asociadas a la friccién de fondo, la turbulencia y la rompiente

Una muy buena introduccién a dichas fuerzas se encuentra en Tan (1992) y Liu (2010). En esta seccién se
discuten conceptos basicos sobre la naturaleza de estas fuerzas y algunos ejemplos de cémo se modelan'®. Para
simplificar el anélisis, utilizamos un caso unidimensional con profundidad uniforme. Una opcién (poco rigurosa)
para Incorporar las fuerzas externas en el anélisis, es extender la ecuacion de conservacion de momentum
(5.4.162), o en su defecto la ecuacién nolineal de onda larga, como sigue:

ou _ou On h® &u

- - 4 _ T 77 _F F, Fy+ F; + F, F, 4.1
8t+u8x+gax 3 Otox? pa T Lo 50 F Ly Lg A L+ (5.4.190)

donde F,, es la fuerza asociada a los gradientes de presion atmosférica actuando sobre la superficie libre, F,
es la fuerza generada por esfuerzos de corte debidos al viento actuando en la superficie libre, Fy, es la friccion
de fondo, F es el esfuerzo asociado a la turbulencia, F, es la fuerza de Coriolis y F), es la fuerza debida a
la marea astronémica. Los esfuerzos asociados al oleaje rompiente requieren de un tratamiento especifico -el
promediado temporal de las ecuaciones- que es analizado en forma especifica en la seccién 6. En esta expresion,
las fuerzas estan expresadas por unidad de masa, con unidades de m/s?.

La tension superficial se omite de este analisis pues es relevante para ondas cuyo periodo es menora T = 0,1 s.
Dingemans (1997, p.513-7) incluye el efecto de la tension superficial a través de la condicion de borde dinamica
de superficie, cuyo resultado es un término extra en la ecuacién de momentum. El nota asimismo que esta
fuerza es importante para longitudes de onda del orden de centimetros, que son mucho menores a las que nos
interesa en los procesos costeros (que van del orden de decenas de metros para oleaje a miles de kilémetros

18En este capitulo, el «modelars una fuerza se refiere a establecer ecuaciones semi-empiricas, basadas en el analisis dimensional.
Las fuerzas de inercia, presién y gravedad derivadas en (5.4.150) y (5.4.151) no estdn modeladas pues devienen de principios
basicos y no existen coeficientes empiricos de ajuste. Fuerzas como la del viento se modelan a partir del analisis dimensional y
contienen coeficientes empiricos calibrados para ciertos rangos de validez.



CAPITULO 5. MODELADO DE PROPAGACION DE ONDAS 164

para mareas). Para lectores avanzados que se interesen en las ecuaciones de Boussinesq, recomiendo el texto
de Dingemans.

Antes de describir estas fuerzas, interpretemos los términos de la izquierda de la ecuacion (5.4.190). El término
de inercial local u; representa la tasa instantianea de cambio de momentum en un volumen de control fijo que
cubre desde el fondo a la superficie libre. El término advectivo u, (también llamado convectivo dependiendo
de la disciplina) representa el transporte neto de momentum a través del volumen de control y i) es responsable
de la generacion de arménicos, ii) gobierna la produccién y transporte de vorticidad y iii) puede inducir inestabi-
lidades numéricas en la solucién de ecuaciones por medio de la nolinealidad. Para comprender la generacion de
arménicos, recomiendo revisar Nwogu (1994). Los términos advectivo e inercial se pueden incluir en la derivada
material de la velocidad

di ou _Ou

a o or
en cuyo caso la inercia esta representada en forma Lagrangiana. La gravedad es explicita en el término que con-
tiene la pendiente de la superficie gn,. y -en ausencia de esfuerzos de superficie asociados al viento o a la presion
atmosférica- suele ser el forzante mas importante del sistema. De ahi que al flujo resultante se le denomine
ondas de gravedad. Finalmente, el término proporcional a U, representa la dispersién de frecuencias, donde el
coeficiente que lo acompafia depende de la geometria (el valor h? /3 es para un canal de profundidad constante).

(5.4.101)

Antes de especificar cada una de estas fuerzas, un comentario respecto de las fuerzas disipativas. Las ecuaciones
de onda larga se pueden clasificar en i) ecuaciones para flujo irrotacional y ii) ecuaciones para flujo rotacional
y turbulento (Brocchini, 2013). En lo modelos de flujo irrotacional, el mecanismo fundamental de disipacion es
la rotura y la friccién de fondo es introducida de manera heuristica (en forma intuitiva pero no necesariamente
rigurosa) a posteriori en las ecuaciones de momentum, siendo inconsistente con el supuesto de flujo potencial.
Para ecuaciones que incorporar la rotacionalidad desde su génesis, por el contrario, los mecanismos de disipacion
afloran de manera natural y los modelos son mas adecuados para la zona de surf. Aun cuando estos iltimos
describen las estructuras vorticales y los mecanismos disipativos, en la actualidad (2016) no son utilizados en
forma masiva debido a la complejidad en la especificacién de las condiciones de borde y los costos compu-
tacionales asociados. Los problemas asociados al oleaje usualmente estan relacionados con altos niimeros de
Reynolds. Para el caso de ondas largas sin confinamiento lateral, el nimero de Reynolds definido en términos
de una velocidad tipica U, una escala tipica L y la viscosidad cinemética v,

UL

1%

Re (5.4.192)

es alto y por ende el flujo es turbulento. Para una velocidad del orden de U = O (10°) m/s, una longitud de
onda aproximada de L = O (102) m y una viscosidad de v = 1076 m2/s para agua, se tiene un nimero de
Reynolds de Re = O (108). Los efectos en la capa limite de fondo y superficie estan confinados a unos pocos
milimetros y por tanto pueden despreciarse, salvo para ensayos a escala en laboratorios'’. Por estas razones,
las fuerzas disipativas en modelos de propagacién de oleaje son usualmente asociadas a la friccién de fondo, la
turbulencia y la rompiente.

17Cuando la intensidad de la turbulencia es grande, el espesor de la subcapa viscosa en el fondo es menor (Tan,1992). De hecho,
este espesor, definido como
2v

=4/ — 4.1
6=/, (5.4.193)

es del orden de § = O (1) mm para un periodo del orden de 7= O (10" — 10*) s. La capa limite turbulenta, por su parte, es un
orden de magnitud mayor que la subcapa viscosa pero sigue siendo muy pequefia respecto de la profundidad de propagacion de
ondas como el oleaje, las mareas o los tsunamis. Para quien se interese en los efectos de la capa limite en la atenuacién de ondas,
recomiendo la siguiente secuencia de papers: Keulegan (1948), Daily & Stephan (1952), Miles (1967), Miles (1976), Chang et al.
(1979), Kirby & Vengayil (1988), Dingemans (1997), Liu et al. (2006, 2007) y Winckler & Liu (2015).
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Figura 5.4.9: Marea meteoroldgica afectando Montemar, sede de la Facultad de Ciencias del Mar y de Recursos
Naturales de la Universidad de Valparaiso, en Chile. A la derecha se observa el emplazamiento en condiciones
de buen tiempo y marea media a baja. Gentileza de Mauricio Molina.

Esfuerzos generados por gradientes de presién atmosférica Las fluctuaciones asociadas a la presion
atmostérica generan ondas de superficie que pueden amplificarse al acercarse a la costa. Estas fluctuaciones
cubren un rango amplio de escalas temporales, desde pulsaciones ripidas que se encuentran en el rango de
decenas de minutos y dan origen a los meteotsunamis (e.g. Carvajal et al., 2017; Monserrat, 2006) a aque-
llas que cubren desde horas a dias y son responsables de la generacién de la marea meteorolégica (también
denominada como residuo meteorolégico o storm surge). Este fenémeno ocurre durante los temporales que
estan asociados a campos de baja presion atmosférica y vientos fuertes. Un ejemplo de marea meteoroldgica
ocurriendo en Montemar, Valparaiso, se ilustra en la Figura 5.4.9. En la literatura se suele separar el efecto del
aumento del nivel del mar por presion atmostérica (barometric setup), del de la sobre-elevacién por viento (wind
setup) generada por el esfuerzo de corte de éste sobre la interfaz agua-aire. La variacion del nivel del mar por
presion atmostérica se produce por la variacion de la ésta con respecto a su valor medio (Beya y Winckler, 2013).

Los gradientes de presion atmosférica son también responsables de la generacién de vientos, que a su vez
contribuyen a la marea meteorolégica mediante la transmision de esfuerzos de corte superficial a la columna de
agua. La fuerza por unidad de masa asociada a los gradientes de presién atmosférica, como se introdujera en
la ecuacion (5.4.145), tiene la siguiente expresion

_Lop,

F =
pa P oz’

(5.4.194)

y su efecto es generar corrientes y deformar la superficie del océano. A diferencia del viento que actia en las
capas superficiales de la columna de agua, el exceso de presién atmosférica actiia sobre toda la columna de agua.
Para un anélisis muy simplificado de cémo afecta la presion atmostérica en el nivel del mar, supongamos que la
inercia y la dispersion de frecuencia son despreciables y que la anica fuerza presente es la presion atmosférica
(con este supuesto eliminamos la velocidad de la ecuacién de momentum y por tanto descartamos las corrientes
del analisis). La ecuacion (5.4.190) se reduce a

on _ Opa
7 5.4.195
la que integrada en el espacio se reduce a
1
n=——pq+C. (5.4.196)
P9

Esta expresion fue derivada por Jeffreys (1916, citado por Wunsch, 1997) y que se conoce como la «ley del
barémetro invertido». La constante C' es arbitraria y puede asumirse nula, pues esta expresion se diferencia para
evaluar los cambios en el nivel del mar asociados a cambios de la presion atmosférica. En concreto, diferenciando
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(5.4.196) se obtiene

Ap=—LAp,. (5.4.197)
Py

Esta expresion indica que -descontando todos los efectos dindmicos- un aumento (disminucion) de 1 hPa en
la presién atmostérica respecto de un valor de equilibrio, genera una reduccion (aumento) del orden de 1 cm
en el nivel del mar. Si consideramos, por ejemplo, una presién atmostérica de referencia a nivel del mar de
1013 hPa, con el paso de un anticiclon de 1023 hPa, la variacién de nivel es del orden de -10 cm. Y para los
temporales, que se caracterizan por el paso de bajas presiones, el nivel del mar puede llegar a incrementarse en
varias decenas de centimetros.

Consideremos, por ejemplo, el temporal del 8 de agosto de 2015 en el litoral central de Chile (). Este temporal se
caracterizé por una combinacion de las variables meteoceanogréficas que causé la destruccion de instalaciones
portuarias, obras de proteccion costera y edificaciones. En la Figura 5.4.10 se muestran algunas de las variables
de interés registradas en las cercanias de Valparaiso. La Figura 5.4.10a muestra la serie de tiempo del nivel del
mar (en azul) en Valparaiso, que incluye tanto la marea astronémica como el residuo meteoroldgico (en rojo),
obtenidos mediante el analisis armdnico explicado en el Anexo 9.3. En la Figura 5.4.10b se ilustra el residuo
meteoroldgico versus presion atmosférica en El Yali, donde se nota que a medida que disminuye la presién at-
mosférica, aumenta el nivel del mar. La Figura 5.4.10b refuerza la proporcionalidad inversa entre ambas series,
donde la variacion de presién atmosférica de 1 Hpa genera aumentos en el nivel del mar de 1,5 cm, sutilmente
superiores a los predichos por la ley del barémetro invertido.

Esfuerzos generados por el viento Para tener una vision completa de los mecanismos forzantes de la marea
meteoroldgica, es pertinente describir a continuacion los efectos del viento sobre la superficie del mar. El viento
genera un esfuerzo tractriz en la superficie del océano, que es responsable de la generacién de oleaje, corrientes
y cambios en el nivel del mar. Los cambios en el nivel del mar (o wind setup) constituyen, junto al efecto de
las variaciones de la presion atmosférica, lo que conocemos como marea meteorolégica. En la actualidad, la
generacion de oleaje asociada a las fluctuaciones rapidas del viento se abordan en modelos que promedian la fase
(e.g. SWAN o Mike 21 SW). En escalas de tiempo mayores, los efectos del viento sobre las corrientes y el nivel
del mar se incorporan en modelos que resuelven la fase, como las ecuaciones de onda larga o las de Boussinesq. El
analisis dimensional sugiere que para un flujo turbulento, las fuerzas de arrastre son proporcionales al cuadrado
de la velocidad'®. Por otra parte, la turbulencia en la interfaz aire-agua genera una superficie rugosa que afecta
el valor de la fuerza de arrastre (Tan,1992). Una forma relativamente estandarizada de la fuerza por unidad de
masa asociada al viento tiene la siguiente expresion (e.g. Idier, 2012)
kU U]

Fo= "0 (5.4.198)

donde K es un coeficiente de arrastre adimensional debido al viento y U es la velocidad del viento, usualmente
especificada a 10 metros sobre el nivel de la superficie del mar. El hecho que exista un término de profundidad
total en el denominador -que viene de dividir la ecuacién de momentum primitiva por la profundidad; véase la
ecuacion (5.4.150)- tiene profundas consecuencias en cuerpos de agua someros. Siguiendo el mismo procedi-
miento desarrollado con la presion atmosférica, para aislar el efecto del wind setup, suponemos que la inercia y
la dispersion de frecuencia son despreciables y que la tnica fuerza presente es la debida al viento. La ecuacion
(5.4.190) se reduce en este caso a

on _ kU|U

- : 5.4.199
or  g[n+h] ( )

18Este resultado (la proporcionalidad de la fuerza de arrastre con el cuadrado de la velocidad) es incorporado en el calculo de la
fuerza de arrastre sobre elementos esbeltos, mediante la ecuacién de Morison. Esta relacion cuadratica entre esfuerzos de arrastre
y la velocidad puede encontrarse en la seccion de anélisis dimensional de textos clasicos de mecénica de fluidos.
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Figura 5.4.10: Variables meteoceanograficas para el temporal del 08/08/2015 en Valparaiso. a) Nivel del mar y
residuo meteoroldgico en Valparaiso. b) Residuo meteoroldgico versus presién atmosférica en El Yali. c) Residuo
meteoroldgico versus rapidez del viento en Concén. Correlaciones entre el residuo meteorolégico y d) la presion
atmostérica y e) la rapidez del viento (Winckler et al., 2017).
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que es una ecuacion diferencia ordinaria no lineal, pues tiene la incégnita n en el denominador del lado derecho.
Esta ecuacion es equivalente a la propuesta por Kamphuis (2010), considerando que el viento sopla alineado
al eje x. Sin entrar en formalismos matematicos (que pueden abordarse con argumentos de escala), haremos
algunas simplificaciones para interpretar la fisica tras esta ecuacion. Para linealizar (5.4.199), asumimos que la
profundidad es mucho mayor que el wind setup, es decir n < h. También asumimos que el viento sopla en
sentido x positivo, con lo que se obtiene la expresién

on  kU?
—_— = 5.4.200
ox gh ( )
Integrando luego de considerar que el coeficiente de arrastre, la gravedad y la densidad son constantes en el
espacio da

Kk [TU?

n—n(z=0)= / —dx. (5.4.201)

gJo h
Aqui haremos otras simplificaciones con el dnimo de rescatar la fisica fundamental del fenémeno. Asumimos
primero, que en x = 0 no hay wind setup. Consideramos, asimismo, el caso en que el viento es constante en
el espacio (sobre lo que se denomina fetch en lenguaje técnico). Finalmente, se analiza una caso sencillo que
corresponde a un dominio con profundidad constante. Con ello, la ecuacion (5.4.201) se reduce a

n="ra (5.4.202)

a partir de la cual se derivan las siguientes conclusiones, esquematizadas en la Figura 5.4.11:

s £/ wind setup es directamente proporcional a la distancia sobre la cual sopla el viento. Esto implica que
a mayor fetch mayor es su valor.

» El wind setup es inversamente proporcional a profundidad. Esto sugiere que en cuerpos de agua someros,
como en grandes bahias o desembocaduras de rios con gran aporte sedimentario, el wind setup puede ser
relevante. Para cuerpos de agua profundos, este efecto puede ser poco relevante.

= E/ wind setup es muy sensible a la magnitud del viento; de hecho proporcional a la magnitud del viento
al cuadrado.

Usualmente, el wind setup es importante cuando alguna (o todas) de estas condiciones se dan: esto es vientos
fuertes soplando en costas bajas y grandes fetchs. Un ejemplo muy claro de esta suma de factores es el Huracan
Katrina, que afecté las costas de Luisiana en agosto de 2005 . El huracin causé 1833 victimas y provocé los
mayores dafios econémicos asociados a este tipo de fendmenos de la historia de Estados Unidos. El huracan
se caracterizé por vientos maximos de orden de 280 km/h actuando sobre una costa de baja profundidad en
el Golfo de México y con fetchs considerables. A ello hay que sumar que las presiones atmosféricas minimas
alcanzaron del orden de 900 Hpa. La suma de estos factores redundé en una marea meteorolégica maxima en
torno a 9 m, que penetré decenas de kildmetros sobre un territorio costero de muy baja pendiente. Ejemplos
recientes de la cuantificacion de la marea meteoroldgica asociada a huracanes, incluyendo asimismo el oleaje
han sido realizados para Nueva York (Lin et al., 2010) y para el delta del rio Mississippi (Dietrich et al., 2011).

En las costa Pacifica de Sudamérica, el wind setup (y la marea meteoroldgica) es considerablemente menor,
pero suficiente como para ser considerado en el disefio de obras maritimas. Volvamos al ejemplo del temporal
del 8 de agosto de 2015 en el litoral central de Chile (Winckler et al., 2017). La Figura 5.4.10c muestra las series
simultaneas del residuo meteoroldgico en Valparaiso y la rapidez del viento en Concén, en tanto que en la Figura
5.4.10e se observa que la estadistica entre ambas variables no sigue una relacion cuadratica, pero si se muestra
la proporcionalidad directa entre ambas variables. Con todo, la marea meteoroldgica asociada a este evento fue
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Figura 5.4.11: Wind setup para una geometria idealizada de fondo plano y viento constante soplando en la
superficie. Este esquema asume que la masa de agua asociada al incremento del nivel del mar proviene de
cuerpo de agua colindante donde no sopla el viento. Izquierda: el wind setup es directamente proporcional a la
distancia sobre la cual sopla el viento x.Centro: El wind setup se reduce a la mitad por una duplicacién de la
profundidad a 2h. Derecha: El wind setup se cuadruplica cuando la magnitud del viento se duplica a 2U.

del orden de 30 cm. Lamentablemente en Chile existen pocos casos documentados en detalle (Beya y Winckler,
2013; Winckler et al. 2015) y escasos datos oceanograficos confiables y de facil acceso que permitan cuantificar
el efecto de la marea meteoroldgica en el desempefio de las obras maritimas. En esta materia estamos en pafia-
les. Para efectos practicos, no obstante, podemos estimar que en las costas Chilenas, la marea meteorolégica
contemporanea puede alcanzar magnitudes del orden de decenas de centimetros, dependiendo de la latitud, y
que en ocasiones puede ser comparable con la marea astronémica (de ahi que es importante incorporarla para
efectos de disefio). Quedan muchos retos por caracterizar este fendmeno, sobre todo considerando los eventuales
efectos del cambio climatico que actiian en la escala de tiempo de la vida atil de la infraestructura costera.

Esfuerzos generados por la friccion de fondo En la medida que las ondas se propagan a aguas someras, los
efectos de friccién de fondo se incrementan, disipando energia y modificando la forma de las mismas. La friccion
de fondo genera efectos nolineales que tienden a retardar el flujo (Tan,1992). Liu et al. (2006) indica que hay
dos formas de considerar la friccion en las ecuaciones de gobierno promediadas en la vertical: i) adicionando un
término extra en las ecuaciones de momentum ii) incluyendo el efecto de la capa limite a través de un término
adicional en la ecuacién de conservacion de la masa (Winckler & Liu, 2015). La friccién de fondo por unidad
de masa en la ecuacion (5.4.190) se puede representar mediante la expresion
Cyu [u]
Cn+h’
donde u es la velocidad promediada en la vertical, p la densidad y Cy un coeficiente de friccion de fondo
adimensional. A diferencia de la expresion para el esfuerzo generado por el viento (5.4.198), en este caso la
fuerza depende de la velocidad del flujo, que es una incégnita. Este modelo de friccién es proporcional al cuadrado
de la velocidad, segiin se deriva del analisis dimensional; su caracter nolineal es responsable de la generacién
de arménicos. Para ilustrar el concepto de generacion de arménicos debido a la nolinealidad, recurramos a la
expansion de Taylor para x < 1

b=

(5.4.203)

1 2 .3 4
1+$:1—:v+x —z°+ 0 (2, (5.4.204)
y usemosla a considerando que h < 1. Con ello (5.4.203) se aproxima a
ol
n:—bfw—omy (5.4.205)

Ahora consideremos una componente arménica del tipo w = U sin (kx — wt). La friccién de fondo opera sobre
ésta componente siguiendo la siguiente proporcionalidad

U2
Fy E3 [1 —cos (2{kz —wt})], (5.4.206)
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que se asocia a un armdnico de longitud de onda k' = 2k, es decir, generando una onda de la mitad de longitud
que la primitiva. En la medida que las ondas se propagan y opera la friccién, se generan arménicos que a su vez
interactdan entre ellos generando una transferencia no lineal entre componentes de frecuencia. Cabe mencionar
que también existen modelos lineales de friccion, como el usado por Longuet-Higgins (1970a) para la resolucion
de las ecuaciones en la zona de rompiente. Estos modelos son mas sencillos en términos de implementacion
computacional (la generacién de arménicos puede inestabilizar la resolucién numérica) pero omiten parte de la
riqueza de la fisica subyacente. Finalmente, los modelos de friccion basados en la velocidad promediada en la
vertical no son muy adecuados para caracterizar el transporte de sedimentos, pues no permiten caracterizar la
compleja dinamica de la capa limite (boundary layer dynamics) donde se desencadena este proceso.

Esfuerzos generados por la turbulencia Los esfuerzos turbulentos (turbulent stresses) representan el in-
tercambio de momentum debido a los siguientes mecanismos i) difusién molecular, ii) difusién turbulenta, iii)
variacion vertical de la velocidad horizontal y iv) variacion espacial del campo de velocidad en el plano horizon-
tal. Al actuar sobre la columna de agua, los esfuerzos turbulentos difieren desde un punto de vista fisico con la
friccién de fondo, que actiia como un esfuerzo de superficie. Los esfuerzos turbulentos pueden ser incluidos en
forma heuristica con niveles crecientes de complejidad, mediante los siguientes modelos (Tan, 1992)

» Modelos donde la viscosidad turbulenta se asume constante,

= Modelos de 1 ecuacidon, que se basan en resolver la ecuacion de transporte de la energia cinética turbulenta

(k).

= Modelos de 2 ecuaciones, que se basan en resolver las ecuaciones de transporte de la energia cinética
turbulenta y de la disipacion (modelos k — € 0 k — w, entre otros).

La fuerza por unidad de masa generada por la turbulencia se modelan a través de la expresion

10 01

donde V' representa la viscosidad turbulenta asociada a las ecuaciones promediadas en la profundidad. Luego
de descartar las fuerzas de inercia, la dispersion y otras fuerzas externas, con esta expresion podemos expresar
y aproximar la ecuacién de momentum (5.4.190) como sigue

ou = ! 9 10t ~ t@
ot [n+h]ox <[77+ hlv agc) SlAryr (5.4.208)

Esta expresion tiene la misma estructura que la ecuacién de difusion de la masa (3.2.11)

oCc D82C

ot ox?’
por lo que los esfuerzos turbulentos tienden a difundir el momentum desde zonas donde mas a menos momen-
tum (en forma anédloga a como actia la ley de Fick para difusion de masa).

(5.4.200)

Dentro de estos modelos estan los asociados a la turbulencia asociada a la rompiente (wave breaking
induced turbulence), donde la intensidad de la turbulencia es mucho mayor que en la zona de asomeramiento.
Debido al aumento de la nolinealidad antes y durante el rompimiento, se requiere de reemplazar los modelos tipo
Boussinesq (débilmente nolineales) por modelos nolineales que incluyen términos asociados a la rotura. Estos
términos deben ser calibrados para cuantificar en forma correcta la cantidad de energia disipada y la distribucion
de armdnicos generados en el proceso de rotura (Kirby, 1993). En los modelos basados en la rotacionalidad
del flujo, la rotura esta inherentemente incluida en las ecuaciones de momentum, por no asi la inclusion de
aire, a menos que sean bifasicos. Ademds de los modelos basados en la viscosidad turbulenta, para modelar
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la rompiente se utilizan también los modelos de roller inicialmente propuestos por Svendsen. Estos modelos
asumen la existencia de un roller ubicado en el frente de la ola, cuyo efecto es incluido mediante un término
advectivo adicional en la ecuacién de momentum. Este término genera una pérdida de energia comparable a la
de un resalto hidraulico de altura equivalente a la altura de ola rompiente.

Esfuerzos generados por el efecto de Coriolis La fuerza de Coriolis surge debido a la rotacién de la tierra y
genera una desviacion del flujo en sentido antihorario en el hemisferio sur (y en sentido horario en el hemisferio
norte). Producto de esta fuerza, un flujo inicialmente rectilineo experimenta trayectorias curvas sobre la superficie
si es visto desde el punto de vista del observador en Tierra (esas mismas trayectorias serian aproximadamente
rectas vistas por un observador externo que no gira con la Tierra, como un satélite geoestacionario). El efecto
de Coriolis no efectiia trabajo y por tanto se le denomina pseudo-fuerza. Esta fuerza es relevante cuando i) los
periodos de las ondas en estudio son comparables con el periodo de rotacién de la Tierra y ii) cuando las escalas
espaciales del movimiento son comparables con el diametro de la Tierra (GIOC, 2003). La fuerza de Coriolis

por unidad de masa se expresa como sigue
F, = 2Q x u, (5.4.210)

donde Q) es el vector de velocidad angular y u la velocidad de una particula en un sistema rotatorio. Para el
caso de un flujo geostréfico donde las escalas horizontales son mucho mayores que las verticales, esta expresion,
en un sistema cartesiano se simplifica a

(Fya, Fgy) = 2wsin ¢ (v, 1) ,

donde w = 7,29x107° rad/s es la velocidad angular de la Tierra, ¢ la latitud y (u,v) las velocidades horizontales
en (x,y). Dado que la ecuacién de momentum (5.4.190) esta escrita en una dimensién no tiene sentido incluir
Coriolis pues esta fuerza actiia en sentido ortogonal al flujo. Para incluirla es necesario recurrir a dos ecuaciones
(en principio ortogonales) de conservacion de momentum. Finalmente, cabe notar que la fuerza de Coriolis no
tiene sentido en modelos unidimensionales.

Esfuerzos generados por la marea astronémica La marea astronémica se generan como consecuencia
del equilibrio entre i) la fuerza de atraccién gravitatoria ejercida por el sol y la luna y ii) la fuerza centrifuga
resultante de la rotacion de la tierra alrededor de estos cuerpos celestes. El campo de fuerzas resultante es
responsable de la generacién de un potencial de marea periédico y no uniforme en la superficie de la tierra.
Los principales componentes de marea se derivan de constituyentes semidiurnas asociadas al movimiento de la
luna (sol) alrededor el ecuador terrestre, constituyentes diurnas asociadas a la declinacion de la luna (sol) y
constituyentes de periodo largo generadas por la declinacion de la luna mensual (solar). Las fuerzas de marea
también se ven afectadas por la variacién de la distancia entre los cuerpos celestes a lo largo de sus trayectorias,
por la geometria irregular del océano y por mecanismos de disipacion como la friccién del fondo. La marea
astronémica se incluye a través de términos adicionales en las ecuaciones de momento y las condiciones de
contorno, basados en el concepto de la marea de equilibrio. La fuerza por unidad de masa asociada al potencial

de marea es
o0

—a
donde Q) es el potencial de mareas, en unidades de [m?/s*]. El enfoque de usar un escalar (como el potencial de
mareas) en vez de fuerzas simplifica la formulacion matematica. El efecto de la marea es relevante en cuerpos
de agua de grandes dimensiones como los océanos, o en cuerpos de agua semicerrados donde se generan
corrientes llenantes o vaciantes, como fiordos o estuarios. En estos casos, el efecto de la marea astronémica
puede incorporarse a través de las condiciones de borde (Tan, 1992). Pugh y Woodworth (2014) presenta un
tratado excelente sobre las mareas que recomiendo tener de cabecera en tu biblioteca.

F, = (5.4.211)
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Ecuaciones completas Considerando los efectos considerados previamente, podemos expresar la ecuacién de
conservacion de la masa en términos de los flujos p = uH y ¢ = TH y para un dominio de integracién como
sigue
on L op dp L9 dq _ Oh
ot oz dy Ot
donde la profundidad respecto del nivel estatico varia en el tiempo (como es el caso de un tsunami donde se
mueve el fondo). Las ecuaciones de conservacién de momentum en direcciones x e y respectivamente

(5.4.212)

op 0 (p 9 (pq on
+<>+a()+9Hax

ot Oz
+W - ; {;x (HTew) + ;y (foy)} —Qy— fVVe + Z%p“ + giz = 0, (54.213)
y
o e () oy () o0
+W - ; {;x (Hryy) + 383, (foy)] —q, - vy, + 2 aap“ + ?92 = 0. (5.4.214)

5.4.5. Condiciones iniciales y de borde

Para que el problema de la propagacion de ondas esté correctamente definido, se deben adicionar a las
ecuaciones de gobierno las condiciones iniciales y las condiciones de borde, denominadas estas iltimas también
como condiciones de contorno. Puesto que las condiciones de borde forman parte sustancial de un problema
de propagacion de ondas, éstas deben definirse de forma rigurosa. En esta seccion se introducen los principios
basicos de este tipo de condiciones, dejando su exposicion més avanzada a textos especializados (e.g. Liu, 2010;
Wei & Kirby, 1995).

Para simplificar la explicacién tomemos, por ejemplo, las ecuaciones no lineales de onda larga en una dimension,

on 0 L

5 T gy (1AW =0, (5.4.215)
ou ou on
e +u U + 9% = 0, (5.4.216)

definidas sobre un dominio espacial dado por a < x < b, cont > 0. El problema esta completamente definido
sélo si se definen las condiciones de borde en x = a,b y las condiciones iniciales en t = 0. Veamos cémo se
definen estas condiciones.

5.4.5.1. Condiciones iniciales

Las condiciones iniciales especifican las variables dependientes en el dominio en el instante inicial t = 0,
esto es

n(z,0) = F(x), u(z,0) =G (x), a<x<b (5.4.217)

donde F (x) y G (x) son funciones arbitrarias en el espacio. Cabe notar que en la teoria nolineal de onda larga,
la desnivelacion instantanea y la velocidad estén relacionadas, como aproximacion de primer orden, mediante la

expresion
U= \/gn, (5.4.218)
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por lo que sélo basta con especificar una de esas variables para que la otra quede completamente definida. En
los problemas de propagacién de ondas es usual comenzar con el sistema en reposo, esto es F (z) ,G (z) = 0,
y forzarlo por los bordes (seccion 5.4.5.2) o al interior del dominio. En el segundo caso, el forzamiento puede
hacerse mediante esfuerzos en la superficie asociados al viento, gradientes de presién atmosférica o el efecto de
la marea astronémica, segiin se presenta en la seccion 5.4.4. En algunos modelos de mareas y oleaje, se debe
esperar durante un tiempo suficiente para que los efectos transientes asociados a una condicién inicial de reposo
dejen de alterar los resultados.

5.4.5.2. Condiciones de borde

Las condiciones de borde definen los valores que toman las variables dependientes en la frontera del dominio.
Estas se pueden clasificar en reflejantes, generadoras, absorbentes, periddicas, mdviles o una combinacion de
ellas.

Las condiciones de borde reflejantes (reflective boundaries) representan el efecto de una pared impermeable.
En estas se impone un flujo normal nulo y una superficie horizontal en el borde, lo que en términos matematicos.
Por ejemplo, se una condicién de borde reflejante en el extremo x = a se escribe como:

% (a,t) =0, u(a,t) =0. (5.4.219)
La condicién de flujo normal nulo puede ampliarse a dos dimensiones mediante la expresién - n = 0, donde
u = (u,v) representa el vector velocidad y n es la normal a la superficie. Puesto que el producto escalar (o
producto punto) se define como u-n = |[u]| ||n| cos (0), donde 0 es el angulo entre ambos vectores, podemos
interpretar esta expresion como que la componente ortogonal del flujo a la pared es nula. Esta condicién no
impone restricciones a la componente paralela a la pared, la cual puede ser distinta a cero en el caso de un flujo
potencial (como el asumido en la teoria lineal del oleaje), o igual a cero en el caso de un fluido viscoso. Para el
caso de las ecuaciones de Boussinesq, la segunda ecuacion no es estrictamente cierta debido a la presencia del
término asociado a la dispersion de frecuencias (Wei & Kirby, 1995).

Las condiciones de borde generadoras (wavemaker boundaries) prescriben el valor de las variables depen-
dientes en uno o ambos contornos, para todo el tiempo. Por ejemplo, para el contorno en x = a, se definen
como

n(a,t) = H(t), Tla,t) =1(t), (5.4.220)

donde H (x) y I (x) son funciones arbitrarias en el espacio. Dado que la desnivelacion instantanea y la velocidad
estdn relacionadas mediante la expresion (5.4.218), sélo basta con especificar una de estas variables para que la
otra quede completamente definida. Si se contempla la generacién de oleaje regular en el extremo x = a, por
ejemplo, la desnivelacion puede definirse como

n(a,t) = Acos (wt +9), (5.4.221)

donde A representa la amplitud y w la frecuencia angular. La generacion de un oleaje irregular se basa en la
expansion mediante series de Fourier que, para M constituyentes, se expresa mediante la siguiente expresion

M
n(a,t) = Z Aj; cos (wit + 0;) . (5.4.222)
i=1

Esta misma expresion puede utilizarse para el forzamiento de la marea astronémica a través de un borde. La
diferencia fundamental es que en el caso de las mareas, las frecuencias son selectivas y obedecen a movimientos
astronémicos bien conocidos (seccién 9.3).
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Las condiciones de borde absorbentes, abiertas o radiativas (absorving, open or radiative boundaries) elimi-
nan la reflexién de las ondas que inciden en el borde, por lo que estas abandonan el dominio computacional. En
términos matematicos, esto se logra mediante la expresién de primer orden

on ou
Ty St = 422
ot = Vg =0 (5.4.223)

que representa una onda lineal propagandose en un sentido que depende del signo. Dado que la desnivelacién y
la velocidad estédn relacionadas, basta con utilizar la expresion (5.4.218) para definir completamente el sistema.
Esta expresion asume que existe sélo una celeridad en el sistema, ¢ = \/gh, asociada a ondas que cumplen
con la condicion de aguas someras. En el caso de las ecuaciones de Boussinesq, la reflexion asociada a aquellas
componentes del espectro que no cumplen con la condicién de aguas somerasson dificiles de eliminar completa-
mente (Liu, 2010), por lo que suelen utilizarse esponjas de absorcién cerca de los contornos (Wei & Kirby, 1995).

Las condiciones de borde periddicas (periodic boundaries) imponen que las ondas que salen por un borde
ingresan simultdneamente por el borde opuesto. Estas son utilizadas por ejemplo en la teoria lineal del oleaje.
Para el caso de las ecuaciones nolineales de onda larga, estas condiciones se traducen en la expresion

n(a,t) =n(b,t). (5.4.224)

Estas condiciones, no obstante, son utilizadas en casos muy especiales, como en la prueba de algoritmos o
fendmenos oscilatorios fundamentales.

Las condiciones de borde mdviles (moving boundaries), que son utilizadas en modelos de inundacion, per-
miten identificar zonas secas y mojadas, haciendo que el dominio no sea constante. Estas condiciones son
cominmente utilizadas en modelos de inundacién por tsunami.

Estas condiciones de borde ampliables a modelos bidimensionales, con la sola condicién de que an algunas
de ellas se debe conocer el angulo de incidencia de las ondas en los bordes. La Figura 5.4.12 ilustra la com-
paracién de condiciones de borde reflejantes y absorbentes para un modelo de onda larga en dos dimensiones,
obtenida de Thuerey y Hess (2012).

Figura 5.4.12: Comparacién de CDBs reflejantes (arriba) y absorbentes (abajo) para un modelo de onda larga
bidimensional (Thuerey y Hess, 2012).
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5.4.6. Resonancia

La resonancia es un fenémeno que se produce cuando las frecuencias de excitacion de las ondas presentes
en el mar coinciden con las frecuencias de oscilacién propias de una darsena, bahia, mar interior o plataforma
continental. Para dimensiones tipicas de las darsenas, del orden de centenares de metros, los periodos natura-
les de oscilacion son del orden de minutos en tanto que para cuerpos de aguas mayores, como la plataforma
continental, pueden ser del orden de horas. Por ejemplo, el Canal Chacao tiene periodos naturales cercanos a
las 12 horas -bastante cercanos a las constituyentes semidiurnas de la marea- que explican los rangos mareales
de hasta 7 metros en la zona de Puerto Montt (Winckler et al., 2017b). Para el caso de puertos, la respuesta
de la onda resonante depende fundamentalmente del calado, de la configuracion en planta de la dirsena y de
la capacidad del recinto de disipar energia tanto en sus contornos como a través de la bocana de acceso.

La resonancia se caracteriza por presentar unos movimientos verticales acusados de la superficie libre, con
corrientes horizontales nulas en los antinodos, y grandes velocidades horizontales sin apenas desplazamiento
vertical en los nodos (Rabinovich, 2010). El origen de dichas oscilaciones puede ser meteorolégico (asociadas
a la marea meteoroldgica o a meteotsunamis) o inducido por los grupos de olas, que se liberan de las ondas
cortas en las cercanias de la costa. La aproximacion numérica de los modos propios de resonancia de darsenas
se efectda utilizando las ecuaciones de onda larga (Liu & Losada, 2002) utilizando diferentes técnicas como los
espectros de ruido blanco o funciones empiricas ortogonales. La resonancia dificulta o impide las operaciones
de carga y descarga de los barcos amarrados a los muelles e incluso puede producir la rotura de las amarras,
ocasionando graves perjuicios en la actividad portuaria.



Capitulo 6

Modelado del oleaje rompientes

La zona de rompiente se caracteriza por fenémenos hidrodindmicos y morfolégicos bastante complejos. Las
corrientes generadas por el oleaje, denominadas corrientes litorales o longshore currents (Figura 6.0.1, izquierda),
se disipan rapidamente fuera de la linea de rompientes. Estas corrientes son generadas por las olas que rompen
en un angulo oblicuo en la costa y constituyen el mecanismo mds eficiente de transporte de sedimentos en
las playas. Las corrientes de retorno o rip currents (Figura 6.0.1, derecha), por su parte, se producen cuando,
debido a la incidencia casi normal del oleaje, se acumula un exceso de agua en las barras litorales, que busca
entonces una brecha para fluir al mar. Estas corrientes transportan sedimentos a mayores profundidades, pero
con volimenes menores que las corrientes litorales, debido a su relativo confinamiento y poca duracién. En
este capitulo se presentan las ecuaciones de onda larga en la zona de rompientes que permiten caracterizar
estos fenomenos, ademds de soluciones analiticas en casos particulares para el setup de oleaje (wave setup) y
las corrientes longitudinales para el caso especial de una playa con veriles rectos y paralelos. Estos conceptos
pueden complementarse con la lectura del texto de Svendsen (2006).

6.1. Ecuaciones de gobierno

En esta seccién se busca derivar las ecuaciones de gobierno que rigen la hidrodinamica de la rompiente. La
derivacién se presenta sin entrar en detalles matematicos que se pueden encontrar en los papers originales (e.g.
Longuet-Higgins, 1970). Bajo ciertas simplificaciones, estas ecuaciones permiten encontrar expresiones analiticas
para las corrientes longitudinales (longshore currents) y el wave setup. En la derivacién de las ecuaciones se
asume: i) densidad constante, ii) flujo incompresible, iii) presién hidrostatica, iv) flujo irrotacional, v) no hay
interaccion entre oleaje y corrientes, vi) no hay variacion de la velocidad en la profundidad y vii) el oleaje es
arménico. Con estos supuestos, las ecuaciones de Navier-Stokes pueden ser integradas en la profundidad y en el
tiempo para llegar a las ecuaciones de aguas someras, con forzamiento y disipacion. Las ecuaciones de gobierno

Corriente
longitudinal =
Corriente longitudinal ;: e
/ = = =
e — A
— I AN > 4
e = Y > —p
-~ >

N
‘\x Corriente
‘ ‘ de retorno

Figura 6.0.1: Corrientes litorales (longshore currents). Adaptado de The COMET Program.
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son
o 0 - 0 o
§+%[(n+h)u]+a—y[(n+h)v] = 0, (6.1.1)
ou ou _Ou on 1
5t t T3 + g, 950 * gy (Fe =7t Be) (6.1.2)
OB TLCLIC L LU S S S (6.1.3)

donde u y U corresponden a las velocidades promediadas en la profundidad y en el tiempo (o periodo para un
oleaje regular), en sentido perpendicular y a lo largo de la costa (i.e. cross-shore y longshore currents)

1 t+T 1 n 1 t+T 1 n
T=— - - L. 1.4
U T/t (77+h/—hUdz) dt, v T/t (n+h/_hvdz> dt (6.1.4)

donde T es el periodo. 17 es la desnivelacién media en el tiempo,

1 t+T
t

h es la profundidad del nivel estatico, p es la densidad y g la aceleracién de gravedad. F = (F,, F) corresponde
a las fuerzas de cuerpo en la columna de agua producidas por el oleaje y el viento (en este caso consideraremos
solo oleaje), T = (1., T,) representa la friccion de fondo y R = (R, R,) representa la difusion de momentum.

Forzante de oleaje

El forzante de oleaje F = (F),, F})) se expresa en términos de los esfuerzos de radiacion, o radiation stresses,
Sij, que definen la fuerza media integrada en la vertical y promediada en un periodo, que actiia sobre las
diferentes caras de un elemento diferencial orientado en forma paralela a la costa. La relacién entre el forzante
de oleaje y los tensores de radiacién es:

108 | 05k 1 [8S,. . 0S,
FY T O 616

"=

Utilizando la teoria lineal del oleaje, el tensor de radiacién se puede escribir como

Sy Sy n (1 + cos? 0) —-1/2 n cos 0sin 6
S = =F , (6.1.7)
Syz  Syy n cos 0 sin n (14 sin?6) —1/2

donde 0 es el angulo entre el frente y el veril de fondo,

1
E = §P9H2 (6.1.8)

SPILLING WAVES PLunaGinG waves CoLLAPSING

Figura 6.1.1: Oleaje con rompimiento en en descrestamiento (spilling), voluta (plunging) o colapso (collapsing).
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NIVEL MEDIO

Lk NIVEL ESTATICO

ROMPIENTE

Figura 6.2.1: Esquema de una playa plana con oleaje incidiendo con un angulo 6.

corresponde a la energia media de un oleaje monocromatico, donde H = 2a es la altura de oleaje, y

e 1 2kh
T T <1 * sinh 2kh (6.01.9)

el coeficiente que define la profundidad relativa, donde c, es la celeridad de grupo y c la celeridad de la onda.
Esta derivacion se puede encontrar en diversas referencias (GIOC, 2003, pp.53-56). En clases haremos el ejercicio
de derivar las expresiones del tensor de radiacion.

6.2. Simplificaciones para una playa plana

Para obtener ecuaciones simplificadas, asumimos que la batimetria de la playa es plana y no depende de la
coordenada longitudinal y (0/0y = 0), como se muestra en la Figura 6.2.1. Buscaremos también simplificaciones
donde las variaciones temporales son despreciables (0/0t = 0). Con ello, las ecuaciones (6.1.1), (6.1.2) y (6.1.3)
se simplifican a

0
—I[(n+h)u] = 2.1
2 G+ = o (62.1)
9w o 1
ov 1

De la ecuacion de continuidad, se deduce que (1] + h)u es una constante en x. Por otra parte, por la condicién
de borde en la linea de playa, U,—g) = 0 y puesto que (1 + h) # 0, entonces U,y = 0 para todo el dominio.
Por dltimo, asumimos que T, y R.dependen de T y por tanto son nulas, e.g. T, x U’ y R, o< 0%u/0z%. Con
estas simplificaciones, la ecuacion (6.2.2) en sentido perpendicular a la playa (eje x) se reduce a

. 0
0 = —9(n+h)£+Fw7 (6.2.4)

e implica que el flujo de momentum en la columna de agua por efecto del oleaje y viento (el cual usualmente se
descarta) genera una deformacion de las desnivelacién de la superficie, denominada setup de oleaje (wave setup).

La ecuacion (6.2.3), por su parte, se reduce a
0 = F,—7,+R,. (6.2.5)

Esta ecuacidn indica que, a lo largo de la playa (eje y) el flujo de momentum en la columna de agua por efecto
del oleaje es balanceado tanto por la friccion como por la difusién de momentum. Esta expresion se utiliza para
obtener la expresion de la corriente longitudinal (longshore current). Para resolver estas ecuaciones debemos
modelar los términos F, Fy, 7, y R,. Se recomienda revisar Winckler & Liu (2013) donde se sintetizan estos
resultados.
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Figura 6.2.2: Diagrama del setup y set-down de oleaje (CEM, 2003).

6.2.1. Wave setup y setdown

El wave setup es un incremento del nivel medio del mar en la zona de la rompiente por efecto de una
transferencia de momentum del oleaje a la columna de agua durante la rompiente. La Figura 6.2.2 muestra un
diagrama del setup y setdown de oleaje. Derivaciones rigurosas se pueden encontrar en la bibliografia especiali-
zada (e.g. Longuet-Higgins, 1963; GIOC, 2003 ; Dean y Walton, 2009).

Para calcular el setup a partir de la ecuacion (6.2.4), consideremos un caso simple con incidencia del olea-
Je ortogonal a la costa (8 = 0). Es ese caso, el tensor de radiacion (6.1.7) se reduce a

See  Say 20 —1/2 0
S = —E , (6.2.6)
Sy Syy 0 n—1/2

y el forzante de oleaje en la direccion ortogonal a la playa se reduce a

1dS,,
F, = - 5:6 , con Sex =FE(2n—1/2), (6.2.7)

donde la derivada parcial se reemplaza por la derivada total pues no hay variaciones a lo largo de la playa. El
balance de momentum (6.2.4) se reduce a

dij 1 dSe
— = — — . 6.2.8
dx pg(M+h) d ( )

En adelante, se utilizaran los resultados de la teoria lineal del oleaje para derivar las expresiones del wave
set-down en la zona de asomeramiento y del wave setup en la zona de rompiente.

6.2.1.1. Zona de asomeramiento (Set-down)

Esta derivacion fue propuesta inicialmente por Longuet-Higgins y Stewart (1963). Fuera de la zona de
la rompiente, la desnivelacion media de la superficie libre se considera despreciable en comparacién con la
profundidad, i.e. 7+ h = h, por lo que la ecuacién (6.2.8), linealizando, se reduce a

dii 1 dSu

— = . 2.
dx pgh dx (6.2.9)

Utilizando los resultados de la teoria lineal del oleaje (GIOC, 2003; pp.71-73), se obtiene la siguiente expresion
para el nivel medio en el punto de rotura
_ H?k

_ 2.1
T 8sinh (2kh)’ (6:2.10)
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mientras que en aguas profundas, 11 = 0. Utilizando los criterios de aguas someras, e.g. sinh (2kh) ~ 2kh, y
rompiente en saturacion
H =~ (n+h)~~h, T =1 (6.2.11)

para un oleaje infinitesimal donde 1) < h , da

~ vH
= ——. 2.12
o T (6.2.12)

Esto implica que el nivel medio disminuye a medida que nos acercamos desde aguas profundas hacia la rompiente.

6.2.1.2. Zona de rompiente (setup)

En la zona rompiente podemos utilizar la aproximacién de aguas someras donde n = 1 a partir de (6.1.9).
La componente del tensor de radiacion se reduce a

3
Spe = ~—pgH?, (6.2.13)
16
y su derivada, necesaria para integrar (6.2.8), es

dSzz 3 dH

de 8P
Es necesario hacer otra aproximacion para expresar la altura de ola H en funcién de un pardmetro conocido,
como la profundidad total h + 7). Utilizando el criterio de rompiente en saturacion

(6.2.14)

H=~vm+h), 0<z<um (6.2.15)
en (6.2.8)
dij 372 dh
— = - —. 2.1
dx 8 + 372 dx (6.2.16)

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria de simple solucién. Integrando entre el punto de inicio de la rompiente
(definido por hy y 1) vy un punto genérico dentro de la zona de rompiente

dn
= — 2.1
/ —dx 8+3fy / dx. (6.2.17)
se obtiene
-~ 3V2
— = ————(h—"Hhy). 6.2.18
=i = g (=) (6218)

Para una playa recta y paralela, la profundidad se puede expresar en funcién de la distancia como h = mzx, lo
que implica que la variacion del setup a los largo de la zona de rompiente,
3727%

6.2.19
8 4 392’ ( )

@) = (%) o+ +
es lineal, segiin se observa en la Figura 6.2.2.

6.2.1.3. Aplicaciéon

Para ejercitar estos célculos, se sugiere estudiar el ejemplo 11-4-2 del capitulo Surf Zone Hydrodynamics del
Coastal Engineering Manual (USACE, 2003).
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6.2.2. Corrientes longitudinales

Para obtener una expresion analitica de las corrientes longitudinales debemos resolver la ecuacion (6.2.5),
que constituye un balance entre el flujo de momentum en la columna de agua por efecto del oleaje, la friccién y
la difusion de momentum. Para ello debemos modelar los términos Fy, 1, y R, para obtener la velocidad T (y),
bajo el supuesto de que la playa tiene veriles rectos y paralelos (0/0y = 0). Esta derivacién fue introducida por
Longuet-Higgins (1970).

6.2.2.1. Flujo de momentum por efecto del oleaje

De la expresion (6.1.6), para una playa recta y paralela (0/0y = 0) obtenemos

198,
Fy=--—-X 2.2
Yy P ax ) (6 0)
donde, en virtud de (6.1.7)
Suy = Encosfsin, n="2 (6.2.21)
C

y la energia media de un oleaje monocromatico E viene dada por (6.1.8). En adelante asumimos
1. que la refraccion estd gobernada por la Ley de Snell, sin 0 /c =constante, es decir, no hay difraccion,
2. condiciones de aguas someras, i.e. c; = Vah, y
3. que el angulo de incidencia 6 es pequefio, i.e. cosf =~ 1.

Con ello, la ecuacion (6.2.21) se reduce a

Suy () = E () v/gh () 2200 (6.2.22)

€0

donde sinfy y cy corresponden a los valores en aguas profundas. El valor de la altura del oleaje H (x) debe
obtenerse en forma separada para la zona de asomeramiento y la rompiente (Winckler & Liu, 2013), i.e.

HyK K, x> Ty
H(x) = (6.2.23)
v (n+h) T < TP

donde x}, representa la rompiente. Los coeficientes de asomeramiento y refraccion se calculan segin las siguientes
expresiones

B €40 o) — cos 6y
K, (z) = 7\/W7 K, (z) 088 (2)’ (6.2.24)

donde el subindice 0 representa as condiciones en aguas profundas. Notar que las expresiones anteriores vienen
de un balance energético entre ortogonales que asume que no existe reflexién, difraccién ni disipacion de energia.
Con las expresiones (6.2.23) y (6.2.24) y conociendo las propiedades del oleaje en aguas profundas- co = gT'/2m
y 0o- se puede obtener la expresion de la energia media del oleaje como funcién de la distancia a la costa E (x)
y evaluar la componente S, del tensor de radiacion.
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6.2.2.2. Fricciéon de fondo

La friccion de fondo puede modelarse mediante un modelo lineal (Feddersen, 2000) como
) = pesugt, (6.2.25)

donde cy es un coeficiente empirico. La magnitud de la velocidad orbital en direccion perpendicular a la playa
uo puede obtenerse de la relacion de la teoria lineal del oleaje (vélida bajo el supuesto de onda larga)

g
= - 6.2.26
uQ a\/;7 ( )

Este modelo lineal entre T, y v, es el mas simple y en él subyacen los supuesto de i) que la corriente longitudinal
es débil en comparacion con la velocidad orbital de las particulas y ii) que el dngulo de ataque del oleaje en la
zona rompiente es pequefio. El uso de un modelo tan simple tiene el objeto de encontrar una expresién analitica

para v (y).

6.2.2.3. Difusion de momentum

La difusion de momentum se basa en la idea de que los vértices desplazan momentum a través de los gra-
dientes del momentum medio (o velocidad media). Estos vértices cubren escalas espaciales desde los centimetros
hasta el ancho tipico de la zona rompiente y escalas temporales del orden de 100 segundos. Un modelo tipico
de difusién de momentum se expresa de la forma

0 ov

donde v, corresponde a la viscosidad de eddy, que es funcion del flujo (y no del fluido como la viscosidad
molecular v). Para utilizar esta expresion se deben definir condiciones de borde en la linea de costa y costa a
fuera. En la linea de costa asumimos una condicién de no deslizamiento (no slip)

V(z=0) = 0, (6.2.28)
y costa afuera
V(g=00) = 0, (6.2.29)

que implica que en el infinito la transferencia de momentum por difusién es despreciable.

6.2.2.4. Balance de momentum en sentido longitudinal

Utilizando las expresiones (6.2.20), (6.2.25) y (6.2.27) en el balance dado por (6.2.5)

3/2gingy\ 8 9 v
g~/ < sin by 9 . v
= —|Z——"2) = (H - - = 2.
0 ( o > aa;( \/E) pesuol + po <Vth ax>’ (6.2.30)

que corresponde a la teoria inicialmente propuesta por Longuet-Higgins (1970b). La expresion (6.2.30) puede
ser integrada para obtener una expresion de la velocidad longitudinal v (x), que tiene una forma suave, con un
maximo dentro de la zona de rompiente. El iinico parametro que permite ajustar la forma es la viscosidad turbu-
lenta v,. En el paper seminal sobre el tema (Longuet-Higgins, 1970a) no se considera la difusién de momentum
y la distribucion de velocidad resulta en una distribucién triangular cuyo maximo se encuentra en la linea de
rompiente. En la Figura 6.2.3 se ilustra la forma de los perfiles de velocidad longitudinal, obtenida en uno de los
dos paper originales de Longuet-Higgins (1970). El caso sin friccién corresponde a la distribucién triangular con
P =0, en la que no existe difusién mas alla de la zona de rompientes, correspondiente a la variable normalizada
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Figura 6.2.3: Forma de los perfiles de velocidad longitudinal (Longuet-Higgins, 1970). La forma de los perfiles
estd normalizada por la distancia a la zona de rompiente (X = 1) corresponde a la posicién de la rompiente y
por la velocidad méaxima, correspondiente a V' = 1. Se observa cémo, por efecto de la difusion de momentum,
la velocidad més alla de la rompiente no es nula. En ausencia de difusion, P = 0 y la velocidad mas alli de la
rompiente (X > 1) es nula.

X = 1. En la medida que la difusion de momentum aumenta, lo hace el parametro P, y las velocidades exhi-
ben una distribucion mas amplia, alcanzando la zona de asomeramiento. Cabe mencionar que las velocidades
y posiciones estan normalizadas, por lo que su uso debiera efectuarse previa consulta a los documentos originales.

Cabe notar que en la realidad, el oleaje es irregular y por tanto la rompiente no ocurre siempre en el mis-
mo punto. Como consecuencia, la distribucion de velocidad es mas suave que la funcién analitica propuesta
por Longuet-Higgins. Este efecto, aunque esencialmente diferente, tiene un efecto similar que la difusion de
momentum en el perfil de velocidades.

6.3. Tensor de radiacidon

Para derivar las ecuaciones de onda larga en la zona de rompiente (6.1), es preciso primero derivar las
expresiones del tensor de radiacién. La fuerza instantdnea total sobre una seccién vertical orientada en forma
perpendicular al flujo es la siguiente

n
I, = / [(pu) u + p]dz, (6.3.1)
—h
donde la presién considera la componente estatica y la dindmica asociada al oleaje. Nos interesa evaluar esta
fuerza en forma promediada en el tiempo. Para ello asumimos un oleaje arménico y promediamos en el periodo
del oleaje

- o n
Ix:/ qudz—i—/ pdz, (6.3.2)
h L
Iml Im2
donde
. 1 t+T
f:/ () dt. (6.3.3)
T J
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La primera integral se puede separar en componentes y, asumiendo un oleaje de pequeiia amplitud, simplificar

como sigue
n ON n ON
I, = / pudz = / puldz —|—/ puldz ~ / puldz. (6.3.4)
—h —h 0 —h
Utilizando la expresion derivada de la teoria lineal del oleaje
2
2 — _9Ak 1 h2
Sahokh (1 + cosh2k (h + 2)), (6.3.5)

encontramos, luego de algo de dlgebra
1,1 = En. (6.3.6)

La segunda integral se puede descomponer en la presién hidrostatica (ps) y la dindmica asociada al oleaje (pg)

n n n n 1 )
Lo = / pdz = / pad + / padz = / pad + pgs (i7+ h)?. (63.7)
h h h h 2

Luego, considerando las expresiones (6.3.6) y (6.3.7) en la fuerza total (6.3.2), considerando las componentes
dindmica y estatica, es

~ n 1,
I, = En+ / padz + P95 (M +h)%. (6.3.8)
—h
La componente asociada puramente al oleaje corresponde a uno de los componentes del tensor de radiacion
—
Szr = En —i—/ padz. (6.3.9)
—h

Recurriendo nuevamente a la teoria lineal del oleaje para expresar la presién dindmica, se obtiene la expresion

1

noo 1
Sua z/h(pd+pu2) dz—§pg(h+ﬁ)2,

Los otros componentes del tensor son

n
Sa:y = / (puv) dz = Syz;
—h

noo 1
SyyZ/h(pd+pv2)dz—2pg(h+77)2-

Para el caso mas general de un oleaje oblicuo, el tensor de radiacién se puede escribir como

S Sy ’I’L(l—l—COSQ 9) —1/2 n cos 0 sin 0
S = -5 . (6.3.10)
Sye  Syy n cos fsin 6§ n (14 sin?6) —1/2

Esta derivacién se puede encontrar en diversas referencias'. El tensor de radiacion es una cantidad importante
en la descripcion de la hidrodindmica de la rompiente. Pero son las variaciones espaciales del tensor de radiacion
-principalmente debidas a cambio en la altura de ola en presencia de la rompiente- las que generan corrientes y
cambios en el novel medio del mar.

'e.g. Documentos de referencia. Dinamicas. Mecanica de ondas, pp.53-56 (GIOC, 2003).



Capitulo 7

Modelado de marejadas

7.1. Introduccién

En este capitulo se presentan algunas técnicas de modelado utilizadas actualmente para caracterizar la evo-
lucién de las marejadas desde su generacién en el océano hasta su disipacién en la costa. El texto corresponde a
una adaptacion del Nuevas metodologias para el estudio de marejadas en Chile (Winckler et al., 2019), incluido
en el Geolibro La zona costera de Chile: adaptacion y planificacion para la resiliencia, cuya audiencia es bastante
amplia. Por ende, he procurado minimizar el uso de tecnicismos de la ingenieria costera, enfatizando la utilidad
practica de estos estudios y el cruce disciplinario.

Antes de proseguir, reitero un par de reflexiones relevantes que se hicieran en el capitulo 1. Los modelos
(casi) siempre funcionan, pero la bondad de los resultados depende de la calidad de los datos de entrada,
de la especificacion de las condiciones de borde, del anélisis e interpretacién de los resultados y del criterio
de quien los utiliza. Si un modelo se fuerza con datos erréneos, los resultados serdn de mala calidad. Para
mejorar el proceso de modelado, es entonces recomendable efectuar un acucioso control de calidad en cada
una de sus fases y garantizar que la fisica esté bien reproducida, evitando caer en la interpretacién ligera de
gréficos que son cada vez mas atractivos (jno todo lo que brilla es oro!). Por otra parte, con el aumento de la
capacidad computacional, los modelos han presentado un vertiginoso desarrollo que demanda de una constante
capacitacién de quienes los usamos. El modelado numérico de procesos costeros es, por tanto, una disciplina en
constante cambio y probablemente las técnicas que mostramos en este capitulo queden obsoletas en los afios
venideros. Finalmente, los modelos deben ser considerados como herramientas para la resolucién de problemas
y no como un fin en si mismos a menos, claro, que te dediques al desarrollo de algortimos para la resolucion de
las ecuaciones que gobiernan los procesos fisicos asociados.

7.2. El oleaje en las costas de Chile

En décadas recientes, las costas de Chile central han experimentado un intenso proceso de urbanizacién. La
incidencia de marejadas en los iiltimos afios, junto con el incremento en la demanda de infraestructura costera y
el eventual cambio del nivel del mar atribuido al calentamiento global, aumentan el riesgo en una zona también
afecta a recurrentes terremotos y tsunamis. La Figura 7.2.1 muestra el nimero de eventos extremos anuales
entre 1958 y 2015 frente a Valparaiso, estimado mediante la seleccién de marejadas cuya altura significativa
superd un umbral establecido como dos desviaciones estandar por sobre la media (Martinez et al., 2018). La
tendencia muestra que los eventos extremos han aumentado de un promedio de 5 por afio a mediados del siglo
pasado a aproximadamente 20 por afo en el siglo XXI. Asimismo, se ha observado un giro de la direccion del
oleaje en aguas profundas del orden de 20° hacia el sur y un aumento de las alturas significativas maximas
mensuales durante dicho periodo. Sobre la base de una recopilacion de articulos de prensa digital y archivos his-
téricos, Campos-Caba (2016) indica que las tormentas que causaron el mayor dafio en el drea (1965, 1968, 1986
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Figura 7.2.1: Evolucién temporal de estadisticas de oleaje entre 1958 y 2015 en aguas profundas frente a
Valparaiso. lzquierda: Nimero de eventos extremos anuales de oleaje. lzquierda: Direccién media mensual.
Derecha: Altura significativa promedio (circulos en contorno negro), maxima (diamantes grises) y minima
mensuales (tridngulos), con sus respectivas rectas de ajuste. Adaptado de Martinez et al. (2018).

y 1987) se generaron localmente durante el invierno. Recientemente, los eventos extremos no han exhibido una
clara distincién estacional, ocurriendo incluso en verano (Martinez et al., 2018). Si extrapolamos este compor-
tamiento a un futuro cercano, se espera un escenario con aumento en la frecuencia e intensidad de las marejadas.

Dado que la costa chilena se encuentra expuesta al océano Pacifico, es frecuente encontrar estados de mar
compuestos por miltiples sistemas de oleaje, los cuales inciden desde distintas direcciones y con diferentes
alturas, periodos y contenido espectral. Cada componente que alcanza las costas chilenas proviene de diferentes
zonas de generacion (Figura 7.2.2), haciendo que el oleaje sea, en general, de caracter multimodal.

En la costa de Chile continental, el clima de oleaje se encuentra dominado por los vientos asociados a la
actividad ciclénica extratropical que se presenta entre las latitudes 35°S a 60°S. El oleaje generado en dicha
region se propaga a través del océano Pacifico, arribando a las costas bajo una condicién denominada mar de
fondo (swell). Durante el invierno meridional, el Anticiclén Subtropical del Pacifico Sudeste migra en promedio
desde los 33°S a los 27°S, condicion que favorece el desplazamiento de ciclones extratropicales hacia latitudes
mads bajas, los cuales en casos extremos alcanzan la zona central con intensos vientos y olas de varios metros
de altura. Este tipo de oleaje se le denomina mar de viento local (wind sea). Durante el verano meridional se
forman frente a las Islas Aleutianas centros de baja presion, los cuales generan olas que se propagan a lo largo
del Océano Pacifico y arriban a las costas de Chile con periodos elevados y alturas relativamente bajas. Este tipo
de oleaje, denominado swell del noroeste, es de particular importancia para puertos que se encuentran expuestos
al cuarto cuadrante , como es el caso de la bahia de Mejillones. En las islas ocednicas del archipiélago Juan
Ferndndez, Isla de Pascua e Islas Desventuradas, el clima de oleaje contiene ademas componentes del primer y
segundo cuadrantes, dada la exposicién a todo el rango de direcciones. Para acceder a una descripcién detallada
del clima de oleaje y a estadisticas a lo largo del pais, recomendamos consultar el Atlas de Oleaje de Chile (Beya
et al., 2016), disponible en www.oleaje.uv.cl.

7.3. Modelos de oleaje

La costa es una zona dindmica en donde coexisten distintos procesos fisicos asociados a la hidrodindmica y
al transporte de sedimentos. El oleaje, en particular, es el principal agente modelador de los procesos litorales en
las costas abiertas de Chile y su comportamiento condiciona la operatividad y seguridad portuaria. Los eventos
extremos, conocidos en términos coloquiales como marejadas, definen asimismo los valores para el disefio es-
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Figura 7.2.2: Zonas de generacién del oleaje que alcanza las costas chilenas. 1) Nucleos de bajas presiones en las
latitudes medias del hemisferio sur responsables del oleaje reinante. II) Nicleos de bajas presiones en latitudes
medias del hemisferio norte responsables del mar de fondo del noroeste. 1l1) Nucleos de bajas presiones que
generan mal tiempo y marejadas de mar de viento en Chile continental durante el invierno. IV) Anticiclones que
generan buen tiempo, viento (surazo) y mar de viento del sur-suroeste. V) Tormentas tropicales en el Pacifico.
Adaptado de Beya et al. (2016).

tructural de obras maritimas. Estos eventos se caracterizan por olas de gran altura formadas por fuertes vientos
en el drea ocednica, evolucionando en diferentes escalas temporales y espaciales a medida que se propagan desde
la zona de generacién hacia las costas (Figura 7.3.1).

Para estudiar la evolucién del oleaje, y en orden de complejidad creciente, existen i) modelos que prome-
dian temporalmente la fase, ii) aquellos que resuelven la fase permitiendo la resolucién espacio-temporal de olas
individuales y iii) los basados en versiones promediadas de las ecuaciones de Navier-Stokes y que se agrupan en
forma genérica bajo el término CFD (Computational Fluid Dynamics). Estos modelos se describen someramente
a continuacion, y se presentan en forma detallada en el capitulo 5:

» Los modelos que promedian la fase (Phase-averaged models) se basan en la ecuacién de balance de
energia y permiten calcular la evolucion en el tiempo y espacio del oleaje, en la medida que ésta sea
suave. Estos modelos permiten cuantificar fenémenos como el crecimiento y la disipacion del oleaje en
escalas ocednicas, ademas del asomeramiento y la refraccién en zonas préximas a la costa. Sin embargo,
no calculan en forma adecuada la difraccién, la reflexion y la rotura del oleaje. A partir del espectro de
energia, estos modelos permiten calcular los parametros estadisticos de un estado de mar , como la altura
significativa, el periodo (peak o medio) y la direccion (peak o media), entre otros. A pesar de ser simples
y rdpidos, estos modelos no permiten calcular olas individuales, y por ende se utilizan en extensiones
relativamente grandes, desde aguas profundas a profundidades en torno a los 10-20 metros, dependiendo
de si la costa es rocosa o se caracteriza por pendientes suaves.

» Los modelos que resuelven la fase (Phase-resolving models) se basan en ecuaciones de conservacion
de la masa y momentum que permiten caracterizar la evolucién en el tiempo y espacio de la superficie
libre y la velocidad para olas individuales. Estos modelos tienen la ventaja de que pueden dar cuenta de
los fenémenos de asomeramiento, refraccion, difraccion, reflexion y disipacién, caracteristicos de zonas
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Figura 7.3.1: Escalas de evolucién espacio-temporal de las marejadas. Elaboracién propia.

costeras. Sin embargo, debido a la alta resolucién espacial y temporal requerida para su resolucién, estan
limitados a areas relativamente pequefias. Otra desventaja es que a la fecha no permiten resolver en forma
adecuada la generacién de oleaje por viento.

» Los modelos CFD se basan en versiones promediadas (en el tiempo, espacio y/o volumen) de las ecua-
ciones de Navier-Stokes, sin efectuar supuestos respecto de la estructura tridimensional del flujo. Estos
modelos permiten calcular la velocidad y la presién en tres dimensiones, a un costo computacional com-
parativamente alto. Entre éstos destacan aquellos basados en las ecuaciones RANS (Reynolds Averaged
Navier-Stokes equations), en técnicas de filtrado LES (Large Eddy Simulation) y en la solucién de movi-
miento de particulas mediante SPH (Smooth Particle Hydrodynamics).

En la prictica, estos modelos son complementarios y pueden acoplarse segiin sea el objetivo de estudio. Los
modelos que promedian la fase son utilizados en la zona de generacién de oleaje (Figura 7.3) y para propagacion
en aguas intermedias donde los efectos de refraccion y asomeramiento predominan por sobre los de interaccion
con obras costeras y costas abruptas (Figura 7.3.3). Para estudiar marejadas, por ejemplo, se puede propagar
el oleaje desde aguas profundas a intermedias con modelos de baja resolucion espacial (10° ~10% m) y temporal
(102> ~ 103 s). La propagacién se realiza usualmente a partir de aguas profundas pues es ahi donde existen
condiciones de contorno conocidas, tales como datos obtenidos mediante boyas, satélites o modelos globales
que no estan afectos al fondo. En playas de pendiente suave donde no existen grandes singularidades, los mo-
delos que promedian la fase pueden ser utilizados hasta las cercanias de la zona de rompiente, sin grandes errores.

La secuencia logica es llevar los datos de aguas intermedias a la costa con modelos que resuelven la fase.
Este proceso se efectiia con mejor resolucion espacial (1071 ~10° m) y temporal (1071 ~10° s), de modo de
evaluar en forma adecuada la agitacion y la resonancia de bahias cerradas y darsenas debidas al oleaje. Estos
modelos permiten caracterizar las zonas donde domina la difraccién y reflexion por sobre el asomeramiento y
refraccion. Permiten asimismo, describir la zona previa a la rotura, pues consideran términos nolineales que
cuantifican la asimetria del oleaje antes de romper (Figura 7.3.4). Los modelos que resuelven la fase pueden
también utilizarse en otros flujos gravitacionales como las mareas astronémicas y meteorolégicas, tsunamis,
flujos de lava, lahares y ondas a escala ocednicas, como las de Poincaré, Kelvin y Rossby.

Los modelos CFD, por su parte, permiten evaluar fenémenos sumamente complejos como la rotura, la in-
teraccion fluido-estructura y la interaccion fluido-sedimentos, con una resolucion muy alta ( 1073 ~ 107! m;
10-3 7 10-1 s). Con esa capacidad se puede estimar el sobrepaso en una defensa, las velocidades de escurrimiento
y las fuerzas sobre personas, vehiculos, edificaciones y el equipamiento urbano (Figura 7.5.3).
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Figura 7.3.2: Modelo que promedia la fase utilizado para la generacion en el Océano Pacifico, obtenidos del
Atlas de Oleaje de Chile (Beya et al., 2016, 2017).
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Figura 7.3.3: Modelo que promedia la fase utilizado para la propagacién del oleaje desde aguas profundas a la
bahia de Valparaiso, obtenidos del Atlas de Oleaje de Chile (Beya et al., 2016, 2017). Se ilustran los campos
de altura significativa y la profundidad de la bahia.
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Figura 7.3.4: Modelo que resuelve la fase, donde se observan las olas individuales propagandose desde aguas
profundas a la costa (adaptado de DHI). (1) Un oleaje irregular en aguas profundas comienza a ser afectado por el
fondo. (2) Debido a la reduccién de la profundidad, las ondas tienden a experimentar asomeramiento y dejan de
ser simétricas, con crestas de alta pendiente y valles mas largos. (3) Debido a la irregularidad de la batimetria, en
zonas bajas la onda se desacelera producto de la refraccion. (4) Cerca de las obras costeras se produce reflexion
y el patrdn resultante de oleaje es cuasi-estacionario, con amplitudes mayores a la incidente. Eventualmente
puede haber rotura. (5) Producto de la reflexién en las estructuras costeras y la transferencia nolineal entre
frecuencias activada por la baja profundidad, se observan patrones de oleaje complejos y oscilaciones de mayor
frecuencia. (6) Por efecto de la difraccidn, los frentes se curvan significativamente, la amplitud disminuye y se
logra una darsena abrigada.
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Figura 7.4.1: Escalas de evolucién espacio-temporal de las costas. Adaptado de GIOC (2002).

7.4. Modelos de evolucién de playas

Las playas evolucionan en un amplio rango de escalas en el tiempo y el espacio (Figura 7.4.1). En escalas
asociadas al paso de una ola, se evidencian cambios relativamente pequefios y rapidos, asociados a la suspensién
y rodadura del sedimento. En escala sucesivamente mayores, las playas evolucionan en pocos dias durante el
paso de una marejada, en escalas estacionales con la manifestacion de los perfiles tipicos de invierno y verano,
y en escalas de tiempo decadales asociadas a procesos seculares de erosién y sedimentacién. En las escalas
tipicas de una marejada, las playas actian como un sistema de proteccién natural, donde la accién conjunta
del oleaje, la marea astronémica y otros fenémenos climaticos actia erosionando y/o depositando el sedimento
disponible. Durante el ataque de las olas, las arenas se transportan mar afuera producto de la resaca o hacia
la costa producto del oleaje menos energético y/o la asimetria del swash (Ibaceta et al., 2017). El potencial
erosivo de estos procesos puede causar consecuencias dramaticas tanto para playas como para la infraestructura
costera, lo cual ha sido evidenciado en los iltimos afios en diversas zonas costeras del territorio nacional (e.g.
Winckler et al., 2017).

A la fecha, existe poco entendimiento de la relacion entre la hidro y la morfodindmica existente en las pla-
yas en Chile. Los escasos estudios se han focalizado en los impactos asociados a terremotos y sus consecuentes
tsunamis (e.g.: Catalan et al., 2014, 2015) o a variaciones de la linea de playa a escala decadal en sitios espe-
cificos (Martinez et al., 2018). En este contexto de escaso entendimiento, la prediccion de los cambios en la
morfologia litoral se hace crucial al momento de disefiar obras costeras. Esta prediccion se basa en el uso de
modelos numéricos calibrados y validados en condiciones distintas a las nacionales. Luego de los devastadores
efectos producidos por huracanes a comienzos de siglo (e.g. Katrina), la comunidad cientifica establecié la ne-
cesidad de disponer de modelos numeéricos capaces de reproducir la evolucién morfoldgica de playas en la escala
de tiempo de las marejadas, uno de cuyos ejemplos es Xbeach (Roelvink et al., 2009). Este tipo de modelos
ha sido recientemente implementado para simular la evolucion morfodinamica de playas chilenas (Ibaceta et
al., 2017) y para evaluar bajo condiciones simplificadas, los cambios del perfil de playas asociados a marejadas
durante eventos ENOS, en los cuales el nivel del mar varia en decenas de centimetros (Molteni et al., 2017).

Para calcular las tasas de transporte litoral y ver los impactos en la evolucion de playas, se aplican varios
métodos, entre los que destacan el balance sedimentoldgico, los sistemas de percepcién remota, los levan-
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Figura 7.4.2: Balance sedimentolégico en la bahia de Concén y dunas de Ritoque, Regién de Valparaiso.

tamientos en terreno, la modelacion numérica y el uso de trazadores, entre otros. El transporte de arena se
mide o estima cominmente a lo largo de un afio, de modo de capturar el comportamiento morfodindmico
de verano e invierno. Una técnica comin para evaluar los cambios en la costa en escalas de tiempo relati-
vamente grandes (anuales o decadales) es el denominado balance sedimentoldgico. Esta herramienta se basa
en la cuantificacion de las fuentes, los sumideros y las tasas de transporte, a partir de los cuales se estima la
erosion o el depdsito de sedimentos. Usualmente, el balance se aplica a la fraccion pesada de sedimentos que
se transporta por deriva litoral en la zona de rompientes. La fraccion de finos en suspensién que se difunde
y advecta en la columna de agua requiere para su estudio de otras técnicas, como la modelado numérico. La
Figura 7.4.2 ilustra el balance sedimentolégico en la bahia de Concén y dunas de Ritoque, Region de Valparaiso .

Las fuentes de informacion tipicamente utilizadas para evaluar el cambio morfolégico en la costa son las cartas
nauticas, fotografias aéreas, registros del relleno de playas, registros de dragado y levantamientos geoldgicos.
Cuando se dispone de datos histéricos es posible determinar especificamente las tendencias de la erosién o de
la acumulacién. Si se trata de una region vasta puede hacerse un inventario de la erosién costera en diferentes
tramos de ella, a partir de fotografias aéreas de la region. En algunos casos, se utilizan cartas topograficas y
nduticas antiguas si se consideran que son fidedignas. Si mediante el balance sedimentoldgico se concluye que
en un tramo de la costa se acumula mas arena que la transportada por el oleaje, la linea costera acrecera. Ello
ocurre, por ejemplo, en la desembocadura de los rios que forman deltas. Por otra parte, si el suministro de arena
es menor que la cantidad que mueve el oleaje, la costa se erosionard. Cuando existe un equilibrio aproximado
entre el suministro de sedimento y la capacidad de transporte litoral, la linea costera se mantiene relativamente
constante. Por supuesto, hay factores externos, como los cambios de nivel del mar, alteraciones en el suminis-
tro de sedimentos o la obstruccion de rompeolas, que pueden modificar bastante esa estabilidad. Si por algiin
motivo, el suministro de sedimento en un tramo de playa se reduce (aumenta), se espera que ocurra erosion
(acrecion). La ruptura del equilibrio es resultado de factores como la alteracion de los sistemas de drenajes; la
construccion de edificaciones costeras; la estabilizacion y tierras altas producto de programas de conservacion
de suelos; la intervencién de los rios mediante presas o la extraccién de arena. Si bien estos corresponden a
la categoria de erosion causada por el hombre, las desembocaduras y los deltas estdn sumamente expuestos a
cambios naturales del suministro de sedimentos.
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7.5. Ejemplo de aplicacién en la bahia de Valparaiso

En esta seccién ilustramos la aplicacion de diversas herramientas para la gran marejada del 8 de agosto de
2015, que se presenté como una combinacion local de viento, oleaje, presion atmosférica y marea astronémica,
causando graves dafios en la bahia de Valparaiso (Winckler et al., 2017). El analisis abarca desde la simulacion
global de generacién del oleaje hasta el impacto local en el borde costero mediante técnicas de modelado
numérico.

7.5.1. Modelo de oleaje en escalas oceanicas

En la actualidad, el modelo mas aplicado para simular el oleaje a escala ocednica es WAVEWATCH 111
(WW3DG, 2016), el cual corresponde a la clase de modelos numéricos de fase promediada. Dicho modelo
cuantifica los procesos fisicos de generacion por medio de parametrizaciones fisicas (Ardhuin et al., 2010, Stopa
et al., 2016). En lo que sigue se resumen los resultados del trabajo de Esparza y Winckler (2017). A partir de
los campos superficiales de presién atmosférica y vientos a escala ocednica, se calculan los campos de oleaje
durante todo el evento (Figura 7.5.1). Los mapas de viento y presién atmosférica muestran que el temporal
comienza a desarrollarse a “1000 km de la costa central de Chile y en 12 horas el centro de baja presion migra
longitudinalmente hacia sectores costeros. A las 00:00 horas del 8 de agosto, los vientos alcanzan una magnitud
de 25 m/s y la presion atmostérica a nivel del mar baja hasta los 980 hPa. Dicha condicién se mantiene por casi
24 horas induciendo fuertes vientos locales desde el norte, lo que favorece el forzamiento de oleaje cerca de la
costa. El viento mar afuera incide por el noreste alcanzando una condicién de “temporal fuerte” en la escala de
Beaufort (723 m/s), lo que explica la elevada dispersion direccional del mar de viento local. El oleaje alcanza
maximas alturas significativas entre los 30° y 40°S a las 14:00 horas del 8 de agosto.

7.5.2. Modelo de propagacién costera

El oleaje es transferido a la bahia mediante el modelo SWAN (Booij et al., 1999), modelo que promedia
la fase. La batimetria se extrae de las cartas nauticas disponibles en la bahia de Valparaiso (SHOA, 2017).
El oleaje se propaga mediante funciones de transferencia, a partir de espectros sintéticos de altura unitaria
representativos del oleaje costa afuera (Monsalve, 2010). Para este trabajo se simulan 96 estados de mar del
tipo JONSWAP (Hasselmann et al., 1973), abarcando periodos entre 4 y 26 s y direcciones entre 202.5° y 360°.
En la Figura 6d se presentan 22 boyas virtuales ubicadas a 20 m de profundidad, entre Playa Ancha por el sur
y Concén como limite norte, en las que se evaliian las propiedades estadisticas del oleaje para cada estado de mar.

En la Figura 7.5.2 se presentan las condiciones locales del oleaje en dichas estaciones bajo distintas condiciones
mareales, obtenidas a partir de una serie de datos horarios del Sea Level Monitoring Facility, de UNESCO-10C
(www.ioc-sealevelmonitoring.org). Durante el instante maximo de la marejada, el oleaje presenta alturas y pe-
riodos distribuidos en forma homogénea en pricticamente todas las estaciones, con alturas significativas de
4.5 7 b m y periodos peak de 12 ~ 14 s; los valores menores en la zona portuaria de Valparaiso se deben a la
proteccion brindada por el molo de abrigo. Aun cuando se observa un incremento brusco en la altura significativa
entre las 9 y 14 horas, el nivel del mar es mayor en la mafiana (+1.65 m NRS) que durante el maximo de la
tormenta (+0.85 m NRS), lo que hace presumir que los efectos de sobrepaso, sensibles tanto al oleaje como al
nivel del mar, habrian sido altos durante toda la mafiana. Las mayores alturas significativas se registran entre el
Paseo Wheelwright y Avenida Peri; estaciones que no presentan abrigo al oleaje. Por el contrario, los sectores
emplazados entre Caleta EI Membrillo y Playa San Mateo registran alturas inferiores como consecuencia de la
orientacion de los veriles que favorecen la refraccion de las olas incidentes.

A partir del oleaje costero se evaliian asimismo las propiedades de la zona de rompiente en un perfil trans-
versal a la costa, considerando los efectos del asomeramiento y la refraccion (Goda, 1985). Ello, pues las
caracteristicas de la rompiente determinan las fuerzas actuando sobre estructuras y la evolucion morfolégica de
las playas. En el sector de Playa Ancha, se observa que el oleaje rompe a una distancia cercana a la costa (<50
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Figura 7.5.1: Modelos meteoceanograficos para la marejada del 8 de agosto de 2015 a escala sinéptica. Campos
de presion atmosférica, vientos obtenidos del reanalisis CFSR (Saha et al., 2014) y altura significativa de oleaje.

Adaptado de Esparza & Winckler (2017).
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m) con la sola excepcion de Caleta EI Membrillo, donde los bajos fondos de Roca Remolinos ubican la zona de
rompiente a una distancia de 90 m de la costa. En la playa Rubén Dario se registra una altura rompiente muy
proxima a la costa (740 m) con una rompiente tipo voluta que explica el fuerte sobrepaso en Av. Altamirano.
En playas de baja pendiente como el Paseo Wheelwright, Caleta Portales y Avenida Peri, el sobrepaso se incre-
menta debido al peralte del nivel medio del mar (wave-setup). El sector més critico es Curva Los Mayos, donde
se registra la mayor altura y una rompiente muy cercana a la costa, que inducen en conjunto gran sobrepa-
so y dafio estructural (Winckler et al., 2017). Hacia el norte, las condiciones de oleaje se vuelven menos intensas.

Se observa también que el instante de la maxima altura significativa en aguas profundas, en torno a las 8
m, coincide con una bajamar (+0.6 m NRS). En contraste, la pleamar anterior, (+1.65 m NRS), habria ocu-
rrido con alturas cercanas a 5 m. El desfase entre la maxima altura y la pleamar mayor de aquel dia habria
contribuido a reducir el impacto de la marejada. No obstante, se observa que el evento tuvo una persistencia
de 24 horas durante las cuales el oleaje presenté una altura significativa por sobre los 5 m, lo que explica la
desaparicion de las playas y el dafio de las defensas costera tipo escollera en la bahia (Winckler et al., 2017);
pues ambas responden al efecto acumulativo de las marejadas. La Figura 7d ilustra un incremento adicional del
orden de 20 cm en el nivel del mar, producto de la marea meteorolégica generada por el descenso de la presién
atmostérica (efecto conocido como el barémetro invertido).

7.5.3. Modelo de interaccion oleaje-estructura

Para analizar la respuesta de las estructuras ante la accién del oleaje y su capacidad de disipar energia, se
aplican modelos numéricos de dindmica de fluidos computacional (CFD) que incluyen los fenémenos de disipa-
cién y turbulencia mediante ecuaciones tipo RANS. A modo de ejemplo, se presenta un modelo desarrollado
mediante el software olaFOAM (Higuera, 2015) en la Avenida Perd, Viiia del Mar (Figura 7.5.2), que en los
altimos afios ha sido afectada por marejadas intensas (Winckler et al., 2017). Se ilustra la aproximacion de
olas individuales a la defensa sobre un fondo plano cuya pendiente representa la playa sumergida frente a la
defensa costera. Este modelo es forzado en el costado izquierdo considerando las propiedades locales de oleaje
obtenidas del modelo de aproximacion costera, descrito en la seccion anterior. La muestra el campo instants-
neo de velocidades para una alternativa de mejoramiento de la defensa por medio de elementos de hormigén,
denominados dolos. La estimacién del sobrepaso es fundamental para dimensionar los sistemas de drenaje de
la calzada y para garantizar la seguridad de personas, vehiculos y estructuras. En este ejemplo, el volumen de
sobrepaso instantineo se calcula sobre una seccién ubicada sobre la defensa y el volumen acumulado se obtiene
integrando el sobrepaso instantdneo en el tiempo, para cada seccién (Figura 7.5.3). Cabe mencionar que tierra
adentro de la defensa se reemplazé la geometria real de la avenida por una piscina cuya funcién es acumular
agua y de esta forma tener una segunda medicién del volumen acumulado.

En términos generales, el sobrepaso es sensible a las propiedades estadisticas del oleaje (altura significativa,
periodo y direccion del oleaje) y al wave setup inducido por el mismo en la rompiente, a la mareas astronémica
y meteorolégica, a la eventual presencia de meteotsunamis (Carvajal et al.; 2017) y a la pendiente del fondo,
que repercute a su vez en el tipo de rompiente. A ello se suma la geometria y las propiedades hidraulicas de
la defensa. El sobrepaso debe ser comparado con los caudales maximos admisibles que garantizan la seguridad
de personas, vehiculos y estructuras en la avenida, y que se obtienen de recomendaciones de uso comin en
obras maritimas . El dafio a la infraestructura y la amenaza a la seguridad de las personas y vehiculos pueden
analizarse en forma mas fina mediante el cdlculo del maximo momentum asociado al flujo que estos pueden ex-
perimentar. Este maximo puede calcularse en forma analitica mediante un diagrama de cuerpo libre o mediante
la modelacién fisica, enfoques que se han adoptado para la resistencia de personas al viento (Penwarden, 1973)
y para edificaciones y personas ante cargas de tsunamis (Arikawa et al., 2006). La Figura 7.5.3 ilustra curvas
umbrales de la velocidad y profundidad de escurrimiento admisible que desplazarian a personas de diferente
masa y vehiculos, obtenidas a partir de un diagrama de cuerpo libre como el ilustrado en la Figura 9c. Este tipo
de “condicién umbral de operacion”, sumada a las caracteristicas del flujo obtenidas con modelos CFD, pueden
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Figura 7.5.2: Propagacién de oleaje para la marejada del 8 de agosto de 2015 en Valparaiso. Arriba: Altura
significativa (Hm0) y periodo peak (Tp) en el veril -20m NRS para dos estados de mar (09:00 y 14:00 UTC),
ademds del nivel de la marea respecto del NRS (Za). Centro: Altura rompiente Hb y distancia de rotura respecto
de la costa (12:00 UTC). Abajo izquierda: Hm0 y Za obtenida de un anélisis arménico del registro del SHOA
en Quintero. Abajo derecha: Presién atmosférica Pa obtenida del reanalisis CFSR (Saha et al. 2014) y marea
meteorolégica Zm obtenida a partir del registro de Quintero.
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ser utilizados en el disefio de defensas costeras.

7.5.4. Modelo de evolucién morfodinamica

En esta seccién se describen técnicas de modelado de la evolucién morfodinamica de playas por medio del
ejemplo de una defensa costera existente en la Playa Los Marineros (cercanias del punto 14, Figura 7.5.2) y
de la evolucion morfoldgica en escala de marejadas de la playa Refiaca (punto 20, Figura 7.5.2), ambas loca-
lizadas en Vifia del Mar. Para el primer caso, se determinan los niveles de erosion y/o acrecién que permiten
definir la socavacion en la defensa. La metodologia contempla el estudio de la respuesta de la playa mediante
el software Xbeach (Roelvnik et al., 2009), el cual se valida con informacién de la marejada del 8 de Agosto
de 2015, que provocé serios dafios en la infraestructura colindante (Figura 7.5.5). Xbeach reproduce los cam-
bios en la morfologia de playas debidos al oleaje y a variaciones en el nivel del mar, posibilitando la inclusién
de estructuras. El modelo calcula el oleaje mediante una ecuacién de conservacién de energia y las ondas in-
fragravitatorias con las ecuaciones de onda larga (i.e. conservacion de masa y momentum). El transporte de
sedimentos es evaluado con una ecuacion del tipo adveccion-difusion promediada en la vertical, la cual da como
resultado las tasas de transporte de sedimento que permiten calcular los cambios del nivel de fondo en el tiempo.

Para reproducir la superficie topo-batimétrica en Playa Los Marineros, se efectia un levantamiento batimé-
trico mediante multiscan y una topografia de precision mediante dron, a partir de los cuales se genera una
superficie continua tridimensional mediante el software Surfer, previo amarre altimétrico entre las dos medicio-
nes. Las series de oleaje horarias son ingresadas mediante espectros tipo JONSWAP a 20 m de profundidad,
definiendo la altura significativa, el periodo peak, la direccion media y otros parametros espectrales asociados
al espectro. Se define asimismo el nivel del mar como la suma de una marea astronémica semidiurna con des-
igualdad diurna tipica de Valparaiso y una marea meteoroldgica asociada a las fluctuaciones de presion y el
campo de vientos soplando hacia la costa. El anélisis en este caso se restringe a perfiles transversales, en los
cuales la defensa costera se define como una estructura no erosionable con talud de 1/6. Una de las principales
caracteristicas de la marejada del 8 de Agosto es que fue precedida por una marejada el dia 6 que produjo una
erosion significativa en las playas de la bahia. La concatenacion de ambos eventos erosivos consecutivos mermod,
por tanto, la capacidad de recuperacién de la playa. A objeto de evaluar el efecto conjunto de ambos eventos,
se efectud una simulacién de 120 horas comenzando a las 00:00 horas del 5 de Agosto. Luego de la primera
marejada de ~30 horas de duracién, el modelo evidencia una significativa erosién al pie de la defensa, la que
se acentia hasta alcanzar un valor de alrededor de 4 m al final de la modelacion. Este valor se condice con los
efectos registrados en la playa colindante. La gran socavacion se explica en parte por el brusco aumento de la
altura significativa al iniciar la marejada del 8 de agosto (t ~75 horas).

Una modelacién similar se realizé para reproducir la evolucion morfolégica de un perfil de playa en el Sec-
tor 5 de la playa Refiaca ante las marejadas del 6 y 8 de Agosto del 2015 (Figura 7.5.6). Puesto que se dispone
de mediciones topograficas realizadas en bajamar con un GPS diferencial antes y después de ambos eventos,
este caso permite calibrar algunos pardmetros de Xbeach (lbaceta et al., 2017). Adicionalmente, se dispone
de una batimetria de detalle realizada con monohaz, la que permite realizar una transferencia espectral del
oleaje siguiendo procedimiento de uso comin. La transferencia espectral del oleaje se realiza hasta veril -40 m,
desde donde se extraen condiciones de borde para la modelacion en Xbeach. Para el evento del 6 de Agosto,
se observa que la erosion del perfil esta bien representada mediante Xbeach, salvo la zona ubicada entre las
cotas 0 y 1 m, que presenta discrepancias mayores. Cabe destacar que este escenario representa la erosion
producida por el temporal previo al del 8 de Agosto, que se manifesté mediante un escarpe en la parte norte
de Refiaca. Este fenémeno fue reproducido satisfactoriamente por las modelaciones. Por otro lado, si bien en
playa Refiaca las condiciones hidrodindmicas del 8 de agosto fueron mas desfavorables que las del 6 de Agosto,
la respuesta de la playa fue del mismo orden en ambos casos. Especulamos que la tormenta precedente fue sufi-
ciente para erosionar una alta fuente de sedimento disponible y formar barras que modificaron la condicién de la
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Figura 7.5.3: Modelos de interaccién oleaje-estructura para la marejada del 8 de agosto de 2015 en Avenida
Per. Arriba: Fotografia tomada durante el peak de la tormenta desde el Restaurant Cap Ducal, localizado
entre los puntos 12 y 13 en la Figura 6d. Centro: Modelo olaFOAM, a escala 1:30, utilizado para el calculo
de sobrepaso en la defensa costera. El agua, el aire y el fondo marino se representan con negro, gris y blanco,
respectivamente. Abajo: Campo de velocidad en un instante donde se registra sobrepaso. Elaboracién propia a

partir de modelos de Stephanie Fritz.
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marejada del 8 de agosto de 2015

en Avenida Pera. Abajo: Diagrama de cuerpo libre (estatico) utilizado para calcular la condicién de sobrepaso
admisible, donde hw representa la profundidad de escurrimiento, do y ho son el largo y alto del vehiculo, FD
y FR, W, E y N representan la fuerza de arrastre debida al flujo, la friccién, el peso, el empuje y la fuerza
normal, respectivamente. Se preentan la curvas umbral de operacién para sobrepaso, definidas en funcién de la
profundidad de escurrimiento hw y la magnitud de la velocidad maxima Umax para personas de diferente masa
y un auto tipo. Gentileza de Stephanie Fritz.
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Figura 7.5.5: Modelos de respuesta de playa para la marejada del 8 de agosto de 2015. a) Socavacién del orden
de 4 [m] en playa El Sol luego de las marejadas. b) Vista tridimensional de la topobatimetria levantada en el sitio,
incluyendo un perfil utilizado en la modelacién. c) Series de tiempo de las forzantes de marea astronémica Za y
oleaje; este ultimo especificado mediante altura significativa HmO y el periodo peak Tp a 20 [m] de profundidad.
d) Respuesta de playa al momento de maxima socavacién luego transcurridas 111 horas de modelacién.
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Figura 7.5.6: Arriba: Fotografia del sector norte de Refiaca tomada en la tarde del 8 de Agosto del 2015 junto
a Patricio Catalan. Abajo: Resultados de la modelacién con Xbeach para la marejadas del 6 de Agosto y 8 de
Agosto del 2015 en Playa Refiaca. Adaptado de Winckler et al. (2019).

rompiente, promoviendo la rotura de olas grandes sobre la barra y reduciendo, por tanto, la respuesta de la playa.

Un ejemplo de monitoreo mds extenso es el reportado por Agredano et al. (2015) para la playa Refiaca,
en el cual se realizaron mediciones topograficas semanales con GPS diferencial entre Enero y Junio y en la
primera quincena de agosto de 2015, coincidiendo con la marejada del 8 de Agosto. El anilisis se centré en
las alteraciones morfolégicas de la playa debidas a cambios en las condiciones de oleaje en aguas profundas. Se
detecté una fuerte erosion asociada al aumento en la energia del oleaje durante las marejadas, fendmeno que
ocurre en un periodo de tiempo mas corto que el asociado al proceso de acrecién y con voliimenes de remocién
de sedimento mayores.

Durante el evento de Agosto, se observé un cambio en el estado morfodindmico de playa ritmica (beach cusps)
a playa plana con escarpe (Figura 7.5.7), donde las socavaciones sélo se reportan en las estructuras emplazadas
dentro de la playa. Este efecto también se repite para otros eventos extremos con alturas significativas superiores
a b m, ocurridos el 17 y el 25 de junio de 2017. El anélisis semanal entre Enero y Mayo de 2015 permite inferir
que no siempre se cumple el patrén de acrecion (erosion) generalmente asociado a la disminucién (aumento)
de la energia del oleaje debido a otros factores como la marea meteoroldgica. Se observé asimismo que después
de la gran erosion de la playa provocada por el evento del dia 8, marejadas menos energéticas funcionaron
tanto erosionando como regenerando la playa, lo que pone de manifiesto la importancia de los estados morfo-
légicos previos en la respuesta de la playa ante un evento especifico. En concreto, eventos de caracteristicas
similares se comportaron de manera diferente dependiendo de la morfologia presente durante el inicio del mismo.
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Figura 7.5.7: Comportamiento morfolégico de la playa de Refiaca entre el 31 de Julio y el 10 de Agosto de
2015. Arriba: Cambio morfolégico de la playa emergida después de los eventos de marejada concatenados con
retroceso de hasta 40 m de la linea de costa. Abajo; evolucion del perfil de playa en posiciones tipicas de valle
y cresta durante la misma secuencia de marejadas.

Tanto el anélisis por modelacion en Xbeach como el anélisis por cambios morfolégicos medidos con GPS
indican que la respuesta morfodindmica de playas es muy sensible a la presencia de eventos concatenados y a
la topo-batimetria del terreno, la que por cierto corresponde sélo a una “fotografia” de la geometria de la playa
al momento en que se ejecutd. Es por ende necesario ampliar los monitoreos de playas efectuados en forma
esporadica en la actualidad por campafias continuas, de modo de capturar los ciclos de erosién y acrecién que
suceden a escalas de tiempo mayores a las marejadas. La disponibilidad de topobatimetria de precisién permite
asimismo calibrar los modelos morfodinamicos cuyo desempefio es muy sensible a miltiples parametros incluidos
en las férmulas de transporte de sedimento y evolucién del fondo (Ibaceta et al., 2017).
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Modelado descargas salinas y térmicas

Este capitulo esta en construccion, pero se basara en la «Guia para el modelado de la hidrodindmica y del
proceso de mezcla de descargas salinas y térmicas asociadas a proyectos de plantas termoeléctricas y desalini-
zadorasy» (Winckler, 2021), cuyo objetivo es definir los estudios de modelacién necesarios para definir el area
de influencia de las descargas de aguas de mar asociadas proyectos de centrales termoeléctricas y plantas desa-
linizadoras que descargan en aguas oceanicas, fiordos y estuarios bajo jurisdiccion de la Autoridad Maritima, en
Chile. La guia contempla elementos asociados a la modelacidn y los registros de campo necesarios para calibrar
y validar estos estudios. Ha sido escrita incluyendo elementos generales de modelacién y otros particulares al
caso de las descargas de plumas salinas y térmicas, en un lenguaje lo mas llano dentro de las complejidades
propias de la disciplina. La guia esta disponible en el sitio:

www. researchgate.net/profile/Patricio-Winckler/publications
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Capitulo 9

Anexos

9.1. Herramientas matematicas

A continuacion se introducen algunas herramientas matematicas que seran utilizadas sistematicamente en
la derivacion de las ecuaciones de conservacién. Existen otras expresiones como el teorema de la divergencia
de Gauss o el teorema de Green, que son de importancia en la mecanica de medios continuos, pero que son
omitidos puestos que no se utilizan en el texto.

9.1.1. Regla de Leibniz

La regla de Leibniz es una herramienta del calculo que permite intercambiar el orden de las derivadas y
las integrales, considerando casos donde los limites de integracion varian. En la mecénica de fluidos, esta regla
se utiliza en la derivacion de expresiones para el flujo turbulento y en la derivacién de las ecuaciones de onda
larga, utilizadas para oleaje en aguas someras, tsunamis o mareas. Para casos donde interesa las variaciones en
el tiempo y espacio de una cantidad (e.g. las ecuaciones de conservacion), la expresion establece la siguiente
igualdad para la funcion f (x,t):

b b
P _lof b da

donde x = a(t) y x = b(t) son los limites de integracion, que en este caso dependen del tiempo. La Figura
9.1.1 muestra la representacion gréafica de la regla de Leibniz. Si los limites de integracién son constantes en el
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@
ot

— f(x.1)

v
)

(w+4)v
(r+1)q

Figura 9.1.1: Representacion gréfica de la regla de Leibniz.
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tiempo, esta expresion se reduce a

b b
9 _[of

en cuyo caso la derivada y la integral se pueden intercambiar sin la necesidad de incluir términos adicionales.

9.1.2. Serie de Taylor

Una serie de Taylor es una aproximacién de funciones mediante una suma de potencias enteras de polinomios.
Los términos se expresan en mediante las derivadas de la funcién para un determinado punto suficientemente
derivable sobre la funcién y un entorno sobre el cual converja la serie. La expresién es:

Az? Az?

f @)= fla)+ Y (@) Aw+ fP (a) T + O (a) 5 + o+ £ (0)

Azx"

n!

+0 (Az"h) . (9.1.3)

donde Ax = x — a corresponde a la distancia entre el punto conocido a y el punto por evaluar x. El término
O (Az™*1) corresponde al error de la aproximacion de la serie. En forma sintética, esta expresion se escribe
como

A

7

n i
f2) =319 (a) j” +0 (Aztt) (9.1.4)
i=0
La aproximacién mediante series de Taylor permite calcular el valor aproximado de una funcion mediante
operaciones triviales (derivacion e integracion de los términos del polinomio). Un ejemplo de aproximacion
de la funcion exponencial y = €* en torno a x = 0. En este caso, f (0) = € = 1 y las derivadas evaluadas en
el punto cumplen con f@ (0) = €® =1, parai = 1,...,N. Las cuatro primeras aproximaciones, con niveles de
exactitud crecientes son:

n=>0 f(x)=1+0(Ax),

n=1 f(@)=1+2+0(Az?),
2
n=2 f(:c):1+$+%+(9(A:v3),
n=3 f(;v):1+a:+x22—|—:§—|—0(Ax4). (9.1.5)

La Figura 9.1.2 ilustra como en la medida que se incorporan términos, la aproximacién de Taylor se acerca a
la funcién analitica. Como veremos en adelante, en las derivaciones de las ecuaciones de conservacién -como la
ecuacion de adveccion o la de difusion- solo basta con retener los dos primeros términos de la serie de Taylor
(pues los términos de orden superior se cancelan al hacer tender el volumen de control a cero).

En la practica, la aplicacion de las series de Taylor sélo es valida para flujos relativamente suaves donde no
existen discontinuidades. Ejemplos donde las ecuaciones derivadas a partir de estas series no son estrictamente
vélidas son el oleaje durante la rotura, donde se genera una discontinuidad en el perfil de la ola, o en las ondas
de choque producidas por un jet que viaja mas rapido que la velocidad del sonido.
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n=0 n=1 n=2 n=3

Figura 9.1.2: Ejemplos de aproximacion de la funcién exponencial y = e® en torno a cero (en azul), para series
de Taylor obtenidas a partir la suma de los primeros n términos (en rojo).

9.2. Clasificacién de EDP’s de segundo orden

Algunas ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de segundo orden se pueden clasificar en parabdlicas, hi-
perbélicas o elipticas'. Cada clase responde a procesos fisicos diferentes. Esta clasificacién ofrece una guia para
la definicion de las condiciones iniciales, las condiciones de borde y para saber si el tipo de solucién es suave
o no (e.g. shock wave). Asimismo, sugiere el uso de método numérico para su resolucién (por ejemplo, los
voliimenes finitos son particularmente adecuados para ecuaciones hiperbdlicas de conservacion).

En general, una ecuacion diferencial parcial de segundo orden, asumiendo u,, = u,,, tiene la forma

0u 0u 0u ou Ou
A — + 2B — = —, 2.1
(520) G + 2B ) i+ C o) G = (G ). (02.1)

donde los coeficientes A, B, C' pueden depender de x e y. Si A2+ B? 4 C? > 0 en una regién de plano xy, la
EDP es de segundo orden en esa region. Esta forma es aniloga a la ecuacion de las secciones conicas

Az® 4+ 2Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, (9.2.2)

donde A, B, C, D, E y F son constantes. Si se reemplaza 9/oz por x, y de forma aniloga las otras derivadas
(de manera formal esto se puede hacer con una transformada de Fourier), la EDP de coeficientes constantes
se puede transformar en un polinomio del mismo grado (en este caso, cuadratico). La EDP se clasifica en
parabdlica, hiperbdélica o eliptica de la misma manera como se hace la ecuacion de las secciones cdnicas, en
donde la clasificacion se basa en el discriminante B> —4AC'. Para la EDP, no obstante, el discriminante utilizado
es B2 — AC, donde el factor 4 se descarta por simplicidad. La clasificacién y algunos ejemplos se presentan a
continuacion:

Ecuaciones elipticas (B* — AC < 0)

Las ecuaciones elipticas suelen surgir del equilibrio fenémenos fisicos en estado estacionario. Desde el punto
de vista matematico, estas ecuaciones son problemas de contorno donde la solucién esta interrelacionada en
todos los puntos en el dominio (Moin, 2010). Es decir, si una perturbacién se introduce en un punto, la solucién
se ve afectada instantianeamente en todo el dominio o, en otras palabras, la informacién se propaga a una
velocidad infinita. Los problemas elipticos se formulan en un dominio cerrado con condiciones de borde en el
limite del mismo. Por ejemplo, para A =1, B =0y C = 1 se obtienen las ecuaciones de Laplace

Pu

a2 o = (9.2.3)

! Adapted from http://en.wikipedia.org/wiki/Partial _differential _equation
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y Poisson

0w 0%u

—+— =g(z,y), 9.2.4
que son aplicadas en la Teoria Lineal del Oleaje (Dean & Dalrymple, 1991 ) y en la solucion de las ecuaciones
de Navier-Stokes, respectivamente. La ecuacion de Helmholtz,

O*u  0%u 9
es también parabdlica y se utiliza en la solucién de las ecuaciones de onda larga. La ecuacion de la pendiente
suave (mild slope equation), cominmente usada en propagacion de ondas, es parabdlica en una de sus versiones.
La forma completa de las ecuaciones de Navier Stokes es también eliptica.

Ecuaciones parabélicas (B* — AC = 0)

Las ecuaciones parabdlicas suelen estar asociadas a procesos de difusién, de caracter transiente. La variable
que experimenta difusion puede ser la temperatura, el momemtum o la concentracién de un contaminante, entre
otros. La solucidn suelen suavizarse en la medida que el tiempo avanza y debe construirse usando esquemas de
resolucion en el tiempo (e.g. time-stepping method). La ecuacién de calor

du_ 9 ( 8“) =0, (9.2.6)

ot oz \"ox
es un ejemplo donde u (z,t) es la temperatura, o (x) el coeficiente de difusion térmicay A =0, B = 0 and
C = —a. En el caso de un contaminante, la ecuacion de difusion es
oc 0 oC
— —— | Dy—=— | =0 9.2.7
ot  Ox < ‘ 8x> ’ ( )

donde C (x,t) constituye la concentracién de un contaminante y D, (x) es el coeficiente de difusién. La ecuacion
de la pendiente suave (mild slope equation), es parabdlica en su version mas simple. La aproximacion de la
ecuacion de Navier-Stokes para la capa limite (i.e. boundary layer approximation of the Navier-Stokes equations)
es también parabdlica.

Ecuaciones hiperbélicas (B — AC > 0)

En estas ecuaciones, la informacion se propaga en ciertas direcciones a velocidad finita, y su solucion es
una superposicion de ondas. Las ecuaciones retienen cualquier discontinuidad en la funcién o sus derivadas en
el instante inicial. Un ejemplo son las ecuaciones de de onda de primer y segundo orden

Gu + c@ =0 @ — 02@

ot ox ’ ot? Ox?
donde c es la celeridad de la onda y u la velocidad de las particulas en mecédnica de olas o el desplazamiento de
las particulas en ondas elisticas (ondas P y S por ejemplo). Acd A =1, B =0y C = —c?. El movimiento a
velocidad supersénica (shock waves, u olas en aguas someras en estado de rotura) se puede aproximar con este
tipo de ecuaciones. Un ejemplo tipico es la ecuacién de adveccién de una sustancia:

dp 0
~ = 2.
L S () =0, (9:29)
donde p es una escalar (como la densidad) y u la velocidad del flujo. La ecuacién de conservacién de momentum

se puede también escribir en forma hiperbdlica:

=0, (9.2.8)

d d
5 (P) + 5 (pu® +p) =0, (9.2.10)

En la mayoria de los casos, las ecuaciones de conservacion de una sustancia (masa, impulso, etc.) se pueden
escribir como un balance entre la variacion en el tiempo de la sustancia en el volumen de control y los flujos
(advectivos o difusivos) en las fronteras. Por lo tanto, pueden escribirse en forma hiperbdlica.
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9.3. Analisis arménico de marea

El anélisis arménico es un método basado en la suposicién que el movimiento de ascenso y descenso de la
marea en un lugar puede ser expresado matematicamente como la sumatoria de una serie de términos armé-
nicos que se relacionan con los movimientos astronémicos del sistema Tierra-Luna-Sol. El método se aplica a
registros del nivel del mar obtenidos de maredgrafos ubicados usualmente en puertos. En el caso de Chile, la red
mareografica nacional cuenta a la fecha con 42 maredgrafos cuya estadistica estd disponible en la plataforma
Sea Level Monitoring Station?.

El analisis astronémico tiene el objetivo de predecir a futuro o reconstruir el comportamiento histérico de
la marea astronémica a partir del registro del nivel del mar, y de paso aislar el residuo de la sefial. El residuo se
asocia a la marea meteoroldgica, a variaciones transientes, variaciones ciclicas regulares no asociadas a la marea
astrondmica, a variaciones ciclicas irregulares (e.g. ENOS) y al ruido que se asocia a errores instrumentales o
fenémenos fisicos que no tienen explicacién. En la practica, el anélisis arménico se puede efectuar mediante al-
goritmos de libre disposicion como T-tide (Pawlowicz, 2002) o desarrollando un algoritmo mediante el esquema
presentado en este documento. En esta seccion se explica el fundamento teérico de dicho anélisis, cubriendo,
en orden de complejidad:

= Un caso donde la marea se representa por una constituyente.
= Un caso donde la marea se representa por M constituyentes

» Un caso que corresponde a la aplicacion del anélisis sobre un registro del nivel del mar.

Asimismo, para simplificar la notacién, comenzaremos asumiendo un registro continuo y luego incorporaremos
un registro discreto, siguiendo el algoritmo propuesto por Foreman (1977), que es explicado paso a paso para
facilitar la comprension del dlgebra. Los datos de entrada para este analisis son el registro del nivel del mar y
las frecuencias de los movimientos astronémicos.

9.3.1. Analisis para una constituyente de marea

Supongamos que se cuenta con un registro continuo que representa el nivel del mar, denominado z (t), y
que queremos aproximar el registro mediante una sinusoide cuya expresion es:

2 (t) = Co+ Acos (wt — @), (9.3.1)

donde la frecuencia w se asocia a uno de los movimientos astronémicos, denominados también constituyentes
armoénicos, que generan la marea (y por tanto es conocida), Cy es el nivel medio del mar, A es la amplitud y ¢
el desfase. Algunos de los constituyentes mas importantes se muestran en la Figura 9.3.1 . La idea del anélisis
arménico es minimizar la diferencia entre el registro y su aproximacién. Si definimos el error en cada instante
como & (t) = {z (t) — 2 (t)}?, entonces el error total para todo el registro es

t1
E= [{z () — 2 (t)}ﬂ dt, (9.3.2)
to
donde to y t1 representan el tiempo de inicio y fin del registro, respectivamente, y la potencia cuadritica se
utiliza para evitar la cancelacién de diferencias de distinto signo a lo largo del registro. Combinando (9.3.1) y
(9.3.2)

E = /ttl [{z (t) — Co — Acos (wt — qb)}ﬂ dt, (9.3.3)

0

2http:/ /www.ioc-sealevelmonitoring.org/
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Figura 9.3.1: Suma de armdnicos para una serie mensual, donde se muestra el efecto acumulativo de incluir
mas constituyentes en la suma. Modificado de Pugh & Woodworth (2014).
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donde los parémetros utilizados para minimizar el error E son Cy, A y ¢;. Para facilitar el lgebra, se recurre
a la identidad trigonométrica

Acos (wt — ¢) = Acos (wt) cos (¢) + Asin (wt) sin (¢) = C cos (wt) + S sin (wt) , (9.3.4)
con
C = Acos(¢); S = Asin(¢). (9.3.5)
De esta forma, las nuevas incégnitas C' 'y S no son parte del argumento de las funciones trigonométricas.
Combinando (9.3.3) y (9.3.4):
t1
E = {z (t) — Cy — C cos (wt) — S sin (wt)}? dt, (9.3.6)
to
donde los parametros que se utilizan para minimizar el error total son Cy, C y S. En términos matematicos, la
minimizacién implica el cumplimiento simultaneo de las siguientes expresiones

dE 0 dE o: dE

acy ac 7 ds
sistema que consiste en 3 ecuaciones para 3 incognitas, es decir, el sistema tiene solucién. Recurriendo a (9.3.6)
implica

=0; (9.3.7)

jg) /tol 2{= () — Co — C cos (wt) — Ssin (wh)} {—1}] df =
Z—g = /tol [2{z (t) — Cy — C cos (wt) — Ssin (wt)} {— cos (wt)}] dt = 0, (9.3.8)
% = /to1 [2{z (t) — Cyp — C cos (wt) — Ssin (wt)} {—sin (wt)}] dt = 0.

Para facilitar la solucion del problema, recurrimos a las matrices. Con simple lgebra, estas expresiones pueden
escribirse como
1 t1

t1 t1
Co / dt+C cos (wt) dt + S sin (wt) dt = / z (t) dt,

to to to to
t1 11 t1 t1
Co / cos (wt) dt + C cos? (wt) dt + S sin (wt) cos (wt) dt = / z (t) cos (wt) dt, (9.3.9)
Ji t Jt t
Otl Otl i t1 (;1
Co / sin (wt) dt + C sin (wt) cos (wt) dt + S/ sin? (wt) dt = / z (t) sin (wt) dt,
to to to to

lo que en forma matricial se escribe como

ttol dt ttl cos (wt) dt fttl sin (wt) dt Co f z(t)dt
ft cos (wt) dt ft cos? (wt) dt ftt sin (wt) cos (wt) dt c ;= ft ) cos (wt) dt
' sin (wt) dt ' sin (wt) cos (wt) dt " sin? (wt) dt S ) sin (wt) dt
to to o

(9.3.10)
donde la matriz cuadrada, denominada M en adelante, contiene informacidn de la frecuencia de la sinusoide, el
vector {z} = {Cy,C, S}' corresponde a las incégnitas y el vector del lado derecho de la ecuacion, denominado
{b} en adelante, contiene informacién del registro. Notar que esta estructura se repetird cuando incluyamos
mas constituyentes armdnicas en el andlisis. Esta ecuacion se puede escribir simbdlicamente como sigue

M {z} = {b}. (9.3.11)
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Para despejar el vector de incégnitas en (9.3.11), se debe multiplicar por el lado izquierdo con la inversa de la
matriz

(M™'M) {z} = M {b}, (9.3.12)
lo que, debido a la identidad I = MM, finalmente da el resultado

{z} =M1 {b}. (9.3.13)

Este resultado indica que para obtener una solucién, debemos invertir la matriz M, la que no debe ser (exacta-
mente o aproximadamente) singular, pues en dicho caso la inversion no es posible. Para el caso discreto veremos
que, debido al alto costo computacional que demanda la inversion de matrices, en algebra lineal se utiliza la
factorizacion como alternativa. Una vez encontrado el vector de incognitas, recurrimos a (9.3.5) para encontrar
la amplitud y el desfase de la sinusoide

A=+C?%+ 5% ¢ = arctan <g> ) (9.3.14)

con lo que la expresion (9.3.1) queda completamente definida. Al final de este anexo se presenta un ejemplo de
aplicacién del ajuste de una constituyente arménica a datos de marea.

9.3.2. Analisis para M constituyentes de marea

Consideremos ahora que el registro puede ser expresado matematicamente como la sumatoria de una serie
de M términos arménicos

M
2(t)=Co+ Y _ Ajcos(wit — ), (9.3.15)

j=1
donde las frecuencias w; son conocidas, en tanto que el nivel del mar Cy, las amplitudes A; y los desfases ¢;
son incégnitas. En este caso, el error total (9.3.2), recurriendo a (9.3.4), es

2
M M
E= / 2(t) = Co— Y Cjcos(wjit) — Y Sjsin(wjt) o dt, (9.3.16)
j=1

=1

donde se han eliminado los limites de la integral para que las ecuaciones sean mas simples de leer. En este caso
los pardmetros a minimizar son el nivel medio del mar Cy, y los coeficientes C; y S;. En términos matematicos,
la minimizacién implica el cumplimiento simultaneo de las siguientes expresiones

OF oFE oF

0Cy oC; 0S;
sistema que consiste en 1 + 2M ecuaciones para 1 4+ 2M incdgnitas, es decir, el sistema tiene solucién. Para
evitar confusiones en la comprensién del dlgebra, reescribiremos el error en forma extensiva

0; 0; 0, (9.3.17)

E = /{z (t) — Cy — C cos (wit) ... — Cpy cos (wart) — Sy sin (wit) ... — Syssin (wart) } dt. (9.3.18)
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Luego (9.3.17) se escribe como

0= / [2{z (t) — Cyp — C1 cos (wit) ... — Cps cos (wprt) — St sin (wit) ... — Sarsin (wart) F {—1}] dt,

(9.3.19)

0= / [2{z(t) — Co — Cicos (wit) ... — Ciy cos (wpt) — Sy sin (wit) ... — S sin (wart) } {— cos (w;t)}] dt,
(9.3.20)

0= / [2{z(t) — Co — Cicos (wit) ... — Cips cos (wprt) — Sy sin (wit) ... — S sin (wart) } {—sin (w;t)}] dt.
(9.3.21)

Con algo de algebra
Cg/dt+C'1/cos (wit) dt...+C’M/cos (wpst) dt

LS / sin (wit) dt... + St / sin (wart) dt — / S dt, (9.3.22)

Co / cos (wj;t) dt + Cq /cos (wit) cos (wjt) dt... + Ciy / cos (wart) cos (wjt) dt
+51 /sin (wit) cos (wjt) dt... + Sy / sin (wpst) cos (w;t) dt = /z (t) cos (wjt) dt,
(9.3.23)
C’o/sin (wjt) dt + Cy /cos (wit) sin (w;t) dt... + C’M/cos (wart) sin (w;t) dt

+S1/sin (wit) sin (w;t) dt...SM+/sin (wart) sin (wjt) dt = /z(t) sin (w;t) dt.

(9.3.24)
Sea
cr = /Cos (wpit) dt, S = /sin (wpt) dt,
cej = /cos (wgt) cos (wjt) dt, 581 = /sin (wgt) sin (wjt) dt, (9.3.25)
sCrj = /sin (wit) cos (wjt) dt, CSpj = /cos (wit) sin (wjt) dt.
El sistema se escribe en forma matricial como
-fdt cp - cMm IRREE SN | Co [z (t)dt
¢, ccyp -+ cep1l SCi1 - SCMi & [ 2z (t) cos (wit) dt
cM CCiM cct CCMM SCIM cc SCMM Cu =14 [z(t)cos(wnt)dt (9.3.26)
$1  €S11 - CSyp1 8811 -+ 8SM1 S1 [ 7z (t) sin (wit) dt
| sy csim - CSMM SSIM ccc SSMM | S [z (t)sin (wit)dt |

Al igual que para el caso de una sinusoidal, la matriz cuadrada contiene informacién de las frecuencias de
las constituyentes armdnicas, el vector que la multiplica corresponde al de las incégnitas y el vector del lado
derecho de la ecuacién contiene informacion del registro. Esta ecuacion se puede escribir simbélicamente como
M {z} = {b} y su solucién viene dada por {x} = M1 {b}.
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9.3.3. Analisis discreto

Sea i = 1,...,N la cantidad de datos temporales de una serie de tiempo de nivel del mar z (t;) = z
proveniente de un registro, donde t; = i/At es el tiempo y At el intervalo de tiempo constante de la serie. Para
este caso, el analisis arménico se reduce a:

- - N
f dt c1 e cM S1 cee SN Cy Zizl %
N
c1 cci1 - ceypi o SCil - SCpM C1 > iy zicos (wit;)
N
cM CClM cc+ CCMM SCIM c SCMM Cm p =19 Yioqzicos(wmty) ¢, (9.3.27)
$1 cs11 o CSM1 o SCi1 ccc SSMI S1 SN | zisin (wit;)
| sy sty o esym ssim o ssum | | Swm SN zisin (wit;)

donde ,

N N
cp = Z cos (wit;) , S = Z sin (wit;) ,
i=1 i=1

N N
copj = Zcos (wits) cos (wjts) 8Sp; = Z sin (wxt;) sin (w;t;) (9.3.28)
=1 =1
N N
sCrj = Z sin (wgt;) cos (wjt;) , CSkj = Z cos (wgt;) sin (w;t;) .
i=1 i=1

Al igual que para el caso continuo, esta ecuacion se puede escribir simbélicamente como M {z} = {b} y su
solucion viene dada por {x} = M1 {b} . La matriz M sélo depende de las constituyentes escogidas para hacer
el anélisis arménico y se construye a partir de sumatorias de arménicos. El vector {b}, en contraste, contiene
informacién de la sefial y de las constituyentes armdnicas. En la practica, la inversion de matrices es una
operacién cuyo costo computacional crece exponencialmente con el nimero de elementos que la constituyen.
En &lgebra lineal existen técnicas de factorizacion que eluden la inversién de matrices y que son cominmente
incorporadas en programas especializados. Por ejemplo, para resolver la expresion M {x} = {b}, Matlab, utiliza
la expresion {x} = M\ {b} que se basa en diferentes tipos de factorizacion segiin sea la estructura de la matriz.

9.3.4. Ejemplo de aplicacion

Desarrolla un algoritmo basado en el método de los minimos cuadrados para ajustar una sinusoide de 12.42
horas de periodo al registro Mareasenal.txt.

Solucion: La estructura del registro Mareasenal.txt es la siguiente:

0.0 0.66114255
1.0 0.443910539
2.0 0.618800631
3.0 0.561869322

7200.0 -0.3985563142

Donde la primera columna corresponde al tiempo en minutos y la segunda al nivel del marea en [m NRS].
El algoritmo en Matlab es el siguiente:
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data = load(’Mareasenal.tzt’);

t = data(:,1);

z = data(:,2);

[N1 ¥2] = size(data);
t0 = t(1);

tl1 = t(end);
T = 12.42%60;
w = 2+pi/T;

NV = zeros(3,3,N1);

N(1,1,:) = ones(1,N1);
N(1,2,:) = cos(w*t);

N(1,3,:) = sin(w*t);

Ne2,1,:) = N(1,2,:);

N(2,2,:) = cos(wxt).*cos(w*t);
N(2,3,:) = sin(w*t). *cos (w*t);
N(3,1,:) = N(1,3,:);

N(3,2,:) = N(2,3,:);

N(3,3,:) = sin(wxt).*sin(w*t);
b(1,1) = sum(z);

b(1,2) = sum(z.*cos(w*t));
b(1,3) = sum(z.*sin(w*t));

N = zeros(3,3);

for v = 1:3

for 7 = 1:3

M(i,9) = sum(N(3,7,:));
end

end

z = M\b’;

Co = z(1);

C =x(2);

S = z(3);

4 = sqri(C-2 + §°2);

fi = atan(8/C);

za = Co + A*cos(w+t-fi);

figure(’position’, [100 100 800 350]);

plot(t/60,z,°m.’);
hold on

plot(t/60,za,’r-’, linewidth’,2);

zlabel (’t [hr]’)

ylabel (’z [m NRS]’)
grid on

legend(’Data’, ’Ajuste’)
title(’Sefial de marea’)

El resultado se presenta en la Figura 9.3.2.
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CAPITULO 9. ANEXOS
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Figura 9.3.2: Analisis arménico de una sefial mediante una constituyente armdnica.
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Figura 9.3.3: Pato Winckler, por José Gonzalez-Ondina.



