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Resumen

El objetivo de este trabajo es evaluar la posible dependencia que los Sistemas
S de Lewis hayan mantenido con respecto a la Regla de Necesariedad (RN),
propuesta por Godel en “Una interpretacion del calculo conectivo intuicionista”
(1932). RN resulta ser una herramienta especialmente ttil para simplificar la
inferencia en sistemas modales equivalentes a los Sistemas S de Lewis. Para ello,
se analiza la formulacién del Sistema de Implicaciéon Estricta y de los Sistemas
S, asi como la demostracién de RN (no debilitada) de McKinsey y Tarski, para
S4. También se examinan las propuestas de sistemas modales equipotentes a los
Sistemas S que incorporan RN, principalmente los Sistemas de Lemmon, y los
teoremas presentados por Lewis y Langford en el Capitulo VI de Symbolic Logic,
con el fin de corroborar que RN no haya sido asumida de manera intuitiva. Las
principales conclusiones son que el Sistema S4 logra prescindir de RN sin que ello
implique un costo para la inferencia. Las razones se basan en la formalizacién del
Sistema de Implicaciéon Estricta, utilizando la funcién de Implicacién Estricta
y el Modus Ponens Estricto (que muestra que el Sistema no es una extension
conservativa estandar del Célculo Proposicional), las consecuencias de los
teoremas (p — q) — (p D q) y (-0 -0 -p) — (- o-p = p), asi como los
resultados de incorporar el Axioma de Becker (C10) a S1.
Tangencialmente, el trabajo enuncia algunos debates filoséficos, relacionados
con los cuestionamientos a los sistemas modales, en los que el caracter intuitivo



de RN es un tema de interés. Se asume que la investigacion abre espacios a
sugestivas interrogantes. Una de ellas consiste en la clarificacién del rol que
desempenia RN para satisfacer el criterio de normalidad en un sistema modal.
En particular, si dicha regla se requiere explicitamente como herramienta de
inferencia o como consecuencia metaldgica.

The aim of this work is to evaluate the possible dependence that Lewis’ S

Systems have maintained with respect to the Necessitation Rule (NR), proposed
by Godel in “Una interpretacién del célculo conectivo intuicionista” (1932).
NR turns out to be an especially useful tool for simplifying inference in modal
systems equivalent to Lewis S Systems. To do this, the formulation of the Strict
Implication System and Systems S is analyzed, as well as the demonstration of
NR (not weakened) by McKinsey and Tarski, for S4. The proposals for modal
systems equipotent to the S Systems that incorporate NR are also examined,
mainly the Lemmon Systems, and the theorems presented by Lewis and Langford
in Chapter VI of Symbolic Logic, in order to corroborate that NR has not
been assumed intuitively. The main conclusions are that System S4 manages to
dispense with NR without implying a cost for inference. The reasons are based on
the formalization of the Strict Implication System, using the Strict Implication
function and the Strict Modus Ponens (which shows that the System is not a
standard conservative extension of the Propositional Calculus), the consequences
of the theorems(p — ¢q) — (p D q) y (mo -0 -p) — (mo—-p = p), as well as
the results of incorporating the Becker Axiom (C10) to S1.
Tangentially, the work states some philosophical debates, related to the questions
of modal systems, in which the intuitive nature of NR is a topic of interest. The
investigation is supposed to open spaces for suggestive questions. One of them
consists of clarifying the role that NR plays in satisfying the normality criterion
in a modal system. In particular, whether such a rule is explicitly required as a
tool of inference or as a metalogical consequence.
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1 Antecedentes de la Investigacion

1.1 Planteamiento del Problema

En general, la logica modal se entiende como un conjunto de sistemas formales que
procuran aprehender las nociones de “necesidad” y “posibilidad” (a las que se agregan
las de “imposibilidad” y “contingencia”). De manera equivalente, se la concibe como
una extensién (conservativa) de la légica clésica para darle un caracter capaz de tratar
enunciados sobre lo necesario y lo posible, asi como de expresar sus interrelaciones. Las
ideas que subyacen a los sistemas modales son de antigua data, encontrandose algunas
orientaciones preliminares en los analisis de Aristoteles acerca de declaraciones que
contienen las expresiones “necesario” y “posible”. También destaca historicamente la
definicién de “necesidad” de Leibniz, abordada en términos de “mundos posibles”. Sin
embargo, lo cierto es que la formalizacion de la logica modal comenzé un desarrollo
vertiginoso a partir de fines del siglo XIX. Entre los l6gicos que contribuyeron a tal
empresa encontramos a Mc Coll, Lewis, Langford, Lemmon, Carnap y Kripke, cuyos
respectivos trabajos constituyen el fundamento de sistemas coherentes (consistentes)
y con propiedades definidas y explicitadas. Aunque, por otro lado, existen férreos
opositores a los sistemas modales. Entre ellos se encuentra Quine, quien ha cuestionado
su pertinencia desde al menos tres consideraciones: la confusién que conllevaria la
formulaciéon de la Implicaciéon Estricta en reemplazo de la Implicacion Material;
la prescindencia que puede realizarse de la légica modal para el progreso de la
formalizacion en logica, y las dificultades asociadas a la interpretacion de los sistemas

modales (al respecto véase Haack, 1991).

Sea como sea, el simbolismo modal y la teoria de modelos asociada a los sistemas
modales, han sido empleados en campos externos a la logica misma. Un caso se observa
en la teoria informatica, en la cual estos avances contribuyeron a la formalizacién
del razonamiento respecto del comportamiento de programas y de las propiedades

dindmicas de las transiciones de estados (Goldblatt, 2005).



En la actualidad, disponemos de una comprensién profunda acerca de diversos sistemas
de l6gica modal. Fue principalmente a partir de las investigaciones llevadas a cabo por
Lewis y Langford a comienzos del siglo XX que se establecieron los fundamentos del
sistema de Implicacién Estricta y de los Sistemas S, los que oscilan entre S1 y S5, y que
constituyen un logro significativo en el conocimiento de los resultados susceptibles de
alcanzarse en logica modal proposicional conforme adoptemos determinados axiomas
y alberguemos determinadas reglas de inferencia. Con ello, no sélo se han formalizado
las ideas mas elementales acerca de las nociones modales, sino que es factible obtener
resultados que distan de la vision intuitiva al respecto. Por poner un caso, la iteracion de
modalidades o modalidades reiteradas, tal como son susceptibles de ser trabajadas en
S4 y S5. Desde una aproximacion filoséfica anterior a esta formalizacion no son del todo
claras, por ejemplo, las consecuencias de asumir que una proposiciéon necesaria resulte
necesariamente necesaria o de asumir que la posibilidad de una proposicién la vuelve
necesariamente posible. En otros sistemas complementarios, como es el caso del Sistema
Brouweriano, es factible formalizar la idea relativa a la necesidad de la posibilidad de

una proposicion afirmada.

De este conocimiento, adquirido tras décadas de investigacién, hoy en dia tomamos
como dato la diferencia entre aquellos sistemas modales denominados “normales” y los
sistemas “no normales”. La distincién se atribuye a Kripke (1963, 1965), para quien
un calculo proposicional modal (o sistema modal axiomético) es normal si y sélo si
contiene los axiomas que denominaremos Al y A3 (a estos axiomas respectivamente
se los conoce también como T o M y K), y contiene las dos reglas de inferencia que
pasamos a detallar, las cuales denominaremos R1 y R2 (respectivamente, Modus Ponens

y Necesariedad [RN]):



Al.OAD A

A2.0(A D> B) > (HADOB)
R1.SiF Ay +F A D B, entonces - B
R2 o RN. Si + A, entonces - A

Sin embargo, en la actualidad, debido a la idea de Goédel (1932/2006) relativa a la
traducibilidad de las nociones y férmulas de la logica conectiva intuicionista en una
expansion de la légica clasica, todo sistema modal proposicional se sustenta en el
Célculo Proposicional (CP) axiomético propuesto por Russell y Whitehead (1910/1981)
en Principia Mathematica (PM). De tal manera, una forma equivalente de definir a los

sistemas modales normales es como el resultado de la unién de los siguientes elementos:

(PM) + (A1) + (A3) + (R1) + (R2)

Entre los sistemas modales normales encontramos S4 y S5 de Lewis, y los Sistemas
P de Lemmon. Como se observara, la regla R2 (en lo sucesivo “RN”) es la tnica de
caracter modal y, de hecho, constituye parte del criterio de normalidad de un sistema.
Respectivamente, un célculo proposicional modal (o sistema modal axiomatico) es no
normal cuando no se satisface RN, regla que se ha castellanizado como “Necesariedad”.
En opiniéon de Kripke (1965), tales sistemas resultan ser menos naturales, aunque
no por ello menos “elegantes” tedricamente. Entre tales sistemas encontramos, por
ejemplo, a S2 y S3 (siendo igualmente no normal el més débil de ellos: S1). Y si bien es
cierto que A3 (Axioma K) colapsa en determinados sistemas no normales, la propiedad
fundamental en la distincién atane a la factibilidad de disponer de R2. Regla respecto
de la cual se tiene el primer antecedente formal en la breve ponencia de Godel titulada
Una interpretacion del cdlculo conectivo intuicionista, publicada en FErgebnisse eines
mathematischen Kolloquiums en 1932, con el proposito de establecer la conjetura de
que una férmula cualquiera es valida en el cdlculo de Heyting si y sélo si su traduccion,
en un calculo proposicional ampliado, es deducible a partir del Sistema Y. Este sistema

se constituye por tres axiomas y la nociéon “p es demostrable”, que en la ponencia



original se simboliza como Bp y que representa la ampliacién antes mencionada de la

logica conectiva tradicional.
Los axiomas del Sistema ' son:
Al.BpDp

A2. Bp D (B(p D q) D Bq)

A3. Bp D BBp

A esto se agregan las reglas de inferencia de la légica conectiva usual (CP) para las
funciones veritativas: =, A, D y V, ademas de la que para entonces se presentara como

nueva regla de inferencia: “a partir de ¢ puede inferirse B¢”.

Con todo, lo relevante del antecedente radica en que, hasta antes de la publicacion de
Godel (1932/2006), los trabajos de Lewis ya contenfan avances hacia la consecucion de
S4 y S5, sistemas que hoy sabemos que son normales. Las menciones iniciales acerca
de estos sistemas se encuentran principalmente en los apéndices de Symbolic Logic de
Lewis y Langford (1932/1959), para luego adquirir una nueva fundamentacion a partir
del trabajo de Lemmon (1957) y de otros de similares caracteristicas. Sin embargo,
tal como se vera en la presente investigacion, la nueva fundamentacion del Célculo
Proporcional Modal tampoco resulta ser clara en la distincion entre sistemas normales
y no normales. Se sigue, entonces, el legitimo cuestionamiento acerca del estado de
la Regla de Necesariedad en las propuestas de Lewis y Langford, para lo que resulta
valioso, a este respecto, el dato histérico que presentan Hughes y Cresswell (1973: 198,
especificamente en nota 216), quienes conjeturan que la primera demostracién de que
RN es una regla en S4 parece corresponder a la ofrecida por McKinsey y Tarski en
1948. Si esta hipotesis fuese correcta, cabe preguntarse por el tratamiento de la regla en
cuestion hasta antes de la publicacion de Godel, en todos los sistemas modales normales
en desarrollo y, en particular, en los Sistemas S4-5. ; Es del todo claro, a priori, que la
“maquinaria” mediante la que se erigen los Sistemas de Lewis permite prescidir de RN?

Y si esto fuese asi, jpor qué se considera, entonces, que RN es un criterio de normalidad,



si, en efecto, sistemas normales como S4-5 pueden obtenerse sin ella? Por el contrario,
si RN resulta, de algiin modo, imprescindible para los sistemas S4-5, jcémo es que no
se repard sobre ello? ;Es que acaso se trata de un prejuicio filoséfico de Lewis y de sus
contemporaneos, quienes resultaron proclives a presuponer la Regla de Necesariedad o
a asumirla, al menos intuitivamente, como verdadera dada su simplicidad y su caracter
(posiblemente) autoevidente? Esta constituye una pregunta legitima y su respuesta
requiere de una inspecciéon detallada del trabajo originado para la formalizacion de
los actuales sistemas proposicionales modales. Ademas, el cuestionamiento posee un
componente estrictamente l6gico pero también otro filoséfico e historico asociado. No
es menor reparar en que el caracter intuitivo de RN queda de manifiesto en el mismo
momento en que se formaliza como parte del Sistema 3 de Godel (1932/2006). Ni éste,
ni sus contemporaneos inmediatos, dudaron de la aplicabilidad de la regla, y no fue sino
hasta méas de 15 afios después que RN (en su version estricta) serfa demostrada para

S54.

En su dimension logica, la investigacion que se propone demanda del estudio de
los Sistemas S propuestos principalmente por Lewis y Langford, y, luego, de los
sistemas propuestos con posterioridad, como, por ejemplo, el trabajo de Lemmon.
Ello procurando determinar si en la formulaciéon de los Sistemas de Lewis es factible
prescindir de RN como regla de inferencia o si, por el contrario, la misma fue
presupuesta de manera intuitiva. En su dimensién filosofico-histérica, la investigacion
supone la capacidad de contextualizar el cdlculo modal moderno en una época
influenciada por el programa logicista y por determinadas concepciones con respecto a
las expresiones “necesario” y “posible”, las que tienen como exponentes reconocidos a

Quine y Carnap, entre otros.



1.1.1 Objetivos

1.1.1.1 Objetivo General

o Evaluar la dependencia que los Sistemas S de Lewis y Langford puedan haber
mantenido con respecto a la Regla de Necesariedad, formulada por Godel en Una

interpretacion del cdlculo conectivo intuicionista, del afio 1932.

1.1.1.2 Objetivos Especificos

o Describir las principales propiedades de los Sistemas de Lewis y Langford en sus
aspectos técnicos y filosoficos principalmente asociados a los cuestionamientos

sobre la Implicacion Material.

o Inspeccionar las derivaciones realizadas por Lewis y Langford en el desarrollo del
Sistema de Implicacion Estricta a fin de determinar si la Regla de Necesariedad

fue presupuesta o no.

o Contrastar la formulacion de los Sistemas de Lewis y Langford con la de los
Sistemas de Lemmon, en los que se incorpora la Regla de Necesariedad en sus

versiones debilitada y no debilitada.
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En lo que respecta a la técnica, la realizaciéon de los objetivos formulados demanda
tres acciones complementarias. En primer lugar, la seleccion y consecuente analisis
del material bibliografico central en torno a la formulacién inicial de la légica modal
moderna, es decir, como sistema axiomatico, y a sus avances sucesivos conforme a la
Regla de Necesariedad. En segundo lugar, se requerira presentar, de manera ordenada,
el desarrollo del Sistema de Implicacién Estricta —dentro de lo cual se considera el
debate en oposicion al Célculo Proposicional sustentado en la Implicaciéon Material—,
los Sistemas S de Lewis y Langford, la formalizacién de la Regla de Necesidad y los
antecedentes sobre el poder de inferencia que suministra para los sistemas modales
que la incorporan. Para esto tltimo se considera la formulacion de los Sistemas P de
Lemmon. En tercer lugar, el trabajo demanda la tarea de indagar sobre la posible
incorporacién intuitiva de la Regla de Necesariedad en los sistemas modales de Lewis,
algo para lo cual se deberan analizar sistematicamente las derivaciones del Capitulo
VI de Symbolic Logic y los apéndices de la misma obra. En caso de concluirse que no
existen elementos de juicio que permitan justificar una incorporacién intuitiva de la
regla en cuestion en la propuesta de Lewis y Langford, la presente investigacién debera

explicitar la “maquinaria” de inferencia en los Sistemas S que permite prescindir de

RN.

Como fuentes de informacion se recurre principalmente a los trabajos en légica modal
llevados a cabo por Lewis (1918), Lewis y Langford (1932/1959), McKinsey y Tarski
(1948), y Lemmon (1957). De manera complementaria, se analizan aspectos del Algebra
de Boole-Schroder, de sistemas formales modales debilitados y tematicas alusivas a los

cuestionamientos filoséficos sobre la enunciacion de los sistemas modales.
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2 La primera version del Sistema de Implicacién

Estricta de Lewis

2.1 Consideraciones preliminares acerca del Sistema de

Implicaciéon Estricta

El tratamiento formal de las nociones “necesario”, “posible” e “imposible” —ademas
de otras vinculadas— preocupé a la légica matematica moderna antes de los avances
de Lewis, encontrandose presente, por ejemplo, en los sistemas de Mc Coll, los que
fueron propuestos entre 1880 y 1906 (véase Goldblatt, 2005). Sin embargo, el Sistema
de Implicacion Estricta, desarrollado en A Survey of Symbolic Logic (1918), comporta al
menos dos rasgos de interés para su tiempo. Por una parte, muestra una formalizacion,
al menos inicial, de los elementos modales relevantes bajo la estructura de un Sistema
Axiomatico, algo que denota la impronta ejercida por Russell y Whitehead (1910/1981),
con la publicacion de Principia Mathematica. Asi entonces, la 1égica modal adquirid
fundamento a través del “Método Logicista” (es decir, como Calculo Ldgico), dejando
atrés la formalizacién que hasta ese momento habia predominado con recurso al Algebra
de Boole-Schroder (el trabajo de Mc Coll es un ejemplo caracteristico de ello). Por otro
lado, el Sistema de Implicaciéon Estricta apunté a aprehender formalmente la relacion
de implicacion légica, aproximandola al uso familiar que los agentes racionales parecen
hacer de ella. Expuesto al menos desde un matiz general, aquello tuvo una doble
intencion. Primero, sortear las paradojas de la Implicacién Material —asi llamada por
Russell-, tal como se desprenden del Calculo Proposicional en Principia Mathematica
y de los trabajos preliminares de Frege. Las mismas son observables en una serie de
teoremas que resultan a lo menos contraintuitivos y, como el mismo Lewis (1912, 1918)
declaré, inttiles y dudosos para ser tomados “seriamente” como principios de inferencia

deductival.

1'Una revisién més detallada se encuentra en Lewis (1912). En un breve articulo, el autor revisa un
numero amplio de teoremas que se desprenden de la regla de acuerdo con la cual una proposicion falsa

12



Algunos de estos teoremas “peculiares” son los siguientes:

Formula Descripcion
-pD (pDaq) Lo que equivale a decir que de una proposicién falsa se obtiene cualquier
proposicién.
gD (pDq) Lo que equivale a decir que una proposicién verdadera resulta implicada

por cualquier proposicién.

-(pDqg)Dp Lo que equivale a decir que si es falso que la proposicién p implique a la
proposicién q, tenemos que p es verdadera.

=(pDgq) D—q Lo que equivale a decir que si es falso que la proposicién p implique a la
proposicién g, tenemos que la negaciéon de q es verdadera.

=(pDq)D(pD—q) Lo que implica a decir que si es falso que la proposicién p implique a la
proposicién g, tenemos que p implica a la negacién de q.
PAg) D (D) A(gDp)) Lo que equivale a decir que si las proposiciones p y q son, ambas,
verdaderas, p implica q, y reciprocamente.
(=pA—=q) D ((r D) A (gDp)) Lo que equivale a decir que si las proposiciones p y q son, ambas, falsas, p

implica q, y reciprocamente.

Para Lewis (1918), tales teoremas, asi como varios otros igualmente distantes del
sentido comin, evidenciarian que un sistema sostenido sobre la Implicacion Material
contendra proposiciones que no admiten ninguna aplicacion para lo que se pretende
representar, desde una concepciéon intuitiva o natural, con la idea de “inferencia
valida”. Ello conllevd, en segundo lugar, a que el Sistema de Implicacién Estricta
fuera construido procurando desarrollar, precisamente, una nocién de “implicaciéon”
apropiada, la cual capturase de mejor manera el significado de “inferencia valida” y que
no permita la derivaciéon de proposiciones como las anteriores. El componente filoséfico
asociado a ello es de una indiscutida complejidad y no ha admitido una resoluciéon
tajante, incluso hasta nuestros dias. Baste con decir que, aunque podamos compartir
con Lewis que la elucidacién del significado de “inferencia valida” mantenga relacion
con el esclarecimiento de “implicacién”, no es suficiente con asumir que un requisito

del primero sea el abstenerse de aceptar teoremas intuitivamente dudosos. En algunos

implica cualquier proposiciéon y de la regla que establece que una proposicién verdadera se encuentra
implicita en cualquier proposicién. La posibilidad de que ambas reglas sean grandes absurdos, mas que
descubrimientos valiosos, justificé la oposicién Lewis a la Implicacion Material y la formulacién de su
propuesta alternativa (El Sistema de Implicacién Estricta).
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respectos la intuicién es un asunto demasiado exiguo como para tomarse por criterio
demarcatorio entre sistemas logicos, aunque se trate de sistemas preservativos de la
logica clasica. La falta de acuerdo filosofico sobre la eleccion entre Implicacion Material
e Implicacién Estricta lo justifica plenamente. Incluso, Lewis (1918, ver pags. 324 y
sigs. ) explicité que tal eleccién entre sistemas supone una peticién de principio, pues
asume un pleno conocimiento sobre “implica”, aquello que es precisamente lo que debe
esclarecerse. En la actualidad, el debate en la materia ha tomado un rumbo distinto.
Mas que concentrarse en la eleccién entre sistemas, se centraliza en la aceptacién o no
de la idea Implicacion Estricta y de sus consecuencias. Por ello, dos son las razones
que justifican el presente capitulo. Por un lado, el Sistema de Implicaciéon Estricta,
tal como fue establecido primeramente por Lewis (1918) y con posterioridad por
Lewis y Langford (1932/1959), adquiere valor intrinseco por la novedad que tuvo en
el tratamiento formalizado de las nociones modales, con sugestivas consecuencias para
extender la comprensiéon en torno al Célculo Proposicional Bivalente. Por otro lado,
las ideas albergadas en el Sistema de Implicacion Estricta tuvieron directo influjo en
el avance hacia los posteriores Sistemas S y en el tratamiento de las nociones modales
fundamentales: “necesario”, “posible” e “imposible”. Asi entonces, destinamos esta
seccién a exponer sus lineas argumentativas mds relevantes: (i) las ideas base del
Sistema de Implicacién Estricta y del tratamiento que hace de las nociones modales,
ademéas de las consecuencias que se desprenden de la capacidad del sistema para
contener al Sistema de Implicaciéon Material formalizado en Principia Mathematica;
(ii) las caracteristicas de los sistemas parciales contenidos en el Sistema de Implicaciéon
Estricta: Calculo de Consistencia y Célculo de Inferencia Ordinaria; (iii) las extensiones
que el Sistema de Implicacion Estricta admite para las funciones proposicionales. Una
perspectiva completa de las materias en discusién requiere de una revision integral de
A Survey of Symbolic Logic. Por consiguiente, aca se presupone cierta familiarizacion
con la logica proposicional bivalente, la teoria de funciones proposicionales, la idea de
sistema axioméatico y su diferenciacién con respecto al Algebra de Boole-Schréder, y el

Calculo Loégico basado en Implicacion Material, entre otras materias.
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2.2 Ideas Fundamentales del Sistema de Implicaciéon Estricta

(Lewis 1918)

En tanto Calculo Logico, el Sistema de Implicacién Estricta consta de ideas primitivas,

definiciones, axiomas y principios de inferencia. Las ideas primitivas son:

(i) Proposiciones, simbolizadas por las letras p, ¢, r, etcétera.
(ii) Negacién, simbolizada con —p (“p es falsa” o “es falso que p sea el caso”).

(iii) Imposibilidad, simbolizada con ~ p (“p es imposible”).

Caben algunos comentarios sobre (iii), idea que otorga el cardcter modalizado al
Sistema de Implicacién Estricta (al menos en su versién inicial) y con ello su diferencia
con aquellos sistemas basados en Implicacion Material. Primero, resulta relevante
senialar que la misma no adquiere un tratamiento formal original en los trabajos de
Lewis, encontrandose presente en los desarrollos logicos de Mc Coll. Sin embargo, su
incorporacién como parte del Sistema de Implicacion Estricta llevo a Lewis a sostener
que el mismo asume cinco valores de verdad y no dos como los sistemas logicos clasicos
(Principia Mathematica, por ejemplo). Naturalmente, esta consideracién dista del
punto de vista moderno sobre los sistemas de 16gica modal, en donde se ha establecido
la correcta diferenciacién entre funciones de verdad (enunciados alético-funcionales) y
operadores modales (véase Hughes y Creswell, 1973, pags. 31 y siguientes). Aun asi, es
relevante senalar que, segiin Lewis, los siguientes serian los valores de verdad asumidos

por el Sistema de Implicacién Estricta?.

2Un contrapunto importante se observa en Symbolic Logic de Lewis y Langford (1932/1959). En su
Capitulo VII, Truth-Value Systems and The Matriz Method, los autores fueron claros en senalar que
op, 7o p , etcétera —que arriba respectivamente se han representado como: = ~ p, ~ p, etcétera— son
funciones logicas, aunque no funciones de verdad. En la concepcién de estos légicos, pertenecientes
a una época en donde la Semantica de Mundos Posibles no se habia formalizado, una funcién de
verdad resulta ser aquella cuyo estado de verdad (su valuacién) se determina uinicamente por el de sus
elementos constitutivos (sus proposiciones atémicas). Desarrollaremos esta idea més adelante, cuando
explicitemos el contraste entre el Sistema de Implicacion Material y el Sistema de Implicacién Estricta.
Baste por ahora con advertir que, si op, = ¢p u otras férmulas modalizadas fuesen funciones de verdad,
la l6gica modal no seria conservativa de la légica clasica, al vulnerar su Principio de Bivalencia.
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p (“p es verdadero”);

(a
(

b) —p (“p es falso”);

(
(d
(e

)
)
c) ~ p (“p es imposible” o “es imposible que p sea verdadera”);
) =~ p (“es falso que p sea imposible” o “p es posible”);

)

~ —p (“es imposible que p sea falsa” o “p es necesariamente verdadera”).

(iv) Producto Légico, el cual simbolizamos por pxq, o bien pg. Cabe destacar que
conservamos la notacion original propuesta por el autor, reservando asi el simbolo
“A” (ampliamente usado en contextos de influencia anglosajona para denotar
conjuncion o producto légico) para la funcién de Suma Légica Estricta (tal como

méas abajo se muestra).

(v) Equivalencia, la cual simbolizamos como p = ¢. Se trata de Equivalencia Estricta,

conforme veremos a continuacion.

Estas cinco ideas preliminares permiten la generacion de las siguientes definiciones, las
que toman a las funciones de negaciéon y producto légico como primitivas, ademas de

la nocion modal de imposibilidad:

D1. Consistencia: po g =4 = ~ (pq) Si ~ (pq) equivale a “es imposible que p y ¢ sean
ambas verdaderas”, notaremos que p o ¢ equivale a “es posible que p y ¢ sean ambas

verdaderas”3.

D2. Implicacién Estricta: p — g =4~ (p—q). Este operador modal capta la idea de
vinculacion logica. Expresa la imposibilidad de que p sea verdadera sin que q también
sea verdadera. Aclaramos que la simbologia para la Implicacién Estricta, en el presente

trabajo, difiere de la empleada por Lewis.

D3. Implicacién Material: p D g =4 =(p—q)

3La idea de posibilidad que se define como — ~ p y puede derivarse de manera simple a través de
la definicién de Consistencia. Sea: pop = = ~ (pp). Luego, sustituyendo ¢ por p en A2 (ver axioma a
continuacién), tenemos pp — p (ver definicién de Implicacién Estricta a continuacién). Considerando
A3 y D3 (ver a continuacién), tenemos inmediatamente pp = p. Se sigue, pop = = ~ p.
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D4. Suma Légica Estricta (Disyuncién Estricta): p A ¢ =4 =(—p—q)

D5. Suma Légica Material (Disyuncién Material): p + ¢ =4 =(—p—q)

D6. Equivalencia Estricta: p = ¢ =4 (p — q)(q — p)

D7. Equivalencia Material: p= ¢ =4 (p D q)(¢ D p)

Los axiomas (o postulados) del sistema son los siguientes ocho:

Al. pg— qp

A2.gp—p

A3.pp—p

A4. p(gr) — q(pr)

A5. pr— =(=p)*

AG. (p—q)lg—7)— (p—T)

A7. ~p»— —p

Ahora bien, sélo con fines histéricos hemos mantenido este axioma (A8). No obstante,
el mismo permite la derivacion de (~ ¢ —~ p) — (p — q), teorema que, si bien
es consistente con los otros postulados del Sistema de Implicacién Estricta, resulta
incompatible con el significado primitivo de “imposible” y contradice la distincién
entre “imposibilidad” y “falsedad” (asunto insostenible para Lewis, por destruir los
fundamentos de los sistemas 16gicos modales). En particular, conduce a ~ p = —p.
La problemética de A8 fue descubierta por E. L. Post, obligando a Lewis a corregir la

formulacion inicial del sistema y a ajustar, entre otros asuntos, la seccion de A Survey of

Symbolic Logic destinada a mostrar que el Sistema de Implicaciéon Material de Principia

4En un breve articulo, McKinsey (1934) demostré que A5 es derivable de A1-3 y A6. Este resultado,
aunque no de manera concluyente, estd implicito en los grupos de Lewis que serdn revisados en el
capitulo siguiente. La demostracion de McKinsey consiste, en primer lugar, en derivar los siguientes
tres teoremas (con sustento en A1-3 y A6): T1. p — p, T2. pg = gp, T3. =(—p) — p. Luego, es posible
obtener p — —(—p)
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Mathematica esta contenido en el Sistema de Implicacién Estricta. Tal necesidad de
enmendacion se suscita, precisamente, de la dependencia de algunas demostraciones con
respecto al teorema (~ ¢ —~ p) — (p — ¢). Quien mantenga interés en profundizar en
esto puede consultar Lewis (1920). A continuacién mostraremos como (~ g —n~ p) —
(p = q) conduce a anular la diferencia entre “imposibilidad” y “falsedad”. El teorema
en cuestion tiene numeracion 2.21 en el Capitulo V de A Survey of Symbolic Logic, la
cual mantendremos (pag. 297). Para todas las otras definiciones, axiomas o teoremas
empleados en la demostracién, recurrimos a la forma en que se han identificado en
la presente exposicion (recordamos que recurrimos a la notacién original de Lewis,
actualmente en desuso). Se comprenderd, entonces, por qué en Symbolic Logic, la
formulacién del Sistema de Implicacion Estricta contempla como octavo axioma a

(p — q) — (~ g —~ p). Al respecto retomaremos en el siguiente capitulo.

p==p) = (~ =p)(= ~p): (6) {=p/q}
) =pp — (~ —p)(= ~ p): T1 (ver mas abajo) X 7
8) =p»— (~ —p)(— ~ p): T4 (ver mas abajo) X 8

— I~ I/~ /N
-

(10) (~ =p)(= ~ p) =~ =p: T3 {~ =p/p,~ ~p/q}

(11) [(9)(10)] = [p ==~ =p]: A6 {p/p, (~ —w)(= ~p)/q, (~ =p)(= ~ p,~ —p)/r}
(12) =p =~ (==p): (11) {-p/p}

(13) (12) = (=p >~ p): T1 (ver mas abajo) X (12)

(14) ~ p— —p: AT

(15) (13)(14) = (-p =~ p): D6
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Por su parte, A7 permite apreciar la vinculacién entre “imposibilidad” y “negacion”; y
con A8 justifican la subordinacién de las relaciones materiales a las relaciones estrictas
(en el sistema de Lewis). Ademads, Lewis (1918) mostré que A8 equivale al siguiente par

de axiomas:

El Sistema de Implicaciéon Estricta opera con las siguientes tres reglas para derivar

teoremas:

R1. Sustitucién. Cualquier proposicion puede ser reemplazada por p, g o r. Expuesto a
través de una concepcion moderna, dotada de mayor precision, la sustitucién equivale
a decir que una proposicion p resulta ser la interpretacion de una oracion g si y sélo si
puede obtenerse de ¢, reemplazando, en todos los casos, de la misma forma, las oraciones

atémicas componentes de ¢ por otras. Adicionalmente, debemos notar que:

Si p es una proposiciéon, entonces —p y ~ p son proposiciones.

Si p y ¢ son proposiciones, entonces pg (o bien pzq) es una proposicion.

R2. Inferencia: Si p y p — ¢ son afirmadas, entonces se concluye ¢. Es importante
advertir que, en el Sistema de Implicacién Estricta, la Regla de Inferencia (R2) no se
asume para la Implicaciéon Material. Esto lo distancia de otros sistemas en que los que
se dispone de Modus Ponens (para implicacién material), como es el caso del Calculo
Proposicional desarrollado en Principia Mathematica y en las extensiones modales de
Lemmon (1957). En lo sucesivo, ello, entre otras cosas, nos llevard a concluir que los

Sistemas S resultan conservativos en una versiéon no estandar de la Logica Clésica.

R3. Produccién (igualmente conocida como Adjuncién o Producto Légico): Sipy ¢ son

independientemente afirmadas, entonces pq es derivable.
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2.3 Algunas derivaciones importantes en el Sistema de

Implicaciéon Estricta

Si bien no nos abocaremos a la tarea de presentar un detalle de los teoremas que
el mismo Lewis (1918) obtuvo como parte del Sistema de Implicacién Estricta, si
concentraremos nuestra atenciéon inicial en un pequefio nimero de derivaciones. En
particular, en aquellas que permiten demostrar que los postulados utilizados para la
fundamentacion del Célculo de Consistencia y del Calculo de Inferencia Ordinaria son
consecuencia del Sistema de Implicacién Estricta (ver pags. 316 y sigs.). De tal manera,
la exposicion que sigue no se apega a la secuencia de derivaciones seguida por Lewis y,
consecuentemente, la numeracion de teoremas aqui empleada tampoco corresponde a
la del autor. En A Survey of Symbolic Logic se muestra que el Sistema de Implicacion
Material desarrollado en Principia Mathematica es derivable a partir del Sistema de
Implicacion Estricta, lo cual tiene algunas sugestivas consecuencias, respecto de las
cuales nos referiremos en lo que sigue. Advirtiendo que en A Survey of Symbolic Logic
estdn las demostraciones de los teoremas que aqui enumeraremos entre T1 y T13 (ver

péags., 296 y sigs.), los mismos seran considerados sin explicitar su prueba:

Tl.p=—-—p T6pANqg=-pr—gq T11. pg —pogq

T2. pg = qp T7.poq=—-(p— —q) T12. [(pg) — (rs)] — [(poq) — (ros)]
T3. pg— p T8.(p=¢q) = (p— q)(g—p) T13. [(pq) — (rs)] — [(pq) — (rs)]

T4. pp=1p T9. (—p — q) — (g — p)

T5. gop——~p T10. p(gr) — q(pr)
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Dado lo anterior podemos obtener los siguientes teoremas:

T14. pAg=—(—po—q)

) =(=po—q) ===~ (=pq): D1 {=p/p,=q/q,~(=po —q)/(-po—q)}
) =(=po—g) =~ (=pq): (1) X T1

) =(mpo—q) =pAg (2) X D4

4) pAg=—(=po—q): (3) X Eq.

T15. p— q=—(po—q)

(1) p— q=~ (p—q): D3
(2) pr—q=-(=~(pmq): (1) X T1
(3) p—q=—(po—q): (2) XD1

T16. (pogq) = (gop)

(1) pog=-~(pg): D1
(2) (pogr— =~ (pg))(—~ (pg) — pogq): (1) X D7

(3) (pogr =~ (pqg)): (2) XT3 {pogr =~ (pg)/q,~ ~ (pg) — poq/q}
(4) pogr——~(gp): (3) X T2

(5) pogr—qop: (6) X D1

T17. = ~p— (pop)

(1) pop = neg ~ pp: D1 {q/p}

(2) (pop——~~pp)(—~pp—pop): 1 X D6

(3) (pop—= = ~pp)(m~pp—pop)— ~~pp—pop: (2) XA2{ppop — ~ ~
pp/q,—~ ~ pp — pop/p}

(4) ~~pp—pop: (2) X (3)X R2

(5) = ~pr—pop: (4) X T4
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T18. (pg —rs) = (pog—ros)

(1) [(pg — rs)— (pogr—ros)|[(pog—ros)— pg—rs]: T12 X T13 X R3

(2) (pg—rs)=(pog—ros)’

Considerando, entonces, que todos los teoremas anteriores son derivables a partir de las
siete definiciones, ocho axiomas y tres reglas de inferencia que contempla el Sistema
de Implicacién Estricta, se hara evidente que los siguientes dos sistemas parciales
quedan contenidos en aquél. Como hemos senalado, al primero de éstos Lewis (1918)

lo denominé “Calculo de Consistencia” y consta, en particular, de las siguientes ideas

primitivas:
Proposiciones: p, q, ... Imposibilidad: ~ p Equivalencia Estricta: p = ¢
Negacion: —p Consistencia: p o ¢q

En cuanto a definiciones, el presente sistema parcial incluye las siguientes dos (en todos

los casos son definiciones para relaciones estrictas):

D1: p A g =4 —(—po—q)
D2: p— q =4 ~(po—q)

Los postulados o axiomas del sistema son los siguientes cuatro:

Al (poq)=(qop)

A2. = ~pr—pop

A3. qopr——~p

Ad. p=—-—p

Explicitamos que las dos definiciones y los cuatro axiomas anteriores son derivaciones

del Sistema de Implicacién Estricta. En efecto, D1 y D2 corresponden a los teoremas

14 y 15. Los axiomas entre Al y A4 corresponden, respectivamente, a los teoremas que

5Este teorema es derivable a partir de A8, razén por la cual fue eliminado de las sucesivas versiones
del Sistema de Implicacién Estricta.
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antes presentamos como T16, Th, T17 y T1. Las reglas de inferencia del sistema son

tres:
R1. Sustitucion

R2. Inferencia (definida en los mismos términos que en el Sistema de Implicacién

Estricta)

No obstante, para la formalizacién del Célculo de Consistencia, Lewis (1918) no asume
Produccién como tercera regla de inferencia. En su lugar, incorpora la transitividad de
la Implicacion Estricta, la cual se expresa en el sexto axioma del Sistema de Implicacién

Estricta. Tenemos entonces:
R3.Sip»— qy q— r, entonces p —r

De acuerdo con Lewis (1918), el Célculo de Consistencia presenta, entre otras, la
particularidad de prescindir de las relaciones materiales, distintas de p y —p, pudiendo
desprenderse los teoremas que exhiben analogias entre relaciones estrictas y materiales.
Sin embargo, es claro que un mayor interés capta el Calculo de Inferencia Ordinaria. El
mismo contiene las siguientes ideas primitivas (la tltima de éstas, referida a la Suma

Loégica Material, mantiene un rango de “opcional” en el sistema):

Proposiciones: p, g, ... Imp. Estricta: p — ¢ Eq. Estricta: (p=¢q) = (p — ¢)(¢ — p)
Negacién: —p Produccién: pq Suma Légica: p + ¢ = =(—p—q)
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Los axiomas del sistema son los siguientes ocho:

AL (=p—q) = (~¢ = p)
A2.pg—p

A3.p—pp

Ad. p(qr) — q(pr)

A5.p=—-—p

A6. (p—q)lg—1)— (p—7)
A7.pg—pogq

A8. (pg —rs) = (pogr—10s)°

Estos axiomas son, a su vez, teoremas derivables del Sistema de Implicacién Estricta o
axiomas del mismo. Anteriormente, los hemos identificado, respectivamente, como T9,
T3, A3, T10, A5, A6, T11, T18. En cuanto a las reglas de inferencia, el presente sistema
parcial mantiene las establecidas para el Sistema de Implicacion Estricta: Sustitucion,
Inferencia y Produccién. Para Lewis (1918), el Calculo de Inferencia Ordinaria resulta
mas cercano a la idea de “inferencia valida” que él presupone. En este caso, conserva el
Producto Légico, pero desestima la Implicaciéon Material, mientras que la Suma Légica
Material pasa a ser un recurso opcional. A juicio del autor, tales ideas complicarian
justamente la capacidad del sistema para aproximarse al presupuesto que él mantiene
sobre “inferencia valida”. Es interesante advertir que bajo el mismo argumento se
considera inapropiado sustentar el sistema recurriendo a las nociones de “necesario”,

“posible” e “imposible”, asumiéndose las siguientes analogias entre sistemas:

6Considerando las probleméticas producidas por A8 en la formulacién original del Sistema de
Implicacién Estricta, este axioma del Célculo de Inferencia Ordinaria (que, como hemos visto, es
teorema del Sistema de Implicacién Estricta) fue sustituido posteriormente por (pg — rs) — (pogq —
ros).
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Sist. Imp. Estricta Calculo Inferencia Ordinaria

~ D —(pop)opr— —p
~ =P —|(—|po—|p) o-p—p
—~p popo -(p—p)

Sin embargo, mas alld de estas cuestiones, lo relevante del Sistema de Inferencia
Ordinaria es que se hace cargo de uno de los criterios centrales a partir de los
cuales Lewis (1918) concibié la “inferencia vélida”: la inadmisibilidad de teoremas
contraintuitivos, como lo seria una parte significativa de aquéllos derivables a partir
de la Implicacion Material. En efecto, si el Sistema de Implicaciéon Estricta es
capaz de contener al Sistema de Implicacion Material, entonces aquél no escaparia
de la critica susceptible de realizarse respecto de la peculiaridad o inutilidad de
determinados teoremas que el sistema contiene. De ello a que, por una parte, sin el
establecimiento del Calculo de Inferencia Ordinaria, el Sistema de Implicacién Estricta
no sortearia las “falencias” de la Implicacion Material, manteniendo, paraddjicamente,
la probleméatica que da origen a su formalizacién. Por otra parte, el Célculo de
Inferencia Ordinaria, como el mismo Lewis (1918) advierte, presenta la peculiaridad
de sortear la “complejidad” objetable del Sistema de Implicacién Estricta, a la vez
que conserva la relacion de consistencia p o p a la que el autor le otorga especial
valor (entre otras razones, por formalizar la idea de posibilidad ldgica). Con todo, este
segundo argumento es discutible, pues mantiene indeterminados los elementos de juicio
asumidos para esgrimir la especial “complejidad” del Sistema de Implicacién Estricta
y, al menos hasta la época de A Survey of Symbolic Logic, la justificacion para la
relevancia otorgada a la relacién de consistencia (la que, desde una vision general, no
parece mas préoxima a la intuicién que otras definiciones o ideas primitivas, como, por

ejemplo, la de “imposibilidad”).

En lo que sigue presentaremos resumidamente las ideas base de la extension del Sistema

de Implicacién Estricta a las funciones proposicionales.
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2.4 Extension del Sistema de Implicaciéon Estricta

La diferencia entre una proposiciéon y una funcion proposicional puede expresarse de
la siguiente manera. Por “proposicién” nos referimos a cualquier enunciado que, en un
contexto determinado, es susceptible de ser verdadero o es falso. Por ejemplo, “Platén
escribi6 La Reptublica” o “Las gaviotas son mamiferos”. Para ambos casos resulta factible
determinar la respectiva valuacion de lo declarado (verdadero en el primer caso y falso
en el segundo). Una funcién proposicional, en cambio, es una frase que contiene una o
mas variables que, al ser reemplazadas por elementos del dominio, la transforman en una
proposicion. Sea, por ejemplo, p(x): “x es un nimero primo”. Es claro que p(z) cumple
con la condicién de ser funcién proposicional. Al reemplazar (instanciar) x por algun

valor del dominio (digamos V) podriamos obtener las siguientes dos proposiciones:

p(2): "2 es un nimero primo"

p(4): "4 es un nimero primo'

Ambas proposiciones son susceptibles de tomar el valor verdadero o falso (el valor
verdadero en el primer caso y el falso en el segundo caso). Ahora, la extensién que
hace Lewis (1918) del Sistema de Implicacién Estricta a las funciones proposicionales
tiene principalmente la originalidad de introducir el operador modal de imposibilidad
—del que obtenemos las nociones de “necesario” y “posible”’— en la teoria de funciones
proposicionales, tal como fuese trabajada por Russell y Whitehead (1910/1981). Con
base en ello, Lewis (1918) explicita que mientras ¢x denota una funcién proposicional,
la expresion ~ ¢x denota una proposicién. Por consiguiente, para las funciones

proposicionales ¢x y Yx , tenemos que:
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¢x V Yx corresponde a la proposicién — ~ (¢px X Pz)
¢x Nz corresponde a la proposicién ~ (—¢x X —thx)

¢x — 1z corresponde a la proposicion ~ (¢px X —)z)

En rigor, Lewis (1918) asume que todas las relaciones estrictas de funciones
Y
proposicionales son proposiciones. Ademas, de las nociones “imposible” y “posible” se

obtienen las siguientes leyes:

~ ¢xr — Yr—¢x. En efecto, es imposible que sea verdadero que ¢x es imposible y que

sea falso que Vz—¢z sea falsa.

dxgx — — ~ ¢x. En efecto, es imposible que sea verdadero que exista un x que satisfaga

¢ y que sea falso que ¢x es posible.

(px — ) — Vr(px D ). En efecto, si ¢ implica estrictamente a x, entonces ¢z
implica materialmente a vz. Equivalentemente, puede decirse que si es imposible que
¢z sea verdadera y que ¥z sea falsa, entonces no hay un caso en el que ¢z sea verdadera
y Yx sea falsa. Este postulado se obtiene de manera directa de las definiciones 1 y 2

que més abajo presentamos’.

Los siguientes son los nuevos postulados que Lewis (1918) introduce para la extensiéon

de la teoria de funciones proposicionales:

(62 A ) > Va(ow + 6a)
Az (¢ A ) — V(¢ oY)

"En este punto, cabe consignar que mantenemos distancia de la notacién empleada en A Survey of
Symbolic Logic. En esta obra el cuantificador universal estd representado por Pi (IT), mientras que el
cuantificador existencial por Sigma (X), lo que no se condice con la representacién moderna de ambos
predicados de segundo orden.
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Ademas, siendo Z(¢z) la clase determinada por ¢z, esto es, la clase de todas las 's
tal que \V px =V, y siendo a = 2(¢z) y 5 = 2(¢2), las definiciones del célculo pueden
establecerse de la siguiente manera, aunque considerando que x, € a = ¢x,, equivale a
decir que “x es miembro de la clase a determinada por la funcién ¢z” y cuyo significado

corresponde al de la valuacion V ¢z, = V:

D1. a— B =4 ¢x — Yz

D2. a D f =4 Vx(opx D Yx)

D3. (a = ) =4 Yz(px = ¢x)

D4. (a = B) =4 Vz(gz = 2)

D5. = =4 #(—¢x), 0 bien ~a = &(z ¢ «)

D6. (o x B) =4 &(¢px x x), 0 bien (a X ) =4 &[(x € @) x (z € B)]
D7. a+ 8 =4 @(¢px +1x), o bien (a+ ) =4 z[(x € o) + (x € 5)]
D8. 1 =4 @(& — &), lo que equivale al Universo de Discurso

D9. 0 =4 —1, lo que equivale a la clase nula

Esta extensiéon del Sistema de Implicacion Estricta a la teoria de funciones
proposicionales no admite las siguientes férmulas como validas (las que si se

asumen en el caso de la Implicacién Material):

¢z — (§x — &)
—(Ex — &) — ¢

Finalmente, caben algunas aclaraciones respecto de las ideas filoséficas de Lewis (1918)
acerca de la generalizacién universal y de su posicién ante la probleméatica referida
al significado de “para cada caso de x en que ¢x implica a zx”. Para el autor, esto
requeriria de una distincién entre: (i) casos actuales, (ii) casos posibles, y (iii) todos los
casos existentes en el universo de discurso. Si consideramos los casos existentes, Lewis
advierte que ello corresponde a la situacién en que para la férmula Vo (¢pz — x) se
consideran los valores de x para los cuales ¢z (0 1x) es susceptible de ser verdadera

o falsa. Ello, sin embargo, adquiere complejidad cuando nos cuestionamos por las z’s
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que no existen. En este caso no es tan claro qué valor debe asignarse a ¢x, pudiendo
ser siempre falsa, a veces falsa o a veces verdadera. Con todo, adoptandose el punto
de vista del sentido comtn —precisamente, a lo que llama Lewis (1918)—, predicar algo
sobre una cosa que no existe vuelve a la proposicién falsa (por ejemplo, “el rey de
Chile, coronado en el afio 2023, es filésofo” seria una proposicion falsa). Naturalmente,
el tema no se zanja con esta postura y gran parte del debate en la materia se presenta
en las ideas de Frege, Russell, Meinong y Strawson (tema y obras respecto de las cuales
no ahondaremos en la presente discusion, por quedar fuera del alcance del objetivo
propuesto). Baste con decir que, a la fecha de publicacién de estos argumentos de Lewis,
Russell ya habfa publicado, en su famoso articulo On Denoting (Sobre el denotar) de
1905, una posicién afin a la de Lewis, siempre y cuando éste no considere que las zts
son objetos “genuinos”, puesto que, si asi fuere —el mismo Russell (1905/2005) advierte—
se estaria vulnerando, de manera patente, la ley de contradicciéon: al afirmar algo sobre
objetos que subsisten, a la vez que no son objetos (problemética que no se presentaria

en la teorfa de Frege, debido a la distincién que realiza entre “sentido” y “referencia”).

Lewis (1918) también advierte que el uso de “existe” suele ser més estrecho que el de
“posibilidad”, pero que, en determinados universos de discurso, resulta mas amplio que
lo real. Su posicién es la reconocer que la soluciéon es mas bien un asunto de convencion,
mostrandose favorable a la idea segtin la cual el uso apropiado de “existe” es aquel en

que su significado depende del Universo de Discurso.
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2.5 Diferenciaciones entre los sistema de Implicacién Material

e Implicacion Estricta

Ahora bien, debemos concentrar la atenciéon en explicitar aquello que diferencia al
Sistema de Implicacion Material del Sistema de Implicaciéon Estricta. En rigor, no
es suficiente con senialar que el segundo procure limitar la capacidad de generar los
teoremas contraintuitivos derivados de la Implicacién Material. Procederemos, entonces,
mediante tres ideas generales: (i) la diferenciacién entre ambos sistemas para trabajar
como sistemas de valor de verdad; (ii) la diferenciacién que mantienen ambos sistemas
en lo que respecta a la aceptacién de (existencia de) pares de proposiciones que no se
ven mutuamente afectadas en su valuacién; (iii) la extensién del Sistema de Implicacién
Estricta al tratamiento de teoremas existenciales (es decir, validos para algunos casos).
La prueba nunca entregada por Lewis (ni tampoco por Langford) de que el Sistema de
Implicacién Estricta no es reductible al Sistema de Implicacion Material se tratard en

el siguiente capitulo.

2.5.1 El Sistema de Implicacién Material como Sistema de Valor de Verdad

Diremos primeramente que un sistema légico, es un Sistema de Valor de Verdad, sélo
cuando no alberga funciones —habitualmente denominadas “términos de enlace”— cuyo
valor de verdad depende de condiciones ajenas al valor de verdad que asumen sus
elementos basicos —proposiciones atomicas, en el lenguaje de la légica proposicional—
o bien cuando no albergue funciones entre sus elementos constitutivos, cuyo valor de
verdad se mantenga indeterminado. El Sistema de Implicacion Material satisface las
condiciones requeridas para considerarse como Sistema de Valor de Verdad. Al trabajar

sobre la base de dos valores de verdad —lo verdadero y lo falso-8, asume un total de

8Existe, naturalmente, una inmensa variedad de sistemas de valores de verdad que asumen més de
dos valuaciones. Un ejemplo simple es el propuesto por Lukasiewiscz y Tarski (en Lewis y Langford,
1932/1959: 213 y siguientes), en donde la funcién monddica de negacién y la funcién diddica de
implicaciéon material (p implica ¢) fueron definidas en un dominio de tres valores de verdad {0,1/2,1}
(tendremos el Sistema de Implicacién Material al trabajar s6lo con los limites del intervalo asignado
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dieciséis conectivas diadicas y un total de cuatro conectivas monadicas, cada una de
las cuales expresa una funcién de verdad . Més alld de las tediosas complicaciones que
ofrece el Método Matricial como procedimiento de decisién para el Célculo Proposicional
(sobre todo cuando se emplea con un nimero igual o superior a tres proposiciones), lo
cierto es que el mismo refrenda plenamente las caracteristicas de un Sistema de Valor de
Verdad. Permite apreciar como la valuacion de una proposicion molecular se establece
en funcién del valor de verdad de sus respectivas proposiciones atémicas (Principio de
Composicionalidad de Frege), algo que, en la concepcién de Lewis (1918, 1932/1959),

no aplicaria en el Sistema de Implicacién Estricta.

Lo anterior no puede llevar a extraer la conclusion de que no hay otro tipo de relaciones
“logicas” o “necesarias” entre proposiciones, ademés de las llamadas “funciones de
verdad”. Y es que, si entendemos —como lo hiciesen Lewis y Langford (1932/1959: 199 y
siguientes)—, que el cardcter analitico de la verdad légica reside, fundamentalmente, en el
hecho de estar contenida en las definiciones o significados conceptuales atribuidos a las
expresiones, podra advertirse la existencia de enunciados “necesarios” que no dependen
de la verdad o de la falsedad de sus elementos basicos. Esto es lo que llevo a los autores
a sostener, dadas las limitaciones de la época en el andlisis seméantico de la l6gica modal,
que expresiones del tipo = ~ p o ~ p no son funciones de verdad, pero enunciados que se
7710.

construyan sobre la base de las mismas si pueden ser verdades “logicas” o “necesarias

Y que lo seran a partir de las definiciones adoptadas. En consecuencia, mientras el

para la relacién de “implica”). Asi, “No p” =1 —p y sean p y ¢ ntimeros en el intervalo [0 — 1] se tiene
sip<g=1
sip>qg=1—-p+q

9Diremos que una funcién de verdad es aquella que tiene por dominio a un conjunto de secuencias
de valores de verdad y por rango a un subconjunto del conjunto de valores de verdad. Para el caso de
la légica bivalente, el conjunto {V,F}. Ahora bien, para un sistema bivalente existirian 22™ funciones
de verdad de m argumentos. Asi, tenemos 4 funciones monddicas (2?), 16 funciones diddicas (4%) y
256 funciones de verdad de tres argumentos (162). Por fortuna, cuestién que no mostraremos aqui, las
conectivas triddicas o superiores pueden expresarse utilizando sélo funciones diddicas. Generalizando,
si el nimero de valores de verdad de un Sistema de Valores de Verdad es n, el niimero de funciones de m
elementos es n™™ (en Lewis y Langford, 1932/1959). El lector o lectora interesados en una introduccién
a estos temas iniciales podran consultar Deafio (1977: 81 y sigs.)

OPor ello precisamente que para Lewis (1918) ¢x sf es una funcién de verdad, mientras que la
férmula ~ ¢x no lo es.

que “p implica ¢” {
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Sistema de Implicacion Material es un Sistema de Valor de Verdad, el Sistema de
Implicacién Estricta no lo serfa (al menos no en su totalidad). En él se contienen
verdades logicas que dependen del valor de verdad de sus elementos constitutivos y
verdades logicas que lo son sélo en virtud de las definiciones adoptadas. Un contraste
entre las valuaciones de la “implicaciéon” en ambos sistemas permite refrendar la idea

de Lewis y Langford!!.

p q P-oq p—q

\Y \Y \Y% Indeterminado
\Y F F F

F \% \Y% Indeterminado
F F \Y% Indeterminado

Hnteresante resulta ser la afirmacién entregada por Lewis y Langford (1932/1959), de acuerdo
con la cual si contaramos con un sistema que albergue igual ntimero de proposiciones verdaderas e
igual nimero de proposiciones falsas, la probabilidad de que una proposicién elegida al azar implique
materialmente a una segunda proposicién elegida al azar es de % (este es el valor de que la funcién
de implicacién material asuma el valor de lo verdadero). La demostraciéon no fue entregada por
los autores (quizd por su cardcter rutinario), razén por la cual a continuacién explicitaremos una
manera de desarrollarla. Lo primero es advertir que no es posible trabajar con un nimero definido
de proposiciones. Por ejemplo, si trabajdsemos con dos proposiciones (una verdadera y una falsa),
la probabilidad de que tengamos una implicacién materialmente verdadera al elegir una ella al azar
y sin reposicion es de % (correspondiente al caso de elegir en primer lugar a la proposicién falsa).
Luego, el calculo debe realizarse para un numero n de proposiciones, conforme n crece. Asi, siendo
V1 la probabilidad de elegir una proposicién verdadera y F, la probabilidad de elegir una proposicién
falsa, calcularemos primeramente el valor hacia el cual converge la probabilidad de que la implicacién
resulte falsa (en un supuesto de que la proposicién elegida no pueda volverse a escoger), esto es:
P(VinFy) = P(V1)P(Fy/V1). P(V1) es la probabilidad de elegir una proposicién verdadera y P(Fs/V;)
representa la probabilidad de elegir una proposicién falsa dado que se ha elegido, en primer lugar, una
proposicién verdadera. Esto da como resultado P(ViNFy) = "7/2;—121 = ﬁ valor que converge en i
conforme n crece. Luego, la probabilidad de que la Implicacion Material, en las condiciones senaladas
(n conformado por un ntmero igual de proposiciones verdaderas y falsas, y eleccién aleatoria y sin
sustitucién de proposiciones), resulte verdadera es de 1 — (i) = %. Es evidente que en las condiciones
senaladas se imposibilita la ocurrencia de teoremas vacuamente verdaderos, del tipo p D p. Admitiendo
tal caso, como efectivamente sucede en el Sistema de Implicacién Material, la probabilidad de que una
proposicién elegida al azar implique materialmente a una segunda proposicién, también elegida al azar,

es igualmente de %. Baste con advertir que la probabilidad de que la Implicacién Material sea falsa es
n/2n/2 _

i 1
igual a —-=== = 1.
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El cuadro, segin Lewis y Langford (1932/1959: 199), permite apreciar que la Funcién
de Implicacién Material estd definida en cada uno de sus casos posibles (conforme la
valuacion de sus proposiciones atémicas), en tanto que la Implicacién Estricta solamente
lo estd en uno de ellos (precisamente el “mundo posible” que niega su definicién, es decir,
obtener un consecuente falso dado un antecedente verdadero). Desde luego que estas
concepciones, poco finas en torno al plano seméantico, son del todo discutibles a la luz de
los trabajos modernos en logica modal. El trabajo de Kripke en Semantica de Mundos

Posibles, por cierto, que refuta las ideas de Lewis.

2.5.2 El Postulado de Existencia

Ya en 1932 Lewis y Langford incluyen mayores precisiones para la fundamentacién
definitiva del Sistema de Implicacion Estricta. Los autores son conscientes de que no
presentan ningun postulado que muestre que el sistema en cuestiéon no sea derivable
del Sistema de Implicacion Material. Para ello sostienen —limitadamente— que no logra

obtenerse la reciproca del siguiente teorema del Sistema de Implicaciéon Estricta?.

(p—q) — =(p—aq)

Y es que si, adicionalmente, se obtuviese —=(p—q) — (p — ¢), la derivacién de (p — ¢) =
—(p—q) resultarfa inmediata y, en consecuencia, todo el sistema seria una redundancia
del Sistema de Implicacion Material. A su turno, p o q expresaria de manera alternativa
pq (aunque superflua), lo mismo que ~ —p y = ~ p serian maneras equivalentes y vacuas

de expresar p.

Con todo, en la consideracién anterior no encontramos realmente un postulado que
distinga a la Implicacion Material de la Implicaciéon Estricta. Para ello, Lewis y

Langford (1932/1959) recurren a las consecuencias del Postulado de Consistencia y

12-(p—q) es la forma de definir la Implicacién Material tomando como primitivas las funciones
veritativas de negacién y producto légico. El teorema citado a continuacion corresponde al niimero
12.81, demostrado por Lewis y Langford en el Capitulo VI de Symbolic Logic: “The Logistic Calculus
of the Unanalyzed Propositions” (pag. 133).
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del Postulado de Independencia entre proposiciones. Consideremos, primeramente, que
una proposicién p es consistente con una proposicion ¢ cuando la primera no implica

la falsedad de la segunda, esto es, cuando tenemos —(p — —q)*3.

Consideremos también que dos proposiciones p y ¢, distintas entre si, son independientes
cuando p no implica g, esto es, cuando tenemos —(p ~— ¢). Dado lo anterior, p — ¢
podria significar “q puede ser consistente con p e independiente de p”. De manera tal

que:

=(p— =q)=(p— q)

Lo que equivale a decir “ninguna proposicion implica nada y dos proposiciones son
coherentes entre si”. No obstante, es claro que la formula anterior no es posible de
asumirse como verdadera para cualquier par de proposiciones p y ¢, sino para “algunas”
de ellas. Es en este punto donde Lewis y Langford (1932/1959) introducen el recurso
existencial y llegan a formular el Postulado de Existencia, el cual, a juicio de los autores,
distinguiria al Sistema de Implicacién Estricta del Sistema de Implicacién Material (ver

pag. 178).

I(p.q) : ~(p — —q)=(p — q)

Se advertird que el postulado equivale a decir “existen (algunos) pares de proposiciones
p vy ¢, tal que p no implica nada acerca de la verdad o falsedad de ¢”. Se advertird,
también, que el Postulado de Existencia no se presenta en el Sistema de Implicacién

Material, en el cual, a lo sumo, se tiene:

(r2q) Vp(d—q)

13En Lewis y Langford (1932/1959: 153) tenemos p o ¢ = —(p — —q), lo que representa de una
manera equivalente la definicién de consistenci aentregada por Lewis en 1918 (ver seccién 2.2 del
presente capitulo, especificamente D2). La definicién de 1932/1959 es el teorema 4.26 del Sistema de
Implicacién Estricta, tal como éste fue desarrollado inicialmente por Lewis en 1918 (ver demostracién
en Capitulo V de A Survey of Symbolic Logic: “The System of Strict Implication”, pag. 308).
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Entonces, si la Implicacion Material coincidiera con la Implicacién Estricta, las
dos ultimas férmulas revisadas serfan contradictorias't. Por ello Lewis y Langford
(1932/1959) sostienen que no es posible la equivalencia entre ambos tipo de implicacion
y que la asuncién del Postulado de Existencia mostraria, de manera categérica, su
diferencia. El postulado, ademas, evidencia la capacidad del Sistema de Implicacion
Estricta para contener teoremas de la forma existencial, algo que no ocurre con la
Implicaciéon Material. Desde luego que la idea en cuestion entra en conflicto con
el principio platonista segin el cual la légica es sélo universal (Légica Clasica, sin
considerar estas extensiones conservativas no estdndar). En las secciones posteriores
mostraremos como el Postulado de Existencia permitié a Lewis y Langford una
definicion mas precisa del Sistema de Implicacion Estricta y, conforme a ello,
la derivacion de los Sistemas S (S1 a S5). También revisaremos la enmendacién
introducida en 1920 por Lewis a su sistema. No obstante, resaltaremos la omisiéon de

la Regla de Necesariedad como parte de S4 (y, naturalmente, de S5).

1La férmula corresponde al Teorema 15.72 del Capitulo VI de Symbolic Logic de Lewis y Langford
(1932/1959): “The Logistic Calculus of Unanalyzed Propositions”. Quien mantenga interés en la
derivacion puede consultar la obra original. Por simplicidad, por ejemplo, puede recurrise al Método
Matricial (ello asumiendo completitud y correccién para sistemas modales, algo demostrado por
Kripke). El método muestra que p D ¢V p D —q es tautologia. Por lo tanto, si la Implicacién Material
coincidiera con Implicacion Estricta, la formula anterior corresponderia a la negacién del Principio
de Existencia. Ademads, resultard claro que (p — ¢) V (p — —¢) no es derivable en el Sistema de
Implicacién Estricta (algo que el lector o lectora atentos pueden verificar, por ejemplo, recurriendo a
las matrices que revisaremos en el préximo capitulo).
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3 Del Sistema de Implicacién Estricta a la formulacion

de los Sistemas S

3.1 La formulacion axiomatica revisada para el Sistema de

Implicaciéon Estricta

En el ano 1932, el Sistema de Implicacion Estricta ya habia captado la atencion de
distintos légicos, filésofos y matemadticos de la época (p.ej. Godel, Tarski, McKinsey),
muchos de los cuales compartian con Lewis su reticencia hacia los sistemas sustentados
en la Implicacion Material, tal como fuera concebida en Principia Mathematica. El
interés no se deriva solo de la critica a estos sistemas herederos de la Légica Clasica,
sino que también de la pretension de abordar ideas novedosas, capaces de mostrar los
caminos para descubrir —o “redescubrir” para salvar la vision platénica— los resultados
a los que conducen las extensiones (aunque conservativas) de la Logica Clasica. Con
todo, la Implicaciéon Estricta se habia convertido en un tema de discusién persistente
desde los puntos de vista filoséfico y 16gico formal. Ello permitié a Lewis y Langford
—este ultimo, filésofo y légico matematico estadounidense, quien acompanara al
primero en la publicacién de Symbolic Logic— nutrirse de los distintos descubrimientos,
cuestionamientos y precisiones que hicieron del Sistema de Implicaciéon Estricta un

asunto mejor fundamentado y fuente de desafios intelectuales abiertos y crecientes.

En 1932 Lewis y Langford presentaron las siguientes dos listas de axiomas (axiomas
que, en su mayoria “sobrevivieron” a la formulacién original del sistema de 1918). Como
veremos en lo sucesivo, ambas listas, combinadas con propuestas posteriores, permiten

la formulacion de los denominados Sistemas S'°. Las listas se encuentran en el Apéndice

15La notacién utilizada se ajusta a la actualmente en uso (al menos en contextos influidos por el
desarrollo anglosajén de la légica). De ahi a que “es posible que p sea el caso” se simboliza como op
y no como — ~ p. El lector o lectora podran encontrar las correspondientes equivalencias para “es
imposible que p sea el caso” o “es necesario que p sea el caso”. De todos modos, los Sistemas S se
trabajan como sistemas con base en posibilidad. De alli a que no se requiera de un operador especifico
para “es necesario que p sea el caso” o “p es verdadera en todo mundo posible” (ello a diferencia de
sistemas posteriormente propuestos, como el Sistema T o los Sistemas P). Sin embargo, ello no niega
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IT de Symbolic Logic (pp. 492 y siguientes).

Lista A Lista B

Al. pg — qp Bl. pg — qp

A2.gp—p B2. gp—p

A3. p— pp B3. p— pp

Ad. p(qr) — q(pr) B4. p(gr) — q(pr)

A5. p — = (—p) B5. p— =(=p)

A6. (p—q)gr—1)— (p—) B6. (p—q)(g— 1) — (pr—)
AT. mop— —p B7. (pp — q) — ¢

A8. (p—q) — (mogq— op) B8. o(pq) = op

B9. 3(p, ¢)=(p — —q)=(p — q)

Una propuesta de especial relevancia es la del filésofo y 16gico matematico aleméan, Oskar
Becker, quien en 1930 presenté los postulados que pasan a especificarse a continuacion,
principalmente con la finalidad de rescatar el caracter “modalizado” del Sistema de
Implicacién Estricta y las propiedades de las funciones modales (op, =op, o=p, ~o—op) 16
17 las que no quedan del todo desarrolladas en las listas A y B. Aclaramos més adelante

sobre los resultados que se obtienen al combinar estos postulados los con los listados

de Lewis antes revisadas:

010.1—\0—|p>—>—\<>—|—|<>ﬂp C10.2—|<>—|ﬂ<>—\p:—|<>—|p
Cll.lop— —onop Cll2op=—0o—op

C12. p — = o = ¢ p (Ax. Broweriano)

la capacidad de expresar estos sistemas con base en “necesidad”, recurriendo a la definicién para este
operador modal.

16S6lo con fines histéricos hemos mantenido A5. En un breve articulo, McKinsey (1934) demostréd
que A5 es derivable de A1-3 y A6. El resultado, aunque no de manera concluyente, estd implicito en
los Grupos de Lewis que a continuacién revisaremos.

17 A partir de lo que se ha revisado previamente, se justifica que A8 no se presente como Equivalencia
Estricta, sino como Implicacién Estricta. La intencién es evitar que el teorema (~ g —~ p) — (p — q)
sea derivable y, en consecuencia, que se anule la diferencia entre “imposibilidad” y “negacion”.
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La numeracién que hemos asignado a los teoremas entre C10.1 y C12 es propia. En
Lewis y Langford (1932/1959: 497) C10.1 y C10.2 quedan reunidos en C10, y C11.1 y
C11.2 quedan reunidos en C11.

Por lo pronto, debemos senialar que la consistencia de ambos conjuntos de axiomas
formulados por Lewis y Langford es verificable recurriendo a matrices (al respecto
ver el Apendice 11 de Symbolic Logic, pp. 493-4), las cuales, a su turno, satisfacen
los postulados del Algebra de Boole (algo que abordaremos en el siguiente capitulo).

Considérense las siguientes condiciones:

(i) Todos los axiomas pertenecerdn al mismo sistema si y sélo si toman el mismo

valor designado para la matriz de validacién empleada (1 6 2, como veremos)*®.

(ii) Lasreglas de Adjuncién, Inferencia y Sustitucion de Equivalentes estan satisfechas

por las matrices.

(iii) Las matrices son hereditarias, lo cual significa que, si las reglas de transformacién
del sistema se aplican a una formula que toma el valor designado para el sistema,
la formula resultante tomara ese valor designado. Ahora bien, Lewis y Langford
establecieron una tnica matriz para el Producto Logico y una tnica matriz para

la Negacion. Ambas pueden expresarse asi:

18Para, el caso de la Adjuncién es directo que cuando p v g tienen el valor designado, la férmula pgq
tendra el valor designado (considérese que cada matriz tendrd los valores 1 6 2 como designados). La
razén es que la matriz base para el Producto Logico satisface los postulados del Algebra de Boole-
Schroder y, por lo tanto, el teorema bb = b (en este caso b puede tomar valores entre 1 y 4). El
resultado es generalizable para cualquier par de férmulas bien formadas a y S. Para el caso de la
Inferencia (Modus Ponens para Implicacién Estricta), basta con observar que, en todos los grupos,
cuando p y p — ¢ tienen el valor designado en la matriz para ~—, ¢ tiene el valor designado. El
resultado es generalizable para cualquier par de féormulas bien formadas a y 3. Ademads, es posible
demostrar que en un Algebra de Boole-Schréder extendida (al respecto ver Capitulo IV), se verifica
que haciendo Vo = 1,V (= * (o x =3)) = 1, entonces \/ 3 = 1. Para el caso de la Sustitucién de
Equivalentes, es necesario notar que si o y  son equivalentes (estrictos) y la férmula o = 3 tiene el
valor designado (1 6 2), ello, por definicién, conlleva a que (a — S)(5 — «) tenga el valor designado.
Dada la matriz base para el producto légico y las matrices para —, se comprueba que esto ocurre sélo
cuando « y (8 tienen el mismo valor. Luego, la sustitucién de « por 3, o inversamente, no alterara el
valor de la férmula resultante.
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pq

= W N =

SR \C RS —

IO SO R R RN

AW e w W

B~ R e

N W

El operador modal de posibilidad, por su parte, asumira distintos valores, generando,

conjuntamente con las funciones de negacion y producto légico, las siguientes matrices

para la Implicacién Estricta!?:

_0 .
1 1
Grupol [1 2
1 3
3 4

N NN

2

N N RN

3
4
4
2

2

N = R e

Grupo II

<&

P

4

—
1
2
3

4

1
1

— R = e N
— =R W W W
— R W R

19E] lector o lectora atentos advertirdn que la matriz para — es sélo un recurso para la simplificacién
y bien puede obtenerse de la matriz para el producto légico y para la funcién de negacién (para cada
asignacién de valores a p y ¢), conjuntamente con la manera en que se ha definido ¢ en el Grupo I

(v en cada grupo sucesivo). Primero, tenemos que

la definicién de ¢ (en Grupo I), la matriz anterior lleva a

pP—q

1
2
3
4

-q
1 2
4 3
4 4
4 3
4 4
o(p—q)

= NN W

W w w

3

4

1 .

NE Luego, considerando
3

4

-q

2 3 4

1 1 1 .

3 1 1 . Finalmente,
1 3 1

3 3 3

considerando que la Implicacién Estricta se define como — ¢ (p—q) y los valores asignados a la funcién
-, obtenemos (el proceso seguido debe replicarse para los otros cuatro grupos que se presentan a

-0 (pq)

. . 1
continuacién):

NN NN

2
3
4

-q

2

N = N

NN W

N s R
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Grupo III

-<> — 2

1 1 4

1 2 1

1 3 4

4 4 1
Grupo V

Algunos resultados son importantes:

(i) El Sistema de Implicacién Estricta, obtenido conforme a cualquiera de ambas
listas de axiomas, es consistente con los grupos I, II y III. Esto quiere decir que,
en todos ellos, los axiomas asumen el mismo valor caracteristico (a saber: 1 6 2).
Tomaremos, a modo de ilustracién, el valor de algunos axiomas de la Lista A, en

el Grupo I (cuyo valor designado es 2). Veamos Al. Por la matriz base tenemos:

Por definicién de — en la matriz base y por definiciéon de ¢ en el Grupo I, se obtiene

(basicamente es el resultado de la diagonal de la matriz para —):

Pq

= W N =

- W NN =

NGO LV S o)

W e W W

s s W

&

W o= N =

N

N

Grupo IV

N
R C R R N
R RSO
NN W W W

qp

AW N R
O TCRE . S SO
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] w )
pgq—aqp 1 2 3 4
1 2 2 2 2
Pa 2 2 2 2 2
3 2 2 2 2

I 4 2 2 2 2

Tomamos, como otro ejemplo, a A7 en el Grupo I. Notemos lo siguiente:

P op ~Op —p —Op— —p
1 1 4 4 2
2 1 4 3 2
31 4 2 2
4 3 2 1 2

Ahora, es inmediato el observar que, por ejemplo, mientras Al es consistente con los
axiomas de la Lista A (pues toma el valor designado para el Grupo I, en el que estamos
trabajando), el axioma C10 de Becker es independiente de dicha lista (cuando se lo
interpreta mediante, precisamente, el grupo en cuestién). Consideremos que V(= ¢
p,m oo -p) cuando p = 2 (con mop =2y m o0 —p = 4). El tratamiento del
axioma B9, en la Lista B, podra parecer complejo, dada su generalizacion existencial.
No obstante, por equivalencia de cuantificadores se tiene =V(p, ¢)((p — —q) V (p — q)).
El axioma se valida existiendo al menos valuacion para p y ¢, tal que B9 tome el valor

designado en el grupo.

(ii) El sistema obtenido a partir de cualquiera de las listas de axiomas no se
reduce a la Implicacion Material. Nétese que —=(p—q) — (p — ¢q). Presentamos
resumidamente algunas de las valuaciones que conducen a fallo, especificamente
cuando se considera el caso en que p = 1y ¢ = 2 (otro caso que arroja falla es
cuando p = 3y ¢ = 2). El valor designado para cada grupo se encuentra entre

paréntesis:
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C.1(2) V. (=(p—g)( )) =4 V-(p—q) ( )
G.II(1) V.. (=(p=g)( )) =3V =(pq) ( )
G.III(1) Vo (=(p=q)(p—q) =4 V-(pmg) =2y V(p—q) =4
G.IV(1) V. (=(p=g)( )) =4V -=(pq) ( )
G.V(2) Vo (=(pa)( ) =3V~( ( )

Los autores sostienen que ninguna de las leyes contraintuitivas de la Implicacion
Material asumen el valor designado en las matrices, si el signo de la Implicacion
Estricta se reemplaza por el de aquélla. Veamos el caso de =p D (p D q) y ¢ D (p D q),
formulas que se presentan en el centro del cuestionamiento de Lewis a la Implicacion
Material (asunto filoséfico hasta hoy inconcluso)?. Esto se demuestra de manera
simple a continuacién (se utilizan las Matrices de Lewis propuestas en el Apéndice 1T

de Symbolic Logic, en las paginas 493-94):

G.I(2) Vo(=p,(p—q)=4,conVp=2yVqg=2
G.1I(1) Vo (=p,(p—q)=3,conVp=3yVg=4
G.III(1) Vo (=p,(p—q)=4,conVp=2yVqg=3
G.IV(1) Vo (p,(p—q)) =3, conVp=3yVqg=4
G.V(2) Vo (=p,(p—¢q)=4,conVp=2yVqg=2

20Desde luego que ello no libera a la implicacién Estricta de sus propias paradojas. Los
teoremas 19.74-77 del Capitulo VI de Symbolic Logic asi lo muestran. En otros casos hay teoremas
“contraintuitivos” de la Implicacién Material que son replicables en la Implicacion Estricta y que fueron,
quizé convenientemente, menos abordados por Lewis y Langford. Un caso ilustrativo es (p—p) — ¢
(a su respecto los autores aluden en la pag. 250 y en la demostraciéon presentada no se recurre a los
teoremas o axiomas de S1). Este teorema asume el valor designado en los cinco grupos propuestos
por los autores (algo que el lector o lectora podran corroborar) y estd contenido desde S1 a S5. Su
derivacion es la siguiente [usamos los teoremas 12.1 (pag. 127), 12.3 (pag. 130) y 19.57 (pag. 171)
incluidos en el Capitulo VI de Symbolic Logic]: (1) p — p: 12.1, (2) = o (p—p): D2 X 1, (3) = ¢ (gp—p):
19.57 X (2), (4) p—p — —¢: D2 X 3, (5) (p=p) — ¢: (4) X 12.1 {~q/q}.
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G.1(2) V(g (p—q) =4
G.II(1) V(¢ (—q)=3
G.III(1) Vo(q,(p—q)=4conVp=2yVgqg=3
G.IV(1) V(¢ (p—4q)=3
G.V(2) V(¢ (p—4q)=3

(iii) Recurriendo al Grupo V es posible verificar que el Postulado de Consistencia
(Axioma BS8) es independiente de la lista A1-7 y de los axiomas B1-7 y B9. Por
su parte, B9 (Postulado Existencial) se valida para el caso p = 1y ¢ = 2. Pero
B8 falla en el caso p = 2 y ¢ = 3. A8 es independiente del conjunto A1-7 y del
conjunto B1-7 y B9. En el Grupo V el axioma en cuestiéon toma el valor 4 cuando
p =2y q=3. B7 es independiente del conjunto B1-6 y B8-9 y del conjunto A1-6
y A8, pues el Grupo IV satisface estos axiomas. No obstante, B7 toma el valor 3
cuando p = 1y g = 2. Para el caso de la independencia de A7, basta considerar
que este axioma tomard el valor 3 en el Grupo IV, cuando p = 1y ¢ = 3 (todos
los otros axiomas de ambas listas asumiran el valor designado). Finalmente, para
mostrar la independencia de B9, Postulado de Existencia, los autores recurrieron
a la siguiente matriz. En ella =(p — —¢)—(p — ¢) toma siempre el valor 0 (valor

designado). Pero lo mismo no ocurre para los otros axiomas de ambas listas:

pa 1 0 p ¢ — 10
1 10 1 1 1 10
0O 0o 1 0 0 11
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3.2 La definicion de los Sistemas S: primera propuesta de

Lewis y Langford (1932/1959)

Tal como veremos inmediatamente, los Sistemas S son la resultante de la combinacién
de axiomas de las listas A y B antes revisadas, incluyéndose, en algunos casos, los

axiomas propuestos por Becker. En el siguiente cuadro se presenta cada sistema:

Sistema  Axiomas

S1 B1-7
S2 B1-8
S3 A1-8

S4 B1-7 4+ C10
S5 B1-7 4+ C11

En Symbolic Logic los autores no entregan mayores derivaciones de cada sistema ni
reglas asociadas a cada uno de ellos (salvo, naturalmente, las reglas primitivas de
“Adjuncién”; “Inferencia” y “Sustitucién de equivalentes”). En consecuencia, no se
dispone de ninguna alusién a la Regla de Necesariedad ni es posible detectar alguna
referencia a la misma, aunque sea de manera no formalizada. Desde luego, esto no
permite extraer la conclusién de que S4 no pueda prescindir de su consideraciéon (las
razones las presentaremos més adelante). Veremos inmediatamente a continuacién
que es simple comprobar que las matrices que validan S4 permiten corroborar la
consistencia de la denominada Regla de Necesariedad en el sistema. También veremos
que, mediante el método de McKinsey para extender el Algebra de Boole-Schroder,
RN es demostrable en S4. Seguidamente presentamos la que se reconoce como la
primera demostracion de Necesariedad, entregada por McKinsey y Tarski. Claramente,
la preocupacion se concentra en S4 y no en S5, pues todas las propiedades del primer
sistema se conservan en este ultimo, mas las consecuencias de C12. Terminaremos el

presente capitulo haciendo notar que, con recurso a los axiomas que dan lugar a S4, es
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posible derivar todos los teoremas de S3. S4 alberga, entonces, los teoremas que son
presentados en las secciones I-V del Capitulo VI de Symbolic Logic. Cuando se incluye
B9 en este sistema, pueden derivarse los teoremas de la secciéon VI del capitulo. El
lector o lectora interesados en una fundamentacién mas fina de cada Sistema S puede
consultar Apéndice II de Symbolic Logic. Y para una revision implicita del apéndice,

aunque ilustrativa, se sugiere el trabajo de McKinsey y Tarski (1948).
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4 Regla de Necesariedad

4.1 El axioma caracteristico de S4 y la Regla de Necesariedad

Los sistemas modales han sido estudiados mediante tres estrategias: (i) Sistema
Axiomatico (tal como hemos visto en los capitulos precedentes); (ii) Seméanticamente
(dentro de lo cual el trabajo de Kripke acerca de la Seméntica de Mundos Posibles
es preponderante); (iii) Algebra de Boole-Schréder (también denominado “légica de
clases”). Esta tultima alternativa es de antigua data, incluso fue empleada antes de la
axiomatizacién de Lewis (aunque parte importante de su valor se observa en las matrices
revisadas en el capitulo precedente). Sin embargo, resulta un recurso facilitador en el
tratamiento de determinadas propiedades de S4. En especial, para comprender que la
Regla de Necesariedad es demostrable en el sistema. Comenzamos, no obstante, con
C10.1 (axioma caracteristico de S4). Demostramos, a partir de las matrices y grupos
de Lewis y Langford, que este axioma es consistente con, e independiente de, los demas
axiomas del sistema. Para la consistencia del axioma recurrimos a la matriz base y
al Grupo II (de manera que encontramos una interpretacion que mantiene el valor

designado para el grupo):

-p SoOp oo TP ﬂ<>ﬂp>—>ﬂ<>ﬂﬂ<>ﬂp_
1 1 1 1
2 4 4 1
3 3 3 1
4 4 4 1

Para demostrar la independencia de C10.1 de los otros axiomas de S4 recurrimos a
la matriz base y al Grupo I. En este grupo, B1-7 asumen el valor caracteristico (a
saber: 2), pero no asi C10.1. Dado que existe una interpretacién que verifica B1-7,
pero que falsea C10.1, es claro que éste resulta independiente del listado (recordamos

que se trata de un sistema conservativo de la logica clasica y, consecuentemente, que
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satisface el principio de que la falsedad no es derivable de la verdad). C10.1 no asume el
valor caracteristico en el Grupo I, cuando p = 1. Adicionalmente, mediante el recurso
al Grupo II de Lewis y Langford, es posible verificar que la Regla de Necesariedad
es consistente con los axiomas de S4. Supongase que ¢ es teorema de S4. Se sigue
que tendré el valor caracteristico del grupo, a saber: 1 (recordamos que se trata de
matrices hereditarias con respecto a las reglas de transformacion del sistema). Luego,

es inmediato que \/(— ¢ —¢) = 1.

4.2 Aplicaciones del Algebra de Boole-Schréder a los Sistemas
Modales

El Algebra de Boole representa el primer intento exitoso por aplicar ideas de la
matematica para el trabajo en légica. En su versién mas bésica (que data del ano 1847)
se sostuvo sobre la base de tres ideas generales. La primera pasa por una concepcion
de la “eleccion” y por la formalizaciéon de “simbolos de eleccion”. La segunda por
la conjetura de que la légica de clases captura las leyes del pensamiento, en una
correspondencia implicita entre l6gica y psicologia humana (algo que hoy es discutible
a la luz de sistemas no conservativos de la Logica Cléasica y que, en mas de un aspecto,
se enfrentan a la visién ortodoxa sobre las “leyes del pensamiento” intuitivas). La
tercera idea relevante consiste en advertir que las reglas obtenidas mediante este
algebra son las mismas que se mantendrian en un algebra comun, pero concentrada en
los valores 0 y 1 (aunque con algunas excepciones forzosas). Asi, los simbolos z,y, z
representan el resultado de elegir todas las z’s, y's o z’s presentes en el universo de
discurso (en otras palabras, representan clases). A la vez que la “elecciéon” puede
tratarse como la operacion de multiplicacion. Para Boole, si del Universo de Discurso
elegimos todas las zts y luego todas las y’'s, el resultado de ambas operaciones se
representa por x X y o xy. Ello sin importar si fueron las xzts o las y's las que se
eligieron en primer lugar. De manera tal que se conserva la propiedad xy = yx. En una

primera fundamentacion del sistema se tiene, sin embargo, una notable diferencia con
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respecto al algebra comin, y es que, al entender a x como una clase, la seleccion de los
elementos zts del dominio dos veces (o mas) no da como resultado una clase distinta
de x. De ahi a que 2z = x o bien 22 = z. El 4lgebra, ademds, contenia una segunda
operacién binaria, la “agregacion”, denotada por “+”. Da lugar a la clase que son z’s
o y's, pero no ambas. De ahi a que en esta formulacién original, las clases en suma no
deban tener elementos en comun (la operacién también es conmutativa x +y = y + x).
En tercer lugar, el dlgebra incorpora la operacion de “excepcion”, denotada por “—".
Refiere a la situacién de todas las y's que no son z's, esto es, x —y (Boole originalmente

acepté como equivalente la expresion —y + z). Entre algunas definiciones primitivas

encontramos las siguientes:

1 = Universo de Discurso (dominio)

0 = Nada (vacio)

De lo que se sigue que:

lz = z (seleccionando las 2’s del universo de discurso, el resultado es z)

0z = 0 (nada o vacio)

La negativa de una clase = se denota por 1 — x (todas las cosas en el dominio que no

son ).

Aunque exitosa, esta formulacion original presenté problemas evidentes. Entre ellos
destacan los siguientes (a este respecto véase Capitulos Iy II de A Survey of Symbolic

Logic):

(i) El significado de 1 + z. El problema se origina por la condicién de que la
agregacion opere sobre clases que no tienen elementos en comun, algo corregido
posteriormente por Peirce, Jevons y otros (Lewis 1918: pp 72 y siguientes).

(ii) El significado de = + z.
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(iii) El recurso a operaciones del dlgebra ordinaria podria hacer posible la divisién.

Pero no queda claro si es factible que z/y = z equivalga a © = zy (pdgs. 173 y

sigs.).

Estos problemas y otros similares fueron abordados por distintos logicos y matematicos
de la época, como Jevons, Peirce y Mc Coll (véase capitulos I y II de Lewis 1918). Sin
embargo, no fue sino hasta la intervencion del matematico aleman Ernst Schroder que
el Algebra de Boole logré aplicarse de manera no problemética a la légica matemética
moderna. En general, un Algebra de Boole-Schroder satisface al menos las siguientes

condiciones:
Simbolos:
Se dispone de un operador diddico o binario (x) y un operador unario (—).

Postulados?!:

P1. Un Algebra de Boole se conforma por el conjunto K con al menos dos elementos?2.
P2. Para todo a,b € K, —a € Ky (ab) € K

P3. Para todo a,b € K, (ab = ba)

P4. Para todo a,b,c € K,a(bc) = (ab)c

21postulados equivalentes fueron propuestos por McKinsey (1941), aunque tomando las operaciones
de 4+, X, — y < como indefinidas.

22Es comun que en algunos libros de texto se indique que los elementos de K pueden ser cualquier
cosa, aunque anadiendo que se suelen considerar como clases (p. ej. Hughes y Creswell, 1973). No
obstante, vale la pena una precisién. En su fundamentacion original, el Algebra de Boole se concibié
como una herramienta de andlisis logico de relaciones en extension, sin importar las relaciones en
intension ni las correspondencias de éstas con aquéllas. Ello tiene implicancias filoséficas relevantes,
con consecuencias analiticas directas. Por poner un caso patente, mientras que la consideracién en
intensiéon de expresiones como “hada de aztcar” y “sirena” mostraria que comportan entre si un
significado distinto (pues un hada de aziicar no es lo mismo que una sirena), un anélisis en extensién
(como clases) revelarfa que son lo mismo: la clase nula (asumiendo que no hay, en efecto, sirenas ni
hadas de azicar en el mundo, salvo como cosas pensables). De ahi a que no resulte del todo sano abrir
la posibilidad a que los elementos de K puedan ser, precisamente, conceptos y no clases. Desde luego
que lo anterior no imposibilita determinadas interpretaciones para un Algebra de Boole-Schréder, como
la de Hungtinton (1904), en donde K representa un conjunto de regiones en un plano (interpretaciones
similares, con diversos propdsitos analiticos y formales, se han dado paso desde tal propuesta).
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P5. Para todo a,b € K, si existe algin ¢ € K tal que (a x —b) = (¢ X —c), entonces
(axb)=a

P6. Para todo a,b,c € K, si (a x b) = a, entonces (a X —b) = (¢ X —c¢)
Definiciones:

D1.0 =4 (a x —a)
D2.1=4-0

D3. (a+b) =4 —(—a x —b)
Di.aCb=4(axb)=a

Un Algebra de Boole-Schroder se define, al menos, como el triple ordenado < K, —, X >.
Con base en esta estructura es posible establecer una relaciéon con el Célculo
Proposicional (CP). Para ello se define CP tomando como primitivas a las funciones
veritativas de conjuncién y negacién. Dada una férmula bien formada (fbf) del CP, se

asigna a cada variable de ella algiin miembro de K, conforme a las siguientes reglas:

R1. Si Va = a, entonces \/(—a) = —a
R2.SiVa=ay V(B) =05, entonces (aff) = a x b

Un Algebra de Boole-Schroder < K, —, x > verifica una fbf de CP si para cualquier
asignacion de miembros de K a las variables de la fbf, \/ = 1. Inversamente, si \/ # 1, el
Algebra falsea la fbf. Pongamos un caso simple, la ley de Tercero Excluido: —p V p. Por
ley de De Morgan se tiene p—p. Luego, \/(p—p) = —(a X —a). Por D.1 y D.2, tenemos
V=(p—p) = 1.

Para obtener un Algebra de Boole-Schréder que permita trabajar sistemas de lgica
modal es necesario incluir un operador. Hughes y Cresswell consideran el siguiente
modelo: < K, —, X, % > (el operador * es unario y posibilita el tratamiento del operador
©). Més adelante veremos que el mismo resultado se obtiene con el modelo de McKinsey

(1941), propuesto con la finalidad de elaborar un método de decisién para S2 y S4.
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Postulados adicionales:

P7.Siae K,xa e K

P8.Sia e K,a C *a

P9. a,b € K,*(a+b) = *a + b
P10. x0 =0

P11.Sia e K, xa=xx%a

Denominaremos a este algebra un “Algebra S4”. Notamos primeramente que, al extender

la estructura bésica de un Algebra de Boole-Schroder, el Algebra S4 verifica toda fbf

de CP y verifica B1-B7 (por extensién no entregaremos la verificacién de cada axioma,

aunque el método es el que hemos revisado hasta ahora). También verifica el axioma

C10.1 y lo revisamos a continuacion.

Por definicién de —, tenemos que C10.1 equivale a = ¢ ((= ¢ —p)(—== o == ¢ =p)). Por

lo que:
\/—|<>((—|<>—|p)(—|—|<>—|—|<>—|p)) = — %k ((—*—a) X — % (— * — —*a)) Y se tiene:
(1) —x((—*—a) X —*x(—x——x%a)) = —* ((—*—a) X —x (—* — — %) ): vacuamente
verdadero

(2) —*x((—*x—a)x —*(—*x——*a)) = — % ((—x—a) X —* (—x*a)): ~—p =p (T1)

es teorema de CP y verificable en el dlgebra empleada

(3) — % ((—#%—a) X — % (— % — — %)) = — # (= % —a) X —(— % —a)): P11 X (2)
(4) —x((—* —a) X —* (— % — — %))
(5) —x((—*—a) x —x (—*x — —xa)) = —*0: D1 X (4)
(6) —* ((—* —a) X —* (—* — —*a)) = —0: P10 X (5)
(7) — % ((— % —a) X — % (— % — — %a)) = —1: D2 X (6)
Entonces:

V(o ((mop)(mmo-mo-p))) =1

o1

=—*((—%—a) x (x—a)): T1 X (3)



A través de este algebra también es factible verificar Regla de Necesariedad (algo que

se ha querido realizar en este trabajo). Si cualquier fbf a es teorema de S4, entonces

\ a = 1. Luego, \/(— ¢ —a) = — * —a. Entonces:
(1) — % —a = — % —1: Por hipdtesis
(2) —x—a=—x0:D2X (1)
(3) —x —a=—0: P10 X (2)
(4) —x—a=1:D2 X (3)

Por lo tanto, de V a = 1, se sigue /(- ¢ -a) =1

4.3 Demostracion de la Regla de Necesariedad de McKinsey
y Tarski para S4

La primera prueba de la Regla de Necesariedad parece corresponder a la entregada por
McKinsey y Tarski en 1948, quienes manifestaron desconocer cualquier demostracion
de la regla desde que fuese conjeturada por Godel, en el afio 1932. La demostracién
de estos l6gicos no es sustantivamente distinta a la antes revisada y examinaremos sus
lineas generales a continuacion. Sin embargo, lo relevante es que se refrenda que la regla
no fue supuesta por Lewis en su trabajo de 1918 (la primera formalizacién del Sistema
de Implicacién Estricta) ni en su trabajo posterior, del afio 1932, precisado junto con
Langford.

Con el objeto de probar distintos teoremas presentes en el Sistema de Implicacion
Estricta haciendo uso de Algebras de Cierre y Algebras de Brouwer, McKinsey y Tarski
construyen un sistema equivalente a S4, de la siguiente maneras:

El sistema contiene variables (infinitas), constantes y (). Teniendo la n-ésima variable
o variable de indice n se da que p = v, ¢ = v4, v = v3. Las constantes son la
Negacion (—), Conjuncién (A) y Posibilidad (¢). Las expresiones formadas a partir de
variables aplicando un ntimero finito de veces las operaciones de Conjuncion, Negacién

y Posibilidad se denominan “férmulas”.
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En cuanto a los términos definidos, el sistema considera Disyuncién, Implicacién

material, Equivalencia Material, Implicacién Estricta y Equivalencia Estricta:

D1

. Disyuncién a V =4 =(—a—f)

D2. Implicacién Material: a D 8 =4 ~(a A —f3)

D3. Equivalencia Material: « = 8 =4 (o D 5)(8 D «)

D4. Implicacién Estricta: o — =4 = ¢ (=)

D5. Equivalencia Estricta: a = 8 =4 (o — 5)(8 — «)

A diferencia de la lista de Axiomas de Lewis y Langford (1932/1959), McKinsey y

Tarski (1948) enuncian los siguientes 12, para cualquier formula «, 8, vy o:

Al.
A2

A3

A4.

A

(S

AG.

(N B)— (BAa)

alpr— «

Lao— N
(@AB) Ay —an(BA)
(= B)(B =) = (a—1)
(@A (o> B))—

A7. 00 a — o

A8.(a— ) — (@D §)

Ad. aD (8D (aNp))

AL0.(0 > ) — (=8 — —a)

ALL((a = B)A(y = 0)) — ((a/Ay) — (BAD))
A12. (a — B) — (ca — of)

Se puede advertir que el sistema definido por McKinsey y Tarski (1948) es equivalente

a S4 de Lewis y Langford (1932/1959). Ello considerando, en primer lugar, que las doce

férmulas propuestas (como axiomas) son derivables de los axiomas B1, B2, B3, B4,B6
y B7, A8 y C10.1 (ver pp. 493 y sigs.) y de los teoremas (férmulas) 12.43 (pdg. 131),
14.1 (pag. 137), 14.29 (pag. 139) y 19.68 (pag. 173) del Sistema de Implicacién Estricta

(Capitulo VI de Symbolic Logic). En segundo lugar, que las reglas de Separacion Estricta

(Modus Ponens para Implicacién Estricta) y Adjuncién se verifican, respectivamente, a

través de A8 y A9. A partir de A10, A11 y A12 se comprueba que la primera regla de

sustitucion del Sistema de Implicacion Estricta se mantiene en el sistema de McKinsey

y Tarski. Por lo anterior, toda formula demostrable en S4 es demostrable en el sistema

aqui revisado.
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Ahora bien, en la discusion sobre S4 los autores recurren a la notacién usual de Matriz,
tal como hemos expuesto precedentemente. Definen a la matriz M como el quintuple <
K, D, x,—,% > donde K y D son conjuntos (mds especificamente, D es un subconjunto
propio de K o el conjunto de elementos designados de D). X denota una operacién
binaria, mientras que — y * son operaciones unarias, definidas sobre K. K se cierra sobre
las operaciones x,— y *. Ademads, estas operaciones se corresponden con las funciones
primitivas de negacién (—), conjuncién (A) y posibilidad (¢) de S4. Las condiciones a
partir de las cuales se dice que una férmula « se satisface por la matriz son, en general,
congruentes con las que hemos mostrado mas arriba (especificamente al ejemplificar con
la Ley de Tercero Excluido). En este caso, los autores definieron una Matriz Normal
como aquélla en que cuando X y —(x X —y) son miembros de D (es decir, cuando tengan

el valor designado®?), entonces y es miembro de D. Lo que garantiza Modus Ponens.

Ademas, se agregan las siguientes definiciones:
D6. Una matriz del tipo considerado se denomina Matriz de Lewis si satisface toda

férmula demostrable en el Sistema de Lewis.

D7. Una matriz del tipo considerado se denomina Caracteristica si todas las formulas
satisfechas por ella pueden demostrarse en el Sistema de Lewis (la reciproca de la Matriz
de Lewis).

McKinsey y Tarski (1948) muestran que los resultados del sistema formalizado pueden
expresarse prescindiendo de la notacion usual de matriz, esto es, correlacionando cada
férmula a del Sistema de Lewis (S4 en este caso) con una funcién del Algebra de

Clausura, conforme a las siguientes condiciones:

Z3En referencia a las Matrices de Lewis y Langford (1932/1959) revisadas en el capftulo precedente,
K ={1,2,3,4} y D representa el conjunto de valores designados para cada matriz (un subconjunto
propio de K).
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(i) A cada férmula de indice n se asigna una funcién del Algebra de Clausura
de n argumentos. Asi, para cualquier n, a = v,, f® se define por la ecuacién

f*(x1, ..., xn) = T (para los elementos z, ...z de cualquier Algebra de Clausura).

(ii) Si a es una féormula de indice m y b una férmula de indice n, y r = max(m,n) o

anbd) (

la funcién méximo entre m y n, f¢ Ty, 2p) = [T, ) [T, )

(iii) Si a es una férmula de indice n, f(~ = — fo(xy, ..., 2,) v [V = xf% (21, ..., 2p)

Se advertird que las siguientes dos condiciones son equivalentes entre si (al respecto ver
teorema 1.4 de McKinsey y Tarski (1948)):
a es demostrable en el Sistema de Lewis?* f® es idéntica a 1 en cualquier Algebra de

Clausura

Luego tenemos el teorema 2.1 de McKinsey y Tarski (1948): Si a es demostrable en el

Sistema de Lewis (S4), entonces — ¢ —a es demostrable en el sistema.

Demostracion: Por las condiciones inmediatamente anteriores, si a es demostrable en S4
(hipotesis) se sigue que f* es igual a 1 en toda Algebra de Clausura. Luego, es directo
que — * —f% es igual a 1 en cualquier Algebra de Clausura. Se sigue que — ¢ —a es

demostrable en el Sistema de Lewis?®.

Sin perjuicio de lo anterior, es directo que existe una Matriz de Lewis tal que verifica
B1-7 y C10, en la que ¢ tiene el valor del grupo, pero — ¢ =¢ no lo tiene. Esto de
manera que si ¢ tiene el valor designado (es decir, ¢ es teorema), = ¢ —¢ no asume el

valor designado (como se sabe, p — — ¢ =p no es derivable en ningin sistema modal).

24F] lector o lectora interesados pueden corroborar esto considerando la definicién de Matriz
Caracterfstica S4 y las condiciones que la misma satisface en McKinsey (1941). Basta con considerar
que -1 equivale a 0 en el Algebra de Boole. Luego, es directo que se satisface la condiciéon 1 del
Teorema 2 (— x 0 € D). Nétese que las condiciones incluidas en la definicién de Matriz Normal S2 se
mantienen en la definiciéon de Matriz Normal S4. Véanse los teoremas 1, 2, 8 y 9 de McKinsey (1941).
Por consiguiente, la Regla de Necesariedad queda demostrada en S4.

25Para una revisién sobre este tipo de funciones como parte del Algebra de Clausura remitirse a
Seccién 4 de McKinsey y Tarski (1944).
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El Grupo I de Lewis es un ejemplo. Cuando \ ¢ = 2, tenemos?® que /(= ¢ —¢) = 4.
Lo interesante de esto es que, insistimos, no se asume como verdadera ni derivable

(asumiendo correcccién y completitud para la Logica Modal) la ftbf ¢ — =0 —¢

En el siguiente capitulo veremos que, en las nuevas fundamentaciones de los Sistemas S,
la denominada Regla de Necesariedad adquiere una consideracion explicita que permite
valorar su relevancia formal y su funcionalidad sintactica. En particular, nos abocaremos
a los Sistemas P de Lemmon (que oscilan entre P1-4), donde RN se da por supuesta

con total naturalidad.

26Desde luego que este no es el tnico ejemplo que pueda entregarse. La Matriz que proponemos a
continuacién también verifica B1-7 y C10, pero no entrega el valor designado para — ¢ —¢, cuando ¢

o — 1 2 3 4
1 1 2 4 3 4
losasume: |2 2 2 2 3 3
1 3 2 4 2 4
4 4 2 2 2 2
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5 Lemmon y los nuevos fundamentos para los

sistemas modales

5.1 Las razones para la formulacion de los Sistemas P

En 1957 Lemmon publica New Foundations for Modal Systems, expresando asi que
los sistemas modales propuestos por Lewis y Langford eran ampliamente aceptados y
reconocidos como fuente de desafios y debates filoséficos, analiticos y, por supuesto,
légicos (aunque no exentos de ciertos cuestionamientos, los que revisaremos en el
capitulo siguiente). En este ultimo caso, se reconocen dos areas de interés. Por un lado,
superar los vacios, paradojas y errores paulatinamente descubiertos en los Sistemas
S, algo que hemos revisado en los capitulos anteriores, y, por otro, entregar bases
axiomaticas distintas (aunque no por ello més poderosas) pero conducentes, entre otros
propositos, a resultados equivalentes a los sistemas de Lewis. En este segundo sentido,
el trabajo de Lemmon es caracteristico. Veremos a continuacién sus lineas generales,
notando que RN resulta una parte fundamental de los sistemas P1-4 propuestos y
asumida con singular naturalidad. De hecho, Lemmon (1957) reconoce explicitamente

la demostracién de RN proporcionada en 1948 por McKinsey y Tarski.
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5.2 La formalizacion de los Sistemas P de Lemmon

Como hemos visto previamente, un Sistema Modal de Lewis contiene: (i) el Célculo
Proposicional moderno (avanzado principalmente por Russell y Whitehead como
sistema axiomatico); (ii) la capacidad de contener los axiomas de S5; (iii) la sustitucién

de tautologias equivalentes, y (iv) las siguientes cuatro férmulas:
F1.0(p D ¢) D (Op D Oq)

F2.0(pp=¢q) D (Op=0g)

F3.0p>¢)0(@>r)>0(pDr)

Para Lemmon (1957), un Sistema 3; es méas estricto que un Sistema Y, si ambos son
modales y el primero esté contenido en el segundo, pero no al revés. S1-4 cumplen esta
definicion. ¥ es absolutamente estricto si posee infinitas modalidales irrecutibles. S1-2
cumplen con esta definicién. Ahora bien, los siguientes son los postulados de Lemmon

para los Sistemas de Lewis:

L(a). Sustitucién para variables proposicionales (tal como en CP, como fuera trabajado

por Russell y Whitehead)

L(b). Adjuncién (F o, F 8, F af)

L(c). Separacioén estricta (- «, - a — 3, =F )
L(d). Sustitucion de equivalentes estrictos

A lo anterior se suma la siguiente lista de axiomas:

L1. pg — qp L2.pg—p

L3. p— pp L4. p(qr) — (qr)p

L5. (p—q)(g—1)— (pr—r) L6. p — op

L7. o(pq) — op L8. (p— q) — (op — oq)
L9. cop— op L10.op — Oop
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El siguiente cuadro resume los Sistemas de Lewis a los que conducen los postulados y

axiomas anteriores.

Lewis Lemmon

S1 L1-6
52 L1-7
53 L1-6 + L8
S4 L1-6 + L9
S5 L1-6 + L10

Lemmon define el CP, que esta a la base de los sistemas modales, mediante tres reglas

(cominmente aceptadas desde el trabajo de Russell y Whitehead):
(CPa). Si a es tautologia, entonces F «

(CPD). Sustitucién para variables proposicionales

(CPc). Implicacién material (F o, = a D 3, =F f)

En la extension a los sistemas modales, las reglas anteriores pueden formularse de la
siguiente manera. Veremos que es en esta lista de reglas que RN ya aparece formalmente

y sin mayores cuestionamientos sobre su origen:

(a) Fa =FOa; (a’) Si a es tautologfa o un axioma, entonces - Clar 27

(b) F O(a D B) = O« D OpF); (b’) Sustitucién de equivalentes estrictos.

Respecto de (a’) cabe destacar que hemos mantenido la expresién original empleada
por Lemmon (1957: 177): “tautologia” (if « is a tautology or an axiom, then b La).
Con todo, la restricciéon (tautology) refiere a fbf del CP.

27Un antecedentes histérico de especial relevancia es entregado por Lemmon, quien indica que la
primera demostracién de la versién debilitada de RN en S1, que acd hemos designado como (a’), habria
sido entregada por Robert Feys (1950: 485): Les Systems formalisés des modalités Aristitélicienns.
Revue Philosophique de Louvain Vol. 48 (También referenciado por Hughes y Cresswell, 1973).
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5.3 Equivalencias entre Sistemas S y Sistemas P

Si a las reglas se anaden los siguientes axiomas, es posible obtener P1-4 con sus

correspondientes equivalencias en S1-5:

(1) O(p > ¢ > 0(Ep > 0g); (1') O(p 2 ¢q) D (0p D Og)
(2) Op>op
(3) Bp>¢)>0(@>r)>0(p>r)

De tal manera?®, tenemos:

Sistema  Reglas y axiomas

P1 CP, (a’), (b)), (2), (3)
P2 CP, (a), (b'), (1), (3)
P3 CP, (), (b"), (1), (2)
P4 CP, (a), (1), (2)

Ahora, si bien no nos detendremos en esto, P1-4 son equivalentes a S1-4 (en la
version Symbolic Logic). Esto se muestra notando que en cada Sistema P: (i) L1-4
son demostrables segiin CP, (a) o (a”) y la definicién de Implicacién Estricta. (L6)
se demuestra a partir de (2) y (a) o (a”)?, usando la definicion de Necesidad y

Posibilidad. L(a) se repite como (CPb). La regla L(b) se deriva de CP; (v) la regla L(c)

28Estos sistemas se definen sobre la Negacién, Implicacién Material y Necesidad. La Conjuncién,
Disyuncién y Equivalencia se definen a partir de la Negacién e Implicaciéon Material (tal como en PM),
mientras que la Implicacién Estricta a partir de la Necesidad e Implicacién Material: p — ¢ =4 O(p D
q). El Operador Modal de Posibilidad se define a partir de la Negacién y el Operador de Necesidad:
op =4 ~Op

29 Algo que refrenda el rol central asumido por RN en el trabajo de Lemmon (aunque para S1-3 en su
versién debilitada). Estas demostraciones son rutinarias y, en todos los casos, siguen la misma forma.
Veamos el caso de L1: 1. pg = gp: CP, 2. pg D ¢p: Separacién CP en 1 3. O(pg D gp): (a’) X (2) 4.
pq — gp: Def — X 3.
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se obtiene a partir de (CPc) y (2) usando la definicién®® de ~3!. Las definiciones — y
O de Lewis son derivables como equivalencias estrictas (algo que es directo). Ademas,

en Lemmon (1957), se muestra la Regla de Sustitucién (Ld) para cada sistema P.

En P1, L5 se deriva a partir de (3), (a”), la definicién de Implicacién Estricta ) y (Ld)
se repite como (b”). De manera tal, que P1 contiene a S1. Cabe destacar que en el caso
de S2, Lemmon (1957: 178 y siguientes) entrega la demostracién, recurriendo a (PCa),
(a”) y (1’). Para L9, Lemmon (1957: 179) entrega las referencias en el trabajo de Parry

que, conjuntamente con (a), permiten su derivacién.

En el caso de (Ld), el autor indica los teoremas de S2 que permiten derivar las reglas:
(i) O(p > q) >O(~g > —p) ¥
(i) O(p>q) >0(g>r) D (p 7)™

(iti) O(g > r) 20O D ¢)(p D 1))*

Otras reglas que se obtienen por las anteriores son:

30

Téngase la fbf a: H
Téngase la fbf a — p: H
O(a D B): Def. — X 2
adf(2)X3

B: (CPc) X 1X 4

AN

3

=

O=p > —p: (2) {-p/p}

—|(—\ O - —|—|p); Def. D, Def. ¢ X 1
—(=op-p): Eq. CP X 2

p Dop: Def. D X 3

Op — p: Def. o, (a') X 4 {-p/p}

CU e

32 Aplicando la definicién de ~— en (3), se tiene ((p — ¢)(¢ — 7)) D (p = r). Por (a’) llegamos a

D(?)g(p —q) D (¢ —r)) D (p—r)), que por definicién lleva a ((p — q) — (¢ — 1)) — (p— 7).

L O((»>¢q) 2>(=¢>-p)): (a’) X CP
2. 0(p>q) >0(=g > —p): (1) X 1

34Corresponde a la linea 7 de la derivacién que Lemmon (1957: 178) entrega para (L5) en P2.
35Se deriva de la misma manera que (i).
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(iv) Fa=f=F-a=-3%

)

V) Fa=8=FaDdy=827%

(vijFa=p=FtyDa=7yD 3%
)

(vii) Fa =3 =FOa=0p%

Ademas, de (b) més la definicion de ¢ se tiene la siguiente regla (contenida en P2):

FO(a D B) =k (ca D oB)™°

36

=p:H

’Q\Q

8)(8 — a): Def.= X 1

(o D B): Simp. 2 X Def.—

(@ > 8) > 0(=p 2 —a): (i) {p/a, q/B}

(=8> —a): MP X 3 X 4

(8 D «a): Simp. (2), Def. —

(85 a) > O(=a > ~8): (i) {p/8, a/a}

(ma > =f): MP X 6 X 7

(=8 D =a)0O(—a D =f): Adj.X 5 X 8 10.(—aw = =): Def. -, Def. =

© XN Tt W
gogoogogoo

W
33

=~
Il

®

as

a— B)(f — a): Def.=X 1

): Simp. X 2, Def. —

) D 0> ) 2 (8>9)): (i) {p/B, ¢/ex, 7/}
YD (BD): MPX3X4

imp. X 2 X Def. —

D 0((B>7) D (a>9)): (i) {p/a, ¢/B, r/7}
YD (D7) MPX6X7

7) 2 (B27)B((B>7) D (aD7)): Adj. X5 X 8
= (8> 7) Def. =X 9

C OO WD
ogogoggo
=220
w2

H
°
U

2

38La estrategia de demostracién es similar a la anterior, pero con recurso a (iii).
39

a=pH

(a— B)(B— «a): Def. =X 1

O(a D B): Simp. 2

O0a>0p): (1) X3

(8 D «): Simp. 2

(O8> 0a): (1) X 5

(Oa > 0OB)O(0F D Oa): Adj. (4) X (6)
=08: Def. =X 7

S I ol ol

]
|
]
o
40

1. O(@> p): H

2. ar— == — —a: Teorema 12.44 del Capitulo VI de Symbolic Logic.
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6 Discusion de contraste entre los Sistemas S y los
sistemas que incorporan Regla de Necesariedad

como principio de inferencia

6.1 Sobre la inspeccion de teoremas derivados con independencia
de Regla de Necesariedad (en versiones debilitada y no

debilitada) en Sistemas S

Llegado a este punto se requiere abordar las principales interrogantes desprendidas
del objetivo trazado para la presente investigacion y que, basicamente, consisten en
determinar el grado de presuposicién que pudo existir de la Regla de Necesariedad en
los sistemas modales de Lewis, principalmente en S4 (S1 4+ C10) y en S5 (S1 + C11),
donde es posible trabajar con la version no restringida de la regla en cuestién. Para ello
parecen existir al menos dos alternativas. La primera, directa, es observar la estrategia
con que se desarrollaron los sistemas modales propuestos desde A Survey of Simbolic
Logic e inspeccionar si en algin teorema se logra reconocer dependencia no declarada
con respecto a RN. Ello reviste el esfuerzo de examinar la correcta justificaciéon de
los teoremas con respecto a los axiomas, simbolos primitivos, definiciones, y reglas
de inferencia y de transformacion que son parte de la formalizacion del Sistema de
Implicacion Estricta y, posteriormente, en la sucesion de Sistemas de Lewis. Claramente,
en esto no hay mayor discusién y cualquier examen acucioso notard que RN no estd
presupuesta en ninguna de las derivaciones presentadas, primeramente, por Lewis (1918)

y luego por Lewis y Langford (1932/1959)%!.

O(=8 — —a): Def. —, 1 X (1)

D(D—\ﬂ — _||:|Oé)5 (b) X3

O(0-8 — —Oa) = O(= 6 ==8 D =6 ——a): Def. o X 3
D(—!O—!—ﬂ D ﬂ<>—|—|04) = (<>a D Oﬂ): (Ld) X5

O G W

4l Fsta “inspeccién” sistemética de los teoremas del Capitulo VI de Symbolic Logic se ha realizado
como parte de las tareas asumidas para el presente trabajo de tesis. De la misma, se ha podido constatar
que, en ningin caso, Lewis y Langford dejan espacio para asumir que hayan requerido de RN como
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De hecho, las falencias de las formulaciones originales del Sistema de Implicacién
Estricta y de los Sistemas S son principalmente tres. Que la incorporacién del Axioma
p— g = -"oq — —op, en la propuesta de A Survey of Simbolic Logic del ano
1918, conduce a anular la diferencia entre negacién e imposibilidad, obligando a una
correccion del Sistema de Implicacién Estricta en Symbolic Logic (asunto revisado en
el Capitulo IT del presente trabajo de tesis). Que A5, p — ——p, no es axioma, puesto
que es derivable de A1-3 y A6 (de hecho, el lector o lectora atentos notaran que,
en las matrices propuestas por Lewis, no es posible encontrar una interpretacion en
que A5 no tenga el valor designado para el grupo respectivo, mientras que los otros
axiomas si lo tengan, quedando abierta la interrogante sobre si seria o no factible
proponer una matriz en que si ocurra). Y que se advierten descuidos en la validacién
de cada sistema a través de los cinco grupos con los que se trabajo en el apéndice
de Symbolic Logic (algo que, sin embargo, no es determinante en la fundamentacién
de cada sistema, ni exige correccion mayor). Fuera de estos asuntos, y de otros que
demandan analisis filoséfico, como el cuestionamiento sobre el tipo de funcién al que
dan lugar los operadores de posibilidad y necesidad (entendiendo, como el mismo
Lewis llegd a precisar, que no son propiamente funciones veritativas), o la discusién en
torno a la iteracién de modalidades (por ejemplo, el sentido vinculado a asumir que
una proposicién necesaria implique estrictamente que es necesariamente necesaria),
cuestiones cuyo tratamiento profundo escapd de los propoésitos principales de Lewis,
no queda mayor espacio para la discusién sobre el fundamento de los Sistemas S.
También, es claro que RN es un recurso que no interviene, ni parece un requisito para

los propositos sintacticos de Symbolic Logic.

requisito de inferencia. Incluso, reglas de inferencia dependientes de RN, como las que se obtienen en
los Sistemas P, o en otros més débiles, como el Sistema T (véase Hughes y Cresswell, 1973, 1996), son
prescindibles dada la “maquinaria” que interviene en la formulacién de los Sistemas S.
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6.2 La “maquinaria” S4 para prescindir de la Regla de

Necesariedad y su contraste con los Sistemas de Lemmon

Ahora bien, lo anterior puede llevar apresuradamente a concluir que RN es prescindible
y que. para el desarrollo de S4-5, su incorporacion seria accesoria. De ser esto asi, para
cada teorema derivado apelando a RN en un sistema modal equivalente a S4 o S5, el
mismo deberia ser susceptible de obtenerse, en estos sistemas, sin recurso a la regla en
cuestion. La tarea implica una estrategia distinta que el atento examen sobre la ausencia
de presuposicién de RN en los teoremas derivados en el Capitulo VI de Symbolic Logic.
Requiere, en otras palabras, cuestionarse sobre la manera en que un teorema derivable
en un sistema equivalente a S4-5, como P4-5, que recurra a RN, es derivable en los
primeros sistemas, pero sin recurso a la regla (esto es, a partir de la fundamentacién
propuesta en el apéndice de Symbolic Logic). Si esto no se lograse, cuestién que no es
motivo de discusion, todo sistema en que se incorpore la regla seria légicamente mas
fuerte que los Sistemas de Lewis, si en éstos RN no se formaliza (algo que, desde luego,
es totalmente realizable dadas las demostraciones de RN debilitada y RN no debilitada
para, respectivamente, S1-3 y S4).

Comencemos, pues, notando la existencia de teoremas contenidos en S4 y derivados en
Symbolic Logic, que lo son en P4 con recurso a RN. En esto no hay mayor dificultad
y las estrategias de demostracion, en cada caso, no revisten particular interés ni son
motivo de discusion. Iustrativo es el teorema — ¢ —p — (¢ — p), contenido en S4 y
numerado con 19.75 en el Capitulo VI de Symbolic Logic (pag. 174). De hecho, al no ser
consecuencia de S1 + C10, el teorema esta contenido en S1. En P4 el mismo teorema
puede obtenerse a partir de CP, RN, el axioma (1) y la Implicacién Material (al respecto
ver capitulo anterior). Baste con advertir que la férmula p D (¢ D p) es derivable en
CP. Luego, por RN se tiene O(p D (¢ D p)) v por (1) se llega a O(Op D O(g D p)),
que es equivalente a 19.75 (téngase en cuenta que los Sistemas de Lewis se trabajaron
a partir del operador primitivo de posibilidad y los Sistemas de Lemmon sobre el de

Necesidad).
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Incluso, a partir de O(0p D O(g¢ D p)) obtenemos OO(Cp D (¢ D p)), que es
un teorema de S4, directamente dependiente de C10. En P4 el mismo teorema es la
consecuencia de RN sobre O(Op D O(g D p)). Naturalmente, no debemos insistir en
que todos los teoremas S1-3 son teoremas S4 (siempre que se adhiera B9, para el obtener
los teoremas de S2 cuantificados existencialmente). Por ello que lo mismo que hemos
dicho sobre la derivabilidad de estos teoremas en P4, aplique para P1-3. Tomemos otro
ejemplo, el teorema p — p, correspondiente al primero derivado por Lewis y Langford

en el Capitulo VI de Symbolic Logic (numerado 12.1, pag. 127).

Se sabe que p D p es derivable como teorema en el CP de PM. Luego, con la sola
aplicacién de RN, es teorema en P4 (incluso, al ser tautologia, es derivable en P1-3).
Otro caso que consideraremos es el teorema (pg) = Oplg, contenido en P4 empleando
RN y otras reglas dependientes. Baste con senalar que una estrategia para obtener
directamente el teorema en cuestién en P4 requiere derivar O(p D ¢) D (Op D Oq) v
la regla de inferencia - o = f =F Oa = Of (el primer caso depende de (1), (2) y RN,
mientras que la regla depende de O(p D ¢) D (Op D Og) y de RN). A partir del teorema
derivado, de CP y de RN se llega a O(pg) = OpOgq. Luego, mediante la aplicacion de
RN, tenemos O(C(pg) = Opgq). En el Capitulo VI de Symbolic Logic se presenta el
mismo teorema, en el numeral 19.81: = ¢ =(pg) = = ¢ —p— o =¢. Ejemplos como los
anteriores pueden replicarse, pero no son las situaciones en las que queremos enfocar
la atencion. La situacion interesante esta dada por el tipo de teoremas sobre el que
Lewis y Langford no hicieron una alusién directa en Symbolic Logic y que se obtienen
en P4, recurriendo a RN (algo que responde, naturalmente, a que en el Apéndice de
Symbolic Logic no se abordaron con detalle las consecuencias de S1 + C10). Aqui es
donde la discusién debe detenerse para evaluar correctamente la importancia de RN
en términos de inferencia. Pues, por un lado, sabemos, a partir de lo abordado en el
capitulo anterior, que el listado de axiomas del Sistema de Implicaciéon Estricta del
Apéndice IT de Symbolic Logic es reducido a teoremas en los Sistemas de Lemmon —de

ahi a que resulte indiscutible que todo teorema de los Sistemas de Lewis esté contenido
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en los Sistemas de Lemmon—. Sin embargo, por otro lado, ello no dice nada sobre el
mecanismo o la “maquinaria” involucrada para obtener, en los Sistemas S, aquellos
teoremas de los Sistemas P que dependen de RN. De hecho, en los sistemas de Lewis
la iteracion y reduccion de modalidades no depende de una regla. Es claro que la fbf
p — — o p, no es derivable en los Sistemas S (pues implicaria volver redundante
el operador de necesidad y, por extension, cualquier sistema modal que la contenga),

mientras que si lo es p — op.

Tomaremos, primeramente, J(Op — [Op). La férmula es teorema de P4, como
consecuencia de CP, RN y el Axioma (1), caracteristico de P3-4. No obstante, al
depender de RN no debilitada se trata de una férmula no contenida en P3. Para
llegar al mismo teorema en S4 es necesario, primero, notar que [p — [p es teorema
S3. Se llega a éste una vez que se ha derivado la formula p — p (12.1 en Symbolic
Logic) y luego recurriendo a A8, al teorema 12.44 y a las Reglas de Inferencia y de
Sustitucion. Como todo teorema S3 es teorema S4, la fbf de interés es consecuencia de
C10 sobre = ¢ =(= ¢ —p D = ¢ —p) (debido a la relevancia del teorema para la presente

argumentacion, explicitaremos abajo el detalle de su derivacién)*?.

Otro caso ilustrativo lo presentan las fbf del CP. Si bien los Sistemas de Lewis contienen
todos los teoremas del CP en la versién estricta, es decir, de manera necesaria, la
estrategia es distinta a la que se emplea en Sistemas que contienen RN. Mientras que,
en éstos, la version estricta de una fbf CP, como (p V p) D p, que es axioma en el
Sistema PM, se obtiene de manera directa a partir de RN (debilitada), en un Sistema
de Lewis es un teorema que prescinde de tal recurso. Todos los axiomas del Sistema

PM estan contenidos en S1 como teoremas. Corresponden a las férmulas 13.1, 13.21,

42

p — p: Teorema 12.1 del Capitulo VI de Symbolic Logic

p— p = —p— —p: Teorema 12.44 del Capitulo VI de Symbolic Logic {q/p}
(=p— =p) — (mop— —o-p): 2., A8 {p/=p,q/—p}

=0 -p — - ¢ —p: Regla Inferencia (MP Estricto) 2. X 3.

—o(m0-p Do -p): Def. —

—\0—\—|<>—|(—|0—\p D —\0—\]))2 C10 X 5.

O(Op ~— Op): Def. O, Def., — X 6.

NGt W=
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13.3, 14.25 y 14.28 del Capitulo VI de Symbolic Logic. De hecho, para el Sistema de
Implicacién Estricta no es un requisito asumir el CP, pues todo teorema del mismo es
derivable a partir de su version estricta. El principio que lo permite esta contenido en
el teorema (p — ¢) — (p D q), numerado 14.1 (pag. 137). De ahi a que, si los axiomas
de PM son derivables en S1, en su version estricta, todo Sistema de Lewis contendra la
versiéon estricta del CP y la version material de éste. Puede, entonces, prescindirse de
RN (debilitada y no debilitada) para el salto de la versién material a la version estricta

de cualquier teorema de S1.

Ahora bien, otro tanto cabe discutir sobre lo que ocurre en los sistemas en los cuales se
dispone de la versién no restringida de RN y que dan paso a la iteraciéon de modalidades.
En un Sistema como P4, el salto de una féormula de CP a una formula modalizada y
a la iteraccion de modalidades se da como consecuencia de RN. Es posible transitar
desde, por ejemplo, g D pVgaqg— pVg,yal(qg— pVq),y sucesivamente. En S4 el
paso no requiere de la férmula en su version material, pues se dispondra, antes de ella,
de su version estricta, ¢ — pV q. Y es claro que a partir de equivalencias del CP y de
la definicién — en el Sistema de Implicacién Estricta, se obtiene =0 —==0-=(q D pV q),

como teorema S4 (18.7 + B6 + C10, empleando Regla de Sustitucion).

En torno a algunas de las consecuencias interesantes en S1, que se anexan a las que se
desprenden cuando a este sistema se incorpora C10, esté el teorema (—o——o-p) — (-0
—p = p), deducible de 19.84. Asi, cuando una proposicién es necesariamente necesaria,
se dispone de = o —p =py de =0 —-p=—-0--0-p (Cl0), que permiten la reduccién
de modalidades. Naturalmente, en el Sistema de Implicacién Estricta, el paso hasta
(mo == 0-p) — (mo-p = p) es particularmente complejo y requiere de una larga

cadena de teoremas previos.

Para el caso de P4, el par de férmulas O0p D O(p D Op) y OOp D OOp D p)
es derivable a partir de CP, RN y los axiomas (1) y (2). Se sigue OOp D (O(p D
Op)O(Op D p)), que por RN conduce a J(O0p D O(p D Op)O(Op D p)). Por su
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parte, C10 es consecuencia de (2) y RN* (algo que no es tan directo y explicitamos).

La tesis Op ~— OOp es derivable de CP, (1) y RN, mientras que su reciproca, de
(2) y RN, lo cual, nuevamente, muestra el potencial de inferencia de la regla. Esto,
naturalmente, es lo que puede explicar la intencién de Godel (1932/2006) por proponer
que se incorpore el axioma de Becker (C10) al Sistema X, y obtener el primer sistema
equivalente a S4 con RN. Con lo que se abrié espacio para una suerte de “inmersion”

de la logica axiomatica intuicionista en la l6gica modal.

. Cuales son, entonces, los contrastes relevantes entre la “maquinaria” de los Sistemas
P y de los Sistemas S? Pues bien, observemos la formalizacién del Sistema de
Implicacién Estricta (algo sobre lo que hemos entregado los principales antecedentes
en el Capitulo II). En particular, sabemos que de su axiomatizaciéon derivan como
teoremas modalizados los axiomas de PM, con lo que todo el CP estd contenido
en S1. Las reglas de formacién no son radicalmente distintas de las de un sistema
axiomatico como PM, aunque se agrega la funciéon —, definida a partir del operador <.
No obstante, a diferencia del Sistema PM y de otros sistemas modales, los de Lemmon,
por ejemplo, como principio de inferencia se recurre a una versién estricta del Modus
Ponens y al set de axiomas asumidos en las listas A1-8 y B1-9 (Apéndice II de Symbolic
Logic), algo que explica que en S1 los teoremas modalizados, del tipo O(p D p), se
obtengan sin recurso al CP. Y como a ello se agregan las consecuencias revisadas de
los teoremas (p —)g — (p D q), (mo -0 -p) — (mo-p = p)y de Cl0, se hace
evidente que la incorporacién (formal) de RN (debilitada o no) seria redundante, para

el transito de Sistemas de Lewis.
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oo p— op: L9, derivable en P4 con recurso a (a), ver Lemmon (1957: 179).
—op— —oop: Eq. X 1.

—~O—p s =—O-—0-p: Def. 0 X 2.

Op — O0Op: Eq. X 4. (C10.1)

O0p > Op: (2) {p/Cp}

O0p — Op: (2) {p/0Op}: (a) X 6., Def. —

O0p = Op: 5. X 7. (C10.2)

NS ol W=
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6.3 Breve alusion a los asuntos filosoficos asociados a la
comprension de la idea de “necesidad” y los sistemas

modales

Aunque ajeno a los intereses de la presente discusién, otro tanto cabria precisar
sobre el caracter intuitivo de RN y la ausencia de discusion filoséfica directa sobre su
enunciacion. De hecho, parte importante de los debates respecto de la Logica Modal —al
menos de los mas persistentes y pioneros— pasan por despejar la idea de “necesidad”,
existiendo perspectivas, como la del mismo Lemmon (en Haack, 1991), que abogan
por una pluralidad de concepciones al respecto, dependiendo del sistema con el que
se trabaje. Para esta posiciéon, la “necesidad” en sistemas fuertes, equivalentes a S4-5,
tiende a ser distinta de la que se extrae de formulaciones més restringidas (que, entre
otras cosas, no permiten la iteracién de modalidades o su reduccién). Quienes estan
en contra de la idea de Lemmon (p. ej. Cargile, 1972 en Haack, 1991), asumen que
la mejor representacion de “necesidad” es la que se consigue, precisamente, a partir
de los sistemas modales fuertes, con lo cual se deja espacio al debate sobre el rol
de RN como parte de lo que seria la interpretaciéon mas adecuada de “necesidad” vy,
por consiguiente, del entendimiento més preciso sobre la logica modal. Ahora, desde
luego que parte importante del debate iniciado por Quine sobre la interpretacion de la
iteracién de modalidades (sustentada en la idea de que LA es interpretable como “A es
un terorema de la teoria L” y que LLA como “LA es un teorema de M”, donde M es un
metalenguaje de L, y su concepcion sobre la ausencia de univocidad de los operadores
modales iterados), se ve nuevamente intervenida por las consecuencias de RN. Con
todo, es indiscutible que parte importante de la posicién del filésofo estadounidense
esta fuertemente influenciada por la rigidez con que asume la interpretacion de la
logica y de su lenguaje, principalmente con miras a su empleo en el discurso cientifico

(p. €j. Quine, 1998).
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6.4 Interrogantes desprendidas del trabajo investigativo

Al margen de los asuntos estrictamente filoséficos sobre los sistemas modales y su
pertinencia, la investigacion llevada a cabo abre espacios para indagar en, a lo menos,
dos cuestiones. La primera de ellas consiste en profundizar en el rol que juega RN como
parte de la normalidad de un sistema modal. Ello con miras a establecer si RN debe ser
una propiedad contenida en un sistema normal o una regla de inferencia requerida para
el trabajo (observaciones de alcance similar podrian hacerse sobre la disponibilidad del

Modus Ponens y del CP).

En segundo lugar, los resultados sugieren que es pertinente inspeccionar el criterio de
fortaleza (debilidad) modal y la dependencia que mantiene con RN, pues, como se
vio a lo largo del trabajo realizado, los Sistemas de S contienen una “maquinaria de
inferencia” que permite prescindir de RN (debilitada y no debilitada) para la reduccién

de modalidades iteradas.
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