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Resumen

Las isogenias entre variedades abelianas han sido objeto de estudio en diversas
dreas de la matemadtica, incluyendo geometria algebraica, teoria de ntimeros y, méas
recientemente, criptografia. En particular, las isogenias de Richelot en jacobianos de
curvas de género 2 han adquirido gran relevancia en el desarrollo de protocolos crip-
tograficos post-cudnticos, como el esquema G2SIDH, una extension del SIDH basado
en curvas elipticas. En este contexto, el presente trabajo se enfoca en el estudio teérico
y computacional de las isogenias de Richelot, proporcionando herramientas funda-
mentales para su andlisis y aplicaciéon en criptografia.

El primer capitulo estd dedicado a los preliminares necesarios para comprender el
problema en estudio. Se inicia con la teoria bdsica de curvas hiperelipticas de género
2, estableciendo la relacién entre los espacios afin y proyectivo, y la estructura de sus
cuerpos de funciones. Posteriormente, se abordan conceptos algebraicos esenciales
como los anillos locales, anillos Noetherianos y la valoracién en puntos de una cur-
va, los cuales son fundamentales para definir divisores y su correspondiente grupo de
clases. Ademads, se introduce la nocién de jacobiano de una curva y su representacion
mediante la forma de Mumford, asi como algoritmos para su aritmética eficiente, co-
mo el algoritmo de Cantor. También se estudian los subgrupos de torsién y su relacion
con la estructura del jacobiano, lo cual es clave para el andlisis de isogenias.

El segundo capitulo se enfoca en el estudio de variedades abelianas y su polariza-
cion. Se presentan definiciones y propiedades fundamentales de las variedades abelia-
nas, junto con su dualidad y la teoria de isogenias entre ellas. La polarizacion juega un
papel central en la clasificacion de las variedades abelianas y en la seleccion de cier-
tas isogenias de interés, como aquellas que surgen exclusivamente entre jacobianos
de curvas. Asimismo, se introduce el concepto de emparejamientos de Weil, los cuales
tienen aplicaciones en criptografia y en la caracterizacion de isogenias.

Finalmente, el tercer capitulo estd dedicado al estudio especifico de las isogenias
de Richelot. Se inicia con la descomposicion cuadratica y la correspondencia de Ri-
chelot, proporcionando una base tedrica para el célculo de estas isogenias. Luego, se
presentan métodos eficientes para su evaluacion y clasificacién en funcion de la es-
tructura del subgrupo nucleo. En particular, se analizan isogenias de tipo (2”,2") y sus
ecuaciones asociadas, lo cual permite una implementacién mads eficiente en el con-

texto de la criptografia post-cudntica. Se concluye con una descripcion del protocolo



G2SIDH y surelevancia en la seguridad criptogréfica frente a la computacién cudntica.

En resumen, este trabajo proporciona un estudio detallado de las isogenias de Ri-
chelot desde una perspectiva algebraico-geométrica, con un énfasis en su aplicabili-
dad en criptografia. A través de los diferentes capitulos, se establecen las bases teori-
cas y computacionales necesarias para comprender la estructura y el célculo de estas
isogenias, contribuyendo asi al desarrollo de herramientas matemaéticas para la crip-

tografia basada en isogenias.
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Introduccion

Las curvas hiperelipticas, una clase fundamental dentro de la teoria algebraica de
curvas, han capturado la atenciéon de mateméticos y cientificos desde su concepcion
en el siglo XIX. Estas curvas son el resultado de una interseccion entre el dlgebra y la
geometria, lo que las hace de vital importancia en dreas como la criptografia, la fisica
tedrica y la teoria de numeros. El término "hipereliptico"proviene de la idea de gene-
ralizar el concepto de curvas elipticas, que han sido objeto de estudio durante siglos.
Las curvas hiperelipticas, al permitir un grado mayor de flexibilidad en su estructura,
presentan una riqueza de propiedades y comportamientos intrigantes que atn estan
siendo explorados en la actualidad.

Elinterés en las curvas hiperelipticas surgio en el siglo XIX en el marco del desarro-
llo de la geometria algebraica. Matematicos como Niels Henrik Abel y Evariste Galois
sentaron las bases para el estudio de las curvas algebraicas, abriendo la puerta a la
comprension profunda de su estructura y propiedades. A medida que los investiga-
dores avanzaban en la teoria, se descubri6 que las curvas elipticas eran solo un caso
particular de una familia mas amplia de curvas, conocidas como hiperelipticas. Esta
generalizacion permitié un tratamiento mdas amplio de conceptos matematicos esen-
ciales y condujo a desarrollos significativos en el campo [44].

Las isogenias entre variedades abelianas han sido un tema de gran interés en diver-
sas dreas de la matematica, especialmente en geometria algebraica y teoria de niime-
ros. En afos recientes, su estudio ha cobrado relevancia en el &mbito de la criptografia
post-cudntica debido a su aplicacién en protocolos resistentes a ataques por compu-
tadoras cudnticas. En particular, los sistemas criptograficos basados en isogenias, co-
mo el Supersingular Isogeny Diffie-Hellman (SIDH) y su extension a curvas de género
2, conocido como G2SIDH, han surgido como alternativas prometedoras en este cam-
po. Estos esquemas utilizan la dificultad computacional de encontrar isogenias entre
variedades abelianas dadas como base para su seguridad.
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El protocolo SIDH, basado en curvas elipticas supersingulares, ha sido ampliamen-
te estudiado por su potencial en criptografia post-cudntica. Sin embargo, las recientes
vulnerabilidades descubiertas en SIDH han llevado a la biisqueda de variantes mas se-
guras, entre ellas el protocolo G2SIDH, que utiliza jacobianos de curvas de género 2 en
lugar de curvas elipticas. El estudio de estas estructuras matemadticas es fundamental
para comprender la seguridad y eficiencia de estos sistemas criptograficos, asi como
para el desarrollo de nuevas implementaciones que refuercen su resistencia ante ata-
ques adversarios.

El presente trabajo tiene como objetivo realizar un estudio detallado de las isoge-
nias de Richelot en jacobianos de curvas de género 2, desde una perspectiva teorica,
proporcionando una base sé6lida para su aplicacién en criptografia. Se inicia con una
revision de los aspectos fundamentales de las curvas hiperelipticas de género 2, su es-
tructura algebraica y su relacion con los jacobianos. Posteriormente, se analiza la teo-
ria de variedades abelianas y su polarizacion, aspectos esenciales para comprender la
clasificacion de isogenias en este contexto. Finalmente, se estudia en detalle la cons-
truccion y evaluacion eficiente de isogenias de Richelot, con énfasis en su aplicabilidad
a G2SIDH.



Capitulo 1

Preliminares

La teoria de curvas hiperelipticas sobre cuerpos finitos es un fascinante campo ma-
tematico que combina la geometria algebraica y la teoria de niimeros. Se centra en el
estudio de curvas algebraicas especiales, conocidas como curvas hiperelipticas, defini-
das sobre cuerpos finitos. Estas curvas tienen aplicaciones clave en criptografia y teoria
de c6digos. Para comprenderlas, es necesario explorar conceptos como la ecuacién de
Weierstrass y el género de la curva, mientras que la geometria proyectiva proporcio-
na una valiosa herramienta para visualizar y analizar estas curvas en un marco mas
amplio. Asumiremos algunos conceptos de las variedades algebraicas que pueden ser
consultados en [43, Basic Algebraic Geometry 1].

1.1. Curvas hiperelipticas de género 2

A continuacion, definiremos el concepto de curvas hiperelipticas para género arbi-

trario, sin embargo en esta tesis nos concentraremos en el caso de género 2.

Definiciéon 1.1.1 Sea g = 1 un niimero entero, K un cuerpoy h(x), f (x) € K[x], tales que
deg(f)=2g+1,deg(h) < gy f moénico. La curva dada por la ecuacién:

C:y*+h(x)y=f),

serd llamada curva hipereliptica de género g si es no singular, es decir, si no existen x, y €
K tales que2y+ h(x) = f'(x)—y =0, siendo f', h' las derivada formales de f y h en K|x].

Observacion 1.1.1 La condicion anterior es equivalente a la siguiente, si consideramos

4
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C(x,y):= y*+h(x)y— f(x), entonces los puntos de la curva hipereliptica estdn dados por
la variedad afin determinada por los ceros de C(x, y). En tal caso, se tiene que
(x,y) es singular si'y solo si oc _oC _ 0
Y 8 y dy ox
Observacion 1.1.2 Si char(K) # 2, es posible describir a una curva hipereliptica en la
formaC: y? = f(x) con f ménicoydeg(f) =2g+1 odeg(f) =2g+2. Ademds, la no
singularidad es equivalente a decir que f no tiene raices multiples, o bien f'(x) # 0.

Definicién 1.1.2 Sea C : y? = f(x) la ecuacién de una curva hipereliptica de género 2
definida sobre un cuerpo K. Decimos que el punto (x, y) € C es un punto racional de la
curvaC, si x, y € K. Denotaremos por C (K) al conjunto de todos los puntos racionales de

la curva y C(K) a los puntos de la curva en la clausura algebraica de K.

En adelante, consideraremos g = 2y char(K) # 2, esdecir,C : y* = f(x) condeg(f) =
56 deg(f) = 6. Puede ocurrir que existan puntos de la curva fuera del cuerpo base K,

asi distinguiremos C(K) de C (K) de ser necesario.

Lema 1.1.1 SeaC: y? = f(x) con deg(f) = 5 una curva hipereliptica definida sobre K
y sin puntos singulares en K. Entonces la variedad algebraica V(C(x, y)), con C(x,y) =
y% — f(x), es irreducible sobre K y la dimension de V(C(x, y) es 1.

Demostracién. Sabemos que V(C(x,y)) es irreducible sobre K si y solo si C(x,y) es
irreducible sobre K lo que es equivalente a que C(x,y) se factorice completamente
sobre K[x, y]. Consideremos C(x, y) € (K[x])[y]. Una factorizacién de C(x, y) debe ser
de la forma

Cx,y)=(y—-ax)(y-bx)),

con a(x),b(x) € K[x]. Como deg(f) = 5, entonces deg(a) # deg(b) y al menos uno
de ellos es no constante, luego a(x) — b(x) es no constante. Si x, € K es una raiz de
a(x) — b(x) e yp = alxp) = b(x,) entonces (xp, yp) € C(K). Es fécil notar que ambas de-
rivadas parciales de C(x, y) se anulan en (Xp, ¥p), lo cual contradice el hecho de que C
no tiene puntos singulares. Concluimos entonces que C(x, ) es irreducible sobre K,
asi mismo su variedad afin V (C(x, y)).

Por otro lado sea X = V(C(x, y)). Sabemos que la dimensién de una variedad algebraica
mide el nimero de pardmetros algebraicamente independientes necesarios para des-

cribir los puntos en la variedad. Siendo asi basta notar que K(x, y) es algebraico sobre
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K(x), pues y? = f(x), o lo mismo C(x, y) = 0. Luego el grado de trascendencia es 1, por
tantodim(X)=1. m

Modelo proyectivo de curvas hiperelipticas El espacio proyectivo es un concepto
fundamental en la geometria algebraica y la geometria proyectiva. Proporciona una
manera elegante de tratar con puntos en el infinito y de estudiar geometria de ma-
nera més uniforme, especialmente en contextos en los que se trata con coordenadas
homogéneas.

Homogeneizar una curva es un proceso en geometria algebraica que consiste en
convertir una ecuaciéon de una curva en el espacio afin en una ecuaciéon homogénea
en el espacio proyectivo correspondiente. Este proceso es ttil para extender el estudio
de la curva al espacio proyectivo y para incluir puntos en el infinito en la descripcién

de la curva.

1.2. Relacion entre el espacio afin y el espacio proyectivo

Definicion 1.2.1 Un polinomio F(xo, X1,...,X,) en n+ 1 variables con coeficiente en K
. . . . . k
es homogéneo de grado d si todos sus términos tienen la forma ax(’f"xfl ...X;,", donde

ko+ky+...+k,=d ya es una constante en K.

Definicién 1.2.2 Sea F € K|[xy, X1, ..., X,] un polinomio homogéneo de grado d. La des-
homogeneizacion de F con respecto a x;, denotada por F; es un polinomio en una va-
riable menos, donde reemplazamos x; = 1, es decir F; = F(Xg,...,Xi—1,Xi+1,---»Xn) €

K[XO)---)xi—l!xi+1)---)xl’l]-

Definicion 1.2.3 Sea f € K[xo,...,Xj-1,Xi+1-.-.,Xn] con grado total d. Definimos la ho-

mogeneizacion respecto a x; como f; = xl?if(x()/xi,...,x,-_l/x,-,xi+1/xi,...,xn/xi).

Observacion 1.2.1 SeaU; ={(xy:...: x,) €P": u; # 0} un abierto, podemos enviar a U;
al espacio afin A" y viceversa por:
(X A — U;

(X1..,X5) — (x1:.oixiiliXipri...iXp),

o7l UcPt  — A"

. . X0 Xi-1 Xi+1 Xn
— —_ —_— _—
(X0:...:xp) (x,-"“’ Rt Rt R al B
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Si consideremos la homogeneizacién del polinomio C(x,y) = Y2 - f(X) definido

6 .

porlacurvaC:Y? = f(X), enlavariable Z, con deg(f) =6, f ménicoy f(X) = )_ f; X',
i=0

fi € K, obtenemos el polinomio

6 . .
CX,Y,2)=Y*Z*-) fiX'Z°"
i=0

Para efectos practicos lo anterior puede verse simplemente como realizar los cambios

de variable x = — e y = — al polinomio C(x, ), lo que nos da una versién homogénea
de la ecuacién de la curva hipereliptica.

El modelo proyectivo es importante al trabajar con curvas hiperelipticas porque
simplifica las ecuaciones, permite la inclusién de puntos en el infinito, y facilita las
operaciones algebraicas y geométricas. Ademas, es esencial en aplicaciones criptogra-
ficas para realizar calculos de manera eficiente y segura.

Otra forma de homogeneizar es utilizar los espacios proyectivos ponderados o con
pesos.

Definicion 1.2.4 Espacio proyectivo con pesos. Sean iy,...,i, € N y sea K un cuerpo.

Definimos en K"*! la relacién de equivalencia,
(ag, aq,...,ay) ~ (bo, by,...,by) siysolosi b, = A"%ag, by = A" ay,..., b, =A"a,, A€ K*.

Denotamos por (ay : ay,...: a,) a la clase de equivalencia del elemento (ay, ..., a,). De-
finimos el espacio proyectivo de peso (iy, 11,...,1,) como conjunto de clases de equiva-
lencia y serd denotado por P" (i, i,...,1i,). El espacio proyectivo usual, corresponde al
espacio de peso (1,1,...,1), es decir, P" =P"(1,1,...,1).

En particular, para el caso de curvas hiperelipticas consideraremos el espacio P2(1,3,1),
donde (X:Y:2) ~(AX:A3Y :1Z), A € K*. De aqui, considerando los cambios

X Y
x:—, = —,
A

obtenemos la siguiente version proyectiva

Y= fi XS+ 5X°Z+ fux* 22 + X323+ fox* 2 + X Z° + fo Z°.
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Observacion 1.2.2 Puntos (x,y) asociados a la ecuacién afin corresponden a puntos
(X :Y :1) en el espacio proyectivo con pesos. Mds auin, si la ecuacion afin es no singular

entonces el modelo proyectivo con pesos es también no singular.

Definicién 1.2.5 Definimos la involucion hipereliptica como la funcion i : C — C tal
que i(x,y) = (x,—y). Mas aun, en la version proyectiva tenemos que i(X : Y : Z) = (X :

-Y : Z) y los puntos tales que Z = 0 corresponden a los puntos al infinito.

Lema 1.2.1 Dada la ecuacién de la curva hipereliptica en su version proyectiva
Y= X8+ 5 X°Z+ fuix* 22+ X323+ X224+ X Z° + fo 25,

Los puntos al infinito son de la forma (1 : a : 0), donde a € K tal que a® — fs = 0, mds
aun, dichos puntos son no singulares.

Demostracion. Sea Z = 0. Si X = 0 entonces Y =0, pero (0,0,0) no determina ninguna
clase en el espacio proyectivo. Por otro lado si X # 0 podemos suponer que X =1, de
donde Y? = f, y asi considerar los puntos (1: @:0) y (1: —a: 0) con a? = f;.

Ahora bien dichos puntos hacen parte de la geometria de la curva determinada por la
ecuacion en el modelo proyectivo, para ello veamos que los puntos determinados por

a son no singulares. Para X = 1, tenemos la curva y sus derivadas parciales

CY,2)=Y*~fo— fsZ— fuZ° - 32°— pZ* - 1 Z2° - f,25,

aC aC 5 5 . 5
—=2Y, —=—f5-2f1Z-3fRZ° -4AHLZ°-5RZ -6 2>,
3y 37 f5—=2f4 3 f2 h fo
con lo cual, 666(‘;'0) =2a, 666(;,0) = —f5. Si el punto (1 : a : 0) fuese singular, tendriamos

a = f5 = 0. Pero, en este caso, si @ = 0 = f5 y dado que a? = f;, hecho que contradice el

grado de f deg(f) =6, asilos puntos (1: @:0)y (1:—a:0) son no singulares. m

Corolario 1.2.1 Sichar(K) # 2, entonces la curva hiperelipticaC : y* = f(x) condeg(f) =

5 tiene un unico punto al infinito (1:0:0).

Definicién 1.2.6 SeaC:y? = f(x) condef(f) =5 66 una curva hipereliptica de género
2. Denotamos los puntos al infinito por oot := (1:a*:0) yoo:=(1:a” :0), (con a”*
y a” raices de a® - fs = 0), cuando hay un solo punto en el infinito, lo denotamos por

oco=00"=0c0  =(1:a:0).
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» Si el punto al infinito es tinico, entonces la curva C es llamada un modelo ramifi-
cado de una curva hipereliptica, o bien modelo real.

» Si hay dos puntos diferentes al infinito oo*,00” con a®,a” € K, C es llamada un
modelo de descomposicion de una curva hipereliptica, o también modelo imagi-

nario.

» Siat,a” € K entoncesC es llamada un modelo inerte de una curva hipereliptica.

1.3. Cuerpos de funciones

Definicién 1.3.1 Para cualquier conjunto X < P"(K) definimos:
Ix(X) = {f € K[xp,...,xn]: f es homogeneoy f(P) =0 para todo P € X}).

Si X es una variedad definida sobre K entonces Ix(X) es un ideal primo, luego el
anillo de coordenadas es un dominio de integridad. Si X es afine podemos dar una in-
terpretacion como las funciones de X en K. Por otro lado si X es proyectivo el cociente
f/g de polinomios no queda bien definido, sin embargo basta tomar f y g homogé-
neos del mismo grado.

Definicién 1.3.2 El ideal sobre K de un conjunto X < A"(K) es
I¢(X) ={f € K[x1,..., xa]: f(P) =0,para todo P e X(K)}.

Definicion 1.3.3 Sea X una variedad afin sobre K. El cuerpo de funciones denotado por
K(X) estd dado por:

K(X):{% lvﬁEK[X]’ﬁelK(X)})
2

donde K[X] = K[x1,...,x,]/ Ix(X) es el anillo coordenado afin de X y bajo la relacién de
equivalencia, % ~ % siysolosi fifi— fzfo € Ix(X).
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1.4. Anillos locales y anillos Noetherianos

Asociaremos ahora un anillo de funciones a una curva de género dos, con la inten-
cion de definir por un subgrupo del grupo abeliano libre formado por los puntos de
la curva, o bien su base, que combina las valuaciones o valoraciones de una funcién
en un punto de la curva hipereliptica y asi poder definir un grupo llamado el grupo de
Picard.

Definicion 1.4.1 Un anillo local R es un anillo con un tinico ideal maximal; si m es
dicho ideal, entonces R —m es el conjunto de las unidades de R.

Definicion 1.4.2 Un anillo Noetheriano R es un anillo en el cual todo ideal es finita-

mente generado.

Teorema 1.4.1 Sea R un anillo conmutativo con unidad. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. R es Noetheriano.
2. Toda Familia no vacia de ideales de R tiene un elemento maximal.

3. R Satisface la condicién de la cadena ascendente (C.C.A), esto es, toda cadena as-
cendente de idealesde R, € I, <---< I, € --- < --- se estabiliza, es decir, existe

NeN tal que In+j = In para todo j = 0.

Demostracion. 1) = 2) Sea J una familia no vacia de ideales de R. Consideremos el
poset (F,<); ahora sea {I}4c4 una cadena de F, es decir un subconjunto totalmen-
te ordenado. Como dichos ideales estan encajados, entonces J = Ugecaly. Como R es
Noetheriano, entonces J es finitamente generado, luego existen ry,7o,..., 7 € J tales
que J = (r1,12,...,1;). Para cada r; € J se tiene que r; € I, con i =1,2,..., k. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que Iy, < I, < --- < Iay, Pues bastaria permutar
los indices y rendird, siendo asi, 11,72, ..., 1t € I4,. Note que J es el menor ideal que con-
tiene a ry,1,..., ', por ser el generado, luego J < I, y claramente Iy, < J asi J = I, .
Por tanto J € F, mas aun J es cota superior de {I,}4c4 Luego del Lema de Zorn, con-
cluimos que F tiene un elemento maximal.

2) = 3) Supongamos que tenemos la cadena ascendente de ideales Iy c L, <--- < [, <

.-+ y consideremos la familia F = {Ij}en. Por hipétesis F tiene un elemento maximal,
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sea Iy dicho elemento, luego por construccién Iy < In+ j para todo j =0,y como Iy es
maximal, entonces para todo j =0, Iy = I+, es decir, la cadena se estabiliza.

3) = 1) Por reduccion al absurdo, supongamos que existe I < R que no es finitamen-
te generado. Sea x; € I, como I no es finitamente generado, entonces (x;) C I, luego
existe x, € I tal que x; ¢ (x;) por tanto (x;) C (x1,x2) C I repitiendo este razonamiento
obtenemos xi, X,...,Xy,... € I tales que (x1) € (x1,x2) € --- € (x1,X2,...,X,) C -+~ €s

una cadena de ideales que no se estabiliza, absurdo. m

Definicién 1.4.3 Sea C una curva hiperliptica de género 2 definida sobre K. Definimos
el anillo local sobre K de C en un punto P € C(K) como

Opk(C):={f € K(C): f esregular en P}.

Lema 1.4.1 Consideremos mpk(C) := {f € K(C): f(P) = 0}. Las siguiente afirmaciones
son verdaderas:

1. Opk(C) es un anillo.
2. mpg(C) esun Opk(C) ideal.
3. mpk(C) es maximal.

4. Opk(C) es un anillo local.

Demostracién. Probemos que Opg(C) es Noetheriano. Sea I € Opg(C) un ideal, y de-
finamos J = I n K[C]. Es claro que J es un ideal de K[C]. Del teorema de la base de
Hilbert y del hecho de que si R es un anillo Noetheriano y M es un ideal de R, entonces
R/M es Noetheriano se concluye que K[C] = K[x1,...,Xx,]/Ix(C) es Noetheriano. De lo
anterior, J es finitamente generado, digamos J = (fi,..., fis), entendiendo que los f;
pueden ser vistos en K[C], o también su clase en K(C) segtn corresponda.
Afirmacioén: fi,..., f;, generan a I.
Sea g € I < Opk(C), como g esta definida en P, existen g1, g» € K[C], tales que
g§=81/8y&(P)#0luegoque g,-g€J.
Se sigue que g2 g =r1fi+- -+ rmfm conr; € KICl, asi g = (X;rifi) /b =Xi(rilb) f;,
donde r;/be Opk(C), pues b(P) #0.Por tanto I < (fi,..., fm), por otro lado, cada f; € I,
por como se defini6 J, concluimos que J = (fi,--, fm) en Opk(C).
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Por otro lado veamos que mpx (C) es maximal. Sea g € Opk(C), como g es regular
en P entonces g(P) € K, asi definimos la aplicacion ¢p(g) = g(P) que es facil de verifi-
car es un homomorfismo sobreyectivo, mds ain, Ker (¢p) = mpg(C). Luego del primer
teorema de isomorfismo

Opr(C)/mpk(C) =K.

Concluimos que mpg (C) es maximal.
Ahora bien, cualquier funcién regular que no estd en mpx (C) no puede ser cero en
P, lo que implica que pertenece a la unidad del anillo Opk(C). Asi, todos los ideales

maximales deben coincidir, y por lo tanto, Opk(C) es un anillo local. =

Lema 1.4.2 Sea C una curva hipereliptica de género 2 y P € C(K). Entonces mpg (C) es
un ideal principal.

Definicién 1.4.4 Un uniformizador de P es un elemento tp € Opg(C) tal quempg (C) =
(tp). Andlogamente se define en O pz(C).

1.5. Valoracién en un punto de una curva

En teoria de variedades algebraicas, las valoraciones juegan un papel fundamental
en la definicion de los divisores de Weil. Intuitivamente, una valoracion mide el orden
de anulacion o de polos de funciones racionales en un punto especifico de una varie-
dad. Esto permite conectar el comportamiento local de funciones en la variedad con
objetos algebraicos globales como los divisores.

Definicién 1.5.1 Sea K un cuerpo. Una valoracion discreta en K es una funcién v : K —
Z U {oo} tal que:

1. v(fg) =v(f)+v(g), paratodo f,g € K*.
2. Paratodo f,g € K* tal que f + g #0, se tiene que v(f + g) = min{v(f), v(g)}.

3. v(f)=o0siysolosif=0.

Ejemplo 1.5.1 = Sea K es un cuerpo, la funcién v : K — {0,00} con v(0) =oco y v(x) =
0 para todo x # 0 define una valoracion.
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s Sea K = Q y p un niimero primo, podemos escribir cualquier x € Q* en una tinica
formacomo p'5 conc,d € Zymcd(c,d) =1, tal que p{ c, d. Asi, tomando v, (x) =

v obtenemos una valoracion llamada la valoracion p-ddica.

Lema 1.5.1 Sea K un cuerpoy v una valuacion discreta en K, entonces:

1. v(1)=0.
2. Si f e K*, entonces v(1/ f) = —v(f).

3. R,:={feK": v(f) =0}u{0} es un anillo (anillo de valoracion).

b

my:={f € K*: v(f) >0} es un ideal maximal en R,.
5. SifeK* estalque f ¢ R, entonces 1/ f em,,.
6. R, esun anillo local.

Demostracion. Ver [15, Lem. 7.4.2] m

Lema 1.5.2 Sea C una curva de género 2 y P € C(K). Para toda funcion no nula f €
Opx(C) existeme N tal que f ¢ mPy =mpk - -mpk.

Veamos que toda curva de género 2 es hipereliptica, siendo asi hablaremos de aho-
ra en mas de curvas de género 2.

Proposicién 1.5.1 Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y C una curva proyectiva no sin-
gular definida sobre K de género mayor que 1. las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

(i) Existe un K—morfismorn:C — IP’}< de grado 2.
(ii) Existe una K- involucion w :C — C tal que C/{w) es K—isomorfa a P}(.

Diremos que C es hipereliptica si satisface alguna de estas condiciones.

Demostracién. Veamos que (i) implica (i7). Debido a que la extension K(C)/n* K (P}<)
tiene grado 2 y a que toda extension de grado 2 en caracteristica cero es de Galois, tene-
mos que el grupo de Galois de la extension K(C)/n*K (P}<) esta generado por un unico
elemento @ de orden 2. Esta automorfismo del grupo de Galois induce un automorfis-
mo de C, w:C — C, de orden 2. Como & deja fijo a n*K(P}(), se tiene que o w = 7,
asi (i) implica (i7). La implicacion de (ii) a (i) se sigue del hecho de que la proyeccion

dada por 7 : C — C/{w) tiene grado 2y de que C/{w) es isomorfo a I]J’}<. n
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Observacion 1.5.1 Obsérvese que m no estd determinado de forma tinica, ya que po-
demos componerlo con un automorfismo de IP}(. Sin embargo, La involucion w si es

candénica de la curva.
Proposicion 1.5.2 Toda curva de género 2 es hipereliptica.

Demostracion. Ver capitulo 7, [35, Prop. 1.10]. m

Definicién 1.5.2 SeaC una curva de género 2, P € C y seamp := mpg (C) . Fijamosm’, =

Opk(C). Sea f € Opk(C) tal que f # 0. Definimos el orden de f en P como:
vp(f):=max{meNy: fem}'}.

Si v(f) =1, diremos que f tiene un cero simple en P.

Lema 1.5.3 Sea C una curva de género 2, P € C(K), t, € O px(C) un uniformizador en
P, f € Op%(C) con f #0, entonces

vp(f) = {ne No: f/1le ORE(C)}.

Asi, f = )

p o u, conue (OppC)*.

Observacion 1.5.2 Notemos que lo descrito anteriormente es la version discreta del si-

guiente resultado cldsico de funciones analiticas.

Teorema 1.5.1 Suponga que f es una funcion analitica no constante en un dominio D.
Si zg € D es un cero de f, entonces zy tiene un orden finito m = 1 y existe una funcion

analitica g en D tal que g(zp) #0 y
f(z2)=(z—29)"g(z) paratodo ze€ D.

Esta similitud de las funciones analiticas o meromorfa con las funciones racionales
se da pues histéricamente la geometria algebraica cldsica sobre C y trabajos posteriores
se hicieron sobre cuerpos finitos.

Lema 1.5.4 Sea C una curva de género 2, P € C(K) y f € K(C). Entonces f puede ser
escrita como fi/ f> donde fi, f2 € O pz(C).
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Definicién 1.5.3 Sea C una curva de género 2, f € K(C). Un punto P € C(K) es llamada
un polode f si f ¢ OPK(C).

Si f = filf2, con fi, f2 € Op(C) entonces podemos definir

vp(f):=vp(fi) — vp(f2).

Lema 1.5.5 SeaC unacurvadegénero2y f € K(C). Si P € C(K) es un polo de f entonces
Up(f)<O0yPesuncerodellf.

Demostracion. Sea f € K(C) y consideremos f = fi/f, con fi, f2 € Op%(C). Como P €
C(K) esun polo de f, entonces f ¢ O px(C), en particular f>(P) =0.

Siendo asi (%) (P) = % = 0, también notemos que si m = vp(f1) y n = vp(f>) existen
Ui, Us € (OR?(C))* tales que

m
ﬁ — tp U — gm-n
f2 t,’}ug p

f

Si m > n entonces f(P) = 0 pero por hipotesis sabemos que P es un polo de f, luego
m<n,

n
tp Uz — h=m

tl',”ul_p

u.

1_f_
f h
SesiguequePesuncerode%yvp(f):m—n<0. [

Teorema 1.5.2 Sea C una curva de género2y P e C (K). Entonces, vy, es una valoracion
discreta en K (C); mds atin se tiene las siguientes propiedades:

1. SifeK(C)*yfeK ,entonces vy(f) =0.
2. Seance Ky feK(C). Sivp(f) <0, entonces vp(f +c) = vp(f).
3. Sean fi, f» € K(C)* tales que vp(f1) # vp(f2), entonces vp(fi+ fo) = min{vp(f1), vp(f2)}.

Demostracion. Ver [19, Cor. 1.6.6] y [31, Thm. VI9.1]. m
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1.6. Cuerpo de funciones para género 2

Sea C : y* = f(x) una curva de género 2, recordemos la construccién del cuerpo
de funciones de una variedad algebraica Fijemos C(x,y) = y* — f(x) y consi-
deremos X = V(C(x, y)) la variedad afin. Definimos el anillo de coordenadas K[C] =
Klx,yl/Ix(X), donde I = (C(x, y)), ademés suponemos deg(f) =5 para tener un tni-
co punto al infinito.

Observacion 1.6.1 Notemos que cada g(x,y) € K[C] puede ser escrito como g(x,y) =
a(x)—b(x)y, con a(x), b(x) € K[x], ademds esta representacion es tinica.

Demostracién. Sea g(x, y) € K[C] y consideremos los monomios de la forma m; jxi yl
con m;; € K. Si j es par

mijxiyj = ml-]-xiyzs = mijxi(yz)s = mijxif(x)s € K[x].
Si j esimpar realizamos el mismo razonamiento y obtenemos que m; ]-xi vyl =m; jxi 251 —

mijxif(x)sy € yK|[x].
Asf, tras algunos reordenamientos

g,y =Y mijx'y! =Y mx' =Y (~mpx f(x)y = a(x) - b(x)y.
ij i q

Dicha escritura es tinica, es decir dados a(x), a’'(x), b(x), b’ (x) € K[x], donde g(x, y) =
a(x)—bx)y = d(x) - b'(x)y, entonces a(x) = a'(x) y b(x) = b'(x). Supongamos que
las expresiones que representan a g(x, y) son iguales, basta tener presente que dicha
ecuacion esta vista en K[x, y]. Luego tenemos que (b(x) — b'(x))y = a(x) — a’(x) € K[x],

lo cual solo es posible si b(x) = b'(x) y por tanto a(x) = a'(x). =

Definicién 1.6.1 Dado g(x,y) = a(x)—b(x)y € K[C], consideremosg(x, y) = a(x)+b(x)y.
Definimos N(g) = gg = a*(x) — b*(x) f (x) € K[x].

Observacién 1.6.2 Sea P = (%, ) € C. Suponga que g(x, y) = a(x) — b(x)y € K[C]* tiene
un cero en P y que X no es raiz de ambos a(x) y b(x). Entonces g(P) =0 siy solo si y = 0.

Demostracion. Supongamos que g(P) = 0. Por hipoétesis P es cero de g entonces obte-
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nemos las siguientes dos ecuaciones

a(X)+b(x)y =0,
a(X)-bx)y=0.

Sumando y restando ambas ecuaciones obtenemos respectivamente que 2a(x) =0y
2b(X)y = 0 como char(K) # 2, obtenemos asi que a(X) = b(X)y = 0. Sabemos que X
no puede ser raiz de a y b simultdneamente, es decir, b(X) # 0, por tanto concluimos
que y = 0. Reciprocamente, supongamos que y = 0. Como g(X, y) = 0, se sigue que

a(X)=b(x)y=0,conlocual P=(X,y) escerode g. m

Lemal.6.1 Sea P = (x,7) e C con y # 0 y g(x,y) = a(x) —b(x)y € KICI*. Suponga
que g(P) = 0 y que X no es raiz a(x) y b(x) simultdneamente. Entonces g(x,y) = (x —
X)°l(x,y), donde s es la mayor potencia de (x — X) que divide a N(g) y tal que l(x,y) €

E(C ) no tiene polos ni ceros en P.

Demostracion. Podemos escribir

N(g a*-b°f
g a+by’

g
g§=82

oQ

Sea s la mayor potencia de x— X que divide a N(g), luego N(g) = (x—X)*d(x) con d(X) #

0. De la observacion anterior, se sigue que g(P) # 0, con lo cual basta definir /(x, y) =

% de donde g = (x— X)°I(x, y) con [(P) #0,00. =

Lema 1.6.2 Sea P = (%,0) € C. Entonces x — % = y*s(x, y), donde s(x,y) € K(C) no tiene
ni polos ni ceros en P.

Demostracion. Basta definir s(x, y) :=

)2 y notar que como P = (X, 0) no es singular,
1 X

= f(—)~, sabemos que x — X divide a f(x),
s(x,y) x-Xx
pero como f'(X) # 0, entonces (x — %2 no divide a f. Asi, s(P) # 0,00, y por lo anterior,

entonces f'(%) #0y f(%) =0. Como

tenemos que
xX—X xX—X 1

@ -0 fw

s(x,y) =

con f(X)#0. m
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Uniformizador en género 2 Sea C : y> = f(x) una curva de género 2, P € C y tp un
uniformizador en P. Tenemos que t,(P) = 0y para cada f € K(C) (o bien Opyf(C)*),
existeundeZyue OR?(C)*’ (u(P #0,00)), tal que f = tgu cond = v,(f).

Observacion 1.6.3 De los lemas anteriores, podemos obtener formas explicitas de los
uniformizadores, a saber:

s Si P =00, entonces tp = x—yz
= SiP=(X.y),y#0entoncestp=x—X.
= SiP=(X,0), entoncestp=1y.
Definicion 1.6.2 Si f = tgu con u(P) #0 y u(P) # oo:
» Sid >0 decimos que f tiene un cero de orden d = vp(f).

» Sid <0, decimos que f tiene un polo de orden |d| en P.

1.7. Divisores

Queremos ahora definir una ley de suma para los puntos de nuestra curva hiper-
eliptica haciendo de C un grupo. Cabe resaltar que el método de la cuerda y la tangen-
te utilizado para las curvas elipticas no puede ser empleado en este caso. Daremos el
desarrollo tedrico para construir el grupo, sin embargo veamos la idea intuitiva y geo-

métrica que describe la situacion.

Curvas elipticas
Una curva eliptica definida sobre un cuerpo K tiene una ecuacién C : y2 = f(x), donde
deg(f)=3064,char(K) #2.

Si f(x) es un polinomio de grado 3, es decir, f(x) = ax® + bx? + cx + d, entonces la
ecuacioén y? = f(x) define una curva eliptica si y solo si el discriminante

A =18abcd — 4b3d + b*c® — 4ac® - 27a%d?

es no nulo.
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Asi mismo, si f(x) es de grado 4, es decir, f(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e, entonces

y? = f(x) define una curva eliptica siy solo si el discriminante
A =256ae’ —192a*bde® —128a*c*e” + 144a*cd*e - 27a°d*

+144ab’ce® —6ab’d?e —80abc’de +18abcd® + 16ac*e — 4ac® d?
—27b*e® +18b%de—4b%c?e— ab*c3d + b*c*

es no nulo.
Este discriminante mide si f(x) tiene raices multiples. Si A = 0, la curva tiene una
singularidad y no es una curva eliptica.

Si tomamos O = co. Podemos entonces definir un grupo de la siguiente manera:
» Dados P,Q € C, construimos la recta [ que pasa por Py Q.

» [intercepta a C en un tercer punto R. Tomamos P& Q como el punto simétrico

a R respecto el eje x.

)

Figura 1.1: Suma en la curva eliptica

Una curva de género 1 con estructura de grupo es llamada curva eliptica.

género 2
Sea C una curva de género 2 como en(l1.1.1} el infinito es un punto de Weierstrass en C.
Ala curva C no podemos dotarla de estructura de grupo por si sola, sin embargo puede

ser inyectada en un grupo llamado el Jacobiano de C:

C—JC) —CxC.
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Podemos entonces identificar los elementos de J(C) como "parejas ordenadas"(Py, P») €

C x C, sobre cierta relacion de equivalencia.

Consideremos entonces D1, D, € 7 (C) tales que D, = (Py,P;),D, = (Ps3,P4), con
Py,P,,P3,P,€C.

Para definir D; @ D, determinamos por interpolacion de Lagrange una curva C' :
y = g(x), con deg(x) = 3, tal que pasa por los puntos Py, P,, P3yP, € C. Mds aun, por el
teorema de Bezout, la cubica intercepta a C en exactamente 6 puntos.

Obtenemos entonces puntos Ps, P € CNC’, con lo cual podemos definir D; @ D; :=
(P{, Pg) donde P: y P( son los puntos simétricos respecto al eje y de Ps y Pg respectiva-
mente.

Figura 1.2: Suma en J(C)

Definicién 1.7.1 SeaC una curva de género 2 definida sobre un cuerpo K. Un divisor en

C es una suma formal

PeC(K)

con ny € Z y solo finitos n, siendo no nulos. Si todos los nj, = 0, escribimos D = 0.
El soporte de D esta dado por supp(D) ={P € C(K): np # 0.
Definicion 1.7.2 Denotamos por Di vf(C ) al conjunto de todos los divisores en C.

Definici6én 1.7.3 SiD = Y pec® n,- P, definimos D — D:= Y pec@ (P~ ny,)- P
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Diremos que D = 0 si np = 0 para todo P € supp(D). En tal caso, diremos que D es un

divisor efectivo.

Definicion 1.7.4 Definimos el grado de un divisor D =} p ) Np - P como el entero

Y pec@ Np» €l que denotaremos como deg (D). Definimos el conjunto

Div(C):={D € Divg(C): deg(D) =0} .
Teorema 1.7.1 Div¢(C) es un grupo aditivo y Di v%(C) es un subgrupo de Divg(C).
Demostracién. Div¢(C) es un grupo abeliano libre generado por los puntos de C. m

Definicién 1.7.5 SeaD =Y %, Np P € Divg(C). Parao € Gal(K/K) definimos

oD)= ) np-0o(P)eDivgl),
PeC(K)

donde o (P) = (o(x),0(y)), si P = (x,y). Si para todo o € Gal(K/K), 0(D) = D, decimos
que D esta definido sobre K. Denotaremos por Divg(C) al conjunto de los divisores de-
finidos sobre K.

Observacion 1.7.1 Sea K'/K la extension finita generada por todas las coordenadas de
todos los P € sup(D) y denotemos por K" a la clausura de Galois de K'. Para verificar la
definicién anterior, bastaria considerar cualquier o € gal(K/K) tal que 0(K") = K. De
esta forma, basta estudiar estudiar la accién de o € Gal(K"/K).

Definicién 1.7.6 Sean P(x) = G, x™+ a1 X" 1+ +ay x+ay yQ(x) = by x"+by,_1x" 1+

-+ b1 X+ by, polinomios con coeficientes en un cuerpo. Definimos el resultante entre P
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¥ Q, denotado por Res(P,Q), como el determinante de la matriz de Sylvester:

am 4m-1 am-2 -+ Ao 0

0 am Qam-1 -+ a4y ap

0 0 am ay a ap

0 0 0 a am-1 a a

S(f,8) = "

by, bp-1 by by 0 0 0
0 b, by by by 0
0 0 b, by by bo 0
0 0 0 -« by, by_1 - b1 by

Observacion 1.7.2 Existe ademds una variaciéon a dicha matriz, la cual es la matriz de
(n+ m) x (m+ n) dada por,

S(f; g = by by |-

ap

ap by

Ejemplo 1.7.1 1. Sean f(x) =x—-ayg(x)=x-b, entonces
1 1

Res(f,g):det( ):a—b.
-a -b

2. Sean f(x)=x—aygx)=byx"+---+ b1 x+ by, entonces

Res(f,g) =det| ]
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Observacion 1.7.3 Notemos que en estos ejemplos se cumple que Res(f,g) =0 siy solo
siaesraizdeg, esdecir f y g comparten una raiz. El siguiente teorema resalta lo anterior

y da la importancia al resultante de dos polinomios.

Teorema 1.7.2 Sea f, g € K|[x]. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Res(f,g)=0.
2. deg(mcd(f,g8) = 1.

3. Existeac K, tal que f(a) = g(a) = 0.
Demostracion. Ver [24, Thm. 1.3]. =

Observacion 1.7.4 Sean f, g € K[x], tales que los términos independientes de f y g son

no nulos. Entonces Res(f,g) =0, siy solo si, f y g tienen un cero comiin en K.

Teorema 1.7.3 SeaC una curva de género 2 sobreK y f € K(C)*, entonces [ tiene finitos
polos y ceros.

Demostracion. Sea f = % e K(C)*, con fi, f» € K[C]. Los polos de f estdn con-
tenidos en C N V(f>), como el resultante Res,(f>(x,y),C(x,y)) es un polinomio en la
variable y con una cantidad finita de raices, entonces C N V (/) es finito, por tanto hay
un numero finto de polos.

Los ceros de f estan contenidos en Cn (V(f1) U V(f2)) y se sigue del mismo razona-

miento anterior que f tiene finitos ceros. m

Definicién 1.7.7 Sea f € K(C)*, definimos el divisor de f por

div(f)= Y, vp(f)-P

PeC(K)

para vy, definido por Los divisores de funciones son llamados divisores principales
y los denotamos por

Prinf(C):{div(f): fex©r}.

Teorema 1.7.4 Sea C una curva de género 2 sobre K y f € K(C) entonces deg(div(f)) =
0. Mds precisamente, f tiene el mismo numero de polos que de ceros.
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Demostracion. Ver [19, Ch.2, Cor. 6.10], [44, Prop. 3.1]. m
Lema 1.7.1 SeaC una curva de género?2 sobreK y f € K(C)*, entonces :
1. div(ff) =div(f) +div(f").
2. div(l/f)=—-div(f).
3. div(f+f)=Xpmin{ve(f), vp(f)}(P)}.
4. div(f")=n-div(f), paratodoneZ.
Demostracién. Sean f, f' € K(C)*

1. Notemos primero que si g € K(C)*, entonces existe un m € Z, tal que g = t,’g”u
donde ue O pf(C )yt,eO RI—((C) un uniformizador.

Asi, f = t;,”ul, f'= tgug, con uj, U € Opf(C)*, luego uyuy € (’)pf(C)*, y
vp(ff) = vp(ty urtyuz) = vp(t, " uruz) = m+n = vp(f) + vp(f)
con lo cual,

div(ffi= Y vp(ff)P

PeC(K)

= Y WO +vp(f-P

PeC(K)

= Y v()-P+ Y vp(fHP
PeC(K) PeC(K)
=div(f)+div(f".

2. Sea f € K(C)*, utilizando la propiedad anterior aplicada a f y 1/ f obtenemos,
0=div(l)=div(f/f)=div(f)+div(l/f),dedonde div(1/f) = -div(f).

3. Recordemos quesi f,g € K(C)* con f # g no nulas, entonces

vp(f+8) = min{vy(f), vy(g)}
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En efecto, supongamos sin pérdida de generalidad que v, (f) = n = m = v,(g),

entonces podemos escribir f = t,’,} ug= t;" u', como en i), luego

vp(f+8) =v, |t u | P t"u)y+v (ﬁt"_m+1) >v,(t"u)=m
pU T8 =Vp\lp | ilp = UplLy pi ity =Upllp )=m,

pues ﬁ tg_m +1¢€ Opf(C), entonces vp(% t”,‘_m +1) = 0. Por tanto,

div(f+f)=> vp(f+f)-P
P

=Y min{vy(f), vp(f)}-P
p

4. Sea f € K(C)* y n € N. Por induccion, si n = 0 entonces div(fo) =div(l)=0=
0-div(f). Supongamos que la afirmacién vale tiene para n, veamos el resultado

para n + 1. Se tiene que:

div(f"™Y =div(f"f)=div(f" +div(f) = n-div(f) +div(f) = (n+ Ddiv(f).

Sea n < 0, luego —n € N. Por lo anterior tenemos que div(f~ ") = -n-div(f), o
bien n-div(f)=-div(f ") yde?2),div(l/g) =-div(g), de donde

n-div(f) =-div(f™") =-div(l/ ") =div(f").

Observacion 1.7.5 (Divisores de Weil y divisores de Cartier) A continuacion, hacemos
un comentario respecto a dos clases fundamentales de divisores que se utilizan en geo-
metria algebraica: los divisores de Weil y los divisores de Cartier. Ambas nociones son
herramientas esenciales para describir divisores en variedades algebraicas, y aunque tie-
nen definiciones diferentes, estdn relacionadas en varios contextos. Presentamos sus de-

finiciones, una comparacion y un breve contexto historico:

n Divisores de Weil: Un divisor de Weil D en una variedad irreducible X es una

combinacion formal de subvariedades irreducibles de codimension 1:

D=) nzlZ],
V4
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donde:
* Z es una subvariedad irreducible de codimension 1.
* nz € Z es un coeficiente entero, que refleja el orden de anulacion o de polo en
Z.
= Divisores de Cartier: Un divisor de Cartier D en una variedad X es un conjunto
de datos locales {(Uj, fi)}, donde:

e {U;} es un recubrimiento abierto de X.
* fi € K* son funciones racionales no nulas definidas en Uj;.

* En las intersecciones U; N U, los cocientes f;/ f; satisfacen:
fi/fj € O;}(Ui N Uj),

es decir, son funciones regulares y no nulas.

Los divisores de Cartier estdn asociados a secciones globales del haz invertible

O(D), reflejando su naturaleza algebraica.

Comparacioén:
Aspecto Divisores de Weil Divisores de Cartier
Definicion | Combinaciones formales de subvariedades irreducibles. Asociados a haces invertibles O(D).
Naturaleza Geométrica (centrada en subvariedades). Algebraica (centrada en funciones y haces).
Contexto Usados en cuerpos finitos o variedades no suaves. Usados en C o R, y variedades suaves.
Requisitos Pueden definirse en variedades singulares. Requieren suavidad para coincidir con los de Weil.
Relacion En variedades suaves, son equivalentes. En variedades singulares, pueden diferir.

Relacién: En variedades suaves, los divisores de Weil y de Cartier son equivalentes:
todo divisor de Weil puede ser asociado a un divisor de Cartier y viceversa. Sin embargo,
en variedades singulares, los divisores de Weil son mds generales, ya que pueden existir

divisores de Weil que no sean de Cartier.

Contexto histérico:

= Divisores de Cartier: Surgieron primero, en el contexto de la geometria algebraica

cldsica sobreC.
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* En el siglo XIX, los trabajos de Riemann y Dedekind exploraron el vinculo
entre funciones racionales y divisores en curvas algebraicas. Esto culminé en
el teorema de Riemann-Roch.

* En los afios 1950, Cartier y Serre formalizaron el concepto usando haces in-

vertibles y secciones globales, consolidando su enfoque algebraico.

» Divisores de Weil: Fueron introducidos por André Weil en los afios 1940 como par-
te de su enfoque algebraico para estudiar variedades definidas sobre cuerpos fini-
tos. Su generalidad los hace adecuados para trabajar con variedades singulares o
sobre cuerpos arbitrarios.

Este desarrollo historico refleja la evolucién de la geometria algebraica, desde el and-
lisis cldsico en C hasta el enfoque moderno basado en cuerpos arbitrarios y esquemas.

1.8. Grupo de clases de divisores

El grupo de clases de divisores definidos sobre cuerpos finitos es fundamental debi-
do asurelevancia en la teoria de numeros, la criptografia de curva eliptica y la conexion
entre la teoria de ntimeros y la geometria algebraica. Proporciona herramientas esen-
ciales para abordar problemas de seguridad y eficiencia en aplicaciones criptogréficas
sobre cuerpos finitos.

Observacion 1.8.1 De ahora en adelante, consideraremos K un cuerpo finito.
Definicién 1.8.1 El grupo de divisores de clase de una curva C sobre K es
Pic%(C) = Div}(C)/ Pring(C).

y es llamado también el grupo de Picard deC. Los divisores Dy, D, € Di U%(C) son lineal-
mente equivalentes si D1 — D, € Pring(C) y escribimos Dy = D, modPrin?((C). La clase
de divisor de un divisor D € Di UIO( (C) es denotada por [D].

Divisores afines efectivos
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Definicién 1.8.2 Sea C una curva de género 2 y denotemos por C N A? la curva afin. Un

divisor efectivo en C, es un divisor D tal que:

D= )  n, B n=0.
Pe(CnA2)(K)

Definicién 1.8.3 Un divisor D es semi reducido si:
1. D es efectivo.
2. SiP=i(P) paraP = (x,y), ei la involucion definida en[1.2.5, entonces ny = 1.

3. Si P #i(P), tal que np > 0, entonces n;py = 0.

Observacion 1.8.2 Notemos que si P = i(P), con P = (x, y), entonces y =0, asi la segun-
da condicion pude formularse como: Si P = (x,0) entonces n, = 1.

En esencia un divisor es semi reducido si cualquier punto igual a su involucién tiene
una ocurrencia de 1 y en caso contrario, alguna de las ocurrencias de P o0 i(P) es nula.

Observacion 1.8.3 Es posible probar que si Dy, D; € Di v%(C), entonces existe f € K©)
talque Dy = Dy +div(f).

Observacion 1.8.4 Sea g(x) =[];(x—a;) € K[x], entonces

div(g) =) cj(Pj+i(Pj)—2-00),
j

donde P =(aj,\/f(a)) yi(P) = (aj,-\/f(a))).

Lema 1.8.1 Cada divisor enC es equivalente a un divisor semi reducido.
Demostracion. Ver [15, Lem. 10.3.3]. m

Ejemplo 1.8.1 SeaC una curva de género 2y Py = (x1, y1), P2 = (x2,2) € C, con x1 # x».
Consideremos el divisor D = —1-P; +2- P>+ 1-i(P,) el cual no es semi reducido. Primero,

para que sea efectivo consideremos div(x—x;) =1-P; +1-i(P;) — 200, asi

D+divix—x1)=—1-P1+2-Py+1-i(Py)+1-P1+1-P;—2-00,
:l'i(P1)+2'p2+1'i(pg)—Z'OO.
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Ahora bien para anular la ocurrencia simultanea de P y i(P2) consideremos

D+divix—x))—div(x—x3) =1-i(P})+2-Py+1-i(P2)—2-0c0—(1:-Py+1-i(P3) —200),
=1-i(Py)+1:P;.

Finalmente tenemos que,
D' =D+div(x—x1)—div(x—xy),

X—X
:D+div( 1).
X— X2

es semi reducido.

Proposicién 1.8.1 SeanC:y* = f(x), v(x) € K[X] tales que f (x) — v(x)? = I1;(x- a]-)df.
Entonces
div(y-v(x) =) _d;j-((aj,bj)—00),
J

dondeb; = v(aj). Si ademds, bj = 0 entonces d;j = 1.

Demostracion. Consideremos la funcién y — v(x), analicemos que pasa con su ceros,
de tenerlos. Sea P = (a, b) un punto de la curva C, donde b # 0, y supongamos que
y— v(x) se anula en P, asi tenemos que v(a) = b. De lo anterior, notar que y + v(x) no

puede tener un cero en P, pues v(a) — b # 0. Como
¥+ vy — ) = y* - v(x)? = f(x) - v(x)*.

Asi, el orden de los ceros de P de y—v(x) es el mismo que el de f(x) - v(x)2. Por tanto, si
b #0y v(a) =0, entonces al calcular div(y — v(x)) el coeficiente de P es el mismo que
la multiplicidad de x — a en la factorizacién de f(x) — v(x)2. Por otro lado, supongamos
que tenemos un punto en C de la forma (a,0) que es raiz de y — v(x). Estoes f(a) =0y

v(a) =0, notar que

flx)

Como f(x) no tiene raices multiples, entonces (x — a)/ f(x) no tiene ceros ni polos en

x—a=y

(a,0), con lo cual x — a tiene un cero doble en (a,0). La funcién v(x) tiene al menos un
cero doble en (a,0), pero y — v(x) tiene un cero simple en (a,0).

Supongamos que (x — a)? es factor del polinomio f(x) - v(x)%, como (x — a)? es un
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factor de v(x)?, entonces también lo seria de f(x), lo que no puede ser por que f(x)
no tiene raices multiples. Concluimos entonces que el polinomio f(x) — v(x)? tiene a
x — a como factor de multiplicidad 1, o bien dicho en términos de divisores; si v(a) =0
y (a,0) esta en la curva C entonces [(a,0)] aparece con coeficiente 1 en div(y — v(x)) y
que el polinomio f(x) — v(x)? tiene a x — a como raiz simple.

Lo anterior nos dice que cada cero de y—v(x) es un cero de f(x)— v(x)?. Ahora bien

veamos que f(x) — v(xz) no tiene otros ceros. En efecto, escribimos

div(y—V(x) =) _d;((aj,bj)] - [oo)).
j

Entonces

div(y+v(x) =) dj((aj,—bj)]—[oo]) =) _dj(li(aj,b;)] - [c0)).
J J

Ademas, por

div(f(x)-v(x0)*) =divly-vx)+divy+vx) =Y d;((aj, b))+ [(aj,—b;)] —2[c0)).
J

Se sigue deque todas las raices de f(x) — v(x)? aparecen en div(y — v(x)). m
Cuando no haya lugar a confusion, escribiremos P en vez de 1- P.

Definicion 1.8.4 Sea D =) pnp - P un divisor. Definimos la involucién en D de forma

natural como i(D) :=}.p ny - i(P).
Proposiciéon 1.8.2 Sea D € Di v%(C). El divisor D + i(D) es principal.

Demostracion. Sea D = } p, np(1- P —1-00), entonces

D+i(D)= Y  np(P+i(P)-200)=div (]‘[(x—xp)”P).
Pi(P)#00 p

Esta ultima igualdad dada por[1.8.4] m

1.9. Jacobiano

Consideremos el cuerpo finito F,;, donde g es una potencia de un nimero primo

p- Recordemos que la ecuacion de la curva hipereliptica de género g definida sobre F,
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estd dada por C: y* = f(x) donde f(x) € Fg4[x] con deg(f) =2g +2.

Denotaremos el jacobiano de la curva como Jx(C) o simplemente 7 (C) si no hay
ambigiiedad en el cuerpo que se este utilizando. Se verifica que 7 (C) es un grupo abe-
liano finito que se construye a partir de los puntos racionales en la curva. Los puntos
en el jacobiano corresponden a ciertas clases de divisores en la curva, y la operacion
de grupo se define mediante la suma de estos divisores.

El jacobiano de una curva hipereliptica sobre un cuerpo finito tiene propiedades
interesantes y es relevante en la teoria de nimeros. Por ejemplo, se utiliza en la cons-
truccion de protocolos criptograficos y en la resoluciéon de ecuaciones diofanticas. Ade-
mads, el nimero de puntos racionales en el jacobiano de una curva hipereliptica sobre
un cuerpo finito también estd relacionado con el teorema de Hasse-Weil, que propor-

ciona una estimacion del numero de puntos racionales en la curva hipereliptica.

Variedades abelianas. Una variedad abeliana es una variedad algebraica que tiene
una estructura de grupo abeliano. Esto significa que la variedad es un espacio alge-
braico que admite una operaciéon de grupo conmutativo, lo que incluye propiedades
como la inversion y la suma de puntos.

La relacion entre el jacobiano de una curva hipereliptica sobre un cuerpo finito y
las variedades abelianas se establece de la siguiente manera:

A través de la correspondencia de Torelli, que es un resultado profundo en la teoria
de curvas algebraicas, se puede demostrar que el jacobiano de una curva hipereliptica
sobre un cuerpo finito es isomorfo (en términos de variedades abelianas) a un subgru-
po de un jacobiano de una curva suave mas general. En otras palabras, el jacobiano de
una curva hipereliptica se puede ver como una subvariedad abeliana de un jacobiano
mads grande.

Esta relacion entre el jacobiano de una curva hipereliptica y las variedades abe-
lianas tiene aplicaciones importantes en la teoria de nimeros, particularmente en la
construccion de sistemas criptograficos basados en curvas elipticas sobre cuerpos fi-
nitos.

La discusion anterior nos permite hacer referencia tanto al grupo de Picard, como
al jacobiano como el objeto algebraico donde estdn bien definidas las operaciones de
grupo de manera indistinta, cabe aclarar que en algunos textos se omite tal discusion
y se toma el Picard y el jacobiano de manera indistinta.

Se realizan algunos comentarios adicionales sobre este tema en el Capitulo 2.
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1.10. Representacion de Mumford

Dado que ya tenemos bien caracterizado nuestro objeto algebraico, nos interesa
tener una buena representacion de cada clase de equivalencia, es decir, obtener otros
objetos mas simples y conocidos los cuales nos etiqueten y nos guarden la informaciéon
de los representantes de cada clase. Para este proposito, introduciremos las represen-
taciones de Mumford, que se basan en la caracterizacion de un divisor mediante una
pareja de polinomios y que con ayuda de algoritmos podemos realizar ciertas opera-

ciones entre divisores de forma mas explicita.

Definicion 1.10.1 Sean Dy =3 pmy-PyD, =3 pny-P dos divisores en una curvaC de

género 2. Definimos el mdximo comuin divisor entre Dy y D» como

mcd(Dq,D5) := Z min{mp,np}-P — Z min{mp,np}-oo.
P P

Proposicién 1.10.1 Sea C una curva de género 2y consideremos D =} ; cj(Pj —o00) un
divisor semi reducido, con Pj = (aj,bj) € C. Sean u(x) = [1;(x - a;)% y v(x) € K[x] tal
que para todo j, v(a;) = bj. Entonces

D:=mcd (div(u(x)),div(y - v(x)),

si y solo si, f(x) — v(x)? es un miiltiplo de u(x).

Demostracion. En la notacion de la proposicic’)n Sea aj = ¢; para todo j, lo que
es equivalente a que f(x) — v(x)% seaun multiplo de u(x). Ademads D es el mcd solo si
los aj = ¢}, para todo j.

Por ultimo notemos que para los puntos de la forma (a;, b;) con b; =0 en D, al D
ser semi reducido, ¢; = 1. Y dado que div(x— a;) tiene dos copias de [P;], pero div(y—

v(x)) solo tiene una, entonces el mcd solo puede tener una, lo anterior por n

Teorema 1.10.1 Existe una correspondencia uno a uno entre los divisores semi reduci-
dosD =} jcj-(P;j—o0) ylas parejas de polinomios (u(x), v(x)) que satisfacen que:

1. u(x) es monico.
2. deg(u(x)) =Y jcjydeg(v(x) <deg(u).

3. v(x)?- f(x) es un miultiplo de u(x).
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Bajo esta correspondencia tenemos que D = mcd (div(u(x)), div(y — v(x))).
Demostracion. Sean (u(x), v(x)), que satisfacen 1,2 y 3 anteriores, tomemos
D =mcd(div(u(x)),div(y —v(x))).

Si f(x)—v(x)?= IT;(x— aj)df, entonces div(y—v(x)) =Y ;d;j((P;) — (00)), donde b; =
v(aj),ysib; =0, entonces d; =1, asi deg(u(x)) =Y jc;yd;=c;. Como div(y— v(x))
es semi reducido, entonces D es semi reducido.

Reciprocamente, sea D un divisor semi reducido, y sea P; = (aj,b;) € supp(D),
es decir D =} ;c¢j(Pj —o0) Se debe construir una tupla (u(x), v(x)), elegimos u(x) de
manera natural como u(x) =[];(x—a j)§ y debemos encontrar v(x) tal que v(a;) = b;
para todo j y v? — f(x) sea un miiltiplo de u(x).

Supongamos que para cada j tenemos un polinomio v;(x) tal que v;(a;) = b;y
vj(x)2 = f(x)mod(x—a;)“.
Consideremos el sistema de congruencias

t=v1(x) moéd (x—a),

t=v2(x) moéd (x—ap)?,

t=v;(x) mod (x—ap“.

Como los (x — a;) son coprimos dos a dos, entonces del teorema chino del resto
existe v(x) € K[x] tal que v(x) = vj(x)mod(x - a;j), para todo j.

Basta entonces solucionar congruencias de la forma w?(x) = f(x)mod(x—a)° don-
de w(a)=byb?= f(a).

Para esto se usa el método de Newton para encontrar soluciones usando aproxima-

cién numérica, ver [7, Thm. 13.4]. m

Definicion 1.10.2 Sea D un divisor semi reducido. Los polinomios (u(x), v(x)) del teo-

rema anterior son llamados la representacion de Mumford de D.

Definicién 1.10.3 Sea C una curva hipereliptica de género g definida sobre un cuerpo

K,yseaD =Y} jCj+(Pj—o00) un divisor semi reducido. Decimos que D es un divisor
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reducido si};c; < g, es decir, si su grado es menor o igual que el género de la curva. En
particular, cuando g = 2, un divisor semi reducido es reducido si su grado es menor o
igual que?2.

Definicion 1.10.4 Sea D un divisor, definimos
Z(D):={feK(C):div(f)+D=0}n{0}.
Z(D) es un espacio vectorial sobre K y definimos ¢(D) := dimgZ (D).

Ejemplo 1.10.1 Si D = 3[P;] —2[Q.]. Una funcién f € £ (D) puede tener a lo mas un
triple polo en P, y como minimo un doble cero en P,, también notar que f no puede

tener otros ningtin otro polo, pero puede tener ceros diferentes a P,.

Proposicion 1.10.2 Sea C una curva algebraica definida sobre K, y sean D, Dy y D, di-

visores en C, entonces:
1. Sideg(D) <0, entonces £ (D) = {0}.
2. SiD; ~ D, entonces £ (D1) = Z(Dy).
3. Z0) =K.
4. ¢(D) < oo0.
5. Sideg(D) =0 entonces ¢(D)=001.

Demostracion. Ver [7, Prop. 11.14]. =

Teorema 1.10.2 (Riemann-Roch) Dada una curva algebraica C, existe un entero g, lla-
mado el género de C y un divisor ¥ , llamado divisor candnico, tal que

¢(D)-¥¢(# —D)=deg(D)—g+1.
para todo divisor D.
Demostracion. Ver [19, Ch. 4, Thm. 1.3] =

Corolario 1.10.1 deg(%)=2g-2.
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Demostracién. Consideremos los divisores D =0y D = %/, por el teorema de Riemann-
Roch, y por[1.10.2lusando (3), tenemos que ¢(#) = gy 0(#) = deg(#) — g + 2, por
tanto, deg(#)=2g—-2. m

Proposicién 1.10.3 Sea D un divisor de grado 0 sobre una curva algebraicaC. Existe un
tinico divisor reducido Dy, tal que D — D, es un divisor principal.

Demostracion. Consideremos el teorema de Riemann-Roch para el divisor D + g[oo],

{(D+gloo]) =l(H —D—gloo]) +1 21,

Pues ¢(# — D — gloo)) = 0. Existe entonces una funcién no nula F de manera que
div(F)+ D+ gloo] =2 0.

Sea D; =div(F)+D, como D, D estan en la misma clase de divisores entonces D; +
gloo] 20y deg(D;) =0. Delo anterior deducimos que si D; = Zj c;j([P;]), entonces los
Unicos puntos en D; con coeficientes negativos son [co] y que como mucho hay otros
g puntos el la suma. Por otro lado, por el lema[1.8.1|podemos asumir D; reducido.

Veamos que D; es Uinico. Supongamos que D — D) = div(F) yque D— D, = div(G)

con D —1y D, reducidos. Entonces
Dy +i(Dy)=D+1i(D)-div(F)—-i(div(G)).

Dicho divisor es principal, pues D +i(D) lo es|1.8.2} y la involucién de un divisor prin-
cipal es un divisor principal.
Entonces existe H tal que D; + i(D») = div(H), por tanto

div(H) +2g[oo] = (Dy + glool) + i (D2 + gloo]) = 0.

Asi, por definicion de .Z(2g[oo)) He Z(2gloo)).
Por Riemann-Roch tenemos que

0(2gloo]) —€(H —2gloo]) =2g-g+1=g+1.

Por[1.10.1} deg(# —2g[oo]) = =2 < 0, por tanto £ (% —2g[oo]) = 0, esto ultimo por
1.10.2]
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Concluimos entonces que #(2g[oo]) = g + 1. Notemos que x/ € .Z(2j[o0]), siendo
asi el conjunto de funciones {1, x, x2,..., x8} forman un conjunto linealmente indepen-
diente en el espacio .Z(2g[o<]).

En resumen, H es un polinomio de grado a lo mas g, dicho de otro modo, para
algunos puntos P; y enteros cj, se sigue que

Dy +i(D2) =) _cj([Pj]+[i(P})] - 200).
j

Finalmente, como D; y i(D>) son reducidos,sin perdida de generalidad, supongamos
que la ocurrencia de [P;] ocurre en D; y la de [i(P})] ocurre en i(D;) 0 mas precisa-

mente
Dy =) ([Pjl—loo]) y i(Dp) =) ([i(P})] —00).
i J

Conlocual D;=D,. m

El siguiente teorema este teorema permite caracterizar de forma unica clases de
divisores en el jacobiano|1.10.1

Teorema 1.10.3 Existe una correspondencia uno a uno entre las clases de divisores de

grado 0 y las parejas de polinomios (u(x), v(x)) € K [x]? tales que:
1. u(x) es monico.
2. deg(v(x)) <deg(u(x)) <2.

3. v(x)? - f(x) es un multiplo de u(x).

Observacion 1.10.1 Asi, existe una cierta representacion polinomial de la clase de un
divisor de tal forma que

[D] = [x*+ax+b,cx+d], [D]€ TQC).

Observacion 1.10.2 En algunos textos se utiliza la notacion, [J (u, v), para indicar que

estamos en J (C).

Queremos ahora un algoritmo para obtener la representacién de Mumford de una

forma explicita.
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Teorema 1.10.4 Sea (u(x), v(x)) la representacion de Mumford de un divisor semi redu-
cido D de grado 0. El siguiente algoritmo se utiliza para encontrar la representacion del
divisor reducido en [D] € Pring(C).

Algoritmo de reduccién

_ 2
. Sea di(x) = LU

~

S

. Sea 1(x) := —v(x) (modii(x)), condeg(v(x)) < deg(ii(x)).

QW

. Fijamos u(x) = a(x) y v(x) = v(x).

N

. Hacemos u(x) ménico multiplicando por escalar.

€]

. Sideg(u(x)) > 2 regresamos al paso 1.

6. Obtenemos (u(x), v(x)).

Ejemplo 1.10.2 Sea (u(x), v(x)) la representacion de Mumford del divisor semi-reducido
D. Sii es la involucion hipereliptica, (u, —v) es la representacioén de i(D).
Demostracion. Sea D =} ; cj((Pj) — (00)) un divisor semi reducido con Pj = (aj,bj) y
representacion de Mumford (u(x), v(x)). Se cumple que:

1. u(x) es monico.
2. deg(u)=Y jcjcondeg(v) <deg(u).

3. v(x)? - f(x) es miiltiplo de u(x), con v(aj) =bj.

Basta notar que para el divisor semi-reducido i(D) = }_; cj(i(P}) — (00)) se tiene que
deg(—v(x)) =deg(v(x)) < deg(u(x)). Ademds (—v(x))? -fx) = v(x)? — f(x) es un mul-
tiplode u(x) y—v(a;) = —bj, dondei(P;) = (aj, bj). Asi (u(x), —v(x)) es la representacion
de Mumford de i(D). m

Ejemplo 1.10.3 SeaC: y? = x> —5x3+4x+1, calculemos div(y—1),div(x) y encontre-
mos un representante de Mumford para el divisor [(=1, D]+ [(=1,=D]+[(1, D]+ [(2, D]+
[(0,1)] — 5[o0].
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a)

b)

)

Veamos quediv(y—1) =[(—1, D]+ [(-2, )]+ [(1, D] + [(2, )] + [(0, 1)] — 5[cc].

Sea v(x) un polinomio, de la proposicién si f(x)—v(x)? = IT;(x- aj)df, en-
toncesdiv(y — v(x)) = Zj dj((aj,bj) — (00)) donde v(aj) = bj. Para v(x) = 1 basta

notar que de la ecuacion que define a la curva se tiene que:

yz— 1= x5—5x3+4x,
= x(x4 —5x° +4),
=x(x*—4)(x%*-1),

=x(x-2)(x+2)(x—1D(x+1).

Asi como todas las multiplicidades de las raices son 1, dj = 1, y como v es constante

v(a;j) =1, luego
div(y—1)=)_d;((aj,bj)—(00)),
j

= [0, D] +[2, D]+ [(-2, D] + [(-1, D] + [(1,1)] — 5[c0].

Afirmamos que div(x) =[(0,1)] + [(0,—1)] — 2[o0].

Por definicion tenemos que: div(x) = ) pec Vp(X)-P, o bien basta analizar los ceros
o polos de x, si x = 0, entonces y* =1 o bien y =1 6 y = —1, es decir, los tinicos
puntos que aparecen en el divisor son (0,1) y (0,—1) y como son raices simples,
entonces div(x) = [(0,1)] +[(0,-1)] —2[oc].

Calculemos (u(x), v(x)), representante de Mumford de [(—1,1)]+[(—1,-1D)]+[(1,1)]+
(2, D] +[(0,1)] —5[ca].

Sabemos que dado un punto P = (xp, yp) en la curva tenemos que
div(x—xp) = [(xp, yp)l + [(xp, —yp)] — 2[c0].

Notemos que el divisor anterior no es semi-reducido, pues aparece un punto y su
involucion hipereliptica, luego debemos buscar un D' tal que D = D'+ div(f) con
feK(Q), tomando div(x+1) =[(-1,1)] +[(-1,-1)] = 2[c0], D = D'+ div(x + 1),
mads atin, dado que D' = [(1,1)]+[(2,1)]+[(0, 1)] —3[oo] es semi reducido, y por ins-
peccion en la correspondencia entre divisores y pares de polinomios (u(x), v(x)),
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tenemos que u(x) = (x —1)(x —2)(x —0) = x(x — 1)(x — 2), por otro lado, v(0) =
v(2)=v() =1, yparaquedeg(v(x)) < deg(u(x)) =3, sedebe tener que v(x) = 1.

Verificamos que v(x)? — f(x) sea un miiltiplo de u(x)

v(x)z—f(x) =1-(x°-5x3+4x+1),
=—x°+5x3 —4x,
=—x(x-2)(x+2)(x—-1D(x+1),

=—(x+2)(x+1u.

Luego tenemos el par (u(x), v(x)) = (x(x—1)(x —2),1) y lo reducimos,
W -v)? x+2(x+Dulx)
O ux u(x)

obtenemos que D ~ D' entonces [D] esta representada por ((x+2)(x+1),-1).

i (x) =(x+2)(x+1) yv(x) =—-1mod(ii(x)),

Observacion 1.10.3 El algoritmo de reduccién descrito anteriormente se presenta de
forma iterativa, aplicando sucesivos pasos hasta obtener una representacion de Mum-
ford reducida. Sin embargo, en el articulo original de Cantor [4], se propone una version
mads general del algoritmo que permite realizar la reduccion en un solo paso. Esta version
explota el hecho de que, dado un divisor semi-reducido representado por (a(x), b(x)), se
puede construir directamente un nuevo par (a'(x), b'(x)) que representa el mismo divi-
sor en su forma reducida mediante la formula:

_fw- b(x)?

o , b(x)=-b(x) moéda(x), degh(x)<dega (x).

a'(x)
Esta forma es computacionalmente mds eficiente y evita la necesidad de pasos itera-

tivos.

1.11. Algoritmo de Cantor

Dado que tenemos una operacioén de grupo en el conjunto de clases de divisores,
queremos poder asociar a la suma de dos divisores reducidos, su representacion de
Mumford a partir de las representaciones de Mumford de cada sumando. Una herra-

mienta que nos permitird hacer esto de forma efectiva serd el algoritmo de Cantor y
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veamos a su vez como se relaciona con la geometria de la curva; para ello retomemos
las ideas sobre como podriamos sumar "puntos”de la curva[l.7}

La representacion de Mumford de un divisor en una curva algebraica se basa en el
uso de polinomios que permiten describir el divisor de manera efectiva.

Para calcular el representante de Mumford, utilizamos la interpolacién de Lagran-
ge. Dado un conjunto de g puntos P; = (x;, y;), el polinomio de interpolacién v(x) se
puede expresar como:

4 X—Xj
v(x)= Vi .
2’,( ljlzllxi—xj)
J#i

Este polinomio tiene la propiedad de que v(x;) = y;, lo cual garantiza que capturala
informacién del divisor D adecuadamente. En la préctica, el cdlculo de v(x) mediante
la férmula de Lagrange permite obtener un representante que describe el comporta-
miento del divisor a lo largo de la curva.

Teorema 1.11.1 Sean C : y2 = f(x) una curva de género 2, Dy,D; € Div?((C) divisores
reducidos con (uy(x), v1(x)), (u2(x), v2(x)) las respectivas representaciones de Mumford.
El siguiente procedimiento permite obtener la representacion de Mumford de la clase
[D1 + Dy].

1. Consideramos d = mcd (uy, up, vy + v2). Determinar Hy, hy, hs € K[x], tales que
d= ul,hl + ughz + (V1 + Ug)hg.

u V2h1 + u2U1h2 + (v + Uz)hg

2. Definimos vy =

d
uyuy
3. Calculamos u = FB yv=uv9(modu), condeg(v) <deg(u).
U L A _ _ _
4. Reducimos il := ” yU=—-v(mod @i) condeg(v) < deg(ii).

5. Fijamosu=uyv="0.
6. Hacemos u monico.
7. Sideg(u) = 2, regresar al paso 4. En otro caso, continuamos.

8. Obtenemos (u(x), v(x)).
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Ejemplo 1.11.1 Sean (u(x), v(x)) la representacion de un divisor semi-reducido.

a) (1,0) es el neutro de la operacion, es decir, (u(x), v(x)) + (1,0) = (u(x), v(x)).
Del algoritmo de Cantor, uy = u, vy = v,up = 1,v2 =0, luego
1. d =mcd(uy,1,v7) =1, luego u; (x)-0+1-1+0-vy(x) =1, hy =0,hp =1, h3 =0.
Uup(x)-0-0+1-v1(x)-14+(v1(x)-0+ f(x))-0
2. Vg= ] =0

3. ulx)= @ =u(x) yv(x) = vp.

Como v ya esta reducido médulo u, y (u,v) ya es una representacion, entonces

(u, v) es la representacion deseada.
b) Elinverso de un representante de Mumford (u(x), v(x)), es de la forma (u(x), —v(x)),
es decir, (u(x), v(x)) + (u(x),—v(x)) = (1,0).

Del algoritmo de Cantor tomamos u; = u,vy = v, up = Uy V2 = —0, luego

1. d=mcd(u,u,0) = mcd(u,0) = u, luegou=u@R™H+u 1) +0-0.

(=121 . -1 .
5 UO:u )27 +u- (W2 +0+f) 0:0.

u

_uu _ _
3. u—7—1,v—v0.

Con lo cual obtenemos la representacion (1,0) como se queria.

1.12. Aritmética Rapida

Notemos que, aunque la adicién en representaciones de Mumford se vuelve un
procedimiento algoritmico que ocurre en K[x], se necesitan calcular ciertos polino-
mios que pueden hacer el el proceso mas lento. Aqui algunos algoritmos para acelerar
dicho proceso.

Adicion en el caso mas comin

En este caso las dos clases de divisores a sumar consisten en cuatro puntos, dos

cada uno, diferentes a su involucién. Los resultados en el algoritmo de composicion
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1.11.1|son u = u; up y un polinomio v de grado < 3 que satisfacen u|v? + vh — f. Empe-
Zamos con ;| vf +v;h— f ycomo en el teorema, podemos obtener v usando el teorema

Chino de los restos:

v=v; mod u,
V=1 mod up.
h 2
. . .y . —vhn—-v -
Luego se calcula el primer polinomio #' haciendo ————— mo&nico y tomando
Uy
vV'=(—h—-vmodu).
Ahora bien, para optimizar no desarrollamos completamente lo anterior. Listamos
las siguientes sub-expresiones necesarias y mostraremos que nos dan el mismo resul-

tado, tomamos:

k=(f-voh—v3)/up,
s=(v1—v2)/u, mod uy,
[ =suy,
u=((k-s(l+h+2vy))/uy,
u' = u ménico,

vV'=—h—-(l+vy) mod u'.

Notemos que v = suy + v, = [ + v, cumplen las congruencias anteriores, es claro

para la segunda congruencia. Para la primera notemos que
V= Sup+ vy = (11— v2)/ Us) Uy + Vo = v1 mod u;.
La division para crear a k es exacta de la definicion de u, y v,, para u, notemos que
urupu=up(k—s(l+h+2v:))=f—-voh— v%— Il+h-2lvy,=---=f-vh- V2.

Por otro lado notemos que como deg(f) =5, deg(h) <2, deg(vs) =1, up es moénico
de grado 2, entonces k = X3+ ( fa— Ur1)x% + cx + ¢’ donde ¢ y ¢’ son constantes. Es decir
esto muestra que se necesitan menos operaciones involucradas si se mira el algoritmo
de esta forma, luego en u se realiza una divisién de k de grado 3, con un u; de grado 1
por tanto solo se necesita una parte de k para efectos de computo, ver 4.3.1. [29, 4.3.2
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Addition in Most Common Case].

Duplicaciéon

Ademas de sumar clases de divisores utilizando la representacién de Mumdford,
también nos interesa la duplicacién, o encontrar n veces dicha clase, dicho proceso
puede hacerse tanto en el jacobiano, como dentro de otros conjuntos donde si bien no
hay estructura de grupo, permiten encontrar de forma rdpida los multiplos enteros de
una representacion.

Sea u(x) = x>+ u; X+ Uy, v(x) = v1x+ v larepresentacién de Mumford de un divisor
de peso 2, queremos 2[u, V] = [Upnew, Vnewl, donde del algoritmo de Cantor, se tiene que

2
Upnew =U-,

Vnew =V mod u,

2
Unew|Vew + Vnewh — f.
Asi, esta clase es reducida para obtener [/, v']. Usamos las siguientes expresiones:

k= (f—hv—vz)/u,
s=k/(h+2v) mod u,
l=su,
i=s"—((k+2v)s—k)/u,

U (hecho moénico),

ul

!

vV=—h—-(+v)modu.

Notemos que no calculamos el divisor semi-reducido explicitamente, aqui v,y =
I+ v =su+v. Asi, es claro que se da la congruencia, para ver la divisibilidad, conside-
ramos que

V2, + Unewh— f =12 +2lv+ v* + hl+ hv - f = s*u® + u(s(h +2v) — k),

(h+2v)s—k=(h+2v)k/(h+2v-k)=0mod u.

Finalmente,
U%lew + Vnewh—f s2u? + (h2v)su—ku

2
Unew u

Para una discusion mads detallada, véase [29, Doubling 4.3.3].
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1.13. Subgrupos de Torsion

Dado un grupo G, sus subgrupos de torsion estdn compuesto por aquellos elemen-
tos g tales que g”" = e, para alglin n natural y donde e es el elemento neutro del grupo.
Estos subgrupos son relevantes no solo en teoria de grupos, sino también en aplicacio-
nes practicas, como la criptografia. En particular, algoritmos de intercambio de claves
basados en isogenias, donde el orden de los elementos juega un papel crucial en la
seguridad del protocolo.

Definicién 1.13.1 Sea C una curva de género 2 sobreF,, con q = p" y p primo. Para
[D] € J¢,,(C), definimos paran € N

[n][D]:=[D]+---+[D],

donde D es un divisor reducido. Definimos el n-ésimo subgrupo de torsién de Jr,(C)
como

T, (©)n:={(Dl € J (©): [n][D] = [0]}.

Dado que qu (C) es un grupo abeliano finitamente generado, una pregunta natural

es que tan grande puede ser su rango.

Teorema 1.13.1 SeaC una curvade género g sobreF 4, conq = p”,y p primo. Simcd(p,n) =
1, entonces

JO)nl = (2In2)8.
Demostracion. Ver [30, Thm 10.3] y [30, Thm 10.5] =

Teorema 1.13.2 Sea C una curva de género 2 sobreF,, q = p", p primo. Existen polino-
mios L(t) € Z[t] dedeg(L) =4 con las siguientes propiedades:

1. L) =|Picg, (C)].

2. L) =TI}, —a;1), cona; €C, aze; =0, il = /q, i €{1,2}.

3 L= q2t4L(%).

4. Dado n €N, definimos L,(t) = H‘i‘:l(l - a;?t), entonces Lp(1) = |Picf, .

Demostracion. Ver [40, Thm 3.9], [15, Thm 10.7.1]. =
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Teorema 1.13.3 Sea a; con las condiciones del teorema anterior, n € N, entonces
4
n n
|ICEm|=q"+1-) al.
i=1

Sea J un jacobiano de una curva hipereliptica de género 2, y D = }_; ¢;(P; — 00),
un divisor reducido, es decir }_; ¢; < 2. Queremos calcular [n][D]. Para eso, recordemos
primero el caso de género 1, es decir, en curvas elipticas.

Polinomios de divisién Consideremos la curva eliptica dada por
E:yZ:x3+Ax+B,

con 3A3+27B2 # 0, siendo la condicién de no singularidad, ver [23, Teorema 3.2] y [23,
Corolario 3.4].

Definicion 1.13.2 Definimos los polinomios de division yy; € Z[x, y, A, B, dados por la
relacion de recurrencia:

» Yo =0,1 =1, =2y, ¥3=3x*+6Ax>+12Bx - A%
s =4y(x®+5Ax* +20Bx3 -5Ax*> —4ABX —8B? - A3).
= Yomil = Wms2Wom — Wm-1Vy,, ), PATam = 2.
» Yom = QY W (Wmi2¥?,_| —Vm-2¥’,,,), param=3.
Lema 1.13.1 v, € Z[x, y?, A, B] sin esimpar yy, € 2yZ|x, y*, A, B] si n es par.

Definicion 1.13.3 Definimos los polinomios

P = XY = VU1 W1, ©Om= @Y Wms2W s = Wm-aWyi1)-
Lema 1.13.2 Para las expresiones anteriores se cumple que:
» ppeZlx, yz,A,B] para todo m € N.
= Sim esimpar, entonces wy, € yZ|x, yz, A, B].

» Sim es par, entonces w,, € Z[x, y*, A, B]
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Ahora bien, dada la ecuacién de la curva y2 = x3+ Ax+ B, consideramos los anterio-
res polinomios en Z[x, A, B], ademads fijando Ay B, podemos considerar los polinomios

anteriores en una sola variable, asi tenemos el siguiente lema.

Lema 1.13.3 Sean A y B fijos, y* = x>+ Ax + B, la ecuacién de una curva eliptica, en-
tonces

n pp(x) = x™ + (terminos de menor grado).

n w,%(x) = n2x" 1 4 (terminos de menor grado).

Finalmente de lo anterior podemos caracterizar los puntos de la curva eliptica [n] P

como sigue.

Teorema 1.13.4 Sea E : y* = x> + Ax + B una curva eliptica sobre un cuerpo finito, P =

(x,y) un punto de la curvay n € N, entonces:

_ On(x) wyu(x,y)
Ve (X) Wulx,1)3)

(n]P
Ademas, si consideremos el endomorfismo de grupos

[n]: E — E
P — [n]lp

tenemos el siguiente resultado

Corolario 1.13.1 El subgrupo de n-torsién de una curva eliptica E : y*> = x> + Ax + B,
ker[n] ={P € E: [n]P = o0}, es tal que |ker|[n]| = n?.

Por otro lado, existen polinomios que tienen la misma funcién de los polinomios
de division.
Polinomios de divisién de Cantor

Definicion 1.13.4 Sea [D] un divisor con representacion de Mumford (u(x), v(x)). El pe-
sode D es el grado de u(x).
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Definicion 1.13.5 Polinomios de divisién de cantor ¢,[10, Def. 5.1].

Sea C : y* = f(x) curva hipereliptica de género g sobre el cuerpo finito K, con ¢ > g
un entero coprimo a la caracteristica de K.

Sea P € C(K). Para un punto genérico Q = (x,y) € C, la representacién de Mumford
del elemento ¢|Q — P] en el jacobiano de C puede escribirse como sigue

d; ) | ' ei(x) ;
/[Q-Pl=|X8+ , —X',
Q ( Z 1 dg(x ) Zl eg(x)
donde los numeradores dy, ...,dg1, €y, ..., eg 1 € K[x] y los denominadores dg, eg K| x]
son ménicos. Con lo cual ( oo ,df;—;, 5—2 e, eg ) es la representacion racional de la

multiplicacion por €.

Observacion 1.13.1 Para nuestro caso:
Los polinomios de division de Cantor son polinomios enF; denotados por dy, dy, d3, ey, e1, e2
tales que para todo divisor de peso 1, P = (x— p, yp), [D] = [P — o0, la representacion de

Mumford esta dada por:

[0][P] = x2 + dl (xp) N dO(xp) eo(xp) + eo(xp))) '

A, Ay \eax,) e,

Donde los grados los los polinomios son 20? —1,20? —2,20% —3,3¢0? —2,30% y 30 - 2 res-

pectivamente.

Discutamos la 2 y 3- torsion para darnos un panorama de dichos célculos.

1.14. 2-Torsion del Jacobiano

Sea C una curva de género 2y [J (C) su jacobiano con cuerpo base F,. Por defini-
cion,
J ()21 ={IDI e F, (©: [21[D] = (0]},
ademas, por el teoremal[l.13.1|sabemos que

JO)21=Z/27)*.

Definicién 1.14.1 Los puntos de Weierstrass de la curvaC : y* = f(x) deg(f) =5 son los

puntos invariantes por la involucion hipereliptica, i(x,y) = (x,—y), es decirlos puntos
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(a;,00eC (Fq), donde los a; son las raices de f, luego hay 6 puntos contando el co.

Teorema 1.14.1 Cada elemento no nulo de [J (C)[2] esta tinicamente determinados por

un par de puntos de Weierstrass distintos en C.

Demostracién. Sean {(@;,0)}; los puntos de Weierstrass de la curva C y sean [P;;] =
[(@i,0) — (aj,0)]. Notemos que [P;;] no es el divisor de una funcion, es decir, [P] # [0]
en J (C), notemos ademds que de 2[P;;] = 2[(a;,0)] - 2[(a},0)], dela observaci(’)n

X—Q;

div( ) =div(x—a;)—-div(x—aj) =2[(a;,0)] - 2[(a;,0)] = 2[P;;],

aj
asi 2[P;;] = [0] en J (C), por tanto, [P;;] € J (C)[2], luego, [P;;] = —[P;;] = [P};] por lo
tanto [P; ;] queda totalmente determinado por {i, j}, mas atin

[P; ]+ [Pg] es principal siy solo si {i, j} = {k, I}.

Conlo cual cada {i, j} determina tinicamente un elemento en 7 (C)[2], pues | 7 (C)[2]| =
2% = 16, que corresponden a las (g) parejas con distintos puntos de Weierstrass en C

mas el punto en el infinito. =

Observacion 1.14.1 Cada elemento no nulo de [J (C)[2] puede ser representado por el
par{i, j} y cada (x — a;)(x — aj) determina un elemento [P;;] en J (C)[2].

Proposicién 1.14.1 Sea [J (C)[2](F,) = {[D] € J (C)[2]: [D] estd definido sobre[ ;}, el 2-
rango de J (C)[2](F ;) depende de la factorizacion de f en[F,

Factorizacion | 2-rango
(1,4), 2,3) 1
(1,1,3), (1,2,2) 2
(1,1,1,2) 3
(1,1,1,1,1) 4

donde cada entrada de una tupla indica el grado de un factor de f.

Demostracion. Si [D] es un divisor con representacion de Mumford (u(x), v(x)), en-
tonces —[D] tiene representacion (u(x),—v(x)). Si [D] € J (C)[2], entonces [D] = —[D] y
por la unicidad en la representacion de Mumford tenemos que v = 0. Por otro lado del

algoritmo de Cantor, como v? — f divide a u, entonces u divide a f
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= Siu(x) =(x-a)lx-p),vix) =0, entonces de la proposicién anterior [D] = [P; +
P, —200] con Py = (a,0), P, = (B,0).

m Siu(x)=x-a, D=[P;—o0], con P; = (a,0), de donde [2D] = [2(a,0) — 200] =
div(x—a), asi [D] € J(O)[2].

Concluimos entonces que los divisores [D] con representacion de Mumford (u,0) ge-
neran a J (C)[2] Asi el 2-rango de J (C)[2] (F4) es m—1, donde m es el numero de fac-
tores irreducibles de f en[.

Ejemplo 1.14.1 SeaC : y? = x° + 1, calculemos J (C)[2] (Fq) para p = 3,5,11. Basta en-
tonces recuperar una factorizacion de f en los diferentes cuerpos.

» Parap=3,y*=(x+1)(x*+2x3+ x*>+2x+1), luego u(x) = x+ 1y J(C)[2] = {[D]),
con representacion de Mumford (—1,0).

» Para p =5, la curva es singular.

= Parap =11, x°+1 = (x+1)(x+3)(x+4) (x+5) (x+9), luego tomando [D,] = [(-1,0)—
00, [D2] = [(—3,0) — 0], [D3] = [(—4,0) —o0] y [D4] = [(—5,0) — o], tenemos que
J(©C)[2] = (Z/22)* = ([D1]) x {[D2]) x (D3] x {[D4]).

1.15. 3-Torsion

La técnica que usamos para calcular divisores de orden 3 es analizar los divisores
que satisfacen la ecuaciéon [2D] = —[D], con la representacion de Mumford de D dada
por (u(x), v(x)). Usando la parte de composicion del algoritmo de Cantor obtenemos
divisores de la forma (#2(x); 7(x)) para [2D]. Por otro lado —[D], con representacion
(u(x),—v(x)), luego de-reduciendo de la segunda coordenada de la forma v + ku con

k = k1 x + kg obtenemos
,  [—w+uk)?
k?u '

Observacion 1.15.1 Cabe destacar que, en la proposicion 1.15.1, la aplicacién del algo-
ritmo de reduccion en un tinico paso|1.10.3, justifica la presencia de ay en la expresion,
a diferencia de los coeficientes kg o k; .
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Proposicién 1.15.1 [39, Trisection for genus 2 curves in odd characteristic]
Sea C una curva de género 2. D3 = [x2+ Ui x+ up; v1x+ vl € J(C)[3] siysolo si M(u;) =0

donde M es el polinomio 3 — modular

up =2apvy+iud+32aiu+1al,

5, 3.1, ¢ 52 15
suag+ a0 f3— 3a5v1 — 74y,

v1 =160a5u; —32a5u f; +48a3 f> + 450agu? — 5ut — 16 fi,

+16u1 fo — 1205 f3 +40ajui + 11af — 20a; f3/ (24ao (5u? + 5ag + 2 f3 + 20a5 uy)).

_5 2.1
Vo =3dolUy +§u1v1—

¥ aop raiz de mcm(p (ao, u1, p2(ap, u1)) donde p1, p2 son de grados 7y 8 en a(z).
Ejemplo 1.15.1 Consideremos p = 2° + 33 y la curva definida por y* = x° + x sobre Fp.

M(x) = x*0+183488x3%6 +528540x32 + 565275x28 + 255328x%* + 882029 x%°
+507685x'6 +652433x12 + 58622x8 + 150436 x* + 718609.

Nosotros obtenemos 3-rango 4 sobreF,. Sean

(x? +622217x + 1048608,597387 x + 247526),

(x? +560973x + 1048608,214773x + 788568),
(x? +587479x +985970,945347 x + 349582),
(x? +748357x +62639,857088x + 135670).

Luego los divisores asociados a las representaciones de Mumford anteriores son una base
del grupo de 3-torsion.

Notamos asi la complejidad para caracterizar los diferentes ordenes de los diviso-
res.



Capitulo 2

Isogenias entre variedades abelianas

El objetivo central de este capitulo, es el estudio de las isogenias entre variedades
abelianas. Si bien reconocemos la rica diversidad de estas estructuras, no entraremos
en un andlisis exhaustivo de todas las variedades abelianas.

Un punto crucial en esta discusion es la polarizacion de las variedades abelianas,
que jugard un papel determinante en nuestras consideraciones. En particular, nos res-
tringiremos a aquellas variedades abelianas que presentan una polarizaciéon principal.
La polarizaciéon no solo proporciona un marco para entender la geometria de estas
variedades, sino que también es fundamental para asegurar que los morfismos que
consideramos preserven la rica estructura inherente a los jacobianos.

De este modo, nuestro estudio se desarrollard en un contexto bien definido, donde
la polarizacién principal actuard como un criterio necesario para las isogenias que nos
proponemos estudiar. En particular, nos centraremos en isogenias que preservan la

polarizacion.

2.1. Variedades Abelianas

Aunque en este capitulo no se profundizara en el estudio detallado de los grupos
algebraicos y las variedades abelianas, se presentardn las nociones fundamentales ne-
cesarias para establecer el marco tedrico de los resultados expuestos. Estas nociones
basicas, si bien no pretenden ser exhaustivas, proporcionan los conceptos esenciales

que se utilizaran a lo largo del texto.

51



CAPITULO 2. ISOGENIAS ENTRE VARIEDADES ABELIANAS 52

Grupos algebraicos

Definicion 2.1.1 Un grupo algebraico G absolutamente irreducible sobre un cuerpo K
es una variedad sobre K (afin o proyectiva) absolutamente irreducible, dotado de las
siguientes aplicaciones:

» Un morfismom: G x G— G, que serd llamado adicion.
» Un morfismo morfismoi: G — G, que serd llamado inverso.

» Un punto K—racional 0€ G, llamado neutro.

verificando lo siguiente:
m mo(ldgxm)=mo(mx Idg) (asociatividad).
» mlyxG = P2, donde P, es la proyeccion de G x G, en el segundo argumento.

» mo(ixIdg)obg=c, dondedg es la funcién diagonal de G — G x G y ¢y envia a
Gen0.

Sea L una extension de K. Sea G(L) el conjunto de los puntos L—racionales de G. El
conjunto G(L) es un grupo en el cual la suma y los inversos se calcula evaluando en
morfismos que son definidos sobre K, que no dependen de L, en los cuales el elemento
neutro es el punto 0.

Un hecho sorprendente es que si G es una variedad proyectiva, la ley de grupo m
es necesariamente conmutativa.

Ejemplo 2.1.1 Grupo multiplicativo. Sea G, la variedad afin determinada por la ecua-
cionxy=1
Vixy-1) ={(a, ab:aeK\{0}.

en A2, Las funciones m((x, y),(x',y)) — (xx',yy") ei(x,y) = (x 1,y ') son regulares en
Gm. Se tiene que G, junto con estas funciones satisfacen la definicion anterior con neu-
tro (1,1). Ademds, como grupo multiplicativo se tiene que G,, = K\ {0}, con (x, x - x.

Una variedad abeliana es un objeto fundamental en geometria algebraica, que
combina las estructuras algebraicas de un grupo con las propiedades geométricas de
una variedad. Formalmente, definimos una variedad abeliana como sigue:
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Definicion 2.1.2 Una variedad abeliana es una variedad algebraica A que es también
un grupo, tal que la operacion de grupo es regular (morfismo de variedades algebraicas)

y la inversion también es regular, es decir:
= Existe una operacion de grupo +: Ax A — A.

» La operacién + es asociativa, tiene un elemento neutro 0 € A, y cada elemento

tiene un inverso.

» La operacion de inversion —: A — A estd dada por —a para cada a € A.

Las variedades abelianas pueden tener distintas dimensiones y poseen una estruc-
tura de grupo algebraico compatible con su geometria. Se caracterizan por ser proyec-
tivas y completas, lo que significa que pueden ser incrustadas en un espacio proyec-
tivo mediante ecuaciones polinémicas y que toda secuencia de puntos dentro de la
variedad cuya imagen en un espacio proyectivo posee un punto de acumulacion en la
variedad. En particular, la completitud garantiza que la operacion de grupo esté bien
definida en todo el dominio, sin singularidades o puntos en el infinito, lo que las dis-

tingue dentro de la teoria de variedades algebraicas.

Ejemplo 2.1.2 1. Curvaselipticas: Estas son variedades abelianas de dimension uno

y pueden ser definidas como la solucion de ecuaciones de la forma
y2 =x3+ax+b,

donde a y b son constantes, ver[1.7, Tienen una rica estructura algebraica y son

fundamentales en la teoria de ntimeros.

2. Variedades de Jacobiano: Dada una curva algebraica de género g, su variedad
de jacobiano es una variedad abeliana de dimension g. Esta construccion permi-
te estudiar las propiedades de la curva a través de su jacobiano, que encapsula
informacion sobre las funciones meromorfas y los ciclos sobre la curva.

3. Variedades abelianas de dimension superior: Existen diversas variedades abe-
lianas de dimensién superior que no provienen directamente de una curva alge-
braica. Un ejemplo importante son las variedades de Prym, que surgen a partir de

un cubrimiento finito de curvas, ver [21|]. Dado un cubrimiento doble 7 : C-C
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de una curva C, la variedad de Prym asociada a este cubrimiento se define co-
mo el nucleo de la norma del jacobiano de C sobre el jacobiano de C, es decir,
Prym(n) = ker(Nm: J (5) — J(C)), y tiene dimensién g — 1, donde g es el género
de C. Otra clase de variedades abelianas de dimension superior son las varieda-
des de Albanese, ver[41|]. Dada una variedad proyectiva y lisa X, la variedad de
Albanese Alb(X) es la variedad abeliana que parametriza todos los morfismos de
X hacia una variedad abeliana. Una variedad se dice lisa si es suave, es decit, no
tiene puntos singulares, lo cual significa que su espacio tangente estd bien defini-
do en todos los puntos. En particular, el jacobiano de una curva es su variedad de
Albanese, pero en dimensiones mayores el Albanese puede ser una variedad abe-
liana sin ser un jacobiano. Ademads, el producto de dos jacobianos de curvas dis-
tintas, como J (C) x J (C,), es una variedad abeliana de dimensién g, + g», pero
no necesariamente es un jacobiano, pues se trata de una variedad abeliana que no
proviene de una sola curva. Estas construcciones son fundamentales en geometria
algebraica, ya que permiten estudiar propiedades de variedades de dimension su-

perior sin recurrir exclusivamente a la nocioén de jacobiano.

4. Grupos de puntos racionales de variedades abelianas: Si A es una variedad abe-
liana definida sobre un cuerpo K, entonces los puntos de A que son racionales
sobre K forman un grupo abeliano.

5. Producto de curvas elipticas: Dada una coleccion de curvas elipticas, su producto
forma una variedad abeliana. Por ejemplo, el producto de dos curvas elipticas es
una variedad abeliana de dimension dos.

6. Variedades abelianas sobre cuerpos de niimeros: Estas variedades, que se en-
cuentran en la teoria de niimeros, incluyen ejemplos como las variedades de K3
y ciertas variedades de Fano [12].

A continuacion veremos que el jacobiano de una curva es una variedad abeliana
que es “naturalmente” isomorfa a Pi CIO<(C). Este isomorfismo natural dota a al jaco-
biano con una estructura de grupo.

Definicion 2.1.3 Sea C una curva de género 2 y K un cuerpo tal que C(K) # @. Para un
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punto arbitrario en P € C(K) definimos

1:C(K) — Pic%(C)
Q—[Q-Pl.

Esta funcién es inducida por el morfismo inyectivo [ : C — J para alguna variedad que
tiene la siguiente propiedad universal.

Teorema 2.1.1 Si A es una variedad abelianay vy : C — A es un morfismo que envia P
a la identidad de A, entonces existe un tinico homomorfismo ¢ : J — A de variedades

abelianas tales quew = o,
c1s g
W\L )‘\//(P
A

Siendo asi, si podemos incluir los punto de la curva C en una variedad abeliana,
dicha variedad es tinica.
El siguiente teorema asegura que el Pi c®(C) es una variedad, y dada la unicidad

anterior, es la inica variedad abeliana con dicha propiedad.

Teorema 2.1.2 [34, Thm 1.1](Variedad Jacobiana) Existe una variedad abeliana J so-
bre K, y un morfismo de funtores, i : Pic(C)* — J, tal que i : Pic(C)°(T) — J(T) es un

isomorfismo de grupos donde T es un esquema conexo sobre K.

Observacion 2.1.1 En matemdticas, un esquema es una estructura matemadtica que re-
laja la definicién de variedad algebraica para incluir, entre otras cosas, multiplicidades
(ej. las ecuaciones x = 0 y x* = 0 definen la misma variedad algebraica pero distintos es-
quemas) y "variedades"definidas sobre anillos (ej. las curvas de Fermat estdn definidas

sobre el anillo de los niimeros enteros).

Los esquemas consideran ideas de tipo geométrico, algebraico y de teoria de nu-
meros. La nociéon de esquema se remonta a los afios 1960, cuando Alexander Grothen-
dieck formulé el concepto en su tratado Eléments de géométrie algébrique. Una de las
metas fue desarrollar el formalismo necesario para resolver problemas profundos en
geometria algebraica, como las conjeturas de Weil (la tltima de las cuales fue demos-

trada por Pierre Deligne). Asimismo, la teoria de esquemas permite el uso sistemético
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de métodos de topologia y dlgebra homoldgica. Al incluir consideraciones sobre pun-
tos racionales, la teoria de esquemas introduce una fuerte conexiéon entre geometria
algebraica y teoria de ntimeros, lo que eventualmente permiti6 a Wiles demostrar el

ultimo teorema de Fermat.

Teorema 2.1.3 [33, Thm A 8.1.1] Sea C una curva hipereliptica suave sobre K de género
g = 1 tal que C(K) # @. Existe una variedad abeliana [J (C), llamada Jacobiano deC y
una inyeccion f : C — J (C) llamada la incrustacion de C, con las siguientes propieda-
des:

» f seextiende linealmente a los divisores de C . Entonces induce un isomorfismo de
grupo entre Pic®(C) y 7 (C).

» Para cada r = 0 define una subvariedad W, < J (C) dada por la suma de r co-
pias de f(C): W, = f(C) +---+ f(C). Por convencién Wy = 0, entonces dim(W,) =
minir, gt y Wg = J (C). En particular dim(J (C)) = g.

De este modo, hemos observado que la construccién desarrollada en el Capitulo
1 permite asociar, a partir de una curva C de género 2 (definidas en , una varie-
dad abeliana. Ademds, analizaremos como la idea subyacente en la construccion del
grupo de Picard puede extenderse al contexto de variedades abelianas, lo que conduce
naturalmente a la definicién formal de la variedad dual asociada.

Procederemos ahora a presentar algunos resultados fundamentales sobre varieda-

des abelianas que serdn esenciales para continuar con el desarrollo de la teoria.
Teorema 2.1.4 Toda variedad abeliana es un grupo abeliano.
Demostracion. Ver [43, Thm 3.15] =

Observacion 2.1.2 Observamos que la estructura de grupo algebraico induce aplicacio-
nes naturales, por ejemplo traslaciones por un elemento x € A que denotamost,: A— A,

la aplicacion tx(z) = x + z para todo z € A. tx es biyectiva con inverso t_y.

Proposicién 2.1.1 Si f: A — B es un morfismo entre variedades abelianas y sea t,(z) =
z+ x la traslacion por x . Entonces la funcion t_g ) o f es un homomorfismo de grupos.

Corolario 2.1.1 Si f(0) =0, f es un homomorfismo de grupos.
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Como A es una variedad abeliana, entonces es una variedad algebraica, luego po-
demos replicar lo hecho para C en el capitulo anterior, ver[1.8

Recordemos ademds que, .2 (D) en[1.10.4]y por[1.10.2Jes un K espacio vectorial de
dimension finita. Considerar .2 (D) = (fy, ..., fn), con f; € K(A) una K-base.

Definicion 2.1.4 Sea D € Div(A), definimos el morfismo racional

¢p: A — PE)N
x — (fo(x):---: fn(x)).

Definicion 2.1.5 Sea X y Y dos variedades algebraicas sobre un cuerpo K, y sea f : X —
Y un morfismo de variedades algebraicas. Decimos que f es una inmersion si, para todo
punto p € X, la diferencial df,: Ty X — Tr)Y es una aplicacion lineal inyectiva entre
los espacios tangentesde X enp yde Y en f(p).

En otras palabras, f es una inmersion si, en cada punto p € X, el morfismo f pre-
serva la estructura local de X al mapearla en Y. Esto se puede verificar a través de las
siguientes condiciones equivalentes:

» Elmorfismo f es localmente inyectivo. Esto significa que existe un entorno abierto

de cada punto p € X tal que f es inyectivo en ese entorno.

» La matrizjacobiana de f es invertible en cada punto p € X, lo que implica que las

derivadas parciales de las funciones que definen f no se anulan en ningtin punto.

» La diferencial d f, es inyectiva para cada punto p € X, lo que significa que no
colapsa ninguna direccién tangente en X.

Ejemplo 2.1.3 Consideremos las variedades algebraicas X = A! (la recta afin) y Y = A?

(el plano afin). Supongamos que tenemos el siguiente morfismo f : Al — A2:
fo =1

Este es un morfismo de variedades afines, donde t es la coordenada en Al y (¢, %) es
la imagen en A?. Este morfismo describe una pardbola en el plano. El morfismo f es una
inmersién porque su diferencial, que es la derivada de f en términos de las coordenadas

locales, es inyectiva. En este caso, la derivada de f(t) = (t, t*) es:

d d
df(t) = (at,atz) =(1,20).
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Para cualquier t, esta derivada es no nula, ya que el vector (1,2t) nunca es el vector cero,
excepto en el punto t = 0 (pero aiin asi no colapsa direcciones tangentes en ese punto).
Esto garantiza que, localmente, el morfismo no colapsa direcciones.

En términos geométricos, la pardbola f (t) = (t, t?) no se dobla, ni colapsa en ningiin
punto: se comporta como una curva suave, lo que asegura que el morfismo f es una

inmersion.
Definicion 2.1.6 Sea A una variedad abeliana, D € Div(A).
» D esun divisor muy amplio si ¢p es una inmersion.

= D es amplio si existe m entero positivo tal que mD es muy amplio.E]

Definicion 2.1.7 Sea f : X — Y un morfismo entre variedades algebraicas y sea D un
divisor en Y. El pullback de D por f, denotado f* D, es un divisor en X definido como
sigue:

D=} ailf ' (Vi)l,

donde D =) _; a;|V;] es la descomposicion de D en términos de sus componentes irre-
ducibles V; en Y, y [f~1(V;)] es el divisor generado por la preimagen de V; bajo el mor-
fismo f, con la misma multiplicidad a; de cada V; en D.

En otras palabras, f* D es el divisor en X obtenido al tomar las preimdgenes de las
subvariedades V; que componen D, con las mismas multiplicidades.

Ejemplo 2.1.4 Consideremos el morfismo f : A> — P? dado por:

fx,p)=x:y:1),

donde A? es el plano afin yP? es el plano proyectivo. Sea D el divisor en P? dado por

la linea L definida por la ecuacion y = 0. Es decir, el divisor D es:

D =[],

donde L es la linea en P?.
El pullback f* D es el divisor en A? que se obtiene al tomar la preimagen de L bajo
f. La preimagen de L bajo f es la linea y = 0 en A%. Por lo tanto, el pullback f* D es:

En el contexto de geometria algebraica y curvas elipticas, el término 'amplio’ y 'muy amplio’ se tra-
duce al inglés como 'ample’ y 'very ample’.
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F*D=[{(x,0) € A*: x € k}],

que es la linea y = 0 en A?, con multiplicidad 1.

Teorema 2.1.5 (Cuadrado) Sean A una variedad abelianay D € Div(A) un divisor sobre
A.Seana,be A, yt,: A— A el morfismo de traslacion dado por t,(z) = x+ z para z € A.

Entonces, para D € Div(A), se cumple la siguiente relacion de equivalencia de divisores:
* * *
ta+bD+D~taD+ th.

Aqui t; , es el pullback de D bajo la traslacion por a+b, y t, t, son los pullbacks
bajo las traslaciones por a y b, respectivamente. La notacion ~ denota equivalencia de
divisores en A, es decir, que los dos lados difieren por un divisor principal.

Demostracion. Consideremos el morfismo de traslaciéon en una variedad abeliana A

asociado a un punto x € A estd dado por
ty:A— A, t(z)=x+2z paratodoze A.

Este es un morfismo afin, que simplemente traslada cada punto de A por el vector
x € A. Dado un divisor D € Div(A), el pullback de D bajo t,, denotado por t; D, estd

dado por

tiD= ) multiplicidad(P)- (¢;' (P)),
PeD

donde ;!}(P) denota el punto P’ € A tal que t(P') = P, es decir, P’ = P — x. Observe-
mos que la traslacion por a + b sobre D se puede descomponer en la composicién de
traslaciones por a 'y b por separado. Es decir,

* % *
tr,,D=1;01;D.

La conmutatividad de la operacion de adicién en el grupo abeliano A garantiza que

las traslaciones conmutan entre si:
* * ok *
lgot, =1t,0t,.

Por lo tanto, la traslaciéon por a + b es equivalente a aplicar primero la traslaciéon por a
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y luego por b, lo que nos lleva a

* * *
LD ~t, D+ 1, D.
Ahora, tenemos que considerar coémo la traslacién afecta a los divisores. Dado que las
traslaciones en A son isomorfismos, las clases de divisores son invariantes bajo trasla-

ciones. Es decir, para cualquier divisor D € Div(A), se cumple que
t;D~D paratodoxe A.

Por lo tanto, usando esta propiedad y la descomposiciéon de traslaciones, obtenemos

la equivalencia de divisores:
* * *
t{,l+bD+D~taD+ th.

Hemos demostrado que, para cualquier divisor D € Div(A) sobre una variedad abelia-
na A, y para cualquier par de puntos a, b € A, se cumple la siguiente equivalencia de
divisores:
* * *
ta+bD+D ~ taD+ th.

Este resultado es una propiedad clave de las traslaciones en variedades abelianas, y
muestra como el comportamiento de los divisores bajo traslaciones se descompone
de manera natural en términos de las traslaciones individuales. La equivalencia de di-
visores implica que las traslaciones por a + b y las traslaciones por a y b por separado

tienen el mismo efecto en términos de clases de divisores. m

Corolario 2.1.2 Sean A una variedad abelianay D € Div(A), definimos la funcion

vp: A —  Pic(A)
a — |[t,D-D],

Wp es un homomorfismo de grupos.
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Demostracion. Sean a, b € A,

ypla+b)=It, ,D-D],
=(t;D+t,D-D-D], por [2,1,5
=[t,D—- D]+ [IZD—D],

= yp(@ +yp(b).

Observacion 2.1.3 Sea A una variedad abeliana, para todobe A,y D € Div(A),

t,(t,D—-D)=t,(t,D)—t, D,
= (tgotp)"D—1t, D,
= t;+bD_ t;D’

~tyD-D, por

Es decir t,[t,D— D] = [t,D— DI, o bient,wp(a) =yp(a).

2.2. Dual de una variedad abeliana

Como observacién principal, destacamos que el concepto de dual es clave para

la definicién de la polarizacion y, en particular, de la polarizacion principal. En este

contexto, surgen tres situaciones importantes a considerar:

1. En el caso de una curva eliptica, es bien sabido que esta admite un grupo que,

esencialmente, estd dado por los puntos de la propia curva.

2. Para curvas de género mayor o igual a 2, esta propiedad no se mantiene; en tales

casos, la curva se inyecta de manera natural en una variedad abeliana asociada.

3. A partir de la variedad abeliana construida, introduciremos su grupo de Picard y

analizaremos cOmo se relaciona esta variedad con su dual, profundizando en las

conexiones entre ambos conceptos.

Definicion 2.2.1 Definimos el subgrupo Pi c®(A) de Pic(A), como

Pic’(A):={DePic(A): IZD = D}.
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Por la observacién|2.1.3} Pic’(A) es no trivial, ademas dado D € Div(A), Im(yp) S
Pic%(A). PicP(A) tiene estructura de variedad abeliana; mds atn Pic®(A) se llama la
variedad abeliana dual de A, denotada por AV.

Teorema 2.2.1 Sea A una variedad abeliana y D € Div(A) con D = 0. Los siguientes
enunciados son equivalentes,

= D esamplio.
» Im(yp) = Pic’(A).
= keryp es finito.

Definicion 2.2.2 Sea A una variedad abeliana, definimos el grupo de Neron — Severi
por
NS(A) = Pic(A)/Pic°(A).

2.3. Isogenias

El teorema [2.2.1| nos dice, esencialmente que, por cada divisor amplio tenemos

morfismo con las propiedades descritas en la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1 Sean A e B variedades abelianas sobre K = F,4, g = p", con p primo.
Decimos que un homomorfismo ¢ : A — B es una isogenia si es sobreyectivo y su niicleo
es finito. Si existe tal homomorfismo diremos que A y B son isogenas y lo denotamos por
A~y B

Definicion 2.3.2 Sea A y B dos variedades abelianas sobre un cuerpo finito K. Decimos
que una isogenia simétrica entre A 'y B es una isogenia sobreyectiva ¢ : A — B tal que

existe una isogenia inversay : B — A que satisface las siguientes propiedades:

» La composicién de ¢ yy es un multiplo de la aplicacién identidad de B, es decir,
@oy =[m]-idg,

donde m € Z es un entero.

2En algunos textos se define isogenia, de forma equivalente, como un homomorfismo no constante
que lleva el neutro en el neutro.
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= La composicion dey y ¢ es un multiplo de la aplicacién identidad de A, es decir,
wo=[n]-idy,
donde n € Z es otro entero.

Aqui, id 4 y idp son las aplicaciones identidad en las variedades abelianas A y B,

respectivamente, y m, n € Z son enteros.

Definicion 2.3.3 El grado de separabilidad de ¢ es el grado separable de la extension
(Fy(A) : p* (F4(B)]. Decimos que ¢ es separable si la extensionF ;(A)|¢p* (F4(B) es separa-
ble, donde ¢* : F4(B) — F4(X) y p*(f) = f o, es decir ¢* el pullback de ¢. De manera
andloga para el caso no separable.

Ejemplo 2.3.1 Un ejemplo importante de isogenia es la multiplicacion por n, es decir,

[nla: A — A

X — n-x.
Escribiremos A[n) := ker[n] 4 < X.

Teorema 2.3.1 Sea X una variedad abeliana, entonces existe una correspondencia uno
a uno entre:

» Subgrupos finitos H < X.
» [sogenias separablesp: X — Y.

Demostracion. Ver [36, Thm 4.] m

Definicion 2.3.4 Decimos que ¢; : X — Y1 y 2 : X — Y, con ker¢y = kerdpo, = H son
iguales si existe un isomorfismo y : Y1 — Ys tal que ¢p» = v o ¢y, que es establecido por
H=ker¢yY =X/H.

Observacion 2.3.1 Las isogenias estdn tinicamente determinadas por su kernel. Sea [J (C;)
¥ J (Cy) los jacobianos de curvas suavesCy y C,. Sea N < J(Cy) un subgrupo finito. Existe

una tinica isogenia (salvo isomorfismo) ¢ : J (C1) — J (C2) con niicleo exactamente N.
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Demostracion. Existencia: Se construye la variedad cociente J(C,)/N. Como N es un
subgrupo finito de una variedad abeliana, el cociente es otra variedad abeliana A =
J (C1)I N y la proyeccion canénica

n:J(Cy) — A

es un morfismo de variedades abelianas con niicleo N. Si A= J (C»), entonces podemos
tomar ¢ =.

Unicidad: Supongamos que existen dos isogenias ¢, v : J (C1) — J (C2) conker(¢p) =
N =ker(y). Consideremos el morfismo

v logp: J(C1)— T (Co).

Este es un endomorfismo de J (Cy) cuya restriccion al niicleo N es trivial. Como ¢ y v
inducen el mismo cociente [J (C1)/ N, se sigue que 1[/_1 o ¢ actua como la identidad en

dicho cociente, lo que implica quep =y . m

Definicién 2.3.5 Sea ¢ : J(C1) — J(C,) una isogenia entre variedades abelianas. Se
dice que ¢ es una (ay, ..., a,)-isogenia si su niicleo es un grupo abeliano finito isomorfo
a

kerp=Z/ayZ x---x7Zlay”Z,

donde n =1 y los enteros a; satisfacen la condicion de divisibilidad a; | a;+, para todoi.
Esto se justifica utilizando la teoria de médulos libres finitamente generados sobre
dominios de ideales principales.

Observacién 2.3.2 Por el Teorema|2.2.1, el homomorfismo v p definido en[2.1.2 es una
isogenia asociada al divisor amplio D € Div(A). En particular, kerw p es un grupo finito
de la forma

keryp = (ZIdZ x -+ x Z1dpZ)?,

donden=dimAyd,,...,d, sonenteros positivos tales qued; | d;+1 paracadai. Diremos
que la tupla (d, ..., d,) es el tipo de la polarizacion inducida por D.

En este contexto, el divisor D induce una polarizacion en A, yyp es la isogenia de la
variedad abeliana asociada a esta polarizacion. El orden de kery p es igual al grado de
la isogenia y estd dado por [}, dl.z.
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Teorema 2.3.2 Si f: A — B es una isogenia de grado d, entonces existe una isogenia
g:B— Adondegof=[dlayfog=Idlp

Demostracion. Ver [2, Prop. 5.12.] =

Corolario 2.3.1 La relacion" ~x " dada por, A ~x B si y solo si existe una isogenia de A
en B, con cuerpo base K, es una relacion de equivalencia.

2.4. Polarizacion

En el contexto de variedades abelianas, en particular de curvas hiperelipticas de
género 2, la nocién de polarizacién juega un papel crucial en la clasificaciéon. En el
contexto de isogenias, cuando estas preservan una polarizacion, y en particular la po-
larizacion principal, se limitan a aquellas que van de un jacobiano de una curva hiper-
eliptica a otro jacobiano de curva hipereliptica.

Este tipo de isogenias son esencialmente las que preservan la estructura geométri-
cay algebraica asociada a las curvas hiperelipticas.

En el estudio de isogenias entre variedades abelianas de dimension dos, se pueden
identificar distintas clases de isogenias: isogenias genéricas, que relacionan el jaco-
biano de una curva de género dos con otro jacobiano; isogenias de separacién, que
descomponen un jacobiano como producto de curvas elipticas; isogenias de produc-
to, que corresponden a isogenias entre productos de curvas elipticas; e isogenias de
pegado, que conectan un producto de curvas elipticas con un jacobiano. En el presen-
te trabajo, nos enfocaremos en el estudio de las isogenias genéricas y de separacion,
estableciendo criterios que permitan determinar cudndo el jacobiano de una curva es

isogena a una variedad abeliana de tipo jacobiano o a un producto de curvas elipticas.

Definicién 2.4.1 Sea A una variedad abeliana. La isogenia wp : A — AY determinada
por el divisor amplio D es llamada polarizacién. Diremos ademas que D es una pola-
rizacion principal si Y p es un isomorfismo. Si A es una variedad abeliana para la cual
existe dicha polarizacion principal, la llamaremos variedad abeliana principalmente

polarizada y escribiremos VAPP.

Teorema 2.4.1 Sea f: X — Y unaisogenia.Si¢p:Y — Y es una polarizacion, entonces
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f*@:=f*o@of, f*¢: X — XV es una polarizacion.

Yy 25 vV
ol
x L% xv
Demostracién. De[2.3.1} tenemos que la composicion de isogenias es también una iso-
genia, por tanto, f*¢ es de nuevo una isogenia. Para verificar que es una polarizacion,
ver [2, Prop 11.8]. m

3;Por qué son importantes las polarizaciones principales? Recordemos que dada

una curva hipereliptica C, construimos su Pic®(C) y vimos que se identifica con 7 (C),

ver[[.T.TJT.8.1y[2.1.2}

Dado Q € C, en general se suele tomar Q = oo, tenemos la inclusion o bien la fun-

cion de Abel-Jacobi, que es una inmersion, [16, Thm 17, Prop 18]:

ag: C — j(C)
P — [P-Q]

Definicion 2.4.2 Sea C una curva de género g suave, Q € C, definimos el divisor © in-

ducido por la suma de g — 1 veces la funcién de Abel-Jacobi:

0:=aqC)+-+aq0),
={[P1 - Q]+ [P,—- Q]+ +[Pg_1 —Q]:P; €},
={[P1+-+Pg1—(g-1)Q]:P;eC},
c J ().

Dicho de otro modo, © es la imagen de la funcion

ce! — J©)
(P1,...,Pg1) — [P1+--+,Pg_1—(g—-1QI

La propiedad fundamental que queremos viene asociada a este divisor ©.

Teorema 2.4.2 (Riemann) SeaC una curva de género g. El divisor © es amplio y es una

polarizacion principal.
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Demostracion. Consideremos

ve: JC) — Pic®JWQ)
a +— [£:06-0].

Es un Isomorfismo. [1, Ch. 1.5., pp 25], [3, Th. 45.]. m

Definicion 2.4.3 Sea X una curva proyectiva suave. Definimos los conjuntos, salvo iso-
genias:

Mg ={X: X es una curva proyectiva de género g}

Ag ={(A, D) : A es variedad abeliana de dimensioén g, D es una polarizacion principal }

Teorema 2.4.3 (Torelli) Sea X una curva proyectiva suave. La asignacion que envia a
la curva X es un incrustamiento salvo isogenias, dicho de otra forma. la funcion j es
inyectiva
jr Mg — Ag
X — (JX),0).

Demostracion. Ver [11, Thm 4.1] m

El teorema anterior nos asegura que cuando consideramos las curvas de género 2,
bajo la relacion de equivalencia de ser isogenias, esta queda determinada por una tni-
cavariedad abeliana de dimensién 2 y una polarizacién. Mds atn, el siguiente teorema
determina completamente A5.

Teorema 2.4.4 Si A es una variedad abeliana sobre Fp principalmente polarizada, en-
tonces A = J(X) para alguna curva X de género 2, o bien A = E; x E, con E; curvas
elipticas. Dicho de otra forma

As = j(Mo)U{E] x Es : E1, Ep curvas elipticas}.
Demostracion. Ver [18, Th. 3.1.] y [46, Th. 1.7.] m

Observacion 2.4.1 La caracterizacion del teorema anterior, implica a su vez una carac-
terizacion para isogenias. Notar que la descripcién de un jacobiano como variedad abe-
liana para una curva de género 2 es altamente no trivial. En [5] se da una construccion
explicita resultado con una curva proyectiva en P'°, definida por 72 formas cuadrdticas
sobre K.
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Ejemplo 2.4.1 Veamos un ejemplo de cuando tenemos J (C) = E; x E,. Consideremos C
curva de género 2 definida por

C:y*=Ax®+Bx*+Cx*+D.
Podemos definir E; y E» dadas por
E :y*=Ax*+Bx*+Cx+D y E,:y*=Dx’+Cx’+Bx+A.

Definimos los morfismo no constantes (x, y) — (x2,y) y (x,y) — (1/x%, y/ x3) respectiva-
mente. El jacobiano de la curva de género 2, denotado por [J (C), tiene una polarizacion
principal, mientras que el jacobiano de una curva eliptica 'J (E;) es simplemente E; mis-
mo, con su polarizacién canénica. Los morfismos inducen un mapa

¢:TJ(C)— J(E1) x J (E2) = Ey x Ey.

Para que esta isogenia preserve la polarizacion, el nticleo de ¢ debe ser isotropico con
respecto al emparejamiento de Weil que definiremos en la siguiente seccion|2.5.2 En es-
te caso, dado que los morfismos son de la forma (x, y) — (x2, ¥), el nticleo tipico incluiria
puntos con x relacionado con raices de la unidad en un cierto cuerpo de definicién. Sin
embargo, en isogenias inducidas por estas transformaciones cuadrdticas, el nticleo no
suele ser isotropico, lo que sugiere que la isogenia no preserva la polarizacion. Esto ilus-
tra que, aunque una variedad abeliana principalmente polarizada puede ser isogena a
un producto de curvas elipticas, dicha isogenia no necesariamente preserva la principa-
lidad de la polarizacion.

Queremos estar en el &mbito donde la tinica posibilidad para una isogenia sea en-
tre dos jacobiano asociados a una curva hipereliptica, ademas de conservar la polari-
zacion principal, para ello introduciremos los emparejamientos, que dard una clasifi-

cacion al respecto.

2.5. Emparejamientos

Hemos visto algunas caracteristicas de las isogenias entre variedades abelianas, y
las condiciones para que dichas isogenias sean entre jacobianas de curvas de género 2

o producto de curvas elipticas.



CAPITULO 2. ISOGENIAS ENTRE VARIEDADES ABELIANAS 69

Queremos trabajar especificamente con isogenias de tipo (¢, ¢) como se definieron
en [2.3.5] luego definiremos nociones para poder determinar cuando tenemos una de
estas isogenias.

Definicion 2.5.1 El¢-emparejamiento de Weil
Para una curva eliptica E definida sobre K y un entero ¢ no divisible por la caracteristica

de K, existe una forma bilineal,
E(K)[€] x EEK)[£] — pe(K),

donde 11,(K) es el grupo de las (-raices de la unidad en K. Esta forma es llamada ¢ -
emparejamiento de Weil y es no degenerada, antisimétrica, bilineal alternante y con-
muta con la accién de Gal(K|K). Ver [I5, Thm 26.2.3].

Para variedades abelianas la definicion es esencialmente igual, salvo que la pola-
rizacion y la variedad dual juegan un papel mas notorio, lo que no se desprende en
el emparejamiento de Weil, puesto que las curvas elipticas son isogenas a su dual y

siempre son principalmente polarizadas.

Definicion 2.5.2 (Emparejamiento para variedades abelianas)

Sea A una variedad abeliana, definimos la forma bilineal
em: AUK) [m] x A (K)[m] — pp(K),

que es no degenerada y conmuta con Gal(k|K). Ademas si consideramos una polariza-
cion¢: A— AV una polarizacion, entonces puede definirse el emparejamiento de Weil(o
m-emparejamiento de Weil) por

eh: AR [mlx AK)[ml — i (K)
(a,b) — el (a,b) = emla,¢p(b)).

Que es una forma no degenerada y bilineal. Si ¢ es de la forma ¢p, para algiin D €
Pic(A), entonces e%(a, b) = ey (a, (b)) es antisimétrica. [34, Thm. 13.6], [8, Thm. 3.4],
132, Thm. 11.2].

Observacion 2.5.1 El emparejamiento de Weil sobre una variedad abeliana depende

de la eleccion de una polarizacion y, por tanto, no es unico de manera absoluta. Sin
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embargo, una vez fijada una polarizacion, dicho emparejamiento posee propiedades
canonicas, como ser bilineal, alternado y no degenerado. Existen también otros empare-
Jjamientos en el contexto de variedades abelianas, como el emparejamiento de Tate, que
se define en términos de la teoria de torsion en el grupo de divisores de la variedad. Al
igual que el emparejamiento de Weil, el emparejamiento de Tate también depende de la
polarizacion, pero tiene aplicaciones distintas, particularmente en la teoria de niimeros
y criptografia, donde se utiliza para establecer relaciones entre puntos de torsion, para

profundizar se sugiere ver [14].

Ejemplo 2.5.1 ConsideremosC : y*> = ]'[?:1 (x—ri). Por sabemos que
T O2IN{0} ={R;j =T (x—r)(x—7r)),0): i # j}.
Entonces tenemos el 2-emparejamiento de Weil, dado por:

-1 si Hi,jintk =1
e2(R; j, Ri1) =

1 en otro caso.

Observacion 2.5.2 Como se sefiala en el capitulo 26, seccion 2 de [15], existe una forma
mds operacional o concreta de dicho emparejamiento, a saber:
SeaC : y? = f(x) una curva hipereliptica definida sobre un cuerpo K, de género g, donde
f(x) es un polinomio de grado2g +1 02g + 2. Para dos puntos P,Q € C[K] de orden m,
el emparejamiento de Weil se define como:

r(Q)

e(PQ) = m m(’)dK*,

donde:

r es una funcién racional en C con divisor div(r) = m[P] — m[oo],

s es una funcion racional en C con divisor div(s) = m[Q] — m[oc],

K™ es el grupo multiplicativo del cuerpo base K,
= m es el orden de torsion de los puntos P y Q.

Definicién 2.5.3 Sea A una variedad abeliana con polarizacion principal ¢ : A — AY

sobreF; ymcd(¥,q) = 1. Decimos que S < A[{] es maximal ¢ -isotropico si:
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1. El¢-emparejamiento de Weil, ef, serestringe trivialmente a S.
2. S no estd contenido en ningtin otro subgrupo de A[¢] que cumpla 1.

La proposicion [22, Prop. 1.1] nos da condiciones para la existencia de dicho sub-
grupo maximal isotrépico para una superficie abeliana principalmente polarizada, SAPPE],
A.

Definicion 2.5.4 [46, Def5.1] Un subgrupo S de Alm] es bueno, si Aln] £ S para ningiin
l<n<m.

El siguiente teorema se restringe a las isogenias cuyo dominio son jacobianos de
curvas hiperelipticas.

Teorema 2.5.1 [46, Prop 5.1] Sea C una curva de género 2 sobre[F ,. Sea H un subgrupo
racional bueno y finito de J (C) (Fq). Existe una variedad abeliana A principalmente
polarizada sobre F; y una isogenia ¢ : J (C) — A con ker(¢p) = H si 'y solo si H es un
subgrupo maximal isotrépico de J (C)[m] para algtin entero positivo m.

Mads aun, se puede distinguir la estructura del subgrupo bueno maximal isotrépico.

Lema 2.5.1 [46, Lemma 5.1] Sea A una variedad abeliana principalmente polarizada.
Si H es un buen subgrupo maximal ¢ isotropico, entonces H no puede ser ciclico.

El siguiente teorema caracteriza los subgrupos maximales isotropico y nos dice los

grupos que tenemos que estudiar para comprender las (¢, ¢) isogenias.

Proposicion 2.5.1 [46, Prop 5.3] Sea A una variedad abeliana principalmente polari-

zada. Entonces los subgrupos maximales ¢" isotrépico de A[¢™] son isomorfos a
Zon xZpn 0 Zgpn % Zgn—k X Zék

dondel <k <|n/2].

Observacion 2.5.3 Sea J (C)[2] el grupo de 2-torsion del jacobiano de una curva de gé-
nero 2. Este grupo tiene la estructura (Z/27)*, con 2* = 16 elementos. Cualquier sub-
grupo isotrépico R < [J (C)[2] debe satisfacer que su orden es 2k donde k € {0,1,2,3,4}.
Verifiquemos cudles de estos ordenes son compatibles con la isotropia:

3para curvas de género 0 se habla de curvas racionales, para género 1 de curvas elipticas, para género
2 de superficies abelianas, y para género 3 en adelante de variedades abelianas.
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» Si|R|=1:R = {0}, el subgrupo trivial, que no es interesante en este contexto.

= Si|R| =2:R es un subgrupo ciclico (Z127), pero no puede ser isotropico, ya que la
isotropia requiere al menos dos generadores linealmente independientes por|2.5. ]

» Si|R|=4:R tieneestructura Z/2Z x Z127. Este caso es compatible con la isotropia
porque el emparejamiento de Weil e, se anula para todos los pares de elementos

en R, debido a la bilinealidad y la no degeneracion de e,.

» Si |R| = 8: R no puede ser isotropico, ya que existirian pares P,Q € R tales que
e2(P,Q) # 1, contradiciendo la isotropia.

= Si|R|=16:R = J(C)[2]. Este es el caso maximal, pero claramente no es isotrépico,
ya que la no degeneracion del emparejamiento de Weil implica la existencia de

elementos con e;(P,Q) # 1.

Por lo tanto, el unico caso compatible con la isotropia es cuando |R| = 4. Esto implica
que cualquier subgrupo isotropico R tiene exactamente 4 elementos, y su estructura es
2127 x7127.

Definicion 2.5.5 Sean A y B dos VAPP's de dimension d y ¢ : A — B una isogenia.
Entonces diremos que ¢ es una (¢,...,¢)-isogenia si ker(¢p) = Z;f y ker(¢p) es maximal

¢-isotropico.

Hemos definido que es una polarizacién principal para una variedad abeliana, co-
mo se clasifican las variedades principalmente polarizadas y determinado aquellos
buenos subgrupos que podemos tomar como los ntcleos de las isogenias para que

preserven la polarizacién. De ahora en mas estudiaremos las isogenias de tipo (2,2).



Capitulo 3

Isogenias de Richelot

Las correspondencias de Richelot son herramientas fundamentales en el estudio
de isogenias entre variedades abelianas, particularmente en el contexto de curvas hi-
perelipticas de género 2 y sus jacobianas. Estas correspondencias permiten describir
condiciones explicitas bajo las cuales una isogenia entre variedades abelianas se puede
descomponer en un producto de curvas elipticas o preservar la estructura de jacobia-
nos.

En este capitulo, exploraremos el criterio de Richelot para determinar si una isoge-
nia de tipo (2,2) conecta el jacobiano de una curva hipereliptica con un producto de
curvas elipticas, o si establece una relacion entre dos jacobianos distintos. Ademas, in-
troduciremos algunas nociones generales sobre isogenias de tipo (2",2"), enfatizando
su rol en la clasificacion de variedades abelianas polarizadas y su conexién con curvas
algebraicas.

A través de estas discusiones, buscamos proporcionar un marco conceptual y prac-
tico que facilite la comprension de estas estructuras, destacando tanto sus aspectos
tedricos como su potencial para aplicaciones en dreas como la teoria de nlimeros y la
criptografia.

Ademas, queremos estudiar las isogenias de la forma ¢ : A — A’ tal que se pueda
ver como una cadena que no retrocede, es decir, una cadena de isogenias ¢1, ¢o, ..., P,
entre superficies abelianas Ay, Ay, ..., Ay, donde cada ¢; : A;_; — A; es una isogenia de
tipo (2,2), y ninguna variedad A; se repite a lo largo de la cadena.

A:A0—>A1—ﬁ---ﬁ)Ai——)...ﬂAn:A,.

73
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donde ker(¢;) = 2" (; 1(G1), ¥i-1(G2)) y @i = pio---0¢y.

Por el lem sabemos que cada elemento no nulo de 7 (C)[2] puede ser tni-
camente representado por un par de distintos puntos de Weierstrass de C. Por lo tanto
cada factor cuadratico del polinomio f que define la curva de género 2, de la
forma (x — a;)(x — a;), determina un elemento de J (C)[2]. El siguiente teorema rela-
ciona los elementos de 2-torsion con sus respectivos factores cuadraticos utilizando el

2-emparejamiento de Weil.

Definicién 3.0.1 Sea C una curva de género 2, decimos que H < [J (C)[2] es un (2,2)
subgrupo, si es el kernel de una (2, 2)-isogenia.

Lema 3.0.1 Sea [P],[Q] € J(C)[2] con sus factores cuadrdticos asociados Gp y G de
f(x) como se menciono anteriormente. Entonces el 2-emparejamiento de Weil e; (P, Q) =

1 siysolo si Gp y Gq son coprimos.

Demostracién. Como [P], [Q] € J (C)[2], entonces son de la forma [P] = [(a;,0)—(a;,0)]
y[Q] = [(ak,0)—(a;,0)],coni # jyk # . Por el lema[l.14.1]tenemos que 2[P] = div(ap)
y 2[Q] = div(ag), donde ap = (x — a;)/ (x — aj) y ag = (x — @)/ (x — a;), tenemos que
por la observacion[2.5.2}

ap(Q)  (ar—ay(a;—aj(a;—a)la;—ay)

P1,1QN = = '
e2([P],[Q)) ag(P)  (ar—aj)(a;—a(a; —ap)(a; - ap)

Siendo asi, supongamos que Gp y G son primos relativos entonces de lo anterior
e2([P],[Q]) = 1. Reciprocamente, si no lo son, entonces existen dos indices iguales, po-
demos tomar sin perdida de generalidad / = j, pero como [P] # [Q], entonces i # k,
luego de la expresion anterior e>([P],[Q)) =—1 =

Por el lema anterior, existe una relacién entre los subconjuntos de 7 (C)[2] y los
factores cuadraticos del polinomio f que define la curva de género 2, Mas espe-
cificamente, una relacién entre (2,2) subgrupos y conjuntos de 3 factores cuadraticos

primos relativos dos a dos.

3.1. Descomposicion cuadratica

Dada una ecuacion de la forma|l.1.1} queremos catalogar todas estas ternas de fac-

tores cuadraticos f para asociarlas con los (2,2) subgrupos, el siguiente tratamiento es
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estandar, pero es el que nos permitir definir mas adelante lo que llamaremos corres-
pondencia de Richelot.

Consideremos el K-espacio vectorial K[t], de los polinomios con coeficientes en K
de grado alo mas 2 dotado del corchete de Lie

dh ag

hgli=—-g——-

hgl=7r8" 4,

Observacion 3.1.1 Notemos que [h,g] = —[g,h]l y lap + Bq,r] = alp,r] + Blqg,r] para

todoh,g,q,p,renK[tl, ya,feK.

Definicién 3.1.1 Definimos las siguientes funcionesI1: K[x]3 — K[x] ydet : K[x]; — K
definidas de la siguiente manera: Para G = (G, G2, G3) elementos en K|[t],, con G; =
gi3X* + gi2X+gi,1 coni€{l,2,3},

81,1 812 £13
[1(G):=Gi1G:Gs y det(G):=|g21 g2 83|

831 832 833

La motivacién de la definicién anteriores por un lado, que si tomamos un f como
en|1.1.1, entonces [[ ! (f) determina todas las ternas de factores cuadraticos. M4s atin,
si dicha terna es ordenada determinan puntos de Weierstrass y por tanto a saber (2,2)
subgrupos; por otro lado la funcién determinante asi definida nos dard informacion
sobre a que curvas variedad va a ser isogena, y como construir el polinomio que define

la curva de llegada.

Definicién 3.1.2 Sea H el conjunto de todos los polinomios hiperelipticos de género 2
sobre K, en otras palabras,

H:={feKlx]:deg(f) €5,6, f libre de cuadrados} .

Definimos el conjunto de descomposiciones cuadrdticas por,

S:= (" (H)/ ~,

donde ~ define una relacion de equivalencia dada por,

(G1, Gz, G3) ~ (Gz, G3,Gy) ~ (G3, G, G2)
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siy solo si,
(G1, G2, Gs3) ~ (aGy, BG2,yGs).

Donde a, B,y € K*, tal que afy = 1. Denotamos la imagen de un elemento G € S por
[GI.

Proposicién 3.1.1 Las funcionesIl: K [x]% — K[x]ydet:K [x]g — K se pueden extender
naturalmente a
[M:S—H y det:S—K

Demostracion. Para I1 es claro, pues si [G] € S, entonces el representante es una per-
mutacion de los factores cuadraticos, o cada uno de los 3 factores tiene un coeficiente
tal que al multiplicarlos es uno como en[3.1.2] Para det, basta notar que las clases an-
teriores se definieron para ser invariantes bajo la permutacioén (123). Dicho de otra
forma, el determinante es invariante bajo cambios pares de filas, y si G = (Gy, G2, G3) ~
(aGy, BGoyGs) = G/, entonces

agi1 af12 g3 agi1 12 g3
det(G)=|fg1 B2 P3| = aBy |Bg1 B2 Pgs| = detG).
Y831 VY832 VE&33 Y831 VY832 7VE&33

Definicién 3.1.3 Para cada f € H, definimos las descomposiciones cuadrdticas de f
como
Sp:=1""(f).

Ademds, definimos la involucion v: S — S, dada por
v([(G1, G2, G3)]) := [(Gy, G3, G2)].

Observacion 3.1.2 Notemos que v : S — S ademas de estar bien definida agrupa aun
mas los elementos de S¢. Dado que v es una involucion (es decir, vo v = id), el subgrupo
{v) tiene dos elementos: {v) = {id, v}.

El grupo (v) actiia en Sy intercambiando las clases [G] seguin la regla: v([Gy, G2, G3]) =
[(G1, G3, Go)] esto genera pares de clases equivalentes bajo la accion de v. Por otro lado,
si feH, notemos que v|[Gl| # [Gl, para ningun f, pues de serlo y dada la defi-
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nicion de la relacion de equivalencia[3.1.2, se concluye que G, = Gs, pero f es libre de
cuadrados.

= Denotamos por [S¢] al conjunto de las orbitas de Sy bajo la accién de v, o equiva-
lentemente, el conjunto de clases del cociente S¢/(v).

» En términos prdcticos, [S¢] tiene la mitad del tamariio de Sg, porque cada 6rbi-
ta contiene exactamente dos elementos, [G] y v([G]). Dicha 6rbita la llamaremos

descomposicion cuadrdtica sin signo y la denotaremos por |G|.

Ejemplo 3.1.1 Supongamos que Sy contiene las siguientes clases de equivalencia :
Sf = {[Gly GZ) G3]) [Gl) Gf_’)) GZ]) [GZ) Gl! GS]’ [GS) Gly GZ]}

» Laaccién dev empareja |Gy, Gz, G3] con [Gy, Gs, Gz], y[Go, Gy, Gs] con [Gs, Gy, Go].

» Elcociente [S¢] tiene entonces dos elementos:

[S¢] ={{[G1, G2, G3], [Gy, G3, G213, {[ Gz, G, G3l, [G3, G1, G213}

Con las definiciones anteriores podemos establecer una correspondencia entre las
descomposiciones cuadréticas sin signo de f y los (2,2)- subgrupos de J (C)[2]; asi
mismo, las descomposiciones cuadraticas de f y las (2,2)- isogenias con dominio un
jacobiano, 7 (C) a una variedad abeliana principalmente polarizada, VAPP, bien sea un

producto de curvas elipticas o un jacobiano.

Proposiciéon 3.1.2 Sea C : y2 = f(x) una curva de género 2. Los (2,2)- subgrupos de
J (C)[2] estdn en biyeccién con las descomposiciones cuadrdticas sin signo de f .

Demostracién. Como cada (2,2) subgrupo R de 7 (C)[2] tiene tres elementos no nulos,
por Py, P, y P3, sabemos que cada uno se corresponde a un factor cua-
dratico de f, digamos Gp, con i € {1,2,3}, que son unicos salvo multiplicacién por
escalar. Sabemos que R es maximal 2-isotrépico siy solo si e2(P;, Pj) =1 con i # j,
por los polinomios Gp, pueden ser tomados coprimos dos a dos. De lo ante-
rior, Gp,Gp,Gp, = cf para algin ¢ € K*, sin perdida de generalidad, tomando ¢ =1,
o bien dividiendo por C algtin factor. Hemos entonces determinado las descomposi-
ciones cuadréticas [(Gp,, Gp,, Gp,)] y [(Gp,, Gp;, Gp,)], este ultimo tomando su negativo,

que es unico, con ella la descomposicion sin signo |[(Gp,, Gp,, Gp,)]|. =
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En pocas palabras el teorema anterior nos dice la buena seleccién de (2,2) subgru-
pos o bien de kernels para isogenias para VAPP de forma mas explicita. Ahora cabe
resaltar el teorema puesto que queremos distinguir cuando una 7 (C) es isogena
a un producto de curvas elipticas o a una 7 (C') de una curva C’ de género 2 . Veremos
que esto se determina por el determinante de la descomposicion seleccionada.

Definiciéon 3.1.4 Sea G una descomposicién cuadrdtica de f que define a la curva de
género 2, Sidet(G) =0, diremos que G es singular. De otro modo, G es no singular.
Denotamos el conjunto de las descomposiciones no singulares por 8™ y dado f € 'H

denotamos el conjunto de descomposiciones no singulares de f por S]’Zs .

El resultado respecto a las descomposiciones cuadréticas es que las descomposi-
ciones no singulares determinan (2, 2)-isogenias a jacobianos, y las descomposiciones
singulares a productos de curvas elipticas. Centraremos nuestra atencion en la parte
no singular.

Primero notemos que dado una descomposiciéon arbitraria G, (o bien [G]), se tiene
que det(v(G)) = —(det(G)), es decir det(G) # 0 siy solo si det(v(G)) # 0. Mas aun,
II(v(G)) =TI(G), entonces para cada f € H, S"° es cerrado bajo negacion.

Ejemplo 3.1.2 Sea K =Fy; yC la curva dada por

C:y?=f(x) =x(x* —1)(x* — 4).

Entonces la descomposicion G = (x>—1, x> +3x+2, x—2) es no singular pues det(G) =
—1.

Ejemplo 3.1.3 Sea K =Fg3 yC la curva dada por

C:y* = f(x) =24x° +61x° + 48x* + 64x> + 14x* + 65x + 21.
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Consideremos los siguientes polinomios cuadrdticos,

G = 24x* +52x + 74,
Go=x*+6x+5=(x+1)(x+5),
Go=Xx*+23x+22=(x+1)(x+22),
Go = x> +46x+45 = (x+ 1) (x +45),
Go = X* +27x+27 = (x+5)(x +22),
Gy = x* +50x +59 = (x +5)(x + 45),
Go = X* +67x+77 = (x +22)(x +45).

Como G es irreducible en K|x], basta alternar los demds factores, asi el conjunto de

descomposiciones de | es

[(Gl,GZ, G7)], [(Glr G7) GZ)]y
Sf: [(GI)G?HGG)]) [(GI)GGyG?))]y
[(Gl) G4)G5)]) [(Gl!GS)GZI)]

Calculando los determinantes obtenemos que

det([(GlyG2!G7)]) :0; det([(Ger7)G2)]) :0)
det([(G1, Gs, Gs)]) = 66, det([(G1,Gs, G3)]) = —66,
det([(Gl)GleS)]) = 71) det([(Gl,GS,G4)]) =-71.

En consecuencia,
S?S =1{l(G1,G3,Ge)],[(G1, Gs, G3)], [(G1, Ga, G5)], [(G1, G5, Ga) 1}

3.2. Correspondencia de Richelot

La correspondencia de Richelot es una construcciéon que establece una relacion
entre curvas de género 2 y sus jacobianas mediante isogenias de grado 4. Dada una
curva C de género 2, esta corresponde a una nueva curva C’ junto con una isogenia de
grado 4 entre las jacobianas 7 (C) y J (C').

Esta isogenia se construye a partir de la descomposicion de la ecuacién de C en

tres factores cuadraticos, lo que genera una relacion entre las estructuras geométrica y
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algebraica de C y C’. En este capitulo se presentan algunos teoremas y resultados fun-
damentales que permiten obtener una intuicién sobre la correspondencia de Richelot.
Aunque el tratamiento detallado de esta corresponde a una tesis doctoral en la que
se basa esta parte del trabajo, se incluyen las nociones esenciales que subyacen en su
construccién. Para una discusién mds completa, ver [45, Ch. 8.].

Teorema 3.2.1 [45, Prop. 8.3.1] Sea C una curva de género 2. Si existe una descomposi-
cién cuadrdtica singular G de f, entonces [J (C) es (2,2)-isogena a un producto de curvas

elipticas.

Definicién 3.2.1 Definimos el operador de Richelot, R como
R:{G e K[x]3: det(G) # 0} — K[x]3,

donde
R((G1,G2,G3)) := (0[G2,Gs],61G3,G11,6(G1, Gal),

donde § = (det(Gy, G2, Gs)) L.

Lema 3.2.1 [45, Lemma 8.4.3] Sean Gy, G2 y Gs polinomios en K|[x], tales quedet(G1, G2, G3) #
0 yI1(Gy, G2, G3) un polinomio de grado 5 (respectivamente 6). EntoncesI1(R((Gy, G2, G3)))

es un polinomio libre de cuadrados cuyo grado es 5 (respectivamente 6).

El lema anterior establece que, dada una descomposiciéon de un polinomio f que
define una curva de género 2, la asignacién de Richelot estd bien definida en el sentido
de que asocia a f = G1G,Gs otro polinomio, h = I1(R(Gy, G2, G3)) que también defi-
ne una curva de género 2. Mds precisamente, el polinomio obtenido, h a través de la
asignacion efectivamente define una curva de género 2.

Esta ultima afirmacion se justifica a partir de la Observacion ya que es su-
ficiente comprobar que el polinomio resultante & no tenga raices multiples, es decir,
que sea libre de cuadrados.

El siguiente teorema combina los resultados establecidos en la Proposicién 8.4.11

[45] y los conceptos desarrollados previamente en la Seccion 8.3 [45].

Definicién 3.2.2 Sea C : y* = f(x) una curva de género 2, de tal manera que f(x) =
ay ]'[?zl(x —r;), d € {5,6} y J(C) su jacobiano. Dado un grupo H < J (C)[2] maximal
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2-isotropico, entonces existe un morfismo
¢:TJC)— A con ker(p)=H.

La funcién ¢ es una (2,2)- isogenia y A una variedad abeliana principalmente polari-
zada, es bien un jacobiano o un producto de dos curvas elipticas.

Teorema 3.2.2 Sea C una curva de género 2, ¥y G = (Gy, Ga, G3) una descomposi-
cion cuadrdtica de [ dada por G; = g,-,gx2 +gi2x+gi1coni€f{l,2,3}. Sea H un (2,2)
subgrupo de J (C), dado por H = (J (G1,0), J (G2,0)), como en[1.10.2. Sea$p: T (C) — A

una isogenia con kernel H y

81,1 812 813
6=det(G):=|g21 2 823|-
831 832 833

1. Sid #0, entonces A es isomorfa al jacobiano de la curva C' de género 2 dada por:
(j’:}z = fflfiélis,

donde
Hy=6"'Gy,Gs], Hy:=6'[G3,Gl, Hs:=6"'[Gy,Gs].

2. Sid =0, entonces A es isomorfa a E, x E», con E, y E» curvas elipticas dadas por

3 3
2 2
Er:y =[[(aiix+ai2), E:y” =]](ai1+aizx),
i=1 i=1

donde a;, a;, sontales queG; = a; ;(x— s1)%+ a;s(x— $2)? para algunos sy, s> € K.
Demostracion. Ver [45, Thm. 8.4.1] para parte 1 y la seccion 8.3 de [45] para parte 2. m

Observacion 3.2.1 En el estudio de isogenias de Richelot en género 2, el signo del deter-
minante asociado a la descomposicion de la jacobiana puede interpretarse en términos
detwists cuadraticos. Sin entrar en detalles, mencionamos que estos twists permiten dis-
tinguir entre jacobianas que no son isomorfas sobre el cuerpo base, pero que si se vuelven
isomorfas al pasar a una extensién cuadrdtica.
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Por ejemplo, consideremos el cuerpo finito Fs y las curvas hiperelipticas de género 2:
C:y?=x+2x+1 y C:y?=2(x+2x+1),

donde 2 es un no cuadrado en Fs. Las jacobianas [J (C) y J (C') no son isomorfas sobre
5 porque no existe un isomorfismo que relacione ambas ecuaciones en este cuerpo.

Sin embargo, al pasar a la extension cuadrdtica o5, donde 2 admite una raiz cua-
drada que denotamos por /2, las curvas C y C' se vuelven isomorfas. El cambio de va-
riables explicito dado por:x' = x,y' = %, asi tenemos C' : (") = (x')° +2(x') + 1 Esto
implica que las jacobianas deC yC' son isomorfas sobre[F,s. Este fendmeno refleja cémo
los twists cuadrdticos afectan la estructura de las jacobianas al considerar extensiones
del cuerpo base. Para un tratamiento mds profundo, se recomienda consultar la teoria
de twists cuadrdticos en el contexto de curvas elipticas y de género 2, [20].

Proposicién 3.2.1 Sean C y C' como en(3.2.9 parte 1.). Entonces la (2,2)-isogenia ¢ :
J(C) — J(C") considerada en queda determinada por la correspondencia R €
CxC' con

R.= 0= G1(w) Hy (1) + G2(u) Hp (1)
' v =Gl H (W) (u-u) |

Para puntos (P,P") = (u,v), (W, v") eC xC'.
Demostracion. [45, Thm. 8.4.11]. m

Observacién 3.2.2 La correspondencia anterior[3.4.3, es llamada correspondencia de
Richelot. Notemos que dado un punto P = (u,v) € C, la primera ecuacion de[3.4.3 tiene
dos soluciones para u', puesto que es de grado 2 en u', y por otro lado para v' existe una

tinica solucion fijada una de las anteriores para u'.

Ejemplo 3.2.1 Consideremos la curvaC : y* = x(x*> — 1)(x*> — 4). Por|3.0.1, H = (J (x* -
x,0), J (x? +3x+2,0)) es un (2,2) subgrupo maximal isotrépico, obtenemos entonces la
correspondencia

R 0=4duu' —u®-5uu’ +2u?-2u+3u' +4
' vV = (WP —uw)(—u?+4u -3)(u—-u)
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Calculemos la imagen del elemento, M = [J (x2=x—-1,2x—14) en su representacion
de Mumford|1.10.2 . Buscamos x> — x—1=modll, luegox =4 yx =8, asi M =
[(4,4) + (8,1) — 200]. Fijando P = (4,4) y Q = (8,1), obtenemos que

. 0=—4(u*-4u' +5) = -4 -2- i) (U -2+1)
i 4v' = —2u' -3 '

Encontramos dos puntos sobre la curvaC, Py = (2+1i,1-5i), P, = (2—1i,1+5i), de forma
andloga para Q, se sigue que Q; = (—=3,0), Q2 = (—4,—2). Por;[3.4.3, tenemos que, p(M) =
[P1+ P2+ Q1+ Q2 —400] € J (C'). Yaplicando al algoritmo de Cantor[1.11.1, obtenemos
el elemento de la forma [P' + Q' — 200].

3.3. Calculo eficiente de Isogenias

Nos centraremos en los resultados tedricos que permiten una implementacion efi-
ciente del célculo de isogenias (2,2), considerando ciertas condiciones sobre los coefi-
cientes del polinomio que define la curva de género 2. Para ello, analizaremos en deta-
lle dos tipos especificos de polinomios, cuya definicién se presenta a continuacion, y

revisaremos los resultados que se derivan de ellos, ver [26} Ch. 4.].

Definicién 3.3.1 SeaC : y? = f(x) una curva hipereliptica de género 2 definida sobre K.
Decimos que la ecuacion hipereliptica|l.1.1|es de tipo 1 si f es de la forma

f(x) = Ex(x* = Ax+ 1) (x* = Bx + C),
y de tipo 2 si es de la forma

f(x) = (x*-1)(x* - A(Ex* - Bx+0C),
para algunos A,B,C,E€ K.

La equivalencia entre una ecuacion de tipo 1 y una de tipo 2 puede establecerse

mediante el siguiente cambio de variables aplicado a la ecuacion de tipo 1:

x-1 ¥ )

(x’y):(x+1’(x+1)3
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Observacion 3.3.1 El uso de las ecuaciones hiperelipticas anteriores combinadas con
la correspondencia de Richelot da formulas mds explicitas para calcular la imagen de
algunos elementos. Mds atin, el siguiente teorema nos dice cuando una ecuacion hiper-
eliptica es de tipo 1 0 2.

Proposicién 3.3.1 Sea C : y? = f(x) una curva de género 2. Supongamos que todos los
puntos de Weierstrass son K— racionales. Entonces existe una ecuacion hipereliptica de
tipo1o02paraC.

Demostracion. Ver [26) Prop. 2.3] =

3.4. Isogenias de Richelot para ecuaciones de tipo 1

Consideraremos ciertos resultados sobre isogenias de Richelot aplicados a ecua-
ciones de tipo uno, los cuales serdn fundamentales para el desarrollo de un algoritmo
que permitird construir cadenas de isogenias de Richelot en secciones posteriores.

Sea ¢ una (2,2) isogenia. La siguiente proposicion muestra que podemos realizar
un cambio de coordenadas con el mismo cuerpo base K si existe un punto K-racional
J de orden 4 tal que 2- J € ker(¢).

Proposicion 3.4.1 [26, Prop. 4.1] Sean g1, g2, 83 € K[x] una descomposicion cuadrdtica
de f(x),C: y2 = f(x) = g1(x) g2(x) g3(x) una curva de género 2y H = (7 (g1,0), 7 (g2,0))
un (2,2) subgrupo de J (C). Si las raices de g, son K—racionales y existe un elemento
J4 € J(C) un punto de 4—torsién K racional tal que?2 - J, = T (g1(x),0), entonces existe
un cambio de coordenadas racional t : (x, y) — (x',y') tal que

C:(Y)? =Ex' (x” - AX +1)(x* - B'x+ C),
es una ecuacion de tipo 1 y H=(J (x',0), J (x")? — Ax' +1,0)).

Las siguientes dos proposiciones son simplemente re-escrituras del teorema|3.2.2

yB.43

Proposicién 3.4.2 Sea C:y?> = Ex(x* — Ax +1)(x? — Bx + C) una curva de género 2 de-
finida por una ecuacion de tipo 1 y sea ¢ : J (C) — A una isogenia con kernel dado por

ker(¢) = (J (x,0),J (x* — Ax+1,0)) < T (C)[2].
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1. SiC # 1, entonces A es isomorfa al jacobiano de la curva de género 2, C', dada por

una ecuacion de tipo 2:
C:y*=(x*-1D(x*-A)Ex*-B'x+C),

donde 2 B— AC A-B
A=Cc, B== C=— =, F=——"_
E E(1-o¢) E1-0)

2. SiC =1, entonces A es isomorfa a E, x E» dadas por

E;: 2—c(x—l)(x—A+2)(x—3+2) E,: 2—c(x—l)(x——A_Z)(x——B_Z)
ey =a A-2 B_2) 2V % A+2 B+2)

donde
c1=E(A-2)(B-2) y c=—-EA+2)(B+2).

Proposicién 3.4.3 Sean C y C' como en|[3.4.2 parte 1.), en particular C # 1. Entonces
la (2,2) isogenia ¢ : J(C) — J(C') definida en[3.2.2 se define por la correspondencia
RcC xC' con

0 =W?-Bu+1)-u?*+2(C-Vu-u'-Cu?+Bu-C
R:={ v =(A-Bu-u®*-(A-Bu?+2(1-CQu) - u"?
+2(1-C)u?-(AC-Bu)-u' + (AC—-B)u?)

Para puntos (P,P') = (u,v), (W', v))eC xC.

El siguiente teorema nos da una formula explicita para la imagen de un elemento
general 7 (x* + aj x + ag, b1 x + by) € J (C), bajo una isogenia ¢.

Teorema 3.4.1 [26, Thm. 4.7.] Sea C : y*> = Ex(x* — Ax +1)(x*> — Bx + C) una curva de
género 2 definida por una ecuacion de tipo 1y supongamos que C # 1. Ademds sea ¢ :
JC) — J(C)) la isogenia tal que ker (¢p) = (T (x,0), T (x* — Ax+1,0)) < T (C)[2] de la
proposicién Supongamos ademas que [J (a,b) = J (x*> + ay x + ay, by x + by) € J (C)
satisface que

0# —by(a1bo — aghy) + b},
0# agB? + (ap+1)a1 B+ (ay— 1)* + aj,

0 # (ag—1)(a® — 4ap).
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Entonces
axt+axd3+ax>+a +a, bixP+bx*+b x+Db.
(T (a, b)) = D( 2 2 0,3 e 1= D)-2pl |egC),
a4 bden
donde

aly=((ap—1)*+a?)C*+ (ap +1)a; BC + ay B?,

a;=2-(C-1)-((ap+ D a;C+2ayB),

a, =—(ap+1)a; B(C +1) —2agB* + 4ayC* - 2((ay + 1)* + a3) C + 4ay,
ay=-2-(C—1)-(apB+ (ap+ Day),

ay =apB*+ (ag+ 1)a1 B+ (ag— 1)* + a?,

n=aiby— apb,

by =aonAB + (aobo(ao — 1) + a1m) AC + ag(a1m — bo(ao — 1)) B +n((ap — 1)* + a7)C,

by =agbyAB + (apay by + n(ag + 1)) AC — 2apn A+ ao(n + b)) B+
(Ragan + bo(—a(z) + af +1))C—-2apain+2apby(ap + 1),
b'2 =—aynAB +2aybyAC + (—agby(ap + 1) —ain) A+ ap(—ayn+ bo(a; — 1)) B
+2a9(n+b)C— (aé + a% +1)n,
bl =—agbo AB + (—aibim) A— ag(n+ b)) B — by ((ag — 1)* + a?),
b, =(ag—1)-(-nb; +by).

den

La demostracién involucra varios célculos simbélicos que fueron realizados utili-

zando el Sistema de Algebra Computacional SAGE y su implementacién puede
trarse en [25].

El teorema anterior permite una mejora significativa en la velocidad del cél

encon-

culo de

la isogenia, ya que evita tanto los calculos de raices cuadradas como la necesidad de

computar una extension de cuerpo.

3.5. Superficie de Kummer

En esta seccion estudiaremos cémo las superficies de Kummer K 4 = A/{—1) (para

A una variedad abeliana de dimensién 2) inducen estructuras relacionadas con isoge-

nias. Nos centraremos en el caso donde A = 7 (C) para una curva C : y* = f(x) de gé-



CAPITULO 3. ISOGENIAS DE RICHELOT 87

nero 2, mostrando como una isogenia ¢ : A — A’ induce un morfismo ¢ : 4 — K 4/,

y la construccién de una matriz asociada a la accion sobre los coeficientes de f(x).

Definicién 3.5.1 Para una curvaC : y* = f(x) de género 2, la superficie de Kummer se
define por, K = J (C)/{+1) = V(F) € P, la cual es una superficie cuadrdtica en P3. Esta
admite un modelo de la forma:

KC 2 (X% — 4x0X2) x5 — 2Fy (X0, X1, %2) X3 + Fo(x0x1, X2) = 0,

donde Fy, Fy son polinomios explicitos conocidos [5, Ch. 3., pp. 17.].

Observacién 3.5.1 Seaentoncesn: J (C) — K la proyeccion. Una superficie de Kummer

no es una variedad abeliana, pero tenemos la siguientes caracteristicas:

s Seudo-adicion: Sean P.Q,P — Q € J(C), dados n(P),n(Q),n(P — Q), obtenemos
n(P+Q).

» Jtweraciones: Dado n € N, podemos calcular t(n- P) = nn(P).

» Isogenias: La isogenia ¢ : J (C) — J (C') induce una funcion racional ¢ : IKC —
K" entre superficies de Kummer. Por abuso de notacion, llamaremos ¢px una iso-
genia.
¢
JC) — JC)
I I
K —% . xr
Observacion 3.5.2 Para ciertos casos relacionados con la criptografia, es importante
notar que dado que en la superficie de Kummer tenemos la seudo-adicion, es muy titil

dado que para una iteracién de un punto P € [J (C), como en algoritmos de tipo Diffie-

Hellman.

Sea¢: J(C) — J(C') unaisogenia de Richelot, entonces existe una matriz M = (a; );;

tal que

Xo )CS
dpo -+ Ao9

X1 . . XoX1

(/)IC : —> . . .

X2
ao ... d4sg

X3 x3
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En el calculo de M existen 9 entradas nulas y 31 entradas con formulas explicitas, por
ejemplo:
g§2g11g12g221 - g01gozg122g§1 - gggguglzgzogzz + 801g028122g20822—
aps = gézgflgmgzz + ggzgloglzgmgzz + gélgfzgzlgzz + googozg%2g21g22+

golgozgflgéz - 801802810812852 - gélguglzgéz - g00g02g11g12g§2-
Para un estudio mds detallado sobre el tema, el lector puede remitirse a [42, Ch. 2.]

y 371 .

Ejemplo 3.5.1 SeaC:y* = (x*-1)(x*> - A)(Ex*-Bx+C) conB#0y¢: T () — T
una (2,2) isogenia como antes, entonces tenemos:

AE-AC-C 0 0 1 c -B 0 E 0
M- AB ~2(AC+AE+C) AB+B 0 2UERCCHE)  _2(AE+C+E) 1 B 0
AC -AB 0 0 AE 0 0 -AE+C-E
A(A(4E*-B*»-B? 0 —4A(B*>+2CE) 4AE AB? 0 0 —-B?(A+1)+4C* 4C

En la cual hay 16 entradas nulas, 4 entradas 1, y formulas simples, lo cual puede ser mas
eficiente que operar con la representacion de Mumford [27)].

3.6. Métodos para evaluar Isogenias de Richelot.

En esta seccifn, se presentardn algunos comentarios sobre los métodos actuales
utilizados para evaluar isogenias de Richelot. Estas (2,2)-isogenias, juegan un papel
crucial en diversos contextos matemadticos y criptograficos, particularmente en el es-
tudio de variedades abelianas de género 2 y sus curvas jacobianas asociadas. Analiza-
remos las técnicas mas relevantes desde una perspectiva tedrica y practica, destacando
sus fortalezas, limitacionesy posibles extensiones, con el objetivo de proporcionar una
vision clara del estado actual de esta area de investigacion.

El propésito es que dado un elemento 7 (a, b) € Jx(C) y una isogenia ¢ : Jx(C) —
Jk(C") queremos calcular laimagen de dicho elemento bajo isogenia es decir ¢p(7 (a, b)) €

Tk (Ch.

1. Algoritmo estandar:|3.4.3|

= Requiere factorizacién del polinomio a.

» Los divisores [P; + P> — 200] y [Q1 + Q2 — 200] son posiblemente no K- ra-

cionales.

—_ o o O
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2. Base de Grobner (Castryck-Decru) [6]

Se calcula el ideal

I=(a,y—b,y* - f(x), G1(x) H (x) + G2 (x) H (x),
yy — G (x)H; (x)(x - x")y € K[x,y,x', ']

Luego se calcula el ideal de eliminaciéon M, respecto de x e y, es decir,
M=InK[x,y].

En el caso general, M = (@pnew(X), Y'=Dpew(x)), donde deg(anew) =4y deg(bneq) =
3. El par (ayeq, bnew) €s la representacion de Mumford, sin reducir de [Py + P, +
Q1 + Q2 —4o0].

= No se necesita factorizacion ni extensiones de cuerpos.

= El calculo con bases de Grobner es corto, y se puede hacer de forma expli-
cita, ver [38].

3. Formulas explicitas:
La idea general, es realizar calculo simbélico con coeficientes en
Z(8oo,---, 823, a1, Ay, b1, byl. Es decir, las formulas para los coeficientes de los po-
linomios son de la forma

Anew = X* + a4 x® + abx* + ajx+ ay, bpew = byx> + byx* + b x

donde a;-’ b; € Z[gOOrn-rgZ?n ay, Ay, blr bO]

» El problema con este método es su poca eficiencia, por ejemplo respecto
a las bases de Grobner, reflejado en la cantidad de formulas y operaciones
involucradas.

Solucién: para ello se consideran las formulas de tipo 1, de forma
similar a la forma de Montgomery para curvas elipticas.

» De esta forma hay un formulario mas compacto y se evita factorizacién y

uso de extensiones de cuerpo.

4. Superficie de Kummer Como variedad J (C) puede ser escrita como el conjun-

to de ceros de 72 ecuaciones en P1°(K), ver [5]. Se define la superficie de Kummer
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por K = J(C)/{£1).

3.7. Isogenias (2",2")

Estudiaremos brevemente las isogenias de tipo (2",2") y se presentara el algorit-
mo propuesto en [26] para calcular una isogenia de tipo (2",2"), como secuencia de
isogenias de tipo (2, 2).

Sea A una VAPP y n € N, recordemos el 2"”-emparejamiento de Weil, es decir
eon @ A[2""] x A[2"] — uyn» forma bilineal alternante. Para todo n € N, el 2" grupo de
torsion A[2"] es un Z,» modulo de rango 4; més especificamente, recordemos el que
por el teorema(l.13.1} para una curva de genero 2, su m-torsion es tal que

J () m] = (ZIm2)*,

es decir J (C)[m] es un grupo finitamente generado de rango 4. Definiremos a conti-
nuacion un tipo especial de base, la cual nos servird para obtener subgrupos, que lla-
maremos mds adelante, subgrupos maximales (2, 2)-isotrépicos; los cuales se definen
a partir de subgrupos maximales (2",2") isotrépicos.

Definicién 3.7.1 Decimos que una tupa (P1,P2,Q1,Q2) es una base para J (C)[m] si
genera a J (C)[m] como grupo. Decimos que la base (Py, P»,Q1,Q2) para J (C)[m] es
simpléctica respecto al m-emparejamiento de Weil si

em(Pi, Q) = 1%, em(P1,Pp) = em(Q1,Q2) =’ =1,

1 sii=j,
donde i es una m—esima raiz de la unidady 6 ;j =
0 enotro caso.

Observacion 3.7.1 La definicion anterior se puede reescribir para el caso (2,2) como:
Sea [J(C)[2] el subgrupo de 2-torsién del jacobiano de una curva de género 2 y sea
e J(O)2] x J(C)[2] — uy el emparejamiento de Weil de 2-torsion. Decimos que un
conjunto de elementos B = {]1, ]2, J3, J4} en J (C)[2] es una base simpléctica si cumple
las siguientes condiciones:

1. B es una base de J (C)[2] como grupo abeliano.
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2. La matriz del 2-emparejamiento de Weil en esta base, dada por
M = (ex(Ji, Jj))1<i,j=4,

satisface que al aplicar el logaritmo en base | (una raiz cuadrada primitiva de la

unidad, es decir, i = —1), obtenemos la matriz

0 01O
logu(M) _ 0 0 01
1 000
01 00O

3. Esta matriz es equivalente a la forma canonica simpléctica:

donde I, es la matriz identidad de tamaiio 2 x 2.

Las bases simpléctica permiten entender, o definir segtin se vea, los (2",2") sub-
grupos. Dado un conjunto generador, al aplicar el algoritmo 1 del apéndice B en [28],
similar al algoritmo de Gram-Schmidt, se obtiene una base simpléctica. M4s aun, una
propiedad importante de las bases simplécticas es que es que son preservadas bajo
isogenias, lo cual es muy 1til en G2SIDH, ver [28].

Sabemos por[2.5.1} que los (2",2") subgrupos de 7 (C)[2"] son de la forma

Zon X Zon 0 Zon X Zzn—k X sz,

dondel<k=<|n/2].

Nos interesa el caso especifico de los subgrupos de rango 2, o bien k = 0.

Definicion 3.7.2 Sean A y A’ VAPE decimos que una isogenia ¢ : A — A’ es una (2",2")
isogenia si H = ker () = Zon x Zon = (Hy, Hy) y llamaremos a H un (2",2") subgrupo.
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3.8. Subgrupos (2" 2") y ecuaciones de tipo 2

Dado que el estudio exhaustivo de los grupos del tipo (2”,2") escapa al alcance de
esta seccion, remitimos al lector a [28], donde se desarrollan con mayor profundidad
sus propiedades algebraicas y estructurales, junto con resultados adicionales de inte-
rés.

Observacion 3.8.1 Sea A una VAPPy (J1, ]2, J3, J4) una base simpléctica de A[2"] y con-
sideremos, como se sugiere en [28, Ch. 2], la siguiente coleccién (2",2"") subgrupos

G:={(h+aJs+bJs,Jo+bJs+cls)la,b,ce Zyn}.

Para cada eleccién (a, b, c) € Zgn define un (2",2") subgrupo diferente, siendo asi,
podemos considerar alguna eleccion especifica, ademas de ahora en adelante tendre-

mos en cuenta las curvas de género 2, C, de tipo 2
C:y% = (x*—1)(x* - A)(Ex* - Bx+C),

para A,B,C,E € K y la variedad abeliana .7 (C). Denotemos ademas los puntos de
Weierstrass por
{(1,0), (_I)O)y (a)o)r (_aro)) (ﬁ! 0)7 (Y! 0)})

donde a es unaraiz cuadrada de Ay 8,y son raices de Ex*>—Bx+C. Si E = 0, asignamos
Y = ooy en este caso el polinomio x —y es constante.

Lema 3.8.1 Sea C una curva de género 2 definida por una ecuacion hipereliptica del

tipo 2, Entonces B = (J1, J2, J3,J4) con

N=J(x-Dx-a),0), J3=J(x-1(x+1),0),
L=J(x+a)(x=p),0), Ji=T(x-Pp)(x-7),0),

es una base simpléctica para [J (C)[2], donde a, B yy se definieron anteriormente.

Demostracion.

1. Independenciay generacion:
Dado que 7 (C)[2] tiene dimension 4 sobre F,, basta probar que los elementos

J1,J2,J3,J4 son linealmente independientes. Como cada J; se define a partir de
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pares de puntos de Weierstrass, y estos generan .7 (C)[2], se concluye que B es

una base.

2. Forma de la matriz de emparejamiento:
Consideramos el emparejamiento de Weil de 2-torsion e, : J (C)[2] x J (C)[2] —
H2, donde o = {+1}. Segun la regla de cédlculo:

~1 sill, jintk, =1,
ex(Ji, Jj) =

1 en otro caso.

Evaluamos los emparejamientos para nuestra base:

Aplicamos el logaritmo en base y = —1:

0110
log'u(M) _ 1 001
1 001
0110

Observamos que esta matriz tiene la forma canénica de una matriz simpléctica:

donde I, es la matriz identidad de 2 x 2. Esto confirma que la base B es una base
simpléctica para 7 (C)[2].

Por lo tanto, hemos probado que B es una base simpléctica, lo que concluye la

demostraciéon. m
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Lema 3.8.2 Sea BB = (J1,)2,J3,J1) y C como en el lema[3.8.1} Entonces el conjunto G de
(2,2) subgrupos|3.8.1| consta de 8 grupos de la forma:

J(x=DHx— (DN, 0), J(x - 1 ay(x - 1),0)),

dondei, j€{0,1} yre{B,y}.

Demostracién. Sea i € {0,...,7}, y definimos
H; = <]1 +a;J3+biJs, Jo+biJs+ Ci]4>,

donde i = 2%2a; + 2'b; +2%;, con a;, b, c; € {O, 1}, es la representacion 2—adica de i,
entonces aplicando el algoritmo de Cantor,1.11.1} obtenemos

Hy={(J(x—-1D(x—a),0),J(x+a)(x—B),0)),
Hy={J(x-D(x-a),0),J(x+a)(x—7),0)),
Hy=(J(x+ 1D (x+a),0),J(x—a)(x—7),0)),
Hy=(J((x+ 1) (x+a),0),J((x—a)(x—B),0)),
Hy={J(x+ 1D (x—a),0),J(x+a)(x—B),0)),
Hs=(J(x+ 1D (x—a),0),J(x+ a)(x—7),0)),
He=(J(x—D(x+a),0),J(x—a)(x—7),0)),
H; = (J((x—1D(x+a),0), J(x—a)(x— B),0)).

Estos son los 8 grupos deseados. m

Definicién 3.8.1 Para una curva de género 2, C, definida por una ecuacion hiperelip-
tica de tipo 2, decimos que una base simpléctica B = (J1, J2,J3, J4) de J (C)[2"] es
una base simpléctica especial si 2" 1B = (2""1];,2"71 ], 271 13 21 1) es la base del

lemal3.811

Observacion 3.8.2 En el estudio de curvas de género 2 y sus jacobianos, las bases sim-
plécticas juegan un papel fundamental, especialmente en la descripcion de la estructura
de la torsion en J (C)[2"]. La eleccién de una base adecuada es crucial para aplicacio-
nes en criptografia, teoria de niimeros computacional y la teoria de isogenias. En este



CAPITULO 3. ISOGENIAS DE RICHELOT 95

documento, describimos la construccion de una base simpléctica especial para curvas

de género 2 definidas por ecuaciones de tipo 2.

UnicidadenelCason =1 Cuando n =1, ellema(3.8.1} establece una base simpléctica
especifica para 7 (C)[2]. En este caso, no existen otras bases simplécticas especiales

equivalentes, lo que implica su unicidad.

Construccién para n > 1 La base simpléctica especial se construye en los siguientes
pasos:

1. Se toma una base simpléctica arbitraria B de 7 (C)[2"].

2. Se considera la base de 2-torsién 2" B y se determina la transformacion a la
base del lema3.8.1

3. Este cambio de base estd dado por una matriz simpléctica M con coeficientes en
Zs.

4. Selevanta M a una matriz simpléctica M, con coeficientes en Zn.

5. Se aplica Mj a la base original B, obteniendo asi la base simpléctica especial

buscada.

Dado que el levantamiento de M a Mj no es Unico en general, la base obtenida tam-

poco es Unica.

3.9. Algoritmo

Introduccion El objetivo de esta seccion es describir el algoritmo propuesto en la
seccion 5.3 de [26] para calcular isogenias (2"%,2") entre jacobianos de curvas de género
2 en términos de sucesiones de isogenias de Richelot. Estas isogenias son fundamen-
tales en aplicaciones criptograficas y se definen anulando un subgrupo de J(C)[2"] de
orden 22",
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Requisitos del Algoritmo El algoritmo toma como entrada:
1. Una curva de género 2 definida por una ecuacion de Tipo-2.
2. Un cuerpo finito K sobre el cual esta definida la curva.

3. Que la torsién J (C)[2"] sea completamente K-racional, lo que permite trabajar

con bases explicitas de torsion.

Curvas de Interés Un caso especialmente relevante es cuando C es una curva hiper-
bélica superspecial sobre K = F,> con p = -1 m6d 2". En este caso, la proposicion

garantiza la existencia de una ecuacion de tipo-2 que facilita los célculos.

Eleccién del Subgrupo de Isogenia El subgrupo de 7 (C)[2"] que define la isogenia
no se elige arbitrariamente, sino que proviene de un conjunto restringido G, de
cardinalidad 23”. Este conjunto se construye a partir de una base simpléctica especial
para J (C)[2"], segun la definici6n

Desde un punto de vista practico:

» G contiene mds de la mitad de todos los posibles subgrupos de isogenia, por lo

que la restriccion no afecta significativamente la seguridad criptografica.
» Esta eleccion especifica de G ya ha sido propuesta en el contexto de G,SIDH,
128].
Estructura del Algoritmo El algoritmo sigue los siguientes pasos:

1. Preparacion: Se selecciona la curva C y se verifica que cumple con las condicio-

nes necesarias.

2. Construccién de la base de torsion: Se obtiene una base simpléctica especial
(1, ]2, J3,J4) para J (C)[2"].

3. Eleccion del subgrupo H: Se selecciona un subgrupo adecuado para definir la
isogenia.

4. Célculo de la isogenia: Se computa la isogenia ¢ : /7 (C) — J (C") utilizando la
informacién previa.
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5. Cadena de isogenias: Si es necesario, se repiten los pasos anteriores para cons-

truir una secuencia de isogenias.

Conclusién El algoritmo descrito permite computar isogenias (2”,2") de manera efi-
ciente en curvas de género 2. La clave estd en el uso de ecuaciones de Tipo-2 y en la
cuidadosa seleccion del subgrupo de isogenia a partir del conjunto G, lo que garantiza

una implementacién computacionalmente viable en aplicaciones criptogréficas.

Configuraciéon: Sea K un cuerpo finito de caracteristica mayor que 3. Iniciamos con
el jacobiano 7, de la curva Cy, y un (2",2") K—racional H = (H;, H») < J. El objetivo

es calcular la isogenia ¢ : Jy — J,, con kernel H.

Muestreo Aleatorio Para seleccionar aleatoriamente una isogenia (2",2"), se eligen
tres elementos a, b, ¢ € Z,» y luego se calculan los elementos

Hig=J1+aJ3+bly, Hyo=Jo+bJs+cls.

El siguiente procedimiento calcula unaisogenia ¢ : 7 (Co) — J (Cp,) conkernel (H) o, Hz o).
La isogenia ¢ es calculada como ¢ = ¢p,, 0--- o ¢p;, donde cada ¢; : J;—1 — J; es una
(2,2)—isogenia.
Primero, calculamos la (2,2)—isogenia ¢, : Jo — Ji conkernel Hy, = (2" H;,2" "' H,).
Para ello aplicamos

J'o=T ()

Jo =T (Co) > h=JCy)

Donde, ¢ es el cambio de coordenadas de una ecuacién de tipo 1 a una ecuacion de
tipo 2 ecuacién dado por la proposicion3.4.2)y el teorema[3.4.1} tal que (x', ') = #(x, y),
luego por la proposicién obtenemos una isogenia ¢ : J(C'o) — J(C1) de una
ecuacion de tipo 1 a una de tipo 2, asi obteniendo ¢, : 7 (Co) — J (Cy).

De lo anterior tenemos el proceso iterativo siguiente:

Para 1 <i < n, se realizan los siguientes pasos:
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1. Calculamos Hj :=2""'Hj ;_y, Hy :=2"""H, ;_;,ylos denotamos por H; = 7 (g1,0),
H?:k = j(gz’o)

2. Factorizar g y g2, descritos por g1 = (x —a1)(x — a2), g2 = (x— B1) (x — B2).

3. Realizar el cambio de coordenadas (x',y’) = t(x, y) para obtener la ecuacién de
tipo 1
Cl_:y?=E_X(x*-A_ ¥+ )% -Bi.1x'+C|_)),

tal que £(g1) = x'y 1(g2) = (x)* - A}_ X' +1.

4. Si C;_, = 1 no proseguir. De otro modo, se aplica la isogenia de Richelot ¢ :
J(C'i-1) = J(C;) dela proposicién para obtener una ecuacioén de tipo 2

Ci:y?=(x*-1)(x% - A)(Eix* = Bix + C;),

ylaformula de la proposicién|3.4.1|para obtener Hy; = ¢;(Hj, ;-1), Ho,ip;(Hz,i-1),
donde ¢; = p; o t.

Observacion 3.9.1 Con el método anteriormente presentado es posible ejecutar eficien-
temente todos los pasos en el cdlculo de la cadena de isogenias. A continuacion, se pre-
sentan mds detalles sobre la implementacion:

1. El primer paso consiste unicamente en realizar duplicaciones iterativas de ele-
mentos en el jacobiano. Existen algoritmos eficientes para este procedimiento, de-
sarrollados en el contexto de la criptografia basada en curvas hiperelipticas (HECC),
como se muestra en [29]. Basdndonos en estos resultados, se han disefiado férmu-

las especificas para ecuaciones de Tipo-2 que optimizan este cdlculo.

Para i < n, también almacenamos el elemento de 4-torsion 2" ~1 H, ;1 obtenido

durante la computacion, el cual serd utilizado posteriormente en el Paso 3.

2. A primera vista, el segundo paso parece computacionalmente costoso, ya que im-
plica la factorizacion de dos polinomios. Sin embargo, es posible aprovechar las
propiedades de la base simpléctica especial B. De acuerdo con el Lema , se
tiene que B € {1}, lo que permite determinar , y B2 mediante un andlisis de
casos. Ademds, el mismo lema implica que v, = —f2, lo que facilita el cdlculo de

Y2 a partir de los coeficientes del polinomio g».
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3. En el cuarto paso, se aplican una vez las formulas de la proposicion [3.4.9 para
obtener los coeficientes de la nueva ecuacion de Tipo-2. Luego, la formula del Teo-
rema se emplea dos veces para calcular las imdgenes de los generadores del

niicleo.

Cabe destacar que estas formulas solo pueden aplicarse si el codominio de la iso-
genia §; es la jacobiana de una curva hipereliptica, lo que equivale a la condicion
€= C? —1 # 0, Proposicion 4.2. Si se cumple € = 0, el algoritmo se detiene. En el
contexto de Gy SIDH, donde la curva Cy es supersingular y n =log(p)/2, esto ocu-

rre con una probabilidad aproximada delog(p)/ p, segun [9].

Observacion 3.9.2 En la tiltima isogenia de tipo (2,2) dentro de la cadena, el algoritmo
descrito requiere una operacion de raiz cuadrada en el Paso 3. No obstante, es posible
evitar este cdlculo realizando una ligera modificacion en la configuracion. En particu-
lar, se puede elegir una curvaC tal que J (C)[2"*1] sea K -racional y proporcionar el nii-
cleo H para una isogenia (2""*1,2"*1), pero considerar tinicamente la isogenia (2",2")
definida por 2H. En otras palabras, se omite el tiltimo paso del cdlculo de la isogenia.
En el caso supersingular, esto implica aumentar en dos bits el tamarfio del cuerpo primo

subyacente.

Observacion 3.9.3 Por ultimo, vemos la eficiencia de algoritmo en la discusion de la
seccion 5.4 de [26], lo cual es importante en las aplicaciones que involucren este tipo de

estructuras.

En la siguiente seccion, a modo de ejemplo, se presentard el algoritmo G2SIDH,
el cual ilustra una implementacion del protocolo de intercambio de claves basado en
isogenias para curvas de género 2.

3.10. (2,2)-isogenias en criptografia

Un problema importante en criptografia, es el desarrollo de protocolos de inter-
cambio de claves. En particular durante los tltimos afios, ha surgido el interés de de-
sarrollar protocolos resistentes a ataques cudnticos. El protocolo G2SIDH (Genus Two
Supersingular Isogeny Diffie-Hellman) surge como una extensién del esquema SIDH.
Este ultimo, se enmarca dentro de la familia de protocolos basados en isogenias de

curvas elipticas supersingulares. G2SIDH, se expande hacia la criptografia basada en
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isogenias en variedades abelianas de dimension superior. Su disefio busca mantener
las ventajas de SIDH, como claves compactas y resistencia a ataques cudnticos, mien-
tras aprovecha estructuras mds ricas provenientes de curvas de género 2. Esta variante
ha sido propuesta para aplicaciones criptogréficas avanzadas, incluyendo esquemas
de intercambio de claves y sistemas de cifrado que requieren seguridad a largo plazo.
Dada su relacion con isogenias entre jacobianos de curvas hiperelipticas, G2SIDH re-
presenta un paso hacia la diversificacion de los protocolos basados en isogenias, con
posibles beneficios en eficiencia y seguridad.

A pesar de los avances en el desarrollo de G2SIDH, se han identificado ataques te6-
ricos que comprometen su seguridad en ciertos escenarios, al igual que ocurrié con
SIDH, ver [17]. Sin embargo, estos resultados no han reducido el interés en la cripto-
grafia basada en isogenias, sino que han motivado una exploracion més profunda de
sus fundamentos matemadticos y de nuevas estrategias para fortalecer estos esquemas.
El estudio de G2SIDH sigue siendo relevante tanto desde el punto de vista criptografi-
co como matemadtico, ya que permite comprender mejor la estructura de isogenias en
variedades abelianas y desarrollar alternativas més seguras dentro de la criptografia
post-cudntica.

A continuacion, presentamos el siguiente algoritmo, cuya descripcién detallada
puede encontrarse en la seccion 3.4 de [13].

Condiciones iniciales:
= Tomar un primo grande de la forma p = 2"3™d — 1.
= Escoger una curva hipereliptica aleatoria C/ [sz, con J¢ su jacobiano.

* Puede tomarse una en un caso especial dada por, Cy : y* = x8 + 1.
e Jc, es super especial, como es su doble cubierta y* = x> + 1.

e Tomar una sucesion aleatoria de Isogenias de Richelot [y — J1 — - — 7,
tomando al menos O(log(p)) pasos para obtener una curva aleatoria C.

» Calcular bases simplécticas {Py, Py, P3 P4} para Jc[2"] y {Q1, Q2, Q3, Q4} para J¢[3™].

Primera etapa: Alice

1. Alice escoge 12 escalares aleatorios ay,...,a2 € {0,1,...,2" — 1}.
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2. Ella calcula el subgrupo A < 7 (C)[2"], dado por:
./4 = (a1P1+a2P2+a3P3+a4P4, a5P1+a6P2+a7P3+a8P4, a9P1+a10P2+a11P3+a12P4).

Los escalares (a;) son escogidos de tal forma que .4 es maximal 2"isotrépico.

3. Alice enviala tupa (J¢/ A, ¢ 4(Q1), P 4(Q2),d 4(Q3),¢ 4(Q4)) a Bob.

;Como deberia escoger los escalares ay, ... a;» Alice?
Sean

R1 :a1P1 + a2P2 + ang + a4P4,
Ry :6l5P1 + 616P2 + d7P3 + agP4,

R3 =a5P; + agPy + a7 P3 + agPy.

» Alice debe asegurarse de que .4 es un subgrupo maximal 2”7 — isotrépico de J¢[2"],
es decir, debe escoger generadores R;, R, y R3 tales que

exn(Ry, Rp) = exn(Ry, R3) = exn(Ro, R3) = 1.

» Utilizando la linealidad y que ey~ es sesquilineal, entonces:

e(R1, Ry) =e(Py, Py) M4~ %G g(p, P3) N %7145 (P, py) 198~ %5
- e(Py, P3) R4~ B g( Py, Py)2 8™ U g(Pg, Py) 8T = ],
Alice puede hacer lo siguiente:

1. Como e(P;,Pj) = ,ug,’;‘j para algun «; ; € Z, calcula los valores «; j(mod 2™ tales
que e(P;, Pj) = e(Py, Py)%ii.

2. Elige aleatoriamente ay, a, as, ay € {0,1,...,2" — 1} tal que al menos uno de los
cuatro es impar.

3. Eligeun k€ {0,1,..., n} y elige aleatorios as, as, a7, ag tales que

aas— azas + ay 3(aya; — asas) + ay 4(a) ag — asas)

_ k
+ az3(aza; — azag) + @ a(azag — asap) + a3 4(asag — asaz;) =0 mod 2°.
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4. Elige aleatorios ag, a1, a11, a12 tales que

aiaig — azag + a1 3(ayan — azag) + ay 4(arax — asaog)

_ n-k
+ay3(azar —azaig) + azs(azair — asa) + ass(asarz — azay) =0 mod 27",

Primera etapa: Bob

1. Bob también escoge 12 escalares aleatorios by, ..., b2 € {0,1,...,3™ —1}.

2. El calcula el subgrupo B < J¢[3"], dado por:

B :=(b1Q1+b2Q2+b3Q3+b4Q4, b5Q1+beQ2+b7Q3+b3Q4, bsQ1+bsQ2+b7Q3+bgQa).
Los escalares (b;) son escogidos de tal forma que BB es maximal 3™isotrépico.

3. Bob enviala tupa (J¢ /B, ¢p5(P1), dp(P2),p5(Ps3),dpp(P4)) a Bob.

Segunda etapa: Alice

1. Alice recibe la tupla de Bob y calcula:

A" :=(a1p(P1) + axpp(P2) + azpp(Ps) + aspp(Py),
as$p(P1) + aspp(P2) + a;p(P3) + agpp(Py),
agpp(P1) + a10pp(P2) + a11¢pp(P3) + aro¢pp(Pa)).

2. Entonces Alice tiene la isogenia
bu:JclB— (JcIB)A,
y puede calcular los G2 invariantes de (J¢/B)/ A'.

Segunda etapa: Bob

1. De forma andloga, Bob recibe la tupla de Alice y calcula:

B':=(b1p 4(Q1) + batp 4(Q2) + b3 4(Q3) + bah 4(Qa),
bsp 4(Q1) + bep 4(Q2) + br¢p 4(Q3) + bgp 4(Qa),
bgp 4(Q1) + b10P 4(Q2) + b11 4(Q3) + b12¢p 4(Q4)).
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2. Bob entonces tiene la isogenia ¢ : Jo/ A — (Je/ A)/B', y puede calcular los
invariantes de (J:/.A)/B'.

Notemos que,

(Tl AIB = (Tl A)lpA4B) = Tel{ABY = (Te ! B)pp(A) = (T B)IA.

Asi, Alice y Bob pueden calcular los G2 invariantes y usarlos como su secreto compar-
tido.
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