*

N Universidad

* -
Ny deValparaiso
CHILE

FACULTAD DE CIENCIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA
CARRERA DE MATEMATICA

UN ESTUDIO DE LAS INECUACIONES LINEALES DESDE
EL ESPACIO DE TRABAJO MATEMATICO (ETM)

Tesis para optar al Titulo de Profesor de Ensefianza Media en Matematicas, mencién

Didactica de la Matematica y al grado de Licenciado en Educacion

Belén Arévalo Fernandez
Tamara Rojas Leiva

Profesora guia: Maria Inés Pezoa Reyes

Valparaiso, afio 201



Agradecimientos

Agradecemos a la profesora Romina Menares quien fue piedra angular para el desarrollo
del presente trabajo de investigacion, ya que en un inicio fue nuestra profesora guia
trabajando un semestre con nosotras, durante ese tiempo sentimos su apoyo incondicional,
su siempre buena disposicion para atender nuestras interrogantes, animandonos a cada

instante a seguir adelante y dar lo mejor de nosotras.

A la profesora Maria Inés Pezoa quien confié en nosotras para seguir adelante con
el presente trabajo de investigacion, porque no dudd en prestar su colaboracion y entregar
lo mejor de si, por brindarnos su tiempo y valiosos consejos que nos permitieron finalizar

exitosamente este proceso.

A Gerardo Araya secretario de la facultad por su disponibilidad y colaboracion

durante todo este proceso.

A nuestras familias por su confianza, por su apoyo incondicional y su constante

motivacién en los momentos que mas lo necesitdbamos.

A Pedro Olivares por su disponibilidad y colaboracion, quien de buena voluntad nos

brindé ayuda cada vez que lo necesitdbamos.

A todos aquellos que de una u otra manera influyeron en el desarrollo de este

proceso entregandonos su apoyo en cada momento.



Indice

Capitulo 1: Antecedentes Y ProbIEMALICa. ........ccoiiiiriiiiiieiec e 7
1.1 Descripcion del problema de iNVeStigacion ............occoeviiiiiniineneseere e 8
1.1.1 Antecedentes del problema ... 8
1.2 Investigaciones previas y justificacion del problema .............ccocooeiniininiiiinincns 10
1.3 Inecuaciones Lineales en el Curriculum Escolar chileno ..........ccccooevvviiiiiinnnnne. 12
1.4 Inecuaciones lineales en teXtoS ESCOIAIES .........covvvreriiiiinisee e s 13
1.3 Objetivos de INVESLIGACION ...........ccieiieieieecie et 30
1.3.1 ODJEtiVO QENETAL ......cveceiiieiece et 30
1.3.2 ODjJetivVos ESPECITICOS......cviiiieieiieiii et 30
(OF: 1o 11 (U] (o TR Y/ - T o o T =T ol RSSO SP 31
2.1 Aproximacion EpistemMOIOQICa .........ccierviiiiriiiiiiie e 32
2.1.1 Antecedentes HiStOMCOS .......cueiviieiiesieiieeieeeeie e sre e eneas 32
2.2 Inecuaciones como 0bjeto MAtEMALICO .........cevveiieieiei e 33
2.2.1 Conjunto de 10S NUMEros REAIES .........ccoceiiiiieiiiiseree e 33
2.2.2 INECUACIONES ... eveeeeeieesiesteesteeseesteesteestesseesteeseeaseesseeneeaneesseenseaseeaseenseanensseenseeneens 36
2.2.3 DESIGUAIAATES. ..ot 36
2.2.4 CONJUNLOS BN TR....ooviiiicie sttt ettt e e e e e raesteebe s e e sraeneenee e 40
O T 101 (-] V= (o1 PSS 42
G T U] Tox o =TSSP 45
2.3 Teoria de Espacios de Trabajo MatematiCo..........cccevvereriiiieniiiee e 48
2.3.1 Paradigma gEOMATIICO ... ...cueieieieitesie sttt bbb 48
2.4 Espacio de Trabajo GEOMELIICO........cveiueeieiriccie ettt 49
2.5 Espacio de Trabajo MatemMAtiCO ..........ccceeviiiiiiiciciic e 51

2.5, 1. GANESIS SEIMUOTICA -..veeeeeeee ettt e e et e e e e e e e e e e 52



2.5.2 GENESIS INSTIUMENTAL ......oe ittt e e e e 53

2.5.3. GENESIS DISCUISIVA .. vvveevrerierieiesiesie st stesteesee e see e ste st steste e e e eaesseseesaesresreaseenens 54
Capitulo 3: MetOUOIOGIA ... c.veueeeeeeeiceie et et 58
3.1 Ingenieria Didactica como metodologia de Investigacion.............ccccocevevincreincnnene 59
3.2 Fases de 12 INVESTIGACION...........coeiiiieieiieiee e 59
3.2.1 ANALISIS PreliMINAIES.....c.coviieiiiieieiec e 59
3.2.2 Concepcion y andlisis a priori de las situaciones didacticas.............ccocvvvivinanns 60
3.2.3 Experimentacion Propuesta de Ensefianza-Aprendizaje .........cc.ccocevveevereeneennen. 88
3.2.4 Analisis a Posteriori Y EValuacion .............ccccceevviieiiiiecc e 113
Capitulo 4: CONCIUSIONES......c.veiuieiicie ittt sre e sreesreenee s 115
RETEIBINCIAS ...ttt ettt bbbt ettt et benneene s 119
AANBXOS ...ttt E et R e e e R e e R E e e R et e R e e e Re e e r e e anr e e reennne e 122
Anexo 1: Producciones del Cuestionario, Estudiantes Universitario .............c.ccocceeeneen. 123
Anexo 2: Producciones del Cuestionario, Estudiantes de Ensefianza Media.................. 152

Anexo 3: Producciones Preguntas Adicionales al Cuestionario, Estudiantes
UNIVEISITAITOS .....e ittt ettt s e et e et e e sb e e s be e s be e s raeesaeesnbeeabeeenseesreeenns 172

Anexo 4: Producciones Preguntas adicionales al Cuestionario, Estudiantes de Ensefianza

IVIBAIE ...ttt 181
Anexo 5: Producciones Propuesta, BiNOMIO 1 .........ccccoveiiiieniiie e 190
Anexo 6: Dialogo Propuesta, BiNOmIio 1.........c.ccceeiiiiiiiieiiiiecece e 201
Anexo 7: Producciones Propuesta, BINOMIO 2 ........cccovieiiieiiiiciic e 219

Anexo 8: Dialogo Propuesta, BiNOMIO 2........ccvoiiiiiiiiie e 232



Introduccion

En el sistema educativo Chileno, el concepto de inecuaciones lineales es tratado en cuarto
afio de ensefianza media, donde los alumnos aprenden a resolver inecuaciones a traves de
algoritmos establecidos, por lo que el desarrollo de este conocimiento es principalmente de

caracter procedimental.

La problematica que abordamos en esta investigacion gira en torno al concepto de
la inecuacion lineal a nivel escolar donde observamos que se privilegia un tratamiento
algebraico, es decir, se realizan manipulaciones y operaciones algebraicas que buscan
“despejar” una variable, tal como se hace para las ecuaciones, pero cuidando respetar las
propiedades de la desigualdad, como la multiplicacion por -1, lo cual genera dificultades
para la comprension e interpretacion del conjunto solucion. Nuestro interés en particular es
analizar el espacio de trabajo matematico de los estudiantes en torno al concepto
inecuacion lineal para disefiar una propuesta de ensefianza que aporte a la superacién de

dichas dificultades.

El sustento didactico con el que abordamos esta problematica es el Espacio de
Trabajo Matemaético (ETM), teoria que considera el trabajo matematico como el resultado
de un proceso progresivo de génesis que permite la articulacion interna de los planos

cognitivos y epistemolégicos.

La organizacion del trabajo sigue la siguiente estructura:

Capitulo 1. Se presentan antecedentes que describen la problematica, apoyados en
investigaciones y documentos oficiales del marco curricular vigente (MINEDUC, 2009)
que abordan el estudio de la ensefianza y aprendizaje de las inecuaciones lineales.

Finalmente se establecen objetivo general y especificos.



Capitulo 2. En este capitulo se presentan algunas aproximaciones epistemologicas y
conceptuales de las inecuaciones lineales y se describen los elementos de la Teoria de

Espacio de Trabajo Matematico.

Capitulo 3. Se presenta el contexto experimental, la descripcion de la organizacién
metodoldgica, en donde adoptamos elementos de la Ingenieria Didéactica como metodologia

de investigacion, la cual consta de las siguientes etapas:

1. En el analisis preliminar, se realiza un estudio del concepto inecuacion lineal,
considerando el marco curricular vigente, programas de estudio, actividades
sugeridas en los textos escolares. Ademas de investigaciones que dan cuenta de
obstaculos y dificultades en el aprendizaje y ensefianza de este concepto y aspectos
epistemoldgicos asociados.

2. Concepcidn y andlisis a priori de las situaciones didacticas, esta fase consta de dos
etapas aplicacion de cuestionario exploratorio y elaboracién de una propuesta de
ensefianza aprendizaje a partir de los resultados del instrumento exploratorio

3. Experimentacion y analisis a posteriori, en esta fase se implementa la propuesta y se
realiza un analisis de las producciones de los estudiantes a la luz de nuestro marco
didactico ETM.

Capitulo 4. Aborda los resultados obtenidos de acuerdo a los objetivos planteados en esta

investigacion.



Capitulo 1: Antecedentesy

Problematica




1.1 Descripcion del problema de investigacion

1.1.1 Antecedentes del problema

En el marco curricular chileno’, actualizado en el afio 2011, las inecuaciones son
tratadas solo desde el nivel de cuarto afio de ensefianza media plan comin? (17 afios
aproximadamente) Sin embargo dicho tema, en el plan diferenciado® de tercer afio de
ensefianza media, esta relacionado con los sistemas de inecuaciones con dos incégnitas®,
donde identificamos un desajuste, pues segun los documentos oficiales, los estudiantes de
tercer afio plan diferenciado no tendrian los conocimientos previos necesarios para abordar
problemas relacionados con la programacion lineal. Entonces nos preguntamos cémo el

profesor logra realizar una transposicion didactica adecuada para abordar estos contenidos.

En los programas de estudio, el trabajo propuesto para las inecuaciones es mas bien
de tipo algebraico, es decir, se realizan manipulaciones y operaciones algebraicas que
buscan “despejar” una variable, tal como se hace para las ecuaciones, pero cuidando
respetar las propiedades de la desigualdad, como la multiplicacién por -1. Segun otras
investigaciones, esto provoca que la desigualdad carezca de significado (Borello, 2010),
trasladando todo el trabajo al desarrollo de la igualdad. Ademas, podemos observar que el
desarrollo propuesto para el tema de las inecuaciones no favorece el estudio de las graficas,
al respecto solo hemos encontrado el uso del dibujo de los intervalos para encontrar el

conjunto solucion de una inecuacion.

Dispositivo elaborado por el Ministerio de Educacion que entrega los contenidos minimos obligatorios para cada nivel escolar. Se
renueva cada cierto tiempo en base a los diferentes ajuste curriculares.

2 , . . . .
El Plan Comdn es un plan de estudio aplicado a todos los estudiantes del pais
3 . . . . -
El Plan Diferenciado corresponde al programa para aquellos estudiantes que optan por profundizar en los temas matematicos.

4Contenido propuesto en los Programas de Estudio, dispositivo que entrega orientaciones didacticas que facilitan el proceso de
ensefianza, aprendizaje y evaluacion de los objetivos de aprendizaje. Tanto en la ensefianza basica como media, se individualizan por
asignatura, incluyendo orientaciones que se relacionan con la metodologia, la evaluacién y los recursos educativos involucrados,
pudiendo incluir actividades que ejemplifiquen el proceso didactico, de manera de apoyar el proceso posterior de planificacion de
clases. /http://www.cned.cl/



Pese a lo anterior, el trabajo con las graficas se hace necesario cuando los
estudiantes de tercer afio de ensefianza media plan diferenciado trabajan el tema de
programacion lineal. Muchas veces la grafica no solo guia, sino también da sentido a las
respuestas, por lo que consideramos que el desarrollo grafico toma un rol importante tanto
en la resolucion como en la argumentacion de los procesos relacionados con el sistema de

inecuaciones lineales.

Otro documento utilizado como apoyo para las actividades propuestas en el aula,
son los textos escolares® , en ellos hemos encontrado que para cuarto afio de ensefianza
media, se trata el contenido de inecuaciones lineales tomando como conocimientos previos
las ecuaciones lineales y su resolucion, para posteriormente introducir los conceptos de
intervalos, inecuaciones lineales y sistema de inecuaciones lineales con una incognita. En
los textos, se realiza un trabajo previo de actividades relacionadas a conjuntos numéricos,
haciendo referencia a su representacion por extension y por comprension y a sus
operaciones (unién e interseccién), continuando con actividades de desigualdad referidas a
la interpretacién de informacion y haciendo énfasis en sus propiedades, como sumas y
multiplicaciones en ambos lados de la desigualdad, finalizando con actividades de
representacion de conjuntos de nimeros reales utilizando intervalos y operaciones con

intervalos.

Por otro lado, es sabido que los contenidos y el tratamiento en las pruebas
estandarizadas marca una pauta para lo que los profesores realizan en el aula. En Chile
existen dos pruebas estandarizadas SIMCE® y PSU’ . EI tema de inecuaciones lineales es

STextos producidos por editoriales, y para el caso de colegios publicos y subvencionados, estos textos son licitados por el ministerio de

educacion.

SIMCE sistema de evaluacion que la Agencia de Calidad de la Educacion utiliza para evaluar los resultados de aprendizaje de los
establecimientos, evaluando el logro de los contenidos y habilidades del curriculo vigente, se aplica a todos los estudiantes que cursan

2°,4°,6°Y 8° basico como a los de 11y 11l medio.

"PSU Prueba de Seleccion Universitaria es un test estandarizado escrito realizado en Chile desde 2003 para el proceso de admision a la

educacion universitaria.


http://es.wikipedia.org/wiki/Test_estandarizado
http://es.wikipedia.org/wiki/Chile
http://es.wikipedia.org/wiki/Proceso_de_admisi%C3%B3n_a_las_universidades_chilenas
http://es.wikipedia.org/wiki/Educaci%C3%B3n_superior_en_Chile

evaluado solo en PSU. Para esta prueba, hemos encontrado un ejemplo del afio 2012 donde

aparece la siguiente pregunta:

¢ Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la inecuacion
2x+7 <12 +x?

I) El conjunto de los numeros reales menores que 5

I1) El conjunto de los nimeros reales mayores que 5

I11) el conjunto formado solo por el nimero 5.

A) Sélo |

B) Sdlo 11

C) Sélo 11

D) Solo 'y 11

E) Sélo Il y 111,

Pregunta PSU 2012: Datos del DEMRE ®

Segun los analisis realizados a los resultados obtenidos en esta prueba (DEMRE,
2012), se observé que del total de los estudiantes que respondieron a dicha pregunta solo el
26% marcd la alternativa correcta, siendo considerada una pregunta dificil, con una omisién
de un 48%. Dado que la alternativa A constituyo el distractor mas marcado, se estima que la
gran dificultad estuvo en la falta de comprension del concepto de conjunto, ya que
posiblemente quienes resolvieron la inecuacion obtuvieron correctamente x < 5, marcando

solo la afirmacidn de 1) sin percatarse que el conjunto I111) también satisface la inecuacion.

1.2 Investigaciones previas y justificacion del problema

El tema de las inecuaciones ha sido tratado en diversas investigaciones relacionadas
con su ensefianza. Borello (2010), trata el problema de la ensefianza y aprendizaje de las

inecuaciones, sefialando que las inecuaciones se tratan como un tema desvinculado de las

Departamento de Evaluacion, Medicion y Registro Educacional (DEMRE) de la Universidad de Chile.

10


http://es.wikipedia.org/wiki/DEMRE
http://es.wikipedia.org/wiki/Universidad_de_Chile

desigualdades, lo cual genera que carezcan de significado y que al momento de operarlas se
trabajen inapropiadamente como una ecuacidon, “[...] afectando considerablemente la
posibilidad que los estudiantes aprendan a resolver correctamente las inecuaciones (estamos
hablando del plano de lo cognitivo)” (p.162), esto lo sefiala como consecuencia de “[...]
consolidarse de una tradicion que ve la inecuacion como una “hermana” de la ecuacion: un

objeto parecido a la ecuacion que se resuelve “casi” de la misma manera”(p.162-163).

En esta misma linea, otras investigaciones en didactica de las matematicas, tratan el
tema de las dificultades en el aprendizaje de las inecuaciones. Linchevsky y Sfard (1994)
declaran que “una ecuacion o desigualdad parece ser para el estudiante una cosa en si
misma, por lo que las manipulaciones formales son la unica fuente de sentido” (p. 306),
asumiendo que el trabajo de los estudiantes es mas bien mecanico y sin dar sentido a la
desigualdad. Ademads, sefialan que “para la mayoria de los alumnos, ecuacion y
desigualdad parecen ser cadenas sin sentido de ciertos procedimientos bien definidos que se
aplican habitualmente” (p.306).

Otra investigacion que trata la ensefianza de las inecuaciones lineales, es el analisis
a una secuencia de aula japonesa® en la que se pretende proporcionar significado a las
desigualdades. En esta clase el profesor utiliza una situacion problematica que conlleva el
uso de desigualdades y propone a los alumnos el desarrollo de ésta en forma individual.
Obteniendo como observaciones finales “la estrecha relacion entre los conceptos de
desigualdad e igualdad en los estudiantes (p.146) también se observa que, entre los intentos
de resolucién de los enfoques de los estudiantes para el problema dado, nadie utiliza una

representacion grafica cartesiana (p.146)”.

Por su parte, Alvarenga (2006) realiza una propuesta para la ensefianza de las
inecuaciones, sefialando que “la ensefanza-aprendizaje del concepto inecuacion en los
ultimos afios de la escuela primaria, secundaria, preparatoria y de la licenciatura debe

abarcar actividades que involucren resolucion en el contexto grafico, uso de tablas, relacion

9 . . . .
Proceeding of the 28th Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education, 2004 (Vol 2 pp 137-166)

11



con las funciones, aplicaciones practicas, empleo de las propiedades de los reales, anélisis
de equivalencias e implicaciones, uso de calculadoras graficas o computadora. La

diferencia entre los niveles de su ensefianza ocurre en cuanto a la complejidad del estudio”

(p.151).

En otra investigacion de Borello (2007) sefiala que “las técnicas, mecanizaciones o
férmulas toman un papel protagonico, en vez de la comprension e interpretacion de las
soluciones de una inecuacién, ya que el estudio de las inecuaciones no solo abarca una
ejercitacion a través de algoritmos, sino que se basa en un analisis de las relaciones que se

dan entre las expresiones”.

1.3 Inecuaciones Lineales en el Curriculum Escolar chileno

El marco curricular vigente (Ultima actualizacién 2009) esta constituido por los objetivos
fundamentales y contenidos minimos obligatorios, para cada unidad de aprendizaje y cada

uno de los niveles de ensefianza escolar.

Para el estudio de Inecuaciones lineales se plantean los siguientes objetivos
fundamentales y contenidos minimos obligatorios, que responden a los aprendizajes

esperados para cuarto afio de ensefianza media:

o Objetivos Fundamentales:
- Modelar situaciones o fenémenos cuyo modelo resulte sea la funcion potencia,
inecuaciones lineales y sistemas de inecuaciones.

- Resolver problemas utilizando inecuaciones lineales o sistemas de inecuaciones.

o Contenidos Minimos Obligatorios:
- Representacion de intervalos mediante lenguaje conjuntista y uso de las operaciones
con conjuntos para resolver inecuaciones y sistemas de inecuaciones lineales con

una incégnita.

12



- Resolucion de problemas que implican el planteamiento de inecuaciones y de
sistemas de inecuaciones lineales con una incognita; representacion de las
situaciones usando intervalos en los reales; discusion de la existencia y pertinencia
de las soluciones de acuerdo con el contexto. Representacion de las situaciones

usando un procesador simbolico y grafico de expresiones algebraicas.

1.4 Inecuaciones lineales en textos escolares

El texto escolar es el recurso educativo mas utilizado en el proceso de ensefianza y
aprendizaje. Diversas investigaciones sefialan que la presencia de textos escolares es uno de
los factores que tienen una mayor influencia positiva en el rendimiento escolar, también se
ha demostrado que “los alumnos aprenden mas usando textos de estudios que sin ellos,

cuando se mantienen constantes las habilidades y la calidad de los profesores™™.

Por otra parte los textos escolares “dan una forma concreta al curriculo y permiten
que el profesor pueda planificar sus clases [...] son una herramienta sumamente eficaz para
actualizar y perfeccionar la formacion del profesorado” y “a la vez, permiten a los alumnos
estudiar independientemente si es necesario y paliar las deficiencias educacionales de su

familia o de su escuela”®.

Para conocer como es tratado el tema de inecuaciones lineales en la ensefianza
media, hemos analizado dos textos escolares oficiales utilizados en Chile, uno de estos es
Matematica para cuarto afio de educacion media de la editorial Santillana entregado por el
MINEDUC para este afio 2014, el otro texto que se analizara es Matematica 4, Proyecto

Bicentenario, para cuarto afio de educacion media editorial Santillana.

10 Fontaine, Loreto y Barbara Eyzaguirre. “Por qué es importante el texto escolar”, Revista Estudios Publicos N°68, Primavera 1997,
P.359.

1 Fontaine, Loreto y Barbara Eyzaguirre. “El futuro en riesgo: nuestros textos escolares”, Revista Estudios Publicos N°68, Primavera
1997, P.340.

12 \inisterio de Educacién de Chile (MINEDUC).
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Para efectos de nuestro analisis, hemos tomado en cuenta cémo es abordado el

tema de inecuaciones lineales y en especial si el enfoque es gréafico y/o algebraico.

1. Matematica texto del estudiante, 4° medio. Editorial Santillana, 2014

Este texto de estudio corresponde al entregado por el MINEDUC. El tema de inecuaciones
lineales es tratado en la segunda unidad de este, tomando como conocimientos previos:
lenguaje algebraico, ecuaciones de primer grado, sistemas de ecuaciones lineales, conjuntos
y operaciones entre conjuntos, por lo que en el texto se realiza un trabajo previo (a modo de

recordatorio) de actividades que abordan dichos contenidos.

La unidad de inecuaciones lineales en el texto se organiza en cinco lecciones afines
a dicho contenido que son: conjuntos, desigualdades, intervalos de numeros reales,
propiedades de las desigualdades e inecuaciones con una incdgnita. A continuacion se
realizard un analisis por leccion.

e Leccion 1: Conjuntos

Esta leccion se enfoca en la representacion de conjuntos por extension y por comprension y

en sus operaciones (union e interseccion).

o Leccion 2: Desigualdades

En esta leccion se utiliza el siguiente ejemplo para introducir el concepto de desigualdad:

14



Enlasigulente magen se muestrala tempe- Damings 01
ratura minima y la maximaregistradaen un
Rel"’\so dia en Concepcion. Win:8
1. {Qué significa el WA 11N

i « Utiliza alguno de los signos <, >, =
signo <?Daun

0 > para representar la relacion de

ejemplo. orden que hay entre los nimeros 3y
2. Escribe 3 ndmeros correspondientes a las temperaturas PEHPRICcOneS

enteros que minima y maxima.

superen a-4,

« Siesedia, alas 10 de la manana la temperatura registrada era 4, utiliza
algunos de los signos <, >, < 0 > para representar la relacién de orden que
hay entre 1 y las temperaturas minima y maxima.

Extracto Pagina 88, Texto del estudiante 4° medio

También se muestran otros ejemplos en donde se expresa informacion mediante
desigualdades y un ejemplo de verificacion de una desigualdad numérica, y luego se define
formalmente el concepto de desigualdad. Posteriormente se presenta una actividad en
donde los estudiantes tienen que expresar informacion en desigualdad, verificar la

veracidad de algunas desigualdades y proponer una situacién que corresponda a una
desigualdad dada.

Por otra parte se introduce la desigualdad como una notacion para representar

conjuntos por comprension como se evidencia en la siguiente imagen:

» También se pueden usar desigualdades para tal que
representar conjuntos por comprension; M
por ejemplo: P={xeN/2<x < 8}
ce al con- X esmayorque 2y
Mmeros menor o igual que 8

naturaies.

Extracto Pagina 90, Texto del estudiante 4° medio

Se exponen ejemplos desarrollados en donde se presenta un conjunto por extension
y se tiene que expresar por comprension utilizando desigualdades y viceversa, ademas de
un ejemplo en donde presentan dos conjuntos por comprension y se tiene que encontrar su

unién, como se muestra en la siguiente imagen:

15



3Cowmo harcerle?
Representa por comprension el conjunto B={2, 3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29}.

S pPrimos menore guales

Lu

B={x/xes

$Céwmo hacerlo?
Representa por extension el conjunto A={xEZ/-5<x < 4}.

jun i

B={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}
3Como hacevle?

Dados los conjuntos P={xEN /x < 8}yQ={1, 3, 5,7, 9}, determina PU Q
U

entos que estan en Py Q
ente, esdecic PN Q=({1,3,57}

Extracto Pagina 90, Texto del estudiante 4° medio

Finalmente se propone una actividad donde los estudiantes tienen que utilizar la
desigualdad para escribir conjuntos por comprensién dados por extensién y viceversa,

también se les presentan conjuntos por extension y se les pide realizar operaciones (de
interseccion y unién) de esos conjuntos.

e Leccidn 3: Intervalos de nUmeros reales

Inicialmente se presenta una situacion que tiene como finalidad evidenciar que es imposible
escribir un conjunto de numeros reales por extension, salvo si corresponde a numeros

aislados. Y a partir de ello, se introduce los intervalos de nimeros reales.

Si queremos determinar todos los niumeros enteros que cumplen la condicion
-3 = n <5, podemos escribir el conjunto correspondiente, esto es:

RePO\SO {-3,-2,-1,0,1,2,3,4}
1. Menciona 10 Wiz et St
numeros reales * Ahora, ;como podrias representar por extension todos los numeros reales
que se encuentren que cumplen la condicién -3 < x < 57 Argumenta tu respuesta.

entre 1,2y 1.4

2. ;Cuéntos numeros | 4
reales hay entre
dos nimeros
reales dados?

un 210 exl ra
os: usando Intervalos de numerosreales

que es cerrado en el -3, porque

5, porque no lo incluye.
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Luego mediante ejemplos se muestra a los estudiantes la manera de representar un
conjunto por comprension mediante intervalos de nimeros reales, y también cémo a partir
del dibujo de un intervalo se puede escribir en notacion de intervalo y como conjunto por

comprension, como se evidencia en la siguiente imagen:

Representa como un intervalo el conjunto {x =% /1,25 < x = 4,8}.

La orientacion de los
corchetes nos indica si los
extremos del intervalo
forman parte del conjunto o
no; por ejemplo:

1-1, 10 representaa todos
los nimeros n que cumplen:

los ndmeraos

-l<n<10
[-1, 0] representa a todos
los nimeros n que cumplen:
1=n=10
[5, +==[representaa todos
los niimeros i que cumplen
S5<n

JCEmo hacerlo?
Respecto de la sigulente figura, ;qué elementos estan representados? Expré-
salos como un conjunto, por comprensién, y utilizando notacién de intervalos.

Extracto Pagina 92, Texto del estudiante 4° medio.

Posteriormente se plantea una actividad en donde los estudiantes tienen que
identificar elementos de un intervalo dado, expresar como notacion de intervalo y dibujo en
la recta real conjuntos dados por comprensién y encontrar un intervalo para ciertos nimeros

propuestos.

Tomando en consideracion la manera de realizar operaciones de conjuntos
(interseccion y union) se introduce las operaciones de intervalos. Mediante ejemplos se
muestra a los estudiantes como realizar operaciones (interseccién y unién) con intervalos de

ndmeros reales.
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En el ejemplo,

el numero 5,
jforma parte
de ANBL Y
e110?, zpor qué?

e —

de larecta

decir, AMB
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Por otro lado a partir de un ejemplo en donde se intersectan dos intervalos que no
tienen elementos en comun se introduce el conjunto vacio. Luego se propone una actividad
en donde los estudiantes determinan algunas intersecciones y uniones de intervalos y lo
expresan en notacion de intervalos y dibujo de intervalo en la recta real, escriben una union
0 interseccion segun sea el caso a partir de los dibujos de intervalos en la recta real

propuestos y realizan operaciones con intervalos.

o Leccion 4: Propiedades de las desigualdades

Para comenzar esta leccion se presenta una situacion con el fin de ilustrar e introducir la
propiedad de transitividad, ademéas de mostrar que si a una desigualdad se le suma o resta
un mismo numero la desigualdad se mantiene. Luego lo dicho anteriormente se formaliza

como se muestra en la siguiente imagen:
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* Propiedad de transitividad:

Tomo nota
Si a, by c son nimeros reales y se cumple que a< by b < ¢, entonces a < c.

* El sentido de una desigualdad no cambia si se suma o resta un mismo numero real aambos lados
de la desigualdad. Es decir:

- sia<bycER, entonces,a+c<b+g - sia<bycER, entoncesa-c<b-c.
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A partir de una desigualdad numérica se muestra qué ocurre con la desigualdad cuando se

multiplica (y divide) por un nimero real positivo y con un numero real negativo, para luego

+ [l sentido de una desigualdad no cambia si se multiplica o divide un mismo nimero real positivo a
ambos lados de la desigualdad. Es decir:

formalizar lo observado.

= sia<bycE R entonces ac < bg;
- sia<hycE 3'.entonces%<?.
+ El sentido de una desigualdad cambia si se multiplica o divide un mismo nimero real negativo a

ambos lados de la desigualdad. Es decir:
= sia<bycE K, entonces ac > bg;

: - a_b
- sia<hycER, entom:esT =
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Por otra parte se muestra un problema de una situacion real, en donde su solucion es

modelada a través de una desigualdad, tal y como se muestra en la imagen adjunta:
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Podemos aplicar las propiedades anteriores en diversas situadones en lasgue intervienen
desigualdades, por ejemipla, si gueremios » alguin lugar muy bejano es importante
saber la temperatura que hay enese lug saber sies necesario llevar ropa abrigada
ono. Bl problema es que dependiendo del lugar, la temperatura se mide con diferentes
escalas; por gjernplo, en Chile la temperatura se mide & % Ceksius (°C), mientras que
en otros paises, como Estados Unidos se mide engrados Fahrenheit (°F). La relacion entre
estas dos escalas e por la expresion C=-5-(F - 32), donde Ces la temperatura
expresada en grados Celsius y F,en grados Fahrenheit.

Considera la siguiente situacion: los integrantes de |a seleccién chilena de futbo
viajardn a Estados Unidos a jugar un part: on la seleccdn de ese pais. El pr
tico del tiempo para el dia del viaje es el indicado en |a tabla de la izguierda. ;Crees
que deban llevar ropa abriga jpor que?

L

Pronéstico del tiempo
en la ciudad del partido

-

Mire 30 °F
M 41 oF Dado que en Chile estamos acostumbrados a medir las temperaturas usando
grados Cekius, a primera vista nos sera dificil decidir si ese dia en Estados Unidos
serd calurosoono, ya que las temperaturas estan expresadas en grados Fahrenheit.
5in embargo, podemos usar las propiedades de las desigualdades para transformar las

termnperaturas descritas en °F a °C. Observa.

Podemios representar la variacion de |a temperatura en el dia, entre 30 °F y 41 °F, como
N=F=4l

Para representar esta variacion de termperatura en grados Celsius, podemos
en la expresidn C= E (F-32), que muestra la relacidn entre “C yoF. Observa.
= F-32 +

[
== (F

Da5aIms

--—= Remplazal 10N la expresion C=—(F
7
-l=C=5
Lo anterior indica gue la temperatura pronosticada para ese dia en el lugar del partido
sera entre -1, =Cy 5°C
Por ko tanito, bos jugadores deben levar ropa muy abrigada.
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Luego se presenta una actividad en donde los estudiantes refuerzan la utilizacién de

las propiedades de las desigualdades.

Finalmente se expone la utilizacion de las propiedades de desigualdad en
demostraciones matematicas, para ello se presenta un caso concreto en que se pide
demostrar y posteriormente se muestra el procedimiento paso a paso tal como se evidencia

en la siguiente imagen.
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1
OENLE

Demuestra que ;,’.:1 +b%) > ab paratodos los valores realesde a y b,
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La leccidn termina con ejercicios de aplicacion, en donde los estudiantes tienen que

realizar algunas demostraciones.
e Leccion 5: Inecuaciones con una incognita

Previamente a esta leccion se realizan una serie de ejercicios de seleccién mdaltiple y de

desarrollo que involucra los contenidos de las lecciones anteriores.

Para comenzar esta leccion se presenta una situacion que se puede modelar con una
inecuacion lineal para introducir el concepto de inecuacion lineal como se muestra en la

imagen adjunta:
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Sofia viaja en su auto a 36 km/h en un camino
cuyo limite maximo de velocidad es el indi-

RePO\SO cado por el letrero de la derecha.

1. ;Quéesuna Si Sofia aumenta su rapidez en 12 km/h,
ecuacién? ;sobrepasara el limite permitido?, ;y qué 8

2. Explica, paso pasaria silaaumenta en 18 km/h?, ;por qué? E
a paso, como ‘ =
resolverias la - - :f

' ecuacion

2x-3=19. Muchas situaciones de la vida cotidiana las podemos modelar usando desigualdades

en las que hay términos desconocidos; por ejemplo, en el problema anterior podemos
llamar x a la velocidad que Sofia puede aumentar sin sobrepasar el limite. Por lo tanto
se tendria que cumplir la desigualdad:
36+x< 50
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Cabe mencionar que explicitamente se hace referencia a las ecuaciones y en su

procedimiento de resolucion como se evidencia en la imagen anterior.

Luego se muestra una situacion a modo de ejemplo en donde la solucién es
modelada a través de una inecuacion lineal y se hace especial énfasis en las propiedades de

desigualdad como se muestra a continuacion:

JCBhwmo hacerlo?
Slun Joven es 22 afios menor que su padre y 48 afios menor que su abuelo,
ja partir de qué edad la suma de los afos que tienen él y su padre sera mayor
que la edad de su abuelo?
Si definimos como x la edad del joven, entonces la edad de su padre y su abuelo
seran x + 22 y x + 48, respectivamente. Luego, planteamos la inecuacion:

X+ x+22> x4 48 meerreenene Reducimos térmings semejantes
Ix+ 22 >x+48- : 105 X.
x+22 > 48 e Restamos 22

x> 26
En consecuencia, si el joven es mayor de 26 afos, la suma de su edad con la de su
padre superara la cantidad de afios gue tiene su abuelo.
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Se define formalmente una inecuacién lineal y el conjunto solucion, posteriormente
se presenta una actividad en donde los estudiantes se les plantean algunas inecuaciones y
tienen que resolverlas, también se les plantean situaciones similares a los ejemplos

anteriores en donde su solucion se modela a través de inecuaciones lineales.
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Por otro lado se exponen situaciones cuya solucion es modelada a través de
inecuaciones lineales, pero esta vez se analiza la pertinencia de la solucion segln el

contexto, como se evidencia en la siguiente imagen:

£ '|" 4
La suma entre un nimero natural y su sucesor es Inferlor a 12. ;Qué valores
puede adoptar tal nimero?

Siescribimos la informacion como una inecuacian, tenemaos:
x+(x+1<1 "
x+1<1 .
_-I.'l' w
x<55
o x es un numero natural, entonces solo puede adoptar valores enteros
positivos menores que 5,5. Luego: x 11, 2, 3,4, 5}
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Se presenta una actividad en donde los estudiantes tienen que desarrollar
inecuaciones lineales y se les presentan situaciones como la anteriormente mencionada en

donde se tiene que considerar la pertinencia de la soluciones.

2. Texto Matematica 4° Medio, 2014, Santillana Bicentenario

Este texto de estudio corresponde a una obra colectiva, creada y disefiada por el

departamento de Investigaciones Educativas de Editorial Santillana, en el afio 2014.

El estudio de Inecuaciones lineales es abordado en la Unidad 1 “Inecuaciones”, la

cual presenta la siguiente organizacion de los contenidos y actividades planteadas:

1°.- Inicia el estudio de Inecuaciones lineales recordando el conjunto de los nimeros reales,

notaciones y propiedades de conjuntos.
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EN sinTesIs

» Los conjuntos numéricos <& pueden representar por medio de un diagrama
como el que se muestra a continuaddn.

Y T — N: Nimeros naturales
\ g
((n)z)Q : @ \ Z: Nimernos enteros
N / . Q: Nimeros racionales
At —— :
R=QUQ* Q* : Nimeros imacionales

R: Nimeros resles
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Ejemphe
S Gefiren s conjurecs A= (LA Q TL IS AL M 272000y S=004 68 0, 12, M, 96, 18 ¢
»  Launion ertre Ay B (A U B comesponde a 1000t fos & QuUe DEMENEcEn

Cubluiens de jos conjuntos. Bn Ca0 que 0% Se Tepitan sé escrben solo una vez,
o5 decte

AUS=0 346851012, 04,15, 16 T8 20, 21, 24 22 506

+  Lalnterseccidn entoe Ay B (A N 8 comespande a 10008 los elementos goe
Petenecen o al conjunio A como M conjunio B e decr:

ANBxE 1218
+  Alwp it o antedior Ltizando un dsgrama de Venn, se tene:
‘A [

2

O Y g
24
9 s » 10 2
R 8
b2y "
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2°.- Define lo que es una desigualdad y presenta ejemplos, para luego definir las

propiedades de las desigualdades.

Desigualdades

Lina desigualdad es una redacion enire dos cantidades que representa una comparackin
e la que se utilizan los dquientes simbalos:

Ejernplos
< Enorque b 4210
= o que * —Ex-25
= menor o g que * 025 = 07E
= rnayod olgual que * 5] @ -60
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Propiedades de las desigualdades

Las dedguaidades entre nimeros reaies cumplen difesentes propiedades s que pueden
aplicarse para resohver problemas expresados mediance una o mds desigualdades

1. Sia ambos lados de una desigusidad s SUMA O resta un mismo ndmeo el S=é
se obitiene otra desiguaidad equivaleree 3 ls prmen, gas mantiene S5-3<8-3
su sentido. 2=5

asb®aicsbicabcER

2. Toda desigualdad es equivalente 2 b diferenda srtre o misrbro mayor y of a=5

menor dicha diferencis s slempre mayor o igual que cera B-5&0
1Zbeb-3FeabER R0

3. 5= wnan, respectvamente, los ados de dos o mis desiguaicades, s= S5=8 3<=§6
citiere otra desiguaidad que Mmantiene &l sentido ce Lx desiguaidades S+1£8+6
corsdendas. L)

sabcsdmascabrdabcdeER

' A. Siaambos lados de una desigualdad se multiphcs o deide por un mamo . T=9 250
rrneno real positve, s obtiens ot desiguaidsd qus mantiene ¢l sentido 71%G 2
de la primera e
aghc>0marcEbocys <2
C [ -]
5. Sia arnbos lados de una desigusidad we multipica o diide por un msmo S=8 -2<0
ndmena real negative, s obtiene otra desgusidad de distinto sentido que S5+-1282
el de la primera. b -0 -16
aGhccOmacRbreyi»2
cC cC
6, Sicada bda de une desgualdad de nimesos resles postvos we tramsforma 157
en w corespondiene Fverso msltipiicative, s= obtiens ctra desiguaidad de 1 = 1
distinto sentido que el de s primera 377

15bes 4 zlanerR
a b

7. Siaambos lados de una desigusidad de ndmesos reales No megathos = 9

Ie extrae s rafr cuadrada, se obtiene otz desigusicad gor mantiene o T&d'
sentido de la primera. lo -
/ f== <v 38
asb=aVazvbaserunm Vi
3
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3°.- Paso seguido define lo que es un intervalo y presenta los diferentes tipos de intervalos.

Intervalos

En la recta nurménica se mvestra 13 representacion de tedos los ndmeros reales que
cumplen la condicion 2 <x = 1.

‘__’_.

-2

Lo anterior se puede escribir utiizando un intervalo de niimeros realles, que = representa
por -2, 1) La refadién entre la recta numéricay el intenvalo es |a sigufence:

Es ablerto en -2, porque & -—-—v Es cerrado en 1, porque

conjunto no induye diche ‘f 1 & conjunto incluye diche
nomera ndmero,

Enla N M fa
mnor.ectasenepmsema @9 : \]]/ Z:n:emserepm

L2 orlentacién de los corcheces representa silos extremaes del Intervalo fomnan parte del
CONJUNED © MO,
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Fara todo a b = R, se tenen los siguientas tipos de intervalos:

Tipe de irtervalo Irtervalo Por comprensian Representacion grifics
Abierto Ja. B[ wER/a<x<h] — Ea Lh -
Cemadin H FER/aSkEH ‘:_a:t_-"‘"

Ta.Hi pER/a<x s b} _:—‘g—‘ﬁ
Semiabiern
[a. B[ RERMa= <k} _u' f !‘h -
I +eef BER/Mx =& o Fie.
- R - _;_‘;l::ﬁ
Hoasmtado o infinito
o e _u::h_.ﬁ
_— cEREH —H‘:h_-ﬁ
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Luego mediante ejemplos se muestra la manera de representar intervalos, tanto grafica

Como por comprension:

Ejemplos
Al representar los intervalos de manera gréfica y por comprensién, se tiene:
1. A=]}-53 g B_]-‘,m
2
Grafico: Gréfico:
-5 -4-3-2-101 2 3 ~'S '4 ~‘-3 : ~‘l 6_11 2 3 4eo
2
A=xER/-5<x<3} B={XER/X>-;I
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Posteriormente se introduce las operaciones de intervalos (union e interseccion), y algunas
propiedades, las que por medio de un ejemplo muestran al estudiante su comprobacion.
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Al considerar A, By Cintervalos en [, se tisnen las siguientes propiedades:

a. AUG=A e. ANG=0
b. AUA=A f.OANA=A
c. AUB=BUA g. ANB=BNA

d. AUBUC=AUBUC
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h. (ANBNC=ANEND

Ejemplo
Considerando los intervalos A ==, =1], B= -4, 2[ v C= |-2, 4| comprueba que
ANEBNC=ANEND

Solucién
{ (i
(ANBNC ANENC

= -1IN 420 N2 4
=[-4,-11N]-24

=}, -N (4 2N12,4)
=} -INF2 2

=121

Luego, cormo en () v en (i) s tiene &l mismao intervalo, es posible comprobar que:
ABABNC=ANIENCD
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s 1]

4°.- Avanzando en la estructura y organizacion del contenido se advierte una sesion

dedicada a la resolucion de ejercicios tipo PSU:

Evaluacion de proceso tipo PSU — AR
[ LTI YT ], PP ———" L P S——p—" PPy ey 13, 5048 <\ e qouied e e upiornns
s et 2 e Smshanciin. ST P oot w vt vyl st e et
o PR TR
1, 0 dovertn v ket : ;' % 250 s
s - C ach 1l
e o &k B oane s 57
L ek L et L oa-1%o . et
. e s
¢ ‘u:’ 6. om0t mpreweacin s whecoms o v 4 o] B o midre A Sool
: A bER/Ieca L oot
SAEN LBV D
t nex L bERMcE - C Syt
= C bR/ . ;: el g
L. A gt shmatiens crponde o crgre 0 ey C 12K S
B G N amimpe A s rmo e 1Y L bCRmean A
L tte) e L 12n B s
& RALAYY N (. £t mirvews @ corwTer @ Fveresks TG ”n
€ RASZYy® & rrws pifcal L1/ ot tamrestopumevrse o rbvere 4200 e
o RAKZY M : v macs
L RASIANyT = e Ty a :‘: e
Au » 2 e
3. tedetredamprm taf 1L LA LA & =
L] B rted A Spodun
T2 s oo o gt B L ofhed L
A l-h‘.lllqﬂ 'y C At ponm, (4 10
B MepEN/mcey o & [2.-‘". P —— B Cotewro por € wia M ol
C RehGRrocacy 1 e e shaven e e
B OGN/ & 0 A<acty Aot
= ses
LA P T ) 8 Lol vl syt Womm b v ) 15 Lamomute == w4t G Kysoh nmume o
e trtee o aryons rerm e
4 5 sy sk
L st Sempatied v el ""'.,:T‘.‘i L a€ashch ot
A Lecls O e
¢ £ 0 1 syt i e ™ veeden s A Db d i
L s g L 9CA A Seol A @gor ik
€ Peser4d P St £ At g 007 O
(1 1 > b ety B Cate o por o ol 08 008
P M ,I" " g €A b iy T e o vty abcore.
AT e e
L et
€ Sawigt
0. SawipR
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5°.- Define el concepto de Inecuacién lineal:

Inecuaciones lineales con una incognita
Unainecuacién de primer grado con una incognita es una desigualdad en la que intervienen
numeros reales y una incégnita de primer grado.

En una inecuacion se relacionan expresiones algebraicas con los simbolos >, <, = y <.
Ejemplos

Jy—2
1. Ix<2 2. 2+4z+2=7-1 3. §,>, y;
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Luego mediante ejemplos se muestra la manera de resolver una inecuacion lineal,
enfatizando en que se pueden aplicar las propiedades de las desigualdades para “despejar”
la incognita. De esta manera una vez resuelta el conjunto solucion se puede representar
mediante un intervalo, o bien gréficamente en la recta real, como se muestra en la imagen

adjunta:

Ejemplos

Resolver cada inecuacion.

4, 3x-1N=x+2 H_ ||
x-1) = x+2
3x-3=x+2 » Seresuelve el paréntesis.
3X-x—-3=x-x+2 « Seresta x en ambos lados.
2x-3<2
2X-3+3=<243 = » Sesuma3enambﬁlados.
x<5
ﬁ = —5 = Sedivide por 2.
2 s
5
X = 5

. ’ . - 5 :
Los ndmeros que satisfacen a la inecuacion corresponden a lx ceR/x < 3 es decir,

corresponden alintervalo

e OO
’

.Este conjunto se puede reprﬁintai cre manera grafica

en la recta real dL la sigLiente manera:

3 4

R 0 1 2

3
2
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Paso seguido se presentan situaciones cuya solucion es modelada a través de inecuaciones
lineales:

Ejemplo
La diferenda entre el triple de un nirmero y surnitad sobrepasa al misme nmens aumentadd
en & joué ndmeros cumplen con esta condicion?

«  Asignacidn de la Incdgnita: = ndmese desconocido.
«  Se plantea la inecuackn:

El triple de un diferenda la mitad del sobrepasa el e
nidmeno nidmera aumentado en &
Ix X > ¥+ 6
2

+  Spresuelve la inecuacidn: £ ——; =HAE

!
I —— &
% 3 X

B = = I
2
B == 2w = 12

312

=6

¥ d

«  Seresponde la pregunta:

Los nidrmeres que cumplen con |2 condicién son los mayores que 4.
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Finalmente se analiza la existencia y pertinencia de las soluciones segun el contexto, como

se evidencia en la siguiente imagen:

La suma de dos nimeros es menor que 4, y uno de ellos es el triple del otro.
#Qué numeros naturales cumplen dicha condicién?

» Asignacion de la incdgnita: x: primer ndmero

3x:segundo ndmero

» Planteamiento: X+3x<4

» Resolucion: Xx+3x<4
4x < 4
x<1
Esteresultadoexpresadograficamente: l

oo -2 -1 0 1 2

= Respuesta: debido a que los ndmeros naturales son mayores o iguales
gue 1, no existen ndmeros naturales que cumplan con las condidenes
del problema. Por lo tanto, el problema no tiene solucién.
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1.3 Objetivos de investigacion

1.3.1 Objetivo general

Analizar el espacio de trabajo matematico de los estudiantes, a través de situaciones que
involucran el concepto de inecuacién lineal, para elaborar una propuesta de ensefianza-

aprendizaje.

1.3.2 Objetivos Especificos

1. Conocer las concepciones que tienen los estudiantes de ensefianza media y nivel

universitario acerca del concepto de desigualdad e inecuacion lineal.

2. Analizar el tipo de tareas que se presenta a los estudiantes tanto en evaluaciones
nacionales (PSU) como en los documentos oficiales: programa de estudio y textos

escolares que involucran el concepto de inecuaciones lineales.

3. A partir del tipo de tareas encontradas en la revision antes mencionada analizar el
espacio de trabajo matematico de estudiantes de ensefianza media y nivel

universitario respecto a las inecuaciones lineales.

4. Elaborar una propuesta de ensefianza-aprendizaje a partir de los analisis
preliminares que facilite la articulacion entre los planos cognitivos y

epistemoldgico respecto al concepto inecuacion lineal.
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2.1 Aproximacion Epistemoldgica

2.1.1 Antecedentes Historicos

En la historia de la matematica se atribuye a Thomas Harriot (1560 - 1621) la creacion de
los simbolos algebraicos: < para referirse a “menor que” y > para referirse a “mayor que”,
mientras que a Pierre Bouguer (1698 - 1758) se le atribuyen los simbolos: < para referirse a

“menor o igual que” y > para referirse a “mayor o igual que”.

Por su parte la historia de las inecuaciones es tratada por Giorgio Bagni (2008)
quien estudia el desarrollo histérico de la ecuaciones e inecuaciones con el fin de subrayar
sus diferentes roles en distintos contextos socioculturales, en el cual sefiala que la historia
de las ecuaciones es bastante rica; en muchas culturas y en diferentes partes del mundo se
encontraron procesos relacionados con las ecuaciones. En el Renacimiento la denominada
Regola d'Algebra (regla algebraica) era el procedimiento para la resolucién de problemas

aritméticos que terminaba con la solucion de una ecuacion algebraica.

Sin embargo la historia de las inecuaciones no es tan rica; antiguamente las
desigualdades fueron expresadas por registros verbales como hace, por ejemplo, Euclides
en los elementos, cuando habla de las desigualdades relativas a los elementos de un
triangulo. De todas maneras, siempre la referencia era a desigualdades y no propiamente a

inecuaciones.

Algunas inecuaciones se pueden conectar a la evolucion historica de las técnicas de
analisis matematico, por ejemplo con maximizar y minimizar (Hairer y Wanner, citados por
Bagni, 2008, p.5).

Para referirse a la matematica del siglo XX Bagni cita a Odifreddi (citado por
Bagni, 2008, p.6) quien escribe:

"Una contribucion a von Neumann en 1937 fue la solucion a un problema que data

de L. Walras en 1874: la existencia de situaciones de equilibrio en los modelos
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matematicos de la evolucion del mercado, basado en la oferta y la demanda (a través de los
precios y costos). Vio, en primer lugar, que un modelo se expresd por las desigualdades
(como se hace hoy en dia) y no las ecuaciones (como se ha hecho hasta entonces)”.

El autor observa entonces la presencia de una asimetria historica significativa segun
la cual, por lo general, los matematicos expresaban por medio de ecuaciones el problema
por resolver y luego, por medio de desigualdades, fijaban las condiciones para las
soluciones de dichas ecuaciones. Ademas, en la historia (y en la practica didactica), muy
frecuentemente se reconducia la resolucion de una inecuacion a la resolucion de la ecuacion
asociada. Sin embargo, al propdsito resulta necesario considerar el contexto social y
cultural: la “solucion concreta” ha sido muy a menudo considerada como mucho mas
importante de un abstracto “campo de posibilidades”. Muy frecuentemente se le ha
atribuido una importancia social “significativa” a la determinacion de la solucion, asi como
nos testimonian la elaboracién y el uso de los métodos practicos y aproximados (Radford,

Hairer y Wanner, citados por Bagni, 2008, p.6).

2.2 Inecuaciones como objeto matematico

2.2.1 Conjunto de los Numeros Reales

El conjunto de los numeros reales satisfacen los axiomas enumerados a continuacion.
Dichos axiomas se clasifican de manera natural en tres grupos a los que nos referiremos
como axiomas de cuerpo, axiomas de orden y axioma de completitud (llamado también

axioma del supremo o axioma de continuidad) (Apostol, 1996).
- Axiomas de cuerpo

Junto con el conjunto R de los nimeros reales admitimos la existencia de dos operaciones,

Ilamadas suma y multiplicacion, tales que, para cada par de nimeros reales x e y, la suma
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X+y y el producto xy son nimeros reales que satisfacen los siguientes axiomas. (En los

axiomas que a continuacion se exponen, X, Y, z representan nimeros reales arbitrarios)

e (R,+) es grupo abeliano

- Axioma 1: Conmutatividad
Vx,yER:x+y=y+x

- Axioma 2: Asociatividad
Vx,yER:x+(y+2)=Kx+y)+z

- Axioma 3: Existencia Unica de elemento neutro
VxeR,F'10eR:x+0=0+x=0

- Axioma 4: Existencia Unica de elemento inverso

VvxeER—{0}, 3 x" eR—-{0}:x+x"=x"+x=0

e (R —{0}, -) esgrupo abeliano

Axioma 1: Conmutatividad
Vx,y ER: xy =yx
- Axioma 2: Asociatividad
Vx,y € R:x(yz) = (xy)z
- Axioma 3: Existencia Unica de elemento neutro
VxeR, F'1eR:1x=x-1=x
- Axioma 4: Existencia Unica de elemento inverso
VxeR—{0}, 3x" eR—{0}:x-x"=x"-x=1
- Axioma 5: Distributividad

Vx,y,ZzER:x(y+2z) =xy +xz

-Axiomas de orden

Existe una relacion < que establece una ordenacion entre los numeros reales y que

satisface los siguientes axiomas:

- Axioma 6: Se verifica unay solo una de las siguientes relaciones:
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X=y 0 x<y 0 x>y
Esto se llama tricotomia de la desigualdad.

- Axioma7:SiX <Y, entonces, paracada z,es X+z<Yy+2
- Axioma8:Six>0e y >0, entonces xy >0

- Axioma9.Six > yey >z entonces x > z

Nota: Un ntmero real x se llama positivo si x>0 y negativo si x<0. Designaremos por R" el
conjunto de todos los numeros reales positivos y por € R™ el conjunto de todos los

nameros reales negativos.

- Axioma del Supremo

El siguiente axioma permite probar que los nimeros reales completan todos los espacios en
una recta si fuesen representados de tal forma. Para ello es necesario definir el concepto de

conjunto acotado.

Definicion: SeaA c R, A # @, r € R. Diremos que:

i.  resunacota superior de A siy solo si:
a<r, Va€eA

Es decir, r es mayor o igual que cualquier elemento de A.

ii.  resunacotainferior de A siy sélo si:
a=r, VaeA

Es decir, r es menor o igual que cualquier elemento de A.

e Si existe cota superior para un conjunto A, se dice que A es acotado superiormente.
e Si existe una cota inferior para un conjunto A4, se dice que A es acotado inferiormente.
e Si A es acotado superior e inferiormente se dice que A es acotado.

e Si A = @ diremos que A es acotado.
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Axioma: Todo conjunto no vacio S de nameros reales que esté acotado superiormente

admite un supremo; es decir existe un namero real a tal que a = supS.

2.2.2 Inecuaciones

Inicialmente para introducir el tema de las inecuaciones se hace un estudio de las
desigualdades, considerando que ellas resultan ser relaciones de marcada importancia en el
campo de las matematicas; igualmente se trae la definicién de intervalos, como se quiera el

conjunto solucion de una inecuacion es un intervalo o la unién de varios de ellos.

2.2.3 Desigualdades

Diremos que a es mayor que b 6 b es menor que a Si y solo si
a—beR"
y escribiremos esto indistintamente como
a>b ocomo b<a. (1)
Diremos que a es mayor o igual que b si a es mayor que b 0 a es igual a b, es decir,
a>bva=>»
Escribiremos esto indistintamente como
a=b o b<a.
Asi, se tiene

a=>beoa>boa=>»
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Anélogamente, diremos que a es menor o igual que b si a es menor que b 0 a igual que b.

Escribiremos indistintamente en este caso

a<b ob=>a

O equivalentemente
a<bea<boa=hb
De acuerdo a los axiomas de orden se puede probar facilmente las siguientes propiedades:
Seana,b,c €R
i. aeR-{0}-a%*>0
Demostracion:

Tenemos dos casos, sia >0 osia <0
Sia > 0, porcerraduraa-a = a? > 0
Si —a > 0, por cerradura (—a) - (—a) = a?> >0

ii. a>0-al>0

Demostracion:

Demostracién por método del absurdo. Sea a € R*. Supongamos que a™ ¢ R*, entonces

por axioma 6

al=0 v —(a ™) eRrt

-1

Supongamos que a * = 0 entonces a-a =0 pero por propiedad de inverso

a-a' =1; esto es contradiccion y por lo tanto a™ #0.
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Supongamos que —(a') € R*. Como a € R* tenemos que por axioma 8 que

—(a™t)-a=-1 € R* que es también una contradiccion pues 1 € R*. Como en ambos

casos obtenemos una contradiccion, no se puede dar ninguna de las dos posibilidades, por

1

lo tanto, a ™ € R™; asi, se tiene que el inverso multiplicativo de un nimero positivo es

también un nimero positivo.

iii.h. a<bAb<c -»a<c

Demostracion:

Como a < b,entonces b —a € R*, como b < c, entonces c — b € R*
Entonces, sumando (b — a) + (¢ — b) € R*,asic —a € R*
De lo anterior, ¢ > a

iv. a<bea+c<b+c

Demostracion:

Comoa<b

< b—a eRY (Definicion de <)

< b—a+0€eR (Neutro aditivo)

< b—a+c—c R (Inverso aditivo)

< (b+co)+(—a—c)eRF (Asociatividad y conmutatividad)
< (b+c)—(a+c)eRrR? (Distributividad)
entoncesa+c<b+c (Definicion de <)

V. a<bAc>0-ac<bc



Demostracion:

Comoa < b, entonces b —a € R*
Por axioma de orden y como ¢ € R*, entonces ¢ - (b — a) € R

Es decir, ch — ca € R* yasi ac < bc

Vii a<bAc<0-ac>bc

Demostracion:

Sia < b,entoncesb—a >0
Sic < 0,entonces -c >0
Entonces -c(b — a) € R*

O sea ac — bc > 0, entonces ac > bc

La relacién entre ay b,a < b se acostumbra a decir que es una relacion de orden total

(R, +,,, <)) yaque cumple: a,b,c € R

i. Reflexividad a<a
ii. Antisimetriaa<byb<a —-a=b

iii. Transitividad a=b y b>c—-a=c

Demostracion:

(a=zbyb=c)o{(a—b)eR" y(b—c) eR*

Por axioma 1,la suma esta en R*, por tanto (a —¢c) ERt* o a >c¢

V. a>byc<0 oac<bc
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Demostracion:

(a>byc<0)o (a—b)eRTy —ceRH,
Por axioma 2 el producto esta en R*,luego (a—b)(—c) € RT &
(bc —ac) € Rt & ac < bc
2.2.4 Conjuntos en R
Dado un conjunto de referencia U cualquiera, al que llamaremos Universo de referencia, y
una funcién proposicional P(x) definida para elementos de U, podemos obtener un nuevo

conjunto A, como aquel formado por todos los elementos x de U que satisfacen la funcién

proposicional P (x).

Asi podemos describir el conjunto A como:

A={x€U/P()}

Proposicion:

e Todo conjunto es igual a simismo.A =B ©@ AcBABCc A
e SiAyBsonconjuntosy A=B=B=A
e SiAByCsonconjuntosyA=BYyB=C=A=C

Definicién: Un conjunto B se dice que subconjunto de otro conjunto A, y se escribe B c A,

si todo elemento en B, también lo es en 4, es decir,
VxEB,x€EB=>x€A

Si B es subconjunto de A también se suele decir que A incluye a B.
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Definicion: El conjunto vacio (denotado por @) es el conjunto que no tiene ningun

elemento. Estoes: @ ={x€ Ayx ¢ A}
Operaciones entre conjuntos

Se define para lo que sigue al Universo U como aquel conjunto relativo que contiene a

todos los conjuntos que se describen a continuacion:

e LaUniénde A y B, denotado por AUB, se define como:
AUB={x€eU:x€AV x € B}

e La Interseccién de A y B, denotado por A N B, se define como:
ANB={xeU:x€AANx EB}
SiAN B = @, sedice que Ay B son disjuntos.

e EI Complemento del conjunto B con el conjunto A, denotado por A\B, es el
subconjunto de A definido por:
AB={xeU:x €A N x¢&B}

e La diferencia entre el conjunto A y B, es el conjunto de elementos del conjunto
A que no se encuentran en el B, y lo notamos por (A — B),
A—B={xeU:(x€A) A (x &B}

e Ladiferencia simétrica entre el conjunto A y B, es el conjunto de elementos tal que:

AAMB ={x€U:x € AV x € B}

Representacion geométrica de los nimeros reales

Los numeros reales son, a menudo, representados geométricamente como puntos de una
recta (denominada recta real o eje real). Se elige un punto para que represente el 0 y otro a
la derecha del O para que represente el 1. Esta eleccion determina la escala. A cada punto de
la recta real corresponde un namero real y uno solo y, reciprocamente, cada nimero real

esta representado por un punto de la recta real y uno solo.
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La relacion de orden admite una interpretacion geométrica simple, Si x <y, el
punto x esta a la izquierda del punto y. Los nimeros positivos estan a la derecha del 0 y los
numeros negativos estan a la izquierda del 0. Si a < b, un punto x satisface las

desigualdades a < x < b si, y solo si, x estaentre ay b.

1.2.5 Intervalos

El conjunto de todos los puntos comprendidos entre a yb se denomina intervalo. A
menudo es importante distinguir entre los intervalos que incluyen sus extremos y los

intervalos que no los incluyen.

Clases de intervalos

1. Intervalo abierto ]a, b[. Este intervalo en notacion de conjuntos se escribe como
la,b[={x€R|a<x<b}

lo cual quiere decir que se consideran todos los valores de numeros reales entre ay b,

exceptoay b.

Gréaficamente, se representa como:

2. Intervalo cerrado [a, b]. En notacion de conjuntos este intervalo se define como:
[a,b]={xeR|a<x<b}.

Aqui se consideran todos los valores de nimeros reales entre a y b, incluidos ay b.
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En una recta que representa los nimeros reales la grafica de este intervalo es:

3. Intervalo semiabierto[a, b[. En notacion de conjuntos este tipo de intervalos se define

como:
[a,b[={x€eR|a <x < b}
Se consideran todos los valores de nimeros reales entre a y b, incluido a y excluido b.

Gréaficamente este intervalo se representa de la siguiente forma:

4. Intervalo semiabierto ]a, b]. En la notacién de conjuntos, este intervalo se expresa como.
la,b] ={xeR|a<x < b}

A este intervalo le corresponde la siguiente grafica sobre la recta que representa a los

(-l
il L

ndmeros reales R:

5. Intervalo infinito ]a, oo[. En notacion de conjuntos este intervalo se define como:
la,0o[={xeR|x>a

]a, oo[es el conjunto formado por todos los nimeros reales estrictamente mayores que a. En

la recta numérica la grafica es:

43



6. Intervalo infinito [a, co[. Hablando en términos de conjuntos:
[a,0o[={x ER|x = a}

[a, o[ es el conjunto formado por todos los nimeros reales estrictamente mayores que a,

incluido a. En la recta numérica la gréfica es:

.

i

7. Intervalo infinito ] — oo, b[. De forma similar a los intervalos anteriores este nuevo

intervalo se expresa en teoria de conjuntos como:
|—oo,b[={x ER|x < b}

Gréaficamente se ilustra asi :

8. Intervalo infinito ] — oo, b]. De manera similar a los anteriores intervalos | — oo, b] se

define como :
|]—oo,b]={x€R|x < b}

Gréaficamente, se presenta como :
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1.2.6 Funciones

Diremos que una correspondencia de un conjunto D a un conjunto E es una funcion si a
cada elemento x de D le corresponde un Unico elemento y de E. Para x de D el elemento y
de E(Unico) es el valor (funcional) de la funcion que denotamos por f(x) (notacion que se

lee "f de x"). Se dice también que f(x) es la imagen de x bajo la funcion f.
Denotaremos una funcion de las siguientes formas:
f:D->E
x = f(x)

0 fiD-E;y=f(x)

Definicion: El conjunto D es llamado el dominio de la funcién ( D = Dom(f) o
simplemente D = Domf), el conjunto E es llamado conjunto de llegada de la funcién. Un
subconjunto importante de E es el conjunto llamado Recorrido de f (Rec(f) o
simplemente Recf) que es el conjunto formado por todos los valores posibles de f(x), con

xenD.
Asi, f: D — E es una funcion si cumple:
1. A cadaelemento x € D le corresponde un elemento y € E.

(Vx € D)(3y € E)(a x le corresponde y)

2. yesunicoen E (paracadaxen D)

Definicion: Sea f:D — E:

e f se llama inyectiva, si a elementos diferentes en D le hace corresponder elementos

diferentes en E, es decir:
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x#y=f(x)#f)

0 equivalentemente fO=fy)=>x=y

e f se llama epiyectiva (o0 también sobreyectiva), si cada elemento de E es imagen de
algun elemento de D, es decir, si el codominio coincide con el recorrido de la
funcion.

VyeE,IxeD|f(X)=y

e f sellama biyectiva si es a la vez inyectiva y epiyectiva.

Definicion: Supongamos que f y g son dos funciones y sea D = Domf N Domg, entonces
se definen nuevas funciones (con dominio en D) construidas en base a operaciones entre

sus imagenes respectivas:

e Lasumade fy g denotada por f + g y definida por:

f+9:D—R
x = fx)+ g(x)

e Ladiferencia de f y g denotada por f — g y definida por:

f—9:D—R
x> fx) = g(x)

e El producto de f y g denotada por f - g y definida por:

f-9g:D—R
x> fx) g(x)
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e El cuociente de f y g denotada por f—] y definida por:

Z:D'—)]R
g

&)

ST

donde D" ={x € D:g(x) # 0}

Definicion: Sean A4, B,C y D conjuntos de numeros reales. Sea f una funcion de Aen B y

sea g una funcién de C en D, es decir,

Si Recf N C # @, es decir, el recorrido de f y el dominio de g tienen elementos en comun,

entonces es posible usar f y g para definir una funcién de A, € Aen D.
Tal funcion se denomina composicion de g con f, y se denota por g o f'y se define por:

gof: Ay — D
x = g(f ()

donde el Dom(ge f) =A; ={x € A: f(x) € C}, si Recf N Domf # @, es decir,

Dom(ge f) =A; ={x € Domf : f(x) € Recf N Domf}
Definicion: Si f es biyectiva, entonces a cada elemento y en E le corresponde un unico
elemento x en D tal que y = f(x). Esto define una funcion, llamada funcion inversa de f:
ffLE—D

tal que f~(y) = x. Se tiene entonces que: f(f*() =y, y que f(f(x)) =x, es
decir, fo f1 =1Idzyque f~1o f = Id,. Donde Id representa la identidad.
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2.3 Teoria de Espacios de Trabajo Matematico

La teoria que sustenta nuestra investigacion es la iniciada por Houdement y Kuzniak (1996,
1999 y 2006) especificamente en el dominio de la Geometria, llamada paradigmas
Geométricos y Espacios de Trabajo Geométrico (ETG),pero luego fue ampliada por
Kuzniak (2011) a los Espacios de Trabajo Matematico (ETM), como una “concha
metodologica” que considera otros dominios de la las matematicas. Especificamente, en
este trabajo nos referiremos al dominio del analisis (ETMan) Y del dlgebra (ETM,), ya que
las inecuaciones lineales poseen una componente analitica, por los axiomas de orden y una

componente algebraica puesto que se relaciona con las estructuras algebraicas.

Comenzaremos el tratamiento de esta teoria refiriéendonos a los Espacios de
Trabajo Geomeétrico (ETG) para luego referirnos a la ampliacion a otros dominios de las

matematicas.

2.3.1 Paradigma geométrico

Para Kuhn paradigma son “realizaciones cientificas universalmente reconocidas que,
durante cierto tiempo, proporcionan modelos de problemas y soluciones a una comunidad

. 13
cientifica”

En el ETG se identifican tres paradigmas geométricos (GI, Gll y GllII) inspirados
de la nocién de paradigma de Kuhn, estos se definen a través de tres componentes una de

caracter filoséfica (Kuhn), cognitiva (Gonseth) y epistemoldgica que interactdan entre si.
Geometria Natural (GI)

En esta se manifiesta una estrecha relacion con la realidad, asi los objetos estan definidos

en correspondencia con la realidad espacial y local del individuo. Donde la intuicién, la

13 . S
Kuhn T., 1971. La estructura de las revoluciones cientificas, BREVIARIOS,p.13
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experiencia y el razonamiento deductivo actian sobre los objetos debido a la percepcion o

al uso de artefactos. La geometria Euclidiana no estd considerada dentro de esta geometria.
Geometria Axiomatica Natural (GII)

En esta geometria se habla de figura geométrica, puesto que hay una mayor abstraccion a
pesar de que existe relacion con la realidad, los problemas para ser resueltos no necesitan
de la presencia de todos los axiomas, en este sentido es posible referirse a un sistema
axiomatico local, Illamado Geometria Euclidiana Local. El razonamiento de validacién se

funda sobre las leyes hipotéticas deductivas del sistema axiomatico puesto en juego.
Geometria Axiomatica Formalista (GI11)

Acd los objetos geométricos provienen de una axiomatica elegida con toda rigurosidad y
formalismo del modelo. EI razonamiento de validacion en este paradigma es
exclusivamente a través del sistema formal de axiomas del modelo geométrico subyacente
y el uso de artefactos no estd permitido, de esta manera esta geometria no esta relacionada

con la realidad.

2.4 Espacio de Trabajo Geométrico

A partir de los paradigmas descritos, se define el Espacio de Trabajo Geométrico que es un
ambiente organizado por y para el gedmetra el cual puede ser eventualmente un estudiante,
un profesor o cualquier individuo que se enfrente a un problema de geometria. El espacio
de trabajo lo define la interaccién y la dindmica que se da entre componentes cognitivas
(visualizacidn, construccién y prueba) y epistemoldgicas (espacio real y local, artefactos y
referencial), las que (inicialmente) estan conectadas en la geometria por tres modos de
pensamiento intuicion, experimentacion y deduccion. Los problemas no son parte del ETG,

sino son los que lo activan y dan sentido.
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Componentes epistemologicas del ETG

Un espacio real y local es la concepcidn por parte del estudiante respecto al modelo
geométrico y presenta dos aspectos, el local y real, el primero, se refiere a que el individuo
trabaja con una parte del modelo, el segundo, se refiere a que los objetos son el resultante

de la abstraccion del modelo a partir de la realidad.

Los artefactos, corresponde a todo lo que le permite al gedmetra manipular los
objetos geométricos como instrumentos de dibujo o programas informaticos con la

finalidad de abordar un problema.

El referencial tedrico, corresponde al conjunto basado en definiciones y propiedades

que finalmente determinan el modelo geométrico.

Componentes cognitivas del ETG

Desde el punto de vista cognitivo, hay ciertos procesos que estan asociados al ETG, como

lo son: visualizacion, construccion y prueba.

I. Un proceso de visualizacion en relacion con la representacion del espacio y el
soporte material.

ii. Un proceso de construccion determinado por los instrumentos utilizados (regla,
compas, etc.) y las configuraciones geométricas.

ii. Un proceso discursivo que produce argumentaciones y pruebas.

El proceso cognitivo de visualizacion aporta en el proceso de construccion y vice
versa, a la vez, el proceso cognitivo de construccion aporta en el proceso de prueba y
viceversa, pero el proceso de visualizacion aporta en el sentido que se relacionan, que se
emplea uno cuando se hace el otro, en la prueba pero no podemos asegurar que la prueba
aporta en el proceso cognitivo de la visualizacion. A la vez, estos procesos cognitivos estan

ligados a las componentes del ETG y se articulan conformando un espacio de trabajo
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dindmico y cognitivo, el cual es articulado por el gedmetra dependiendo de su paradigma
dominante (GI, Gll o GllI).

A continuacién se presenta un esquema que muestra como se articulan las

componentes del ETG:

Visualizacién

Plano cognitivo

Intuicion Deduccion

Experiencia

Espacio real y local

Artefactos

Plano epistemolégico

Figura 2.1: Espacio de Trabajo Geométrico. (Houdement&Kuzniak, 1996, 1999, 2006)

2.5 Espacio de Trabajo Matematico

En el afio 2011, Kuzniak propone la ampliacion del ETG al ETM (Espacio de Trabajo
Matematico), donde se considera este espacio como una “concha metodologica”, desde
donde se pueden definir los espacios en los otros dominios de las matematica, considerando
segun Kuzniak que la diferenciacion de los dominios matematicos esta ligada a la
naturaleza de los objetos estudiados pero mas fundamentalmente también es necesario

conocer los principios epistemoldgicos de estas diferencias.
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Asi podemos definir distintos espacios de trabajo: ETM, para referirnos al ETM en
el dominio del &lgebra, ETM,, para el ETM en el dominio de la geometria, ETM,y para
referirnos al ETM en el dominio del andlisis y ET M, para referirnos al ETM en el dominio

de la probabilidad, cuidando de las especificidades de cada dominio.

Especificamente, en este trabajo nos referiremos al dominio del anélisis y el
algebra. Nos interesa el vinculo entre el ETMa y el ETMan, ya que las inecuaciones
lineales tienen una componente analitica, por los axiomas de orden, pero también tiene una

componente algebraica porque se relaciona con las estructuras algebraicas.

Asumiendo que el trabajo en el dominio del algebra y el andlisis tienen sus propias
especificidades, es que surge la necesidad de redefinir cada una de las componentes del
Espacio de Trabajo Matematico, Kuzniak entonces plantea considerar en un Plano
Epistemoldgico las componentes: Representamen (antes Espacio Real y Local), Artefactos
y Referencial, y en un Plano Cognitivo las componentes: Visualizacion, Construccion y

Prueba.

A partir de esto, se definen 3 génesis que conectan el plano epistemoldgico con el

plano cognitivo:

2.5.1. Génesis Semiotica

Esta génesis articula la componente Representamen y la componente Visualizacion.
Para definir la componente Representamense considera la perspectiva de Peirce (1978): “el
representamen o Signo es una cosa que representa otra cosa: un objeto” (p.3). Esta teoria la
complementamos con la de Registros de Representaciones Semioticas de Duval (1999),
quien define registro como “producciones constituidas por el empleo de signos que
pertenecen a un sistema de representacion, el cual tiene sus propios constrefiimientos de
significancia y de funcionamiento” (p.175). Para Duval, el manejo de varios registros de
representacion semidtica aparece como algo fundamental para la aprehension conceptual

de un objeto matematico.
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2.5.2 Génesis Instrumental

Esta génesis articula la componente Artefacto y la componente Construccion. La
componente Artefacto en el ETM ya no considera solo los artefactos materiales clasicos
(regla y compés) y no clasicos (software) sino que incorporan los artefactos simbdlicos,
basados en Rabardel (1995), quien especifica que un instrumento es un artefacto manejado
por un individuo a través de la accion de esquemas. Asi, distintos instrumentos pueden
estar asociados a un mismo artefacto, diferenciados solo por la accion. Por ejemplo, una
regla, que es un artefacto, puede ser usada para medir o para representar segmentos, asi,
tenemos entonces dos instrumentos distintos generados por el mismo artefacto: regla, con
dos acciones distintas: medir y representar segmentos. En términos de la teoria de

Rabardel, el artefacto se instrumentaliza, de ahi el nombre de génesis instrumental.

En esta perspectiva tedrica, y para Kuzniak, los artefactos simbolicos corresponden
a los algoritmos. Un ejemplo clasico de algoritmo es el de la division, donde, siguiendo
pasos bien definidos, se llega a un resultado. Estos pasos se pueden computarizar, y no
necesitan del uso directo de propiedades, aunque por supuesto, estan fundados en ellas.
Otro ejemplo son los algoritmos de la multiplicacion (el “correr” los nimeros un lugar a la
izquierda cuando se multiplica por ndmeros de 2 o mas cifras). En este caso, Si se
multiplica sin explicitar las propiedades (como la descomposicion decimal del nimero, y la
distributividad), y se usa tal algoritmo, estariamos en presencia de un artefacto

simbadlico.

La componente construccion también es en un sentido mas amplio que en la
construccidén geométrica, como se dijo, aqui ocurre un proceso de instrumentalizacion en

donde un artefacto inerte esta asociado a una accion.
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2.5.3. Génesis Discursiva

Esta genesis articula la componente Referencial Tedrico y la componente Prueba.
Para definir la componente Prueba se considera la perspectiva de Balacheff (1987), para
quien prueba es “una explicacion aceptada por una comunidad dada en un momento dado
[...]”, donde la demostracion, es un caso particular de estas pruebas bajo reglas de
deduccion matematica que se dan en el seno de la comunidad de matematicos. Balacheff

distingue dos tipos distintos de pruebas: pruebas pragmaéticas y pruebas intelectuales.
Pruebas Pragmaticas:

Estan ligadas a la accion y a la experiencia. En este tipo de pruebas hay presencia de
saberes précticos y las justificaciones son realizadas a través de material concreto o de
representacion del objeto. Dentro de este tipo de pruebas se distinguen: el empirismo naif,

el experimento crucial y el ejemplo genérico, los que se describen a continuacion:

- Empirismenaif: Se reconoce cuando la persona que valida la afirmacion lo hace después

de verificarla para algunos casos particulares.

- Experimento (experiencia) crucial: Se reconoce cuando la persona que valida la
afirmacion toma en cuenta la problematica de la generalidad y la resuelve mediante el uso

de un caso particular que reconoce como no especial.

- Ejemplo genérico: Se reconoce cuando la persona que valida justifica la afirmacion
considerando al objeto concreto como un representante de todos los pertenecientes al

dominio de dicha afirmacion.
Pruebas Intelectuales:

Provienen de una forma particular de razonar, donde se articulan argumentos, o cadenas de
argumentos, con una clara produccion en una lengua simbdlica. En este tipo de prueba hay
un pasaje algebraico, se dejan de lado los objetos materiales y su relacion con la
experiencia material. En este tipo de prueba se distinguen: Experimento mental,

Demostracion y Calculo y enunciado, los que se describen a continuacion:
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- Experimento mental: se reconoce cuando el razonamiento de la persona se independiza
del objeto, se observa un guidn que no tiene necesariamente la estructura de una

demostracion.

- Demostracion: se reconoce cuando el razonamiento que utiliza la persona tiene la funcién
de verificar y explicar en un lenguaje reconocido por la comunidad matematica, cuyas

reglas de debate se funda sobre la l6gica formal y en la deduccién de teoremas y/o axiomas.

- Calculo sobre enunciado: Balacheff identifica a esta prueba entre la experiencia mental y
la demostracién, es una prueba que no tiene la caracteristica de conformar una
demostracion pero tampoco tienen la caracteristica de la experiencia mental. En este tipo de
pruebas no hay un uso ejemplos ni de dibujos, sino que se utiliza un razonamiento (célculo)
a partir de propiedades (enunciadas) que por lo general, no son del todo ciertas (o seudo-
teoremas) y que son tan usuales de encontrar tanto a nivel numérico como en el geométrico
(Arsac et al., 1992, p. 149).

Un ejemplo concerniente es probar en geometria euclidiana que la suma de los
angulos de un tridngulo es 180°, y afirmar lo siguiente: como un tridngulo es la mitad de un
rectangulo, y como la suma de los angulos de un rectangulo mide 360° entonces la suma de

los 4ngulos del tridngulo es la mitad de 360°, es decir, “360°:2=180°".

A partir de estas definiciones, se conforma un espacio de trabajo matematico
(ETM), donde interactian y se articulan las tres génesis antes descritas. A continuacion se
presenta un nuevo esquema, donde se muestran las componentes del ETM, con sus

respectivas génesis:
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Visualizacion

Plano cognitivo

Génesis semidtica Génesis discursiva

Geénesis instrumental

Plano epistemologico

Figura 2.2: Espacio de Trabajo Matematico y sus Génesis. Kuzniak (2011)

A partir de la definicion de las componentes, junto a las génesis que las articulan, se

definen tres tipos de Espacio de Trabajo Matematico:

ETM — de referencia: Se refiere al espacio de trabajo definido de manera ideal
en funcion de criterios matematicos. Se dice que el utilizador es un experto epistémico. Se

puede considerar como el ETM institucional de la comunidad de los matematicos.

ETM — idéneo: Se refiere al espacio definido en términos didacticos, es decir, en
este espacio se concibe la reflexion sobre la reorganizacion didactica de las componentes

del espacio de trabajo.
Un utilizador natural de este ETM es el profesor.

ETM — personal: Se refiere al espacio definido por el fruto de la reflexion entre
los conocimientos aprendidos y los puestos en practica, de acuerdo a sus conocimientos

matematicos y capacidades cognitivas.

Un utilizador natural de este ETM es el alumno.
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La teoria de los Espacios de Trabajo Matematico considera la tarea, en el sentido de
Chevallard (1999). Chevallard centra el hacer matematica como actividad humana, donde
es posible definir praxeologias®* como una manera de describir la practica humana,
entonces define tarea dentro de la actividad matematica como aquella asociada a una
accion bien definida. Para Chevallard (1999), “una tarea (y el tipo de tareas asociado) se
expresa por un verbo: limpiar la habitacion, desarrollar la expresion literal dada, dividir un
entero entre otro, saludar un vecino, leer un manual de empleo, subir una escalera”.
Ademas, el autor define Tipos de tareas a un conjunto de tareas, por ejemplo para nosotras
resolver una inecuacion lineal es un Tipo de tarea, mientras que resolver x-1<0 es una

Tarea, por tratarse de una inecuacion especifica.

“La nocion de tarea o, mejor dicho, de tipo de tareas, supone un objeto
relativamente preciso; subir una escalera es un Tipo de tarea, pero subir, simplemente, no
lo es. De la misma manera, calcular el valor de una funcién en un punto es un tipo de
tareas, pero calcular, simplemente, es lo que se llamard un género de tareas, que pide un
determinativo” (p.2). Kuzniak (2011) afirma que la tarea no es parte del ETM, pero es la

que lo activa y le da sentido.

La praxeologia es la metodologia que estudia la estructura I6gica de la accién humana (praxis). Centra su atencion en el individuo,
en el impulso de quien efectiva e indudablemente, actda (individualismo metodoldgico), sacando de este estudio axiomas o principios
elementales, sélidos e inmutables, con los cuales entender y analizar el proceso del accionar humano, estos axiomas son: el hombre
actla, prefiere unas cosas a otras, concurre a la accion para alcanzar sus siempre mudables pero, en cada momento concretos y
especificos, fines, y el factor tiempo influye en su accionar. (extraido de Wikipedia; los postulados se encuentran primeramente en el

tratado de economia Accién humana, elaborado por Ludwig von Mises.
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Capitulo 3: Metodologia
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3.1 Ingenieria Didactica como metodologia de Investigacion

Nuestro trabajo se apoya en fases de la Ingenieria Didactica (Artigue, 1995), método de
investigacion de corte cualitativo que se caracteriza fundamentalmente porque sus
productos son construidos a partir de un esquema experimental basado en las realizaciones
didacticas en clase, es decir, sobre la concepcion, realizacion, observacion y analisis de
secuencias de ensefianza; y también porque se ubica en los registros de los estudios de caso
y cuya validacion es interna, es decir, basada entre la confrontacion entre el analisis a priori

y a posteriori.

El proceso experimental de la Ingenieria Didactica consta de cuatro fases: analisis
preliminares, concepcidn y analisis a priori de las situaciones didacticas, experimentacion y

finalmente el analisis a posteriori y evaluacion.

En esta investigacion se desarrollan algunas de sus fases considerando nuestro
objetivo general, analizar el espacio de trabajo matematico de los estudiantes, a través de
situaciones que involucran el concepto de inecuacion lineal, para elaborar una propuesta

de ensefianza.

3.2 Fases de la investigacion

3.2.1 Anadlisis preliminares

En esta fase se realiza un analisis del concepto inecuacion lineal, considerando:
e Propuesta del marco curricular vigente, programas de estudio, actividades sugeridas
en los textos escolares.
e Investigaciones en el &mbito de la didactica de las matemaéticas que dan cuenta de

obstaculos y dificultades en el aprendizaje y ensefianza de este concepto.
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e Aspectos epistemoldgicos y matematicos asociados al concepto inecuacion.

3.2.2 Concepcidn y analisis a priori de las situaciones didacticas

Un escenario importante para nuestra investigacion es el escolar, nos interesa conocer las
concepciones que tienen los estudiantes sobre el concepto inecuacién lineal, los
procedimientos que utilizan para resolver diferentes actividades asociadas al concepto y las

dificultades y errores que se presentan.

Para la implementacion de esta etapa se considera a estudiantes que han cursado al
menos un curso donde se ensefie inecuaciones lineales, para esto se invita a 2 estudiantes de
primer afio de la carrera de Matematica y 8 estudiantes de primer afio de la carrera de
Informatica de una Universidad estatal de la region de Valparaiso. También se considera a
estudiantes de tercer afio de ensefianza media, puesto que en este curso trataron el tema de
inecuaciones lineales, invitando a 2 estudiantes de un liceo municipal y 6 estudiantes de un

establecimiento particular subvencionado.

Cuestionario Exploratorio

El objetivo de este cuestionario exploratorio es caracterizar el espacio de trabajo
matematico personal de estudiantes en torno al concepto de inecuacion lineal. Este
cuestionario se elabora considerando tipos de tareas propuestas en textos escolares,

programas de estudio y de pruebas de seleccion universitaria (PSU).

Ademas con el fin de conocer las concepciones que tienen los estudiantes respecto
a los conceptos de desigualdad e inecuacion lineal, se pide a los estudiantes responder

individualmente las siguientes preguntas:

a) ¢Como defines una desigualdad? ¢Y una inecuacion?

b) ¢Como resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.
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Descripcion de Preguntas del Cuestionario Exploratorio

Pregunta 1 (PSU 2012): ¢Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que

satisfacen la inecuacion 2x + 7 < 12 + x?

1) El conjunto de los nimeros reales menores que 5.
1) El conjunto de los nimeros reales mayores que 5.

[11)  El conjunto formado solo por el nimero 5.

A) Solo | B) Solo 1l C) Solo 1l D) Solo 1y 1I E) Solo 11y 11l

Mediante esta pregunta se espera conocer los procedimientos que realizan los
estudiantes para obtener el conjunto solucién de la inecuacién lineal propuesta y de esta
manera dar cuenta de qué génesis es la que se privilegia, posteriormente analizar si
identifican cual(es) son los conjuntos que contienen elementos del conjunto solucion
obtenido al resolver la inecuacion lineal, esto es de interés para nuestra investigacion ya
que si logran resolver la inecuacion lineal correctamente pero no identifican lo mencionado
anteriormente, probablemente el obstaculo que pudo presentarse es el poco manejo del
concepto de conjunto, lo cual lleva a una dificultad para la comprension de las inecuaciones

lineales y para enfrentarse a situaciones de mayor complejidad.

Pregunta 2 (Propuesta ministerial): Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina,
propietaria de un terreno rectangular, que para la construccion y ampliacion de veredas,
de acuerdo al plano regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros
en el frente de su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de

ancho del terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.
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a) ¢Cuales son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide 10 metros

mas que el ancho, para que esta decision favorezca a la sefiora Adelina?

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble del

largo?
) Y, ¢si el terreno hubiese sido cuadrado?

Para esta pregunta nos interesa conocer si los estudiantes logran describir la
situacion presentada utilizando inecuaciones lineales para eventualmente ver los
procedimientos realizados para su resolucion, de esta manera dar cuenta de las génesis en
que los estudiantes transitan. Por otra parte nos interesa dar cuenta si los estudiantes

analizan la pertinencia de las soluciones obtenidas.

Pregunta 3 (Propuesta ministerial): De acuerdo a un aforismo hindd, para que una
relacion sentimental tenga un futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de

ella no sobrepase la mitad de la edad de €él, més siete afios.
a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si €l es ocho afios mayor que ella?

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad? ¢Cuales son

esas edades?

Esta pregunta tiene por objetivo conocer si los estudiantes logran resolver el
problema utilizando las inecuaciones lineales, poniendo especial atencion en el
procedimiento utilizado para resolver la inecuacion lineal, para de esta manera dar cuenta

de qué génesis son las que se activan.
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Pregunta 4 (Propuesta ministerial):
a) Graficar lasrectasy =2x —7ey =—-3x+1

b) En cada grafico marcar los valores para y que corresponden al intervalo de valores
para x dado por —2 < x < 1. Expresarlo utilizando desigualdades y notacion de

intervalos.

¢) Comparar ambas respuestas. ¢ Cual es el valor maximo y minimo que toma el valor de y

en ambos casos? ¢ A qué valor de x se asocia el valor minimo de y en cada caso?

d) Comparar la distancia entre los valores maximo y minimo de y que se asocien a los

intervalos para x, l; = [2,5] e [, = [—2,1] en cada una de las rectas.

e) Proponer un intervalo de valores para y; determinar el intervalo correspondiente para

X.

Esta pregunta es de gran interés para nuestra investigacion ya que es la unica
pregunta en que se hace referencia a la gréfica para tratar inecuaciones lineales, en
particular queremos ver en qué medida y cémo los estudiantes trabajan la gréafica de las
rectas pedidas, de esta manera saber cudles son las génesis por la que transitan los
estudiantes. Por otro lado nos interesa ver si comprenden lo que se les pide en cada

pregunta respectivamente.

Aplicacion de Cuestionario y Analisis de Resultados

En un primer momento el cuestionario como se menciono anteriormente fue aplicado a un
total de 8 estudiantes universitarios de primer afio que habian tratado inecuaciones lineales
en al menos un curso, de los cuales 2 son de la carrera de Matematica que cursaron
introduccidn al célculo y los 6 restantes pertenecen a la carrera de Informética que cursaron
calculo I. Posteriormente, tomando en cuenta los resultados obtenidos de la pregunta 4 se

decidié no considerarla para el cuestionario aplicado a los 8 estudiantes de ensefianza
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media, de los cuales 2 pertenecen a un establecimiento municipal y los 6 restantes a un

establecimiento subvencionado. La metodologia de trabajo fue en binomios.

El rol del investigador fue de observador de la implementacion de la situacion,
apoyandose en un registro audio visual para constatar las argumentaciones, conclusiones y

las reproducciones realizadas por los estudiantes.

Espacio de Trabajo Matematico estudiantes Universitarios

A continuacion daremos a conocer los resultados obtenidos de los estudiantes
universitarios, a la luz de nuestro Marco teérico didactico, ETM.

Llamaremos E a la respectiva evidencia del desarrollo.

Pregunta 1

En el desarrollo de esta pregunta los binomios resuelven la inecuacién mediante un
artefacto simbdlico (algoritmo) y a partir de esto obtienen el conjunto solucion de la
inecuacion propuesta, llegando a x menor igual a 5 como se evidencia en E; activando asi
la génesis instrumental, luego transitan por la génesis discursiva al utilizar la definicion de

conjuntos para llegar a la alternativa correcta como se muestra en E..

1) El conjunto de los nimeros reales menores que 5.

Z-k T—.} é 12 X 1) El conjunto de los nimeros reales mayores que 5.
1)) El conjunto formado solo por el niumero 5.

X~ 5 £o A) Solo |
B) Solo Il

)(55 Xe]‘m,5] C) Sololll
X Sololylll
E) Solollylll
Evidencia E; Evidencia E,

Cabe destacar que solo un binomio recurri6 a la representacién pictorica de
intervalos para llegar a la alternativa correcta transitando asi por la génesis semidtica

(evidencia Ej3).
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Evidencia E;

Comentario:

Una de las dificultades que se presentd en uno de los binomios es que una vez obtenida la
solucion de la inecuacidn, les fue necesario recurrir a la representacion de intervalos para
interpretar las proposiciones que se encontraban en lenguaje natural, lo cual deja entre ver

que no hay un dominio en profundidad del concepto de conjunto.

Pregunta 2

- Para el desarrollo de la tarea a) 2 de los binomios logr6 identificar y plantear
correctamente la inecuacion lineal, sin embargo no realizan un mayor andlisis sobre lo que

obtienen por solucién como lo evidencia E;.

Evidencia E;
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Otro de los binomios aunque identificé que el problema trataba de inecuaciones
lineales no la plante6 correctamente, por lo tanto no llegaron a la respuesta a pesar de usar
un procedimiento correcto como lo evidencia E,. Por otra parte el binomio restante
establecio las variables a comparar, pero lo trabajé como ecuacion (evidencia E3), no

logrando concluir condiciones sobre la solucion.

Q) S-XD>y(s
SX- D> 3% 130
l; i %O I \'\ (8 ‘3“‘
5 3 {Som
;\ '\;»- L\ a
Spma.
Evidencia E;

oG & €

Evidencia E;
Para esta tarea inicialmente los 4 binomios activaron la génesis semidtica ya que se
apoyaron en el registro figural para desarrollar la tarea, activando finalmente génesis

instrumental.

- En la tarea b) solo un binomio llega a la respuesta correcta, apoyado en el registro figural

privilegiando la génesis semidtica, luego activa débilmente la génesis instrumental ya que
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realiza un breve trabajo algebraico solo como comprobacién, como lo evidencia E4. Los

binomios restantes esbozaron una respuesta sin fundamento (evidencia Es).

2Xs0

Evidencia E,4

v ] . = )
bx AR L«an iVJuP‘ rf\b\lf‘ .)'L)I_) \W\\{) en [)| ‘)‘(')KM L\:/I f.\l %ﬁT‘I\/“JO
INIUA Je. wtawIio

Evidencia Es
- Para la tarea c) solo un binomio llega a la respuesta correcta, en primera instancia
representa la informacion en registro figural activandose debilmente la génesis semidtica,
para posteriormente plantear la inecuacion y resolverla mediante un artefacto simbélico
(algoritmo), transitando por la génesis instrumental, sin embargo no realizan un mayor
analisis sobre lo que obtienen por solucién como lo evidencia Eg. El resto de los binomios

esbozaron una respuesta sin fundamento (evidencia Ey).

Evidencia Es
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Evidencia E;
Comentario:
En la tarea a) una de las dificultades fue la comprension del problema y la interpretacion de

las soluciones luego de la resolucion de la inecuacién lineal.

Para la tarea b) la dificultad fue que los binomios no relacionaron la tarea a) con la
tarea b) dando respuesta sin utilizar una inecuacioén lineal sino que utilizando solamente el

sentido comun (evidencia Es).

En la ultima tarea la dificultad fue que los binomios no relacionaron la tarea a) con
la tarea b) dando respuesta sin utilizar una inecuacion lineal sino que utilizando solamente

el sentido comun (evidencia E7).

Pregunta 3

- Para el desarrollo de la tarea a) solo un binomio logré identificar y plantear correctamente
la inecuacion, sin embargo no realizaron un mayor analisis sobre lo que obtuvieron por

solucién como lo evidencia E;.

68



Evidencia E;

Otro de los binomios aunque identificé que el problema trataba de inecuaciones
lineales no la planted correctamente, por lo tanto no llegaron a la respuesta a pesar de usar
un procedimiento correcto como lo evidencia E,. Por otra parte uno los dos binomios
restantes omitié responder, mientras que el otro establece las variables a comparar, pero lo

trabaja como ecuacion (evidencia Es), sin embargo obtiene la respuesta esperada.
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Evidencia E,
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Tarea 4.
De acuerdo a un aforismo hind, para que una relacion sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase
mitad de la edad de é], més siete afios
a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si él es ocho afios mayor
que ella’
2
b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad
Cuales son esas edades?

o) 51 el Cxan hoto 1o 20

\
b )\Ja/,,:r'wl?wuﬂ g0 ) AgAE
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Evidencia E3

Para esta tarea inicialmente los 3 binomios activaron la génesis semidtica al pasar
del registro de lenguaje natural al registro algebraico, activando finalmente génesis

instrumental. EI otro binomio restante no transité en ninguna de las génesis.

- Para la tarea b) uno de los binomios logré identificar y plantear correctamente la
inecuacién, sin embargo no realizaron un mayor analisis sobre lo que obtuvieron por
solucién como lo evidencia E4. Otro de los binomios a pesar de que logrd identificar,
plantear la inecuacion y resolverla correctamente mediante un artefacto simbolico

(algoritmo), no consider6 el signo™, por lo que su respuesta quedd incompleta (evidencia
Es). Por otra parte uno de los dos binomios restantes omitio responder, mientras que el otro

esboz6 su respuesta sin fundamento como se evidencia en Eg.
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Evidencia Eg

Para esta tarea inicialmente los primeros 2 binomios activaron la génesis semidtica
al pasar del registro de lenguaje natural al registro algebraico, activando finalmente génesis
instrumental. De los binomios restantes uno no transitd por ninguna de la génesis pues no
emitio respuesta alguna, en cuanto al otro no se obtuvo mayor evidencia para especificar

gue estuvo en una u otra génesis.

Comentario:
Tanto como para la tarea a) y b) una de las dificultades fue la comprension del problema y

la interpretacion de las soluciones luego de la resolucion de la inecuacion lineal.

Pregunta 4

- Para la tarea a) los binomios se dieron una tabla de valores (registro tabular) activando la
génesis semiltica posteriormente con apoyo de artefactos tales como regla, hoja
milimetrada y lapiz graficaron cada recta transitando por la génesis instrumental como lo

evidencia E;.
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Evidencia E;

- En la tarea b) 3 de los 4 binomios transitan solo por la génesis semidtica ya que
observando la representacion grafica, logran visualizar elementos que les permitiran
desarrollarla. Posteriormente marcan en el gréafico los valores para y correspondiente al
intervalo dado, como lo evidencia E, para luego expresarlo utilizando desigualdades y

notacion de intervalos lo que se traduce solo a pasar de un registro a otro.

{ 6 = 2)(«33

~Mzy2-5, =[-m,-sl

Evidencia E,
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Sin embargo el otro binomio no utilizé la gréafica para el desarrollo de la tarea, sino
que realizaron un trabajo algoritmico pues se limitaron solo a reemplazar los valores dados
para el intervalo x en ambas rectas manteniendo la desigualdades respectivas como se
evidencia en E3 obteniendo directamente los valores para y expresado en desigualdades, por

lo tanto activaron solo la génesis instrumental.

B .
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Evidencia E;
- Para dar respuesta a la tarea ¢) los binomios consideraron los resultados obtenidos
anteriormente, sin embargo 3 de ellos no dieron una respuesta clara a lo que se les pedia y
el binomio restante se acerc6 bastante a lo solicitado, transitando por la génesis discursiva
puesto que recurrieron a la definicién de maximo y minimo, ya que en la primera recta
reconocieron correctamente el valor minimo que puede tomar y pero no fue asi con el valor
maximo, de la misma forma en la segunda recta reconocieron correctamente el valor

maximo que puede tomar y pero no fue asi con el valor minimo como se evidencia en E..
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Evidencia E,4
- Para la tarea d) solo un binomio respondi6 correctamente (evidencia Es), transitando por
la génesis instrumental esto es reemplazaron valores y luego restaron para hallar las
distancias pedidas. Los 3 binomios restantes manifestaron no entender la pregunta como se

evidencia en Esg.
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Evidencia Es

- En la tarea e) 3 binomios respondieron satisfactoriamente, en primera instancia se dieron
un intervalo de valores para la variable y luego tomaron los valores extremos y los
reemplazaron en ambas rectas para hallar el intervalo respectivo para x , activando solo la
génesis instrumental (evidencia E;). El binomio restante expresé no comprender la
pregunta como se muestra en la evidencia Es.

eh L3l e B3
[z,,sf - e 1
Evidencia E;
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Evidencia Eg
Comentario:
En la tarea a) pudimos identificar que uno de los binomios no logré graficar la recta
correctamente, manifestando durante el procedimiento que no recordaban como graficar

rectas, sin embargo, en un intento por graficar se dieron algunos puntos pero aun asi no
lograron realizar la tarea correctamente.



En la terea b) dos de los binomios a pesar de encontrar correctamente el intervalo de

valores para y, no pudieron expresarlo como desigualdades.

Al momento de determinar los valores maximo y minimo en los intervalos
semiabiertos correspondiente a la tarea ¢) los binomios presentaron dificultades, pues no
identificaban si el valor correspondiente al corchete abierto a un méximo o a un minimo
segun el caso, por lo cual 3 binomios lo omitieron y el binomio restante cometi6 el error de

considerar que correspondia a un valor cercano como se evidencia en Eg.

Tanto para la tarea d) como para la €) la dificultad estuvo en la falta de comprension
de la pregunta por parte de los binomios.

Espacio de Trabajo Matematico estudiantes de Ensefianza Media

A continuacion daremos a conocer los resultados obtenidos de los estudiantes de ensefianza

media a la luz de nuestro Marco tedrico didactico, ETM.

Pregunta 1

En el desarrollo de la actividad los binomios resuelven la inecuacion mediante un artefacto
simbdlico (algoritmo) y a partir de esto obtienen el conjunto solucion de la inecuacién
propuesta, llegando a x menor igual a 5 como se evidencia en E; activando asi la génesis
instrumental, luego transitan por la génesis discursiva al utilizar la definicion de

conjuntos para llegar a la alternativa correcta como se muestra en E..

X< S

Evidencia E;
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;Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacion
2x+ T <12+ x7
] El conjunto de los numeros reales menores que 5.~
I El conjunto de los nimeros reales mayores que 5.
11y El conjunto formada solo por &l nimero 5.

A) Solol
B) Sololl

C) Sololl
Solo Ly Il
E) Sclollyil

,«XJT".'{- £ ﬂf%){

AN

Evidencia E;

Cabe destacar que solo un binomio recurrio a la representacion pictorica de intervalos para

Ilegar a la alternativa correcta transitando asi por la génesis semidtica (evidencia E,).

Comentario:

Una de las dificultades que se present6 en uno de los binomios es que una vez obtenida la
solucion de la inecuacion, les fue necesario recurrir a la representacion de intervalos para
interpretar las proposiciones que se encontraban en lenguaje natural, lo cual deja entre ver
gue no hay un dominio en profundidad del concepto de conjunto. En uno de los binomios a
pesar de llegar a la solucion de la inecuacién, no contesto correctamente debido a que no
lograron comprender que se pregunta por los conjuntos que contienen elementos que
satisfacen la inecuacion seleccionando solo la afirmacion de 1) sin percatarse que el
conjunto que esta en I11) contienen al 5, el cual satisface la inecuacion como lo evidencia
E3.
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¢Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacién
2x+7s12+x?

1) El conjunto de los nimeros reales menores que 5./
)] El conjunto de los nimeros reales mayores que 5.
L)) El conjunto formado solo por el nimero 5.

Solo | Y ! 1> d-? S
B) Solo Il = - 3
C) Solo lll

D) Sololylll

E) Sololiylll

Evidencia E3

Prequnta 2

- Para el desarrollo de la tarea a) 1 de los binomios logré identificar y plantear
correctamente la inecuacion, sin embargo en su procedimiento presentaron un error de
signo, pero su respuesta fue la esperada, como lo evidencia E;. Otro de los binomios
establecio las variables a comparar, pero lo trabajé como ecuacién (evidencia E,), por lo
cual no logré una respuesta satisfactoria. En cuanto a los 2 binomios restantes sus

respuestas responden solo al sentido comun en base al registro figural.
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Evidencia E;
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b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble
del largo?

o Y, ;i el temeno hubiese sido cuadrado?

(xt10]x= 5
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Evidencia E,

Para esta tarea inicialmente los primeros 2 binomios activaron la génesis semidtica
al apoyarse en el registro figural para plantear la inecuacién, posteriormente transitaron por
la génesis instrumental al resolverla mediante un artefacto simbélico (algoritmo). Por otro

lado los binomios restantes sélo transitaron por la génesis semidtica.

- Para la tarea b) dos de los binomios respondieron de manera correcta apoyados solo en el
registro figural y en el sentido comin. Otro de los binomios aunque identificé que el
problema trataba de inecuaciones no la planted correctamente, por lo tanto no llegaron a la
respuesta a pesar de usar un procedimiento correcto como lo evidencia Es. ElI binomio
restante respondié de manera incorrecta ya que no consideraron la medida del largo del
terreno entregados por la figura original sino que se dieron una figura auxiliar que

representara la situacién E,.
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Evidencia E;
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Evidencia E,4

En esta tarea tanto los primeros binomios como el Gltimo transitaron solo por la génesis

semidtica, mientras que el tercero inicialmente activa la génesis semiética para luego

mediante un artefacto simbdlico transitar por la génesis instrumental.

- En el desarrollo de la tarea c) ningun binomio llegé a la respuesta esperada, 3 de esto
respondieron en base al registro figural (génesis semiética) y el sentido comun. El binomio

restante a partir de un caso particular obtuvo una respuesta errada como se evidencia en Es

transitando por la génesis semiotica.
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Evidencia Es

Comentario:

Tanto como para la tarea a), b) y ¢) una de las principales dificultades fue la comprension
del problema e identificar que trataba de inecuaciones lineales. Cabe mencionar que para la
ultima tarea un error cometido por uno de los binomios fue deducir que a través de un caso

particular se podria dar respuesta a la tarea.

Pregunta 3

- Para el desarrollo de la tarea a) 2 de los binomios identificaron y plantearon de manera
correcta la inecuacion, obteniendo mediante un artefacto simbolico (algoritmo) la respuesta
esperada como lo evidencia E;. Otro de los binomios también identificé las variables a
comparar y planteo la inecuacion correctamente, pero no la desarroll6 sino que la resolvio
mediante el método de ensayo y error, de esta manera obtuvo la solucion esperada. El
binomio restante logro identificar que el problema trataba de inecuaciones lineales, sin
embargo plantearon incorrectamente la inecuacion, por lo tanto no llegaron a la respuesta a

pesar de usar un procedimiento correcto como lo evidencia.

81



Evidencia E;

Inicialmente los primeros dos binomios y el Gltimo activan la génesis semidtica, ya
que pasan de un registro natural a un registro algebraico, luego transitan por las génesis
instrumental al desarrollar la inecuaciéon de manera algoritmica. El tercer binomio transit6

solo por la génesis semiotica, puesto que pasaron de un registro natural a un registro
algebraico.

- En la tarea b) dos de los binomios utilizaron el método de ensayo y error para obtener la
solucidn, sin embargo solo uno de ellos obtuvo la respuesta esperada. Otro de los binomios
identificd las variables posteriormente plante6 una ecuacion para luego darse un caso
particular y asi concluir una respuesta, la cual resultd ser incorrecta, como lo evidencia E;.
El binomio restante omitio.
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Evidencia E;



Comentario:

En la tarea a) se percibe que en uno de los binomios present6 dificultad al momento de

definir las variables que intervienen en la inecuacion.

En la tarea b) una de las dificultades fue la comprension del problema e identificar

que trataba de inecuaciones lineales. Por otro lado se observé un binomio que cometio el

error de deducir que a través de un caso particular se podria dar respuesta a la tarea.

Para las preguntas adicionales al cuestionario aplicado a los estudiantes, se presenta la

siguiente tabla en donde se muestra los hallazgos mas relevantes:

Caracteristica de las respuestas

Preguntas

Estudiantes universitarios Estudiantes Ensefianza Media
¢,Como -Dos valores distintos, donde uno | -Conjunto de valores otorgados como
defines una | es mayor al otro. resultado a un ejercicio.

desigualdad?

-Son valores distintos.

-Expresion que indica que no

existe una igualdad.

-Aseveracion que indica que uno

es distinto de otro.

-Condicion para que no sea igual

a un resultado esperado.

-Cuando un numero toma un valor

mayor, menor o igual a otro.

-Es el ejercicio que no posee una
igualdad clara que su resultado es

confuso.

-Cuando los signos >, <, >y < o0 =no

satisfacen la igualdad de dos nimeros.

-Se define como “cosas” distintas, que

no son iguales.
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-Como una ecuacion que verifica
una desigualdad, que entrega una
cantidad finita o infinita de

posibles soluciones.

-No se encuentra el valor de x, se
busca el universo en donde viven

los posibles valores de x.

-Evaluacion matematica donde el

resultado no es estrictamente uno.

-Se caracteriza por los simbolos
>, <, > y <) que indican una

desigualdad.

-Es una desigualdad entre dos o méas
valores que entregan un resultado a la

incognita.

-Dos 0 més desigualdades para formar

una intercepcion.

-Sirve para descubrir puntos en el

plano o en el espacio.
-Variable representada en intervalos.

-Se define como el intervalo que la

incdgnita puede tomar.

-Desigualdad que se puede expresar

como intervalo numeérico.

Y una
inecuacion?
¢Como
resuelves

una
inecuacion?
Da un
ejemplo.

-Agrupando valores a un lado de
la desigualdad, se despeja x y se

entrega la solucion.
-Al igual que las ecuaciones.

-Casi igual que una ecuacién lo
unico que cambia es cuando se

multiplica por nUmeros negativos.

-Indicando restricciones,
realizando una tabla de signos

para analizar puntos criticos y por

ultimo se wunen los intervalos
donde x da solucion a la
inecuacion.

-Aislando la incdgnita al igual que en

una ecuacion.

-Casi igual que una ecuacion, pero
analizando un poco mas lo que me

dicen los signos.

-Se resuelve despejando la incognita
como una ecuacién, pero en esta se

determina el conjunto solucion.
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De lo anterior concluimos que:

- En la definicion de desigualdad todos tienen la nocion que se trata de “cosas
distintas” pero no logran precisar con exactitud.

- La mayoria de los estudiantes no tienen una concepcion clara del concepto
inecuacion, ya que para definirla recurren a explicar el conjunto solucién haciendo
hincapié en que no se obtiene un Unico valor sino un conjunto de valores.

- Para desarrollar una inecuacion describen solo procesos algebraicos, y gran parte de
los estudiantes indican explicitamente que se desarrolla “casi igual que una

ecuacion”.

Propuesta de Ensefianza -Aprendizaje y analisis a priori

A partir de los resultados del cuestionario se evidencia que el estudio de las inecuaciones
lineales muchas veces es reducido a un algoritmo repetitivo, es decir, se realizan
manipulaciones y operaciones algebraicas que buscan “despejar” una variable, tal como se
hace para las ecuaciones, pero cuidando respetar las propiedades de la desigualdad, como la
multiplicacién por -1, lo cual ocasiona que los estudiantes no tengan un mayor analisis de
las soluciones en una inecuacion lineal, es por ello hemos elaborado la siguiente propuesta
de ensefianza-aprendizaje la cual tiene como finalidad trabajar en el andlisis de

inecuaciones lineales bajo un enfoque gréafico,

Su objetivo principal se centra en que los estudiantes den sentido al conjunto
solucion de una inecuacion lineal mediante su representacion grafica, y a la luz de nuestro
marco tedrico ETM, se busca la activacion de la génesis discursiva, para asi favorecer la

articulacion entre las 3 génesis.

Esta propuesta de ensefianza-aprendizaje consta de dos momentos los cuales seran

descritos a continuacion:
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Momento 1:

I) Grafique con ayuda del software GeoGebra la funcion f(x)=2x-4 y responda:
a) ¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?
b) ¢A partir de qué valores de x la funcion es menor a 2?
c) ¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 67

d) ¢Que valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por -3<x <6?

I1) En un nuevo archivo GeoGebra grafique la funcion g(x)=-3x+1 y responda:
a) ¢A partir de queé valores de x la funcion es positiva?
b) ¢A partir de qué valores de x la funcién es menor a 2?
c) ¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 'y 3?

d) ¢Qué valores dey corresponde al intervalo de valores para x dado por -3<x <1?

I11) En una nuevo archivo de GeoGebara grafique las funciones f(x)=2x-4 y g(x)=-3x+1
a) ¢Para qué valores la funcion f(x) < g(x)?
b) ¢Para qué valores la funcion g(x) < f(x)?

c) ¢Qué puede generalizar?

IV) ¢Para que valores se cumplen las siguientes relaciones?
a) -x+9 <-6x+29
b) 4x+1> -x-4
C) X+5<3x+7
d) -3x+6>x-10

En este momento se espera que el estudiante por medio del software GeoGebra analice el
comportamiento grafico de las funciones, para posteriormente hallar el conjunto solucién

de una inecuacion lineal a partir de la gréafica.
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Momento 2:

I) Dada las gréficas en mica:

a) Encontrar el conjunto de numeros que satisfacen g(x) < f(x).

I1) Dadas las siguientes graficas:

Gréfica f(x) Graéfica g(x)
8] L]
a4 L1
3 3
24 2
-4 -3 -2 1 : o 1 2 3 4 5 e 7 -4 3 2 1 . 1] 1 2 a 4 1] a T
1 -1
=24 -2
=34 =3
-4 -4

a) Encontrar el conjunto solucion de f(x) < g(x).
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Gréfica h(x) Gréfica s(x)

b) Encontrar el conjunto solucion de s(x) > h(x).

Este momento tiene como objetivo principal que el estudiante sea capaz de encontrar el
conjunto solucion de una inecuacion lineal sin contar con su expresion algebraica, para ello
en primera instancia se hace entrega de dos graficas en mica por separado, con el fin de que
las superpongan. Posteriormente se hace entrega de dos graficas por separado sin la

posibilidad de superponerlas

3.2.3 Experimentacion Propuesta de Ensefianza-Aprendizaje

La implementacion de la propuesta se desarrollo en dos das distintos para cada momento
respectivamente, en donde los estudiantes se tomaron el tiempo que estimaron conveniente.
Esta fue aplicada a 4 estudiantes de tercer afio de ensefianza media de un liceo municipal, la
metodologia de trabajo fue en binomios y los materiales entregados para su realizacion

fueron:

- Notebooks: uno por pareja.
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- Actividad impresa, para cada binomio.
- Lépices.

- Gréficas en mica.

El rol del investigador fue de observador de la implementacion de la propuesta, apoyandose
en grabacion de video para constatar las argumentaciones, construcciones y reflexiones de
los estudiantes, y las reproducciones realizadas por estos, ademas se conté con un registro

de audio para elaborar registros escritos.

A continuacion se describen los dos momentos para cada tarea a la que se enfrentaron los

binomios:

Binomio 1
Al binomio 1 lo Ilamaremos B; y corresponde a una pareja de estudiantes e, Y e;,

Momento 1:

e Preguntal

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcién f(x) = 2x — 4 y responda :

¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

¢A partir de qué valores de x la funcion es menor a 2?

¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 6?

¢ Qué valores de x corresponden al intervalo de valores para x dado por -3 < x < 6 ?

oo o

Cuando los estudiantes se ven enfrentados a la tarea 1, e;, lee en voz alta la pregunta a) y
discuten como graficar la funcién en el software GeoGebra, posteriormente e;, decide

realizar una tabla de valores para asi graficar la recta f(x).
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Figura 3.1: Resolucién estudiante e;,

En base en la tabla de valores confeccionada e, sefiala que debe ser a partir del 3, a
lo cual e;; rebate preguntando el por qué ya que le estaban pidiendo cuando la funcion
toma valores positivos, finalmente e,, argumenta que para x=1 la funcién es -2 y en x=3 es
2, por lo cual la funcion es positiva a partir del punto (3,2), ya que en x=2 la funcién es 0
por lo tanto no podia ser desde el punto (2,0), e;; asiente convencido de que dicho

argumento era el correcto.

Para la pregunta b) los estudiantes se apoyan en la tabla de valores confeccionada
en la pregunta anterior llegando a la conclusién que a partir del punto (2,0) la funcién
toma valores menores a 2, e;;argumenta que no puede ser desde x=3, ya que la variable y

toma el valor 2.

Para la pregunta c) e;, comienza leyendo la pregunta en voz alta, paso seguido e;,
observa la grafica e indica que para que la funcién tome valores entre -2 y 6, x tiene que
tomar valores entre 1 y 5, e;, 1o mira con rostro confundido, por lo cual e;; argumenta que
si se fija en la tabla de valores se evidencia que para que la funcion tome el valor -2 tiene
que ser en x=1 y para que tome el valor 6, apuntando la grafica, tiene que ser en x=5, e;,
no conforme con dicha justificacion le rebate que no, que se esta confundiendo que x

tendria que tomar valores entre el 1 y el 4, e;; nuevamente le indica que mire el grafico,
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que en x = 4 la funcion no toma el valor 6 sino en x = 5, finalmente e;, se convence de

que e;, esta en lo correcto.

Figura3.2: Resolucién estudiante e

Para la Gltima pregunta e, sefiala que y es la recta, pero rapidamente e,, lo corrige
indicando que y corresponde a la recta vertical de la grafica, dicho eso corroboran lo que se
les esta preguntando, posteriormente e;; concluye que los valores pedidos son entre el 1y
el 5y discuten si se incluye o no el 5. No convencida e;, lee nuevamente la pregunta e,; la
interrumpe y le dice que si x=5 entonces y=6, pero e;, le sefiala que le estan pidiendo los
valores para y no para X, a lo que después de un rato e,; asiente. Finalmente ambos
concluyen que el intervalo pedido es entre -10 y 8, pero estiman que como X es mayor
estricto que -3 entonces el intervalo pedido no puede ser entre -10 y 8 sino entre -9 y 8 para

poder incluirlo.

e Pregunta?2

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcion g(x)=-3x+1 y responda :

¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

¢A partir de que valores de x la funcion es menor a 2?

¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 6?

¢Qué valores de ycorresponde al intervalo de valores para x dado por -3 < x <6 ?

oo o
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En primera instancia el estudiante e;, lee en voz alta la pregunta a), luego e;; empieza a
probar con x=1 y x=2 (obteniendo valores negativos para la funcion), por lo que e;, le
sefiala que tiene que darse valores que den positivos, entonces e;; prueba con x=0y con

x=-1, por lo cual ambos concluyen que a partir x=0 la funcion es positiva.

Para la pregunta b) consideraron lo realizado en la pregunta anterior, por lo que
inmediatamente e;; indica que el intervalo pedido es del O al infinito negativo y e;,

reafirma lo dicho por e,; argumentando que con 0 es 1y con 1 es -2,

Para el desarrollo de la pregunta c) e,; apoyado en la gréfica indica que cuando la
funcién toma el valor -2 la variable x toma el valor 1, lo que e;, asiente y pregunta, qué
pasa cuando la funcion toma el valor 3, e;, responde que los valores correspondientes son 1
y 0 por lo que e,, sefiala estd equivocado pues no es el 0 sino el 0,66. Posteriormente
discuten si los valores 1y 0,66 se incluyen en el intervalo pedido, pero finalmente e;, es

quien determina es un intervalo cerrado mientras que e;; ho muy convencido asiente.

Figura 3.3: Resolucion estudiante e, ;
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En un principio para la pregunta d) discuten si el intervalo pedido es del 0 al 1,33 o
del 1 al 1,33, e;; argumenta que en x=0 la funcién vale 1, pero luego e,, advierte que
cuando x=0 entonces y=1 haciendo énfasis en que se esta preguntando para los valores de
y, por lo que lee pregunta por segunda vez.e,; rectifica lo dicho anteriormente sefialando
que si x=1 entonces y=-2, por consiguiente e, le pide a e;; que anote los valores de y para
X. Posteriormente se genera otra discusion respecto del valor que toma la funcién cuando
x=1, ey, indica que la funcion vale 0 mientras que e;, no muy convencida asiente, por lo
tanto llegan a la conclusién que el intervalo pedido es del 0 al 1,33. Pero e;; queda con
dudas y le pide a e;, revisar la pregunta otra vez, una vez leida la pregunta por tercera vez
e;; sefiala que lo hicieron al revés y concluyen apoyados en la grafica que el intervalo

pedido es entre el -2 y 10 cerrado.

e Pregunta 3

En un nuevo archivo GeoGebra grafique las funciones f(x)=2x-4 y g(x)=-3x+1

a. ¢Para qué valores la funcion f(x)<g(x)?
b. ¢Para qué valores la funcion g(x)<f(x)?
c. ¢Qué puede generalizar?

Para la pregunta a) una vez graficadas ambas rectas, e;; inmediatamente sefiala el punto de
interseccion (1,-2), ven el comportamiento de la funcion segun ciertos valores especificos,
luego leen la pregunta por segunda vez, e;, sefiala que es mas facil verlo en una tabla de
valores debido a la dificultad de distinguir una recta de otra en el archivo GeoGebra, ante
esto el investigador interviene indicando como colorear las rectas en GeoGebra.
Posteriormente apoyandose en la grafica e;; manifiesta que para todos los valores a partir
del 1 al infinito negativo g(x) va hacer mayor que f(x), e;, después de un rato asiente lo

dicho por e;, y le pregunta si el 1 se incluye o no en el intervalo.
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Figura 3.4: Resolucién estudiante e;;

Inicialmente para la pregunta b) e;,relaciona lo solicitado con la pregunta anterior
al igual que e;;, quien sefiala de inmediato que el punto de interseccién es (1,-2). De esta
forma ambos concluyen que son iguales en ese punto y a partir de este al infinito positivo la

funcién f(x) es mayor.

Finalmente en la pregunta c) los alumnos concluyen que a partir del punto de
interseccion (1,-2) ellos saben donde las funciones son iguales y donde una es mayor o

menor que otra.

e Pregunta4

¢Para qué valores se cumplen las siguientes relaciones?

—x+9< —-6x+ 29
dx+1>—-x—4
x+5<3x+7
—-3x+6=>x—10

oo o

Para el desarrollo de las preguntas a), b), ¢) y d) los estudiantes realizaron un trabajo

algebraico para obtener el conjunto solucién correctamente.
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Figura 3.5: Resolucién estudiante e;,

Momento 2:

e Pregunta5

Dada las gréficas en mica

a. Encontrar el conjunto de nimeros que satisfacen g(x) < f(x).

En el momento de hacer entrega de las graficas en mica los estudiantes se muestran muy
sorprendidos e inmediatamente superponen las graficas para identificar el punto de
interseccion, una vez encontrado dicho punto determinan que para que se cumpla la

relacion pedida los valores tienen que estar desde el 1 hacia el infinito positivo.

Figura 3.6: Resolucion estudiantes e;, y e,
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e Pregunta6

Dadas las siguientes gréaficas:

Gréfica f(x)

Gréfica g(x)

a. Encontrar el conjunto solucion de f(x) < g(x)

Gréfica h(x)

Gréfica s(x)

b. Encontrar el conjunto solucion de s(x) = h(x)

1
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Para el desarrollo de las preguntas a) y b) los estudiantes al igual que en la pregunta
anterior se dan cuenta que deben identificar primero el punto de interseccion, para luego

determinar para qué valores se cumple la relacion.

Figura 3.7: Resolucién estudiantes e;, y e;,

Binomio 2
Al binomio 2 lo Ilamaremos B, y corresponde a una pareja de estudiantes e, y e,
Momento 1:

e Preguntal

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcion f(x)=2x-4 y responda :

¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

¢A partir de que valores de x la funcion es menor a 2?

¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 6?

¢ Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por -3 < x < 6?

oo o

En un primer momento los estudiantes leen en silencio y de manera individual la pregunta
1) y a continuacion e,, grafica en el software GeoGebra, luego los estudiantes identifican

el punto de interseccion y discuten respecto a la manera en como entregar la respuesta, si
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escribir que f(x) es mayor en el punto (2,0) o a partir del valor x=2, finalmente e,; le
menciona a e,, que se piden los valores para x por lo que e,, Sse convence Yy concluyen

que la funcion es positiva a partir del valor x=2.

Cuando los estudiantes se ven enfrentados a la pregunta b), luego de leer en silencio
y de manera individual, el estudiante e,,esboza la ecuacion 2=2x-4 y la resuelve de manera
algoritmica colaborado por e,, llegando a x=3. Posteriormente e,, sefiala que la respuesta
es: que f(x) es menor en el punto (3,2), pero e,; lo corrige diciendo que f(x) es menor a

partir de x=3.

Los estudiantes leen en silencio la pregunta c), luego ambos miran el grafico y e,,
le menciona que y es igual a 5, pero rapidamente e,; lo corrige diciendo que x es igual a 5,
e,, lo mira con rostro confundido, por lo cual e,; le dice: “Mira la funcion toma valores
entre -2 y 6, entonces x toma valores entre -2 y 6... en -2 es 1 y en 6 esta en 5”. Finalmente

e,, reconoce estar errado.

Para la Gltima pregunta los estudiantes en base a la gréafica determinan que los

valores que toma la funcion f(x) en el intervalo]-3,6] se encuentran entre -10 y 8 cerrado.
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Figura 3.8: Resolucidn estudiantes e,

e Pregunta?2

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcién g(x)=-3x+1 y responda :

¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

¢A partir de qué valores de x la funcion es menor a 2?

¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 6?

¢ Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por -3 < x < 6?

oo o

Inicialmente en la pregunta a) el estudiante e,; apunta el punto en que la funcion g(x)
comienza a ser positiva, pero al no ser dicho punto un nimero entero e,; sefiala que para
que la funcion sea positiva y tiene que ser cero por lo tanto esboza la ecuacion
0=-3x+1 y la resuelve algebraicamente cada estudiante de manera individual

concluyendo que a partir del infinito negativo hasta % la funcidn es positiva.
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Figura 3.9: Resolucidn estudiantes e,

Luego de leer en voz alta la pregunta b) y mirar la grafica e,, sefiala que a partir de
1 la funcién es menor a 2, pero lo e,; corrige diciendo que se piden los valores para x por
lo que esboza la ecuacion 2=-3x+1 y la resuelve algebraicamente con colaboracion de e,

concluyendo que a partir del -% al infinito positivo la funcion es menor a 2.

Para el desarrollo de la pregunta c) los estudiantes buscan en la gréafica la preimagen
de -2 y 3, pero al no ser un nimero entero la preimagen de 3 se apoyan en el desarrollo de
la pregunta anterior y resuelven mentalmente la ecuacion 3=-3x+1 obteniendo que el
valor buscado es -% . Por lo tanto concluyen que para los valores que se encuentran entre -

% y 1 la funcién toma valores entre -2 y 3.

Para la Gltima pregunta los estudiantes en base a la gréafica determinan que los

valores que toma la funcion g(x) en el intervalo ]-3,1] se encuentran entre 10 y -2 cerrado.

100



e Pregunta 3

En un nuevo archivo GeoGebra grafique las funciones f(x)=2x-4 y g(x)=-3x+1

a. ¢Para qué valores la funcion f(x)<g(x)?
b. ¢Para qué valores la funcion g(x)<f(x)?
c. ¢Qué puede generalizar?

Los estudiantes inicialmente grafican las rectas y leen en voz alta la pregunta a), luego e,
sefiala que la funcidn f(x) es menor a g(x) desde el 10 hasta el 1 ante esto e,, pregunta por
qué, e,; observa la gréfica nuevamente y concluye que del infinito negativo hasta 1 g(x) es

mayor a f(x) a lo que e,, asiente.

Después de leer en voz alta la pregunta b) e,; apunta el punto de interseccion en la
gréfica sefialando que ahi las rectas son iguales, e,, reafirma diciendo “en 1 sé que es
igual”, por lo tanto los estudiantes concluyen que desde 1 hacia el infinito positivo g(x) es

menor o igual a f(x).

Para la pregunta c) e,, toma la iniciativa escribiendo e indicando que a partir de
x=1 la f(x) es mayor a g(x),e,, cuestiona que sea a partir de x=1 pero e,; sigue con su
conclusion diciendo “mientras que cuando x < 1 f(x) es menor que g(x)” y rectifica lo
dicho en un principio sefialando que a partir de x > 1la funcion f(x) es mayor a g(x) y no
dex = 1.

e Pregunta4

¢Para qué valores se cumplen las siguientes relaciones?

—x+9< —-6x+29
4x+1>—x—-4
x+5<3x+7
—-3x+6=>x—10

oo o
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Para la pregunta a) los estudiantes utilizan el método de ensayo y error e,, prueba lo que
pasa cuando x vale 0 y sugiere graficar las rectas para encontrar el conjunto solucion, una
vez graficadas las rectas apunta al punto de interseccion sefialando que desde ahi una es
menor que la otra por lo que prueba algebraicamente que pasa cuando x vale 4, e,, le
indica “ahi te da 5 y 5, son igual, si se cumple” , por lo tanto e,; concluye que para los

valores desde el infinito negativo hasta el 5 se cumple la relacion pedida, e,, asiente.

Figura 3.10: Resolucion estudiantes e,

En primera instancia para la pregunta b) e,, indica que hay que graficar, e,, sefiala
gue no es necesario pero que sirve para corroborar si esta bien la respuesta. e,; con el
método de ensayo y error prueba algebraicamente lo que pasa cuando x=0 obteniendo que
con dicho valor la relacion pedida se cumple, e,, sugiere probar con x=-3 obteniendo que
la relacion pedida no se cumple estimando que para los infinitos negativos no se cumple,
pero e,; en base a lo observado en la gréfica prueba con x= -1, llegando que en x=-1 las
rectas son iguales, entonces concluye que para los valores entre -1 hacia el infinito positivo

se cumple la relacion pedida.

Inicialmente para la pregunta c) e,; grafica las rectas en GeoGebra e

inmediatamente e,, le indica que pruebe si la relacion pedida se cumple para x=0, a lo e,
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asiente y contintia con x = —1 obteniendo que con dicho valor la relacion no se cumple,
luego apoyado en la grafica concluye que para los valores entre -1 hacia el infinito positivo

se cumple la relacion.

Para la ultima pregunta d) luego de graficar las recta en Geogebra ey
algebraicamente prueba si la relacion se cumple o no con x =0, x =3, x =4, x =5
Ilegando a que la relacion no se cumple para ninguno de dichos valores, pero se da cuenta
que tenia mal escrita una recta que por eso no se cumplian y vuelve a hacer lo mismo pero
esta vez con las rectas correctas, finalmente en base a su trabajo algebraico y a la gréfica
concluyen que para los valores desde el infinito negativo hasta el -6 se cumple la relacion

pedida.

Figura 3.11: Resolucion estudiantes e,
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Momento 2:

e Preguntas

Dada las gréficas en mica

a) Encontrar el conjunto de nimeros que satisfacen g(x) < f(x).

Una vez entregada las graficas en mica e,; sugiere que se tienen que superponer a lo que
e,, asiente encontrando el punto de interseccion (1,4) y e,; reconoce inmediatamente que
a partir del 1 hacia el infinito positivo g(x) es menor igual a f(x), pero e,, no muy
convencida le pregunta si esta seguro estimando que es a partir de 4 y no de 1, ante esto e,,

reafirma lo dicho en un principio.

Figura 3.12: Resolucion estudiantes e,V e,,
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e Pregunta 6

Dadas las siguientes graficas:

Gréfica f(x) Gréfica g(x)

a) Encontrar el conjunto solucion de f(x)<g(x)

Gréfica h(x) Gréfica s(x)

b) Encontrar el conjunto solucion de s(x) = h(x)
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Tanto para la pregunta a) como para b) e,; traza una recta sobre la otra para encontrar el
punto de interseccion, posteriormente determina para qué valores se cumple la relacién,

mientras que e,, asiente y colabora en escribir la respuesta.

Figura 3.13: Resolucion estudiantes e,

Espacio de Trabajo Matematico Binomio 1
A continuacion se describe el Espacio de Trabajo Matematico del Binomio 1:
Momento 1:

e Preguntal

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcion f(x) = 2x — 4 y responda :

a. (A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

b. ¢ A partir de qué valores de x la funcién es menor a 2?

c. ¢Paraqué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 6?

d. ¢Qué valores de y corresponden al intervalo de valores para x dado por -3 < x < 6 ?

En esta tarea el estudiante e;, trabaja bajo un registro tabular, utilizando una tabla de
valores para que puedan graficar la funcion activando asi la génesis semidtica, luego e;4
con ayuda del software GeoGebra grafica f(x) activando asi la génesis instrumental.
Posteriormente dan respuesta a cada pregunta activando principalmente la génesis
semiotica, ya que los estudiantes solo trabajan en un registro grafico (e,; ) y tabular (e;,),

complementando asi sus ETM-personal trabajando en conjunto.
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e Pregunta 2

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcion g(x)=-3x+1 y responda :
a. ¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

b. ¢A partir de que valores de x la funcion es menor a 2?
c. ¢Para qué valores de x la funcién toma valores entre -2 y 6?
d. ¢Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por -3 < x < 6 ?

En esta tarea se ve activada principalmente la génesis semiotica, ya que el estudiante e,

trabaja en un registro grafico y e;, en un registro tabular, visualizando lo solicitado.

e Pregunta 3

En un nuevo archivo GeoGebra grafique las funciones f(x)=2x-4 y g(x)=-3x+1

a. ¢Para qué valores la funcion f(x)<g(x)?
b. ¢Para que valores la funcion g(x)<f(x)?
c. ¢ Qué puede generalizar?

Para el desarrollo de esta tarea los estudiantes comienzan activando la génesis instrumental
al utilizar un artefacto no clasico (software GeoGebra) para graficar las funciones, no
obstante e;, sefiala que es més facil responder a lo solicitado apoyandose en una tabla de
valores, por su parte el estudiante e;; continta trabajando en un registro grafico lo que
activa fuertemente la génesis semidtica. Finalmente los estudiantes se perciben que a partir
del punto de interseccion de las rectas ellos saben dénde las funciones son iguales y donde

una es mayor 0 menor que otra.

e Pregunta4

¢Para qué valores se cumplen las siguientes relaciones?

a—x+9<-6x+29
b.4x+1>—-—x—4
Cx+5<3x+7
d-3x+6=>x—-10
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Para esta tarea los estudiantes activan inmediatamente la génesis instrumental al utilizar un
artefacto simbdlico para obtener el conjunto solucién para el cual se cumple las relaciones

anteriores.
Momento 2:

e Preguntas

Dada las gréaficas en mica

a. Encontrar el conjunto de nimeros que satisfacen g(x) < f(x).

Al recibir las graficas en mica los estudiantes la utilizan como un artefacto clasico e
inmediatamente las superponen para identificar el punto de interseccion y asi determinar los
valores para los cuales se cumple la relacién, activando fuertemente la génesis instrumental

y génesis semidtica.

e Pregunta 6

Dadas las siguientes graficas:

Gréfica f(x) Gréfica g(x)

a. Encontrar el conjunto solucién de f(x) < g(x)
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Gréfica h(x) Gréfica s(x)

b. Encontrar el conjunto solucién de s(x) = h(x)

En esta tarea los estudiantes visualizan ambos graficos (génesis semiotica) e
inmediatamente identifican el punto de interseccién para luego determinar para qué valores

se cumple la relacion.

Espacio de Trabajo Matemaético Binomio 2
A continuacion se describe el Espacio de Trabajo Matematico del Binomio 2:
Momento 1:

e Preguntal

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcion f(x)=2x-4 y responda :

a. ¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?
b. ¢ A partir de qué valores de x la funcién es menor a 2?
c. ¢Para qué valores de x la funcién toma valores entre -2 y 6?
d. ¢ Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dadopor—3 < x < 6 ?
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En esta primera tarea el estudiante e,; toma la iniciativa utilizando el software GeoGebra
para graficar la funcion activando asi la génesis instrumental, luego ambos estudiantes
trabajan bajo un registro grafico y registro algebraico (algoritmo simbolico) para dar
respuesta a cada pregunta activando principalmente la génesis semidtica. Complementando

asi sus ETM-personal trabajando en conjunto.

e Pregunta?2

Grafique con ayuda de GeoGebra la funcion g(x)=-3x+1 y responda :

a. ¢/A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

b. ¢ A partir de qué valores de x la funcién es menor a 2?

c. ¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 67

d. ¢Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por -3 < x < 6 ?

Al igual que en la tarea anterior los estudiantes activan principalmente la génesis semiotica
y génesis instrumental, al trabajar bajo un registro grafico y artefactos simbdlicos para dar

respuesta a lo solicitado.

e Pregunta 3

En un nuevo archivo GeoGebra grafique las funciones f(x)=2x-4 y g(x)=-3x+1

a. ¢Para qué valores la funcién f(x)<g(x)?
b. ¢Para qué valores la funcién g(x)<f(x)?
c. ¢ Qué puede generalizar?

Para el desarrollo de esta tarea los estudiantes comienzan activando la génesis instrumental
al utilizar un artefacto no clasico (software GeoGebra) para graficar las funciones, no
obstante es el estudiante e,; quien toma la iniciativa trabajando bajo un registro gréafico lo

que activa fuertemente la génesis semidtica. Finalmente los estudiantes perciben que a
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partir del punto de interseccion de las rectas ellos saben donde las funciones son iguales y
donde una es mayor o menor que otra

e Preguntad

¢Para qué valores se cumplen las siguientes relaciones?

a —x+9< —-6x+29
b.4x+1>—x—4
Cx+5<3x+7
d-3x+6=>x—-10

Para esta tarea los estudiantes utilizan el método de ensayo y error, sin embargo e,; sugiere
graficar las rectas en el software GeoGebra (génesis instrumental) sefialando que no es

necesario, pero sirve para justificar su respuesta por lo que es utilizado como método de
prueba (génesis discursiva).

Momento 3:

e Preguntas

Dada las gréaficas en mica

a. Encontrar el conjunto de nimeros que satisfacen g(x) < f(x).

Al recibir las graficas en mica los estudiantes la utilizan como un artefacto clasico e
inmediatamente  e,; sugiere que deben superponerlas para identificar el punto de
interseccion y asi determinar los valores para los cuales se cumple la relacion, de esta forma

se activan fuertemente la génesis instrumental y génesis semiotica.
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e Pregunta6

Dadas las siguientes gréficas:

Gréfica f(x)

a. Encontrar el conjunto solucion de f(x)<g(x)

Gréfica h(x)

Gréfica g(x)

Gréfica s(x)

b. Encontrar el conjunto solucién de s(x) = h(x)
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En esta tarea los estudiantes visualizan ambos graficos (génesis semiotica) e
inmediatamente e, traza una recta sobre la otra con ayuda de artefactos clasicos para
encontrar el punto de interseccion, posteriormente determina para qué valores se cumple la

relacion, mientras que e,, asiente y colabora en escribir la respuesta.

3.2.4 Andlisis a Posteriori y Evaluacion

Momento 1

El Binomio 1 desconocia que para graficar rectas en el software GeoGebra bastaba con
escribir dicha recta en la “entrada”, por lo que ellos optaron por realizar una tabla de
valores para hallar puntos y de esta manera graficar las rectas en GeoGebra. En un principio
utilizaron tabla de valores y la gréafica respectivamente para dar respuesta a lo pedido, pero
después solo se apoyaron en la gréfica, salvo para el ultimo item en donde realizaron un
trabajo algebraico para encontrar lo solicitado. Por lo tanto considerando que la finalidad de
este momento era que hallaran el conjunto solucion a partir de la grafica, podemos decir
que se cumpli6 medianamente, ya que en algunas preguntas se apoyaron en tablas de
valores y realizaron procedimientos algebraicos para encontrar el conjunto solucién y no la

gréfica.

El Binomio 2 no present6 ninguna dificultad para graficar en el software GeoGebra,
apoyandose sélo en la gréfica para dar respuesta a lo solicitado salvo cuando tenian que
tratar con numeros que no eran enteros, recurrian hacer trabajo algebraico. Por lo tanto
podemos decir que se cumplié lo esperado que los estudiantes determinaran el conjunto

solucion a partir de la gréafica.
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Momento 2

Los binomios de estudiantes cumplieron a cabalidad con el objetivo de este momento, ya
que una vez entregada las graficas en mica los estudiantes inmediatamente las
superpusieron, encontrando asi el conjunto solucion, de igual manera para las dos preguntas
restantes en las cuales no tenian la posibilidad de superponer las gréficas, no presentaron

dificultades para hallar el conjunto solucion.
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Capitulo 4: Conclusiones
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La presente investigacion sustentada de un marco tedrico, ETM, que apunta a potenciar
distintos trabajos matematicos que se dan, a partir de una tarea, nos permitio dar respuesta a
nuestra problematica que gira en torno al concepto de inecuacion lineal a nivel
escolar donde observamos se privilegia un tratamiento algebraico, es decir, se realizan
manipulaciones y operaciones algebraicas que buscan “despejar” una variable, tal como se
hace para las ecuaciones, pero cuidando respetar las propiedades de la desigualdad, como la
multiplicacién por -1, lo cual genera que la inecuaciones carezcan de significado, en
términos tedricos, desde el ETM, se evidencia que existe una desarticulacién entre las 3
génesis, potencidndose tanto la génesis instrumental como la génesis semiética, quedando

debilitada la génesis discursiva.

Con el objetivo de conocer las concepciones que tienen los estudiantes de
ensefianza media y nivel universitario acerca del concepto de desigualdad e inecuacion
lineal, se elabord una entrevista semiestructurada, la cual nos permiti6 identificar que tanto
estudiantes de ensefianza media como universitarios dominan parcialmente el concepto de
desigualdad, ya que lo asocian con la nocion de “cosas distintas” pero no logran precisar

con exactitud dicho concepto.

Por otro lado se evidencié que los estudiantes no tienen una concepcion clara del
concepto de inecuacion lineal, ya que para dar una definicion recurren a explicar el
conjunto solucion, haciendo énfasis en que no se obtiene un Unico valor sino un conjunto
de valores, ademas relacionan fuertemente la ecuacion con la inecuacion lineal, indicando
que esta Ultima se resuelve “casi igual” que una ecuacion cuidando de respetar las

propiedades de desigualdad.

Para el objetivo analizar el espacio de trabajo matematico de estudiantes de
ensefianza media y nivel universitario respecto a las inecuaciones lineales, se confeccion6
un cuestionario considerando las actividades que se proponen en el programa de estudio, en

los textos escolares oficiales de Chile, y el DEMRE. Dicho cuestionario permitio
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caracterizar e identificar el trabajo matematico de los estudiantes universitarios y de
ensefianza media, evidenciando que para la resolucion de inecuaciones lineales los
estudiantes solo realizan procedimientos algebraicos, presentando deficiencias para
interpretar las soluciones obtenidas, lo cual permite inferir obstaculos referentes a la
argumentacion teorica, ademas de presentar falencias para modelar situaciones a través de
inecuacion lineal. Para el caso particular de la pregunta 4 del cuestionario aplicado solo a
estudiantes universitarios en donde debian trabajar con gréafica de funciones, se observa que
estos presentan dificultades a la hora de trabajar desigualdades a partir de su representacion

gréfica, pues solo un binomio logré acercarse a lo esperado.

Tomando en cuenta los resultados arrojados se evidencia que el estudio de
inecuaciones lineales muchas veces es reducido a un algoritmo repetitivo, es decir, se
realizan manipulaciones y operaciones algebraicas que buscan “despejar” una variable, tal
como se hace para las ecuaciones, lo cual ocasiona que los estudiantes a pesar de ser
capaces de encontrar el conjunto solucién no consigan justificar el algoritmo utilizado y
que las inecuaciones lineales carezcan de significado. Es por ello elaboramos una propuesta
de ensefianza-aprendizaje bajo un enfoque grafico (cartesiano) con el fin de dar significado
a las inecuaciones lineales, ademas de justificar el método algebraico utilizado por los
estudiantes. Desde el punto de vista del ETM, al incorporar el enfoque grafico al trabajo
algebraico, se busca la activacion de la génesis discursiva, para asi favorecer la articulacién

entre las 3 génesis.

Los resultados obtenidos de la propuesta de ensefianza-aprendizaje aplicada a
estudiantes de ensefianza media fueron satisfactorios, ya que los estudiantes rapidamente
comprendieron cdmo obtener el conjunto solucién a partir de la representacién grafica de
funciones contando con las expresiones algebraicas y en otras solo el trazado de las rectas
entregados en gréaficos distintos, durante su desarrollo no se presentaron grandes
dificultades, mas bien el trabajo se dio de forma natural. Permitiendo a los estudiantes dar

sentido al trabajo algebraico y a su vez dotar de significado a las inecuaciones lineales.
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Al finalizar la propuesta los estudiantes manifestaron que esta forma de trabajar
inecuaciones lineales con la grafica era més entretenida y mas facil, uno de los binomios
manifestd lo siguiente: “Me parecioé una forma mas creativa para entender inecuaciones” y

que era “mas facil entenderlo”.

Considerando nuestro marco tedrico didactico, ETM, se pudo observar que los
binomios transitaron por la génesis semiotica al trabajar bajo los registros gréafico, tabular y
algebraico, por la génesis instrumental al hacer uso de artefactos simbolicos (algoritmos),
artefactos clasicos (gréaficas en mica, lapiz) y artefactos no clésicos (software GeoGebra) y
por la génesis discursiva al utilizar la grafica como una prueba pragmaética. Lo cual
evidencia que las tareas propuestas articulan las tres génesis dando movimiento al Espacio

de Trabajo Matematico.

En concordancia con lo expuesto anteriormente creemos que para la ensefianza de
inecuaciones lineales el incorporar un enfoque grafico resulta fructuoso para el
entendimiento de las inecuaciones lineales, ya que de esta manera se logra desligar del
concepto de ecuacion, favoreciendo el vinculo entre desigualdad e inecuacion lineal al
comparar funciones, y le da sentido al conjunto solucién. Coincidiendo con las reflexiones
de Barbosa (2003) “Es necesario proponer actividades [...] que involucran la interpretacion
y las resoluciones no solo algebraicas [...] sino también resoluciones gréficas que propicien

el pensamiento flexible” (p.218).
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Anexo 1: Producciones del Cuestionario, Estudiantes

Universitario
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Binomio 1

Tarea 1.

¢ Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacién
2N+ TS 12 +X?

) El conjunto de los nimeros reales menores que 5. = | 3
1)) El conjunto de los nimeros reales mayores que 5. - 1t | o T
1)) El conjunto formado solo por el nimero 5. ; e E
9
A) Solo | S
B) Solo Il
C) Sololll
D) Solo Iyl
E) Solollyll
) Caso 1
%11 L 124X ,‘ - . a
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X XIRF B g
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XY
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Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccion y ampliacion de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.

X

€& i)

a) ¢Cuéles son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decisién favorezca a la sefiora

Adelina?

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble
del largo?

c) Y, ¢sielterreno hubiese sido cuadrado?
‘,\‘)\‘ ( = ( T N\ r 6] \ / )( \g i
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Tarea 3.

De acuerdo a un aforismo hindu, para que una relacion sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la
mitad de la edad de él, mas siete afios.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si él es ocho afios mayor

que ella?
—

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?
¢ Cuales son esas edades?

N
. v

L

b) x £ 2 &)

y
7 x*=2 \ ¢ %
9 X M {
: ) lq { , g ovut
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Tarea 4.

a) Graficar las rectas y =2x—-7ey=-3x+1

b) En cada grafico marcar los valores para y que corresponden al intervalo de valores
para x dado por —2 < x < 1. Expresarlo utilizando desigualdades y notacion de

intervalos.

c) Comparar ambas respuestas. ¢, Cual es el valor maximo y minimo que toma el valor
de y en ambos casos? ;A qué valor de x se asocia el valor minimo de y en cada

caso?

d) Comparar la distancia entre los valores maximo y minimo de y que se asocien a los
intervalos para x, [, = [2,5] e [, = [-2,1] en cada una de las rectas. '

e) Proponer un intervalo de valores para y; determinar el intervalo correspondiente
para x.

127



€) Leca A

el ué[ou m&wm Que pf'a(f ;ﬁm@ v es oun numét»a (etldra A
_.gf an  teman el -5 (‘ao. e a¢§)ug,a/é)(

=4 9

cl Wt m o pot [;uedl {‘Qﬂﬂaf y é°
(o e\ UALO/L “’)«. i l’x‘\

_’11‘5 £ AWGe

Qeks 2.

AN

C Uc.‘u:}”‘- yh ¢ ¥ty tomf [ngaé &'l&\ W\ % 7. ,j )

AL E  (pan eﬁ‘f{ e ki df o pue e -2

{/ LGQ/L wi o A yov) f‘f f}wd/ }‘M £ nwm@(/ (N[t
3 =2 sin foren el -7 (pon ls M%J)(f“

dl -2 x <1

Lomparer

fzéxégf N _2£ %X £
o ﬂbﬂ/ﬂ% WA@W/A (/Uo enltn 8lesros (ene

haanls)

128



A

129

HHH




Binomio 2

Tarea 1.

¢ Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacion
2X+ 7212+ X%?

) El conjunto de los nimeros reales menores que 5.
1)) El conjunto de los numeros reales mayores que 5.
() El conjunto formado solo por el nimero 5.

A) Solo |

B) Solo Il
C) Solo I

X Solo Iy Il

E) Solo Ily Il

Z)(r? —4721"X

x-5éo
Xé5 X(y]-aoISJ

130



Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccion y ampliacion de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.

a) ¢Cuales son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decision favorezca a la sefora
Adelina?

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble
del largo?

c) Y, ¢siel terreno hubiese sido cuadrado?

b)bh &w&p%ﬁwﬁ@d&%gﬂb\cmg,ox %ijmglfu
&&"Jﬁ@m nﬁrﬂ&nf\ 5X’75 &%D@/

2 %2 K

' P @ (wg
(/\) [mzp(,a)m’m bjﬂ)‘&mﬁf BT)gl-N ﬁ/‘MQ‘DQ\A/\D Q
dom / hanel ’\“NJ\%S;} o) om/&n;d Cprs Yo Q?ilh 6{0&(



Hubdor H ik
hodhs = X ) N ador® X2

{'m‘?ff: x 0 /-—C‘Wg: X+ 15
Wodo-e %=
X(x+“!o) (><~j)/><+75)*7 541+75><~5><—1

I [0 o

% -2

) Amdes = 25120 (Zx r20) (vt 1]

(_@n?gf:’ “+10 9 3% ¢ Jox + 20+ 2w

N x Aot 200
Amﬁ\ 25+ H0x oo

132



Tarea 3.

De acuerdo a un aforismo hindu, para que una relacion sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la
mitad de la edad de €él, mas siete afios.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si él es ocho afios mayor
que ella?

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?
¢ Cuales son esas edades?

b MJMWAA rfu\) %W‘“

,P: >\ O/ 20
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Tarea 4.
a) Graficar las rectas y =2x—-7ey = —3x+1

b) En cada grafico marcar los valores para y que corresponden al intervalo de valores
para x dado por —2<x <1 Expresarlo utilizando desigualdades y notaciéon de

intervalos.

c) Comparar ambas respuestas. ¢ Cual es el valor maximo y minimo que toma el valor
de y en ambos casos? ¢A qué valor de x se asocia el valor minimo de y en cada
caso?

d) Comparar la distancia entre los valores maximo y minimo de y que se asocien a los
intervalos para x, [, = [2,5] e [, = [-2,1] en cada una de las rectas.

e) Proponer un intervalo de valores para y; determinar el intervalo correspondiente

para x.
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Binomio 3

Tarea 1.

; Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacion
2Xx +7<12 +x?

) El conjunto de los nimeros reales menores que 5. °
1)) El conjunto de los nimeros reales mayores que 5.
1)) El conjunto formado solo por el numero 5. _

A) Solo |

B) Solo

C) Solo lll
Solo Iy Il

E) Solollylll

oo L%
2% 47 242+ X
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Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccién y ampliacion de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.

N
)’

|
L
|
f

a) ¢Cuales son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decision favorezca a la sefora

{

Adelina? r _ .
b) ¢Qué hubiera pasado si ihicialmente el ancho del terreno habria sido el doble

del largo?

c) Y, ¢siel terreno hubiese sido cuadrado?

e __ A A

Z | |

A
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Tarea 3.

De acuerdo a un aforismo hindd, para que una relaciéon sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la
mitad de la edad de él, mas siete afos.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si él es ocho afios mayor
que ella?

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?
¢ Cuales son esas edades?
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Tarea 4.

a) Graficar las rectas y = 2x,—7ey = -3x+1

b) En cada grafico marcar los valores para y que corresponden al intervalo de valores
para x dado por —2 < x < 1. Expresarla utilizando desigualdades y notacion de
intervalos. —

c) Comparar ambas respuestas. ¢ Cual es el valor maximo y minimo que toma el valor
de y en ambos casos? ¢A qué valor de x se asocia el valor minimo de y en cada
caso?

d) Comparar la distanciaﬁqrqltre los v}§lores maximo y minimo de y que se asocien a los
intervalos para x, [; = [2,5] el, = [—’Z,ﬁen cada una de las rectas.
; B

_e) Proponer un intervalo de valores para y; determinar el intervalo correspondiente
A para x.

7 \ /‘.\ / ;LK"’}Y
™9/ )
\\"\ }\"" A )( = ’é ' Li; A
g 7 Rt
/’\// Z = ’ N q_ ) <

/\O :2.7(\ \‘(-)

S =x N\

7

_) 2 < NN L = R\
o o
YLV w2 = 8 -
\Y
A N
J ﬂ\ A 'i/s.
] A -2 - \I ”\/
e \ \1 Bing Q
flx '“(‘LM_\‘ i. ":
o W, N\
: b v,
/32 /= A+ S N
v 16 \/ By 1 -
‘ L]\/Z /] FEL e
S =g ol o
% >

141



in nm T "
- ¥ ¥ TR
H
o 7 H
. RaEEEadEERREE F s I Nt
mnnamms T
HHTH : usauns mansaEEREANEEn 2N Tt T
= HA H o
HraH T SEERRRaIEER: - HH
ana m P aEadn 5 a +
pEsEEn x T = :
3 EERERRIEREER HHH ¥ H o i
T H
s T : pEgass
R H I H = T e
H = HHHHH FHHH PHA T R T HEEEEN HH
T T .
& H 3 . : HHH = i
ih HHH r ¥ F HH £as
T HH FH HRE R
P 3 s B : u
: :
HTH _
HE H 8 EganE s
8 . 1 5 A ARSRE RS “aan H
H .- iy : PR
1 i
T B samaepan; H
. HHH + :
5 tHH s N aERE AR HH
PPHH i . b
u s ” = e
§ EEaa s
T
" i b
T
I v : T
T
2 Ty 1
I ¥ o maxanan
===t f 1e:
5 H tEmana:
HH
T R EREEE A
a8
+ :
1t - T
} T i H g
5
T EEHH u =
+
T HHT H
T
1
I
ma mamsEERSEan = SeAagTs SRR
.
L H H 1
L T
H T
L HEH 33 t
HHH T
t HHH
T
1 Samasn=aE
T
g FEEEH RREERaERa N
HH el . S
. T
T T 3
¥ T +
- . HH ananeal \
+H
t
i R 5 ==t
o5 g 3 T I 5
H : i
1
H =5 H is-tdians
iBanas
- §re S HH H
= g
H 2 H :
\. H HHHH A T mmanan
2, = H HH 5 T iz aasu
H i x e + 1 Ea gk sRa g T | liesaaais
o 1 SRaEaSnaiaaREE ik it i 1 TR BASaNSan ana: T

142



Binomio 4

Tarea 1.

¢ Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacion
2x+7 <12+ x?

) El conjunto de los numeros reales menores que 5.
1)) El conjunto de los numeros reales mayores que 5.
1)} El conjunto formado solo por el numero 5.

A) Solo |
B) Solo I
Solo Ill

C)
. >Ef/SoIo Ly Il

E) Solollylll
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Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccion y ampliacion de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.

VD

a) ¢Cudles son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decision favorezca a la sefiora

Adelina?

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble
del largo?

c) Y, ¢siel terreno hubiese sido cuadrado?
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‘Tarea 3.

De acuerdo a un -aforismo hindu, para que una relacién sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la
mitad de la edad de él, mas siete afos.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si €l es ocho afios mayor
que ella?

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?
¢ Cudles son esas edades?
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4/' /
.[ /\_, \
Tarea 4. - 7

_ ¢
a)/(;r'aficar las rectas \y__:_ziﬂe y=-3x+1

b)/En cada grafico marcar los valores para y que corresponden al intervalo de valores
ra x dado por —2<x <1 Expresarlo utilizando desigualdades y notacion de

nteryalos.

Comparar ambas respuestas. ,Cual es el valor maximo y minimo que toma el valor
de y en ambos casos? ¢A qué valor de x se asocia el valor minimo de y en cada
caso?

d) Comparar la distancia entre los valores maximo y minimo de y que se asocien a los
intervalos para x, l; = [25]el; = [-2,1] en cada una de las rectas.

e) Proponer un intervalo de valores para y, determinar el intervalo correspondiente
para x. '
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Anexo 2: Producciones del Cuestionario, Estudiantes

de Ensenanza Media
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Binomio 1

Tarea 1.

¢ Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacion
2%+ 7212 +X7

) El conjunto de los numeros reales menores que 5. -
1)) El conjunto de los numeros reales mayores que 5.
1)) El conjunto formado solo por el nimero 3. ot
A) Solo |
B) Solo
C) Sololll
Solo Iy lll
E) Solollyll
2 x ¥ £ )2+x
X « D
e e ————— e
A7 7 4 T Y
. 05(%/ A
) /} L -
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Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccién y ampliacion de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.

Ud,&s(!f’o

a) ¢Cudles son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decision-favorezca a la sefiora

Adelina?

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble
del largo?

o) Y, ¢isiel terreno hubiese sido cuadrado?

(X1 10)x = 5 (x3) (x g
\x~+4ox?.y X—lMZ_X-'-IS <y

- L N
M=y x4 PR e g
A+ X=7 ) =y 3

10 - = (00 /‘L 7‘9’(':/(42;(’«4/5
3 € = 5 x iﬁ:?::
/’ =
2 ) 05 228 = x gl
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Tarea 3.

De acuerdo a un aforismo hindu, para que una relacién sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la
mitad de la edad de él, mas siete afos.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si él es ocho afios mayor
que ella?

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?
¢ Cuales son esas edades?

Y

S
NI
x X

157



158



Binomio 2

Tarea 1.

¢ Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la

inecuacion
2x+ 7 <12 + x?

)
Il
1)

A)
B)
C)
B)
E)

El conjunto de los numeros reales menores que 5.
El conjunto de los numeros reales mayores que 5.
El conjunto formado solo por el numero 3.

Solo |
Solo Il
Solo Il
Solo Iy 1l
Solo Iy 1l
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Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccion y ampliacion de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipalj.{

ZAR

a) ¢Cudles son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decision favorezca a la sefiora

Adelina? 6
W)

100 MANED N N0 A D,

e

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el éncho del terreno habria sido el doble

del largo? /
Tdrit mon  +eireno
c) Y, ¢sielterreno hubiese sido cuadrado?

hJoi €5 PUdo ond Foc 000,

00 W FAau0e i

160



o

w’\(N\l

161



Tarea 3.

De acuerdo a un aforismo hindu, para que una relacion sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la

mitad de la edad de él, mas siete afios.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si él es ocho afios mayor

que ella?

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?

. Cuales son esas edades?
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Binomio 3

Tarea 1.

¢Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacion
2X+TER+x?

) El conjunto de los numeros reales menores que 5.
1)) El conjunto de los numeros reales mayores que 5.
1)) El conjunto formado solo por el niumero 5.

A) Solo |
B) Solo Il

C) Solo Il
Solo | y 1l
) Solollylll

o
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Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccion y ampliacién de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.

a) ¢Cudles son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decision favorezca a la sefora

Adelina?

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble
del largo?

c) Y, ¢siel terreno hubiese sido cuadrado?
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Tarea 3.

De acuerdo a un aforismo hindu, para que una relacion sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la
mitad de la edad de él, mas siete afios.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si él es ocho afios mayor
que ella?

b) ¢Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?
¢ Cudles son esas edades?

166



167



Binomio 4

Tarea 1.

¢ Cual(es) de los siguientes conjuntos contiene elemento(s) que satisfacen la
inecuacion
28+ 712+ %7

) El conjunto de los nimeros reales menores que 5./
1)) El conjunto de los nimeros reales mayores que 5.
) El conjunto formado solo por el numero 5.

@Solol X £ 5 =Vb J‘OQ/ 5]

B) Solo Il

C) Solo lll
D) Sololylll
E) Solollylll
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Tarea 2.

Desde el Municipio le explican a la sefiora Adelina, propietaria de un terreno
rectangular, que para la construccion y ampliacion de veredas, de acuerdo al plano
regulador del sector, su terreno disminuiria en una franja de 3 metros en el frente de
su casa. Este terreno se podria compensar con una franja de 5 metros de ancho del
terreno colindante al de su casa, que es un terreno municipal.

A

a) ¢Cuales son las medidas minimas del terreno, suponiendo que el largo mide
10 metros mas que el ancho, para que esta decision favorezca a la sefiora

Adelina? (), e > g y honde = 4y

b) ¢Qué hubiera pasado si inicialmente el ancho del terreno habria sido el doble

del larQO? ‘/ lu/ {711 ],\ ""’ '\ J 9 ,rxf- 144 4 { vl ] :'A / !fl (¥

WA / ' . N, ~ . 5 « ¥
%. (( { / / YOS _/6’1/(,//{-’) I;F) ,;‘ ‘-:,{j ',!’; //‘l
c) Y, ¢sielterreno hubiese sido cuadrado?

/
/ N rs

j{W! A 4ann0p Zm Qe WU
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Tarea 3.

De acuerdo a un aforismo hindu, para que una relacién sentimental tenga un
futuro promisorio, ésta se debe formalizar cuando la edad de ella no sobrepase la
mitad de la edad de él, mas siete afos.

a) ¢Hasta qué edad Ranhan puede casarse con Indira, si €l es ocho afios mayor
que ella? ;}(Q,)[rfl f’f-j 30 oMg) |

b) (Es posible que se cumpla este aforismo si ambos tienen la misma edad?
¢,Cuales son esas edades? ), 2) ‘)é';f W P;" o vumltay e

n 8 Ml JO 141 amg |

x 2 2.1
l

—%{# 1 2 LE£.5

171



Anexo 3: Producciones Preguntas Adicionales al

Cuestionario, Estudiantes Universitarios
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Entrevista Semiestructurada

1. ,Coémo defines una desigualdad? ¢Y una inecuacion?

1) Omﬂ\‘ccoam' o ot
is;uc;\ Q unh w%u( tiok

f\'ﬂ‘ koe ) tn Und nende o

ole) S g o & WS 1%

g Bl pe sed

OSPULe

x W’ﬁd‘ torman ‘/‘?‘6/02‘3
% /’lé rotret

o

2. ;Como resuelves una inecuacién? Da un ejemplo.

BULK

NLQ xX-32>9
X £ 7F
=, S
7 !

& rewﬁ V.4 (f,éﬂ“mdofd x b, é’m{// 4 jo df( /AJ /fc‘(uc
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Qigtjsnd oty o on lick &iblsst 5 of oo <
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Cémo defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

el'fﬁt A :t"’:‘.l_

Inewaonn = A1 (oo LA elunrod | LRe In?iuacrl, o (1PA L

n 7 - q\/
aOS o Ay Cludy g (APl i K0 Unl A S¢a
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Can o7VO VALovw N ) _f\\;n !GGIM_QS

‘TN[)R‘,\{ ef /K‘f\/}

2. ;Coémo resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.

3y S 12 G2,
4+ X9 VRN W< | 4 9
k> 94 ! ) o4 X<A% | utxs 9
%25 i <5 | xss
L X2 ' ' Ye :

- |
s | s
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Como defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

Ume Sananpedied,  umen aparvtaoss , fon e &

Q<uu ST oV D &Xw%é) &6.
()mp\ W,m LONC, v%t‘/‘?g" \20’7& Wmé >/</

2. ;Cdémo resuelves una inecuacién? Da un ejemplo.

P s, Sgran R Dutsmh

Twmlbﬁag%zgwﬂm& AM&M/MJ})QM
i daned bs woletad M X, dov neleetion oo U 2Unation,
o, ST o sedunsiain paad) o Vb Mbntiomsn

)(+1}—4 Puj,mdngé
. 3 e
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Como defines una desigualdad? ¢Y una inecuacion?

«UN&<N@%WAd@d Lan w%w& Vo
oloje Ol NS aA aoumod 0w oL WAL
N T — (qual

PPIVERNTIV,S ¢ SNV AV S L T Y

2. ¢Como resuelves una inecuacién? Da un ejemplo.

= AU menﬂ\ui&w\ Lo, resnwddare  Cana

\ wm&m@- NOYN
g:;m;w ol e N AS 73 )
s - 3 > yt =2
- S »3 A5 3 A3
“Aax-2 NN
IS 2

CBA migraed (3, ¢, 0, ¢k
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Entrevista Semiestructurada

1. ;Como defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

* (N0 Uk expresion aue idive ge no exisle am unldnd
eve dos wn 54

” &"}mo s, el AN wﬁmﬁkﬁ wadc yesv H‘ﬁJu V=)
es 6 'dmrew\c wao (oenAs) ualone Je ’J\A‘Jas P SiND U

o de &yos

2. ;Como resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.

o Indieado reskhrice i s -
» Desarvoliar haster quednr Khee de svnng Jrestns.

¢ Tﬁb‘h de Signes.

o Itorse e sobicion o veﬂrjcqﬁu.
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Como defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

\hA Wuw M\Lew
RN _"32& AmwND&B\ )7&#3
(% »mwmmaovg\

Uﬁwmwmv\ ¥ C

){JA

2. ;Como resuelves una inecuacién? Da un ejemplo.

? m@\m&mw C ;Lketmm ) w_f\ &/ h;ﬂ b
W mwn%kfmﬁ“‘w sl

EJX (X b\ 120 |Rodt: (420
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢(Como defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

DE)! WL"M &M e LN Lodi Moty

C)@JV\ QV!WQW\
(o dins LLZJ,LQA

s 1 A o Y

2. ;,Como resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Coémo defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

- \)(\?‘. W%\b\)ﬂ{m@j; WMO 5 cOmPIE P ONE ) SO
WALONWES  us MM €\ a+b
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2. ;Coémo resuelves una inecuacién? Da un ejemplo.

Lol e wh pones AL peoloel o e
{:‘\\’Mﬂ\i}‘ »‘{": ’\\ 3 b\) j’\{ &)\.\j’i '\,{b e w {4\.;&\5 .
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Anexo 4: Producciones Preguntas adicionales al

Cuestionario, Estudiantes de Ensenianza Media
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Coémo defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

N AN \0) { :t\'? /\ u,f\ (,"’\:".,\.zii%\“v.’.\‘

L W\ OO U,

~ ot 10O

{:) m I ‘{t\ () }j‘l‘ AL “Af

|
N

2. ;Coémo resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.
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Entrevista Semiestructurada

., Cémo defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

; =
e 1 monl 5
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:9L«‘A¢\t‘[ dq‘r:)\ Que 7T fesul Ta do A (o vso
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0 ) g ,jJ_/)g/ .o
2. Como resuelves una inecuaciéon? Da un ejemplo.
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S ‘
sy 2
X = -3
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X = -
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢(Coémo defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

2. ;Coémo resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Como defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

- -~
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2. ;Coémo resuelves una inecuacmn? Da un ejemplo ¥
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Entrevista Semiestructurada

1. ,Cdémo defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?

2. ¢Coémo resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢(Como defines una desigualdad? ;Y una inecuacion?
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2. ;Como resuelves una inecuacion? Da un ejemplo.
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Entrevista Semiestructurada

1. ¢Como defines una desigualdad? ;Y una inecuacién?
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2. ¢Como resuelves una inecuacién? Da un ejemplo.
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Anexo 5: Producciones Propuesta, Binomio 1
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Universidad de Valparaiso, Departamento de Matematica

i3

Universidad
deValparaiso
CHILE
Propuesta de ensefnanz rendizaj
Momento 1:

I) Grafique con ayuda del software GeoGebra la funcion f(x) = 2x—4 y responda:

a) ¢A partir de qué valores de x la funcién es positiva?

A ?a\’ﬂ/k de A

PEESEN,
| 0

J —Z
7 J ' / L —

b) ¢A partir de qué valores de x la funcién es menor a 2?

{ \.&,U/'v\d\o af/)?vu(/i M \/{LU{“ j o0 42_{
( \j‘g‘}o ‘%aﬂ'\‘\“/\bui\ AN L‘t “/U a ajh?(‘/u[)()

c) ¢Para qué valores de x la funciéon toma valores entre -2 y 67

?a_ w9 Ny ey Yo
it 14, 5]
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*

Universidad

deValparaiso
CHILE

d) ¢Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por
=3 LwL6?

Lo, valewr (a1 peniolin
o) [1,%1

Il) En un nuevo archivo Geogebra grafique la funcién g(x) =—3x+ 1 y responda:

a) ¢A partir de qué valores de x la funcién es positiva?

(- pantl ol ;{’f’g O
]

b) ¢A partir de qué valores de x la funcion es menor a 2?7

~ A | ~ {
NN Y0 {. s D ' {
JT\ =) i.r)x . 5 ! o \
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Universidad

deValparaiso
CHILE

c) ¢Para qué valores de x la funcién toma valores entre -2 y 37

-3<x<17?

ll) En una nuevo archivo de GeoGebara grafique las funciones f(x)=2x-4 'y
gx)=3x+1

a) ¢Para qué valores la funcién f(x) < g(x)?

! (}i:w\h v dd punto (4, -2) haoo

! ; [ LIRS LA P TRV,
§ 3™y A4 ty1 & {j ; R Y 4
;frdi } & AL 20 W V.S AV 3 -

{ g X = jsc, > . i'L
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= Universidad

deValparaiso
CHILE

b) ¢Para qué valores la funcion g(x) < f(x)?

En th punto (1, -2 A 4o,
¢
a pankin O €Sk o) et %( X) AN

%

MAYY?
[

c) ¢Qué puede generalizar?

d/U £ M I ﬁ%%‘:&{i RLEN ( 4} I \ M

LNHOM I Atvndo @Tm o, dende £

alx\ QErhesL tntr, detotm hopndlo

N QWK "
O dendie T 4 hhaye gue o cha
1

IV) ¢ Para qué valores se cumplen las siguientes relaciones ?

a) —x+9<-6x+29

-X¥9q4 £ ~bx 129
- XY ox &~ 299
S5 & 20
X = pZO/S

X £ 4
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. Universidad

deValparaiso
CHILE

b) 4x+1>x—-4

qxv {7 ~X- 0
Hx+x 5 -4-\

OX Y =5
X7 S/
X7 -4

C) x+5<3x+7

XyD L Bx v 3
- F & DX X

~2 4 2
-2/ £ X
- b L X

d) -3x+6>2x—10

—IOAYb 7y x-1\0
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Universidad de Valparaiso, Departamento de Matematica

Momento 2:

I) Dada las gréficas en mica:

a) Encontrar el conjunto de nimeros que satisfacen g(x) < f(x).

A=

Universidad

deValparaiso
: CHILE

L[1,<0C
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*

o Universidad
deValparaiso

CHILE
Il) Dadas las siguientes graficas:

Griéfica f(x) Grafica g(x)

a) Encontrar el conjunto solucién de f(x) < g(x).

w K

1Y 7
o ) -
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deValparaiso
CHILE
Griéfica h(x) Grafica s(x)
\
\ .
\
\ ’
\ |
\ 1
{ ol
\ i
\ |
\ .
B

b) Encontrar el conjunto solucién de s(x) > A(x) .

T o Y
= ! s
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Anexo 6: Dialogo Propuesta, Binomio 1
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Momento 1:

item |

Pregunta a)

[e;2]: ¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

[e;;]: Yo tengo la idea de que hay que graficar la recta asi.

[e;2]: No, porque no sabemos los puntos.

[e;;]: Yaavancemos 2x + 4 si x vale 1

[e;>]: No, porque ¢a partir de qué valores de x la funcién es positiva?
[e;;]: A partir de qué valores de xla funcion

[e;2]: A ver del 2, del 3

[e;;]:¢COmMoO es eso? a partir de qué valores de xla funcién es positiva
[e;>]: Del 3

[e;;]:¢Por qué del 3?

[e;>]: Porque el O te va a dar -4, el 1 te va a dar -2

[e;;]: No, (2,1)

[e;2]: 2 porl

[e;;]: (2,1), ahi esta la recta!

[e;2]: Ah! entonces ahi es positiva

[e;;]: 2 por 1 menos 4 da -2, eh del (2,1) empieza a ser positivo del 3 es un valor entero

[e;>]: Trata de graficar ahora
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[e;;]: Yalsies5vale 1
[e;2]: No, si xvale 2 la funcion vale 0

[e;;]: Si x vale 1 la funcidn vale -2

[e;>]: Pasa por el (3,2), no, no pasa 3 por 2 es 6 menos 4 es dos. no he dicho nada jaja

[e;;]: Ahi si, esa es la respuesta.

[e;>]: Ya, a partir de qué valores de xla funcion es positiva
[e;;]: A partir de 3

[e;>]: Si, ya hago ese cuadro

[e;;]:Eh, bueno por si acaso para que ejemplificamos

Pregunta b)

[e;2]: Ya, a partir de qué valores de xla funcion es menor a 2

[e;;]: Menor a 2, del 2

[e;>]: Del2 !, porque mira

[e;;]: Ya del 2 para abajo. Porque el 3 pasa a ser 2, por la tabla anterior
[e;2]: (Escribe)

[e;;]: Del 2 para abajo

[e;2]: A los negativos

[e;;]: Con corchetes, incluye el dos, no perdon corchetes hacia afuera

[e;-]: Primero menos infinito
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[e;;]: Corchetes hacia afuera menos infinito, eso (aplaude)

Pregunta c)

[e;>]: ¢Para qué valores de xla funcidén toma valores entre -2 y 6?
[e;;]: Entre -2 y 6, entre el 1 y el 5, segun la tablita -2 y el 6
[e;2]y el 17

[e;;]: Si quieres justificar mas 5-6 1-2

[e;2]: No te estas confundiendo, para qué valores la funcion toma valores entre -2 'y 6
[e;;]: Si, entre, entonces entre -2y 4

[e;>]: Si porque si toma el -2 estaria tomando el 1

[e;]: Si

[e;2]: Entonces tendria que ser entreel 1y el 4

[es;]: Si

[e;>]:Pero el 4 toma el 6

[e;;]:No, el 5 toma el 6

[e;2]:Ya

[e;;]:Entonces ponelo de esta manera

[e;>]:Pero abierto o cerrado?

[e;;]: Abierto

[e;>]:Cerrado porque estan en ese

[e;;]: Abierto y no cuentas el 1, pones 1y 6
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[e;2]: 1,5? Pero tendria que ser el 5 cerrado
[e;;]: EI 5 abierto, porque es entre 5y 6

[312]: Asi

Pregunta d)

[e;2]: ¢Para qué valores de [corresponde al intervalo de valores para x dado por—3 < x <
6?

[e;;]: v es toda la recta

[e;2]: No, es la vertical

[e;;]: ¢-3 no lo incluye?

[e;2]: No

[e;;]: Entonces del -3

[e;>]: Al 6 para x

[e;;]: Del 1 al 5, porque se incluye el 6
[e;2]: Ya, se incluye el 6, entonces hasta el 6
[e;;]: Hasta 5

[e;2]: Pero siincluye el 6

[e;;]: No llega hasta 5, 5-6

[e;2]: Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por =3 <x < 6

[e;;]: x vale 5 y vale 6
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[e;s]: Yalel -2,-1,0,1,2,3,4,5, yael 6 incluye

[e;;1]:-2, -1,0 ¢qué valores corresponde x?, esos son los valores de y
[e;2]: No

[e;;]: Estan preguntando por x no mas

[es2]: Ya

[e;;]: Es-2 enx

[e;2]: Es -3, abierto el -3, 6 cerrado, el otro estaba bien entonces
[e;;]: Si, pero no

[e;>]: Ahi esta el -3

[e;;]: Esté hablando de x

[e;>]: Esté hablando de y, a ver busca en x, del -10 seria

[e;;]: Del -9 al valor 6

lerz]:y

[e;;]: Pero el 8 se incluye, no el 9 también se escribe

[e;2]: Ah verdad que era el 10, ah entonces pongo 9 cerrado?

[e;;]: Ya ahora un archivo nuevo.

ftem 11
Pregunta a)
[e;2]:¢A partir de qué valores de x la funcion g(x) es positiva?, —3x + /

[e;;]: Cuando x vale 1 y vale -2. Si x vale 2 y vale -5
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[e;2]: Hay que darle valores positivos
[e;;]:ElOdal,el-1da4
[e;2]:¢A partir de qué valores de x la funcion g(x) es positiva?

[e”]i Del 0

Pregunta b)

[e;2]: ¢ A partir de qué valores de x la funcidn es menor a 2?
[e;;]: Eh del O

[e;>]: A partir del O

[e;;]: A partir del 0 al menos infinito

[e;2]:ElOeslyles-2

Pregunta c)

[e;,]: ¢Para qué valores de x la funcion toma valores entre -2 y 3?
[e;;]: Eny = —2, (] vale 1, entonces y esta entre esos valores
[e;>]: Ahi estd el -2

less]: 1

[ers]: Y ¢EI' 3?7

[e;;]: Eh el tres seria ese
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[e;>]: Ahi esta el 3 (‘apunta gréfica)

[e;;]: Toma valores entre el -2 y el 3, entoncesel 1y el 0
[e;>]: Noes O, es 0,66

[e;;]: Y ninguno se incluye

[e;2]: ¢Como que ninguno se incluye? Si incluye!

[e;;]: Porque estan preguntando entre

[e;>]: Si, incluye

[e”]i Yal

Pregunta d)

[e;-]: Ya ¢Qué valores de [ corresponde al intervalo de valores para x dado por—3 < x <
1?

[e;;]: -3 también

[e;,]: Estés seguro que quedd bien hecha la gréafica?
[e;;]: Si es lamisma funcion, es la misma gréfica
[e;2]: Si, pero queda rara

[e;;]: Yadel-3all

[e;2]: El 1 se incluye

[e;;]: (Grafica)

[e;2]: Te pasaste
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[e;;]: Yaahi no méas 1,33

[e;2]: No, del 1 me dijiste

[e;;]: Del 0 al 1,33... valordel 1 el 0

[e;2]: 0,1

[e;;]: Del O al 1,33

[e;,]: Del 1

[e;;]: Del O

[e;>]: Del 1, te estoy preguntando del 1, incluye el 1 lo que no incluye es el -3
[e;;]: El1vaal0

[e;>]: Peroel Lesy

[e;;]: Se te esta preguntando para los valores para y
[e;>]: Lee pregunta

[e;;]:Enelles-2

[e;2]: Osea en el -3... los valores de y, anota los valores de y... los de y para x... (El 1 en

x es?

[e;]: -2

[e;2]: No, mira es cero coma y algo
[e;;]: EnlesO

[e;2]: Uylnoes0,0¢Si?...0y 3
[e;]: El ¢3?

[312]: 1,33
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[e;;]: En 3 es -8

e;,|: Los valores de ara x ... /1,33 es negativo o positivo?... positivo del 0 al 1,33...
[e12] yp i g p p

lee la siguiente pregunta

[e;;]: Aun me queda una duda, porque dice que x es igual a 0

[e;>]: Pero... lee pregunta nuevamente

[e;;]: Dadopor =3 < x < [

[e;2]: Ah, entonces es al revés... estaba bien lo que estabas diciendo
[e;;]: Si, sorry

[es2]: Ya

[e;;]: Cuando x vale -3

[e;>]: x vale 10, que no lo incluye, y ¢En 1?

[e;;]: Cuando x vale 1... vale -2

[e;2]: Incluye

item 111

Pregunta a)

[e;-]: Lee pregunta... ahora los dos en el mismo gréfico
[e;;]: ¢Uno coma a cuanto?

[e;2]: (1,-2)

[e;/]: Ya, y ¢El otro?
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[e;2]:2...laotra1,-2,2,5

[e;;]: ¢Cual otra mas?

le;2]: -5

[e;;]: ¢0 0 1?, porque no voy a poder bajar en 1
[e;2]: Lee pregunta nuevamente

[e;;]: Eh ¢Cuanto?

[e;>]: Es més facil verlo en la tabla

Investigador: Indica cdmo colorear las rectas en el software GeoGebra, para que se pueda

diferenciar facilmente una recta de otra

[e;2]: Ya de nuevo

[e;;]: Todos los valores de 1 al menos g(x) va hacer mayor, ese es el quiebre
[e;>]: Desde el -2

[e;;]: Desdeel 1

[e;2]: No, desde el (2,1)

[e;;]: Bueno

[e;>]: Desde ese punto

[e;/]:Enx =1

[e;2]: Lee pregunta nuevamente... a partir del punto ;Cuanto es?
[e;;]: Menos infinito

[e;>]: No (1,-2)

[e;;]: Siel -2 es el resultado
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[e;2]: No, si el (1,-2) es el punto... es un punto... hacia los infinitos negativos... ponerles

los intervalos a todos
[e;;]: Sin contar al 1

[e;2]: Si incluye el valor, si dice... lee pregunta nuevamente... deberia incluirlo porque si

pasa por el punto
[e;;]: Esté preguntando cual es el menor

[e;>]: Lo que pasa para los x y para la y

Pregunta b)

[e;2]: Lee pregunta... es lo mismo

[e;;]: En el punto (1,-2)... es lo mismo, evaluar
[e;2]: Lo estamos anotando igual

[e;;]: Menores o igual

[e;-]: Igual...

[e;;]: Del (1,-2) al infinito...

[e;>]: Positivo

[e;]: S

[e;>]: Son iguales en ese punto y a partir de este
[e;;]: Al infinito positivo

[e;2]: f(x) es mayor
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Pregunta c)

e;»: Lee pregunta... es una conclusion
[e;;]: Que la interseccion es (1,-2)

[e;>]: Que son iguales en el punto... que a partir de un mismo punto son iguales, mayores 0
menores, porque a partir de ese punto yo sé hacia donde son mayores , hacia donde

menores... en la interseccion

[e;;]: A partir del (1,-2) es interseccion

[e;>]: Escribe

[e;;] Estén en sentido opuesto..f (x)

[e;>]: Y se puede determinar cuales son...

[e;;]: f(x) es creciente y g(X) es decreciente... ;Sabes qué es es0?

[e;2]: Si, la pendiente

item IV

Pregunta a)

[e;;]: Lee pregunta

[e;s]: —x + 9 < —6x + 29 (Desarrolla algebraicamente)... ¢Eso es esto?

[e;]: S
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[e;2]: ¢Esta bien?

[e;;]: Si... yo creo que habia que graficar
[e;>]: Hacelo

[e;;]: No, ya no... si tu tienes el resultado listo

[e;2]: Es que yo soy bacan

Pregunta b)

[e;;]: Se hace de la misma manera... ;Lo haces ti o lo hago yo?

[e;2]: Yo... ¢(No habra que hacer eso del infinito que haciamos?

[e;;]: No es necesario

[e;>] Pero asi... por ejemplo poner el valor de infinito al no sé...

valor

[e;;]: Por eso

[e;2]: Ah no he dicho nada

[e;;]: Esta solo x... con dos valores es mucho masatadoso

[e;2]: Es més fécil, a mi me gusta

a no pero hay un solo

[e;;]: Tienes que hacer la media cosa para abajo...aca es una cosa pequefita
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Pregunta c)

[e;;]: Es lo mismo

[e;>]: Ah que facil esto

Pregunta d)

[e;2]: ¢Esta bien?

[e;;]: Si, esta bien

[e;>]: Terminamos... ya revisemos todo para ver si estd bien... ya esta bien

[e;;]: Ni revisaste

[e;2]: No si esta bien

[e;;]: Terminamos

Momento 2

item |

Pregunta a)

[e;;]: Oh! que hermoso
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[e;2]: No son iguales

[e;;]: ¢Se intersectan?

[e;2]: Si

[e;;]: Se intersectan en el (1,4)

[e;2]: ¢Cual es la pregunta?

[e;;]: Lee pregunta... que esta sea menor a esta... del 1 al infinito
[e;2]: Del 1 al infinito... ;Estas seguro qué es hacia el infinito positivo?
[e;;]: St

[e;>]: Yalaotra

item 11

Pregunta a)

[e;;]: Lee pregunta

[e;>]: Se intersectan

[e;;]: Se intersecta en (4, -1)... ambos pasan por ese punto aqui mira
[e;-]: El conjunto solucidn de f(x) < g(x)

[e;;]: Se intersectan en (4,-1)

[e;>]: Pero no en 4 justo

[e;;]: Si, mira fijate ¢ Lo ves?... nos estdn preguntando cuando es menor
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[e;2]Encontrar el conjunto solucion... cuando es menor... cuando en qué punto empieza a

ser menor

[e;;]: Si cuando en qué punto empieza hacer menor... no lo mismo que en el anterior
[e;2]: Abierto en los positivos

[e;;]: Eh 4 f(x)menor al infinito

[e;2]: ¢Que?

[e;;]: 4 al infinito, cuando f(x) es menor del 4 al infinito

[e;2]: Ahya

[e;;]: Listo, hermoso!

Pregunta b)

[e;;]: Encontrar el conjunto solucion de s(x) = h(x), ¢(En qué punto chocan? Supongo que

en ese

[e;2]:A ver

[e;;]: Chocan en (-3,5)

[e;2]: Si, entonces en el -3

[e;;]: Pero dice que s(x) = h(x)
[e;.]: St

[e;;]: Del menos infinito al menos 3

[612]: LIStO
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Comentarios Finales

[e;;]: Resultd més facil

Investigador: ¢ Habian trabajado inecuaciones lineales con una incégnita en gréficas?
[e;2]: Si

[e;;]: Pero con sistemas

[e;>]: De las dos formas

[e;;]: Pero con la gréfica sola no

[e;>]: Es mucho maés facil con gréficas

[e;;]: Si es mucho més facil con gréfica. EI método algebraico es mucho mas largo el

procedimiento. Con la grafica por ejemplo aqui en la mica juntabas y tenias el punto listo.

[e;>]: Se ve el punto donde intersectan al tiro. Entonces buscabamos primero el punto

comun y se veia donde era mayor o era menor.
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Anexo 7: Producciones Propuesta, Binomio 2
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- Universidad
deValparaiso

Pro de ensefnanz

aprendizaj

Momento 1:

7

I) Grafique con ayuda del software GeoGebra la funcién f(x) =2x—4 y responda:

a) ¢A partir de qué valores de x la funcién es positiva?

CHILE

ﬂ /.o/x%--’\ M (\;‘@*L@ﬁ\ X :Z

b) ¢A partir de qué valores de x la funcién es menor a 2?

/," L ¢ ) LF i

o e LR /
;;} - !
, (O /('
c) ¢Para qué valores de x la funcién toma valores entre -2 y 67
Ll , / i y
Tk { A= e (
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d) ¢Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por
-3<x<67?

LY =

I) En un nuevo archivo Geogebra grafique la funcién g(x) =—3x+ 1 y responda:

a) ¢A partir de qué valores de x la funcion es positiva?

u{ | O{a il Lorlo fim, =
/its =55
_] -0 1/3(_ "'ﬁ} /< )

b) ¢A partir de qué valores de x la funcién es menor a 2?7

i
A pordi, da X =" JES wvi«» et <)
i
é"/»r"‘ é,ﬁ/ﬁ'ﬂ':? j:,f(b'/(;:;si»\‘ ) L"? ) i d u{) ) . Prgf;»“
/ oo 1/
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c) ¢Para qué valores de x la funcién toma valores entre <2 yg’;

/—7’”&“‘3’\ éf:s’;l’s «Qv\\éﬂ wa O ,{\0 x Q\Y\A e Q e ‘f/-\ Q,g;\;j‘;’is W

d) ,Qué valores de y corresponde al intervalo de valores para x dado por

-3<x<17?

1027 22

1)

En una nuevo archivo de GeoGebara grafique las funciones f(x)=2x—4 vy

g(x)=—3x+1

a) ¢Para qué valores la funcion f(x) < g(x)?

, i / — ‘g
N=—c0< X & /|
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b) ¢Para qué valores la funcién g(x) < f(x)?

NEYES +00

c) ¢Qué puede generalizar?

Qe o podin Bs X o funcicgn Hen
h : e /
Oar et }-"i: \ ()«I\AL 6} (}{ i Yaada i,‘\,{}: } ‘,%u{ 7 CAAOAA f..iﬁ, x ( A

/

;{r‘< j é;"“\_‘ ir\"‘*ﬁ”"m“\' \{??‘A"‘ 4 4::7( x /}

IV) ¢ Para qué valores se cumplen las siguientes relaciones ?

a) —x+t9<-6x+29

- %+ 9 £ 6x429

\7} &~
/ Iy I ¥
-9 & 2417

—o0<x £ 5
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b) 4x+1>-x-4

LA > 4 A
RIS
€) x+5<3x+7
N X OO <+S &2t
L%

d) —3x+62x-10

—30 L \<-é ~ 29y e 2 X=/(
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Momento 2:

1) Dada las gréaficas en mica:

a) Encontrar el conjunto de numeros que satisfacen g(x) < f(x).

A & ¢ & T2
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Il) Dadas las siguientes graficas:

Gréfica f(x)

Gréfica g(x)
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a) Encontrar el conjunto solucion de f(x) < g(x).

¢ W < too
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Griéfica h(x) Grafica s(x)

b) Encontrar el conjunto solucion de s(x) > A(x) .

e s RV
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Anexo 8: Dialogo Propuesta, Binomio 2
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Momento 1

ftem |

Pregunta a)

[ex]: f(x) =2x —4... desde el 2 en x

[e>;]: A partir del punto...

[e;>]: Dos coma...

[e>;]: Si, (2,0)

[e5,]: Pero en funcidn de x

[e>;]: A partir de qué valores para x... ah! ya
[e5>]: Ah, entonces el 0 no

[e>;]:: A partir de valor x = 2

Pregunta b)

[en]2x—4=2...6.. Mmm... 3... (2,3)... no
[e2;]: Si

[e2:]: No, (3,2)

[e>/]:: No... apartirde x = 3

Pregunta c)

[ex]: Entre -2y 6
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[e>;]: Lafuncionen -2 y 6... te preguntan por la x
[e;>]:y esigual a5
[e>;]:x esigual a5

[e5>]: Ahi queda una poco...

[e>;]: Mira la funcion toma valores entre -2 y 6, entonces x toma valores entre -2 y 6... en -

2eslyenb6estaenb

[e;>]: Osea que esta es x

Pregunta d)

[e;>]: -3 es menor a x... osea desde aqui para aca..xes menor o igual a 6

y toman esos
[e>;]: Espera... seria el menos 10 ;Lo escribimos asi?

[e:>]: Y menor igual a 6... es §, eso seria, creo

item 11

Pregunta a)

[e>;]:—3x + 1...ahi esta... desde los infinitos negativos
[e5>]: No mira x

[e,;]: A partir de qué valores de x la funcion es positiva

[e22]: Ya... pero mira hacia donde baja

... y que valores de
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[e>;]: Por eso es desde todos los que estan para acd, hasta ahi
[e»>]: Ah dale hasta donde se intersecta con la recta

[e5;]: Desde el menos infinito... y = —3x + 1, para que la funcion sea positivay tiene que

ser0

[e5,]: No, seria 1 partido en 3 positivo

[e>;]: Ah! ya ahora si... pero lo podemos escribir como intervalo

[e,,]: Prestame una hoja —3x + 1 = 0 ... igual le podrias dar otro valor a y mmm... no

[e>;]: El intervalo es este

Pregunta b)

[e>;]: Hace la b)

[e1>]: Lee pregunta... a partir del uno

[e>;]: No...enx... 2 = =3x + 1

[e5>]: Menos un tercio

[e>;]: Desde

[e>>]: Dos

[e>;]:: No, menos un tercio

[e5>]: Ah ya lo estaba viendo desde otro lado

[e5;]:: Continuando...
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Pregunta c)

[e,;]: Lee pregunta

[es]: -2y 3enx...seria3

[e>;]:: No

[e52]: Menos un tercio y uno

[e5;]: ¢De dénde sacaste menos un tercio?

[e,>]: Ah no, menos dos tercios... ahi si

Pregunta d)

[e;>]: Lee pregunta... -3 €S menor a x... ya que seria -2 ... a ver sube un poco quiero ver

hasta donde llega
[e>;]: Hasta el 10
[e1>]: Seglin yo esto queda asi... es 10 y acé es -2

[e5;]:: Lee pregunta... no queda asi y va hacer mayor igual a -2...acuérdate que esto esta al

revés

[e>>] : No, esta al reves tienes que seguir el orden de eso
[e>;]: Espératey debe ser en 10

[e5>]: Debe ser mayor o menor a 10

[e>;]: No, al revés
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[e2:]:

[e2]:

item |

Si, ya

Menor a 10

Pregunta a)

[e2:]:
[e22]:
[e2:]:
[e22]:
[e2/]:
[e22]:
le2,]:
[e22] -
le2,]:
[e22]:
[e2/]:
[e22]:
[e2/]:

[e2:]:

¢Para qué valores la funcion f(x)

Es menor a g?

3x +1

Para qué valores la funcién f(x), es menor g
Si, eso dije

Si2x — 4 (hace célculos)

Del 10 en adelante

¢Por qué?

Desde el 10 hasta el 1, eso en y, no en x
Enxoy

Enx,

Entonces si es en x, tiene que ser y

No, mira lo tengo que poner asi

Ahhh!

[e5;]:x va a ser mayor o igual que el menos infinito

[e2]:

Si
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[321]: Y...
[e>2]: Y menor o igual que 1
[e>;]: No porque si ponemos el...

[e5>]: Ah si en ese caso seria cerrado

Pregunta b)

[es,]: ¢Para qué valores la funcion g(x) es menor o igual a f(x)?, g(x) era esa cierto

(apunta  grafica)

[e,;]: Si miraestaes gy esta f (apunta grafica), acd vaun 1
[e>>]: A ya! menor o igual

[e>;]: Acaes igual

[e;,]: En 1 sé que es igual

[e>;]:xmenor o igual

[e5,]: Si menor o igual, y en infinito

[e,;]: Tiene obligacion (escribe respuesta)

Pregunta c)
[e1,]: ¢ Qué significa generalizar?
[e>;]: Que a partir de x = /emm...la funcion f(x) es mayor que g(x)(escribe)

[ex]: Sif de x =1, pero la funcion g(x) se va para..en funcion dex, seria los

negativos...no en funcion de g seria los negativos y en funcion de f los positivos.
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[e>;]: (Sigue escribiendo) mientras que cuando x < /f(x) es menor que g(x)...ahora

tendria que haber puesto x > 1.

ftem IV

Preguntaa)

[e,;]: ¢Para qué valores se cumplen las siguientes relaciones?

[es]:—x + 9 < —6x + 29. Hay que darle un valor a x... que sea menor o igual
[e>;]: probemos con 1

[es]:-1+9es 8

[e>;]: Con cero da esto, y si la graficamos?

[e;>]: Con el 2 también....ah es -6x

[e,;]: (Gréfica en geogebra) mira acd f(x) va a ser menor que la otra... a ver con el 4, 6

por 4 es 24
[es,]: Ahite da5y 5, son igual, si se cumple

[e>;]: Mmm...Entonces es a partir de menos infinito...eh menor o igual a x, hasta los

menores o iguales a 5

[e5,]: Por qué menos infinito ahi?

[e5;]: Porque mira probé con 0 que es aca y probé con 9 que era...
[e55]: Ah probaste con el 0

[e5;]: Si entonces todos para aca van a dar...
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Preguntab)
[e>;]:: Ya hay que seguir graficando

[e>>]: Ya voy a ver con el ¢) y tu con el b)...aunque no es necesario graficar, pero para que

veamos bien la respuesta

[e>;]: —x — 4, ya4x + Iveamos el O

[e5,]: Si por 0,altiro

[e>;]: Yapor O seria 1 es mayor que 4, ya esta “listoco”
[e,,]: Entonces hacia atras, ya ponele menos infinito
[e>;]: Dije que este era 0

[e5,]: Intenta con el -3

[e,;]: Espérame, dije que cuando valia O

[e5,]: (Hace célculos) No, no es con el menos infinito porque no se cumple con todos.
[e>;]: Espérate, con -1

[e5,]: iCon los demas negativos no se cumple!

[e5;]: : -4 més 1 mayor que 1 menos 4, esto me da -3 mayor a -3...ya x mayor o igual que el

infinito porque son los positivos
[e,,]: Si infinito

[e>;]: Sinincluira -3, no -1

[e>>]: No el -3 tampoco se incluye
[e>;]: Eh del -1 parte

[e,>]: No puede ser mayor o igual a infinito, si el infinito siempre va ha ser abierto
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[e>;]: Porx mayor o igual

[e>>]: Cuando era mayor igual se cerraba y cuando era asi no mas se dejaba abierto,
acuérdate que en el gréafico era asi y cuando estaba mayor o igual se cerraba...esto era asi y

cuando esto estaba asi se dejaba asi no mas se dejaba abierto era un sistema abierto.
[e,;]: Entonces quieres que diga que x es mayor que el infinito

[e1,]: Menor que el infinito, si estas diciendo que x es mayor a -1 y menor al infinito
[e>;]: ¢Seguro?

[e5>]: YO “cacho” que si

[e>;]: Yo digo que es menor o igual

[e5,]: ES que si es menor o igual, estas cerrando el sistema

[e>;]: Ya entonces hay que cambiar todo esto

[e5,]: Ahi no estoy seguro,

[e>;]: Yo digo que es cerrado.

[e>»]: Oye cuando haciamos esos graficos ¢;como dejdbamos el infinito? infinito lo

teniamos que dejar abierto...ves ; Como le dejaste ahi?
[e>;]: iYa! me ganaste, voy a tener que revisar
[e5,]: Sien todo caso

[e>;]: iYaahora las otras!

Preguntac)
[e>;]: x + 5Smenor a 3x + 7(gréafica en GeoGebra)

[e>,]: Ya prueba con el O
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[e>;]: Espeérate, x + 5 menor a 3x + 7, con 0 da 5 menor que 7 ¢el -1 cuanto seria?, seria -4

y

[en]:Y-3y4

[e>;]: Ah no seria 4, me equivoqué. Con -2
[e,>]: Con -2, -6

[e;/]: -6mas7es 1

[e;>]: Tampoco

[e,;]: Entonces es a partir de x (escribe la respuesta)

Preguntad)

[e>;]: —3x + 6mayor o igual a x — 70 (grafica en GeoGebra)
[e5,]:¢Qué valores le podemos dar a eso?

[e:/]:3,4y5

[e;>]: -3 por 3 es -9,

[e>7]:3 menos 1

[e22]: 2

[e>;]: Lo tenemos mal, 3 por 4 menos 2 mas 6

[e52]: Menos por menos es -6 y 4 menos 10 es 6, si se cumple
[e>;]: Con 5

[e>5]: 3por5es-15mas6es9

[e>;]: Negativo
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[e22]: Y 5 menos 1 es 4, sigue inconclusa
[e>;]: iNo! se tiene que cumplir alguna vez
[e;5]: Eh no sé
[e5;]: Se tiene que cumplir!
(Siguen haciendo célculos)
[e>;]: iAR! mira acé esta el error, habia puesto -1
[e5,]: Ah! (rie)
[e5;]: Ahora...eh...3 menos 10 es -7, ya ese esta bien, ahora era 4 menos 10 son -6
[e]: -6
[e,;]: Ahi se cumple y ahi no se cumple
[e55]: No, si se cumple a no, no se cumple
[e>;]: 5 menos 10
[e22]: -5
[e>;]: Yaentonces x vale... del menos infinito menor
[e;>]: Mayor
[e>;]: Y menor igual a -6
[es]: iYal
[e>;]: iAhi terminamos!
[e1,]: ¢Revisemos?
[e,;]: Esto esta bien

[e5,]: Igual me quedé con dudas con eso del infinito, a ver deja revisar
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[e>;]: No, si esta bien

Momento 2

ftem |

Preguntaa)

[e>;]: g(x)menor o igual a f(x), ah pero hay que juntarlas
[e5>]: chocan ahi en el punto (1,4)

[e>;]: g(x)menor o igual a f(x), osea de aqui para arriba
[e5,]: ¢Estas sequro? Del 4

[e>;]: No porque es x mayor e igual a 1 hasta el infinito positivo

ftem 11
Preguntaa)

[e>;]: Ya dadas las siguientes graficas, encontrar el conjunto solucién de f(x) menor a

g(x)
[e,]: Estas chocan en el 4 coma'y algo

[e>;]: Ya, f(x) menor a g(x) desde este punto hasta acd, entonces seria x mayor a infinito

y menor que 4

Preguntab)

[e>;]: Encontrar el conjunto solucion de s(x)mayor o igual a h(x)
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[e>;]: Chocanenel 5
[e>;]: EI -3, hay que fijarse en x, este esh. Entonces del menos infinito hasta el -3, ya!

[e;5]: Y el 4 menor a x a infinito positivo.

Comentario Final:

[e;>]: Con los otros métodos es mas largo, esto es mucho mas fécil y tiene mas colores
(refiriéndose a las graficas entregadas en mica), es mas entretenido hacerlo asi con la

gréfica.
[e>;]: Me pareci6 una forma mas creativa para entender inecuaciones
[e55]: Y més facil de entenderlo

Investigador: ¢Qué técnica usaban para encontrar cuando una era mayor 0 menor? ;en qué

se fijaban?

[e5>]: Donde chocaban

[e>;]: Y lo revisamos mateméticamente, en vez de revisarlo asi
Investigador: ¢Seguian usando su método algebraico?

[e5,]: O sea si, pero identificando el punto también
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