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Introduccion

La clase de funciones univalentes S, la cual consta de todas las funciones anali-
ticas inyectivas definidas en el disco unitario D y cuya serie de potencia esta dada
por f(z) = 2+ ag2®+- -+ se enmarca en la denominada teoria geométrica de funcio-
nes, la cual trata de interpretar ciertos aspectos geométricos a través de resultados
analiticos.

Uno de los problemas centrales en la clase S fue la denominada Conjetura de

Bieberbach. Guiado por el ejemplo de una funcion extremal (la funcion de Koebe),
Bieberbach [2] en el ano 1916 probé que |az| < 2 y conjeturo que f(z) = z+z a2
k=2

satisface que

la,| < n, Vn e NVf e S.

En este sentido la clase S adquiere una gran importancia en la teoria geométrica
de funciones, ya que los intentos de demostrar la conjetura Bieberbach permitieron
que durante el siglo XX muchos matematicos trabajaran en esta clase de funciones
y de esta manera se desarrollara ampliamente esta teoria.

La pregunta que se quiere responder en este trabajo es la siguiente: dada una
funcién f univalente en el contexto de mapeos armonicos, ;jpara qué valores de «

la funcién f, = / ()" dw es univalente?. En el afio 1965 Royster [16] demuestra
0

que para |a| > 3 y a # 1 existe f € S tal que la funcion f, no pertenece a la clase
S y Pfaltzgraff [15] diez anos mas tarde prueba que dada cualquier funcion f € S
la respectiva f, € S si |a| < 1/4. Ahora bien, dado que la conjetura de Bieberbach
es un problema abierto en el mundo de las funciones armonicas la pregunta que

intentamos responder en este trabajo cobra sentido.



Resumen

Este trabajo se enmarca dentro de la teoria geométrica de funciones, y tiene

como objetivo principal determinar los valores de o € R para los cuales la funcion
4
fo= [ (f")*dw resulta ser univalente en el contexto de mapeos armonicos.

El (Oiesarrollo de este trabajo esta dividido en tres capitulos que a continuacion
se describen brevemente.

En el Capitulo 1 se dan a conocer las herramientas necesarias para llevar acabo
este trabajo, entre las cuales podemos destacar: nociones y resultados basicos de las
funciones analiticas, funciones univalentes y funciones armonicas complejas.

El Capitulo 2 comienza introduciendo algunos resultados que permiten establecer
la univalencia de las funciones analiticas. Luego se destaca la extension del criterio
de Becker al caso armoénico y finaliza con el Teorema 10 que establece un nuevo
criterio de univalencia para funciones armoénicas localmente univalentes.

El Capitulo 3 parte describiendo brevemente los resultados existentes para la
funcion f, en el caso analitico, luego se establece la definicién de la misma en el
caso armoOnico y se demuestran algunos resultados que en conjunto con el nuevo
criterio de univalencia permiten responder de manera parcial, al igual que en el caso
analitico cuales son los valores de a € R para los cuales la funcién f, es univalente.

Finalmente se muestran algunas consecuencias de este tltimo resultado.



Capitulo 1

Preliminares

1. Funciones Analiticas.

Un funcion compleja f es analitica en el disco unitario D = {z € C : |z| < 1},
si y solo si se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir, si f(z) =
u(z,y) + iv(z,y) con z = x + iy es analitica es equivalente a que se verifiquen las

ecuaciones

ou_ov ou_ o
or Oy Y oy Oz’
para todo punto en el disco D.

Algunos resultados sobre las funciones analiticas que son utilizados en este tra-

bajo son los siguientes:

LEMA 1 (Lema de Schwarz). Sea f una funcion analitica en D, con f(0) =0 y
|f(2)| <1 enD. Entonces |f'(0)] <1y |f(2)] < |z| para todo z € D. La desigualdad

es estricta a no ser que f sea una rotacion de la identidad, es decir, f(z) = e?z.

DEMOSTRACION. Ver [5] pagina 3. O

Una generalizacion del lema de Schwarz es el siguiente:

LEMA 2 (Lema de Schwarz-Pick). Sea f : D — D una funcion analitica, en-

tonces para todo z,( € D se verifica que:

1= f(0)f(2) 1—¢z
En particular,
ren < 20 )



2. FUNCIONES UNIVALENTES. 6
DEMOSTRACION. Basta considerar H = @z o f op_,, donde f(a) = S,

_uta _v—=p3
QP_Q(U)— 1+ au y (,Oﬁ(’U)— 1_31)

son automorfismos del disco. Luego aplicando el Lema de Schwarz a la funcion H

se obtiene (1). Para obtener (2), basta que ( — z en (1). O

TEOREMA 3 (Teorema de Hurwitz). Sean Q un dominio, f, : Q@ — C funciones
analiticas y supongamos que f,(z2) — f(z) uniformemente en compactos de Q2. Si

fn(2) # 0 para todon € N y z € Q entonces f =0 en Q o bien f(z) # 0 en €.
DEMOSTRACION. Ver [5] pagina 4. O

TEOREMA 4. Sean f, funciones analiticas y univalentes en un dominio €2, y
supongamos que fn(z) = f(z) cuando n — oo, uniformemente en cada subconjunto

compacto de . Entonces [ es univalente o bien constante en §2.

DEMOSTRACION. Ver [5] pagina 5. O

2. Funciones Univalentes.

DEFINICION 1. Sean Q@ C C un dominio y f : Q@ — C una funcion analitica.

Se dice que [ es univalente en Q si f(z1) # f(z2) para todo z, # z5 € Q.

Ademis se dice que la funcién f es localmente univalente en un punto zj si existe
una vecindad del punto en la que f es univalente, lo cual equivale a decir que f’ no
se anula.

La clase de funciones analiticas univalentes definidas en ID con las normalizaciones
f(0) = 0, f(0) = 1, recibe el nombre de clase S, luego cada f € S admite una

representacion en serie de potencia de la forma
f(z)=z2+ayz* +azz* +---, ze€D.

Uno de los principales problemas en la clase S fue la denominada Conjetura de

Bieberbach [2|. Que guiado por el ejemplo de una funcion extremal definida por



3. FUNCIONES ARMONICAS COMPLEJAS. 7

k(z) = 2(1 —2)72 = 24 222 + 32® + - - - | y llamada funcion de Koebe, Bieberbach
en el ano 1916 conjetur6é que para todo n € N y para toda f € S,

la,| < n.

Los intentos de demostrar la conjetura Bieberbach, permitieron un gran desarrollo en
la teoria geométrica de funciones, |as| < 2 fue la primera en demostrarse por el propio
Bieberbach, en 1923 Loewner [13] demostrd que |az| < 3 y en 1955 Garabedian y
Schiffer [7] prueban que |ay| < 4. Sin embargo es en el ano 1985 que L. De Branges
demuestra la conjetura [3].

Ademés la mayor parte de los teoremas geométricos en la clase S pueden ser
trasladados a cualquier dominio simplemente conexo del plano complejo con mas de
un punto de frontera, esto en virtud del Teorema del Mapeo de Riemann, el cual

establece lo siguiente:

TEOREMA 5 (Mapeo de Riemann). Sea Q un dominio simplemente conexo el
cual es un subconjunto propio de C. Sea ¢ un punto dado en §2, entonces existe una

unica funcion f que mapea Q) conformemente en el disco D, ademds f(¢) = 0 y

f'(€) > 0.

3. Funciones Armoénicas Complejas.

Una funcién real u(z,y) es armonica si se satisface la ecuacion de Laplace

Pu  Pu

A = —
Y=o T oy

0.

Una funcion continua f = u + iv definida en un dominio 2 C C es armoénica
compleja en €2 si u y v son funciones armoénicas reales en 2. Ademas si f = u + w
es analitica entonces se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann y entonces
Au = Av = 0, es decir, toda funcién analitica es también armoénica. Un par de
funciones (u, v) que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann reciben el nombre
de armoénicas conjugadas.

Una funcién analitica y univalente es llamada un mapeo conforme dado que

preserva angulos entre curvas, este hecho caracteriza las funciones analiticas entre
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el conjunto de todas las funciones con primeras derivadas parciales continuas y
jacobiano no nulo, porque esto implica que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se
satisfacen.

El Jacobiano de una funcién f = u + iv estd dado por

ou v Ox 0y Oyox
oy Oy

ox or)

Conocido es el resultado de que una funcién analitica f es localmente univalente en

2 2
Si f es analitica entonces su Jacobiano es J¢(z) = (0_u) + <@> =|f'(2)]

z siy solo si Jg(z) # 0, resultado que también es valido para funciones armonicas

como lo demuestra Hans Lewy [12]| en su trabajo de 1936 con el Teorema siguiente:

TEOREMA 6 (Teorema de Lewy). Sea f es una funcion armonica definida en un
dominio Q C C. Entonces f es localmente univalente en € si y solo si Jr(z) # 0

para todo z € 2.
DEMOSTRACION. Ver [6] pag. 20. O

En vista de este teorema las funciones armoénicas preservan la orientacion (ver
[6]) cuando J¢(z) > 0 con z € 2.
Los operadores de Wirtinger que aparecen cominmente en el analisis complejo

Son

9 _ .9 o _1fo .9
ar ay) Y oz 2\ox oy’

donde z = = + iy. De un calculo directo se tiene que para una funciéon f = u + w

0 0
analitica, 8—{ = 0, luego una funciéon f es analitica si y solo si 8—{ = 0. Ademas el
Z Z



3. FUNCIONES ARMONICAS COMPLEJAS.

Laplaciano de f es

Af

f &y

9z2 " Oy?

of  Pf L Pf  Pf
822 ' 'Bydr  Oxdy | Oy?
o (1/0f Of

7 (% -5))
7 ()

0z \ 0z

11

0z0z

y en consecuencia para una funcién f con segunda derivada parcial continua se tiene

e . Of "
que f es armoénica si y solo si = es analitica.

0z

Si denotamos por f, a

0
y por f; a 8—{, entonces el Jacobiano de la funciéon
Z

z) = ulx —+w(x con z = x + 1y se escribe como z) = — | f%|%, en
f(2) = u(z,y) +iv(z,y) Y ib Ji(2) = |1 = |

efecto:

Ji(z) = |fP =1
S B LAY G LA N | i N TRy A N
|20 Oz dy Oy 2 |0x Oz dy Oy
Cfou oo (e on\I[ |1 ou v (o0 ou\]f
_28x8yzﬁx8y 2x8yzaxzﬁy
af(ou ot (o0 ou\t(ou oo\t (o0 oy’
4| \ox Oy or 0Oy x Oy Jdxr Oy
_oun o
Oz dy  Oyox’

De esta igualdad se tiene que f preserva la orientacion cuando |f,| > |fz| v en

tal caso se tiene que f,(z) # 0. La funciéon w = J2 se llama dilatacién compleja de

z
f, luego decir que f preserva la orientaciéon es equivalente a decir que se satisface

la condicion |w| < 1. Consideremos ahora f = w+ v una funcién armonica definida

en un dominio simplemente conexo (2, esta funciéon tiene una representaciéon tnica

salvo por una constante, la cual es llamada representacion canoénica de f y estéd dada

por f = h+ g donde h y g son analiticas.
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Para obtener esta representacion basta notar que f, es analitica cuando f es
armoénica y entonces definiendo h' = f, se tiene que A’ es analitica en €2 y en

consecuencia h es analitica en (2, ahora ponemos g = f — h y notamos que
gz = ﬁ - h'_z = Oa

de donde obtenemos que g es analitica y finalmente f = h + 7.



Capitulo 2

Un nuevo criterio de univalencia

En el caso de las funciones analiticas existen diversos teoremas que permiten
establecer la univalencia de estas funciones, algunos de ellos mediante el método de
las cadenas de Loewner y otros que involucran el operador

Sf=(PfY ~ 5(PFP,

llamado derivada Schwarziana de la funciéon localmente univalente f, donde Pf

definido por
f//
Pf = ?7
se llama derivada pre-Schwarziana de f.
Un importante criterio de univalencia para el caso de las funciones analiticas se

debe al trabajo realizado por Becker en el anio 1972 [1] , el cual establece lo siguiente:

TEOREMA 7 (Criterio de Becker). Sea f : D — C es una funcion analitica con
f(0) #0. Si

f"(z)

< 1, zeD, (3)

z

entonces [ es univalente en D.

Cuatro anos mas tarde Stephan Ruscheweyh [17] realizo la siguiente extension

de este criterio:

TEOREMA 8. Sea f : D — C es una funcion analitica con f'(0) # 0. Sea c € C

con |c| <1, ¢ # —1. Si se verifica la condicion

"
-1 s < 1, se, ()
entonces [ es univalente en D.

11
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Motivado en el trabajo R. Herndndez y M. J. Martin [10] donde se define para
una funcién armonica en su forma canédnica f = h + g la derivada Schwarziana y

pre-Schwarziana de f como

w oo\ 3/ ww \?
Sf‘5h+1—|w|2<ﬁ“’“")‘5<1—|w|2)

hl/ ww/

Pp=———
T 1w

respectivamente y el siguiente Teorema que generaliza el criterio de Becker al caso

armonico:

TEOREMA 9. Sea f = h+7g una funcion armonica en el disco D que preserva la
orientacion y con dilatacion w. Si para todo z € D
|20 (2)] 1

'ZPf(Z)HW < P (5)

entonces [ es univalente. La constante 1 es dptima.

Este capitulo generaliza la extension que realiz6 Ruscheweyh en el caso analitico
al caso de funciones armonicas con dilatacion w que preservan la orientaciéon. El

siguiente Teorema establece el resultado:

TEOREMA 10. Sea f = h + G una funcion armodnica en el disco con dilatacion

w, |w| <1, c€C tal que |c| <1 yc# —1. Sise verifica

()] 1

D
—wEE ST=pp € ©)

Entonces f es univalente.
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DEMOSTRACION. Primero notamos que

h//

h" Zow'

N c|z]? c|z|? 2w’
Z2— Z— —
W1 |2 BTl T2 1—|wp
c|z|? 2w’
— |zP
TR TP
c|z|? Ennd
< P
= PUTTER| T 1mwep
et | Jew
< P
= YT T T
1
=[P

Luego por el Teorema 3.3.2 en [17] se tiene que h es univalente. Ahora dado a € D,
pongamos f, = f+af = h, +G, donde h, = h+ag y g, = g+ ah. Ademés notamos
que la dilatacion de f, es

g, g +al  a+w

R, KW 4ag  1+aw

Wo = = Pa O W,

a—+z
1+az

donde ¢, : D — D es el automorfismo definido por ,(z) = Luego por la

Proposicion 1 en [10] y el Lema de Schwarz se tiene que

Py, = Py.
Ademas, teniendo en cuenta que ¢/ (z) = 1—7|_a|2 podemos ver que
“ (1+az)?
l2wal  _ |rpa(w)w|
1—|wal> 1~ |pa(w)]?
] (@)l — w]?)
L—lwP 1= pa(w)[?
ol (A= a) (@ - |w]?)
1—|w? |14 aw|?—|a+ w|?
_ | 1w —af + |aw|?
I—|wP 1 —|w*—a]* + [aw]?
|2w'|
Tl

con esto y la condicién Py, = Py se tiene que f, satisface la condicién (6), es decir,

he = h 4+ @g es univalente para todo a € . Usando ahora el Teorema de Hurwitz
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se tiene que la funcion h + Ag es univalente para todo |A| = 1 lo cual implica que

h + Ag es univalente (ver [11]), en particular se tiene que f es univalente. O



Capitulo 3

z
Extensiéon de / [f'(w)]*dw al caso armoénico
0

En el caso analitico, para o € Cy f € S se define la funciéon

fulz) = / ) do (7)

Es fécil ver que en los casos a« = 0 o bien o = 1 las respectivas fo =2y fi = f
pertenecen a la clase S. Ahora bien, determinar los valores de o para los cuales la
funcién f, € S no es facil de responder.

1
En el ano 1965 Royster [16] demostré que si |a| > 3y a# 1 existe f € S

1
para el cual f, ¢ Sy Pfaltzgraff en el afio 1975 [15] prueba que si o] < 7 entonces
fa € S. Enellibro de A.W.Goodman 8] es posible encontrar resultados para algunas

1 3
subclases de la clase S por ejemplo, si 5 <a< 2 y [ € C(convexa), entonces

1 1
fa € CC (close-to-convex), sin embargo el problema sigue abierto para 2 < |al < 3

Ahora pasamos a definir la funciéon f, para el caso armoénico y luego se demostra-
ran una serie de resultados que en conjunto con el Teorema 10 permitiran determinar

valores de a € [0, 1] para los cuales la funcion f, es univalente.

DEFINICION 2. Sea f = h+g una funcion localmente univalente, para o € [0, 1]

y z € D, definimos la funcion

fa(2) = ha(2) + (h+g)a(2) = ha(2) (8)
donde ¢o(z) = /Oz[gb/(w)]a dw.

OBSERVACION 1. Como h' # 0, h, estd bien definida, ademds si h' + g’ = 0,

/
entonces |- | = 1, lo cual no puede ser, es decir, (h + g)a estd bien definida y en

h/
consecuencia lo estd f,. Ademds, de un cdlculo directo y teniendo en cuenta que
R'(0) =11y ¢ (0) =0 se tiene que f, satisface las siguientes condiciones:
i) fo=ho+go=2+0="z
15
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0
i) fi=hh+gi=h+g=f.

iii) f?l(()) — e (0) + ga(0) = 0.
w) —(fal2))| =1L

z=0

La dilatacion w, de la funcion f, definida en (8) esta dada por w, = (1+w)*—1,

en efecto:

I Y AL
Wo = e —(l—l—h/) l=(14w)*-1

PROPOSICION 1. |w,| < 1 para todo o € (0,1)

DEMOSTRACION. Como w, = (w+1)*—1, la desigualdad |w,| < 1 es equivalente
a la desigualdad |w + 1** — 2Re{(w + 1)*} < 0. Si ponemos (w + 1)* = ( = a + bi,

entonces
lw+ 1% —2Re{(w+ 1)} < 0= [(]* —2Re{¢} <0 & (a — 1)* +b* < 1,

luego basta demostrar que ( esté en el disco de centro 1 y radio 1, para esto debemos
s
probar que |[Arg{(w+1)*}| < 5 ¥ que 11+ w|* < 1.
Primero, como |w| < 1 se tiene que (w + 1) esta en el disco de centro 1 y radio

1, ysi @ = Arg{w + 1}, entonces |0 = |[Arg{w + 1}| < g de donde se obtiene que

|Arg{(w + 1)} < O‘—; < g

En segundo lugar, notamos que:
» Sijw+ 1] <1, entonces |w+ 1| < |Jw+1]* <1
» Sijw+ 1] > 1, entonces 1 < |w+ 1|* < |w + 1]
Finalmente |w + 1] < méx{1, |w+ 1|} y de esto que ¢ = (w+ 1)* = |w + 1|%¥

esté en el disco de centro 1 y radio 1. U

2 "

De un célculo directo se tiene que — = a-— y de esto que la derivada pre-

h!, h'
Schwarziana de f,(z) definida en (8) esta dada por:

h// w—w/
P = a— — e
Ja o1 — |wal?

(9)

En lo que sigue denotaremos por F una familia de funciones armonicas f = h + g

definidas en el disco D que son llamadas familias afin linealmente invariantes (ver
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0
[4] v [14]), es decir, funciones armoénicas que preservan la orientacion, cumplen con

las normalizaciones h(0) = ¢g(0) = 1 — h'(0) = 0 y son cerradas bajo las siguientes

transformaciones:
i)
f (Jg) 5O
K<,
(1= P )
i)
f(z) —€f(2)
e !

Se define el orden de la familia F como el supremo entre los segundos coeficientes
del desarrollo en serie de potencias de todas las f € F, es decir, dada f = h+g € F
el orden de la familia es

Ord(F) = sup las( )| = 5 sup [A(0)].
feF feF

Un ejemplo de una familia afin linealmente invariante es la clase no compacta
Sy. Siademas f = h+ g € Sy verifica la condicion ¢'(0) = 0 se dice que f esta en
la clase compacta S%. Es importante notar que la clase Sy contiene a la clase S de

funciones analiticas.

/
DEFINICION 3. La norma hiperbdlica de la dilatacion w — % de f=h+GeF

€S
. w'(2)[(1 — |2)
w = su .
o™l o SO

OBSERVACION 2. Dada f = h+§ la norma de su dilatacion w estd dada por
[wlloe = sup |w(2)],
z€D

luego para simplificar la notacion, en adelante escribiremos ||w||e = ||w]|-

LEMA 11. ||wi|| < 2a||lw*|| con a € (0,1).

al
/ 1— 2

DEMOSTRACION. Se tiene que w’ = w, donde w, = (1 +w)* — 1.

Luego si z € D y definimos ¢,(z) = (1 + 2)* — 1 se tiene que w, = @, 0 w. De este

modo
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0

o _ loa@w@ = 127) _ Jep (@)l —[wl*) o] = [2*)

W, = =
1 —Jea(w)]? 1 —Jea(w)]? 1 —fwl?

de donde

lwall < lleallllw]-

! 1 — 2
Basta entonces demostrar que ||¢%|| = sup { a2l |ZJ ) } < 2. En efecto,
b | 1= |pa(2)]
notamos que

lea(IA—127)  _ all+2*7(1 - |2%)
1 — lpa(2)[? L= |(1+2)* =12
ol + 2" (1 — |2 ])
2Re{(1+4 z)} — |1 + z|?

all + 271 — |2

= = : (10)

1

2Re{< “) }— 1+ 2o
|1+ 2|
Ahora para z € D fijo y considerando 1 + z = pe? sea
5() 2Re{<1+z)a} 1+ 2]
a) = — z

|1+ 2|

= 2cos(fa) — p*.
Ademas ¢'(o) = —2sen(fa)fd — p*In(p) entonces ¢'(0) = —In(p), luego si p > 1

entonces ¢§'(0) < 0y ¢6”(a) = —2cos(fa)h? — p* In*(p) < 0, es decir, ¢ es decreciente
de donde se obtiene que §'(a) < 6’(0) < 0y en consecuencia ¢ es decreciente, lo cual
implica que d(a) < §(0) =1y con esto que d(a) > §(1).

En el caso en que p < 1 se tiene que §'(0) > 0, luego, si existe ag € (0, 1) tal que
8’ (ap) = 0 se obtiene que 6(a) > min{d(0),d(1)}.

En general se tiene que para a € (0,1)
d(a) > min{d(0),0(1)}. (11)

Ahora notamos que:

» Si6(0) < 0(1), obtenemos desde (10) y (11) que
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all + 21— 2" _ ol 4271 = ]2
1—|(142)~-1 — 4(0)
= o1+ (1 - 2"

< a(l+|z]).

= Si (1) <0(0), obtenemos desde (10) y (11) que

1 N € Sl 1 ) SR s e Bl i )
1-|1+2z)2>-1 — J(1)

all+ 271 — 2]

1
2Re{ 2 }—|1+z|
|1+ 2|

a(l—[2/*)
SRe {(1+2)} — |1+ 22

= ol +[z)).
En general para « € (0,1) y z € D fijo

(11 2P
NG

y entonces

|pa(2)[(1 — |Z|2)}

Pall = sup < sup{a(1+ |2])} = 20
o) = sup { 2O (a1 + 12D}

zeD

Si ahora denotamos por A el orden de la familia F, es decir,

Ord(F) = %igw(on — ) < o0,

tenemos el siguiente resultado:

"

h
LEMA 12. Si f = h+g € F entonces ﬁ(l — |2]%) = 2z| < 2X + ||w|.
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DEMOSTRACION. Sea f = h+ 7 € F con h(z g a,z"y g(z g b2" y
f_blf — h—blg g—bh
f= =h donde h = ———— = . L
sea T +g < F donde T Vg T uego

h// _ ' — b_lg//
1—byf?”
y entonces
1 L[A"(0) = big"(0)] 1
_h// —— h// . )\
0] =3 | < dmo =

Ahora bien, teniendo en cuenta esta tltima desigualdad y que ¢”(0) = w'(0) +

w(0)h"(0) se obtiene que
12a5 — by (w'(0) + 2a2w(0))| < 2,
luego usando que w(0) = b; y el Lema de Schwarz-Pick para w se obtiene que
lag] < A+ (12)
Ahora bien, dado a € D, la funcion
/ (;:L;Z) /@)
(1 —la[*)h'(a)

Ademés notando que:

=H+G= chz +Zd ne F.

n=1

H,(Z):h/(fjazz) ((11‘;2')22)_ | {h,<a+_z>(1+az)_2}’

(1 —[al?)h'(a) - W(a)

¥ que
w6 = 7 (157 (e () 7 (F52) (7552

se obtiene que
h”(@) 2 _
1-— —2a ).
(e @ -t - 1)

Hl!(o) _1
20 2

Cy =
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Finalmente reemplazando esta tltima igualdad en (12) se tiene que
h//

(1~ la*) — 2

< 2\ +|dy
= 2\ + |w(0)|
< 2X 4+ sup |w(0)]
z€D
= 20+ |l
O

TEOREMA 13. Sea f = h+g € F, entonces la funcion armdnica f,(z) definida
1

en (8) es univalente para todo ¢ < —— .
(8) P = 22+ 5w

DEMOSTRACION. Sea z € DD y notemos que

oA B 2Waw!,
|2(1 = [2*) Pr, +cl2*| + m(l — =) = azﬁ(l —|2*) - m(l — |2*) + ¢l
| 2w 2
el
el o)
"
< azﬁ(l — 12)?) + c|z|?| + 2|w}]
"
< aﬁ(l — 2]}) — 2aZ + 207 + cZ| + 2|w})|
h//
< « ﬁ(l —12]?) = 22| + | (2a + ¢)Z| + 2|wi|.

Luego por los Lemas 11 y 12 obtenemos que

2w
‘z(l - |Z|2)Pfa + c|z|2} + 1 |2l |2(1 —1z») < « <2)\ + sup |w(0)|) + dasup |w*(2)] + (2a + ¢)

- |Wo¢ zeD zeD

= a(2A+5]w]) + (2 + o).

Si consideramos ¢ = —2a # —1, pues a < 5 entonces por el Teorema 10 se tiene
que f, es univalente para todo « tal que

1
o< ———,
= 20 4 5||w|
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COROLARIO 14. Si f es analitica y univalente en D y Ord(f) = A < oo. Entonces

fa(z) = / (B (w)]* dw es univalente para todo o < %
0

DEMOSTRACION. Como f es analitica, entonces w* = 0 y aplicando el Teorema

13 se obtiene el resultado. ]

1
COROLARIO 15. Si f € 8%, entonces f, € 8% para todo o < 03"

DEMOSTRACION. Basta notar que Ord(f) < 49 (ver [6]) y luego aplicar el Teo-
rema 13. O

COROLARIO 16. Si f € CY, entonces f, € C% para todo o <

DN W
ol

DEMOSTRACION. Basta notar que Ord(f) <
rema 13. 0J

(ver [6]) y luego aplicar el Teo-
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