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Resumen
Consideremos el grupo lineal general G = GLn(Fq ) y el monoide de matrices cua-

dradas n ×n denotado por M = Mn(Fq ). Sean W el subgrupo de permutaciones de G ,

y U el subgrupo unipotente de G . El monoide de matrices no nulas en {0,1} que con-

tienen a lo sumo una entrada no nula por cada fila y en cada columna lo denotamos

por R ⊃W y es llamado monoide de Rook. R tiene el mismo rol para M que W para G

en términos de la descomposición en dobles clases unipotentes. De forma análoga, en

esta tesis trabajamos una descomposición respecto a matrices unipotentes para M .
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Capítulo 1

Introducción

La teoría de nudos juega un rol importante en las matemáticas modernas, y los

resultados más importantes yacen en los últimos 30 años [28]. Como teoría surgió a

finales del siglo XVIII, una de las primeras personas en estudiarla fueron Gauss [32],

Vandermonde [34], Klein [14] y Dehn [26].

Un nudo es una curva cerrada simple en R3, es decir no se intersecta a sí misma

ni tiene puntos extremos. Dos nudos K1 y K2 son equivalentes si existe un homeomor-

fismo de R3 a sí mismo tal que K1 7→ K2. El problema principal en teoría de nudos es

cómo clasificarlos [46], para lo que existen distintos invariantes.

Jones usó una función traza de Markov [19] en el álgebra de Temperley-Lieb pa-

ra construir su invariante polinomial. En [15] y en [35] se construyó el polinomio de

HOMFLY-PT, usando el mismo procedimiento pero sobre Hn(u). En [20], Jones la traza

de Ocneanu en Hn(u).

El álgebra de Yokonuma-Hecke [?], denotada por Yd ,n(u), es un álgebra que per-

mite clasificar nudos y fue definida en el contexto de grupos de Chevalley. Juyumaya

[22] probó que sobre ésta se puede definir una función traza de Markov. Un álgebra

contenida en Yd ,n(u) es el álgebra de lazos y trenzas (o bt-álgebra) εn(u) [1], en la que

también se puede definir una función traza de Markov.

Considerando G = GLn(Fq ) como el grupo de matrices invertibles sobre un cuer-

po finito Fq , B el subgrupo de matrices triangulares superiores, y a T el subgrupo de

matrices diagonales. Sea NG (T ) el normalizador de T en G , sabemos que NG (T )/T es

isomorfo al grupo de matrices de permutaciones W , el cual también es isomorfo a Sn .

En [9], Bruhat probó que G =⊔
w∈W B wB . De forma más general, Bruhat probó que un

grupo de Lie semisimple clásico G tiene una descomposición en dobles clases, donde

1
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B es un grupo soluble maximal y W es el grupo de Weyl de G .

Originalmente el álgebra de Iwahori-Hecke está definida por H (G ,B) := eC(G)e

con e = 1
|B |

∑
b∈B b ∈ C(G). De forma equivalente esta álgebra puede verse como el ál-

gebra centralizadora asociada a la representación natural de G con respecto a B . El

álgebra de Hecke H (G ,B) puede definirse para cualquier grupo G con un B N−par (o

sistema de Tits), y se tiene que H (G ,B) es una deformación del álgebra de grupoC(W ),

con W = N /B ∩N el grupo de Weyl de G .

Ahora, si consideramos U como el subgrupo unipotente de G , el subgrupo de todas

las matrices diagonales superiores en que para todo
(
ui j

) ∈U tenemos que ui i = 1, se

obtiene una nueva descomposición de G como la unión disjunta de dobles clases de U .

En efecto, G =⊔
w∈N U wU , donde N ∼= T ⋊W es el grupo de las matrices monomiales.

En este contexto el álgebra centralizadora es el álgebra de Yokonuma-Hecke, denotada

por H (G ,U ).

Renner [40] desarrolló una teoría en cuanto a la descomposición de Bruhat para

grupos algebraicos reductivos M con grupo unitario G . Considerando a T como el toro

maximal de G , B ⊃ T un subgrupo de Borel de G , R la clausura de Zariski de NG (T ) en

M y R = R/T el monoide de órbitas. El monoide de Renner R es finito y el grupo de

unidades de R está dado por el grupo de Weyl de G . En [42], Solomon usó el trabajo

de Renner para definir una nueva función largo y una descomposición de Bruhat para

M := Mn(Fq ). Definió un sistema de Tits en M , para luego definir el álgebra H (M ,B)

usando la descomposición M = ⊔
σ∈R BσB , donde R es el monoide de matrices en

{0,1} que tiene a lo más una entrada no nula en cada fila y en cada columna, la cual es

el monoide de Rook.

En esta tesis se propone extender el trabajo de Solomon hacia un álgebra de Rook

unipotente, para en el futuro poder definir RYn := H (M ,U ). Para esto se debe hallar

una descomposición análoga a Bruhat, el cual es el objetivo principal de este trabajo de

tesis. En efecto, probamos que M =⊔
σ∈R T UσU , donde R T es el monoide de matrices

en Fq que tiene a lo más una entrada no nula por cada fila y por cada columna, ver

Teorema 4.0.1.

Las álgebras de Iwahori-Hecke, Yokonuma-Hecke, y Rook planar ya han sido usa-

das para la construcción de invariantes de nudos, por esto se tiene la hipótesis que

el álgebra de Rook también puede ser conducente a un nuevo invariante. Como tra-

bajo a futuro se espera poder obtener una generalización del polinomio de Alexander

usando la receta de Jones en esta nueva álgebra. La presente tesis está orientada a la
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descomposición unipotente de M y al álgebra de Rook, cuya construcción será a futuro

conducente a una nueva invariante polinomial de nudos.

Esta tesis consta de cuatro capítulos: en el segundo estudiamos la teoría de nudos

clásicos, trenzas e invariantes; módulos, álgebras y grupos de Coxeter. En el tercero

estudiamos descomposiciones matriciales, grupos B N−par, álgebras de Hecke en su

forma general y H (G ,B),H (G ,U ) y H (M ,B). Finalmente, en el cuarto capítulo vemos

la descomposición unipotente de M y conjeturas relacionadas.



Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo veremos teoría de nudos clásicos, módulos y álgebras, y grupos de

Coxeter.

2.1. Teoría de nudos clásicos

En esta sección repasaremos los conceptos principales de la teoría de nudos.

Definición 2.1.1. K ⊆R3 es un nudo si existe un homeomorfismo del círculo unitario S1

en R3 cuya imagen es K . Un link (enlace) L es la unión disjunta de nudos.

Ejemplo 2.1.1. a

(a) Nudo trébol. (b) Link de Hopf.

4
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Definición 2.1.2. Sea I = [0,1]. Una isotopía en R3 es la familia de homeomorfismos{
Fs :R3 →R3

}
s∈I tal que F0 = i dR3 , donde la aplicación R3 × I → R3 es continua con

(x, s) 7→ Fs(x), donde x ∈R3 y s ∈ I .

Definición 2.1.3. Dos links L1 y L2 son isotópicos si existe una isotopía que deforma L1

en L2.

Definición 2.1.4. Dos enlaces son equivalentes si y sólo si son isotópicos. Si dos enlaces

L1 y L2 satisfacen lo anterior, se denotará por L1 ∼ L2.

Ejemplo 2.1.2. a

Figura 2.2: Nudo ocho y su equivalente simétrico.

Definición 2.1.5. La proyección de un nudo es llamada proyección regular si como má-

ximo contiene dobles puntos.

Dado un link L definimos su diagrama como sigue.

Definición 2.1.6. El diagrama de un link es la proyección regular éste donde los dobles

puntos se distinguen.

Ejemplo 2.1.3. text

Definición 2.1.7. Un link orientado es un link donde cada componente tiene una orien-

tación asignada, que usualmente se indica en forma de flechas.

Ejemplo 2.1.4. Ejemplos de enlaces orientados se pueden apreciar en la Figura 2.4, don-

de a la derecha se puede ver el enlace de Hopf orientado.
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(a) Proyección regular del
nudo trébol.

(b) Proyección no regular
del nudo trébol.

(c) Diagrama del nudo tré-
bol.

Figura 2.4: Diagramas de enlaces orientados.

Definición 2.1.8. Los movimientos de Reidemeister [25] son movimientos locales dentro

del diagrama de un link. Ver Figura 2.5.

Figura 2.5: Movimientos de Reidemeister

Definición 2.1.9. Sean L1,L2 links, y D1 yD2 diagramas de L1 y L2, respectivamente.

Decimos que son R−equivalentes si y sólo si el D1 puede obtenerse con una secuencia

finita de movimientos de Reidemeister de D2. Esto lo denotamos por D1 ∼R D2.

Teorema 2.1.1 (ver [38]). Si D1 y D2 son diagramas de K1 y K2, respectivamente, enton-

ces K1 ∼ K2 ⇐⇒ D1 ∼R D2.
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2.1.1. Grupo de trenzas

Las trenzas fueron introducidas por E. Artin en [5]. Estos objetos algebraicos están

directamente relacionados con los nudos. De hecho, todo nudo nudo puede obtenerse

a partir de una trenza. Ver Teorema 2.1.3.

Definición 2.1.10. Una trenza geométrica de n hebras es la unión de n arcos disjun-

tos en R2 × [0,1] ⊂ R3 que enlazan los puntos (0, i ,0) para i = 1, . . . ,n con los n puntos

(0, i ,1) dentro del espacio R2 × [0,1]; tal que cada plano R2 × {t } con t ∈ [0,1] contiene

exactamente n puntos.

Definición 2.1.11. Dos trenzas geométricas T1 y T2 son equivalentes si son isotópicas.

En tal caso lo denotamos por T1 ∼ T2.

De forma análoga a los nudos podemos asociar un diagrama a cada trenza a partir

de su proyección.

Ejemplo 2.1.5. text

(a) Trenza geométrica. (b) Diagrama de trenzas.

Definición 2.1.12. Sean T1 y T2 trenzas geométricas con el mismo número de arcos. Defi-

nimos la multiplicación de trenzas T1T2 como T⋆
1 ∪T⋆

2 , con T⋆
1 la deformación continua

de T1 en T⋆
1 ⊆R2 × [

0, 1
2

)
y T⋆

2 como la deformación continua de T2 en T⋆
2 ⊆R2 × [1

2 ,1
]
.

Ejemplo 2.1.6. text
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(a) Trenzas geométricas T1 y T2.

(b) Multiplicación T1T2.

Con el producto definido anteriormente, las clases de isotopía de trenzas geomé-

tricas de n hebras forman un grupo, llamado grupo de trenzas de Artin, el cual tiene la

siguiente presentación:

Bn =
〈
σ1, . . . ,σn−1

∣∣∣∣σiσ j =σ jσi , |i − j | ≥ 2, i , j = 1, . . . ,n −1

σiσi+1σi =σi+1σiσi+1, i = 1, . . . ,n −2

〉
. (2.1)

Ejemplo 2.1.7. Notemos que B1 = {1} y B2 = 〈σ1〉 ∼= Z. El grupo B3 = 〈σ1,σ2|σ1σ2σ1 =
σ2σ1σ2〉 es el grupo de trenzas no conmutativo más pequeño. Definiendo x =σ1σ2σ1 e

y =σ1σ2 se puede obtener los generadores x, y de B3 con la relación x2 = y3. En efecto,

σ1σ2σ1 =σ2σ1σ2

σ1σ2σ1σ1σ2σ1 =σ1σ2σ1σ2σ1σ2 , multiplicando por σ1σ2σ1 a la izquierda

x2 = y3 .
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Ejemplo 2.1.8. Sea π : Bn → Sn la proyección del grupo de trenzas al grupo simétrico

con π(σi ) = si , donde si es la transposición (i , i +1).

Notar que Bn ⊆ Bn+1, luego podemos definir B∞ :=⋃
n≥1 Bn .

Definición 2.1.13. La multiplicación de diagramas de trenzas del mismo número de

hebras equivale a su concatenación, como se ve en la Figura 2.8.

Figura 2.8: Multiplicación de diagramas de trenzas.

Observación 2.1.1. En las trenzas sólo se pueden usar R2 y R3, como se ve en la Figura

2.9.

Figura 2.9: Movimientos de Reidemeister en trenzas.

Teorema 2.1.2 (ver [24] p. 9). Dos diagramas de trenzas presentan trenzas geométricas

isotópicas sí y sólo sí los diagramas son R−equivalentes.

Definición 2.1.14. La clausura de una trenza geométrica α, denotada por ˆal pha, se

obtiene de unir los puntos (0, i ,0) con (0, i ,1), para i = 0, . . . ,n.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Alexander, ver [2]). Cualquier link orientado en R3 es iso-

tópico a la clausura de una trenza.
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A continuación mostramos un algoritmo para obtener una trenza α a partir de un

link L = α̂. Para esto primero definimos el signo de un cruce en un link orientado.

Definición 2.1.15. Dado un link orientado existen dos tipos de cruces, que localmente

tienen los siguientes diagramas:

(a) Cruce positivo. (b) Cruce negativo.

Algoritmo 1. Dado un link L, seguiremos los siguientes pasos para obtener una trenza

α tal que α̂∼ L.

a) Reemplazar los cruces por dos líneas paralelas unidas con un segmento indicando

el signo del cruce.

b) Al terminar el proceso anterior obtendremos una unión disjunta de círculos, lla-

mados círculos de Seifert, unidos por segmentos. Decimos que dos círculos son

compatibles si tienen la misma orientación (ya sea horario ó antihorario). La can-

tidad de círculos de Seifert incompatibles se denota por h(D).

c) Dejar solo círculos compatibles (concéntricos) a partir de las acciones doblar y es-

tirar, como se ve en la Figura 2.11.

d) La trenza se obtiene al hacer un corte en el radio del círculo más grande.

Figura 2.11: Un cruce al pasar a círculos de Seifert se diagramatiza como un línea.

Definición 2.1.16. La acción de doblar y estirar equivalen a R2, y R ′
2, como puede ver en

la Figura 2.12a y la misma acción en círculos de Seifert en 2.12b.

En la Figura 2.13 se muestra un ejemplo de cómo, a partir de un nudo K , obtener el

diagrama de círculos de Seifert concéntricos y con la misma orientación siguiendo el

algoritmo descrito anteriormente.
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(a) Acción de doblar y estirar. (b) Círculos de Seifert antes y después del
doblez.

Figura 2.12: R2 en el nudo y en círculos de Seifert localmente.

Figura 2.13: Finalmente se obtiene que α=σ−2
2 σ−1

1 σ−1
2 σ3σ

−1
2 σ1σ

−1
2 σ−1

3 .

A continuación veremos el teorema de Markov, para esto definimos los movimien-

tos de Markov.

Definición 2.1.17. Seanα,β ∈ Bn y la inclusión natural i : Bn ,→ Bn+1. Definimos el pri-

mer movimiento de Markov M1 como la transformación α 7→βαβ−1 y el segundo movi-

miento de Markov M2 como α 7→ i (α)σ±1
n . Decimos que dos trenzas son equivalentes si

están relacionadas por M1 o M2 en B∞, denotada por ∼M .

Notemos que M−1
1 es nuevamente un movimiento M1.

Teorema 2.1.4 (Markov, ver [29]). Dos trenzas T1 y T2 tienen clausuras isotópicas en R3

si y sólo si T1 ∼M T2.

Ejemplo 2.1.9. Los movimientos de markov se pueden ver en la Figura 2.14a y 2.14b.
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(a) Círculos de Seifert antes y después del
doblez.

(b) Acción de doblar y estirar.

Figura 2.14

Del teorema anterior podemos notar que al clausurar ambas trenzas se obtienen

links equivalentes.

2.1.2. Invariantes

Uno de los problemas importantes en la teoría de nudos es determinar clases de

equivalencias de links.

Definición 2.1.18. Sea L el conjunto de todos los links. Un invariante es una función

f : L → X tal que L1 ∼ L2 =⇒ f (L1) = f (L2).

Algunas invariantes importantes son el polinomio de Alexander-Conway, Jones,

HOMFLY-PT, Kauffmann. El polinomio de Alexander-Conway es fundamental e histó-

ricamente es el primer invariante polinomial para nudos orientados enR3. Jones cons-

truyó al polinomio homónimo usando la traza de Markov en el álgebra de Temperley-

Lieb T Ln(λ).

En esta subsección se presentará el método de Jones, también conocido como la re-

ceta de Jones. Para esto veamos como se obtiene el polinomio de HOMFLY-PT a partir

del álgebra de Iwahori-Hecke y la traza de Ocneau.

Definición 2.1.19. El álgebra de Iwahori-Hecke, denotada por Hn(u), es el álgebra ge-

neradada por 1,h1, . . . ,hn−1 sujeta a las relaciones

1. hi h j = h j hi , para |i − j | > 1.

2. hi h j hi = h j hi h j , para |i − j | = 1.
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3. h2
i = u + (u −1)hi .

Cambiando el conjunto generador podemos obtener una presentación alternativa

para Hn(q) con q := u1/2 y h̄i := u−1/2hi , generado por 1, h̄1, . . . , h̄n−1 con relaciones

1. h̄i h̄ j = h̄ j h̄i , para |i − j | > 1.

2. h̄i h̄ j h̄i = h̄ j h̄i h̄ j , para |i − j | = 1.

3. h̄2
i = 1+ (q −q−1)h̄i .

Lema 2.1.1 (ver [18]). Todo monomio en Hn(u) se escribe como combinación lineal de

monomios en los cuales aparece a lo más una vez hn−1.

Definición 2.1.20. Definimos los conjuntos Ti ’s por inducción como sigue:

T1 = {1}

Ti+1 = {1}∪hi Ti

Así, tenemos T1 = {1},T2 = {1,h1} y T3 = {1,h2,h2h1}. Un monomio de la forma

m1 · · ·mn ∈ Hn(u) con mi ∈ Ti se llama monomio normal. Con Bn = {m1 · · ·mn |mi ∈ Ti },

es fácil ver que |Bn | = n!. Además, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1.5 (ver [20]). El conjunto Bn es una base de Hn(u).

Teorema 2.1.6 (ver [20]). Sea z un parámetro. Luego para todo n ≥ 1 existe una función

lineal trn : Hn(u) → C(z,u) llamada traza de Markov, lo que implica que el siguiente

diagrama conmuta

Hn(u) Hn+1(u)

C(z,u)

trn trn+1

y se cumple lo siguiente:

1. trn(1) = 1.

2. trn(AB) = trn(B A).

3. trn+1(Ahn) = ztrn(A).
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Ejemplo 2.1.10. Calculemos la traza de h3
1:

t r (h3
1) = tr (h1(1+ (u −u−1)h1))

= tr (h1)+ (u −u−1)tr (h2
1)

= tr (h1)+ (u −u−1)tr (h2
1)

= tr (h1)+ (u −u−1)tr (1+ (u −u−1)h1)

= z + (u −u−1)(1+ (u −u−1)z)

En la construcción del polinomio de HOMFLY-PT [33] podemos usar una función

πL : Bn → Hn(u) con la representación dada porπL(σi ) = Lhi , con L =p
λ yλ= z−(u−u−1)

z .

Usamos la composición tr ◦πL , es decir Bn
πL−→ Hn(u)

tr−→ C(z,u). Luego el polinomio

de HOMFLY-PT es

Pα̂(λ,u) := (tr ◦πL)(α)

:=
(

1−λp
λ(u −u−1)

)n−1 (p
λ
)exp(α)

(tr ◦π)(α)

donde 1−λp
λ(u−u−1)

sirve como “normalizador” para que en el nudo trivial el polinomio

sea 1; λ= z+1−u
uz y exp(α) es la suma de exponentes de α como palabra en los σi .

Ejemplo 2.1.11. Calculemos el polinomio de Jones del nudo trébol. Recordando que T =
σ3

1

∧
, luego

P
σ3

1

∧(λ,u) =
(

1−λp
λ(u −u−1)

)n−1 (
(u2 −u +1)

1−u

1−λu

)
u(u −1) ,por el Ejemplo 2.1.10

=λ(1+u2 −λu2) .

2.2. Módulos y álgebras

Definición 2.2.1. Sea R un anillo con identidad 1R . Un R−módulo izquierdo es un gru-

po abeliano (M ,+) dotado del siguiente producto escalar:

R ×M → M

(r,m) 7→ r ·m
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tal que para todo r, s ∈ R y todo m,n ∈ M satisfacen que

1. (r + s) ·m = r ·m + s ·m,

2. r · (m +n) = r ·m + r ·n,

3. r · (s ·m) = (r · s) ·m,

4. 1R ·m = m.

Para un R−módulo derecho la definición es análoga con M×R → M usando (m,r ) 7→
m · r .

Ejemplo 2.2.1. Sea F un cuerpo, luego un espacio vectorial sobre F es un F−módulo.

Ejemplo 2.2.2. Sea F[X ] el anillo de polinomios sobre un cuerpo F, y sea V un F−espacio

vectorial. Para cualquier función α : V →V , V es un F[X ]−módulo a través de

g · v := g (α)(v) =∑
i
λiα

i (v)

para todo g =∑
i λi X i ∈ F[X ] y v ∈V , donde αi =α◦ · · · ◦α es la i−ésima composición.

Definición 2.2.2. Sea R un anillo y sea M un R−módulo. Un R−submódulo U de M es

un subgrupo (U ,+) que es cerrado bajo la acción de R, es decir r ·u ∈U para todo r ∈ R

y u ∈U .

Ejemplo 2.2.3. Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo F, luego los submódulos son

los subespacios vectoriales.

Definición 2.2.3. Suponga R un anillo y M , N R−módulos. La función φ : M → N es un

homomorfismo de R−módulos si para todo m,m1,m2 ∈ M y r ∈ R, satisface que

1. φ(m1 +m2) =φ(m1)+φ(m2).

2. φ(r m) = rφ(m).

Un isomorfismo de R−módulos es un homomorfismo de R−módulos que también

es biyectivo.

Teorema 2.2.1 (Teoremas del Isomorfismo). Sea R un anillo, luego lo siguiente se cum-

ple.
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1. Suponga que φ : M → N es un homomorfismo de R−módulos. Luego Ker(φ) es un

R−submódulo de M y la imagen Im(φ) es un R−submódulo de N . Más aún se tiene

el isomorfismo de R−módulos

M/Ker(φ) ∼= Im(φ).

2. Suponga que U ,V son submódulos de un R−módulo M, luego la suma U +V y la

intersección U ∩V también son R−submódulos de M, es más se tiene el isomorfis-

mo de R−módulos

U /(U +V ) ∼= (U +V )/V.

3. Sea R un R−módulo. Suponga que U ⊆ V ⊆ M son R−submódulos, luego V /U es

un R−submódulo de M/U y se tiene el siomorfismo de R−módulos

(M/U )/(V /U ) ∼= M/V.

Definición 2.2.4. Sea R un anillo conmutativo y sean E ,F R−módulos. Una función

bilineal g : E ×E → F es una aplicación tal que para un x ∈ E dado, la aplicación y 7→
g (x, y) es R−lineal, y dado y ∈ E, la aplicación x 7→ g (x, y) es R−lineal. Por otro lado

una R−álgebra A es un módulo con una aplicación bilineal g : E ×E → E tal que para

todo a1, a2 ∈ A y para todo r ∈ R tenemos que

(a1a2) · r = a(b · r ) = (a · r )b.

Si (a1a2)a3 = a1(a2a3) para todo a1, a2, a3 ∈ A, decimos que A es una R−álgebra asocia-

tiva.

Definición 2.2.5. Sea F un cuerpo y A un F−álgebra. Un subconjunto B de A se llama

subálgebra (o F−subálgebra) de A si se cumple que:

1. B es un F−subespacio de A. Es decir, para cada λ,µ ∈ F y b1,b2 ∈ B, λb1 +µb2 ∈ B.

2. B es cerrado bajo la multiplicación, osea que para todo b1,b2 ∈ B, b1b2 ∈ B.

3. La identidad 1A de A pertenece a B.

Definición 2.2.6. Si A es un F−álgebra luego un subconjunto I es un ideal izquierdo de

A, por (I ,+) subgrupo de (A,+) tal que ax ∈ I para todo x ∈ I , a ∈ A. Análogamente, I ⊆ A
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es un ideal derecho de A si (I ,+) es subgrupo de (A,+) y xa ∈ I para todo x ∈ I , a ∈ A. Un

subconjunto I de A es un ideal bilátero (o ideal) si es un ideal izquierdo y derecho.

Definición 2.2.7. Sean M un F−álgebra, X := {x1, . . . , xn} y f : X → B una función. A(X )

es un F−álgebra libre si existe un único homomorfismo de álgebrasφ : A(X ) → M tal que

f =φ◦ i , donde i : X ,→ A(X ). Es decir que el siguiente diagrama conmuta:

X A(X )

M

i

f
φ

A(X ) es el conjunto de todas las combinaciones lineales de palabras en X , y las

relaciones R ⊆ A(X ) generan un ideal bilátero 〈R〉. De esta forma definimos el álgebra

〈X |R〉 = A(X )/〈R〉

2.3. Grupos de Coxeter

Definición 2.3.1. Sea S un conjunto. Una matriz m : S ×S → {1,2, . . . ,∞} con m(s, s′) :=
(mss′), es una matriz de Coxeter si satisface que m(s, s′) = m(s′, s) y m(s, s) = 1.

Definición 2.3.2. Un grafo de Coxeter (o diagrama de Coxeter) es una representación

gráfica de una matriz de Coxeter m donde el conjunto de nodos es S y sus aristas son pa-

res no ordenados {s, s′} tal que m(s, s′) ≥ 3 y los vértices con m(s, s′) ≥ 4 están etiquetados

por ese número.

Ejemplo 2.3.1. La matriz de Coxeter tiene su grafo correspondiente:


1 2 3 2

2 1 4 2

3 4 1 ∞
2 2 ∞ 1

 ↔

Definición 2.3.3. Sea S′ = {
(s, s′) ∈ S2

∣∣ m(s, s′) ̸=∞}
. Una matriz de Coxeter m determi-

na un grupo W con la presentación
〈

S
∣∣ (ss′)m(s,s′) = 1 para todo (s, s′) ∈ S′

〉
.
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Observación 2.3.1. Como m(s, s) = 1, luego s2 = 1 para todo s ∈ S, además la relación

(s, s′)m(s,s′) = 1 es equivalente a:

ss′ss′s . . .︸ ︷︷ ︸
m(s,s’)

= s′ss′ss′ . . .︸ ︷︷ ︸
m(s,s’)

En particular dos nodos distintos s y s′ no son adyacentes en el grafo de Coxeter (i.e.

m(s, s′) = 2), si y sólo si s y s′ conmutan.

Ejemplo 2.3.2. El grupo del ejemplo anterior generado por s1, s2, s3 y s4 tiene las siguien-

tes relaciones 

s2
1 = s2

2 = s2
3 = s2

4 = 1

s1s2 = s2s1

s1s3s1 = s3s1s3

s1s4 = s4s1

s2s3s2s3 = s3s2s3s2

s2s4 = s4s2

Definición 2.3.4. Si un grupo W tiene una presentación como en la Definición 2.3.3,

luego el par (W,S) se llama sistema de Coxeter. El grupo W es un grupo de Coxeter y S es

el conjunto de generadores de Coxeter.

Teorema 2.3.1 (ver [6], pp.2). Las siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

1. Si G es un grupo y f : S →G es una función tal que

( f (s) f (s′))m(s,s′) = 1

para todo (s, s′) ∈ S′ luego hay una única extensión de f a un homomorfismo de

grupos f : W →G.

2. W ∼= F /N , donde F es el grupo libre generado por S y N el subgrupo normal gene-

rado por
{

(ss′)m(s,s′) ∣∣ (s, s′) ∈ S′
}

.

Teorema 2.3.2 (ver [6], pp.4). Hay una correspondencia uno a uno entre las matrices de

Coxeter y los sistemas de Coxeter, salvo isomorfismos.
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Definición 2.3.5. Sea w ∈ W . El largo de w con respecto a S, denotado por l (w), es el

entero más pequeño q ≥ 0 tal que w es el producto de una sucesión de q elementos de S.

Una expresión reducida de w respecto a S es cualquier sucesión (s1, . . . , sq ) de elementos

de S tal que w = s1 · · · sq y q = l (w).

Más adelante se definirá el conjunto de reflexiones para el grupo simétrico Sn . Con

este fin ahora introducimos el concepto de reflexión.

Definición 2.3.6. Una reflexión en un espacio euclideano V es un operador linear s :

V →V que envía un vector no nulo a su negativo respecto a un hiperplano fijo.

De forma más abstracta, tenemos que (si )2 = 1 porque aplicar la misma reflexión

dos veces obtenemos la identidad. Como generadores del grupo de Coxeter, si s j es un

elemento del grupo, tiene un orden mi j que puede incluso ser ∞. Entonces en cual-

quier grupo de reflexión se satisfacen las condiciones de un grupo de Coxeter, donde

{si }i∈I es el conjunto de reflexiones que genera dicho grupo. Más aún, Coxeter en [12]

probó que todo grupo generado por reflexiones discretas tiene una definición abstrac-

ta de la forma s2
i = (s j s j )mi j = 1.



Capítulo 3

Álgebras de Hecke y descomposiciones

matriciales

En este capítulo introducimos el álgebra de Hecke y sus descomposiciones. Para la

descomposición de Bruhat el lector podrá referirse a [3], en grupos B N−par ver [8], en

álgebra de Hecke ver [13], para álgebra de Hecke unipotente ver [47] y para álgebra de

Rook ver [42].

3.1. Descomposición de Bruhat

En adelante consideramos a F un cuerpo, G ∼= GLn(F) y B como el subgrupo de G

de todas las matrices triangulares superiores invertibles, el cual también es llamado

subgrupo de Borel de G .

Una matriz de permutación es una matriz cuadrada en {1,0} que tiene sólo una en-

trada no nula en cada fila y en cada columna. Por ejemplo, la matriz identidad es una

matriz de permutación, y de ésta se pueden obtener todas las permutaciones inter-

cambiando filas o columnas. Toda matriz de permutación es ortogonal, y por esto su

inversa también es una matriz de permutación, que corresponde a su transpuesta. Así,

las matrices de permutación son un subgrupo de G .

Proposición 3.1.1. W ∼= Sn .

Demostración. Sea Vn(F) un espacio vectorial n−dimensional con base estándar v1, . . . , vn .

Si vi multiplica a la izquierda por una matriz Mn×n , se obtiene la i−ésima columna de

20
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M :

M · vi =


m1i

...

mni

 ,

por lo que m envía vi a la i−ésima columna de m.

Notar que una matriz de permutación manda vi a un vk , para X = {1, . . . ,n}, w ∈W ,

definamos ϕ(w) : X → X con ϕ(w)(i ) 7→ k para 1 ≤ i ,k ≤ n tal que vk = w · vi . Por otro

lado, sea ϕ−1(w) : X → X con ϕ−1(w)(k) 7→ i para 1 ≤ i , j ≤ n tal que vi = w−1 ·vk , pues

w−1vk = w−1w vi , con w−1 = w⊤.

Definición 3.1.1. Sean 1 ≤ i , j ≤ n, i ̸= j ,α ∈ F. Definimos Xi j (α) ∈ Mn(F) como la ma-

triz que tiene entradaα en la posición (i , j ), 1 en la diagonal y 0 en las demás posiciones.

Ejemplo 3.1.1.

X23(α) =

1 0 0

0 1 α

0 0 1

 ∈ M3(F).

Lema 3.1.1. Sean α,β ∈ F y consideremos i ̸= j , luego se cumple lo siguiente.

1. det Xi j (α) = 1. Así Xi j (α) ∈G.

2. Si α ̸= 0, luego Xi j (α) ∈ B ⇐⇒ i < j .

3. Xi j (α)Xi j (β) = Xi j (α+β), y Xi j (α)−1 = Xi j (−α).

4. El conmutador
[

Xi j (α), X j k (β)
]= Xi k (αβ) si i ̸= j ̸= k.

5. Si w ∈W , luego w Xi j (α)w−1 = Xw(i ),w( j )(α).

6. Xi j (α) manda e j a e j +αei , y fija ek siempre que k ̸= j .

7. Si M = (mi j ) ∈ Mn(F), luego la i−ésima fila de Xi j (α)M es la suma de la i−ésima

fila de M y α veces la j−ésima fila de M, y para k ̸= i la k−ésima fila de Xi j (α)M

es igual a la k−ésima fila de M.

Demostración. Probaremos sólo los puntos 4, 5 y 7. Animamos al lector a verificar las

demás junto con el libro Alperin y Bell [3], Capítulo 2, Lema 6.



CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS DE HECKE Y DESCOMPOSICIONES MATRICIALES 22

4. Sabemos que el conmutador [x, y] = x y x−1 y−1, por lo que para este caso tene-

mos que

[Xi j (α), X j k (β)] = Xi j (α)X j k (β)Xi j (−α)X j k (−β),

lo que podemos ver en la siguiente multiplicación matricial para las filas y co-

lumnas i , j ,k:

i j k i j k i j k i j k i j k

i

j

k

1 α 0

0 1 0

0 0 1


1 0 0

0 1 β

0 0 1


1 −α 0

0 1 0

0 0 1


1 0 0

0 1 −β
0 0 1

=
i

j

k

1 0 αβ

0 1 0

0 0 1

= Xi j (αβ).

5. Consideremos las filas y columnas i , j , w(i ), w( j ):

w Xi j (α)w⊤ =

i

j

w(i )

w( j )


0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
1 0 0 0

0 1 0 0




1 α 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

w⊤

=

i

j

w(i )

w( j )


0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
1 α 0 0

0 1 0 0




0 0 1 0

0 0 0 1

∗ ∗ 0 0

∗ ∗ 0 0



=

i

j

w(i )

w( j )


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 α

0 0 0 1

= Xw(i )w( j )(α).

7. veamos que se cumple para las filas y columnas i , j .

i j k k

Xi j (α)M = i

j

(
1 α

0 1

)(
mi k

m j k

)
=

(
mi k +αm j k

m j k

)
, para 1 ≤ k ≤ n.
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Lema 3.1.2. Sea M ∈ G. Hay un producto b de transvecciones triangulares superiores

tal que para 1 ≤ i ≤ n, bM tiene una ki−ésima fila cuyas entradas en las primeras i −1

columnas son nulas y tiene un elemento distinto a cero en la i−ésima columna.

Demostración. Sea M = (mi j ) ∈ G , como M−1 ∈ G , la primera columna de M tiene al

menos un elemento distinto a cero. Luego por el punto 7 del lema anterior podemos

multiplicar a la izquierda por Xi j1 (α) con i < j1 de tal forma que mi 1 = 0 para i ̸= j1.

Así tenemos que Xi j1 (α)M =: M1. Como M−1
1 ∈G , la columna 2 de M1 tiene algún ele-

mento distinto a cero. Multiplicamos a la izquierda por una matriz de la forma Xi j2 (α)

con i < j2, tal que Xi j (α)M1 =: M2 cumpla que mi 2 = 0 para i ̸= j1 ̸= j2. Continuando

este procedimiento hasta la columna n obtenemos que

Mn = Xi jn−1 (αn−1) · · ·Xi j1 (α1)M ,

y multiplicando por M−1 por la derecha, obtenemos que

Mn M−1 = Xi jn−1 (αn−1) · · ·Xi j1 (α1) ∈ B.

Teorema 3.1.1. G = BW B.

Demostración. Sea m ∈ G , usando ji y b ∈ B como en el lema anterior. Sea w ∈ W la

matriz de permutación cuya ji−ésima columna es ei para 1 ≤ i ≤ n. Luego la i−éisma

fila de wbm es igual a la ji−ésima fila de bm para 1 ≤ i ≤ n, y por tanto wbm ∈ B =⇒
m ∈⊆ BW B .

Lema 3.1.3. Si w1, w2 ∈W y b ∈ B son tales que w1bw2 ∈ B, luego w2 = w−1
1 .

Demostración. Veamos que w−1
2 w−1

1 = I . Sabemos que w1(i ) = j implica que la j−ésima

fila de w1b es igual a la i−ésima fila de b.

Sea k tal que w2(k) = i , lo que implica que la k−ésima columna de w1bw2 es igual

a la i−ésima columna de w1b. Sea b = (bi j ), notar que bi i ̸= 0 para 1 ≤ i ≤ n, por lo que

bi i es el elemento ( j ,k)−ésimo de w1bw2.

Como w1bw2 ∈ B , luego j ≤ k. Así tenemos que w−1
2 w−1

1 ∈W tal que para 1 ≤ j ≤ n

envía e j a ek con j ≤ k ≤ n. Esto implica que w−1
2 w−1

1 = I =⇒ w2 = w−1
1 .
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Corolario 1. Si w, w ′ ∈W y w ̸= w ′, luego B wB ∩B w ′B =;, y por consecuencia G es la

unión disjunta de n! dobles clases B wB para distintos w ∈W .

Demostración. Sean w, w ′ ∈ W tal que B wB ∩B w ′B ̸= ;. Por esto dentro de la inter-

sección hay elementos que cumplen que B wB = B w ′B , en particular w ′ = bwb′, para

algún b,b′ ∈ B . Luego w−1b−1w ′ ∈ B , y por el lema anterior w ′ = w , por lo que tienen

que ser el mismo.

Así, se tiene la descomposición de Bruhat

G = ⊔
w∈W

B wB . (3.1)

Implícitamente la unión disjunta implica que

B wB = B w ′B =⇒ w = w ′. (3.2)

3.2. Grupos B N−par

En 1962, Jacques Tits introdujo la noción de un grupo G con B N−par [43] y años

después usó esta idea en distintos tipos de grupos [44, 7].

Sea G un grupo y B ≤ G . Sabemos que B ×B actúa en G por (b,b′) · g = bg b′−1,

para b,b′ ∈ B . Sea g ∈ G , denotamos la órbita de g por esta acción por C (g ) = {(b,b′) ·
g | (b,b′) ∈ B × B} = B g B y son claramente dobles clases de B en G . El conjunto de

todas las dobles clases es denotado por B\G/B . Notar que dado g , g ′ ∈ G se tiene que

C (g )C (g ′) = B g B ∪B g ′B es una unión de dobles clases.

Definición 3.2.1. Un grupo B N−par (o sistema de Tits) es una cuádrupla (G ,B , N ,S),

donde G es un grupo, B y N son subgrupos de G y S es un subconjunto de N /(B ∩N ), que

satisfacen lo siguiente:

1. El conjunto B ∪N genera G y B ∩N es un subgrupo normal de N .

2. El conjunto S genera al grupo W ∼= N /(B ∩N ) y consiste en elementos de orden 2.

3. sB w ⊂ B wB ∪B swB para s ∈ S y w ∈W .

4. Para todo s ∈ S, sB s ̸⊂ B.
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Usualmente W es llamado el grupo de Weyl del sistema de Tits (G ,B , N ,S).

Lema 3.2.1. Sea s1, . . . , sq ∈ S y sea w ∈W , luego

C (s1, . . . , sq ) ·C (w) ⊂ ⋃
(i1,...,ip )

C (s1, . . . , sp w),

donde (i1, . . . , ip ) es una secuencia estrictamente creciente de enteros en el intervalo (1, q).

Teorema 3.2.1. Si G = BW B, entonces la función de W a B\W /B (el conjunto de las

dobles clases de G respecto a B) dada por w 7→C (w), es una biyección.

Proposición 3.2.1. Si l (sw) ≤ l (w) para s ∈ S y w ∈W , luego sB w ∩C (w) =;.

Consideremos T := B ∩N , luego tenemos los siguientes resultados.

Teorema 3.2.2. W ∼= N /T es un grupo de Coxeter, y el par (W,S) es un sistema de Coxeter.

Más aún, para s ∈ S y w ∈ W las relaciones C (sw) = C (s) ·C (w) y l (sw) > l (w) son

equivalentes.

Corolario 2. Sea w1, . . . , wq ∈W y sea w = w1 · · ·wq . Si

l (w) = l (w1)+ . . .+ l (wq ) ,

luego

C (w) =C (w1) · · ·C (wq ) .

Ejemplo 3.2.1. Sea G ∼=GLn(F), donde F es un cuerpo arbitrario. Definamos los siguien-

tes subgrupos:

B := {
(ai j ) ∈G|ai j = 0 si i > j

}
, el grupo de las matrices triangulares superiores.

N el grupo de las matrices monomiales.

T el grupo de las matrices diagonales.

Una matriz monomial M ∈G cumple que cada fila y cada columna contiene un elemen-

to distinto a cero.

Notar que T = B ∩N y que W , el grupo de Weyl es isomorfo a Sn . En efecto, existe un

homomorfismo sobreyectivo ϕ : N → Sn dado por (ni j ) 7→ 1 si ni j ̸= 0, con Ker(ϕ) = T =
B ∩N , por lo que W ∼= N /T ∼= Sn .



CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS DE HECKE Y DESCOMPOSICIONES MATRICIALES 26

Veamos que G es un grupo B N−par. Los axiomas 1, 2 y 4 se cumplen de manera

directa. Verifiquemos que se cumple el axioma 3, el cual podemos escribirlo de forma

equivalente como s j B ⊂ BB ′∪B s j B ′, donde B ′ = wB w−1 y s j = ( j , j +1).

Sea G j el subgrupo de G que estabiliza el plano generado por e j y e j+1. Esto lo pode-

mos ver como las matrices en bloque dentro del siguiente conjunto:

G j =


I j−1 0 0

0 A 0

0 0 In− j−1

∣∣∣∣A ∈GL2(F)


por lo que G j

∼=GL2(F) para todo j = 1, . . . ,n −1.

Veamos que G j B = BG j . Como s j ∈G j , luego s j B ⊂ BG j y resta probar que

G j ⊂ (B ∩G j )(B ′∩G j )∪ (B ∩G j )s j (B ′∩G j ). Sea B2 := B ∩G j el subgrupo de matrices

triangulares superiores invertibles de GL2(F), y B−
2 su subgrupo de matrices triangulares

inferiores. Veamos que

B ′∩G j =
B2 si w( j ) < w( j +1)

B−
2 si w( j ) > w( j +1)

Para el primer caso la fórmula a probar puede escribirse como GL2(F) = B2 ∪B2sB2 con

s =
(

0 1

1 0

)
, lo que es equivalente a la descomposición de Bruhat para n = 2. Para el

segundo caso, sabemos que GL2(F) = B2 ∪B2sB2, luego

B−
2 = sB2s

sB−
2 = B2s

B−
2 s = sB2.

y reemplazando en la igualdad de GL2(F) tenemos que

GL2(F) = B2 ∪B2B−
2 s ,ya que sB2 = B−

2 s

= sB−
2 ∪B2B−

2

= sB−
2 ∪B2B−

2

= B2sB−
2 ∪B2B−

2 .
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Definición 3.2.2. Asumamos que

l (s1 · · · sm) = m y l (s0s1 · · · s(m)) < m +1 ,

donde cada si ∈ S. Luego el axioma de intercambio consiste en que se cumpla lo siguiente

para algún j con 0 ≤ j ≤ m −1:

s0s1 · · · s j = s1s2 · · · s j+1 .

Teorema 3.2.3. (Matsumoto, ver [30]) Sea W un grupo finito generado por el conjunto

de involuciones S = {s1, . . . , sn}, que satisfacen el axioma de intercambio. Para cada par

i ̸= j , sea mi j el orden de si s j . Luego se cumple lo siguiente:(si s j )ki j = (s j si )ki j , si mi j = 2ki j ,

(si s j )ki j si = (s j si )ki j s j , si mi j = 2ki j +1,

Sea M un monoide con identidad e y asumiento que {m1, . . . ,mn} son elementos de M

que satisfacen las relaciones anteriores. Luego existe una función bien definida f : W →
M tal que f (1) = e, f (si ) = mi para 1 ≤ i ≤ n. Y si si1 · · · sil es una expresión reducida

arbitraria en W , luego f (si1 · · · sil ) = mi1 · · ·mil .

El teorema anterior es válido para grupos B N−par arbitrarios, también prueba que

el grupo de Weyl es de Coxeter para grupos B N−par

3.3. Álgebra de Hecke H (G , H ,ψ)

Sea G un grupo finito, y F un cuerpo.

Definición 3.3.1. Sea A un álgebra de dimensión finita sobre un cuerpo F. Sea M un

A−módulo izquierdo sobre F. La función traza µ : A → F definida por µ(x) = tr(x,M), la

traza de x ∈ M actuando en M, es llamada caracter de A proporcionado por M.

Si R es un anillo, el anillo de grupo R(G) es el conjunto de sumas formales finitas{ ∑
g∈G

αg g :αg ∈ R

}
.



CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS DE HECKE Y DESCOMPOSICIONES MATRICIALES 28

R(G) es una R−álgebra por la incrustación R → R(G)

Para un cuerpo F la estructura de módulo de F(G) corresponde a un espacio vec-

torial sobre F. Si µ : F(G) → F es el caracter del F(G)−módulo izquierdo M , luego por

definición µ(a) = tr (a, M) para a ∈ F(G).

Por otro lado, restringiendo a µ a los elementos de G , obtenemos la función µ : G →
F, dada por µ(x) = tr (x, M) para x ∈G . Y como los elementos de G forman una F−base

para F(G), la función trazaµ : F(G) → Fpuede ser recuperada de los valores {µ(x)|x ∈G},

por medio de la fórmula

µ

( ∑
x∈G

αx x

)
= ∑

x∈G
αxµ(x) ,

conαx ∈ F. Los caracteres obtenidos de F(G)−módulos, vistos como funciones F−valuadas

en G son llamados F−caracteres de G .

Definición 3.3.2. Sea H ≤ G y ψ un F−caracter proporcionado por FHe, con e ∈ F(H).

El álgebra de Hecke H (G , H ,ψ) es el subálgebra eF(G)e de F(G), y la denotamos por H .

El álgebra de Hecke es un álgebra semisimple con identidad e. De hecho si F(H)e ∼=
F(H)e ′ para algún otro elemento idempotente e ′, luego F(G)e ∼= F(G)e ′. Por esto el ideal

izquierdo F(H)e que proporcionaψ. Un elemento idempotente e como en la definición

anterior puede expresarse de la forma e =∑
eei , donde ei es la identidad de Mnl (F).

Ejemplo 3.3.1. Con H ≤ G y ψ el caracter trivial 1H . Luego 1H es proporcionado por el

idempotente eH = 1
|H |

∑
h∈H h de F(H). El álgebra de Hecke H (G , H ,1H ) = eHF(G)eH y es

isomorfa al álgebra de funciones f : G → F con multiplicación definida por el producto

convolución f · g : G → F con ( f · g )(x) = ∑
y∈G f (x y)g (y−1) con x ∈ G. Esta álgebra de

funciones es constatnte en las (H , H)−dobles clases de G, esto se puede ver por el hecho

que el subálgebra eHF(G)eH corresponde a las funciones constantes en dobles clases.

3.4. Álgebra de Iwahori-Hecke H (G ,B)

En esta sección consideraremos a G como un grupo finito con B N−par, W el grupo

de Weyl de G y S el conjunto de generadores de W . Por otro lado sabemos que G tiene

una descomposición de Bruhat respecto a un subgrupo de Borel B .

Denotamos el álgebra de Hecke por H n(u) := H (G ,B ,1B ). Considerando a S :=
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{s1, . . . , sn} y (W,S) como un sistema de Coxeter, W tiene la siguiente presentación:

W = 〈s1, . . . , sn |(si s j )mi j = 1 para todo 1 ≤ i , j ≤ n〉 ,

donde {mi j } son enteros positivos tales que mi i = 1 y mi j = m j i para todo 1 ≤ i , j ≤ n.

Esto implica que para hallar representaciones T : W →GL(V ) con V espacio vectorial,

basta con encontrar elementos {Ti }1≤i≤n ∈ GL(V ) que satisfacen las relaciones de W :

T 2
i = 1,(Ti T j )mi j = 1 para 1 ≤ i , j ≤ n. Esto permitirá que una función con si → Ti para

1 ≤ i ≤ n pueda extenderse a una representación T .

El álgebra de Iwahori-Hecke H (G ,B) = H (G ,B ,1B ) es un subálgebra semisimple

del álgebra de grupos complejos C(G) definido por eC(G)e, donde e = 1
|B |

∑
b∈B b es

idempotente en C(B), tal que el ideal izquierdo C(G)e provee la representación de la

permutación (1B )G . Para analizar la estructura de H (G ,B) examinamos su base, la que

consiste en elementos

aD = 1

|B |
∑

x∈D
x

con D ∈ B\G/B . Como hay una biyección w → B wB de W a las dobles clases B\G/B ,

denotamos la base {aw }w∈W .

Definición 3.4.1. El índice índ w := |B : B wB ∩B | con w ∈ N /T .

Los parámetros de índice de G son los números qi = índ si para 1 ≤ i ≤ n, donde

S = {s1, . . . , sn} es el conjunto generador de W .

Sea l (w) la función largo del grupo de Coxeter W . Luego tenemos el siguiente teo-

rema.

Teorema 3.4.1 (Iwahori). La multiplicación de la base de elementos{
aw = 1

|B |
∑

x∈B wB x, w ∈W
}

de H (G ,B) satisface que

asi aw = asi w si l (si w) > l (w)

y

asl aw = qi asl w + (qi −1)aw si l (si w) < l (w)

para todo si ∈ S y w ∈W .

Demostración. La multiplicación en H (G ,B) es de la forma

au av = ∑
w∈W

µuv w aw para u, v ∈W
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donde µuv w = 1
|B | |BuB ∩w(B vB)|.

Si l (si w) > l (w), luego si B w ⊆ B si wB , por lo que el producto asi aw es provisto por

las dobles clases B si wB .

Luego tenemos que asi aw =µasi w , donde

µ= 1

|B | |B si B ∩ si wB w−1B |

= 1

|B | |si B si B ∩wB w−1B |.

Demostraremos que µ = 1. Como si B si ⊂ B ∪B si B y B ⊆ wB w−1B , debemos probar

que B si B ∩wB w−1B =; si l (si w) > l (w). Asumamos que esto es falso, luego sea w =
s j (1) · · · s j (p) para s j (k) ∈ S y 1 ≤ k ≤ p un producto de involuciones de S. Por el uso

reiterado del axioma 3. de la deifnición de grupo B N−par, obtenemos que

wB w ′ ⊆⋃
B w s j (q1) · · · s j (qt )B ,

donde la unión es tomada de las subsucesiones del intervalo [1, p]

1 ≤ q1 < q2 < . . . < qt ≤ p.

Con esto, y definiendo a y como el producto de algunos factores de w−1 obtenemos la

igualdad

B si B = B w yB ,

lo que implica que l (y) < l (w). Por la descomposición de Bruhat tenemos que

si = w y y w−1si = y.

Luego si l (w) = p, s j (1) · · · s j (p) es un producto reducido, luego l (w−1si ) = l (si w) ≤ p, lo

que contradice lo que habíamos asumido, por lo que µ= 1.

Luego

a2
si
= qi a1 + (qi −1)asi para todo si ∈ S .

Como (B si B)(B si B) ⊆ B ∪B si B , obtenemos que a2
si
= αa1 +βasi para α,β ∈ C, donde
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α satisface que

α= 1

|B | |B si B ∩B si B | = índ si = qi .

No es difícil ver que índ : H (G ,B) → C es un homomorfismo de álgebras, y aplicando

índ a la fórmula para (asi )2, además con α= qi y índa1 = 1, obtenemos que

q2
i = qi +βqi .

Esto implica que β= qi −1.

Luego

asi aw = a2
si

aw ′ = qi aw ′ + (qi −1)asi aw ′ = qi asi w + (qi −1)aw .

Corolario 3. El álgebra de Hecke H (G ,B) es generada por elementos {1 = a1, as1 , . . . , asn }

con S = {s1, . . . , sn}. Estos generadores satisfacen la siguiente relación cuadrática

a2
si
= qi 1+ (qi −1)asi ,para 1 ≤ i ≤ n,

y las relaciones

(asi as j )ki j = (as j asi )ki j si mi j = 2ki j ,

(asi as j )ki j asi = (as j asi )ki j as j si mi j = 2ki j +1,

donde mi j es el orden de si s j ∈W .

Corolario 4. Si si es conjugado de s j en W , luego qi = q j .

Teorema 3.4.2 (Iwahori [17], Matsumoto [30]). Los generadores y relaciones del Corola-

rio 3 definen la presentación del álgebra de Iwahori-Hecke H (G ,B).

Demostración. Si A es una C−álgebra asociativa que contiene elementos {a1, . . . , an}

que satisfacen las relaciones del Corolario 3, luego existe un homomorfismo de álge-

bras f : H (G ,B) → A con f (asi ) = ai , para 1 ≤ i ≤ n. Por el Teorema 3.2.3 existe una

función f ′ : W → A dada por f ′(si ) = ai para 1 ≤ i ≤ n, y tal que

f ′(si (1) · · · si (m)) = ai (1) · · ·ai (m)
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para todo producto reducido si (1) · · · si (m) de elementos de S. Como los elementos {aw }w∈W

forman una base para H , existe una función lineal f : H → A tal que f (aw ) = f ′(w),

para w ∈W . Luego es suficiente probar que

f (asi , aw ) = f (asi ) f (aw ) (3.3)

para todo si ∈ S y w ∈W . Asumamos que l (si w) > l (w). Luego una expresión reducida

para si w la obtenemos de una expresión reducida para w multiplicando a la izquierda

por si , y la ecuación 3.3 es consecuencia de la definición de f , ya que asi aw = asi w por

el teorema de Iwahori 3.4.1. Luego asumamos que l (si w) < l (w), y sea w ′ = si w . Luego

l (si w ′) > l (w ′), y por la primera parte de la prueba, tenemos que

f (aw ) = f (asi aw ′) = f (asi ) f (aw ′),

ya que asi aw ′ = aw por 3.4.1. Por hipótesis, los elementos f (asi ) también satisfacen las

relaciones cuadráticas en 3, donde

f (asi ) f (aw ) = f (asi )2 f (aw ′) (3.4)

= qi f (aw ′)+ (qi −1) f (asi ) f (aw ′) (3.5)

= qi f (asi w )+ (qi −1) f (aw ) (3.6)

por la primera parte de la prueba nuevamente, ya que l (si w ′) > l (w ′) y w ′ = si w . Por

otro lado

asi aw = qi asi w + (qi −1)aw

por 3.4.1. Obtenemos 3.3, en este caso por aplicar f a la última relación y comparando

con la fórmula anterior.

Considerando G ,B , N y T como en el Ejemplo 3.2.1 y W el grupo de Weyl, obtene-

mos el álgebra de Iwahori-Hecke (de tipo A) denotada por Hn(u), es el álgebra genera-

da por {1,h1, . . . ,hn−1} con relaciones

1. hi h j = h j hi para |i − j | > 1.

2. hi h j hi = h j hi h j para |i − j | = 1.

3. h2
i = u + (u −1)hi .
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3.5. Álgebra de Yokonuma-Hecke Yd ,n(u)

En esta sección introduciremos el álgebra de Yokonuma Hecke Yd ,n(u) y sus princi-

pales características. Esta álgebra fue introducida por Yokonuma en 1967 en el contex-

to de grupos de Chevalley como una generalización del álgebra de Iwahori-Hecke [47].

El álgebra Yd ,n(u) es el álgebra de endomorfismos para la representación de permu-

tación de G := GLn(Fq ) respecto a un subgrupo unipotente maximal U , por esto otra

forma de denotar el álgebra es H (G ,U ).

Teorema 3.5.1. G = ⊔
n∈Zn

d⋊Sn

UnU , y si n ̸= n′ luego UnU ̸=Un′U .

Demostración. Consideremos la descomposición de Bruhat G = BW B . Sabemos que

B =U T = TU y T W T =W T =Zn
d ⋊Sn , así tenemos que

G = ⊔
w∈W

B wB

= ⊔
w∈W

U T wTU

= ⊔
n∈T W T

UnU

= ⊔
n∈Zn

d⋊Sn

UnU .

Supongamos que n,n′ ∈ Zn
d ⋊ Sn y n′ ∈ U (Zn

d ⋊ Sn)U . Luego n′ puede obtenerse

desde n por una secuencia finita de operaciones elementales fila cuya adición sea de

abajo hacia arriba y cuya adición de columnas sea de izquierda a derecha. Por esto si la

primera columna de n es nula, lo mismo ocurrirá para n′. Si la primera columna de n

contiene un 1 en la posición ( j1,1) luego n′
j1 1 ̸= 0, por lo que n′ tiene la misma primera

columna que n. De manera similar esto servirá para las columnas 2, . . . ,n.

Definición 3.5.1. Paraα ∈ Fq−1 definimos la matriz hi (α) := I+(α−1)Ei ,i para 1 ≤ i ≤ n,

donde Ei ,i es la matriz en {0,1} que es 1 en la entrada (i , i ) y 0 en las demás entradas. Y

definimos hi , j (α) := hi (α)h j ((−1)q−2α−1), para i ̸= j ∈ {1, . . . ,n}.

Ejemplo 3.5.1. Para n = q = 3 tenemos la multiplicación matricial

h1,2 = h1(α)h2(−α−1) =

α 0 0

0 1 0

0 0 1


1 0 0

0 −α−1 0

0 0 1

=

α 0 0

0 −α−1 0

0 0 1

 .
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Definición 3.5.2. Definimos el conjunto de reflexiones en Sn como

τ := {w si w−1 | 1 ≤ i ≤ n − 1, w ∈ Sn}. Para elementos t = w si w−1 ∈ τ en Sn , definimos

X t := {whi ,i+1(α)w−1 |α ∈ Fq−1}.

Ejemplo 3.5.2. Para q = 4, debido a que s1 = I s1I (con I =identidad), tenemos que

Xs1 =


α 0 0

0 α−1 0

0 0 1

∣∣∣α ∈ F3

 .

Los elementos de la base de Yd ,n(u) son de la forma

Hs = 1

|U |
∑

x∈U wU
x y Ht = 1

|U |
∑

x∈U tU
x,

para s ∈ Sn y t en el conjunto T de las matrices diagonales sobre Fq .

Teorema 3.5.2. Los elementos de la base de Yd ,n(u) satisfacen las siguientes propieda-

des.

1. Hw Hsi =
Hw si ,si l (w si ) > l (w)

q Hw si +
∑

t∈Xsi
,si l (w si ) < l (w).

2. Hw Ht = Hw t .

3. Ht Ht ′ = Ht t ′ .

4. Hsi Ht = Htsi
Hsi , donde t = (t1, . . . , tn) y tsi = (tsi (1), . . . , tsi (n)).

Proposición 3.5.1. Yd ,n(u) está generada por los elementos Hs y Ht para s ∈ Sn y t ∈ T .

Posteriormente Juyumaya probó en [23] que Yd ,n(u) tiene la siguiente presenta-

ción.

Teorema 3.5.3. El álgebra de Yokonuma-Hecke Yd ,n(u) es el álgebra generada por
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g1, . . . , gn−1, t1, . . . , tn con las relaciones

(1) gi g j = g j gi , para |i − j | > 1

(2) gi gi+1gi = gi+1gi gi+1

(3) t d
i = 1

(4) ti t j = t j ti

(5) ti g j = g j ts j (i ) , donde s j = ( j , j +1)

(6) g 2
i = 1− (u −1)ei (1− gi ) , donde ei =

d−1∑
r=0

t r
i t−r

i+1

Las relaciones (1), (2), (4) y (5) definen relaciones para grupos de trenzas framizadas

clásicas Fn :=Zn ⋊Bn , donde los t j pueden interpretarse como ‘framizados elementa-

les’, y la relación (3) indica que la framización de cada hebra se considera módulo d .

Por esto el álgebra Yd ,n(u) nace como un cociente del álgebra del grupo de trenzas

framizadas sobre la relación (3) y la relación cuadrática (6) [21].

También podemos notar que las relaciones (1),. . .,(6) definen relaciones en el grupo

de trenzas framizadas modulares Fd ,n :=Zn
d ⋊Bn , por lo que el álgebra Yd ,n(u) también

puede verse como cociente del álgebra de grupos de trenzas framizadas modulares

sobre la relación cuadrática (6).

Como se mencionó anteriormente, el álgebra Yd ,n(u) generaliza al álgebra H n(u),

ya que Y1,n(u) ∼=H n(u). Por otro lado, si u = 1 , tenemos que Yd ,n(u) ∼=C(
Zn

d ⋊Sn
)
.

3.6. Álgebra de Rook H (M ,B)

En esta sección consideraremos el caso en que W ∼= Sn . Para w ∈W , una inversión

es un par (wi , w j ) que satisfacen i < j y wi > w j . Sea n(w) el número de inversiones

de w y sea q una indeterminada. Rodrigues halló en [41] que para distintos n(w) se

cumple que

∑
w∈W

qn(w) =
n−1∏
i=1

(
1+q +·· ·+q i

)
. (3.7)
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Si w ∈ W , sea l (w) el largo de w , el menor entero l tal que w puede ser escrito como

una palabra de largo l en los elementos de S. Luego para todo w ∈W

l (w) = n(w), (3.8)

lo que permite reemplazar n(w) por l (w) en 3.7. Consideremos q como la potencia

de un primo. La ecuación 3.7 puede interpretarse en términos del grupo G ∼=GLn(Fq ).

Podemos ver que el orden de G es el conteo de cada posible columna de una matriz,

por lo que la primera columna puede tomar cualquier combinación de valores en Fq

menos la columna nula, la segunda columna puede tomar cualquier valor en Fq menos

los múltiplos de la primera columna, y se usa el mismo criterio para el resto de las

columnas. Entonces

|G| = (
qn −1

)(
qn −q

)(
qn −q2) · · ·(qn −qn−1)

= (q −1)n qn(n−1)/2
n−1∏
i=1

(
1+q +·· ·+q i

)
(3.9)

= (q −1)n qn(n−1)/2
∑

w∈W
q l (w) , (3.10)

donde en la última línea usamos 3.7 y que l (w) = n(w).

Ahora consideremos matrices singulares. Sea M = Mn(Fq ) el monoide de matrices

n ×n sobre Fq . Sea Mk ⊆ M el conjunto de matrices de rango k. El grupo G ×G actúa

transitivamente en Mk usando la multiplicación por izquierda y por derecha. Pode-

mos calcular el orden del estabilizador del idempotente ek =diag(1, . . . ,1,0, . . . ,0) ∈ Mk

usando la fórmula 3.9 para |G| y hallar

|Mk | = (q −1)k qk(k−1)/2
[n

k

]2
[k]! (3.11)

donde

[k]! =
k−1∏
i=1

(
1+q +·· ·+q i

)
y

[n

k

]
= [n]!

[k]![n −k]!
(3.12)

son q−factoriales y q−binomiales. Como 3.11 es lo mismo que 3.9 si k = n, se puede

hallar un análogo de 3.10 si k < n. La idea es hallar una función largoσ 7→ l (σ) en algún
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objeto algebraico finito tal que 3.11 podamos escribirlo como

|Mk | = (q −1)k qk(k−1)/2
∑

q l (σ) . (3.13)

La descomposición de Bruhat ayuda a entender 3.10.

Sea R ⊆ M el conjunto de todas las matrices σ tal que

1. las entradas de σ están en {0,1}.

2. σ tiene a lo sumo una entrada distinta a cero en cada fila y columna.

Notemos que

|R | =
n∑

k=0

(n

k

)2
k ! (3.14)

es el número de maneras de ordenar k torres que no se atacan en un tablero de ajedrez

de n ×n. El coeficiente binomial entrega la cantidad de maneras de escoger las filas

y columnas que contengan las torres, y k ! es el número de maneras de posicionar k

torres que no se atacan en un tablero de k ×k. Si dividimos la parte derecha de 3.11

por (q − 1)k y fijamos q = 1, obtendremos la parte derecha de 3.14. Esto sugiere que

la suma en la fórmula 3.13 debe ser tomada sobre el conjunto R k de elementos de

rango k en R . Notar que R es un monoide, y como los elementos de R tienen una

correspondencia biyectiva con la ubicación de las torres en un tablero de ajedrez, se le

conoce como el monoide de las torres (monoide de Rook, en adelante). Por ejemplo

R =
{(

0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

)
,

(
0 0

1 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)}
para n = 2.

El monoide de Rook juega el mismo rol para M que el grupo simétrico para G . Es un

ejemplo de monoide de Renner, que será definido más adelante, así como el grupo si-

métrico es un ejemplo de grupo de Weyl. R también ha sido estudiado bajo el nombre

de semigrupo inverso simétrico en [11, 31].

Bruhat en [9] demostró que un grupo G de Lie semisimple tiene una descomposi-

ción en dobles clases como en 3.1, donde B es un subgrupo soluble maximal de G y W

es el grupo de Weyl de G . Chevalley en [10] definió para cada álgebra de Lie semisimple

compleja y cuerpo Fun grupo lineal G sobre F. Los grupos de Chevalley tienen una des-

composición en dobles clases de forma análoga a la descomposición de Bruhat. Esto
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permitió demostrar que

|G| = |B | ∑
w∈W

qn(w) (3.15)

si G ∼= GLn(Fq ), donde B es un subgrupo de Borel, W es el grupo de Weyl y n(w) es

el número de raíces positivas del álgebra de Lie, que se llevan a raíces negativas por

w ∈W . En 1964 Iwahori en [17] probó que n(w) = l (w) en este contexto, donde l (w) es

el largo de w visto como palabra en el conjunto generador de Coxeter S de reflexiones

correspondiente a raíces simples. Entonces n(w) puede ser reemplazado por l (w) en

la fórmula de Chevalley. Si G = PSLn(Fq ) luego W es el grupo simétrico, el n(w) de

Chevalley es el número de inversiones de w y |B | = (q−1)n qn(n−1)/2. Por esto 3.15 es en

esencia 3.10.

En el contexto de grupos con (B.N )−par, una equivalencia del axioma 3 de la defi-

nición es

B sB ·B wB ⊆ B wB ∪B swB para todo s ∈ S y w ∈W, (3.16)

con W el grupo de Weyl de G y S el conjunto de generadores de involución para W . Sea

l (w) el largo de la palabra w en el conjunto generador S. Luego (W,S) es un sistema de

Coxeter y 3.16 puede escribirse como

B sB ·B wB =
B swB si l (sw) > l (w)

B swB ∪B wB si l (sw) < l (w).
(3.17)

En [16] Grigor’ev consideró un análogo a la descomposición de Bruhat para ciertos

submonoides M de Mn(F), éstos son determinados por grupos G en su representación

natural sobre un cuerpo F. En particular si G es el grupo lineal especial SLn(F), luego

su monoide M es Mn(F). Pero su trabajo no lo llevó al monoide de Rook R .

Renner en 1986 [40] encontró la configuración general para 3.16 en la teoría de

monoides algebraicos reductivos. La teoría de monoides algebraicos sobre un cuerpo

algebraicamente cerrado F se podría decir que es la combinación del trabajo de Ren-

ner y Putcha [36]. Waterhouse en 1982 [45] mostró que todo grupo algebraicamente

conexo G con un homomorfismo no trivial en el grupo multiplicativo F× ocurre como

el grupo de unidades de un monoide algebraico M cuyas propiedades incluyen a G .

Un monoide algebraico M es reductivo si su grupo G de unidades es un grupo alge-
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braico reductivo conexo. Por ejemplo M = Mn(F) es un monoide algebraico reductivo

con grupo unidad G =GLn(F). Renner en 1985 [39] clasificó los monoides algebraicos

reductivos. Las implicaciones de su trabajo para combinatoria algebraica no han sido

tan exploradas.

Renner en 1986 [40] desarrolló el concepto de ’Descomposición de Bruhat’ en un

monoide algebraicamente reductivo M con grupo de unidades G . Sea T un toro ma-

ximal de G y sea B ⊃ T el subgrupo de Borel de G . Sea R la clausura de Zariski del

normalizador NG (T ) en M y sea R = R/T el monoide de órbitas, el cual está bien defi-

nido, ya que σT = Tσ para todo σ ∈R . El monoide de Renner R es finito y tiene grupo

de Weyl W de G como su grupo de unidades. La descomposición de Bruhat de Renner

para M permite afirmar el análogo de 3.1 y 3.2 pero usando el monoide de Rook como

argumento de las dobles clases. R juega el mismo rol para M que el grupo de Weyl

para G . Renner también mostró que M admite un ‘sistema de Tits’ en el sentido que se

cumple que

B sB ·BσB ⊆ B sσB ∪BσB para todo s ∈ S y σ ∈R , (3.18)

donde S es el conjunto de generadores de Coxeter para el grupo de Weyl W del grupo

algebraico G . Putcha en 1989 [37] estudió el análogo a la descomposición de Bruhat

de Renner en un sentido más axiomático; la configuración es un monoide en el cual el

grupo de unidades admite un sistema de Tits.

Solomon propuso que si se puede hallar una función σ 7→ l (σ) en R , luego 3.18

puede ser tan precisa como 3.17 y se puede seguir más allá, por ejemplo en la dirección

de 3.13. Renner definió la función largo en [40] pero no satisface la condición 3.17 al

reemplazar w ∈W con σ ∈R y no satisface 3.13 con la suma sobre σ ∈R . Si podemos

interpretar l (σ) en términos del sistema de raíces subyacente probando un análogo de

la fórmula l (w) = n(w) luego podemos re-examinar para cualquier cuerpo F, varios

aspectos combinatorios y/o de teoría de representaciones de G , los que envuelven la

función n(w) y ver qué resultados hay si G es reemplazado por M .

En adelante consideramos G = GLn(Fq ) y M = Mn(Fq ). El objetivo de esta sección

es describir H (M ,B) en el caso M = Mn(Fq ). El anillo H (G ,B) fue estudiado por Iwaho-

ri en [17] para el caso que G es un grupo de Chevalley finito y B un subgrupo de Borel.

Se definirá la función largo l (σ) y se le dará una fórmula en el sistema de raíces, análo-

gamente a l (w) = n(w).
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3.6.1. La función largo en R

Sea F un cuerpo y R ⊆ Mn(F) el monoide de Rook. Sea W ⊆ GLn(F) el grupo de

matrices de permutación y sea S = {(12), (23), . . . , (n −1,n)} el conjunto de generadores

donde (k,k +1) ∈GLn(F) intercambia los vectores de la base para Fn que están indexa-

dos por k y k +1. No identificamos W con el grupo simétrico en n := {1, . . . ,n} porque

W tendrá acciones por izquierda y por derecha en n. Para 0 ≤ r ≤ n, sea R k el conjun-

to de elementos de rango k en R . Notemos que R 0 es la matriz de ceros. Para evitar

ambigüedad asumamos que k ≥ 0. Un elemento σ ∈R k es de la forma

σ=
r∑

v=1
Eiv jv ,

donde I (σ) := {i1, . . . , ik } y J (σ) := { j1, . . . , jk } son subconjuntos de n de tamaño k y cada

Ei j es una matriz unidad con 1 en la posición (i , j ) y 0 en cualquier otro lado. Escriba-

mos ivσ= jv y σ jv = iv . Entonces

∑
i∈I (σ)

Ei ,iσ =σ= ∑
j∈J (σ)

Eσ j , j .

Las funciones i 7→ iσ de I (σ) a J (σ) y j 7→ σ j de J (σ) a I (σ) son biyectivas. Si w ∈ W

luego I (w) = n = J (w) y wi = i w−1 para todo i ∈ n. Como E⊤
i j = E j i tenemos que I (σ) =

J (σ⊤) y J (σ) = I (σ⊤). También (iσ)σ⊤ = i para i ∈ I (σ) y σ⊤(σ j ) = j para j ∈ J (σ). El

grupo W ×W actúa en R por

(
w, w ′)σ= wσw ′−1 para σ ∈R y w, w ′ ∈W.

Como la multiplicación izquierda (derecha) por w ∈ W permuta las filas (columnas)

de una matriz, dos elementos de R están en la misma órbita W ×W si y sólo si tienen

el mismo rango. Por esto las órbitas W ×W en R son conjuntos R k para 0 ≤ k ≤ n. Se

definirá la función largo l (σ) para σ ∈R k de tal manera que se cumpla

∑
σ∈R k

q l (σ) =
[n

k

]2
[k]!. (3.19)

Notemos que ésta es la fórmula 3.13 dada sin ninguna referencia a M . Para k = n se

tiene 3.7 con n(w) en lugar de l (w). Iwahori [17] probó que H (G ,B) es generado por
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los Ts para s ∈ S y que la multiplicación en H (G ,B) está determinada por

TsTw =
Tsw si l (sw) = l (w)+1

qTsw + (q −1)Tw si l (sw) = l (w)−1.

El anillo H (M ,B) tiene unaZ−base de elementos Tσ conσ ∈R . Está generado por T Rs

para s ∈ S junto con un elemento adicional Tv donde v ∈R es un elemento nilpotente

v = E12 +·· ·+En−1,n

y Ei j es la matriz de unidades. La multiplicación en H (M ,B) es determinada por las

fórmulas

TsTσ =


qTσ si l (sσ) = l (σ)

Tsσ si l (sσ) = l (σ)+1

qTsσ+ (q −1)Tσ si l (sσ) = l (σ)−1

y

Tv Tσ = q l (σ)−l (vσ)Tvσ.

Hay fórmulas similares para la muiltiplicación derecha de Tσ por Ts y Tv . Si R es cual-

quier anillo conmutativo tal que R ⊆ K , definamos las K−álgebras H K (G ,B) = K ⊗R

H (G ,B) y H K (M ,B) = K ⊗R H (M ,B). El isomorfismo

HC(G ,B) ∼=C[W ]

del álgebra de Iwahori-Hecke sobre C con el álgebra de grupos del grupo de Weyl. So-

lomon prueba que

HC(M ,B) ∼=C[R ],
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lo que conduce a una presentación de H (M ,B) en términos de los generadores Ts y Tv

de manera análoga a la presentación de Iwahori para H (G ,B)

T 2
s = q ·1+ (q −1)Ts si s ∈ S

TsTs′ = Ts′Ts si ss′ = s′s
TsTs′Ts = Ts′TsTs′ si ss′s = s′ss′

para H (G ,B).

Definamos un grafo con conjunto de vértices R k como sigue. Digamos que dos

vérticesσ,τ son adyacentes si existe s ∈ S con τ= sσ ó si existe s ∈ S conτ=σs. El grafo

es conexo porque S genera a W y R k es una órbita W ×W . Para τ,σ ∈R k sea d(τ,σ) la

distancia en el grafo de τ a σ. Esto está dado por

d(τ,σ) = mı́n
{
l (w)+ l

(
w ′) | w, w ′ ∈W y σ= wτw ′} . (3.20)

Es natural definir l (σ) = d(τ,σ) para algún τ escogido el cual luego será el único ele-

mento en R k de largo cero. La elección correcta de τ es sugerida por 3.19, ay que debe

ser cierta. Sea

v = E12 +E23 +·· ·+En−1,n . (3.21)

Si 0 ≤ k ≤ n, luego

vr = vn−r = E1,n−r+1 +E2,n−r+2 +·· ·+Er,n (3.22)

tiene rango k. Escogemos vk como el elemento de rango cero y luego definimos

l (σ) = mı́n
{
l (w)+ l

(
w ′) | w, w ′ ∈W y σ= w vk w ′} (3.23)

para σ ∈ R k . Como consecuencia de la definición tenemos que |l (sσ) − l (σ)| É 1 y

|l (σS)− l (σ)| É 1 para σ ∈ R y s ∈ S. Renner [40] definió l (σ) = mı́n{l (w)|σ ∈ w I (R )},

donde I (R ) es el conjunto de idempotentes de R . Esto no es igual que 3.23 porque

entrega |I (R )| = n!
k !(n−k)! elementos de largo cero en R k .

El objetivo de esta subsección es describir en términos combinatorios l (σ) para

σ ∈ R y probar 3.19. Para comenzar Solomon se basa en [17] con algunos cambios de
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notación. Sea

∆= {(i , j ) ∈ n×n | 1 É i ̸= j É n} (3.24)

y

∆+ = {(i , j ) ∈∆ | i < j }, ∆− = {(i , j ) ∈∆ | i > j }. (3.25)

Podemos ver a∆ como un sistema de raíces de tipo An−1 y a∆+ y∆− como el conjunto

de raíces positivas y negativas. Sea W actuando en∆ por w(i , j ) = (wi , w j ) para w ∈W .

Si s ∈ S es la transposición de k y k + 1, sea αs = (k,k + 1) ∈ ∆+ denota la raíz simple

correspondiente. Luego

s
(
∆+− {αs}

)=∆+− {αs} . (3.26)

Chevalley [10] introdujo para cada w ∈ W una partición del conjunto de raíces positi-

vas en distintos subconjuntos: si w ∈W sea

Ψ′(w) = {
α ∈∆+ | w−1α ∈∆+}

(3.27)

Ψ′′(w) = {
α ∈∆+ | w−1α ∈∆−}

.

Entonces

∆+ =Ψ′(w)
⊔
Ψ′′(w). (3.28)

Notemos que (i , j ) ∈Ψ′′(w) si y sólo si ( j , i ) es una inversión de la permutación k 7→ wk

de n. Entonces n(w) = |Ψ′′(w)|. 3.26 implica que la función w 7→ Ψ′′(w) satisface la

’condición cocíclica’:

Ψ′′(sw) = sΨ′′(w)∪ {αs} si αs ∈Ψ′(w) (3.29)

Ψ′′(w) = sΨ′′(sw)∪ {αs} si αs ∈Ψ′′(w), (3.30)
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donde las uniones son disjuntas y por lo tanto

n(sw) =
n(w)+1 si αs ∈Ψ′(w)

n(w)−1 si αs ∈Ψ′′(w).
(3.31)

Análogo a 3.31 Solomon probó varias fórmulas. Para K ⊆ n definimos

∆00(K ) = {(i , j ) ∈∆ | i ∉ K and j ∉ K } (3.32)

∆01(K ) = {(i , j ) ∈∆ | i ∉ K and j ∈ K } (3.33)

∆10(K ) = {(i , j ) ∈∆ | i ∈ K and j ∉ K } (3.34)

∆11(K ) = {(i , j ) ∈∆ | i ∈ K and j ∈ K }. (3.35)

Entonces

∆=∆00(K )
⊔
∆10(K )

⊔
∆01(K )

⊔
∆11(K ). (3.36)

Si a,b ∈ {0,1} y σ ∈R , definamos los subconjuntos Ψab(σ) y Φab(σ) de ∆ por

Ψab(σ) =∆ab(I (σ)) y Φab(σ) =∆ab(J (σ)). (3.37)

Solomon hace la convencioń en cuanto a subconjuntos de ∆, que es la que usa en su

investigación. Si Γ⊂∆, podemos escribir Γ+ = Γ∩∆+. Definamos

Ψ′(σ) = {
(i , j ) ∈Ψ+

11(σ) | (iσ, jσ) ∈∆+}
(3.38)

Ψ′′(σ) = {
(i , j ) ∈Ψ+

11(σ) | (iσ, jσ) ∈∆−}
(3.39)

Φ′(σ) = {
(i , j ) ∈Φ+

11(σ) | (σi ,σ j ) ∈∆+}
(3.40)

Φ′′(σ) = {
(i , j ) ∈Φ+

11(σ) | (σi ,σ j ) ∈∆−}
. (3.41)

Siσ= w ∈W luego todos los conjuntosΨ00(w),Ψ01(w),Ψ10(w),Φ00(w),Φ01(w),Φ10(w)

son vacíos y los conjuntos Ψ′(w),Ψ′′(w) son como en 3.27. Como J (σ) = I (σ⋆), donde

σ⋆ es σ sin las filas y columnas con entradas en {0}, tenemos que

Φab(σ) =Ψab
(
σ∗)

y Φ+
ab(σ) =Ψ+

ab

(
σ∗)

(3.42)
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para a,b ∈ {0,1}. También tenemos:

Φ′(σ) =Ψ′ (σ∗)
y Φ′′(σ) =Ψ′′ (σ∗)

. (3.43)

Para cada Ψ con multiplicación a la izquierda σ 7→ sσ hay una correspondencia

con Φ concerniente a la multiplicación por la derecha σ 7→σs la cual puede deducirse

si reemplazamos σ por σ⋆ y usamos (sσ)⋆ =σ⋆s. Por ejemplo 3.29 implica que

Φ′′(w s) = sΦ′′(w)∪ {αs} si αs ∈Φ′(w) (3.44)

Φ′′(w) = sΦ′′(w s)∪ {αs} si αs ∈Φ′′(w). (3.45)

Solomon evita la dualidad (J ,Ψ) y (I ,Φ), y escoge Ψ o Φ a conveniencia.

Lema 3.6.1. La función (i , j ) 7→ ( jσ, iσ) es biyectiva desde Ψ′′(σ) a Ψ′′(σ⋆).

Demostración. Supongamos que (i , j ) ∈Ψ′′(σ). Luego i ∈ I (σ), j ∈ I (σ), i < j y iσ> jσ.

Entonces jσ ∈ J (σ), iσ ∈ J (σ), jσ < iσ y ( jσ)σ⋆ = j > i = (iσ)σ⋆, por lo que ( jσ, iσ) ∈
Ψ′′(σ⋆). Reemplazando σ por σ⋆ vemos que si (i ′, j ′) ∈ Ψ′′(σ⋆) luego ( j ′σ⋆, i ′σ⋆) ∈
Ψ′′(σ⋆⋆) =Ψ′′(σ).

Definición 3.6.1. Definamos n : R 7→N por n(σ) = |Ψ′′(σ)|.

Si σ = w ∈ W , esto concuerda con n(w) definido al principio de la sección. Como

consecuencia del Lema 3.6.1 que

n(σ⋆) = m(σ). (3.46)

Si σ = vk luego I (σ) = {1, . . . ,k} y iσ = i +n − r para i ∈ I (σ) entonces Ψ′′(σ) es vacío

y por lo tanto n(σ) = 0. Si w ∈ W y n(w) = 0 luego w = 1. No es cierto que σ ∈ R k y

n(σ) = 0 luego σ = vk . Para superar esta dificultad Solomon introduce una segunda

función m : R →N.

Definición 3.6.2. Si K ⊆ n definamos

m01(K ) = ∣∣∆+
01(K )

∣∣ y m10(K ) = ∣∣∆+
10(K )

∣∣ .
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Lema 3.6.2. Si K es un k−subconjunto de n luego

m01(K ) = ∑
k∈K

(k −1)− r (r −1)

2
(3.47)

m10(K ) = ∑
k∈K

(n −k)− r (r −1)

2
. (3.48)

Demostración. Debemos probar que

∣∣∆+
01(K )

∣∣= ∑
k∈K

(k −1)− r (r −1)

2
(3.49)

∣∣∆+
10(K )

∣∣= ∑
k∈K

(n −k)− r (r −1)

2
.

Escribamos K = {k1, . . . ,kr } donde k1 < ·· · < kr . Para 1 ≤ v ≤ r sea

∆v
01(K ) = {

(i , j ) ∈∆+
01(K ) | j = kv

}
.

Como

∆v
01(K ) = {(1,kv ) , (2,kv ) , . . . , (kv −1,kv )}− {(k1,kv ) , (k2,kv ) , . . . , (kv−1,kv )}

tenemos que
∣∣∆v

01(K )
∣∣ = (kv −1)− (v − 1). Ya que ∆01(K ) = ⊔r

v=1∆
v
01(K ), esto prueba

que la primera fórmula. La segunda fórmula es probada de la misma manera de forma

análoga.

Definición 3.6.3. Si σ ∈R , sea

m01(σ) = m01(I (σ)) = ∣∣Ψ+
01(σ)

∣∣ , m10(σ) = m10(J (σ)) = ∣∣Φ+
10(σ)

∣∣
y sea

m(σ) = m01(σ)+m10(σ).

La definición y 3.6.2 implican que si σ ∈R k luego

m(σ) = ∑
i∈I (σ)

(i −1)+ ∑
j∈J (σ)

(n − j )− r (r −1). (3.50)
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Como J (σ) = I (σ⋆), desde la Definición 3.6.3 y el Lema 3.6.2 podemos decir que m01(σ)+
m10(σ⋆) = r (n − r ). De manera similar, ya que I (σ) = J (σ⋆) tenemos que m10(σ) +
m01(σ⋆) = r (n − r ). Por esto si σ ∈R k (aquí usamos k en lugar de r ), luego

m(σ)+m(σ⋆) = 2k(n −k). (3.51)

Definamos p : R 7→ N por p(σ) = m(σ)+n(σ). Probaremos más adelante que p(σ) =
l (σ).

Lema 3.6.3. Si σ ∈R k luego p(σ) = 0 si y sólo si σ= vk .

Demostración. Ya vimos que Ψ+
01(vk ) = Φ+

10(vk ) = {;}. Por lo que también Ψ′′(vk ) es

vacío. Por lo tanto p(vk ) = 0. Supongamos que conversamente σ ∈ R k y que p(σ) =
0. Luego m(σ) = 0 y n(σ) = 0. Como m(σ) = 0 tenemos que |Ψ+

01(σ)| = 0 = |Φ10|+(σ).

Como I (σ) y J (σ) son k−subconjuntos de n, desde el Lema 3.6.2 que I (σ) = {1, . . . ,k}

y J (σ) = {n − k + 1, . . . ,n}. Como |Ψ′′(σ)| = n(σ) = 0, tenemos que iσ < jσ para todo

1 ≤ i < j ≤ k. Como iσ ∈ J (σ) = {n −k +1, . . . ,n} y la función i 7→ iσ es biyectiva de I (σ)

a J (σ) debemos tener que iσ= n −k + i para 1 ≤ i ≤ k. Entonces σ= vk .

Considerando 3.36, 3.37 y 3.38, cadaσ ∈R determina una partición de∆+ en cinco

partes:

∆+ =Ψ+
00(σ)

⊔
Ψ+

01(σ)
⊔
Ψ+

10(σ)
⊔
Ψ′(σ)

⊔
Ψ′′(σ). (3.52)

Esto reemplaza la partición en dos partes en 3.28, correspondiente a un elemento w ∈
W . Necesitamos encontrar análogos de 3.31 para los conjuntos en esta partición. Esto

será probado más adelante. Si w ∈W luego I (wσ) = w I (σ) y I (σw) = I (σ). Esto implica

que para a,b ∈ {0,1}.

Ψab(wσ) = wΨab(σ) y Ψab(σw) =Ψab(σ). (3.53)

Lema 3.6.4. Supongamos que a,b ∈ {0,1},σ ∈R y s ∈ S. Luego

s(Ψ+
ab(s)− {αs}) =Ψ+

ab(sσ)− {αs} y s(Ψ′′(s)− {αs}) =Ψ′′(sσ)− {αs}. (3.54)



CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS DE HECKE Y DESCOMPOSICIONES MATRICIALES 48

Demostración. Como Ψ+
ab(σ)− {αs} = (∆+− {αs})∩Ψab(σ), la primera afirmación pro-

viene de 3.26 y 3.53. Supongamos que (i , j ) ∈Ψ′′(σ)−{αs}. Luego i ∈ I (σ), j ů ∈ I (σ), i < j

e iσ> jσ. Entonces si ∈ I (sσ), s j ∈ I (sσ) y si < s j porque (i , j ) ̸= {αs}. Como (si )(sσ) =
(i s)(sσ) = iσ > jσ = ( j s)(sσ) = (s j )(sσ), por consiguiente (si , s j ) ∈Ψ′′(sσ). Entonces

s(Ψ′′(σ)− {α}) ⊆Ψ′′(sσ) y así s(Ψ′′(σ)− {αs}) ⊆Ψ′′(sσ)− {αs}. Y reemplazando σ por sσ

se obtiene la inclusión recíproca.

Lema 3.6.5. Supongamos a,b ∈ {0,1},σ ∈R y s ∈ S. Luego

αs ∈Ψab(σ) ⇐⇒ αs ∈Ψba(sσ) y αs ∈Ψ′(σ) ⇐⇒ αs ∈Ψ′′(sσ).

Demostración. Para probar lo primero supongamos que por ejemplo a = 0 y b = 1.

Escribamos αs = (k,k +1) donde 1 ≤ k ≤ n −1. Luego por 3.53

αs ∈Ψ01(α) ⇐⇒ k ∉ I (σ),

k +1 ∈ I (σ) ⇐⇒ sk ∈ I (σ),

s(k +1) ∉ I (σ) ⇐⇒ k ∈ I (sσ) y

k +1 ∉ I (sσ) ⇐⇒ αs ∈Ψ10(sσ).

La demostración de la segunda afirmación es análoga.

Lema 3.6.6. Supongamos que σ ∈R y s ∈ S. Entonces se cumple lo siguiente:

1. Si αs ∈Ψ00(σ) luego sσ=σ.

2. Si αs ∈Ψ01(σ), luego

a) Ψ+
01(σ) = sΨ+

01(sσ)
⊔

{αs}.

b) Ψ+
10(sσ) = sΨ+

10(σ)
⊔

{αs}.

c) Ψ′′(sσ) = sΨ′′(σ)

3. Si αs ∈Ψ10(σ), luego

a) Ψ+
10(σ) = sΨ10(sσ)

⊔
{αs}.



CAPÍTULO 3. ÁLGEBRAS DE HECKE Y DESCOMPOSICIONES MATRICIALES 49

b) Ψ+
01(sσ) = sΨ01(σ)

⊔
{αs}.

c) Ψ′′(sσ) = sΨ′′(σ).

4. Si αs ∈Ψ11(σ), luego

a) Ψ+
01(sσ) = sΨ+

01(σ).

b) Ψ+
10(sσ) = sΨ+

10(σ).

c) Ψ′′(sσ) = sΨ′′(σ)
⊔

{αs} si αs ∈Ψ′(σ).

d) Ψ′′(σ) = sΨ′′(sσ)
⊔

{αs} si αs ∈Ψ′′(σ).

Demostración. Escribamos αs = (k,k +1) donde 1 ≤ k ≤ n−1. Para probar el 1. supon-

gamos que αs ∈Ψ00(σ). Luego k ∉ I (σ) y k +1 ∉ I (σ). Por esto si = i para todo i ∈ I (σ).

Como sEi j = Esi , j para todo i , j ∈ n tenemos que sσ=σ. Esto prueba 1.

Podemos deducir 2.–4. desde 3.6.4, 3.6.5 y del hecho que la unión 3.52 es disjun-

ta. Por lo tanto αs ∉ Ψ10(σ), por lo que αs ∉ Ψ01(sσ). Por consiguiente de 3.6.4 que

s(Ψ+
10(sσ)− {αs}) = sΨ+

10(sσ). Esto prueba 2.a) y 2.b).

Como αs ∈Ψ01(σ), tenemos que αs ∉Ψ11(σ) y por lo tanto αs ∉Ψ11(sσ). Esto im-

plica que αs ∉Ψ′′(σ) y αs ∉Ψ′′(sσ). Entonces 2.c) es consecuencia de 3.6.4.

Para probar 3. supongamos queαs ∈Ψ10(σ). Luegoαs ∈Ψ01(sσ) por 3.6.5. Por tanto

podemos usar 2. con sσ en lugar de s. Esto prueba 3.

Para probar 4. supongamos que αs ∈Ψ11(σ). Luego αs ∉Ψ01(σ) y αs ∉Ψ10(σ), en-

tonces αs ∉Ψ01(sσ) y αs ∉Ψ10(sσ) por 3.6.5. Entonces 4.a) y 4.b) son consecuencia de

3.6.4. Si αs ∈Ψ′(σ), luego αs ∉Ψ′′(σ) y también αs ∈Ψ′′(sσ) por 3.6.5. Así, 4.c) es con-

secuencia de 3.6.4. Si αs ∈Ψ′′(σ), luego αs ∈Ψ′′(sσ), entonces 4.d) es consecuencia de

4.c) reemplazando σ por sσ.

Lema 3.6.7. Supongamos que σ ∈R y s ∈ S. Luego se cumple lo siguiente:

1. Si αs ∈Ψ00(σ), luego sσ=σ.

2. Si αs ∈Ψ01(σ), luego , (sσ) = m(σ)−1 y n(sσ) = s(σ).

3. Si αs ∈Ψ10(σ), luego m(sσ) = m(σ)+1 y n(sσ) = n(σ).

4. Si αs ∈Ψ11(σ), luego m(sσ) = m(σ) y

n(sσ) =
n(σ)+1 si αs ∈Ψ′(σ)

n(σ)−1 si αs ∈Ψ′′(σ).
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Demostración. A partir de 3.53 podemos ver que m10(sσ) = |Ψ+
10(σ⊤s)| = |Ψ+

10(σ⊤)| =
m10(σ). Por esto podemos reemplazar m por m01 en cada afirmación 2.–4.. Los enun-

ciados siguen del Lema 3.6.6. Notemos que los enunciados 2.b), 2.b) y 4.b) del Lema

3.6.6 no son usados en esta prueba.

Corolario 5. Si σ ∈R y s ∈ S, luego sσ=σ o p(sσ) = p(σ)±1.

Notemos que los enunciados del Lema 3.6.7 que comparan m(sσ) con m(σ) pue-

den ser expresados en una sola fórmula: si a,b ∈ {0,1}, luego

αs ∈Ψab(σ) =⇒ m(sσ)−m(σ) = a −b. (3.55)

Recordemos que Φab(σ) =Ψab(σ⊤). Como sσ⊤ = (σs)⊤ y rango(σ) = rango(σs), el Le-

ma 3.6.7 implica que si a,b ∈ {0,1}, luego

αs ∈Φab(σ) =⇒ m(σs)−m(σ) = b −a. (3.56)

Notemos que n(σ⊤) = n(σ) por 3.46. También Φ′(σ) =Ψ′(σt op) y Φ′′(σ) =Ψ′′(σ⊤) por

3.43. Por tanto el análogo al Lema 3.6.7 para la multiplicación derecha es el siguiente

lema.

Lema 3.6.8. Supongamos que σ ∈R y σ ∈ S. Luego se cumple lo siguiente:

1. Si αs ∈Φ00(σ), luego σs =σ.

2. Si αs ∈Φ01(σ), luego m(σs) = m(σ)−1 y n(σs) = n(σ).

3. Si αs ∈Φ10(σ), luego m(σs) = m(σ)+1 y n(σs) = n(σ).

4. Si αs ∈Φ11(σ), luego m(σs) = m(σ) y

n(σs) =
n(σ)+1 si αs ∈Φ′(σ)

n(σ)−1 si αs ∈Φ′′(σ).

Corolario 6. Si σ ∈R y s ∈ S, luego σs =σ o p(σs) = p(σ)±1.

Si w ∈ W y w ̸= 1, luego existe s ∈ S tal que n(sq) = n(w)−1 y existe un s ∈ S (posi-

blemente diferente) tal que n(w s) = n(w)−1. Esto quiere decir que podemos decrecer
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l (w) = n(w) a elección de la multiplicación por la izquierda ó por la multiplicación a

su derecha por un elemento de S.

Lo que sucede con R es más restrictivo, porque podríamos no tener una elección

al multiplicar por la izquierda o por la derecha.

Lema 3.6.9. SiσR k yσ ̸= vk , luego existe s ∈ S tal que p(sσ) = p(σ)−1 ó p(σs) = p(σ)−1.

Demostración. Primero supongamos que I (σ) ̸= {1, . . . ,k} = {i1, . . . , ik }, donde i1 < ·· · <
ik . Luego (i) i1 > 1 o bien (ii) existe v ∈ {2, . . . ,k} tal que iv − iv−1 > 1. Si ocurre (i), sea

j = i1 −1. Si ocurre (ii), sea j = iv −1. Luego j ∉ I (σ) y j +1 ∈ I (σ), entonces ( j , j +1) ∈
Ψ01(σ). Definamos s ∈ S por αs = ( j , j + 1). Por consecuencia del Lema 3.6.7.2, que

M(sσ) = m(σ)−1 y n(sσ) = n(σ), entonces p(sσ) = p(σ)−1. Por esto podemos asumir

que I (σ) = {1, . . . ,k}. Si J (σ) ̸= {n −k +1, . . . ,n}, se tiene que por un argumento análogo

usado en el Lema 3.6.8.3 que existe s ∈ S con p(σs) = p(σ) − 1. Por tanto podemos

asumir que I (σ) = {1, . . . ,k} y que J (σ) = {n −k +1, . . . ,n}. Luego σ = ∑k
i=1 Ei ,iσ, donde

{1σ, . . . ,kσ} = {n−k+1, . . . ,n}. Comoσ ̸= vk , existe j ∈ {1, . . . ,k−1} tal que jσ> ( j +1)σ.

Por tanto ( j , j + 1) ∈Ψ′′(σ). Definamos s ∈ S por αs = ( j , j + 1). Por consecuencia del

Lema 3.6.7.4 tenemos que p(sσ) = p(σ)−1.

Proposición 3.6.1. Si σ ∈R k , luego l (σ) = m(σ)+n(σ).

Demostración. Primero veamos que p(σ) ≤ l (σ) por inducción en l (σ). Escribamos

σ= w vk w ′ donde l (2)+l (w ′) = l (σ). Si l (σ) = 0, luego w = 1 = w ′, entoncesσ= vk y por

tanto p(σ) = 0 por el Lema 3.6.3. Supongamos que l (σ) > 0. Luego l (w) > 0 ó l (w ′) > 0.

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que l (w) > 0. Expresemos a w = sw ′′,
donde s ∈ S, w ′′ ∈ W y l (w ′′) = l (w)−1. Sea τ= sσ= w ′′vk w ′. Luego l (τ) < l (σ). Por el

Corolario 5 y la hipótesis de inducción, tenemos que p(σ) ≤ p(τ)+1 ≤ l (τ)+1 ≤ l (σ).

Ahora veamos la desigualdad contraria: l (σ) ≤ p(σ) por inducción en p(σ). Si p(σ) =
0, luego σ= vk por el Lema 3.6.3, entonces l (σ) = 0. Si p(σ) > 0, luego σ ̸= vk , entonces

por el Lema 3.6.9 existe s ∈ S tal que p(sσ) < p(σ) ó p(σs) < p(σ). Sin pérdida de gene-

ralidad asumamos que p(sσ) < p(σ). Luego, por inducción l (σ) ≤ l (sσ)+1 ≤ p(sσ)+1 ≤
p(σ).

Corolario 7. Supongamos queσ ∈R y s ∈ S. Si l (sσ) = l (σ), luegoσs =σ. Si l (σs) = l (σ),

luego σs =σ.

Dada la Proposición 3.6.1, el caso en que l (sσ) = l (σ)+1 y l (sσ) = l (σ)−1 está dado

por el Lema 3.6.7. De manera similar, el caso en que l (σs) = l (σ)+1 y l (σs) = l (σ)−1
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está dado por el Lema 3.6.8. Notemos que aunque l (w) = l (w−1) para todo w ∈ W , la

afirmación análoga es l (

s⊤) = l (σ) para todoσ ∈R es falsa. De hecho, como n(σ⊤) = n(σ), el Lema 3.51 muestra

que raramente tenemos que l (σ⊤) = l (σ).

Teorema 3.6.1. Sea R el monoide de Rook, sea l la función largo en R y sea q una

indeterminada. Si 0 ≤ r ≤ n, luego

∑
σ∈R k

q l (σ) = [k]!
[n

k

]2
.

Demostración. Sea Wk ⊆ GLk (F) el grupo de matrices de permutación de k ×k. Defi-

namos la función

h : R k →Wk

σ 7→ h(σ) =σ⋆,

donde σ⋆ se obtiene borrando las filas y columnas con entradas en {0}. Luego n(σ) es

el número n(σ⋆) de inversiones de la matriz de permutación σ⋆. Para z ∈ Wk defina-

mos R (z) ⊆ R k por R (z) = {σ ∈ R |h(σ) = z}. Por consiguiente de la Proposición 3.6.1,

tenemos que

∑
σ∈R k

q l (σ) = ∑
z∈Wk

qn(z)
∑

σ∈R (z)
qm(σ). (3.57)

Sea A el conjunto de k−subconjuntos de n. Para un z fijo, la función σ→ (I (σ), J (σ))

es biyectiva R k → A ×A . Como m(σ) = m01(σ)+m : 10(σ) = m01(I (σ))+m10(J (σ)),

tenemos que

∑
σ∈R (z)

=
( ∑

K∈A
qm01(K )

)( ∑
K∈A

qm10(K )

)
. (3.58)

Por esto

∑
σ∈R k

q l (σ) =
( ∑

z∈Wk

qn(z)

)( ∑
K∈A

qm01(K )

)( ∑
K∈A

qm10(K )

)
. (3.59)

El primer factor a la derecha es [k]!, por 3.7, reemplazando a k por n. El segundo y tercer

factor a la derecha son iguales. Sea ek (x1, . . . , xn) la k−ésima función función simétrica
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elemental de indeterminadas x1, . . . , xn . Luego

∑
K∈A

qm01(K ) = q−k(k−1)/2ek (1, q, . . . , qn−1) =
[n

k

]
, (3.60)

donde la segunda igualdad es una identidad de Euler [27].

El siguiente lema los usa Solomon para probar la existencia de H (M ,B).

Lema 3.6.10. Si σ ∈R , luego l (vσ) ≤ l (σ).

Demostración. Notemos que obtenemos vσ desde σ reemplazando la fila i por i + 1

para i = 1, . . .n−1 y reemplazando la fila n por una fila con entradas en {0}. Por tanto, si

i ∈ I (vσ), luego i +1 ∈ I (σ). También J (vσ) ⊆ J (σ). Desde 3.50 obtenemos que m(vσ) ≤
m(σ). Notemos que I (vσ) ⊆ I (v) = {1, . . . ,n − 1}. Si (i , j ) ∈Ψ′′(vσ), luego 3.38 implica

que i , j ∈ I (vσ) y i < j , y i vσ > j vσ. Luego i +1 < j +1 y (i +1)σ > ( j +1)σ, entonces

(i +1, j +1) ∈Ψ′′(σ). Por lo tanto desde 3.6.1 tenemos que n(vσ) = |Ψ′′(vσ)| ≤ |Ψ′′(σ)| =
n(σ). Y por consiguiente de la Proposición 3.6.1 se obtiene la afirmación del lema.

3.6.2. Sistema de Tits en Mn(F)

Sea F un cuerpo. Sea G = GLn(F). Sea T ⊂ G el grupo de matrices diagonales. Sea

U ⊂ G el grupo de matrices unitriangulares superiores y sea B = TU el grupo de ma-

trices triangulares superiores. Sea M = Mn(F). Como M es un monoide reductivo, a

partir de los resultados de Renner [40], en el caso en que F es algebraicamente cerrado,

M tiene una descomposición de Bruhat en que R juega el mismo rol que el grupo de

Weyl W para G . En el caso que M = Mn(F), esta descomposición puede hacerse sobre

cualquier cuerpo F.

Solomon da una fórmula para la multiplicación de conjuntos BσB en términos de

la función largo l (σ) introducida anteriormente.

Proposición 3.6.2. M = ⊔
σ∈T R

BσB y si σ,σ′ ∈R luego BσB = Bσ′B ⇐⇒ σ=σ′.

Demostración. Sea xi j (t ) = I+tEi j para 1 ≤ i ̸= j ≤ n. Si a ∈ M , luego a 7→ xi j (t )a suma

t−veces la fila j a la fila i , y a 7→ axi j (t ) suma t−veces la columna i a la columna j .

Consideremos i < j para que xi j (t ) ∈U ⊆ B . Es decir que la suma de filas sólo se puede

hacer de abajo hacia arriba y la adición de columnas de izquierda a derecha. Si todas

las entradas en la primera columna son ceros, entonces se continúa con la siguiente
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columna. Si la primera columna tiene una entrada que no sea nula, sea j1 el mayor

entero tal que a j1 1 ̸= 0. Pivoteamos el elemento a j1 1 y concluimos que existe u1,u2 ∈
U ⊆ B tal que a′ = u1au2 sólo tiene ceros en la primera columna y en la j1−ésima

fila excepto en la posición a′
j1 1. Si se multiplica por un elemento en T se puede hacer

esta entrada igual a 1. Ahora en la segunda columna, si sólo tiene entradas nulas se

pasa a la siguiente columna. Sino, sea j2 el mayor entero tal que a′
j2 2 ̸= 0. Notar que

j2 ̸= j1. Pivoteando en la entrada ( j2,2) de a′ se concluye que existen u′
1,u′

2 ∈ B tales

que u′
1a′u′

2 tiene ceros en las filas j1, j2 y en las primeras dos columnas, excepto por las

entradas en ( j1,1) y ( j2,2), los cuales pueden ser 1 multiplicando por un elemento en

T . Continuando con este procedimiento llegamos a un elemento en R k . La prueba de

unicidad es similar. Supongamos que σ,σ′ ∈R k y σ′ ∈ BσB . Luego σ′ puede obtenerse

desde σ por una secuencia finita de operaciones elementales fila cuya adición sea de

abajo hacia arriba y cuya adición de columnas sea de izquierda a derecha. Por esto si la

primera columna de σ es nula, lo mismo ocurrirá para σ′. Si la primera columna de σ

contiene un 1 en la posición ( j1,1) luego σ′
j1 1 ̸= 0, por lo que σ′ tiene la misma primera

columna que σ. De manera similar esto servirá para las columnas 2, . . . ,n.



Capítulo 4

Descomposición M ∼=U T R U

En [42] Solomon estudió el álgebra H (M ,B) para el caso en que B es un subgru-

po de Borel de G = GLn(Fq ), conocida como el álgebra de Rook. En este contexto la

descomposición de M en dobles clases de B es primordial. Sabemos que esta descom-

posición, en este caso, está parametrizada por el monoide de Rook. El objetivo de este

capítulo es estudiar el álgebra análoga H (M ,U ), donde U es el subgrupo unipotente

de G . Particularmente, damos un monoide que parametriza la descomposición de M

en dobles clases de U , el cual es el resultado principal de este trabajo.

La razón principal para estudiar esta nueva álgebra, es su potencial uso en la cons-

trucción de invariantes polinomiales de objetos anudados, esto teniendo en cuenta

la utilidad del álgebra de Iwahori-Hecke (H (G ,B)) y el álgebra de Yokonuma-Hecke

(H (G ,U )) en este contexto.

Proposición 4.0.1. R k T = T R k T = T R k .

Veamos que R k T = T R k T = T R k :

Sea Nk = R k T el monoide de las matrices monomiales truncadas de n ×n y de rango

k, y las entradas de la matriz monomial son cero ó un elemento de Fq . Esto es análogo

a N = W T pero con la diferencia que pueden haber filas y columnas iguales a cero.

Como T Nk = T R k T es la multiplicación de una matriz diagonal por una matriz mo-

nomial truncada, el resultado seguirá siendo una matriz monomial con entradas cero

ó un elemento de Fq por cada fila y columna, pues los elementos de la diagonal de T

pertenecen a Fq . Por esta misma razón un elemento de Nk está en T Nk , ya que cual-

quier elemento n ∈ Fq de la matriz se puede descomponer como n1n2 con n1,n2 ∈ Fq

ó n ×0.

55
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Para ver que R k T = T R k basta notar que por el lado izquierdo se tiene una matriz

monomial truncada al igual que el lado derecho. R k T ya se sabe que son las matrices

monomiales n×n truncadas de rango k y tiene elementos de Fq ó cero, y esto equivale

a multiplicar por una matriz diagonal por la izquierda o por la derecha.

Ejemplo 4.0.1. Consideremos las siguientes matrices

r =


0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 ∈R 4, t =


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

0 0 0 d

 , v =


e 0 0 0

0 f 0 0

0 0 g 0

0 0 0 h

 ∈ T, (4.1)

luego

r t =


0 0 c 0

0 0 0 0

0 0 0 d

0 0 0 0

 , tr =


0 0 a 0

0 0 0 0

0 0 0 c

0 0 0 0

 , tr v =


0 0 ag 0

0 0 0 0

0 0 0 ch

0 0 0 0

 ∈ Nk .

Definición 4.0.1. De forma más general, denotamos a N =
n⋃

k=1
Nk .

Teorema 4.0.1. M = ⊔
σ∈N

UσU y si σ,σ′ ∈R k luego UσU =Uσ′U ⇐⇒ σ=σ′.

Demostración. Para (i , j ) ∈ {(i , j ) ∈ n ×n|1 ≤ i ̸= j ≤ n} y t ∈ Fq . Sea xi j (t ) = I + tEi j . Si

a = (ai j ) ∈ M , luego a 7→ axi j (t ) añade t veces la fila j a la i y a 7→ xi j (t )a añade t veces

la columna i a la j . Fijamos i < j para que xi j (t ) pertenezca a U . Entonces la suma de

filas (columnas) es de abajo (izquierda) hacia arriba (derecha).

Usemos el siguiente proceso iterativo para cada columna. Si ai 1 = 0 para 1 ≤ i ≤ n,

pasar a la siguiente columna. Sino, sea j1 el mayor entero tal que a j11 ̸= 0, se pivotea

a j11 para concluir que existe u1,u2 ∈ U ⊂ B tal que a(1) = u1au2 = (a(1)
i j ) cumple que

a(1)
i 1 = 0 para 1 ≤ i ̸= j ≤ n y a(1)

j11 = 0 para 1 ≤ k ̸= 1 ≤ n ⇐⇒ 1 < k ≤ n para este caso,

por lo que se tiene una matriz como la siguiente (se indica la numeración de las filas a



CAPÍTULO 4. DESCOMPOSICIÓN M ∼=U T R U 57

la izquierda de la matriz):

a(1) =

1
...

j1 −1

j1

j1 +1
...

k



0 ∗ ·· · ∗
...

...
...

0 ∗ ·· · ∗
a(1)

j11 0 · · · 0

0 ∗ ·· · ∗
...

...
...

0 ∗ ·· · ∗


= u1au2.

Notar que a(1)
j11 ∈ Fq . Este proceso se repite para la segunda columna. Si ai 2 = 0 para

1 ≤ i ≤ n, pasar a la siguiente columna, sino escoger a j22 tal que j2 es el mayor entero

tal que satisface a j22 ̸= 0 y pivotear dicho elemento. Se concluye que existe u(1)
1 ,u(1)

2 ∈U

tal que a(2) = u(1)
1 a(1)u(1)

2 =
(
a(2)

i j

)
cumple que a(2)

j22 ∈ Fq . Continuando el procedimien-

to para las demás columnas, se tendrá que a(n) =
(
a(n)

i j

)
con a ji i ∈ Fq para 1 ≤ i ≤ n.

Notemos que a(n) ∈ Nk .

Supongamos que σ,σ′ ∈ T R k , y σ′ ∈ UσU . Luego σ′ puede ser obtenido por una

secuencia de operaciones elementales fila (de abajo hacia arriba) y operaciones ele-

mentales columna (de izquierda a derecha). Por esto si σi 1 = 0 para 1 ≤ i ≤ k también

σ′
i 1 = 0. Si la primera columna tiene un elemento (no nulo) en Fq en la posición ( j11),

luego σ′ tendrá el mismo elemento en la primera en ( j11). Entonces σ′ tendrá la mis-

ma primera columna que σ. De manera similar las columnas {2, . . . ,k} de σ y σ′ son

iguales.

Lo siguiente es hallar el largo de la descomposición. Para esto Solomon demostró

el largo en 3.19 utilizando

[k]! =
k−1∏
i=1

(1+q +·· ·+q i ) , y
[n

k

]
= [n]!

[k]![n −k]!
.

El hallazgo de Solomon implica la siguiente conjetura sobre el largo de la descomposi-

ción.

Conjetura 1. Considerando a R k el monoide de Rook de dimensión k ×k. Sea l la fun-
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ción largo en R y sea q una indeterminada. Si 0 ≤ k ≤ n, luego

qk
∑
σ∈R k

q l (σ) = qk [k]!
[n

k

]2
.

Podemos diagramatizar de la siguiente manera a T R k :

Definición 4.0.2. Sea n ∈ Nk , un diagrama de Rook unipotente es un grafo de dos filas y

k vértices, tal que el vértice de arriba i está conectado con el de abajo j si y sólo si ni j ̸= 0.

Ejemplo 4.0.2. Sea r ∈R y t ∈ T como en 4.1, luego su diagrama de Rook unipotente es
0 0 c 0

0 0 0 0

0 0 0 d

0 0 0 0

 ↔

Consideremos la multiplicación de matrices en Nk

0 0 0 0 0

0 0 0 a 0

b 0 0 0 0

0 c 0 0 0

0 0 d 0 0





0 e 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 f 0 0

0 0 0 g 0

=



0 0 0 0 0

0 0 a f 0 0

0 be 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 , (4.2)

luego la multiplicación tiene la siguiente presentación diagramática:

Podemos hallar el diagrama de la matriz nula y de la matriz identidad en R k :



CAPÍTULO 4. DESCOMPOSICIÓN M ∼=U T R U 59

donde en el diagrama de la matriz identidad se omite la escritura de la unidad en Fq .

Como trabajo futuro, se deberá definir el largo en N , lo que permitirá hallar re-

laciones de forma análoga al trabajo de Solomon en [42] y se espera que éstas sean

generalizadas.

También se espera que el álgebra tenga aplicaciones a la construcción de invarian-

tes de objetos anudados. Bigelow en [4] recuperó el polinomio de Alexander desde el

álgebra de Rook planar, una subálgebra del álgebra de Rook estudiada por Solomon.

Por esto conjeturamos que una vez construido el álgebra de Rook unipotente, también

podrá construirse un invariante polinomial que generaliza al polinomio de Alexander.
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