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Resumen

Esta Tesis se desarrolla en el marco de la Teoria de Contacto y Geometria Diferencial. El
principal objetivo del trabajo es presentar un analisis detallado de superficies inmersas
en variedades Riemannianas, caracterizando las superficies minimales en término de un
invariante geométrico conocido como el dangulo de contacto. Para tal finalidad, hemos
utilizado herramientas de la Teoria de Contacto, ecuaciones de estructura y topicos de

Variedades Riemannianas.

La tesis esta organizada en 4 capitulos: inicialmente establecemos los principales ele-
mentos matematicos utilizados en este trabajo, los cuales provienen de la Geometria
Riemanniana, y Teoria de Lie. En particular, conceptos tales como campos de vectores,
corchetes de Lie de campos de vectores, fibrados, distribuciones, estructuras de contacto,
formas diferenciables sobre variedades, grupos y algebras de Lie, teoria de conexiones;
son introducidos y utilizados para alcanzar los objetivos propuestos. Seguidamente, dis-
cutimos diversos aspectos relacionados al método del marco referencial para inmersiones
y las ecuaciones de estructura. Es importante destacar que debido a la potencialidad
como herramienta, sobre todo en superficies inmersas en una variedad Riemanniana,
la teoria de contacto tiene enormes aplicaciones en una gama amplia de problemas
derivados de la Teoria de Lie y Geometria Diferencial. En el capitulo 3, presentamos
un analisis sobre la clasificaciéon de superficies inmersas que tienen alguna propiedad
determinada, tal estudio fue realizado considerando un nuevo invariante geométrico, el
cual fue introducido recientemente y es de bastante utilidad para la investigacién de la
geometria de superfcies inmersas. A saber el angulo de contacto, el cual determina una
estructura de contacto asociada. Finalmente, formulamos el problema de clasificacion
de superficies minimales en términos de la nocién de dngulo de contacto, sobre el grupo

de Lie de Heisenberg.

El estudio realizado constituye una base ordenada para establecer nuevos resultados que
permitan clasificar superficies minimas en término de invariantes geométricos, puesto
que tal problema actualmente continua siendo objeto de estudio en espacios de dimen-

sién alta.
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Introduccion

Esta tesis se desarrolla en el marco de la Teoria de Contacto y Geometria Diferencial. El
principal objetivo del trabajo es presentar un analisis detallado de superficies inmersas
en variedades Riemannianas, caracterizando las superficies minimales en término de un
invariante geométrico conocido como el angulo de contacto. Para tal fin, hemos utilizado
herramientas de la Teoria de Contacto, ecuaciones de estructura y tépicos de Variedades

Riemannianas.

Los principales elementos matematicos utilizados provienen de la Geometria Riemannia-
na, y Teoria de Lie. En particular, conceptos tales como campos de vectores, corchetes
de Lie de campos de vectores, distribuciones, estructuras de contacto, formas diferencia-
bles sobre variedades, grupos y algebras de Lie, teoria de conexiones; son introducidos
y utilizados para alcanzar los objetivos propuestos.

La teoria global de superficies minimales ha atraido considerable atencion en las tulti-
mas decadas, tales objetos estan entre los mas importantes estudiados en la geometria
diferencial; ver por ejemplo [22], [36], [37], [40], [41], [42]. Superficies de este tipo sirven
como modelos mateméticos para las peliculas de jabon en fisica [31].

Un aspecto bastante estudiado en Geometria Diferencial es la clasificacién de superficies
que tienen alguna propiedad determinada, sean inmersas o incrustadas. Las superficies
minimales inmersas juegan un rol importante en la comprension de la estructura de la
variedades 3 dimensionales, ver [19]. Sobre el espacio Euclideano tridimensional R? las
superficies minimales incluyen el catenoide y el helicoide; sobre la esfera tridimensional
superficies minimales inmersas comprenden por ejemplo el ecuador de la esfera y el
Toro de Clifford. En el caso de superficies con curvatura positiva, la situacion es muy
diferente, puesto que en [9] se ha probado que toda superficie orientable puede ser
inmersa minimalmente en la esfera tridimensional S®. Para otros detalles, el lector
interesado puede consultar [7],[8],[11],[13],[20],[30]. Existen muchos resultados sobre la

clasificacién de superficies minimas. Sin embargo, actualmente continua siendo objeto



de estudio en espacios de dimensién alta, [38].

El comienzo de la geometria de contacto, por su parte ha demostrado tener un lugar sig-
nificativo en distintas areas de la matematica aplicada, tales como la mecénica, dptica,
termodinamica y la teorfa de control, ver [1],[2],[12],[39],[43]. Para problemas derivados
de la Geometria Diferencial en el contexto de estructuras de contacto ver [5], [16], [32],
[46]. El angulo de contacto, introducido en [33] puede ser considerado como un nuevo
invariante geométrico; dicho objeto ha resultado ser de bastante utilidad para el estudio
de la geometria de superfcies inmersas.

En esta tesis, la metodologia usada para el estudio de las superficies minimales, provie-
nen del método de marco referencial para inmersiones y las ecuaciones de estructura;
las cuales se destacan debido a la potencialidad como herramientas para el estudio de
superficies inmersas en una variedad Riemanniana, para otros aspectos relacionados con
esta teorfa ver [4], [28], [38]. En particular, discutimos la geometria de superficies inmer-
sas en la esfera 3 dimensional en funcion del angulo de contacto, la curvatura Gaussiana
y la curvatura media para mostrar algunos resultados sobre rigidez, siguiendo la linea
de los autores [18], [34], [35].

En el contexto de los grupos de Lie, estudiaremos ecuaciones fundamentales de las
superficies minimales inmersas en el grupo de Heinsenberg 3—dimensional a través del
angulo de contacto. Los autores en [14], [23], [24] establecen interesantes métodos de

construccién de superficies minimales inmersas en dicho grupo de Lie.

Esta tesis basada en una serie de recientes trabajos en esta drea de investigacién, y a
través de la Teoria de formas diferenciales sobre variedades y tépicos de variedades Rie-
mannianas son descritas las ecuaciones fundamentales para el estudio de las inmersiones

minimales sobre esferas y grupo de Lie.

La presente tesis estda organizada en 4 capitulos, a continuacién entregamos una breve des-

cripcion de las secciones que la componen:
1. Preliminares.

Este capitulo contiene algunos aspectos de la Teoria de Contacto y la Geometria Di-
ferencial estrechamente relacionados al problema en estudio. Se introduce una serie de
elementos necesarios para la comprension del trabajo de investigacion desarrollado en
esta tesis, tales como: Variedades diferenciables, formas diferenciables, Variedades de



Contacto, Variedades Riemannianas, grupos y dlgebras de Lie, entre otros. Se incluyen
diversos ejemplos.

2. Ecuaciones de estructura de Inmersiones.

En este capitulo se analizan diversos aspectos relacionados a las ecuaciones fundamen-
tales de inmersiones isométricas, en este contexto presentamos el método del marco
referencial, y se establecen diversos aspectos sobre el Laplaciano en una Variedad Rie-

manniana. Los elementos discutidos constituyen la base para la comprensién I1I y IV.
3. Superficies minimales sobre la esfera 3—dimensional.

En este capitulo presentamos un andlisis sobre la clasificacién de superficies imersas
que tienen alguna propiedad determinada, tal estudio sera realizado considerando un
importante invariante geométrico. A saber el angulo de contacto, el cual determina una
estructura de contacto asociada. A través de técnicas provenientes del Método del marco
referencial se derivan expresiones explicitas para la curvatura Gaussiana y Laplaciano
de una superficie inmersa en la esfera S3, las cuales permiten el estudio de la geometria
de superfcies inmersas en dicho ambiente.

4. Superficies minimales en el grupo de Lie de Heiseberg.

Este capitulo contiene un analisis sobre el problema de clasificaciéon de superficies mi-
nimales en término del angulo de contacto sobre grupo de Lie de Heinsenberg 5.

Los dos tltimos capitulos contienen significativos aportes a la comprension del problema
en estudio, constituyendo asi una gran fuente de apoyo para el estudio de futuros
problemas de aplicaciéon a espacios de dimensiones altas de la teoria contenida en este
trabajo de investigacién.



Capitulo 1

Preliminares

1.1.

Variedades diferenciables

En ésta seccion discutiremos algunos aspectos provenientes de la Teoria de Varieda-

des diferenciables, necesarios para la mejor comprensién del presente trabajo, ver por

ejemplo [17], [44].

Iniciamos nuestro estudio con la siguiente definicion.

Definicién 1. Una variedad diferenciable de dimension n es un par (M", A) donde
M™ es un conjunto y A = {(Uy,xs) : € 1} es una familia de aplicaciones inyectivas
llamadas parametrizaciones

T Uy CR" — M™,

las cuales cumplen:

1.

2.

U za(Uy) = M™.
ael
Para todo par o, f € I tal que x,(Uy) Nxg(Us) = W # 0, las aplicaciones

mgl 0xy 1, (W) CR" — :L’gl(W) CR" gy

z, oz g (W) CR" =z /(W) CR”
son diferenciables.

La familia A es mazimal relativa a las condiciones anteriores, esto es, si (U, x,)
es otra parametrizacion tal que x;l o, Y %‘1 o xg son diferenciables entonces
(U,,z,) € A. Cuando M" es dotado de una familia A cumpliendo 1, 2 y 3, se
dice que posee una estructura diferenciable. Ver Figura 1.1.

4
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Figura 1.1: Estructura diferenciable sobre M™.

A lo largo de éste trabajo usualmente denotaremos una Variedad Diferenciable (M™, A)

de dimensién n por M" y al par (U,, x,) lo llamaremos sistema de coordenas.

Ejemplo 2. El par (R", A) es una variedad diferenciable n dimensional con el atlas

A={(U,id)}. Aqui, U = R" e id denota la aplicacion identidad de R™.

Diversos ejemplos provienen desde la Teoria de superficies. En particular, la esfera
unitaria n-dimensional, denotada por S™ C R"! es una variedad diferenciable. En
efecto, es facil comprobar que el conjunto {(R", o™), (R, »%)} con ¢V y ¢° dadas por

2, 2, |l ~ 1
T flal B T [P 1 [P

@N(xl,...,xn):(

@S($1,---,$n):(L,-.., 2z, ’1—H1’H2)’
L+ [|z|]2 L+ [lz|[27 1+ [
donde N = (0,...,1) y S = (0,...,—1), es una estructura diferenciable. Para mas

detalles ver [17].

Definicién 3. Sean M™ y M™ variedades diferenciables. Decimos que una aplicacion
@ : M"™ — M™ es diferenciable en p € M", si dada una paramatrizacion y : V C R™ —
M™ en @(p) eziste una parametrizacion x : U C R" — M™ en p con ¢(xz(U)) C y(V)
tal que la aplicacion

y ltopox:UCR"—R™

es diferenciable en x1(p). Ver Figura 1.2.

La aplicacion ¢ se dice diferenciable en un abierto W de M™ si es diferenciable en todo
punto p € W.
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Figura 1.2: Sistema de coordenadas.

A continuacién definiremos el espacio tangente en un punto de una variedad diferencia-

ble.

Definicién 4. Sean a : (—€,€) — M™ una curva diferenciable en una variedad dife-

renciable M™ y p € M™, definimos el vector tangente a la curva o en t = 0 como la
funcién o/(0) : D(M"™) — R dada por

d(f o
o (0)f := %h:o, feDM"),

con a(0) = p. Aqui, D(M™) denota el conjunto de todas las funciones de M™ en R,
diferenciables en el punto p.

Definicién 5. Sea M"™ una variedad diferenciable, el espacio tangente a M"™ en un
punto p € M", denotado por T,M", es dado por

T,M" :={a'(0): «:(—€,€) = M" es una curva diferenciable con «(0) = p},



es decir, T,M" es el conjunto de todos los vectores tangentes a curvas diferenciables
sobre M™ que pasan por el punto p.

A partir de la Definicién 5 es posible definir el fibrado tangente T"M"™ de M™ por

= |_| T,M" ={(p,v); pe M",veT,M"}.

peEM™
Un subconjunto D C T'M™", es llamado subfibrado de T'M™.

Observacion 6. Sea M™ una variedad diferenciable, x : U C R™ — M"™ una parame-
trizacion con x(0) =p € M™ y f € D(M™). Podemos expresar la funcion f y la curva
a en esta parametrizacion por

fox(q)=foux(xy,...;x), q=(x1,...,2,) €U,

toalt) = (z1(t), ..., za(t)),

0f (). 2 00)

P) B ———2(z7!(p)) por lo tanto, restringiendo f a
T T,

respectivamente. Definimos

a, obtenemos

o/ (0)f = F(foa)lmo=g(fowoz " oa(t))l-o

= & ot oo = 35 AL 01 (0), .. a(0) 4100
=52 A2 1 o a(0) - 0) = 35 5 (a(0) 4100
=32t ) = (£ at0)5-0)) 1

en otras palabras, el vector o/(0) puede ser expresado en la parametrizacion x por

(0) = 32 al(0) () (1)

=1

Observe que (p) es el vector tangente en p, a la curva coordenada

8332-
x; — x(0,...,0,2;,0,...,0).

La expresion (1.1), muestra que el vector tangente a la curva o en p depende solo de
las derivadas de o en un sistema de coordenadas.



Asi, podemos establecer el siguiente resultado

Proposicién 7. El espacio tangente, T,M™ es un espacio vectorial de dimension n,
cuya base asociada es dada por

{0 )}

Prueba: Mostraremos que 7,,M"™ es un subespacio vectorial de R" con las operaciones
usuales de funciones. En efecto, sean o/(0), 5'(0) € T,M", c € R, f € D(M™) y

r:U CR" — M"™ una parametrizacion, entonces

(@(0)+80)f = ZL(foxoxzlo(a+p)),,

Lo cual concluye la prueba. O

Proposicién 8. Sean M™ y M™ wvariedades diferenciables, ¢ : M™ — M™ una aplica-
cion diferenciable. Sean p € M™, v € T,M", a : (—€,€) = M™ una curva diferenciable
con a(0) = p, o/(0) = v. Sea = o, la aplicacion (dp), : T,M™ — T, M™ definida
por (dp),(v) = B'(0) es una aplicacion lineal que no depende de la eleccion de .



Prueba: Ver [27]. O

La aplicacion lineal dy, definida en la Proposicién 8 es llamada diferencial de ¢ en p.

Definicién 9. Sea M un espacio topolégico. Un fibrado vectorial de dimension k so-
bre M es un espacio topologico E junto con una funcion sobreyectiva m : E — M
satisfaciendo:

1. Para cada p € M, el conjunto E, = 7' (p) C E esta dotado de la estructura de
una espacto vectorial real k—dimensional.

2. Para cada p € M, existe una vecindad U de p y un homeomorfismo ¢ : 71 (U) —
U x R¥, tal que el siguiente diagrama conmuta:

Figura 1.3:

(donde 71 es la proyeccion del primer factor); y tal que para cada q € U, la restriccion
de ¢ de E, es un isomorfismo lineal de E, a {q} x R¥ = R

Definicién 10. Sea M™ una variedad diferenciable, m : E — M™ un fibrado vectorial
sobre M™, la aplicacion continua o : M™ — E es llamada seccion de w si wo o = idym.

Definicién 11. Un campo de vectores X en una variedad diferenciable M"™ es una
aplicacion X : M™ — TM™ talque m o X = id, donde id es la aplicacion identidad de
M™ y 7 la proyeccion canonica 7 : TM™ — M"™. La aplicacion X es llamada también
seccion de TM™. Asi, a cada punto p € M™ le asociamos un vector X (p) € T,M".

Sea v : U C R" — M"™ una parametrizacion, podemos escribir

X =D alp) )

=1

donde a; : x(U) — R es una funcién en x(U) y {ai(p)}n , es una base de T,M"
i i=1

asociada a x. El campo de vectores X se dice diferenciable cuando las funciones a; son
diferenciables.
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Algunas veces es conveniente pensar en un campo de vectores como una aplicacion
X :D(M") — F(M") definida por

n

Xp(f) Z az ax
=1 ¢

donde F(M™) denota el conjunto de funciones de M™ real valuadas, y como antes

D(M™) es el conjunto de las funciones diferenciables en M™. En este contexto, también
serd de utilidad definir el Corchete de Lie de campos de vectores y algunas de sus
propiedades.

Proposiciéon 12. Sean X e Y dos campos de vectores diferenciables definidos sobre
una variedad diferenciable n-dimensional M™. Eziste un inico campo de vectores Z tal
que para todo f € D, Zf := (XY =Y X)f.

Prueba: En efecto, probaremos que si Z existe entonces es unico. Sea p € M" y
x:U CR" — M"™ una parametrizacion en p, y sean
n n
0 0
X = a— e Y = bj—,
izl 18137; ]Zl ]81Ej

las expresiones de X e Y en términos de la parametrizacion x. Tenemos

3

” ob, 27
XYf=X (ijggg:) - ..Z i5 g; + z azbjazam]

Jj=1 t,j=1 4,j=1
YXf Y (Z alaag{) - Zl bJ g;; 88:1{ + El a] ’81‘ 81’1’
=1 irj= irj
para todo f € D(M"). De aqui, sigue que
- ob; Oa; Of
A XY YX i3 — b g
f= U f= Z Y or, or; 8%)0%

i,7=1

lo que muestra la unicidad de Z.

Para mostrar la existencia, sea {(U,, z,)} una estructura diferenciable de M™. Defina Z,
por la expresion anterior, en cada vecindad coordenada z,(U,). Por unicidad, Z, = Z3
en z,(Us) Nz5(Up) # 0, lo que permite definir Z en toda la variedad M", y la prueba
concluye. O

La Proposicién 12 permite introducir la siguiente definicion formal.



11

Definicién 13. Dados X e Y campos de vectores diferenciables sobre una variedad

diferenciable M™, llamamos Corchete de Lie de X e Y al unico campo de vectores
diferenciable Z dado por [X,Y]:= XY — Y X.

Proposiciéon 14. Sea M™ una variedad diferenciable, sean X,Y y Z campos diferen-
ciables sobre M™, a,b € R y f, g funciones diferenciables, entonces

L [X, Y] =-[Y, X],
2. [aX +bY, Z] = a[X, Z] + b)Y, Z],
3. [X,aZ +bW] = a[X, Z] + b[Z, W],
4. X, Y], Z]+ [[Z, X, Y]+ [[Y, Z], X] =0, (Identidad de Jacobi)
5. [f X, gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.
Prueba: Ver [27]. O

Otro elemento que nos sera de ttilidad es dada por la siguiente nocion,

Definicién 15. Una variedad diferenciable M™ se dice orientable si existe una estruc-
tura diferenciable A de M™ tal que:

para todo (p,U), (1, V) € A, con o(U)Np(V) =W # 0, su cambio de coordena-
das f = (¢! o P)| 1w Satisface

det(df,) >0, Vqey H(W).

Diremos que dicha estructura diferenciable induce una orientacion de M™, y (M"™, A)
es llamada variedad orientada.

Definicién 16. Sea M™ y N™, m < n, variedades diferenciables. Una aplicacion dife-
renciable ¢ : M™ — N™ es una inmersion si dypy, : T,M™ — T, N™ es inyectiva para
todo p € M™. Si ademas ¢ es un homeomorfismo sobre o(M™) C N", donde @(M™)
tiene la topologia inducida por N", se dice que @ es una incrustacion. St M™ C N™ y

la inclusion i : M™ — N™ es una incrustacion, se dice que M™ es una subvariedad de
N™.

A continuacién, discutiremos algunos aspectos fundamentales asociados a la nocién de

distribuciones sobre variedades diferenciables.



12

Definicién 17. Sea M"™ una variedad diferenciable. Una distribucion tangente D de
rango constante k < n es una aplicacion que asocia a cada punto p € M™ un subespacio
vectorial k—dimensional D, de T,M™".

La distribucion D es llamada diferenciable si la union de todos sus subespacios for-
man un subfibrado diferenciable D = UpcpynD, C T'M"™. Equivalentemente, D se dice
diferenciable si para cada punto p € M™ existe una vecindad U y campos de vectores
diferenciables Y1, ..., Yy : U — TM™ tales que Y1|p ey Yk|p forman una base de D, en
cada p € U. En esta situacion, decimos que D es la distribucion localmente expandida
por los campos de vectores Yy, ..., Y.

Definicién 18. Sea D C T'M™ una distribucion diferenciable. Una subvariedad inmersa
Nk C M™ es llamada una variedad integral de D si T,N* = D, en cada punto p € N*.
Ast, decimos que D es integrable si es integrable en todo punto p € M™.

Ejemplo 19. Si V es un campo de vectores diferenciable, arbitrario, (no nulo en to-
das partes sobre una variedad diferenciable M™), entonces V' genera una distribucion
1-dimensional D, = Span(V},) para cada p € M™. Sobre R™ los campos de vectores
canonicos 8%1, C- o Bar generan una distribucion diferenciable de dimension k; el subes-
pacio afin de dimension k paralelo a R* es una variedad integrable. En la Figura 1.4
se muestra una distribucién sobre R3, la cual es diferenciable, ya que cada una de sus

coordenadas es diferenciable.

Figura 1.4: Distribucién diferenciable.

Definicién 20. Sea D una distribucion sobre M™. Decimos que D es involutivo, i
dado un par de campos de vectores diferenciables X,Y definidos en un abierto U de
M" tales que X,,,Y, € D, para cada p, se satisface [X,Y], € D,.

Ejemplo 21. La distribucion diferenciable D sobre R® generada por los campos de
vectores:
0 0 0

x=2 i ,2 y-<
8x+y02’ oy
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no es involutiva. En efecto, el corchete de Lie entre X eY es dado por
0 d\ 0 g (0 0 0

XYl = — — | = - == — ) ==

X, Y] (8x_%yaz>éw 8y(8x_%y82) 9:

0
Como ~ % ¢ Span{X,Y}, entonces D no es involutivo.
2

Proposicion 22. Toda distribucion integrable es involutiva.

Prueba: Ver [29]. O

Observacién 23. La condicion de involutividad no tiene que comprobarse para todo
par de campos de vectores diferenciables, si no que solo para una base de vectores local
diferenciable cercano a cada punto. Esto es, si en una vecindad de cada punto de M"
existe una base de vectores local diferenciable {ey, ..., ey} de una distribucion D C TM™
tal que [e;, e;] es una seccion de D para cada i,j = 1,...,k, entonces D es involutivo.
En efecto, sean X eY secciones local diferenciables de D sobre algun abierto U C M™.
Dado p € M", elijamos una base de vectores local diferenciable {eq,. .., e} que satisface
la hipdtesis en una vecindad de p, y escribamos X = a'e; y'Y = ble;. Entonces:

[X.Y] = [d'e;, Vej) = a'V[ei ] + a'(eib)e; — b (eja)e;
Se sique de la hipotesis de inductividad que esta ultima expresion es una seccion de D.

Teorema 24. Sea M™ una variedad diferenciable, y sean Vi, ..., Vi campos de vectores
diferenciables sobre U C M™. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

1. Existen coordenadas (x1,...,x,) en una vecindad de cada punto p € M"™ tal que
Vi=2 i=1,... k.
% 8z, ) )

2. [Vi, V] = 0 para todo 1, j.

Prueba: Ver [17]. O

Proposicién 25. Sea M"™ una variedad diferenciable, y sea D C T M™ una distribucion
de dimension k. Entonces D es diferenciable si y solo si en cada punto p € M"™ existe
una vecindad U en la que existen 1-formas diferenciables wy, . .., w,_ tal que para cada
peU.

D, = Ker(wil,) N...N Ker(wn—klp),

donde Ker(w;|,) denota el Kernel de la 1-forma w;l,



14

Prueba: Ver [17]. O

Definicién 26. Sean M"™ y M™ wvariedades diferenciables, 11 : M™ — M™ una funcion
diferenciable, X un campo de vectores en M"™. Si existe un campo de vectores Y sobre
M™ tal que para cadap € M", dII(X,,) = Yr(p) decimos que X eY son Il-relacionados.

El siguiente teorema es uno de los resultados principales de la teoria de distribuciones
sobre variedades diferenciables conocido en la literatura como Teorema de Frobenius.

Teorema 27. Toda distribucion involutiva en una variedad diferenciable M™ es com-
pletamente integrable.

Prueba: El Teorema 24 garantiza que cualquier distribucion localmente generada
por campos de vectores conmutativos diferenciables es completamente integrable. Asi,
es suficiente demostrar que toda distribucién involutiva es localmente generada por

campos de vectores conmutativos.

!

/
/S / /o
i g f Ay e
k

v R

Figura 1.5: Teorema de Frobenius.

Sea D una distribucion involutiva de dimension k£ en una variedad diferenciable M™,

y sea p € M". Como integrabilidad completa es un concepto local en una vecindad



15

coordenada diferenciable de p, podemos reemplazar M" por un abierto U C R", y elejir
una base de vectores local diferenciable {Y7,...,Y;} para D. Reordenando las coorde-

nadas si es necesario, podemos asumir que D, es complementario al subespacio de 7, R"

&l el
generado por { Bowr |, Dan p} .
Sea m : R* — R* la proyeccién de las primeras k coordenadas: m(zy,...,2,) =
(21, ...,z) ver Figura 1.5. Esto induce una funcién del fibrado diferenciable dr : TU —

TRF, que podemos escrbir como

dm (Z oz,

i=1

) k
>

q =1 a
Por nuestra elecciéon de coordenadas, D, C T,R" es complementario al kernel de d,
entonces la restriccién de dm a D, es biyectiva. Por continuidad, lo mismo vale para
dr : Dy — T7r(q)]R’f con ¢ en una vecindad de p. Como dr|, es la composicién de la
inclusion D — T'M™ seguido por dm, esta es una funcion del fibrado diferenciable. Asi,
las entradas de la matriz de dr|p, con respecto a las bases de vectores { Y[ } y { 2 ‘ﬂ(q)
son funciones diferenciables de ¢, y entonces también lo son las entradas de la matriz

(d7r|Dq)_1 : Tr(pR¥ — D,. Definiendo un nuevo marco de referencia local diferenciable

Xi,..., X para D cercano a p por

9
o0x;

tln(q)

X, = (drlp, )"

El teorema queda demostrado si podemos probar que [X;, X;] = 0 para todo ¢, j.
Para tal fin, primero observemos que X; y % son m-relacionados, luego la Proposicién 25

implica que

0

pye (d7r|D ) X| = d7rX|

m(q)

por lo tanto, por la naturaleza del Corchete de Lie, tenemos

dr([X:, X)) = [ail aij q):O'

Como [X;, X;| toma valores en D por involutividad, y dr es inyectivo en cada fibra-

do de D, esto implica que [X;, X|]|, = 0 para cada ¢; y la demostracién esta concluida. O
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Ejemplo 28. Sea D C TR? la distribucion generada por los campos de vectores

verl v ey 9,0
T ox Oy 4 5. 7 “or Yo
El Corchete de Lie entre ellos es [V,W] = —8% — y% = —W, asi D es involutivo.

Como D es complementario al campo generado por %, entonces la proyeccion canonica
7R3 — R? dada por 7(z,y,x) = (x,y) induce un isomorfismo d7T|D(x7y,Z) : Digy,z) =
T(:w)]R2 para cada (x,y,2) € R3. Ahora, por la demostracién del Teorema de Frobe-
nius, existe una seccion local diferenciable X,Y de D que es mw-relacionada a a% Y 8%,
respectivamente. Notemos que tales campos de vectores son conmutativos y serdn los
que generan D. Entonces, podemos ver que los campos de vectores X e Y tienen esta

propiedad si y solo si son de la forma

0 0 0 0
X_a_‘r+u<x7y7z)&7 Y Y_g_y—i_v(xvyuz)&u

para algunas funciones diferenciables u y v de wvalor real. Asi, es posible verificar que
los campos de vectores que generan D tienen la forma

0 0
X =W Yi=V—aW=_"+ta
Y V- 8y+m8z

El flujo de estos campos de vectores es dado, respectivamente, por:
a(z,y,z) = (x+ty,z+ty), vy Bilz,y,2)=(xy+t z+tz),
asi, podemos definir
Y(u, v, w) = ay 0 ,(0,0,w = (0,0, 2) = (u,v, z + uv).

Por lo tanto, la inversa de 1, de una funcion coordenada comenzando en el eje z
y recorriendo a lo largo de estos dos flujos esta bien definida. Las coordenadas que
buscamos son dadas por la funcion inversa (x,y, z) = ¥(u, v, w) = (u,v, z+uv), la cual
cumple

(’LL, v, w) = 1/J_1<I, Y, Z) = ($, Y,z — Z‘y)
Consecuentemente, la variedad integrable de D es dada por el conjunto de nivel de
w(z,y,z) =z — xy.

1.2. Formas Diferenciables

Antes de establecer las ecuaciones de estructura sobre una variedad diferenciable M™,
introducimos algunas nociones de formas diferenciables sobre variedades diferenciables,

ver [17],[26].
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Definicién 29. Un tensor del tipo (s,r) sobre una variedad diferenciable M™ es una
aplicacion multilineal de valor real,

ATTIM" x - X TEM" X T,M™ X - x T,M" — R,
\ -— J/ \ . ~~ /
S—Uveces r—Uveces

donde T;M™ denota el espacio dual de T,M"™, con p € M".

Definicién 30. Un tensor del tipo (0,7) sobre una variedad Riemanniana M", o tensor
de orden r es una aplicacion ¢ que a cada punto p € M" le asocia una forma r—lineal
dada por

op : T,M™ x -+ x T,M" — R.

~~
r—veces

El tensor ¢ es diferenciable en p € M™ si para una base de vectores {e;}', en una
vecindad U de p, las funciones i i,...;, dadas por

@q(eim T aeir) = @iliz---ir(Q)a 1 S il e 7ir S n, q € U7

son diferenciables en p. Decimos que p es diferenciable en M™ cuando es diferenciable
en todo punto p € M™. Usualmente, p, es conocido como r—forma exterior (r-forma
diferencial) sobre M™.

El tensor se dice alternado si @,(e;,,. .. €;.) =0 cuando e;, = €i; Con j #+ k.

Para cualquier tensor ¢ del tipo (0,r) definimos el operador alternante

1
(Altgo),ul oy = Z 59”(‘7-)(:0#0(1)"'#0(,9)7
" oESy

donde S, denota el grupo de permutacién de los enteros {1,2,--- ,p} y sgn(o) denota

su signo.

El espacio de todas las r—formas diferenciales alternadas es denotado por A" (T,M™)*
(r—formas lineales alternadas del espacio tangente T,,M™), donde (T,M™)* es el espacio

dual de T,M™.

Definicién 31. Sea M"™ una variedad diferenciable. Sean o un p-forma y S una q-
forma llamamos producto exterior (también llamado producto cuna) de o y 5 a la
(p + q)-forma, denotada por o A\ B, definido por

(p+4q)
plq!

aNp= Alt(a ® B).
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Dados ¢y, ...,k € (T,M™)* obtenemos el elemento o3 A o A ... A @y, de N (T, M™)*,

Notemos que si wp,ws son formas lineales en un espacio vectorial V' de dimensién
n entonces podemos realizar el producto exterior (w; A ws)(vy,v2) = wi(vy)wa(vy) —
w1 (ve)wa(vy), wvi,ve € V. Ademas, si {wy, - ,w,} es una base para el espacio de for-
mas lineales V* entonces {w; A w;}i<icj<n €s una base para el espacio /\2 V* de las

formas bilineales alternadas.

Si M™ = R" es facil probar que

(QOI A P2 ANAN SOk)(Ul,UQ, s ,Uk) = det(SOl(rUJ))’ Zaj € {17 e '7k}7

y por las propiedades de determinante, se sigue que ¢1 A @2 A ... A @i es k-lineal y
alternada. En particular, (dz;,)p A (dzi,)p A ... A (dzi,), € N(T,R™)*, iy, ia, ... i €
{1,...,n}, donde (dz;,), es el dual de z; : R* — R. Denotaremos estos elementos por

Sea A*(T,R?)* el conjunto de todas las aplicaciones ¢ : T,R? x T,R® — R bilineales
y alternadas (i.e, o(vi,v2) = —@(v2,v1)). Si 1,02 € (T,R)* entonces o1 A o €
N (T,R?)* esta definido por

(1 A p2)(v1,v2) = det(pi(v;)).

Un elemento (dz;), A (dz;), € A*(T,R?)* lo denotaremos por (dz; A dz;),. El conjunto
{(dx; Adx;), : i < j} es una base para \*(T,R?)*. Mds atin,
Proposiciéon 32. El conjunto
{wWu Ao AW ), 1< <o <y <nj,
donde w,, denotan 1-formas sobre T,M", es una base de \"(T,M")*

Prueba: Ver [26]. O

Definicién 33. Una r-forma sobre M™ es una funcion o que a cada punto p € M" le
asocia un elemento a(p) € N (T,M™)*, esto es,

@)= Y G @)@ A AW,
I<pi<..<pr<n
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donde ay, .., son funciones definidas sobre U vecindad de p a valores reales. Denotando
por I la r-tupla ascendente (py, ..., 1y), 1 < py < ... < p. <n podemos escribir

o= E ardwr.
I

La r-forma o se dice diferenciable cuando ay, .. .. son funciones diferenciables.

T

Por convencién, las O-formas diferenciables son las funciones f : U C M™ — R, donde

U es un abierto de p € M™.

Una n—forma w,, A...Aw,, esllamado elemento volumen. Puesto que el espacio de las
n—formas es uni—dimensional tenemos que cualquier n—forma « puede ser representada
COmo

a= fw, N...Nwy,,

con f alguna funcién escalar.

Definicién 34. Una 1-forma diferenciable sobre un abierto U de p € M™ es una
aplicacion o : U — (T,U™)* dada por

ap) = Zam (p) (wm)p

donde a; son funciones diferenciables sobre U a valores reales. Analogamente, decimos
que una 2-forma diferenciable sobre U es dada por

a(p) = Z Ao (P) (W A Wy )p

ij=1

a = E a’lliujwui/\wﬂj? sz:ujzla y TV

i <[y

donde ay,,; son diferenciables sobre U.

Sean «, ¢ r-formas y [ una s-forma dadas por
a=> awr, = (1, . p) p<...<p,
QOIEb]wI, 12(517---75k> 51<...<57«,

/BZZCJ(A)J, J:(51,...,(58) 51<~~<5s
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definimos las operaciones de suma y producto de r-formas en U abierto de p € M™,

como sigue: la suma

w + Y = Z(a; -+ b[)w],
I

y el producto exterior w A ¢ es la (r + s)-forma dada por

W/\ﬁ = Z&ijOJ[/\WJ.
1J
Algunas propiedades del producto exterior son dadas como sigue:

Proposicién 35. Sean a y 6 dos r-formas y ¢ una s-forma sobre un abierto U de
p € M™. Entonces,
1. (anNp)NO=aA(pAD),

2. (anp)=(=1)"(pAa),
3. aN(p+0)=ahp+aNnb, sir=s.

Prueba: La prueba sigue directamente desde la definicién de formas y las operaciones

definidas entre ellas. O

Por ejemplo, si w = x1dx, + xodwy + w3d23 es una 1-forma en R® y ¢ = x1dwy A doy +

dx; A dxs una 2-forma en R?® entonces

WAQ = Todro Ndzy Adrs+ x50 drs Adry Adry = (2123 —12)dzy Adwg Adas = (—1) 0 Aw.
Definicién 36. Sea w = > ajw; una k-forma sobre un abierto U de p € M". El
T

diferencial exterior de w, denotado por dw, es dado por

dw = Zda[/\wf.
I

Ahora presentaremos algunas propiedades del diferencial exterior.

Proposiciéon 37. Sean wy y wo dos k-formas, w una k-forma, sobre una variedad dife-
renciable M™ y ¢ una s-forma. Entonces se cumplen las siguienes propiedas:
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1. d(wl + LUQ) = dw1 + dw2,
2. dlwA @) =dwAp+(=1)*w A dp,
3. d(dw) = d*w = 0.

Prueba: Ver [26]. O

Existe una importante relaciéon entre diferenciacién exterior de formas diferenciales y
la operacion de Corchete de Lie, esta relacion es como sigue.

Proposicién 38. Sea w una 1-forma diferenciable sobre una variedad diferenciable M™
y sean X e Y campos de vectores diferenciables sobre M™, entonces

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y]) (1.2)

Prueba: Sea f:U — M" una parametrizacion de M" y sean
X = Zazaxl v = Z%x

las expresiones de X e Y en esta parametrizacion. Primero observemos que si se cumple

(1.2) para X; y Y; entonces también se cumple para » . X; y > ; Yj. Ahora, pretendemos
mostrar que si (1.2) se cumple para X e Y entonces también se cumple para fX y gY

cuando f y g son funciones diferenciables. En efecto, notemos que,

dw(fX,gY) = fgdw(X)Y) = fo{X(w(Y)) = Y(w(X)) —w([X,Y])}.
Luego por el item (5) de la Proposicién 14 tenemos,
(fX)w(gY) — (gYV)w(fX)—w([fX,gY])
= fX(Quw(Y)+ (fgX)w(Y) = gY (f)w(X) = (fg¥)w(X)
—fgw([X,Y]) = fX(9)w(Y) + gY (flw(X)
FAX (W(Y) = Y(w(X)) —w(X,Y])}

= dw(fX,gY).

s . 9
De aqui sigue que, es suficiente demostrar (1.2) para vectores P a
[i 9
8172'7 8:Ej

. Puesto que

| =0, es suficiente demostrar que

0 0, 0 0, 0 0
&L’i’(%cj N (%cl 895]- al'j 6:15, 7

dw(
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Notemos que si esta ultima igualdad se cumple para wy y wy entonces también se cumple
para wy + wsy. Asi, es suficiente mostrar que

o 0 0 0 0 0
)(a—%aa—%)—axiadﬂ(— .

d(adzy,

donde « es una funcién diferenciable. La anterior ecuacion se reduce a

o 0 oo Ox
daNdry)(=—,=—) = Opj=— — Opi=—,
( (07 wk)(axza 81’3) kj 8@ k 8Ij
la cual se cumple por definiciéon de producto exterior. O

1.3. Variedades de contacto

Iniciamos esta seccién describiendo uno de los elementos fundamentales para nuestro
estudio. A saber, las estructura de contacto, ver [5], [15], [43], [46].

Definicién 39. Sea M?***! una variedad diferenciable. Una distribucién diferenciable
D en M**! es llamada estructura de contacto si, para cada punto p € M* ! existe
una vecindad U de p y una 1-forma o sobre U tal que

a A (do)* #0. (1.3)

en todo punto de M*"*1. Aqui, (da)™ denota da A ... A da n—veces. La distribucion es
dada por D|y = ker(a) C TM?*"1,

La I1-forma o definida localmente es llamada forma de contacto sobre M***'. La Va-
riedad diferenciable M1 es llamada Variedad de Contacto cuando es dotada de una
tal distribucion D.

Notemos que, puesto que la 1-forma a, : T,(M?***1) — R es una aplicacién lineal, se

tiene que ker(a) es un hiperplano en T, (M?*"+1).

La distribuciéon D de la Definicién previa es maximal y no integrable maximal. Geo-
metricamente la no-integrabilidad de D significa que no hay hipersuperficie en M?"+!
que pueda ser tangente a D a lo largo de un subconjunto abierto de la hipersuperfi-

cie. Intuitivamente, esto dice que, el hiperplano gira demasiado para ser tangente a la
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hipersuperficie. Asi, las estructuras de contacto son en cierta medida exactamente lo

contrario de la distribucion integrable, tal como veremos en el siguiente resultado.

Se puede verificar que si o es una forma de contacto y f es una funcién diferenciable
distinta de cero en M?"*! entonces fo es también una forma de contacto. Estas dos
formas de contacto, o y for, determinan la misma estructura de contacto en M?"+!L,
Ademas, si dos formas de contacto o y § determinan la misma estructura de contacto,
entonces = fa para una funcion diferenciable distinta de cero f.

Proposicién 40. Sea M?*"*1 una variedad diferenciable, o una 1-forma diferenciable
sobre M*"1 D = ker(a) una distribucion diferenciable. Entonces D es involutiva si y
solo st a AN dae = 0.

Prueba: Sean X,Y, Z campos de vectores sobre M?** ™! de tal manera que X,Y € Dy
Z no necesariamente en D. Luego, a(X) =0y a(Y) = 0. Por otro lado, la distribucién

D es involutiva si y solamente si [X,Y] € D. De aqui, o([X,Y]) = 0.

Puesto que,

da(X,Y) = X(a(Y)) = YV(a(X)) - o([X, Y])

podemos ver que D es involutivo si y solo si a(X) = 0y a(Y) = 0 implican que

da(X,Y) =0.

Entonces
aNdo(X,Y,Z) = a(X)da(Y,Z) — a(Y)da(X, Z) + a(Z)da(X,Y) =0

siy solo si a(X) =0y a(Y) =0 implican que da(X,Y) = 0. O

Por la demostracién de la Proposicion 40, podemos ver que si « es una forma de con-
tacto, entonces da es no degenerada en la distribucién ker(a).

Observacién 41. En el caso de una variedad diferenciable M3, esto es, 3-dimensional,
la condicion de contacto puede ser reformulada como sigue: St X, Y € D son linealmente
independientes entonces

(X,Y] ¢ D.



24

En efecto, esto sigue a partir de la ecuacion
da(X,Y) = X(aY)) = Y (a(X)) — o([X, Y]),

y del hecho de que la condicion de contacto en este caso se reduce a do|p # 0.

Ahora daremos algunos ejemplos de variedades de contacto.

Ejemplo 42. Considere M?*"*! siendo el espacio Euclideano R?***'. En coordenadas

cartesianas (T1,Y1,- .., %n,Yn, 2) la 1-forma oy = dz — . yidz; dota a la variedad
diferenciable R*"*! de una estructura de contacto.

Cuando n = 1, esto es, M® = R3. La 1-forma o = dz — ydx dada en coordenadas

cartesianas (x,y, z) define una estructura de contacto en M3, como se muestra en la
Figura 1.6. En efecto,

aNda=dx AN dyNdz

es igual a la forma de volumen estandar de R3.

Figura 1.6: Estructura de contacto Ker ao = Ker(dz + zdy).

Ejemplo 43. Considere la esfera unitaria de radio v denotada por S**1 c R"*!. En
n+1

coordenadas cartesianas (T1, Y1, - .., Tnt1, Ynt1) la I-forma ag = > (z;dy; —y;dz;) dota
j=1

a la esfera 2n + 1 dimensional de una estructura de contacto,

n+1
puesto que si r* = Zl(xf +y3) entonces ag A (dag)™ # 0 para r # 0.
J:
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Ejemplo 44. Sea M? =R? x S* con coordenadas (x,y,0(mod 27)). La 1-forma
a = (cosf)dx + (sinf)dy
define una estructura de contacto en M?3. Notemos que o A dow = —dx A dy A db.
Ejemplo 45. La esfera unitaria S® en R* dada por
S% = {(x1, 79, 73, 74) € R*: 2% + 23 —|—:E§ + 23 =1}

es una variedad de contacto. En efecto, sea p = (x1, 9, 23,14) € R* y considere la
1-forma «, sobre R* definida por

op = —(L’le'l + xldccQ — x4dx3 + $3d$(,’4,

restringiendo la 1-forma oy, a S*, podemos ver que el kernel de o, : T,S* — R es dado
por
Ker(oplgs) = {v=(a,bcd) e€T,5%a,(v) =0}
{v e T,S?| — zoa + 210 — z4¢ + 23d = 0}.

Consideremos sobre C? el producto Hermitiano
(z,w) = 21W1 + 20Ws, donde z = (21,22), w= (wy,ws),

y definamos el producto interno (iz,v) = Re(iz,v). Si identificamos (x1, T2, T3, T4) € R*
con (21, 22) € C?; donde z; = x1+ixg, j = 1,2, i = /=1, de la manera usual, tenemos

(iz,v) = ((iz1,122), (v1,v2)) = 2101 + 12202
= (—z9a+ 210 — z4c + w3d) 4+ i(22b + x10 + 4d + T3C),
donde (z1, z0) = (21, 2, T3, 14), (v1,v2) = (a,b,¢,d). De aqui,
(iz,v) = Re(iz,v) = —x2a + x1b — x4 + x3d.
Por lo tanto, podemos reescribir el kernel en términos de (-,-) como,
Ker(oy|g) = {v € T,5°|(iz,v) = 0}.
De otro lado, por la Definicion 39, obtenemos una distribucion sobre S® determinada

por ay,, p € S*, dada por D = Ker(ay|g), también denotada por 8,. Notemos que,
Y = Qplgs, satisface y Ady # 0. Asi, v es una 1-forma de contacto sobre S®.

Definicién 46. Sea o una forma de contacto. Se denomina campo vectorial de Reeb
denotado por &, al campo de vectores asociado a la forma de contacto o de manera
unica satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. aé) =1
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2. 1e(da) = da(&,-) =0,

donde vx es una contraccion con respecto al campo vectorial X. i.e, tx(da)(Y) =
da(X,Y) para todo Y.

Como da es una forma bilineal anti-simetrica (2n + 1)-dimensional, su determinante
bajo una base es cero. Asi, podemos encontrar un vector no nulo £ asociado a la forma
de contacto « tal que t¢(da) = 0. Este vector no puede estar en el ker(a) ya que da es
no-degenerada en este hiperplano tangente. Por lo tanto, a(£) # 0 y podemos normali-

zar € tal que (&) = 1.

1.4. Variedades Riemannianas

Es esta seccién describimos algunos elementos provenientes de la Geometria Rieman-

niana para una mejor comprension de la tesis. Ver [4],[10],[27],[36].

Definicién 47. Sea M™ una variedad diferenciable, una métrica Riemanniana en M"
es una correspondencia que a cada punto p € M™ le asocia un producto interno (, ),
(es decir, una forma bilineal simétrica, definida positiva) en el espacio tangente T,M™,
que varia diferenciablemente en el siguiente sentido: Si x : U C R™ — M™ es una para-
metrizacion en torno de p, con x(xy,...,x,) =p € x(U) y a%i(p) =dz,(0,...,1,...,0)
donde g = z7(p), entonces

9ij (@1, .., Tn) = <a%(p), a%j(p)>p

es una funcion diferenciable en U. Las funciones g;; : U — R son llamadas expresion
local de la métrica Riemanniana en términos del Sistema de Coordenadas (U, x), algunas
veces denotaremos g;; como g;; para enfatizar la parametrizacion x.

Observacion 48. Sea {es,...,e,} una base de T,M". La matriz asociada a la forma
bilineal definida positiva (-,-), = g, : T,M™ x T,M™ — R es dada por

gpler,e1) - gpler, en)
Gp = (9:5(p)) = : ' :

gp(emel) gp(enaen)

Usualmente, G, es llamada matriz de la métrica Riemanniana.
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Definicién 49. Una variedad diferenciable M™ con una métrica Riemanniana (-,-) es
llamada variedad Riemanniana, y es denotada usualmente por (M™, g).

Definicién 50. Sean N™ y M™ variedades Riemannianas, un difeomorfismo ¢ : N™ —
M™ es llamada una isometria si para todo p € N y todo par x,y € T,N", se tiene

(z,9)p = (dpp(2), dspp(y))sﬂ(p)‘

Observacién 51. Sea M™ una variedad Riemanniana, p € M™. En términos de un
sistema de coordenadas (U, x) podemos escribir los vectores V,, W, € T,M" en la forma

Vo = ZU’ 8:51 (p) vy Wp= sz &B

)

De aqui, tenemos
n

(Vo Wdp = > vilp)w;(p)gs; (p)

1,7=1

donde g5 denotan como antes la expresion local de la métrica Riemanniana.

Proposicién 52. Sean M™ una variedad diferenciable, p € M™ y (N™™* (-, ") ¢()) una
variedad Riemanniana. Si f : M"™ — N"* es una inmersion entonces es posible definir
una métrica Riemanniana en M™ via f.

Prueba: Considere la correspondencia que asocia a cada punto p € M™, la aplicacién

(-, )p : TyM™ x T,M™ — R definida por

(u, v)p = (dfp(w), dfyp (V) ()

Observe que, para cada p € M" la aplicacién (-,-), : T,M" x T,M"™ es un producto
interno en T,M". En efecto, sea v € T,M"™ un vector no nulo y supongamos que
(u,u) = 0, asi, tenemos que (df,(u), dfp(u)) ¢y = 0, como (-, -) ¢, es una forma bilineal
simétrica definida positiva df,(u) = 0, entonces u € ker(df,) el cual es nulo ya que
df, es inyectiva, por lo tanto u = 0, lo que es una contradiccién. Siguiendo, como (-, -)
es bilineal y simétrica, entonces (-,-) es también bilineal y simétrica. Por otro lado,
como N™"** es una variedad Riemanniana con métrica (-, ) fp), P € M"™ se tiene que

(dfp(u), dfy(u)) sy > 0. De aqui, (u,u) > 0 para todo v € T, M no nulo.

Falta mostrar que la aplicacién (,), : T,M"™ x T,M™ — R es diferenciable.
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Sean p € M" v (U, ), (V,v) sistemas de coordenadas de M™ en p y N""* en f(p),
respectivamente. Denotemos por (z1,...,2,) ¥ (Y1,...,Ynsk) & las coordenadas de U
y V, respectivamente. Puesto que N™** posee una métrica Riemanniana entonces la

expresiones locales de la métrica, g}ﬁ : V' — R con respecto a (V1) definidas por

v_ [0 9 _ !
= (G0 GEUw)) =)

son diferenciables. Por tanto, es suficiente mostrar que las expresiones locales de la

métrica en M™ dadas por las funciones gf;- : U — R y definidas por

g95(x) = <aii (p), %(p)>p

son también diferenciables. Para tal efecto, considere la expresién local de f, en términos

de los sistemas de coordenadas dados anteriormente, mediante

Yo fop(x) =¢(x) = (&(@), - Larn(@))-

En particular, la matriz jacobiana de esta expresion local es

0i(x)  0&(x)  O&(x)

8x1 8x2 axn

96 0&(x) 08

J(&(x)) = 3‘x1 8;2 | an
06nle) Fonlt) | O

0xq 0o Oxy,
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Haciendo p = ¢(x) tenemos

g5(z) = <aii(p)’8%j(p)>p

_ <dfp <a%(p) » dfy (aixj<p)>>f(l7)

- (£ %59 P00 5 50 D o) L4

itk 9 (x) 96 (w) /O 0
- 3 B ()5

Por tanto, como las funciones g}ﬁ : V' — R son diferenciables por hipotesis, y % U —
J

V' es diferenciable, entonces por (1.4) se concluye que las funciones 92? : U — R son
diferenciables, y la prueba ha concluido. O
La métrica inducida via una inmersién, como se indica en la Proposicién 52 es llamada

métrica inducida, y la aplicacién f recibe el nombre de inmersién isométrica.

El siguiente ejemplo sera de ttilidad en las siguientes secciones.

Ejemplo 53. La esfera unitaria n—dimensional, S™, es una variedad Riemanniana. En
efecto, como fue mostrado anteriormente la esfera S™ es una variedad diferenciable. Por
otro lado, considerando N = R"* con la métrica usual, M™ = S™ y f =i : S — R
la inclusion, por la Proposicion 52, concluimos que M™ = S™ es dotada de una métrica
inducida por i.

A seguir, daremos una expresion explicita para dicha métrica inducida por i sobre la

esfera, S™.

Sea p € S™y (U,p) un sistema de coordenadas de S™ en p. La expresion local de

i:S" — R es dada por £(x) = io p(x) = (&1(x),...,&1(2)), € U tiene como
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matriz Jacobiana asociada a la diferencial (d§), la siguiente

96, () 961 () o 961 ()
0y 0s oz,
08> 0 (x) 0%
J(&(x)) = 8:}:1 8@2 ' 0% . (1.5)
6ni(@) O6n(@)  On
81’1 81’2 81‘71

Si {aizl(p), e (% 9_(p)} es la base de T,S™ asociada a (U, ¢) entonces, para cada p €
oU), u = Zui%(p) y v = Z vj52-(p) vectores en T,5™ por la expresién (1.4), se
i=1 ‘ j=1 J

tiene »
«— 0 ¢,
()lo) = 3 P I
l,r=1 v J

Como, 0, =0sil #ryd, =1sil=r,laexpresion anterior se puede escribir en la

forma
n+tl 851(:1:) 0&(3:)
®Y.. —
y obtenemos
n 8 n+l n 8& 851(20)

Ahora, consideremos la parametrizacion ¢ : U C R" — ¢(U) = S" — {s} donde

s=1(0,...,0,—1) es el polo sur, dada por ¢(z) = 1+|z‘2 (2z,1—|z|*). Sea, i : S — R™!

la inclusién, su expresién local en términos de ¢ es la aplicacién i o p : R® — R"F!
definida por

§(x) =iop(r) = TW(Z% L—|zl*),

donde z = ¢~ '(p) y p € S™ — {s}. Por lo tanto, la matriz Jacobiana J({(z)) dada en
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2(|z* +1) — 422 —4roxy —4x37) —4x,71
(lﬂc\i +1)? 2 (‘!gﬂj J1F)1)24 ) (lﬂﬁli +1)? (!m\i +1)?
—4al1T9 T — 4Ty —4al3T9 —aTnplo
(lzf* +1)? (lzf* +1)? (Je* +1)2 (lz? +1)?
—4zq 3 —4xoms 2(|z|* + 1) — 43 4x,x3
(lz[* + 1) (lz|* + 1) (lzl* + 1) (lz|* + 1)
—Axyz,, —Axsz,, —Axs7,, 2(|z* +1) — 422
(lzf? +1)? (|3>‘|ZﬂL 1)? (|5L‘|ZﬂL 1)? (|5le1 +1)?
X1 Lo T3 L,
(lz[* + 1) (lz[* + 1) (lz|* + 1) (lz[* + 1)
Ahora, como )
&i(z) = EEESE nt1(z) = EEESE
por (1.6) tenemos que
ntl 9& () 0&(x)
P p— ——
s - A
_ [ e PP ) —daP | Gy
=iz (lz> + 1)* (lz[*+1)* (lz>+1)*

(4IZ)2
(| + 1)1

(> + 1)1

{ g } L 2P 1) e + (4

N 4(|z)* 4+ 1)* — 1623 (|=|* + 1) + 162} + 1627
(lz[* + 1)1 7

por lo tanto,

4
(99)ii(q) = EF I

Andlogamente, para i # j (supongamos i < j) se tiene, por (1.6) que

o) = 3 ) 0

833'1' &r;j ’
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asi,
no (—dxia) (—4xm) 2(|z]* + 1) — 42?](—4x;x;)
gz = ¢ % e (T IV
I=11%i,j (Jx[*+1) (Jx>+1)
L L6z, (—daiz;) [2(|2]* + 1) — 4aF]
(lz? + 1)* (lz* + 1) ’
luego
1627 (|x|* — 27 — 23) — 8xix;(|z]* 4 1) + 16227 4 162375
gi;(x) =

(> + 1)t

—8z;x;(|x|* + 1) + 16227
(lz*+ 1) ’

y simplificando, se obtiene finalmente g;; = 0.
En resumen, la métrica en S™ inducida por la inclusién en R**!, en término del sistema
de coordenadas ¢ descrito anteriomente es dada por:
ooy 40
9ij (z) = W;

donde x = ¢~ 1(p). Asi, (S™, g¥) es una Variedad Riemanniana.

A continuacion describimos brevemente algunos elementos de la Geométria Riemannia-
na que seran de utilidad a lo largo de este trabajo. Denotemos por x(M™) el conjunto
de todos los campos de vectores de clase C* en M", y D(M™) como antes, denota el

conjunto de funciones reales de clase C* definidas sobre M™.

Definicién 54. Sea M"™ una variedad diferenciable, se llama conexion afin sobre M"™
a una aplicacion
s (M) x x(M") = y(M")
(X,Y) = VxY

que satisface las siguientes propiedades:

1. VixigzY = VXY + gV Y.
2. VX(CLY+bZ) = aVXY—i—bVXZ
3. Vx(fY)=fVxY + X(f)Y.
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donde X,Y,Z € x(M) y f,g € D(M).

Proposicién 55. Sea M" una variedad diferenciable con una conexion afin V. Existe
una unica correspondencia que asocia a un campo vectorial V' a lo largo de una curva

diferenciable o : I — M™ otro campo vectorial 2¥- dt a lo largo de « tal que:

1. %(V+W)_—+7,

2. B(fV) = V + fEY, donde V' es un campo de vectores a lo largo de o y f es
una aplicaczon diferenciable en I,

3. 81V es mducido por un campo de vectores Y € x(M™), esto es, V(t) =Y (a(t)),
entonces 2V Vda

DV

El campo de vectores =

es llamado la derivada covariante de V' a lo largo de .

Prueba: Ver [27]. O

Definicién 56. Sean M™ una variedad diferenciable con conexion afin V, X un campo
de vectores tangentes diferenciable en M™, Y € T,M™, ya: (—€,€) — M"™ una curva
diferenciable con a(0) = p y o (0) = Y. Llamamos derivada covariante del campo X a
lo largo del vector'Y en el punto p € M"™ al campo de vectores

(VyX), = proyeccién sobre T,M" de (_)t N

donde t es el pardmetro de la curva o.

n n
Observacién 57. Sean X = Y x;X; e Y = " y;X; campos de vectores en torno de
i=1 j=1

0
p, donde X; = ET tenemos que

VxY = levx(z Yy X;) = Z 2y Vx, Xj + Z ;X
=1 =1 ij=1 ij=1
como {X1,...,X,} es una base de T,M" y como Vx,X; € T,M", entonces existen

escalares Fi tales que Vx, X; = Z r* Xk, donde Ffj son funciones diferenciables y

VxY = Z Z 2y + X (ye)) X

k=1 ,5=1

Lo que muestra que VxY (p) depende de x;(p),yx(p) y las derivadas X (yx)(p) de yx
sequn X . Las funciones Ffj son llamadas los Simbolos de Christoffel de la conezion.
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Definicién 58. Sea M™ una variedad diferenciable dotada de una conexion afin V.
Un campo vectorial V' a lo largo de una curva o : I — M es llamado paralelo cuando

% =0, para todo t € I.

Definicién 59. Sea M™ una variedad diferenciable dotada de una conexion afin V. Sea
(-, ) una métrica Riemanniana en M™. La conexion V se dice compatible con la métrica,
st para toda curva diferenciable o y cualquier par de campos de vectores paralelos Py
P’ alo largo de « se tiene (P, P’y =k, donde k es una constante.

Una caracterizacion de la compatibilidad de la conexién con la métrica es dada por

Proposicién 60. Sea M" una variedad Riemanniana con métrica (-,-). Una conexion
en M™ es compatible con la métrica si y solo

para todo X,Y, 7 € x(M™).

Prueba: Ver [27]. O

Definicién 61. Sea M™ una variedad Riemanniana. Una conexion afin NV sobre M"
se dice simétrica si

VxY —VyX = [X,Y], VX,V €x(M.

Teorema 62. Dada una variedad Riemanniana M™, existe una unica conexion afin V
en M™ satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. V es simétrica.

2. V es compatible con la métrica.

Tal conexion, es llamada conexion de Levi-Civita. Ademds, los simbolos de Christoffel
para V en coordenadas locales (x4, ...,x,) son dados por

i _1 - il agkl 89;‘1 agjk:
jk—QZg <8xj+8xk ox; )’

=1

donde g” denotan los coeficientes de la inversa de la matriz de la métrica sobre M™.
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Prueba: Sean XY, Z € y(M™). Supongamos que la conexién de Levi-Civita existe,

entonces por Proposiciéon 60 se cumple

XY, Z) = (VxY)+(Y,VxZ2)
Y(X,Z> = <VyX,Z>+<X,VyZ>
—-Z(X,)Y) = —(VzX,Y)—(X,VzY)
Mas atin, como V es simétrica, tenemos
_<[X7 Z]7Y> = _<VXZ7Y> + <VZX7Y>7
_<[Y7 Z]7X> = _<VY27X> + <vZYaX>7
(X,Y),Z) = (VxY,Z)—(VyX,Z).

Sumando ambos lados de las igualdades previas, obtenemos

(1.7)
asi, V estd univocamente determinada por la métrica, es decir, en el caso que exista

ella sera unica. La expresién anterior es conocida como féormula de Koszul.

Para probar la existencia, definimos la conexion atravez de la férmula de Koszul. Falta

verificar que satisface las propiedades deseadas. En efecto, V es simétrica, puesto que
2(VxY = VyX,Z)=2(VxY,Z) —2(Vy X, Z) = 2([X,Y], Z),
usando nuevamente la férmula de Koszul, tenemos que
(VxY, Z)+(Y,VxZ) = XY, Z),
por la Proposion 60 la prueba se concluye.
Finalmente, tomando un sistema de coordenadas (x1,...,z,) tenemos,
9 91_, 9 9N_
81’1" (%cj N 4 8@-’ 8xj — 94
por la féormula de Koszul,
2V ) — B - o (ST ) -4 (S - ),

entonces

. ] 1(9 9g 9g

T 1 gkl Y95t ik
,zjlgdrjk 2 (895] + Oxy, ox; ) )
1=
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de aqui, podemos escribir los simbolos de Christoffel en términos de un sistema de coor-

denadas. O

Definicion 63. Sea M"™ una variedad Riemanniana con conexion Levi-Civita V. Lla-
mamos operador de curvatura a la aplicacion R : x(M™) x x(M™) x x(M™) — x(M™)
tal que

R(X, Y)Z = VvaZ - VYVXZ - V[X7y}Z;

para todo X,Y, 7 € x(M™).

A continuacion establecemos la conocida Primera identidad de Bianchi

Proposicién 64. Sea M™ una variedad Riemanniana con conexion Levi-Civita V, se
cumple:
RX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0. (1.8)

Prueba: Por la simetria de la conexion, tenemos
R(X,Y)Z+R(Y,2) X+ R(Z,X)Y = VyVxZ—-VxVyZ+VixyZ
+VzVy X = Vy VX + Vy 72X
+VxVzY = VzVxY +Viz xY
= Vy[X,Z]+Vz[Y,X|+ Vx[Z,Y]
~Vix21Y = Vyx1Z —Vizy X
= WX Z+ 12 Y, X[+ [X,[2 Y]]
y la prueba concluye desde la Identidad de Jacobi. O

1.5. Gruposy Algebras de Lie

En esta seccién presentaremos algunas resultados provenientes de la Teoria de Lie, con
el objetivo de introducir los elementos necesarios para una comprension de los capitulos
siguientes. Introducimos las nociones de: grupos de Lie, algebras de Lie, en particular

sobre el grupo de Heisenberg [21], [44].

Iniciamos esta seccion introduciendo la nocién de Grupo de Lie.



37

Definicién 65. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable de clase C* dotado

de una estructura de grupo abstracto tal que la aplicacion G X G — G dada por
(g,h) — gh™! es de clase C*.

Ejemplo 66. El grupo de las matrices invertibles n X n con coeficientes reales dado por
GL(n,R) ={X € M (n,R) : det(X) # 0},

es un grupo de Lie con el producto usual de matrices. En efecto, la estructura di-
ferenciable de GL (n,R) es heredada de la estructura diferenciable de R"™. Por otro
lado, sean A = (a;;) € GL(n,R) y B = (b;;) € GL(n,R) entonces la aplicacion

A, B) — A- B = (¢;;) es diferenciable. Aqui, (AB);; = a;1be; son polinomios de
j j j
k=1

grado dos en las variables A;j, B;; y, por lo tanto, la aplicc;cién es diferenciable. Asi-

mismo, la matriz inversa A~! = detlm (@;j) donde a;; son los coeficientes de la matriz
adjunta de A. Luego, la aplicacion A — A™', donde (A™1);;, son funciones racionales

en A;;. De aqui, la aplicacion (A, B) — A - B™! es diferenciable.

Usualmente, GL (n,R) es llamado grupo de Lie lineal general.
Ejemplo 67. Considere el grupo de las matrices
1
Hs = 0 x,y,z € R 3,
0

O = 8
— W

el cual es un subgrupo de Lie de GL(3,R), y por lo tanto un grupo de Lie. Usualmente,
conocido como el grupo de Lie de Heisenberg tridimensional, el cual es conexo, sim-
plemente conexo, y nilpotente. En efecto, observe que Hs es difeomorfo a R? wia la
aplicacion ¢ : R® — Hs dada por

1 z 2
¢<x’yaz): 0 1 Yy )
0 01
con inversa ¢~ : Hz — R® dada por
1 z 2
P01y ) =(2y2).
0 01

Por lo tanto, Hs tiene una estructura diferenciable 3—dimensional. Por otra parte, el
producto usual de matrices induce sobre Hs la operacion producto x : Hz X Hy — Hsz
como sigue

/ N

(z,y,2)" * (2", 9/, 2)" = <$+x’,y+y’,Z+z’+ % - %) :
donde ()7 denota la transpuesta, y la inversa i : Hy — Hsz son operaciones diferen-

ciables. Por lo tanto, Hs es un grupo de Lie.
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Definicién 68. Un dlgebra de Lie g es un espacio vectorial dotado de una operacion
[-,:] s g x g — g (llamado corchete de Lie) satisfaciendo las siguientes propiedades

1. Es bilineal.
2. [x,z]=0,Vzeg
8. Para todo xv,y,z € g, [v,[y, 2] + [z, [z, y]] + [y, [z, 2]] = 0.

Definicién 69. El dlgebra de Lie de un grupo de Lie G es definido como el espacio
tangente en la identidad del grupo, esto es, g := Tr4G.

Ejemplo 70. EIl conjunto de matrices M (n,R) dotado del corchete definido por [X,Y]| =
XY —Y X, es un dlgebra de Lie. En efecto, M (n,R) es un espacio vectorial real y satis-
face las propiedades de la Definicion 68. Observe que el espacio tangente en la identidad
del grupo de las matrices n x n invertibles, Gl(n,R), es M (n,R) .

Definicién 71. Un subespacio b de un dlgebra de Lie g es una subalgebra de Lie si
(X, Y]eh, VX, Yeb.

Ejemplo 72. El dlgebra de Lie del grupo de Lie Hs es dada por

3 = a,b,ce R

o o O
o O QR
ST 0

En efecto, sabemos que el espacio tangente en la identidad I3 del grupo es
T, Hs = {%(0) : v diferenciable con ~;(0) = I3}.

Definamos 7; : R — Hs curvas diferenciables, i = 1,2,3 tales que v;(0) = I3 € Hs,
como Sigue:

1 z(t) 0 10 0 10 z(t)
ne)=10 1 0], n®)=101y@) [, =01 0 |;
0 0 1 00 1 00 1

por lo tanto, podemos definir las curvas diferenciables
0% :¢_107i : I—>R5>

luego:

¢_1(%<t>) = (:L’(t), 0, 0)7
¢ (v(t) = (0,y(¢),0),
gbil(%(t)) = (Ov 0, Z(t))7

ar(t) = ¢~ oy (t)
ag(t) = ¢ o 7a(t)

az(t) = ¢t o3(t)
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ast, la derivada de cada o; ent =20, es dada por

por lo tanto,

0 x(O) 0 0 0 0 0 0 Z(O)
71(0) = 0 0 0 ) 72(0) = 0 0 y(O) ) 73(0) = 00 0
0 0 0 0 0 0 00 O

Ahora, como ~.(0) € Ty, Hs son linealmente independientes, estas generan al dlgebra
3. Luego, cualquier elemento de $H3 se puede escribir como

; a,b,ceR.

o O O

a
0
0

S >0

Asi, podemos escribir el algebra de Lie del grupo de Lie de Heisenberg por

donde
010 0 00 0 01
Eo=1000|,Ex3=|001]1],E3=1|000
0 00 0 00 0 00

Las relaciones entre sus Corchetes de Lie dados por el conmutador [A, B] = AB — BA
tiene como unico Corchete no nulo [F1s, Eas] = Ei3.

Existe una representacién natural de un grupo de Lie G en su dlgebra de Lie. Dicha re-
presentacion es construida de la siguiente forma: un elemento g € G define el automorfis-
mo interno C, : G — G dado por C,(h) = ghg™'. Por otro lado, (dC,); : 1G — TG
es una aplicacién lineal, puesto que Cy(1) = 1. A continuacién describimos la represen-

tacion adjunta de grupos y algebras de Lie.

Definicién 73. Sea G un grupo de Lie, la representacion adjunta de G en su dlgebra
de Lie es la aplicacion diferenciable

Ad: G — Aut(g)

definida por Ad(g) = d(Cy)1: 9 — g.



40

La representacion adjunta de G induce una respresentacién de g en el algebra de Lie
del grupo de las transformaciones lineales sobre G, denotado por gl(g), definida de la

manera siguiente
Definicién 74. Sea g una dlgebra de Lie, su representacion adjunta, es la aplicacion
ad: g — gl(g)
X — ad(X)
definida por ad(X)(Y') = [X, Y], para todo X,Y € g.

Observacién 75. Si G = GL(n,R), entonces para cualquier X € gl(n,R) y g € G
tenemos Ad(g)X = gXg'.

Definicién 76. La aplicacion

Ly, : G — G
h +—— Lyh)=g-h
es llamada la traslacion a izquierda de h € G via g € G. De manera similar, la aplica-
cLon
R, : G — G
h +—— Ryh)=h-g
es llamada la traslacion a derecha de h € G via g € G.

Observaciéon 77. Las aplicaciones L, y R, son difeomorfismos.

Definicién 78. Una Métrica Riemanniana, sobre un grupo de Lie, se dice invariante
a izquierda (respectivamente invariante a derecha) si la traslacion a izquierda (respec-
tivamente a derecha) es una isometria.

Observacion 79. Si (-, ). es una métrica sobre el espacio tangente T,G en la identidad
del grupo de Lie G, entonces para cualquier g € G y campos de vectores X,,Y, € T,G
dados, podemos definir a una métrica (-,-), en el espacio tangente T,G por:

(Xg: Yg)g = <(dLg)e_1ng (dLg)e_lng (1.9)

Reciprocamente, si (-,-), es una métrica invariante a la izquierda en el grupo de Lie G,
para g € G y X, Y, € T.G podemos definir una métrica en T,G mediante,

(Xe, Yo)e = ((dLg)eXe, (dLg)eYe)g = <X97Y9>9‘

Definicién 80. Una métrica Riemanniana sobre un grupo de Lie G, se llama bi-
mvariante si es invariante a derecha y también invariante a izquierda.
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Proposiciéon 81. Sobre el grupo de Lie de Heisenber 3—dimensional Hsz la métrica
Riemanniana es dada por

2
g =dz?* + dy* + (%dw— gdy—I—dz) :

Prueba: En efecto, considere la traslacién a izquierda sobre Hs, L, : Hs — Hs,

definida por

/ / T
Lp(xlv ylu Z/) = (l’,y, Z)T * ($,7?le Z/)T = (I + CL’/, Y+ y,, z+ 2 + % — %) ,

donde p = (x,y, z) y su diferencial
(de)h : T]{Hg — Tth3,

dada por
1 0
(dLy)n = 0 1
—3Y 3T

— o O

Una base para el espacio tangente en la identidad e = (0,0, 0) del grupo de Lie T, Hs,

es dada por los vectores

Asi, podemos construir campos de vectores izquierda invariantes sobre Hjz via la féormula
Ez<p) = (de>eXi 1= 1, 2, 3, g c Hg.

Explicitamente,

Ahora, observemos que

[E27 E3] — 0 - [EIJ E3]7 y [Eh EQ] - E37
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de hecho,

[Eh E2](x7 Y, Z) =

or 270z oy * 2%,

(9 1 9N(o 10N (0 1 0N(0 10
 \ 0z 2y8z dy 2 0z y 2xaz ox 2y82

0? 19 1 9 1 0? 1 02

0x0y + 20z * 2020z 2y828y 152

{a 10 0 10]

QJ|Q_)

IR RN N NN )
Jyox 20z 2 Y dyoz 2 Y000 " 4792

= % = Eg(x,y,Z).

De aqui, en la base ortonormal (dL,). " E;(p) podemos escribir

(0

—~ — E LR
o 1+2y3
0

4 a_y = EQ—%IEES)
0
— = Es.

\ Oz °

Por otro lado, los coeficientes de la métrica sobre 7,3 en un punto p = (z,y, 2) € Hs

son dados por

9ii(p) = (Ei(p), Ei(p))p = ((dLp). " Ei(p), (dLy).  Ej(P))e,

Explicitamente,
gup) = (Ei(p), Ev(p))y

= <(de);1E1 (p), (de)glEl (P))e
= (B + %yE?n Ey + %yE3>e
1+ 192,
de manera analoga se calculan los otros coeficientes. Por lo tanto, podemos introducir

una Métrica Riemanniana invariante a izquierda en cada punto g € Hs cuya matriz de
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la métrica es dada por

L+3y> —qvy 3y
Gp = —}lxy 1—1—%11:2 |, p=(2,y,2)" €Hs.

3
1 1
3Y -1

Puesto que la métrica sobre Hs es por definicién
3
9= Z 9ij(p)de;dz;,
ij=1
donde g;;(p) denotan los coeficientes de la métrica y denotando dzy = dz,dxs = dy y

dxs = dz tenemos que, la métrica invariante a izquierda sobre T),H3 es dada por
g = (1 + }LyQ) dx? + (1 + ixQ) dy? + dz? — %xydxdy + ydrdz — xdydz,

equivalentemente,

g = d:v2+dy2+(%d:v—§dy—l—dz)2.



Capitulo 2

Ecuaciones de estructura de
Inmersiones

En este capitulo presentaremos las ecuaciones fundamentales provenientes de la Teoria

de Inmersiones, y el Método del marco referencial, ver [4], [26], [27], [28].

2.1. Ecuaciones Fundamentales de las Inmersiones Isométricas

En esta seccion presentaremos algunos aspectos fundamentales de la Teoria de Inmer-
siones Isométricas, fundamentalmente establecemos las ecuaciones fundamentales aso-
ciadas a tales inmersiones. A saber, ecuacién de Gauss—Codazzi—Ricci; las mismas que

nos seran de tutilidad en los siguientes capitulos.

Comenzamos con la siguiente nocién de inmersion.

Definicién 82. Sean (M™, (-, )un) ¥y (M”er,(-,-)ﬁmm) Variedades Riemannianas.

Decimos que una inmersion ¢ : M"™ — M es isométrica si
<d90p(Xp)v d90p<Y;7)>M"+m = <va Y;7>M"7
para todo p € M™ y campos de vectores X,Y € x(M™").

. .o . . . ——n+m . .
Definicién 83. Sean M™ una variedad diferenciable y M una variedad Rieman-
. S n —n+m . ., ,, -
niana con métrica (-, )gp+m. Sea o M™ — M una inmersion, llamamos métrica
inducida sobre M™ via ¢ a la métrica (-, -) ym que induce de manera natural en M™ una

44
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estructura de variedad Riemanniana; y es definida del siguiente modo: dados p € M™ y
X, Y, € T,M" se tiene

(X5, Yy) = (dpp(X,), d@p(%”ﬂwm .

Observaciéon 84. Por la Definicion 83, se tiene que, al dotar a M™ con tal métrica la
aplicacion @ es una 1mmersion 1SOmétrica.

Sea ¢ : M™ — M una inmersién, para todo punto p € M™, el producto interno en

Tpﬁwm induce una descomposicién de Tpﬁn+m en la siguiente suma directa
T,M"" =T,M™ @ (T,M™)*

donde (T,M™)* es llamado complemento ortogonal de T, M"™ en TpMmm. Asi, siv €

Tpﬁn+m, p € M", podemos escribir

v=ov"+oV, W eT,M" N € (T,M™)*.

A partir de la descomposicién anterior y la proyeccion canoénica, es posible definir el

——n+tm

fibrado normal (TM™)*+ de M™ en T,,M por

@yt = | | (@

de tal manera que TM""| =TM" & (TM™)*.
M’I’L

Denotaremos por x(M™)*L el conjunto de campos de vectores normales diferenciables,

a M", es decir, el espacio de secciones de (T'M™)*.

., . . —n+m . . -
La Conexion Riemanniana de M sera indicada por V. Sean X e Y campos de
vectores locales definidos sobre M™, X, X5 extensiones locales de X e Y7, Y, extensiones
) ) )

locales de Y a Hnﬂn entonces
VY1 = Vy,Yo.

Por lo tanto, si X,Y denotan las extensiones de X e Y a Mmrm, respectivamente, en-

tonces podemos escribir VxY para denotar VY. Asi, obtenemos un campo de vectores

bien definido VY € TM ™

M
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Proposicién 85. Sean ¢ : M™ — M una inmersion isométrica, V y ¥V las cone-
xiones de Levi—Civita de M™ y Mmrm, respectivamente. Si X,Y € x(M™) entonces

VxY = (VxY)',

donde ()T denota la proyeccién ortogonal sobre TM"™. La conexidn obtenida (VxY)T
es llamada componente tangencial de VxY.

Prueba: Ver [27]. O

. so e . e ey T s rntm
Consideremos en (T'M™)* la métrica obtenida por la restriccién de la métrica de T M
. . c s L. ——n+m
determinada por la inmersién isométrica ¢ : M™ — M~ .

Definicién 86. Sean X € x(M™) yn € x(M™)* campos de vectores, definimos la
conexion VL : x(M™) x x(M™)* — x(M™)* en el fibrado normal de M™ por

V)LH? = (vxﬁ)L = vxﬂ - (vxﬁ)T, (2-1)

la componente normal de Vxn. Tal conezién V+ es denominada conexion normal de la
inmersion.

Observacién 87. La conexion V* es compatible con la métrica de (TM™)*. En efecto,
puesto que si X € x(M™) yn,& € x(M™)* entonces

X(n.€) = (Vxn, &) + (n, Vx€) = (Vxn,€) + (1, VxE).

Definicién 88. Liamamos la seqgunda forma fundamental vectorial de la inmersion ¢ a
la seccion o @ x(M™) x x(M™) — x(M™)* del fibrado de Homomorfismos Hom (T M"™@®
TM™ (TM™)*) definida por

a(X,Y) = (VxY)r =VxY - VyY,
donde XY € x(M™).

En particular, para cada p € M™ la aplicacién ay, : T,M™ x T,M"™ — (T,M™)* dada
por a,(X,Y) = a(X,Y)(p) depende solamente de los valores X e Y en p.

Proposicién 89. La sequnda forma fundamental vectorial de la inmersion ¢ es una
aplicacion bilineal y simétrica.

Prueba: Ver [27]. O
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Definicién 90. Seap € M™ yn € (T,M™)*. Llamamos segunda forma fundamental de
la inmersion ¢ en p sequn el vector normal 1, denotada por I1,,, a la forma cuadrdtica

definida en T,M"™ dada por
11,(X) = Hy(X, X),

donde la aplicacion H, : T,M" x T,M" — R es una forma bilineal simétrica dada por
H,(X)Y) = (a(X,Y),n), X, Y € T,M".

La seccién a corresponde a la secciéon A : x(M™) x x(M™)* — x(M™) del fibrado de
Homomorfismos Hom (T M™ & (T'M™)+; TM™) por la igualdad

(A(X,n),Y) = (a(X,Y),n).

Definicién 91. Liamamos Operador de forma, también llamado Operador de Weingar-
ten de la inmersion ¢ en la direccion de 1, al operador auto—adjunto A, : x(M") —

x(M™), definido por A, X = A(X,n).

Observacién 92. La aplicacion bilineal H,, esta asociada a la aplicacion lineal
Sy T,M™ — T,M" dada por

(5y(X),Y) = Hy(X,Y) = (a(X,Y),n)
Proposicién 93. Seanp € M", X € T,M™ yn € (T,M")*. Entonces
ApX = —(Vxn)' (2.2)

Prueba: Sea Y € T,M", notemos que (n,Y) = 0. Por lo tanto,

<AT]X7 Y> = @(Xa Y) (p)a 77> :_<va - V_XY> 77> o
= (VxY,n) = (Y, Vxn) = (=Vxn,Y)(p) = ((-Van) ", Y)
Como Y es arbitrario, la prueba esta concluida. O

Observacion 94. Por las ecuaciones (2.1) y (2.2) obtenemos la siguiente ecuacion
Vxn=—A,X + Vxn,

para todo X € x(M™) yn € x(M™)*. Tal ecuacién es conocida como ecuacién de
Weingarten.

Denotando también por V7 la conexién candnica del fibrado de homomorfismos Hom(T M"®

TM"™, (TM™)*) tenemos

(Vxa)(YV,Z2)=VxalY,Z) —a(VxY,Z) — a(Y,VxZ).



48

Ahora establecemos las conocidas ecuaciones de Gauss y Codazzi, las cuales relacionan
. ——n+m
las componentes tangencial y normal del tensor curvatura de M con el tensor de

curvatura de M", para campos de vectores sobre M", y la segunda forma fundamental

de la inmersion .

Proposicién 95. Sea ¢ : M" — M una inmersién wsométrica, y X, Y, Z, W €
X(M™) entonces:

a)

(R(X,Y)2)' = RX,Y)Z + Aax.0)Y — AavyX  (Ec. Gauss).
b)

(R(X,Y)2)" = (Vxa) (Y, 2) — (Via) (X, 2Z)  (Be. Codazzi).

Prueba: Ver [27]. O

Corolario 96. (Ecuacion de Gauss) Sea ¢ : M"™ — M una inmersién isométrica,
y X, Y, Z, W € x(M™) entonces

(ROW, XY, Z) = (R(W, X)Y, Z) — (a(W,Y), (X, Z)) + (a(W, Z), (X, Y)). (2.3)

En particular, si X, Y € x(M"™) son ortonormales, entonces la curvatura seccional de
—n+m . .,
M"™ y M satisfacen la ecuacion

K(X,Y)=K(X,Y)+ (a(X, X),a(Y,Y)) — [a(X,Y)]. (2.4)

Prueba: Por (a) de la Proposicién 95 tenemos:

(RW,X)Y,Z) =(RW,X)Y),2)
— <R<W, X)Y + Aa(W7y)X - AQ(XQ/)W, Z>
= <R<W7 X)Yv Z> + <a<X7 Z)a a(VVa Y)> - <O‘(Wa Z), O‘(Xv Y))?

para la segunda parte, de la ecuacién (2.3) tenemos que

K(X)Y) =(R(X,Y)Y,X)
= (R(X,Y)Y,X) — (a(V, X),a(X,Y)) + (a(X, X),a(Y,Y))
= K(X,Y) + {a(X, X),a(Y,Y)) = |a(X, V).
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Notemos que para X,Y € x(M") y n € x(M™)* tenemos
(VxA) (Yn) =VxAly,n) — A(VxY,n) — A (Y, Vxn)
=Vx4,)Y — A, VxY — Agy, Y.
Se puede verificar directamente, la siguiente igualdad

Proposicién 97. Para X,Y,7Z € x(M™) y n € x(M™)*, tenemos

((Vxa) (Y, Z),n) = (VxA) (Y. Z),n(Y.n)). (2.5)

La ecuaciéon de Codazzi, puede ser reescrita como se indica en el siguiente resultado.

Corolario 98. (Ecuacion de Codazzi) Sea ¢ : M™ — M una inmersion isométri-
ca, X, Y, Z € x(M™) yn € x(M™)*, tenemos

RV )T = (Vo d) (X.n) — (VxA) (V). (2.6)

Prueba: Para Z € x(M™), por la Ecuacién de Codazzi dada en (b) de la Proposicién 95

y la ecuacién (2.5), se sigue que

(RX.Y)n.Z) =—(R(X,Y)Z,n)

como Z es arbitrario la prueba es concluida. O

Ahora, establecemos el Teorema Fundamental para Hipersuperficies, como sigue.

Teorema 99. Sea M"™ una variedad Riemanniana simplemente conexa, y sea A :
TM"™ — TM" el tensor simétrico satisfaciendo las ecuaciones de Gauss y Codazi en
el caso de curvatura seccional constante c, entonces existe una inmersion ¢ : M" —
M talque A = Ag para algin campo de vectores normal §& € (TM™)*, donde A¢
denota la seqgunda forma fundamental de la inmersion .
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Prueba: Ver [25]. O

En vista del Corolario 98 resulta natural escribir (R(X, Y)n)L, X, Y € x(M™), n €
X(M™)* en funcién de elementos de la inmersién asociada. Con esta finalidad introdu-

cimos la siguiente definicién.

Definicién 100. Sean X,Y € x(M") yn € x(M™)* campos de vectores, la curva-
tura normal R* (operador de curvatura del fibrado normal (TM™)*) de la inmersidn

1sométrica @ : M™ — M”+m, es dada por
RH(X,Y)n = VyVyn — Vi Vyn + Vi,

Proposicién 101. Sea ¢ : M"™ — M wna inmersion 1sométrica, para X,Y €
X(M™) yn e x(M™)* tenemos

(R(X,Y)n)" = RH(X, Y+ a(A,X,Y) —a(A,Y, X).  (Ec. Ricci).  (2.7)
Prueba: Ver [27]. O

Corolario 102. (Ecuacion de Ricci) Sea p : M™ — M"™ una inmersién isométrica,
para X,Y € x(M™) yn € x(M™)* tenemos

<§(X7 Y)nv C> - <RJ_ (Xa Y)nv C> = <[A77’ Aﬁ]Xv Y)a (28)
donde [A,, Ac] es la aplicacion A, o A — A¢ o A,,.

Prueba: Tomando el producto interno entre la ecuacién (2.7) de la Proposicién 101

con ( y observando que

(@(A4,X,Y), Q) = {a(A)Y, X), ) = (AA,X,Y) — (AcA)Y, X)
= (AAX)Y)— (Y, A,AX)
= ({[Ac AX.Y).

2.2. Meétodo del marco referencial

En esta seccién estableceremos algunos aspectos fundamentales del Método del marco

referencial sobre Variedades Riemannianas.
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Iniciaremos, por tanto, estableciendo la nocién de marco de referencia.

Definicién 103. Sean M"™ una Variedad Riemanniana, p € M™ y U C M™ una vecin-
dad de p. Llamamos marco de referencia ortonormal sobre U a un conjunto de campos
de vectores diferenciables {e1,...,e,} en U tal que para todo punto p € U se tiene
gp(€i,€j) = 0;; donde 0;; =0 sii #j ydy; =1 sii=j, 1 <i,j<n. Equivalentemente,
{e1,...,en} es una base ortonormal en cada punto p € M™ del espacio tangente T,M".

En la definicién previa estamos considerando una vecindad U de p € M"™ donde sea
posible definir campos de vectores diferenciables con la propiedad indicada. Asimismo,
indicamos que omitiremos los adjetivos ortonormal y en movimiento cuando no exista

posibilidad de confusion.

Apartir de la nocién de marco referencial podemos introducir el concepto de marco

referencial dual, como sigue

Definicién 104. Sean M"™ una Variedad Riemanniana, p € M™, U C M™ una vecindad
de p y {e;}_; un Marco de Referencia sobre U. Llamamos Marco de Referencia Dual o
Co—referencial asociado a {e;}"_, al conjunto de 1-formas lineales diferenciables {w;}?,
definidas sobre U por la condicion w;(e;) = 0;;, j = 1,...,n. En otras palabras, para
cada p, la base {(w;),}7— es la base dual de {(e;),}7;.

Si M™ tiene métrica inducida por una inmersién ¢ : M" — Mml, parap € M", existe
Z C M™ una vecindad de p talque la restriccién ¢|z es inyectiva. Sea W C M una
vecindad de ¢(p) en M de tal modo que ¢(Z) C W. Admitiendo W suficientemente
pequena para que exista un marco referencial {ej,--- e, 1} en W de manera que
cuando nos restringimos a ¢(Z) el marco referencial {ey,--- ,e,} sea tangente a p(Z)

y ent1 sea normal a ¢(Z). Un marco referencial con estas caracteristicas es llamado

marco referencial adaptado.

Ahora, introduciremos la nocién de formas de conexiéon en términos de la derivada

covariante, como sigue:

Definicién 105. Sean M™ una Variedad Riemanniana, p € M™ y U C M™ una
vecindad de p. Dado un marco de referencia {e;}_, sobre U. Llamamos formas de
conezion en U asociadas al marco de referencia {e;}}'_, a las 1-formas diferenciables
sobre U definidas por la igualdad

Vei=S wle;, Yi=1,---,n. (2.9)
j=1
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: v j _
Equivalentemente, si X = e; tenemos w](Y) = (Vye;, e;).

Lo que nos dé una interpretacion geométrica de las formas de conexién. Las propie-
dades de una conexién garantizan inmediatamente que las w] son, en efecto, 1-formas
diferenciables en U.

Observacién 106. En el caso que M™ = R", cada campo vectorial e; es una funcion
diferenciable e; : U C R* — R™. El diferencial en p € U, (de;), : R* — R", es una
funcion lineal. Asi, para cada p y cada v € R™ podemos escribir

(dei)p(v) = D (w])p(v)e;
J
Podemos ver que las expresiones (w!),(v), dependen linealmente de v. Asi (w!), es una

I-forma en R™ y, como e; es un campo de vectores diferenciables, w! es una 1-forma
diferenciable. Por lo tanto, las n* formas w! en el marco de referencia {e;} definidas

por
n
_ E Jo.
de; = wj €;
=1
son llamadas formas de conexion de R™.

Observacién 107. Las formas w] son anti-simétricas en los tindices 1,7, esto es,
w! = —wj. En efecto, derwando la expresion (€i,e;) = d;; obtenemos

<V€i, €j> + <€i, V@j) = 0.

Ve; = g wies,
S

Por otro lado,

lo cual implica que,

<v€i7€j> = wae&ej = Zw1§<68a 6j> = wi
Por lo tanto, . '
0= (Ves,€;) + (e, Vej) = wj + wj,

es decir, las formas de conexion son antisimétricas en los indices 1, j.

Por la observacién anterior sobre la condicion de antisimetria de las formas de conexién,
tenemos que w! = —w! asf w! = 0, i = 1,---,n. Por lo tanto, la condicién de
antisimetria de las formas de conexion tiene el efecto de reducir la cantidad de formas

de conexién wy.
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Proposiciéon 108. La derivada covariante Vy X solamente depende de la métrica in-
ducida en M™.

Prueba: Elijamos un marco referencial adaptado {ej, - ,e,11} de M™ a una ve-

cindad U C M" y escribamos X = ) x;¢;, donde x; son funciones diferenciables en U.
i

r :di(z%'ei) Zd%wzxﬁﬁ
=Zd”feg+2x12w (at)ej+2$z2w (57) ex

Como

tenemos que
dx
9030, {251 () b= 3 fani)+ St
J
lo que muestra que Vy X solamente depende de los wlj, y por lo tanto, de la métrica

inducida. .

Sea {ej,...,e,} un marco de referencia ortonormal en un abierto U C M™. Si X = ¢;

dX_Dei
Todt

De;
dt °

tenemos que entonces (Vye;), =

Antes de analizar la unicidad de las formas de conexién describimos el conocido Lema

de Cartan, como sigue

Lema 109. (Cartan). Sea V' un espacio vectorial n dimensional. Sean wy, ..., w, : V —
R, r <n, I-formas lineales de V' que son linealmente independientes. Supongamos que
'

existen formas lineales 0y,...,0, : V. — R satisfaciendo la condicion: Y w; A 0; = 0.
i=1
Entonces

Prueba: Completamos las formas wy, - -+ ,w, en una base {wy, ..., wy, Wpi1,...,w,} de

V*, y escribamos

Qi:Zaijwj—i—Zbilwl, l:T+1,...,n
l

J
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Observemos que la condicién que satisfacen las formas 6; (por hipdtesis) implica que

0 = Zwi VAN <Z QW5 + Z buwl)
i=1 =1

I=r+1
r r r n
= Zwi/\zaijwj+2w/\ Z bilwl.
i=1 j=1 =

=1 l=r+1

Restringiendo los indices, esto es, haciendo ¢+ < j tenemos

Z(ai]’ — aji)wi A\ (.Uj + Z bilwi A\ wp = O,
i<j i<l

es decir,
Z(aij — aji)wi N wj = 0 y z bilwi A\ w; = O

1<J i<l
Como wi A ws, k < s, 1 < k,s < n, son linealmente independientes, concluimos que

T
a;; = aj; y by = 0. Por lo tanto, con la condicién ) w; A 6; = 0 tenemos que
i=1

0; = E AWy, 1<4,5<r, Qi; = Ajj.
J

Lema 110. Sean M"™ una variedad Riemanniana, p € M", y U C M™ una vecindad de
p. Sean {e1, - ,e,} un marco de referencia en U con (e;,e;) = d;;. Sean wy, ..., w,
1-formas diferenciables linealmente independientes en U definidas por la condicion
w;(e;) = d;; el co-referencial de { e;}. Supongamos que existe sobre U un conjunto
de 1-formas diferenciables {wf}, 1,7 =1,...,n que satisfacen las condiciones:

— J J i
dw;j = E W AWy, Y wp = —W;.
k

Entonces, tal conjunto es unico.

Prueba: Supongamos que existe otro conjunto 8{ con
0] = —0; dw;=> wp NO,
k

entonces tenemos que S wi A 8] = dw; = 3 wi; Aw) = 0, lo cual implica que
k k

Zwk/\ (6] — wl) = 0.
k
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Por el Lema 109 tenemos
- wk Z Bkzwz Bii = szkv

note que
]l = ZBklwl— wf):—ZBk’w

y, como w; son linealmente independiente, Bii = —B;?i. Usando las simetrias obtenidas,

COIlCluiIIlOS que
k __ J Jj _ Pt o k __ k __

esdecir,&i:wi;k,jzl,...,n. a

Ahora pasamos a la introduccion de la curvatura en una variedad Riemanniana, la cual
esta estrechamente ligada a las segundas ecuaciones de estructura. Para tal finalidad
elijamos un marco referencial ortonormal {ej, ey, -+ ,€,} en un abierto U C M™, y

denote como antes por {wy, -+ ,w,} su marco de referencia dual.

Las 2-formas sobre U denotadas por €/ son llamadas formas de curvatura de M" en el

referencial {e;}, y estan dadas por la igualdad
Qz(Xv Y) = <R(€i7 ej)X7 Y>7

donde X,Y € x(M"), y R denota como antes el tensor curvatura R.

Observacién 111. Las 2-formas Q. sobre U son antisimétricas, es decir, ¥ + Q. =0
para todo i,j. En particular, Q = 0 para todo i. En efecto, sigue desde la simetria del
operador curvatura R.

Como las formas de conexién Qf son formas de grado dos, ellas pueden ser escritas como
; 1
Q] = 3 > Rijrawr A wi, (2.10)
el

donde las funciones R;j;i; son las llamadas componentes del tensor curvatura R de M"
y en el referencial {e;}", estan dadas por R(e;,e;, ek, ;) = R;jr. En efecto, notemos
que

Rijui = (R(es, e5)en, e1) = Q(er, ;).
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Asi, tomando una base {w; A wy }r<;, vemos que

, , 1
QZ = Z Qg (6197 el)wk VAN w; = Z Rz-jklwk N W, = = Z Rijklwk A wp.
k<l k<l 2=

Observe que (R(ex, e;)e;, e5) = Qi(ex, €) = 3 RjswsAwi(e, e1) = Rijw = (R(e;, €5)ex, er).

s,t

El significado geométrico de tales formas es analogo al de las formas de conexién wf
A saber, para cada punto p € M" y cada par de vectores X,Y € T,M" la matriz

{(Qf )p (X,Y)} es la matriz de una aplicacién lineal
(RXy)p : TpMn — TpMn,
donde Rxy es el operador de curvatura de M™.

El punto clave en el método del marco de referencia es que las 1-formas w; y wf satisfacen

las ecuaciones de estructura de Elie Cartan, descritas en el siguiente Teorema.

Teorema 112. (Ecuaciones de estructura sobre M™). Sea M™ una variedad Rieman-
niana, p € M™ y U C M™ una vecindad de p. Sean {e;} un marco de referencia sobre
U con {w;} su marco de referencia dual, y w! 1 < 4,5 < n las formas de conexidn.
Entonces las derivadas exteriores de estas formas satisfacen:

(1) Las primeras ecuaciones de estructura

dw; =Y wp Awh, wF+wi=0, 1<i<n; (2.11)
k

(2) Las sequndas ecuaciones de estructura

dwg:waAwi+Qg 1<9,7 <n, (2_12)
k

donde Q¥ denota la forma de curvatura de M™.
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Prueba: Sean XY € x(U) cualesquiera. Desde la Proposicién 38 tenemos que
dwi(X,Y) = X(wi(Y)) = YV(wi(X)) —wi([X, Y])
= X<}/762> _Y<Xaei> - <[X7Y]vei>
= <Y7 VX€i> - <X7 VY€i>

|
=

<Y, ek)(VXei, €k> — <X, €k><Vy€i, 6k>

i
L

I
NE

{w; (Y)wf

(2

(X) = we(X)wf (V) }

1

b
Il
—

I
M=

(WF A wp)(X,Y)

>
Il
—_

[
|
NE

(we AwF)(X,Y) = é(w Awi)(X,Y).

=
Il
—

Ahora, probaremos las segundas ecuaciones de estructura. Se sigue de la Proposicion

38 que

dwl(X)Y) = X(W](Y)) = Y(w](X) - f([X,Y])
= X{(Vye;,e;) —Y(Vxei, e;) — (Vixyiei €j)
= (VxVye,e;) +(Vye;, Vxej) — (VyVxe;, e;)
—(Vxei, Vye;) — (Vix e €))
= %:(R(X, Yei, ej) + (Vyes, er)(Vxe;, ex) — (Vxei, er) (Vye,, e)
= 2{R(ei €)X, Y) + wi(YV)wi(X) — wi(X)wi (V)

J J

= ;Qf(X, Y) 4w (X)wp (V) = wf (Y)wi(X)
= SOUXY)+ (WrAw)X,Y).

Sobre R las ecuaciones de estructura se pueden reescribir como se describe en la si-
guiente proposicion.

Proposicién 113. Sea {e;}!, un marco de referencia sobre un abierto U C R"™ con
marco de referencia dual {w;},, y w! 1 <i,j < n las formas de conexidn de U en el
referencial {e;}?_,. Entonces las ecuaciones de estructura son dadas por

dw; => wpg Awp, 1<i<m (2.13)
k

dwf:wa/\wi 1<4,j<n. (2.14)
k
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Prueba: Sea a; = (1,0,---,0),...,a, = (0,0,---,0,1) la base canénica de R™ para
cada p € U. Sea x; : U C R® — R la funcién que corresponde a cada punto p =
(x1, -+ ,x,) € U la i-ésima coordenada. Entonces, dz; es la 1-forma diferencial en U
que satisface la condicién dz;(a;) = J;;, asi concluimos que {dz;} es el co-refencial
asociado al referencial {a;}. Luego, el referencial {e;} dado se expresa en término de

los a; mediante

e = ;Bijajv (2.15)

donde f;; son funciones diferenciables en U y, para cada p € U, la matriz (5;;(p)) es

una matriz ortogonal.
Puesto que, w;(e;) = d;; tenemos
w; =) Bidz;, (2.16)
J

diferenciado la ecuacién (2.15) tenemos Ve; = > df;ja;. Por otro lado,
J

Ve; = waek = ZWf(Z Brja;) = Z‘“’fﬁ’ﬁaﬂ"
k k J Jk

de aqui, por comparacion se sigue que
dﬁij :zk:ﬂkjwf7 | = 15"' y 1y (217)

por lo tanto, diferenciando exteriormente (2.16) y usando (2.17) obtenemos las primeras

ecuaciones de estructura, como sigue:

dw; =y dBinda; = (Z wfﬁkj) Ay = WiAY  Bigde; =) witwe =) wihwy,

J
para obtener la segundas ecuaciones de estructura, primero observamos que

w = ; dBy; Brs- (2.18)

En efecto, diferenciado la ecuacién (2.15) obtenemos

Ve; = Z d@z’jaj = Z (dﬁij Z 5kj€k> )
J k
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y como Ve; = Y wkey, concluimos que w? = >~ df;; B;-
k J

Ahora, derivando exteriormente la ecuacién (2.18) y usando (2.17) obtenemos

dwf = Z d(dﬂw) VAN Bkj + (—1)1 Z dﬁw A dﬁkj
J J

o (540) (540

J

= Zl: (wi; Ao wi Zﬁuﬁs])
s j

Observe que Y 31;8s; = 0i5. As,
J

dwf =>. (Wllc A ZWfZ&jﬁsj) => (Wé N ZWfCSZS)
l s 7 l s
=Y Wi Awj
l
=Y wAuwt
l

:Zwﬁ/\wl’“:wa-‘/\w;‘-C
! J

renombrando los indices tenemos, dw! = > wk A wy, tal como deseabamos. O
k

Proposicién 114. (Bianchi). Fijando un marco de referencia ortonormal {eq,--- ,e,}

en un abierto de la variedad Riemanniana M", sea {wy,...,w,} el marco de referencia

dual asociado, w] las formas de conexion y 2 las formas de curvatura correspondiente.
Se cumplen:

1. ZQ{/\wj:(), para todo 1 < i <mn,
j=1

2. 3 dY + QF Awl — WP AQL =0, para todo 1 <, j < n.
k=1

Prueba: Para la prueba del primer item, derivando en las primeras ecuaciones de
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estructura (2.13), obtenemos

n

(dwi) = 3 d(w] Awj)

j=1

(dw! A wj — w! A dw;)

0 =

U

Il
M=

<.
Il
-

(wf/\wi%—@f)/\w—wi/\(wf/\w@

I

S
bl
Il
—

wawiij+QZij—wawawk

15040

<
I
—

Qz A Wj,
donde, para obtener la ultima igualdad, cambiamos los indices j y k en la tltima parte

de la pentltima linea.

Para (2), derivando exteriormente en las segundas ecuaciones de estructura (2.14), ob-

tenemos

0 = d(dw)) = Z dSY + d(wh A wl)

= S dY 4 dwF Aw] — WA dwl
k=1

= > d (wﬁ/\w{“—i—Qf)/\wi—wf/\(w,i/\w{%—@i)
ki=1

n . .
= Z AV + Wt AP AW+ QAW —wE AW AW —wEAQ]

’
n

QJ—I—Q’“/\wk—w A

y cambiando k por [ en la iltima parcela de la pentltima linea, la prueba se concluye. O

Lema 115. Sea M"™ una variedad diferenciable y w una k-forma. Para cualquier campo
de vectores diferenciables X1, ..., Xgy1 en M™, se tiene:

(X, Xep) = 2 ()7 X(@(X e K X))
skt - - (2.19)
+ Z (—1>Z+JW([XZ',XJ‘],X1,...,Xi,...7Xj,...7Xk+1>,
1<i<j<k+1

donde el simbolo () indica que el elemento se omite.
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Prueba: Ver [17]. O

Observacion 116. La formula de (1) de la Proposicion 114 es la version en k-formas de
la primera identidad de Bianchi dada en la Proposicion 64. En efecto, fijemos XY, Z €
X(M™). Asi, para 1 <i <n,

0 = ﬁ:(ﬂ{ Aw)(X,Y,Z)
= 3K, Yy (2) — DX, 2wy (V) + QY 2y (X)
= i(R(emej)Xa Y)(Z,¢;) — (Rlei, ;) X, Z){Y, €5) + (R(ei, €)Y, Z)(X, ¢5)
= AR )ene)Z.6) = (RIX. Z)ew ) V. + (ROY. Z)e6) (X,
= (R(X,Y)e;, Z) — (R(X, Z)e;, Y) + (R(Y, Z)e;, X)
—  (R(X,Y)Z - R(X,2)Y +R(Y,2)X, &)

de manera que

R(X,Y)Z + R(Z, X)Y + R(Y, Z)X = 0.

En cuanto a la equivalencia entre (2) de la Proposicion 114 y la sequnda identidad de
Bianchi, la formula de Kozul es itil para la prueba. En efecto, por el Lema 115 tenemos,

A (XY, Z) = X(QY.2)) - Y(QX,2)) + Z(Q(X,Y))
—QU[X,Y],Z2)+ QU[X,Z),Y) - QY, Z], X)
= X(R(el>€]7YZ>) Y(R (ez,e],X Z))+Z(R(€176J’X Y))
~R(ei ;. [X,Y], Z) + Rlesse;, [X, 2], Y) — Rlei,e5,[Y. 2], X)
— X(R(ei,c;, Y. Z)) — Y(R(eirc;, X, 2)) + Z(R(esrc;, X,Y))
—R(@i, €5, VXK Z) + R(ei, €5, VyX, Z)
+R(6i6j, VXZ, Y) - R(ei, €5, VzX, Y)
—R(BZ‘, €j7VYZ, X) - R(Bi, €j7VZY,X)
= X(R(@i,€j7Y, Z)) - R(ei,ej, VXK Z) - R(€i,€j7Y7 VXZ)
+Y(R(6“ €j, Z, X)) — R(@Z‘, €j, VYZ,X) - R(@Z‘, €j, Z, VYX)
+Z(R(e; e, X,Y)) — R(es, e, VzX,Y) — R(e;,ej, X, VzY).

Por otro lado,

(X, Y)wl(Z) = QX Z)wi (V) + QF(Y, Z)wi(X)

M=

S AW)(X,Y,2) =

i
)

[
NE

—R(e; e, X, Y)w;“(Z) + R(e;, ex, X, Z)wf(Y)
—R(eg, e, Y, Z)Wf(X)
= Y (R(X,Y)e; er)(Vzej er) + (R(X, Z)ei, ex)(Vyey, ex)

k=1
= —R(X, Y, €, VZej) + R(X, Z, €, Vyej) - R(Y, Z, €, VXej)
= —R(Gi, Vzej,X, Y) - R(ei, Vyej, Z, X) - R(ei, Vxej,Y, Z),

B
Il
—
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y analogamente,

D (WEAQ(X,Y, Z) = R(Vzei,e;, X,Y) + R(Vyei ¢, Z, X) + R(Vxei e, Y, Z).

k=1

Luego, sustituyendo las tres expresiones anteriores en la formula (2) de la Proposi-
cton 114 obtenemos

0 = (VxR)(ei,e;,Y,Z)+ (VyR)(eiej, Z,X)+ (VzR)(ei, e, X,Y)
= (VR)(627 ej7Y7 27 X) + (VR)(ei7€j> Z7 Xa Y) + (VR)(ei,ej,X,Y, Z)

Ahora, como VR es un 5-tensor, se sigue de la relacion anterior que
(VR)(V.W,Y, Z, X) + (VR)(V.W,Z, X,Y) + (VR)(V,W, X, Y, Z) = 0
para todo VW, XY, Z € x(M).

Las formas de curvatura €} permiten definir varios tipos de curvatura sobre M", siendo
la més importante la curvatura que pasaremos a introducir.

Definicién 117. Sea M"™ una variedad Riemanniana con métrica (-,-). Fijando un
punto p € M", o C T,M™ un subespacio bi-dimensional y una base {X,Y} de o, el
numero real

(R(X, Y)Y, X)
X7X><}/7Y> o <X7Y>2,
donde R denota el operador de curvatura sobre M™, es llamado curvatura seccional de
M™ en p alo largo de o.

KM” (pa U) = <

La simetria del operador de curvatura R garantizan que Kjpm(p, o) es independiente
de la base ortonormal {X, Y} escojida, siendo por lo tanto intrinsecamente asociada al
2-plano o de T,M™".

Definicién 118. Decimos que una variedad Riemanniana M™ es isotropica enp € M"
st Ky (p, o) es independiente del subespacio bidimensional elegido o C T,,M", es decir,
st todas las curvaturas seccionales en p tienen el mismo valor.

El préximo resultado caracteriza la curvatura seccional.

Proposicién 119. Sea M"™ una variedad Riemanniana, p un punto de M"™ y{eq, ..., e,}
un marco de referencia en una vecindad de p con marco de referencia dual {wy, ..., w,}
y formas de curvatura €. Entonces M™ es isotropica en p si y solo si existe K, € R
tal que ‘

Qj = —NpWw; /\wj, (220)

)

para todo 1 < 1,7 < n.
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Prueba: Supongamos primero que M" es isotropica en p, de manera que

para algin K, € R y para todo X,Y € T,M". Sean X = a;e; y Y = bse;, calculos

inmediatos nos permiten ver que

<R(X, Y)Y, X) = Rijklaibjbkal

(X, X)Y)Y) —(X,Y)? = (Qudjr — dudji)aibbrar,

de manera que

Rijklaibjbkal = Kp((sz‘[(;jk — 5ik5jl)aibjbkal. (222)

Asi, como X,Y € T,M"™ son arbitrarios, concluimos que se cumple (2.22) para todo

a;,a;,b;, b, € R, y de aqui
Rij = Kp(6ud1 — 0ikj1), (2.23)

para todo 1 <, 7, k,l < n. Por lo tanto, a partir de (2.10), obtenemos

Qg = %Kp(aildjk — (5ik5ﬂ)wk A w
= %Kp(w]' AN —wi/\wj)
= — pwz- A Wj.
Reciprocamente, si se cumple (2.20) para algin K, € R y para todo 1 < 7,57 < n,
entonces nuevamente la ecuacién (2.10) nos lleva a (2.23). De aqui, una inversién en los

célculos anteriores permiten concluir la validez de (2.21), es decir, la isotropia de M"

en el punto p. O

Observacién 120. Decimos que la variedad M™ tiene curvatura seccional constante,
cuando K(p,o) es independiente tanto del punto p € M™ como del subespacio o C
T,M"™. Este es un caso extremo de isotropia, y la curvatura seccional sobre M"™ es
denotada simplemente por K.
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El siguiente resultado garantiza que bajo ciertas condiciones, tener curvatura seccional

constante equivale a la isotropia en todos los puntos.

Teorema 121. Sea M™ con n > 3, una variedad Riemanniana conexa. Si M" es
1sotropica en todo p € M™, entonces M™ tiene curvatura seccional constante.

Prueba: Sea {ej,...,e,} un marco de referencia en un abierto de M™, con marco de
referencia dual {ws,...,w,} y formas de curvatura €. La Proposicién 119 garantiza la

existencia de una funcién (suave) K : M™ — R tal que
Qg = —Kwi A Wy,

para todo 1 < 7,5 < n. Por lo tanto, las primeras ecuaciones de estructura (2.13) y la
condicién anterior, tenemos
Y = —dK Aw; Awj — Kdw; A w; + Kw; A dw;
= —dK Nw; \w; —wa/\wk/\wj%—Kwi/\wf/\wk
= —dK ANw; Awj +wi A (—Kwp Aw;) + (—Kw; Awg) Awh
= —dK Aw; Awj +wf AQL 4+ QF AW,
por lo tanto,

—dK Awi Aw; = dQY —wF AQL 4+ QF AWl

Por la identidad de Bianchi dada en la Proposicién 114 tenemos que el lado derecho es
nulo, de manera que

dK/\wi/\w]‘ZO,

para todo 1 <, 7 < n. Pero como n > 3, la relacion anterior implica que dK = 0 sobre

M™, y la conexidad de M" asegura que K es constante. O

Ahora, considere una inmersion isométrica ¢ : M™ — M de una variedad diferen-
ciable M™ en una variedad Riemanniana 3" con métrica (-, -)gpn+1- La restriccion de
la métrica de M a campos de vectores en M" determina una métrica Riemanniana
en M™, la cual es inducida por m Nosotros, consideraremos M™ con tal métrica.
Asi, M™ puede ser vista como una subvariedad de M y es posible extender un marco

. . —n—+1
referencial sobre M™ a uno sobre una vecindad de M .



65

Seap e M™y{ey,...,en,enr1} un marco referencial en una vecindad V' C M de D,
tal que {eq,...,e,} es tangente a M™ y e, 1 es normal a M™ alo largo de U = VN M™.
Para 1 <1,7 <n+1, denotemos respectivamente por w;, w{ y ﬁz el marco de referencia
dual, las formas de conexién y las formas de curvatura en V' del marco de referencia
{€iy...,en,enr1}. Analogamente, para 1 < i,j < n, denotemos respectivamente wi,wg
y Qf el marco de referencia dual, las formas de conexiéon y las formas de curvatura en

U del marco de referencia {es, ..., e,}.

Dada una k-forma diferenciable § en V, su restriccién a los campos en U define una
k-forma 0|y en U. Las formas diferenciables (@;)|y, (@ )|y sobre U estan relacionadas

a las formas diferenciales w;, w! y /. En este sentido tenemos,

Lema 122. Con las notaciones previas, se cumplen

1. wi = (@)|v para 1 <i<ny (@pga)|v = 0.
2. wl = @)y para 1 <i,j < n.

)

Prueba: Para la prueba del primer item, sea M™ con la métrica inducida por WH,
1 <i<nyX € x(U) tenemos que w;(X) = (e;,X) = w;(X) = (@)|v(X),
de aqui w; = (w;)|y. Por otro lado, como (e,;1,X) = 0 sigue que (W,11)|v(X) =

Wnt1(X) = (ens1, X) = {ent1, X) = 0, lo que implica que (W,41)|y = 0.

Para la prueba de la segunda parte, sean X,Y € x(U). Por las primeras ecuaciones de

estructura (2.11) y usando la relacién del item (1), para 1 < i < n tenemos

3
T
s

(dz)(X,Y) =

™

@ AT (X,Y) = z @ AT;)(X,Y)

<
Il
_

Il
M

I
—

(@)lo A @)l (X,Y) = anl((w?)lv A (W) (X, Y).

J

Por otro lado, como [X, Y] € x(U), de la formula de Koszul (2.19) dada en el Lema 115,

usando nuevamente las primeras ecuaciones de estructura (2.11) y (1), para 1 <i <n
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tenemos que

(d@)(X,Y) =

Comparando las dos expresiones anteriores para (dw;)(X,Y’), sigue de la arbitrariedad
de los campos X e Y que, para 1l <i<n

n

Z(@MU —w))Aw; = 0.

j=1

Luego por el Lema 110 se sigue que (w{)\U = wf, para todo 1 < i, 7 < n; lo que concluye

la prueba. O

En la siguiente proposicién establecemos una relacion entre las formas de curvatura

sobre M" y M

Proposicién 123. La ecuacion de Gauss, satisface
(@)l =@ = @l A @hs)lo

para 1 < 1,7 < n.

Prueba: Usando (2) del Lema 122 se deduce que

3
T
=

(d)ly = Y@ ATl + ()l
1

e
I

@H)o A @)l + @) A @ )|o + ()]o

I
M=

i
I

I
hE

wF Awl + @) o A @) + ().
k

Il
—

Por otro lado, por la férmula de Koszul (2.19) dada en el Lema 115 y usando nuevamente

(2) del Lema 122 se sigue que

(d) |y = dw! =) " wh Aw] + Q.
k=1
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Comparando las dos expresiones anteriores para (dw{ )|, obtenemos la igualdad desea-

da, y la prueba concluye. O

Para evitar exceso de notacién, y cuando no exista posibilidad de confusion denotaremos
., —n—+1 —

también sobre M~ por wy, ..., w41 las formas duales, y por w), 4,5 =1,...,n+1 las

formas de conexién. Tales formas satisfacen las primeras ecuaciones de estructura

n+1
o J ‘ J i
dw; = E w; Nwj, w; +w; =0.
J=1

’ ’ =7 —n+1 . .
Més aun, la forma de curvatura €2, de M satisface, las segundas ecuaciones de

estructura:

n+1
Q :dwf—wa/\wi, ih,j=1,....,n+1.
k=1

)

..y —mn+1 . .
De acuerdo con la Proposicion 119, tenemos que M tiene curvatura seccional cons-

tante igual a ¢ si y solamente si

Q= —c w; A\ wj. (2.24)

2

w5 n+1 . .
Segun (1) del Lema 122, las formas sobre M restrictas a M™ satisfacen que w11 = 0.
.y . ——n+1 .. , . .

Las formas de conexion de M" seréan las de M restringidas a M"™ y ain satisfaciendo:

n

dw; = E w] ANwj, w] +w;=0, parai,j=1,...,n
j=1
Asi, puesto que ! es la forma de curvatura de M", por las segundas ecuaciones de
estructura tenemos
n
Q = dw! — E WEAwWl, i i=1,...,n.
k=1

Por lo tanto, la ecuacién de Gauss, dada en la Proposicion 123 puede ser escrita como

(2 2

Q=0 —wrt AW (2.25)
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Maés atn, la ecuacion de Codazzi es dada por

Qo =do , — k;wfm Awl. (2.26)

Por el Lema 109 tenemos que

n
n+l __ —
W = g hijws, — hig = hyi,
j=1

la segunda forma fundamental de M™ denotada por h es dada por:
n
h = Z hijwiwjen1,

ij=1

ademas, la norma al cuadrado h, usualmente denotada por S es,
n
S = Z h’zzjv
ij=1

y la curvatura media H de M" es,

nH:=> " h. (2.27)
=1

Establecemos una versién de la Proposicién 85 en el caso m = 1, en el contexto del méto-

do de marco referencial. Especificamente, el préximo resultado relaciona la conexion de
. .. ——n+1

Levi-Civita de M™ y M~ .

. —n+1 . . . . . T —
Corolario 124. Sea M una variedad Riemanniana con conexion de Levi-Civita V,

y M™ C M una hipersuperficie junto con una métrica inducida. S V es la conexion
de Levi-Clivita de M™, entonces para p € M™ y X, Y € x(U), tenemos

(VxY)(p) = (VxY)T(p), (2.28)

que es la proyeccion ortogonal de (VxY)(p) € TPWH sobre T, M™".

Prueba: Sea {ej,...,e,11} un marco de referencia ortonormal en un abierto V' C

——n

M +1, tal que e,41 es normal a M™ a lo largo de U = V. N M™. Por (2) del Lema 122
se sigue que

(Ve e5) =wl(X) =wl(X) = (Vxei¢;),

7
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para X € x(M™) y 1 <14,j <n. Por lo tanto,

n n

Vxei = > (Vxeiej)e; = > (Vxeieje; = > (Vxe) T ej)e; = (Vxe) T,
j=1

J=1 J=1

luego, si Y € x(M") es tal que Y = > a;e; en U, obtenemos
=1

VxY = > Vx(aie) = > (X(a;)e; + a;Vxe;)
] =1

= f:(X(ai)ei +a;(Vxe)T) = Zn:(X(ai)ei +a;Vxe;) '

Recordemos que la conexién de Levi-Civita V sobre R” es simplemente la derivada di-

reccional de campos de vectores. Mds precisamente, si X (p) = (a1(p),--- ,an(p)), Y(p) =
(b1(p),- - ,by(p)) son campos de vectores sobre R" tenemos
0X day day, day dan
VX:—: —, = f— bi_""7bi_ ,
YT oy <aY’ aY) ( o; 6%)
donde (zy,---,x,) denotan las coordenadas candnicas de R™. Por lo tanto, si X €

xX(R™1) es el campo determinado por el vector posicién, es decir, tal que X(p) = p
para todo p € R"*!; tenemos
VyX =Y, (2.29)
para todo Y € y(R"™).
Ejemplo 125. La esfera 3—dimensional
S? = {(w1, 19,73, 74) € RY 2] + 25 + 23 + 23 = 1}

con la métrica inducida de R*, tiene curvatura seccional constante igual a 1.

En efecto, fijemos un marco de referencia ortonormal {e;, es, €3,€e4} en una vecindad V
de p en R, con {e1,eq, e3} tangente y e4 normal a S* a lo largo de U =V N S®. Por la

Proposicion 123 y usando el hecho que ﬁf =0, 1<i,7 <4 (donde como antes ﬁf
denotan las formas de curvatura de R*) se obtiene

Q = @Hw A @)lo- (2.30)
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Ahora, como es es la restriccion a U del campo de vectores determinado por el vector
) 3
posicion en R, se sigue de la ecuacién (2.29) que

(@] (X) =T (X) = (Vxes,¢5) = (VxN, ;) = (X, ) = w;(X), (2.31)
para X € x(U) y 1 < j < 4. Por lo tanto, como X es arbitrario, se tiene que ()|y =
wj, analogamente, (@;)|y = —(@))|v = —w;. Sigue finalmente de (2.30) que

Qz = —Ww; A (,dj,

y por la Proposicion 119 se concluye que S tiene curvatura seccional constante igual a
1.

Ahora, estableceremos algunos aspectos relacionados a la teoria de inmersiones minimas.
Comenzaremos, con una definicion importante en el ambito de las inmersiones y el
método del marco referencial.

s s s S ntm . L Ly .
Definicién 126. Sea ¢ : M" — M una inmersion isométrica. Un referencial

— — . = ——n+m R .
ortonormal {€1, -+ ,€nym} en un abierto U C M se denomina referencial adaptado

a la inmersion si las restricciones de €y, -+ ,€pem a U = UNM™ forman un referencial
en U.

Definicién 127. Sea « la sequnda forma fundamental de la inmersion ¢, U un abierto
de M™, y sean {ey, - ,en, M, ,Om} un referencial adaptado a U C M™. Considere
el campo

H = 2a(e;,e) € x(M™)*,

definimos el vector curvatura media de @ en un punto p € M"™ como el valor en p del
campo de vectores H € x(M™)* dado por

1
H= Etr( Ay n;- (2.32)

Observemos que el campo (2.32) esta bien definido, puesto la forma que tiene indica
que es independiente tanto del referencial tangente {ej,--- ,e,} como del referencial

normal {n, -+, N}

Definicién 128. Una inmersion ¢ : M"™ — M se dice minima si H = 0, esto es,
si para todo p € M™ y todo n; € (T,M™)* se tiene que tr(4,,) = 0.

Lema 129. Sean ¢1 : My — My y ¢ : My — M3 inmersiones isométricas, entonces
T
H¢>1 = (H¢>20¢>1) )

donde Hy, denota el vector curvatura media asociado a la inmersion ¢, .
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Prueba: Ver [28]. O

Proposiciéon 130. La aplicacion
1
.St x St — 53, = (¢1,¥2),
¢: () x $'(5) 0 = (p1,)

es una immersion minima. Aqui, ¢; Sl( s) = R? denotan las inmersiones candnicas

usuales, y Sl( ) la esfera 1- dzmenswnal de radio r = \/Li

Prueba: Sea v un vector tangente a la esfera S®, tenemos

_ 1 — 1
AN = —(V,N)" = ;(va)T = -v,

donde V denota la conexién sobre R*, A el operador de Weingarten asociado a la

inmersion canonica ¢; : Sl( 5) = R? i = 1,2 ¢;(2) = 2 en relacién al campo normal
unitario N = (_i_ En otras palabras, A = 1] d, donde Id es el operador identidad.
vz

Por lo tanto

Considere la aplicacién @ : Sl(%) x S'(75) — R? x R?. definida por

o

~—

D(21, 22) = (21, 22),

el vector de curvatura media es dado por

1
H@ = §(H</w 4.02) = _(21722)7
considerando M; = Sl(\%) X Sl(%) s =83 My =R ¢y =0y py: S — R% en

el Lema 129, tenemos

HSD - H@ € (TS3)J_7

con p = ¢ 0 ¢1. Como Hz = —(21,22) = A(21, 22) = A\p, para A = —1, tenemos que
Hgl|g, por otro lado

Hj|lp < H, = H; € (TS*)* & H, = 0.

Por lo tanto, ¢ es una inmersién minimal. O
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2.3. Laplaciano sobre una Variedad Riemaniana

En esta seccion, introduciremos algunos aspectos relacionados a las nociones de gra-

diente, Laplaciano y divergencia, sobre variedades. Introducimos la siguiente nocién

Definicién 131. Sea M"™ una variedad Riemanniana, f : M™ — R una funcion dife-
renciable. Llamamos gradiente de f en p € M", denotado por V(f,), al inico vector de

T,M", definido por
(Vf(p), X(p)) = Xp(f)

para todo X € x(M™). Aqui, (-,-) denota el producto interno dada por la métrica g
sobre T, M".

Proposicién 132. Sea M™ una variedad Riemanniana, f : M™ — R una funcion
diferenciable y {e1, -+ ,e,} un marco de referencia ortonormal en una vecindad abierta

U e M". Entonces,
Vf= Z ej(f)e;
j=1

dicha iqualdad es independiente del marco de referencia elegido.

n
Prueba: Sea X = ) a;e; el campo de vectores sobre U, tenemos
i=1

n n

X(f) =D wmeilf) = D (ewes(Neg) = (X, 3 es(f)es)

i=1 ij=1

y desde la Definicién 131 se concluye la primera parte.

Si {ey,---,€,} es otro marco de referencia ortonormal sobre U, tenemos €; = ) a;je;,
n - - n n -
luego, 3 &(F)& = % ayayer(fe= 3 duer(fer= 3 exlfen m
Jj=1 k,j,l=1 k=1 k=1

Observacion 133. Cuando M"™ = R", tomando e; = E;, 1 <1 <mn, como el i-esimo
campo canonico en R™ podemos escribir

of p of of
V= ZE < O, ((99(:1 "’axn)’

esto es, (Vf)(p) = (g—jl(l?);"' ,%{(P))-
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Proposicién 134. Sea M™ wuna variedad Riemanniana, f : M™ — R una funcion
diferenciable. Dadosp € M"™ yv € T,M", sea~y : (—e€,€) — M" una curva diferenciable
tal que v(0) = p y +'(0) = v entonces

(V5,0 = (70 @limo.

Prueba: La prueba se sigue directamente de la Definicién 131. O

Proposicién 135. Sea M"™ una variedad Riemanniana con métrica (-,-), f,g : M™ — R
y ¢ : R — R funciones diferenciables, se satisfacen:

1.V(f+g) =Vf+Vyg,
2. V(fg) =gV f+ fVy,
8. V(o f)=¢(f)VS.

Prueba: Sea X un campo diferenciable sobre M", tenemos:

(V(f+9),X) = X(f+9) = X(f) +X(g) = (V[,X) +(Vg,X) = (V[ + Vg, X),

también,

(V(fg), X) = X(fg) = gX(f) + fX(9) = gV, X)+(fVg, X) = (gVf+ fVg, X).

Finalmente, sea p € M", v € T,M"™ y v : (—€,€) — M"™ una curva diferenciable tal que

7(0) = p y +4'(0) = v, por la Proposicién 134 se sigue que,
(V(gof),v) =500 for)()lizo= &' (f(2) G(f 0N ()li=o = (¢ © [I{Vf. ). =

Proposicién 136. Sea M"™ una variedad Riemanniana con métrica {(-,-), f: M™ — R
una funcion diferenciable, U C M"™ una vecindad coordenada, y {%,--- ,a%} un
marco de referencia en U. El gradiente de f en U es dado por

_ af o
Vf= ML~
f k,;lg &cl 8xk
En particular,
Vi = 3 g Lo

)
k=1 aﬁCk aﬂfl

donde g*' denotan los coeficientes de la inversa de la matriz G de la métrica sobre M™.
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Prueba: Sea Vf = > aki, entonces
k 0wy,

af 9 n 9 0 n
o <vf’8_xl> = ;ak <8_a7k78_xl> = ;akgkla

n

n n

klOf _ ki, _ _ :

de manera que, > g P = Z a;g" g1 = Z a;jlrj = ai, y se concluye la primera parte.
=1 7,l=1 j=1

Por otro lado,

S = $ (0 00

)
k,lm,j=1 (91:1 al'k Gacj al’m

> g’“lgmjgkmﬁﬁz > g 0L 0F _ ) g’“lﬁﬁ

jk :
el =1 0r 05 1= Or 0x; 217 Oxy Oy,

Definicién 137. Sea M™ una variedad Riemanniana con conexion de Levi-Civita V.
Sea X un campo de vectores diferenciable sobre M"™. Llamamos Divergencia de X a la
funcion diferenciable divX : M™ — R dada por

(divX)(p) = tr{v = (V,X)(p)}, pe M",
donde v € T,M" y tr denota la traza de la matriz de la aplicacion lineal v — V, X (p).

Definicién 138. Un marco de referencia ortonormal {ey,--- ,e,} en un abierto U C
M™ es llamado geodésico enp € U si (V.,e;)(p) =0 para todo 1 <i,5 <n,pe M".

Proposiciéon 139. Sea M™ una variedad Riemanniana con métrica (-,-) y conexion

de Levi-Ciwvita V. Sea X un campo diferenciable en M", {ey,--- ,e,} un marco de

referencia ortonormal en una vecindad abierta U C M™. Si X = > a;e; en U, entonces
i=0

divX =% ei(a;) — (Ve X). (2.33)

=1
En particular, si el referencial es geodésico en p € U, entonces

(divX)(p) =Y _ ei(a;)(p).

i

Prueba: Por definicién y usando la Proposicion 60, tenemos
divX = > (Ve X,e;) => eiX,e) —(X,Vee:)

=1

S
Il
—

-

-
I
—

ei(a;) — (Veei, X),
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la dltima parte sigue directamente desde la expresion anterior y la definiciéon del refe-

rencial geodésico. O

Observacién 140. St M" = R", tomando ¢; = E;, 1 < i < n, el i-esimo campo
canonico en R™ tenemos

divX = i Eia;) = i gz
i=1 '

i=1
puesto que los campos canonicos forman un referencial geodésico cada punto de R™.

Proposicién 141. Sea M" una variedad Riemanniana con métrica (-,-) y conezion de
Levi-Civita V. Sean X,Y campos de vectores diferenciables en M™ y f : M"™ — R una
funcion diferenciable, entonces

div(fX) = fdivX + (Vf, X) (2.34)

Prueba: Sean X = > a;e; e Y = ) be; dos campos de vectores en M™, usando la
i i
Proposicién 139 tenemos

div(fX) = YAVe(fX),e) =2 (ei( /)X + fVe, X, )
(

7

= Yelen X) + F(Ve X, e0)

(2

= (Vf,X)+ fdivX.

Definicién 142. Sea f : M™ — R una funcion diferenciable. El Laplaciano de f es la
funcion Af : M" — R dada por

Af = divo(V ),
donde V se establece para el gradiente de la funcion f.

Proposicion 143. Sea M™ una variedad Riemanniana con métrica g y sean f,¢ €
F(M™), se cumple
div(fV¢) = fA¢+g(Vf, Vo) (2.35)

Prueba: Haciendo X = V¢ en la ecuacion (2.34) se concluye la prueba. O

Ahora daremos una expresion para el Laplaciano de una funciéon en términos de un

marco de referencia ortonormal.
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Proposicién 144. Sean M"™ una variedad Riemanniana con conexion V, f : M" —
R wuna funcion diferenciable y {ey,...,e,} un marco de referencia ortonormal en un
abierto U C M™. Entonces

Af =2 eile(f)) — (Vee)f. (2.36)

=1

En particular, si el referencial es geodésico en p € U, entonces tenemos en p que

= ;Z:lei(@i(f))- (2.37)

Prueba: Note primero que Vf = Z e;(f)e; en U. Ahora, por la Definicién 142 del

Laplaciano de una funcién y la Proposu:lon 139 sigue,

Af = Zel ei(f)) — (Vee, VF) = Zei(ei(f)) — (Ve f.

Observaciéon 145. Cuando M"™ = R"™, podemos tomar e; como los los campos canonicos
coordenadas F; de R™, los mismos que forman un marco de referencia geodésico en cada
punto de R™. Por lo tanto, se sigue de (2.37) que

Af = Z Ez(Ez(f)) = an

L~ Ox2’
i=1 2

Ahora, enunciaremos un resultado conocido como Lema de Hopf.

Teorema 146. (Lema de Hopf) Sea M™ una variedad Riemanniana compacta, coneza,
y feF(M™) tal que
Af >0,

entonces f es constante

Prueba: Primero, demostremos que
Af =0,
sobre M". Integrando y aplicando el Teorema de Divergencia tenemos que

OS/nAfdv:/ndiv(Vf)dv:
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donde asumimos que M? tiene frontera dM™ = 0. Por otro lado, sustituyendo f = ¢ en

la ecuacion (2.35) del Teorema 143, obtenemos

div(fVf) = fAf +g(V I, V]).

Nuevamente, integrando y usando el Teorema de Divergencia, tenemos

o= [ divieve)= [ par+ [ juse

Como el primer término del lado derecho es cero, se sigue que
/ IVfIF =0,
Mn

IVfl =0,

lo que implica que

sobre M"™. Por lo tanto, f es constante. O



Capitulo 3

Superficies minimales sobre la
esfera 3—dimensional

En este capitulo, es introducido el invariante geométrico conocido como angulo de con-
tacto, en orden a estudiar las superficies inmersas en la esfera tri-dimensional. En
este contexto, establecemos una expresion explicita para la curvatura Gaussiana y el
Laplaciano para la superficie minimal inmersa en S3. En particular, establecemos una
caracterizacién del toro de Clifford inmerso en la esfera tri-dimensional S? via el método

del marco referencial y las ecuaciones de estructura asociadas a la inmersion.
Iniciaremos este capitulo introduciendo el angulo de contacto para superficies inmersas.
Sean z,w € C?, definimos el producto Hermitiano por

(Z, 'LU) = zlﬁl + 22@27

donde w denota el conjugado de w.

Sobre C? definimos el producto interno (z,w) = Re(z,w). Aqui, Re denota la parte

real.

Definicién 147. Sea S = {z € C|(z,2) = 1} la esfera unitaria, definimos la distribu-
cion de contacto en S®, por

6, = {v e T,S?|(¢,v) = 0},

78
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la cual es ortogonal al campo de vectores de Reeb en S dado por £(z) = iz.

Observacién 148. La distribucion § es invariante por la estructura compleja de C2.

En lo que sigue, sea M? una superficie inmersa en S°.

Definicién 149. EI dngulo de contacto 3 : M?* —]0, 21 es el dngulo complementario
entre la distribucién de contacto & y el espacio tangente TM? de la superficie M?.

Observacién 150. Sea {fi, f2, f3} un marco de referencia local de S* dado por f; = z*,

fo =izt y f3 =iz, donde 2+ = (=Z2,%1), y {wi,ws, w3} el marco de referencia dual
asociado, entonces las formas de conexion se resumen a w?, W = wo, Y W = —wy, por
lo tanto la derivada covariante en S® es dada por

Dfi=wifs4+wafs Dfs=wifi—wifs y Dfs=—wafi+wifo (3.1)
En efecto, si D es la derivada covariante en C?, tenemos que para todo v € T,S?

ﬁvfi& = bvf3 - <U7 f3>Z, (32)

donde z es el vector posicion que determina la orientacion de S®.

Observando que D, f3 = wi(v) fi+w2(v) fa, ﬁvfg =10 yv = wi(v)f1+ws(v) fotws(v)fs,
deducimos, sustituyendo en (5.2), que v = w3 (v) f1 —wi(v) fa+ (v, f3) f3. Esto demuestra
que w§ =wp Y wf = wy como lo habiamos senalado.

Ahora supongamos que fi € T.M? N &, y consideremos {fi,u} una base ortonormal
de T.M?. Con esta eleccién tenemos que cos(8) = (fs,u) y obviamente u = afy + bfs,
con b= (u, f3) = cos(B) y a = (u, fo) = sin(5). Podemos ver que

er. = h
€y = u

= sin(fB)fa + cos(B) f3 (3.3)
es = —cos(f)fs+sin(f)fs,

donde 3 es el dngulo entre es y f3. {€1, €2, €3} es un marco de referencia en S adaptado
a M? con marco de referencia dual asociado

01 = w1
0y = sin(f)ws + cos(f)ws (3.4)
05 = —cos(f)ws + sin(f)ws,
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3.1. Curvatura Gaussiana y Laplaciano de una superficie mi-
nimal

En esta seccion, deduciremos las ecuaciones para la curvatura Gaussiana y para el

Laplaciano de una superficie minimal inmersa en S en términos del &ngulo de contacto.

Teorema 151. Sea M? una superficie minimal orientable inmersa en S®, entonces la
curvatura Gaussiana K de M? en términos del dngulo de contacto es dada por

K: 1 - |Vﬁ—|—61|2.

Prueba: Sea {61,02,603} el marco de referencia dual de {ey,es2,e3} dado como en la

Observacién 150, por

91 = W,
Oy = sin(f)ws + cos(f)ws,
05 = —cos(fB)ws + sin(f)ws.

Sobre M? tenemos que 63 = 0. Entonces obtenemos la siguiente ecuacién

sin(f)ws = cos(f)ws.

Ahora, multiplicando 6 por sin(/3) tenemos que

sin(f)8, = Sm( ) + cos(B) sin(5)ws
= sin’(8)ws + cos?(3)ws

Similarmente, tenemos que ws = cos(/3)0,. Asi, derivando exteriormente #; tenemos que

d91 = dw1 wa A CUQ + w3 A w3

sin(f3)02 A w2 — cos(5)fa A wo
sin(3)02 A wy — cos(3) sin(B3)02 A 65
—sin(B)ws A 0y — cos(B) sin(3)0 A Oy
= —sin(f)(wy — cos(B3)62) A ba,

por lo tanto

df; + sin(B)(wy — cos(B)82) A By = 0.
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Ahora, derivando exteriormente #, obtenemos

dfy = cos(B)df N wy + sin(f)dwy — sin(5)dS A ws + cos(f)dws

= cos(B)dB A wy + sin(B)(wy A w? + ws Aw?) —sin(B)dB A ws
+cos(f) (w1 A wi + wy A w3)

= cos(B)sin(B)dB A wsy + sin(B)wi A wi + sin(B)ws A w3 — sin(B) cos(B)dB A Oy
+ cos(8)01 A wa + cos(B)wa A wi

= sin(8)0; Aw? +sin(B) cos(8)02 A 01 + cos(B) sin(3)6; A b5
sin(3)6; A w? + cos() sin(B)0; A b5

= —sin(B)(w? + cos(B)0) A 01,

por lo tanto

dfy + sin(B)(w? + cos(B)0y) A Oy = 0.
Por 1ltimo,

df; = sin(B)dB A wy — cos(ff)dws + cos(B)dS A ws + sin(f5)dws
= sin(B)dS A wy — cos(B) (w1 A w? + ws A w3) + cos?(B)dSB A by
+sin(B) (w1 A3 +wa A ws)
= dB N0y —cos(B)0 Aw? — cos?(B)0y A Gy + sin?(3)0; A Oy
— Sil’l2<ﬂ)62 N 01
= dB A0y —cos(B)0 Aw? + (1+ sin?(3))6; A s,

por lo tanto

dfs = dB A 0y — cos(B)ws A w' + (1 +sin(3))0; A bs.

Asi, como dfy = 0, A 02, la forma de conexién de M? esta dada por
0} = sin(B)(wi — cos(B)0y). (3.5)

Derivando e3 en la base {ej, es}, tenemos los coeficientes de la segunda forma funda-
mental

D€3 = 9%61 + 6%62,

donde D denota la derivada covariante sobre M?2. Por las primeras ecuaciones de es-

tructura (2.11) dadas en el Teorema 112 tenemos que

Por otro lado, observe que
dfs = dB A by — cos(B)ws A0y + (1 +sin?(3))0 A by

= COS(B)Ql /\% +sin2(5)91 A 02 — 62 A dﬁ — 92 A 01
= —91 A (— COS(B)(A}% — sinz(ﬁ)Gg) — 02 N (dﬁ + 91)
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Comparando, obtenemos los coeficientes

0 = —cos(f)wi — sin*(B)0s
62 = dB+ 6.
Ahora, como en M? sabemos que df3 = 0, evaluando (ey, ;) y haciendo dB(e;) = f3;
obtenemos
0 = 601 A0 (er,ea) + 0 AO3(er,e2)

01(e1)03 (e2) — 07 (e1)01(e2) + O2(e1)05(e2) — 05 (e1)02(e2)
03 (e2) — 05(e1)

= cos(B)ws(ez) + sin’(B)ba(e2) — [—dB(er) — b1 (e1)]

= cos(B)ws(e2) +sin*(B) + B + 1,

por lo tanto

Bi (1+5sin*(B))

! = — — . 3.6
T B T eos(d) 20
La condicién de minimalidad es equivalente a la siguiente ecuacién
9%/\92—93/\6‘1 :0,
por lo que, evaluando en (e, e3), obtenemos
0 = 0?/\62(61,62) —93/\01(61,62)
= 0i(e1)fa(e2) — 07 (e2)02(er) — [03(e1)0:(e2) — 03(e2)bh(e1)]
= 0i(e1) +03(e2)
= cos(B)wa(er) — Bo,
por lo tanto
o
1 p—
ws(e1) cos(B)’ (3.7)

Por otra parte, como 0 = 61(e;)0; + 63(e3)fs, podemos evaluar e; en 6} de (3.5), y

utilizando (3.7) y (3.6) obtenemos
0, = sin(B)wy(er)f + sin(B)(wy(e2) — cos(B))0
= sin() (B0 + (P2 — cos(8))0s)
= tan(B)(B201 — (B +2)02),

por lo tanto
Similarmente, deducimos que

0F = —Ba01 + (81 + 1)ba,
9?% = (/31 + 1)01 + Bas.
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Si J es la estructura compleja de M?, tenemos que Je; = es v Jes = —e;. Usando J,

las férmulas anteriores se reducen a

0l = tan(8)(dBoJ — 26,),
0l = —dBoJ+ 0,
02 = dB+0,.

El paso siguiente es encontrar la curvatura Gaussiana K de M?, para lo cual recordemos
. = j
que si €; son las formas de curvatura de S® y Q7 son las formas de curvatura de M?.

Desde la ecuacién (2.25) obtenemos
O) =02 — 03 A 62 (3.10)

Por otro lado, por la segundas ecuaciones de estructura (2.12) en el Teorema 112, sobre
M?, tenemos que
2
OF = do? = _6F A6y,
k=1
lo que implica que Q2 = df?. También sabemos que por (2.24), ﬁf = —ct A 0y, por lo

tanto, en (3.10) obtenemos
—chy A Oy = dO? — 03 N 03

Como S? tiene curvatura seccional constante 1, tenemos la siguente ecuacién

do? = 0y N O; + 03 A 02, (3.11)
luego
do? = 0y A0y + [Babh — (Bu+ 1)05) A (Br + 1)01 + Baf]
= O3 N O+ B30 A Oy — (B +1)%05 A O (3.12)
= (“1+8+ 854+ B+ 1)1 N0, |
= (VB> +2B1)6:1 A 6.
Por otro lado, sobre M? tenemos Qf = —K6; A 6y, y como Q3 = db? resulta dff =

— K6, A 0y. Luego comparando con (3.12) resulta

K = —(|VBP2+26)
= 1—‘Vﬁ+€1|2.
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Teorema 152. Sea M? una superficie minimal orientable inmersa en S3, el Laplaciano
de B satisface
AB = —tan(B)((B1 +2)* + 53).

Prueba: En efecto, sean e;(5;) = [;; con i,j5 = 1,2. Entonces, por (2.36) de la

Proposiciéon 144 tenemos

AB = Pi1 + Baz — (Deyer)(B) — (Deye2)(8),
donde D denota la derivada covariante sobre M?. De la Definicién 105 tenemos
De; = 0ie; + 0%es,
por lo que obtenemos

D61 €1 = 9%(61)62,
D32€2 = 8; (62)61.

Procediendo similarmente al Teorema 151, se sigue de (3.8) que

0?(e;) = —tan(B3)pBs,
03(e2) = —tan(B)(f1 +2).

Por otro lado, por el Teorema 151, la curvatura Gaussiana es dada por
K = —(|VB]* +28,), (3.13)
luego
AB = fi1 4 Bz + tan(B)(|VE* + 261) = P11 + Po2 — K tan(3), (3.14)
ademas, derivando 63 como en (3.8) tenemos
dby = sec?*(B)dS A [Ba01 — (B1 + 2)0o] + tan(B)d[B2601 — (B1 + 2)6a). (3.15)

Ahora, usando la ecuacién de Gauss (3.11) junto con df5 = (1601 + Pa0s, v (3.13) obte-

nemos que
SGCQ(ﬁ)dﬁ N [ﬁgel - (51 -+ 2)92] = K(l -+ tan2 6)91 A\ 92. (316)
Por otra parte, podemos observar que

tan(ﬁ)d[ﬁgel - (51 + 2)92] = tan(ﬁ)[dﬂg VAN 91 + 526101 — dﬁl A 92 — (51 + 2)d92],
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como df; = 0y A0 y dby = 0, A 07, podemos notar que la ecuacién (3.8) cumple

d91 = — tan(ﬁ)ﬁg& VAN 92,
deg = tan(ﬁ)(ﬁl + 2)(91 A 92,

donde df; = 1101 + Bi202, dfs = P2101 + Pasbs. asi, deducimos la siguiente igualdad

tan(ﬂ) [dﬁg VAN 61 + ﬁgdel — dﬁl A ‘92 — (51 + 2)d92] = — tan(ﬁ)[ﬂll + 522 + tan(ﬁ)ﬂ%
+(B1 +2)?)]61 A 5.

Asi,
tan(3)d[B200 — (81 + 2)0a] = — tan(B)[B11 + P22 + tan(B) 53 (3.17)

Finalmente, usando (3.14), concluimos que

—tan(B)[B11 + B2z + tan(B) B3 4 (B1 +2)%)]01 A by = — tan(B)[AS + K tan(f) + tan(5) 55
+(B1 +2)%]01 A By,

por lo tanto, reemplazando (3.17) y (3.16) en (3.15)
dfy = K (1 + tan” 5)0; A 0 — tan(B)[AS + K tan(B) + tan(8) (53 + (81 +2))]61 A 6.

Por otro lado, como dfi = K6, A 0y, donde K es la curvatura Gaussiana de M?,

comparando tenemos

A = —tan(B)((B1 +2)* + 53), (3.18)

AB = —tan(B)|VB + 2e|*.

Proposiciéon 153. Las ecuaciones de Codazzi son

ot — 02 A0 = 0
4> — 0L A6 = 0.

Prueba: Primero demostremos que

oL — 02 A 61 = 0. (3.19)
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En efecto, derivando 63 en la ecuacién (3.9), y observando que df; = B1161 + Bi2bs,
dfy = P2101 + P2, donde B;; = f;(e;), obtenemos

doy = —dBy N0y — Ba)dOy + dpy Ay + (B + 1)db,
= —Paaba A0y — B2)0F A Oy 4 1161 A G2+ (B 4 1)05 A\ 6y
= (Bog + B11)01 A Oy — 3262 N Oy — 3101 A O — 0, N 6L

Asi, evaluando en (eq, e3), tenemos que

dfi(er,e2) = faz+ P — Bobi(er) — Brb3(ea) — b3(e2)
AB — 9%(62)

= —tan(B3)[B5 + (B1 +2)*] — O3(e2)

= —tan(B)[85 + (B + 2)?] + tan(B) (B + 2)
= —tan(3)(361 + 2+ [VB]?).

Se sigue de 63 y 63 en (3.9) que
03 A Oy (e1,e2) = —tan(B)[(B1 + 1)(B1 + 2) + B2) Ba] = — tan(B) (361 + 2 + [VS[?),
asi, se deduce que
d9§(el, 62) — 032’ A 9%(61, 62) = O,

lo que demuestra la primera ecuacién de Codazzi (3.19).Para demostrar la segunda

ecuacion de Codazzi

g2 — 63 N 62 = 0, (3.20)
notemos que df = B,0" + B,0? implica
0 = dBi A0y + Brdby + dBy A Oy + Bodby = Biobla Ay + 31607 A Oy + Borby A Oy + oy N1,

de donde obtenemos
B — Pra = =167 (e1) + Pabs(ea), (3.21)
ademas, derivando 63 en (3.9) obtenemos

d9?2) — dﬁl /\ 91 —|— (/81 —|— 1)d91 —|— d/BQ /\ 92 —|— ﬁ2d92
= Biabfs AN O1 + (B + 1)02 A Oy + 2101 A Oy + 5203 A 6,
= (=PBiz + B21)01 Ay + (BL + 1)0% A Oy — ol A B

Notemos que por 63 en (3.9) y por (3.21) podemos deducir que
db3(er,e2) = for — Pra+ (b1 + 1)07(e1) — Baby(e2)

= 6(e1)

- - ta’n(/B)ﬁQa
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por otro lado, se sigue de 6 y 63 en (3.9) que

03 N i (e1, e2) = tan(B)[—Ba(B1 +2) + (B1 + 1)B2] = — tan(B) .

asi, deducimos que

d@g(el, 62) — 9% A 0%(61, 62) = 0,

lo que concluye la prueba. O

Teorema 154. Sea M" es una subvariedad minimal compacta en la esfera de radio 1,
S"*P(1). Si la norma al cuadrado de la sequnda forma fundamental de M™, denotada

por S, satisface S < maz{Q_%, %n}, entonces M™ es congruente a una de las siquientes
p

superficies

1. La esfera n—dimensional de radio 1, S™(1),

2. El toro de Clifford minimal Sk(\/%) x S"F(\/2=E) en S"P(1) paral < k <n-—1,
donde S*(r) denota la esfera k-dimensional de radio r > 0,

3. La superficie Veronese en la esfera unitaria 4—dimensional, S*(1).

En particular, sip =11y S <n, entonces S =0 y M™ es una esfera grande, 0 S =n vy
M™ es el toro de Clifford.

Prueba: Ver [45]. O

Corolario 155. El toro de Clifford es la tinica superficie minimal compacta en S* con
dngulo de contacto 0 < B <% o (=5 < <0).

Prueba: Sea (0 < 3 < 7). Sesigue del Teorema 152 que tan(3) > 0, por lo tanto A3 <
0. Puesto que, M? es una superficie compacta, tomando f = —f en el Teorema 146,
concluimos que (3 es constante. Por otro lado, del Teorema 151, tenemos que la curvatura

Gaussiana K de M? es dada por

K=1- ‘Vﬁ+61|2,
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por lo tanto, como 3 es constante, tenemos que K = 0. Por otro lado, como

02 = h1101 + hio0s y 03 = ho10; + hosls. Luego, por (3.9), podemos concluir que hy; =
Bo,hia = —(B1 +1),hey = —(f1 + 1) y hay = —f5. Asi, la norma al cuadrado de la
segunda forma fundamental S es dada por

S = h3 +Rh3,+hi + hi
= 283+ 2(61 + 1)
= 2(|VB]*+ 26, + 1),

y como [ es constante igual a cero, tenemos que S = 2. Ahora, utilizando el Teore-

ma 154, con n = 2 y p = 1, podemos deducir que M? es el toro de Clifford. O

Teorema 156. Consideremos M? una superficie Riemanniana, e un campo de vectores
en M? y 8 : M? —]0, 21 la funcion sobre M? que cumple la siguiente ecuacién

AB = —tan(B)(IVBI* + 4(e(B) + 1)).

Entonces existe una inica inmersion minimal de M? en S® tal que e es el campo de
vectores caracteristico, y B es el dngulo de contacto de esta inmersion.

Prueba: Sea M? una superficie orientable en S3, y sea e un campo de vectores unitario
en M?. Podemos elegir una base ortonormal positiva {e,es}, con e; = e, y {6',6%} el
marco de referencia dual de M?. Para cada funcién § : M? —]0, 5[ que cumple la

siguiente ecuacion laplaciana
AB = —tan(B)|VS + 2¢, %,

tenemos que se satisfacen las ecuaciones de Gauss—Codazzi. Ahora, por el Teorema 99,
existe una tnica inmersién de M? en S®. Por otro lado, podemos observar que la cur-

vatura media H dada por la ecuacién (2.27) es
2H = hyy + haa,

donde 63 = hy10, + h120s y 03 = ho101 + haobly. Asi, comparando 67 y 03 en (3.9) tenemos
que hi; = B2y hes = — [, lo que concluye que la curvatura media H es igual a cero, por
lo tanto la inmersion es mininal. Podemos observar que los coeficientes de la segunda

forma fundamental son
07 = (dB+6")oJ,
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los cuales también satisfacen la ecuacion de la curvatura media H. O

Ejemplos de superficies minimales en S? fueron descubiertas por Lawson, en [9]. Aqui ocu-
paremos la nocién de dngulo de contacto para dar la caracterizacion de estos ejemplos.
A continuacién daremos dos ejemplos de superficies minimales en S®. En el primero,
determinamos que el angulo de contacto () del Toro de Clifford es 8 = 0 y en el
segundo determinamos que el dngulo de contacto de la esfera S® es 3 = —|z| y por lo

tanto, no es constante.
Ejemplo 157. Consideremos el toro T?, dado por
9 5o, 1 1
T = {(Zl,ZQ) € (C /2121 = 5,22 9 = 5}

Sea f:T? — S? una inmersién dada por

2 . .
£(61u1761u2).

f(u17u2) - 9

El espacio tangente T,(T?) es dado por {8%16%2} asi tenemos que

Usando la condicion anterior y el hecho de que |\| = 1, obtenemos

A = iellmte),

Definimos el marco de referencia en T? por

eg = getlmtu) Ll
es = 1z
es = izt

El dngulo de contacto es el angulo entre es y f3, entonces
cos(B) = (e, f3) = (iz,iz) = Re(iz,iz) = [a1]* + |22]* = 1,

donde iz = (iz1,iz2). Por lo tanto, el dngulo de contacto es f =0, y la sequnda forma
fundamental en la base {e1,ex} es dada por la matriz

=%
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Ejemplo 158. Consideremos la esfera
S? = {(21,2) € C*||z1]* + |2]* = 1}.
Sea M? la superficie inmersa en S® dada por M? = S3N'Y, donde
Y ={(z1, %) € C*|z, = %}
El marco de referencia en S* adaptado a M? es dado por

1

€1 = —2(_371%7 —y122, 1 — 3,0)
1—a3
1
€2 = ﬁ(yla —1,0,0)
Ty + Yq
es = (0,0,0,1).
Observemos que es = ﬁ(—izl, 0), por lo tanto
—iz S —iz1(i21)
(e2,f3) = | | -=,0 ), (iz1,122) | = ——— = —|al.
|21 |21

Ast, el angulo de contacto [ es

cos(f) = (eq, f3) = Re(ea, f3) = —|z1|,

el cual no es constante.

3.2. Curvatura Gaussiana y Laplaciano de superficies inmersas

En esta seccién, deduciremos las ecuaciones para la curvatura Gaussiana y para el
Laplaciano de una superficie inmersa en S® en términos del 4ngulo de contacto.

Teorema 159. Sea M? una superficie inmersa orientable en S3, entonces la curvatura
Gaussiana K de M?* en términos del dngulo de contacto es dada por

K = —(|VB]> + 26, + 2H ),

donde 5y = df(ey1), B2 = dB(e2) y H representa la curvatura media de la superficie.

Prueba: Sea {01,0s,603} el marco de referencia dual de {ey,ez,e3} dado como en la

Observacién 150 por
0 = wi,
0 sin(B)ws + cos(B)ws, (3.22)
05 = —cos(f)ws + sin(fF)ws.
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Sobre M? tenemos que 62 = 0. Entonces obtenemos la siguiente ecuacién
sin(f)ws = cos(f)ws.
Ahora, multiplicando 6 por sin(/3) tenemos que
wy = sin(f)6s.

Similarmente, tenemos que ws = cos(f)fy. Asi, derivando exteriormente 60,6, y 05 en

(3.22) obtenemos

dQl = Sln(ﬁ) (W% + 008(6)02) A ‘92,
dfy = sin(B)(wg — cos(B)ba) A b1,
dfs = dB A0y —cos(B)ws Ay + (1 +sin?(B))0; A 0.

Asi, como dfy = 6; A 6%, la forma de conexién de M? esta dada por
02 = sin(B)(wi — cos(3)0s). (3.23)
Ahora podemos ver que

Des = sin(B)dB fo — cos(8)D fo + cos(B)dB fs + sin(B) D fs,
donde D denota la derivada covariante sobre S3. Por otra parte
563 = 0?1)61 + 0?2)62,

entonces, usando (3.1), (3.3) como en la Observacién 150 obtenemos que

61 = —cos(B)wh — sin?(8)62

02— dp+0 (3:24)

Ahora, como en M? sabemos que df; = 0, evaluando (e, e3) y haciendo dfS(e;) = 3,

obtenemos
0 = dfs(eg,e1) =01 A Hi’(el, ) + 02 A 93(61, ey) = —f1 — Cos(ﬁ)w%(eg) — (14 Sin2(ﬁ)),

por lo tanto )
1+
wl(es) = —Cof(l 5 ( C;(S; ), (3.25)
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Por otro lado, podemos observar que la curvatura media H dada por la ecuacién (2.27)
es

2H = hyy + hao,
donde 03 = h1101 + hia6s v 03 = ho101 + haoly. Asi, tenemos que
(h1161 + h1202) A O + 61 A (ho161 + hools) = hi161 A s + hooth A Oy = (hay + hag)01 A Oy,
por lo que concluimos que la curvatura media H de M? es dada por
2HOL NGy = 02 NGy + 01 A O3,
y aplicada a (e, e2), cumple
2H = cos(B)wi(e1) — o, (3.26)

donde df(es) = So.

El paso siguiente es encontrar la curvatura Gaussiana K de M?, para lo cual recordamos
que si ﬁf son las formas de curvatura de S* y Q son las formas de curvatura de M2,
tenemos sobre M? que

Q=02 — 03 A G2, (3.27)

Por otro lado, por las segundas ecuaciones de estructura (2.12) en el Teorema 112, sobre

M?, tenemos que

2
OF = doy = 0 A6y,
k=1

lo que implica que Q2 = d#?. También sabemos que por (2.24) ﬁf = —ct N\ 0y. Por lo

tanto en (3.27) obtenemos
—chy A Oy = db? — 03 N 63,
como S? tiene curvatura seccional constante 1, tenemos la siguente ecuacién
df? =0y A\ 6y + 03 A 63 (3.28)
Por otra parte, como

9?1) = 9%(61)91 + 9?1)(62)92 Yy 032’ = 9%(61)61 + 032’(62)92,



se sigue de (3.25) y (3.26) que
0y = —(2H + B2)0h + (1 +1)02  y 05 = (81 + 1)01 + Babs,

asi, por la ecuacién de Gauss (3.28), obtenemos

do? = Oy N0+ [(2H + B2)01 — (B1 + 1)02] A [(B1 + 1)61 + B26)]
= O3 AN0L+ (2H + B2)B201 A Oy — (By + 1)%05 A 6,
= 03+ (2HBy + B2)01 N Oy — (B + 261 + 1)0 A 6,
= (—=1+2HB+ B3+ 7 + 261+ 1)01 A b,
= (VB> + 261 + 2H[32)01 A b5,

lo que implica que

K = —(IV5I* + 201 + 2H[5).
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(3.29)

Teorema 160. Sea M? una superficie orientable inmersa en S*, el Laplaciano de 3

satisface
AB = —2H, — tan(B)[(2H + $2)* + (61 + 2)7,

donde Hy = dH (es).

Prueba: Para esto, elegiremos las siguientes notaciones e;(5;) = £;; v dH (e;)

para i,j = 1,2. Entonces, por (2.36) de la Proposicién 144 tenemos
AB = Pri1 + Baz — (Dee1)(B) — (Deye2)(8),
donde D denota la derivada covariante sobre M?2. De la Definicién 105, tenemos
De; = 0ie; + 0%es,

por lo que obtenemos

Delel = 9%(61)62,
D€2€2 = 05 (62)61.
Procediendo similarmente al Teorema 159, se sigue de (3.23), (3.25) y (3.26)
0i(er) = —tan(B)(2H + fa),
Oy(e2) = —tan(B8)(B +2),

por lo tanto

AL = By + Baz + tan(B)([VB|* + 2H B, + 231) = Pui + B2 — K tan(f),

= H,

(3.30)
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y como 03 = 03 (e1)0; + 03(e2)6;, tenemos que
0 = tan(8)[(2H + B2)01 — (B1 + 2)65)], (3.31)
asi, derivando (3.31)
diy = sec®(B)dBA[(2H + B2)01 — (81 +2)0] +tan(B)d[(2H + B2) 01 — (B1+2)02] = Py + Py,

donde Py = sec?(B8)dBA[(2H+52)01— (81+2)0%] y Py = tan(B)d[(2H+32)01 — (B1+2)62).

Ahora, usando la ecuacién de Gauss (3.28) junto con df = (101 + 52602, obtenemos
Py = K(1 + tan*(83))6; A 6s. (3.32)
Por otra parte, podemos escribir
Py = tan(f)[(2dH + dBy) A 01 + (2H + B2)dby — dPy A Oy — (B + 2)dbs].

Como dby = 05 A 03 y dfy = 0, A 6%, podemos notar que la ecuacién (3.31) cumple

dgl = - tan(ﬁ)(?H + 52)01 A 02
d92 = tan(ﬁ)(,@l + 2)91 VAN 92,

donde dﬁl = 51191 -+ 51292, dﬁg = 52191 + 52292 y dH = H16’1 + HQQQ. ASi, obtenemos

la siguiente expresién para P,

Py = —tan(B)[Bu + Paz + 2Hs + tan(B)((2H + B2)> + (b1 +2)%))01 A fa. (3.33)
Finalmente, usando (3.30), concluimos que

Py = —tan(B)[AB + K tan(B) + 2Hy + tan(B8)((2H + B2)* + (61 + 2)%)]01 A b2,

luego, como

podemos usar Py y P, como en (3.32) y (3.33) respectivamente, y simplificar K para
obtener

AB = —2H, — tan(B)[(2H + B2)* + (81 + 2)%,

lo que termina la demostracion del teorema. O

Como una consecuencia directa del teorema de deduce el siguiente resultado.
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Corolario 161. Sea M? una superficie inmersa orientable en S® con dngulo de contacto
constante, entonces ella es plana. En particular, si M? es cerrada sera difeomdrfica al
toro.

Prueba: Por el Teorema 159, sabemos que la curvatura Gaussiana K es dada por
K = (VB> + 261 + 2Hp,),

por lo tanto si 3 es constante, tenemos que K = 0, lo cual termina la demostracién O

Proposicién 162. No ewiste superficie M? inmersa en S con dngulo de contacto 3
. -
constante satisfaciendo |B| = 7.

Prueba: Supongamos que § = 7, entonces reemplazando en la ecuacién (3.25) del
Teorema 159, dada por

B (1 4sin?)
cos(f)  cos(p)

donde e;(3) = df(e1) = B, tenemos que cos(%) = 0, llegando a una contradiccion, lo

w;(e2) =

cual finaliza la prueba. O

Teorema 163. Sea M? una superficie inmersa en R* con vector curvatura media pa-
ralelo H # 0 y curvatura Gaussiana K de M? igual a cero. Entonces M? es isométrica
a S'(r) x SY(p), esto es, el producto de dos circulos de radios r y p respectivamente,
con inmersion plana.

Prueba: Ver [6] O

Corolario 164. Si M? es una superfice inmersa cerrada conexa en S® con dngulo de
contacto 8 constante y curvatura media H constante, entonces es isométrica al toro

St(r) x SY /1 —r2) para algin r € (0,1).

Prueba: En efecto, por el Teorema 163, la superficie M? inmersa en la esfera S°
de curvatura media H = c¢ constante, con ¢ # 0, es isométrica al toro de Clifford

S1(r) x SY(v/1 — r?) para algtin r € (0, 1), lo que finaliza la demostracién del Corolario.
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a

Usando el Corolario previo y el Teorema 146, probamos el siguiente teorema.

Teorema 165. Si M? es una superficie inmersa cerrada orientable en S, con curvatura

media H constante y dngulo de contacto (3 satisfaciendo |B| < 5, entonces es isométrica

al toro de Clifford S*(r) x SY(v/1 —1r2) para algin r € (0,1).

Prueba: Sea [3| < 7, entonces tan(f) > 0. Por otra parte, como H es constante
tenemos que Hy = 0. Asi, por el Teorema 160 tenemos que AS < 0. Luego, tomando
f = —p en el Teorema 146, concluimos que [ es constante. Por consecuencia, la demos-

tracién sigue del Corolario 164. O

Teorema 166. Sea M? una superficie Riemanniana orientable y e; un campo de vec-
tores en M?*. Consideremos 3 : M?* — [0,3) una funcidn diferenciable en M?* y H
constante, satisfaciendo la ecuacion,

AB = —tan(B)(|VS + 2, |* + 4H (H + f33)),

donde By = dB(ey), Ba = dB(es). Consideremos {e1, ez} un marco de referencia en M?
y {01,02} su marco de referencia dual asociado. Entonces existe una unica inmersion
isométrica de M? en S3, tal que e, es el campo de vectores caracteristico, 3 es el dngulo
de contacto de M? y H es la curvatura media de la inmersion. En particular si M? es
cerrada, entonces ello sera como en el Teorema 165.

Prueba: En efecto, para cada funcién 3 : M? — [0,%) diferenciable en M? y cada

constante H, satisfaciendo la ecuacion
AB = —tan(B)(|VB + 2e1|* + 4H(H + f)) = — tan(B)[(2H + B2)* + (b1 + 2)7],

definimos
0% = tan(B)[(2H + B2)01 — (B1 + 2)02], (3.34)

y los coeficientes de la segunda forma fundamental por

07 = (2H + B2)01 — (B + 1)0s, (3.35)

05 = —(B1 +1)01 — Babs. (3.36)
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Ahora verificaremos que las ecuaciones fundamentales se satisfacen. Un calculo directo

muestra que la ecuacién de Gauss
—01 A Oy = dO — 03 N O3,
se satisface. Ahora probaremos que se satisfacen las ecuaciones de Codazzi
doL — 02 A 0L = 0, (3.37)
asi como
do2 — 03 N 62 = 0. (3.38)
Primero probaremos la primera ecuacién de Codazzi (3.37). En efecto, notemos que

dp1 = 511601 + P1202, Ay = Pa101 + P22l y derivando la ecuacién (3.35), obtenemos que

doy = —dBy N6y — (2H + Bo)dby + dBy A6y + (B1 + 1)db,
= —Basla Ay — (2H + B2)02 A Oy + Biafy A+ (81 + 1)05 A 6
= (Bo2 4 B11)01 A Oz — 203 A\ Oy — 101 N Oy — 2HOT N G2 — 01 A 6.

Asi, evaluando en (eq, e5) tenemos que

dfy = Par+ P11 — Bab(er) — Biby(e2) — 2HO (e1) — 05(e2)
= Aﬂ — 2H9%(61) — 05(62)
= —tan(B)[(2H + £2)* + (b1 +2)°] — 2HOF(e1) — 05(e2)
= —tan(B)[(2H + B2)® + (81 + 2)?] + 2H tan(B)(2H + B5) + tan(8) (B + 2)
= —tan(B)[2HB: + 351 + 2+ |[V]?).

Se sigue de (3.34) y (3.36) que
02001 (eq, e0) = — tan(B)[(B1+1)(B1+2)+(2H+3,)Ba] = — tan(B)[2H By+-351+2+|V 5|7,

asi, se deduce que

dfi(er, es) — 03 A O3(er,es) =0,
lo que demuestra (3.37). Ahora, para demostrar (3.38), notemos que df = 3,0 + 3,62
implica

0 = dBi A0y + Brdby + dBy A Oy + BodBy = Biobla A Oy + 31607 A Oy + Bor6y A Oy + a3 N1,

de donde obtenemos

Ba1 — Bra = =163 (e1) + Ba03(e2). (3.39)
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Ademas, derivando (3.36) obtenemos

deg) - dﬁl A (91 —|— (51 —|— 1)d91 + dﬁg A (92 —|— 526[92
- 51262 A 91 + (51 + 1)9% N (92 + ﬁglel A\ 92 + 526% VAN (91
= (_ﬁ12 + ﬁ21>91 A Oy + <ﬁ1 + 1)9% A Oy — 5291 VAN 9%

Notemos que por (3.34) y (3.39) podemos deducir que

db3(e1,e2) = Por— Pra+ (B + 1)0i(er) — Bab3(e2)
= 0i(er)
= —tan(B)(2H + Bs).

Por otro lado, se sigue de (3.34) y (3.35) que

O3 NOi(e1, €2) = tan(B)[—(2H + ) (Br +2) + (Bu + 1) (2H + )] = — tan(B)(2H + ).

Asi, deducimos que

d@g(@l, 62) - 8; N 8%(61, 62) = 0,

lo que demuestra la ecuacién de Codazzi (3.38); y como S? tiene curvatura seccional
constante, se cumplen las hipétesis del Teorema 99. Lo cual implica que existe una tnica
inmersién de M?2. Ahora mostraremos que H es la curvatura media de la inmersién. En

efecto, notemos que H satisface la ecuacion

2H91/\82:8:{)/\92+01/\9§7

puesto que
2H91 /\‘92(61762) == 9%/\62(61,62) +91 /\93(61,€2>
= 07(e1)0a(e2) — 07 (ea)ba(er) + O1(e1)05(e2) — 01 (e2)05(en)
= 0i(e1) +05(e2)
= (2H + B3) — B2
= 2H,
lo que finaliza la prueba del teorema. O

Corolario 167. El toro de Clifford es la tinica superficie minimal cerrada en S® con
dngulo de contacto que satisface |3] < 3.

Prueba: Como la inmersién es minimal entonces desde el Teorema 166, tenemos que

K=1- ‘Vﬁ+€1|2,
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por lo tanto, desde el Corolario 155 y Teorema 165 la prueba de concluye. O

Ejemplo 168. Sea w € C? un vector unitario fijo y ¢ un numero real tal que |c| < 1.
Consideremos la siguiente superficie en S3.

1
1—c¢

entonces, la funcion de Gauss N : S, ., — S® es dada por N(z) = ~(w —cz). Como

la curvartura media H es dada por

1
H =~ Tr(dN,),

tenemos que H y el dngulo de contacto B estan dados por

c 1

H=——— y sinf(z) =(N,iz) :ﬁ

1— 2
Por ejemplo, tomando ¢ = 0 y w = (0,0,0,1), tenemos que Sgw es una esfera to-

talmente geodésica en S con dngulo de contacto que satisface sin(f(z)) = z3, donde
Z = (I1,$2,x3,x4)

(w,iz).

Ejemplo 169. consideremos la superficie de Clifford inmersa en S*. Dado un numero
real r € (0,1), definimos

M? = SYr) x SY (V1 —12) = {(21,20) € C*: |z > =7% |2)* =1 —1*} C S,

2 -z
entonces, N(z1,z) = (¥ 17« =2, _\/1;2 29) es la funcidn de gauss de M?. Como

V1-r2 0
dN, = b6 __=r ,

ie?
y H = —1Tr(dN,), deducimos que

2r2 — 1 ) ,
H = i Y sin(8(z)) = (N, iz) = 0,

para todo z € M?. Asi M? tiene curvatura media constante y dngulo de contacto también
constante B = 0. Ademas, z+ € T,M? para todo z € M?.



Capitulo 4

Superficies minimales en el grupo
de Lie de Heisenberg

En este capitulo estudiaremos las superficies minimales sobre el grupo de Heinsenberg
3—dimensional a través de un invariante conocido como angulo de contacto, establecien-
do las ecuaciones para la curvatura Gaussiana y el Laplaciano de la superficie minimal
inmersa. A través de las ecuaciones Gauss—Codazzi establecemos un teorema de con-

gruencia para superficies minimales en el grupo de Heinsenberg.

Consideremos el grupo de Lie de Heisenberg Hs, identificado con R? dotado por la

métrica dada en la Proposicion 81 del capitulo 1.
da? + dy? + (Ydx — 2dy + dz)?,

Sea el campo de vectores de Reeb sobre Hj por £(z) = iz.

Definicién 170. Definimos la distribucion de contacto en Hsz por
3, = {v e T, H3|(§,v) = 0},

la cual es ortogonal al campo de vectores de Reeb & en Hs.

100
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Observacion 171. En Hs tenemos el siguiente marco de referencia

f — ﬁ + 2
LT o y(?z’
0 0
S 4.1
f2 ay ‘raz7 ( )
0
f3 - &

Sea {wy,wq, w3} el marco de referencia dual asociado a { f1, f2, f3}. Ast, de (4.1) tenemos
que

w, = dx,
wy = dy, (4.2)
w3 = dz—ydx+ xdy.

Observe que dw; = d(dz;) =0, i=1,2. De aqui,

dwl—wg/\wg—wg/\wg = 0,
dw2+w3/\w1+w1/\w3 = 0.

También, por cdlculos directos se verifica
dws +wy Awy —w; Awy = 0,
ast, por lo tanto
Wy = —ws; Wi =wp; W =wy; dwy = —2w; Awy; dwi =05 dw} = 0.

De las primeras ecuaciones de estructura (2.11) en el Teorema 112, tenemos

—1
dwl = wiAwh+Q,
=3
dwi = wiAw?+Q,
=3
dw? = W AW+ 9.

. o)
De aqui, las formas de curvatura §X; en Hs son dadas por

Q, = dw)+wiAws=—3w; Aws
Q, = dwi4+wiAwi=wsAws
Q] = dw}+wiAw?=ws Aw,

por lo tanto
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En lo que sigue, sea M? una superficie minimal orientable inmersa en Hs

Definicién 172. El dngulo de contacto B es el angulo complementario entre la distri-
bucion de contacto § y el espacio tangente TM? de la superficie M?.

Observacién 173. consideremos {ey, ea} un marco de referencia local de TM?, donde
e € TM?N 4, entonces cos(f) = (€, e3). Asi, se sigue que

€1 = f17
es = sin(f)f2 + cos(B)fs,
es = —cos(f)fa+sin(f)fs,

donde B es el dngulo entre fs y ey, es un marco de referencia en Hs adaptado M? con
marco de referencia dual asociado:

91 = Wi,
Oy = sin(f)wsy + cos(B)ws,
05 = —cos(fB)wy + sin(f)ws.

4.1. Curvatura Gaussiana y Laplaciano de superficies minima-
les

En esta seccién, daremos las ecuaciones para la curvatura Gaussiana y para el Lapla-
ciano de una superficie minimal inmersa en S en términos del dngulo de contacto.

Hs.

Teorema 174. Sea M? una superficie orientable minimal inmersa en Hs, entonces la
curvatura Gaussiana K de M? en términos del dngulo de contacto es dada por

K = —sin(B) — |VB + e |*.

Prueba: Sea {01,02,65} el marco de referencia dual de {ey,ez,e3} dado como en la

Observacién 173 por

01 = wi,
0y = sin(fB)ws + cos(f)ws, (4.3)
03 = —cos(fB)wy + sin(f)ws.

Sobre M? tenemos que 63 = 0. Entonces obtenemos la siguiente ecuacién

sin(f)ws = cos(f)ws.
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Ahora, multiplicando 6 por sin(/3) tenemos que

sin(B)fy = sin®(B) + cos(B) sin(B)ws,
= sin®(B)ws + cos?(B)ws,
= Wa.

Similarmente, tenemos que wz = cos(3)0y. Asi, derivando 6,05 y 05 en (4.3) obtenemos

df; = sin(B)(w? + cos(B)62) A ba,
df, = sin(B)(ws — cos(B)6) A 0y,
d03 = dﬂ VAN 62 — cos(ﬁ)w% A 01 + (]_ + SiDZ(ﬁ))Ql VAN 92.

Asi, como dfy = 0, A 62, la forma de conexién de M? esta dada por
0 = sin(B)(wi — cos(B)6z). (4.4)

Derivando e3 covariantemente sobre M? en la base {ej, e}, tenemos los coeficientes de

la segunda forma fundamental
D€3 = 0%61 + 0?2)62,

donde D denota la derivada covariante sobre M?2. Desde las primeras ecuaciones de

estructura (2.11) en el Teorema 112 tenemos
dis =0y NOF + 0y AN O3 = —0, NG5 — 02 N 63,

luego, como

dfs = dB A by — cos(B)ws A0y + (1 +sin?(3))0, A by
= COS(ﬁ)@l /\% +sin2(6)91 VAN 02 - 92 VAN dﬁ - 92 A 01
= —91 A (- cos(ﬁ)w% - Sinz(ﬁ)eg) — 02 A (dﬁ + 61),

comparando obtenemos los coeficientes

61 = —cos(B)wh —sin?(8)6y,
02 = dB+0,.

Ahora, como en M? sabemos que dfi3 = 0, evaluando (e, es) y haciendo dB(e;) = f3;

obtenemos

0 = 919 (61, 62) 92 N 03(61, 62)
= 01(e1)07(ea) — 07(e1)0:(e2) + O2(e1)03(e2) — 05(er)ba(e2)
= 0i(e2) — 05(er)
= cos(f)ws(ez) 4 sin® (5)92(62) — [=dB(e1) — O1(e1)]
= cos(f)wi(ez) +sin?*(B) + B + 1,
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por lo tanto

L) — A . (1+Sin2(5)>
wa(c2) = cos(p) cos(B) (4.5)

La condicién de minimalidad es equivalente a la siguiente ecuacién

07 Ny — 03 A =0,

por lo que, evaluando en (e, e3), obtenemos

0 = 9?/\92(61,62) —9%/\91(61,62)
= 0{(e1)0a(e2) — 07 (ea)a(e1) — [05(e1)01(e2) — O3 (ea)b:(e1)]
= 0i(er) +603(e2)
= cos(B)wi(er) — Bo,

por lo tanto

wy(er) = , (4.6)
se deduce de (4.4), (4.5) y (4.6)
0, = tan(B)(B26h — (b1 +2)0a),

05 = —Bab1 + (b1 +1)6a, (4.7)
03 = (Bi+1)01 + Bo0?
Si J es la estructura compleja de M?, tenemos que Je; = ey v Jeys = —e;. Usando J,

las férmulas anteriores se reducen a:

0} = tan(B)(dB o J — 20,),
Bl — _dBoJ+0,
602 —  d3+ 0,

La ecuacién de Gauss en Hs es dada por
46> = O + 03 A 63,

por lo tanto, reemplazando 03 v 6 tenemos

o7 = + [=(B1 + 1)01 — Baba] A [B26h — (B1 + 1)02]
= ( )291 VAN 82 2‘92 N 91
= + (87 + 201 +1)01 A Oy + 5301 N 6y
- <|V6’2+2B1 )91 /\02,
donde .,
Ql<€2,€1) = 3(4.)1 /\wg(eg,el)
= 3(wi(ea)wa(er) — wiler)wa(er))
= —3(,4)2(62)

= -3 Sil’l(ﬁ)eg N 01(627 61)7
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por lo tanto

Q= —3sin(B)0 A 6;.
Asi, tenemos que

dof = —3sin(B)0 A b1+ (|VB> + 281+ 1)61 A b,
lo que implica que
K = =3sin(B) — |VB + e1]?, (4.8)
donde
IVB+el? = (VB+e, VB +er)
= (VB,VB) +2(Vp,e1) + (e1,€1)

= |VBP+2(VB,er) +1
= |VBP+26+1.

Teorema 175. Sea M? una superficie minimal orientable inmersa en Hs, el Laplaciano

de B satiface
cos*(9)
sin(3) ) '

AS = —tan(B) (|Vﬁ + 2e1|* +

Prueba: Derivando 6} dado en (4.7) y usando que A3 = trVdf tenemos que

doy = (tan(ﬁ) (((ﬁl +2)2+63) + Csci’fj((;)))) 01 A 0.

Por otro lado, como la curvatura Gaussiana es dada por ﬁ? = — K6, N\ 6, comparando

con la ecuacion anterior obtenemos que

AB = — tan(B) (<<ﬁ1 v+ U )>

in(9)
86 = —tan(s) (1V(9) + 2P + =),
donde .
gé@l’ es) = —cos(f)
OQy(e,e0) = —sin(B) cos(B).



106

Lema 176. Las ecuaciones de Codazzi son:

do3 + 03 N 62 = Q3
do3 + 63 N 9L = Q3.

Prueba: Sean € las formas de curvatura de M2, De la ecuacién de Gauss dada por
(2.25) tenemos que

=3

Q) =Q — 6 N 63

Asi, ﬁ? = Q3. Por otro lado, desde las segundas ecuaciones de estructura (2.12) en el

Teorema 112, sobre M?, tenemos que

2
0 = d- 3 okne}

=1
= d6 — 63 N6}
do? + 03 N 62,

por lo tanto,

0, = Q3 = do® + 63 A\ 62,
Para la segunda ecuacién de Codazzi, por la ecuacién de Gauss dada por (2.25) tenemos
que

Q=2 — 03 N0,

asi ﬁ; = 3. Luego, de las segundas ecuaciones de estructura (2.12) en el Teorema 112,

sobre M?, tenemos

Q3 = do3— oL A6,

por lo tanto

Q3 = dos + 03 A 0).

Corolario 177. Toda superficie minimal compacta inmersa en Hs tienen dngulo de
contacto 3 constante, con (0 < B < 7).

Prueba: Sea (0 < 8 < 7). Se sigue del Teorema 174 que tan(3) > 0, por lo tanto

AB < 0. Como M? es una superficie compacta, tomando f = —f en el Teorema 146
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concluimos que 5 es constante. O

Corolario 178. La curvatura Gaussiana K de una superficie minimal M? inmersa en
Hs es negativa, con dngulo de contacto entre (0 < f < 7).

Prueba: Supongamos que (0 < 8 < ), se deduce de (4.8) que la curvatura Gaussiana

K de M? es negativa, lo que concluye el corolario. O

Teorema 179. Consideremos M? una superficie Riemanniana, e una campo de vectores
en M? y 3 : M? —]0, %[ una funcidén sobre M? que cumple la siguiente ecuacion

)

entonces existe una inmersion minimal de M? en H? tal que e es el campo vectorial
caracteristico, y B es el angulo de contacto de esta inmersion.

A() = — tan(8) (!vw) L2

Prueba: Sea M? una superficie orientable en Hs, y sea e un campo de vectores unitario
en M?. Podemos elegir una base ortonormal positiva {ei, ez}, con e; = e, y {6',6?} el
marco de referencia dual de M?. Para cada funcién § : M? —]0, 5[ que cumple la

siguiente ecuacion laplaciana
AB = —tan(B)|VS + 2¢, %,

tenemos que se satisfacen las ecuaciones de Gauss—Codazzi, ahora, por el Teorema 99,
existe una unica inmersién de M? en Hs. Por otro lado, podemos observar que la
curvatura media H dada por la ecuacion (2.27) es 2H = hyy + hgg, donde 9? = hy,60; +
hi90s y 03 = ho101 + hosfs. Asi, comparando 63 y 05 en (4.7) tenemos que hiy = [
y hos = —f3, lo que concluye que la curvatura media H es igual a cero, por lo tanto
la inmersién es mininal. Podemos observar que los coeficientes de la segunda forma

fundamental son
9{’ = (df+ 91) o.J,

los cuales también satisfacen la ecuacion de la curvatura media H. O



CONCLUSIONES

La Geometria Riemanniana provee variadas herramientas para analizar en detalle,

superrficies inmersas. En particular supeficies minimas inmersas.

El método del referencial sobre Variedades Riemannianas, nos permite deducir las ecua-
ciones de estructura de inmersiones isométricas, las mismas que nos permiten determi-
nar los elementos necesarios para obtener una expresion explicita para la Curvatura
Gaussiana y asi abordar una clasificacién de superficies imersas en la esfera tridimen-

sional.

A través del invariante geométrico conocido como angulo de contacto estudiamos las
superficies minimales inmersas, estableciendo una expresion explicita para la curvatura

Gaussiana de dicha superficie inmersa en el grupo de Lie de Heinsenberg.

A partir de las ecuaciones fundamentales, de Gauss y Codazzi, es posible analizar el
problema de existencia de una tnica inmersion mininal tanto en la esfera como en el

Grupo de Heinsenberg 3—dimensional.

Usando las técnicas del método del marco de referencia, deducimos la ecuacién para el
Laplaciano del angulo de contacto asociado a una superficie minimal inmersa sea en el

caso de la esfera como para el grupo de Heinsenberg tridimensionales.

En término del invariante geométrico considerado en esta investigacién bajo ciertas
consideraciones es posible establecer que existe una tunica inmersion isométrica en la
esfera tridimensional. Asimismo, para superficies inmersas con curvatura media nula
sobre tal esfera a través del angulo de contacto es posible deducir que la tinica superficie
minimal inmersa en S® con dngulo de contacto constante es el Toro de Clifford.

Las técnicas de la Geometria Riemanniana y Teoria de Contacto discutidas a lo largo

de la tesis pueden se consideradas como una fuente de importantes herramientas para
lectores interesados en estas lineas de investigacion.
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