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Resumen

El fraude con tarjetas de crédito ha sido un problema que ha afectado a entidades �nancieras du-
rante años, causando grandes pérdidas monetarias. Para detectar comportamientos anómalos o acciones
sospechosas que incurren en pérdidas, el desarrollo de tecnologías de Machine Learning ha sido de gran
importancia. Sin embargo, los conjuntos de datos disponibles para problemas de fraude bancario a menudo
están altamente desbalanceados, lo que di�culta el aprendizaje de patrones de la clase minoritaria. Para
abordar este problema, se han utilizado técnicas de submuestreo y sobremuestreo para equilibrar las clases.
No obstante, a menudo se hace un equilibrio de clases en la fase de preprocesamiento antes de separar
los datos en conjuntos de entrenamiento y test, lo que puede generar una correlación entre los datos y un
rendimiento engañoso al evaluar los modelos. Por lo tanto, el objetivo de este trabajo es identi�car errores
en la implementación de técnicas de submuestreo y sobremuestreo para equilibrar clases en conjuntos de
datos altamente desbalanceados y proponer una nueva técnica de submuestreo que considera los valores
extremos de ambas clases utilizando la distancia de Mahalanobis. Esta medida de distancia tiene en
cuenta la variabilidad de los datos y se utiliza comúnmente en problemas de clasi�cación para medir la
similitud entre dos grupos. Nuestros resultados demuestran una mejora signi�cativa en el rendimiento en
comparación con las técnicas de balanceo de clases Smote, NearMiss y Submuestreo Aleatorio, alcanzando
una precisión del 97% y un recall del 88%.
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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

Debido a la creciente digitalización y el auge de las aplicaciones móviles, la cantidad de transacciones
con tarjetas de crédito ha aumentado considerablemente, debido al uso masivo de pagos digitales. A
medida que crece el número de usuarios, los casos de fraude también han aumentado causando pérdidas
de miles de millones de dólares. The Nilson Report informa que en el 2020 los emisores, comerciantes y
adquirentes de transacciones comerciales y de cajeros automáticos perdieron en conjunto $28;580 millones
por fraude con tarjetas de crédito. Pronosticando que las pérdidas globales seguirán aumentando año tras
año y posiblemente alcanzarán los $49;32 mil millones en el 2030 [1].
Las técnicas de aprendizaje de máquinas han generado diversas soluciones al problema de deteccción

de fraudes [2], [3], [4], [5], [6]. Debido a que las transacciones genuinas superan con creces los fraudes,
se presenta un alto desequilibrio de clases, siendo un desa�o aprender de este tipo de conjuntos [7],
pues el objetivo es identi�car instancias de fraude con la mayor certeza posible [8] y que el modelo de
aprendizaje automático logre generalizar dicha clase. Al respecto, han surgido dos enfoques para mitigar
este problema, uno a nivel de algoritmo, donde se penaliza una de las clases al momento de entrenar
el modelo [9], [10] y otro a nivel de datos, donde se plantea un equilibrio de clases. En [11] se propone
la técnica de sobremuestreo SMOTE, que consiste en el sobremuestreo de la clase minoritaria creando
instancias sintéticas. En [12] hacen un sobremuestreo en el límite entre la clase minoritaria y la clase
mayoritaria del conjunto de datos. Otro tipo de muestreo sintético adaptativo (ADASYN) es presentado
en [8], utilizan una distribución ponderada para diferentes instancias de las clases minoritarias según su
nivel de di�cultad en el aprendizaje, [13] presentan una técnica de sobremuestreo basada en la distancia
de Mahalanobis (MDO) la cual genera muestras sintéticas que preservan la estructura de la varianza y
reducen el riesgo de superposición. Por otra parte, [14] estudiaron varios métodos diferentes para reducir
instancias de las clases mayoritarias, [15] proponen un submuestreo llamado NearMiss que elimina los
ejemplos de las clases mayoritarias tomando en cuenta los k-vecinos.
La literatura ha mostrado que muchos autores utilizan técnicas de balanceo de clases antes de separar

el conjunto de datos en entrenamiento y test. Sin embargo, esta práctica puede llevar a un sobreajuste
de los modelos debido a la intervención del conjunto de prueba en la fase de preprocesamiento. Por
otro lado, separar el conjunto de datos en entrenamiento y test antes de aplicar cualquier técnica de
balanceo de clases solo al conjunto de entrenamiento, evita la intervención del conjunto de test y, por lo
tanto, evita la generación de correlación entre ambos conjuntos. En esta tesis, se analiza esta práctica
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Saavedra-Garrido J.

mediante una comparación entre ambos enfoques utilizando técnicas de muestreo como el submuestreo
aleatorio, NearMiss y SMOTE, y se observa la correlación generada en cada caso. Además, se propone un
método de submuestreo que considera las distancias de Mahalanobis, el cual arroja resultados superiores
en comparación con las técnicas mencionadas anteriormente, alcanzando un 88% de recall y un 92% de
precisión.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

Desarrollar una nueva técnica de muestreo para el manejo de clases desbalanceadas para la identi�-
cación de operaciones bancarias fraudulentas usando machine learning.

1.1.2. Objetivos especí�cos

� Identi�car las características más relevantes del conjunto de datos en el contexto de transacciones
fraudulentas.

� Desarrollar una nueva técnica de submuestreo que considera los valores extremos en el contexto de
la detección de transacciones fraudulentas.

� Comparar y contrastar diferentes técnicas de submuestreo y sobremuestreo utilizando métricas de
desempeño como la precisión, el recall y la sensibilidad.

1.2. Pregunta e hipótesis de investigación

Los fraudes causados por las tarjetas de crédito han costado a los consumidores y bancos miles de
millones de dólares en todo el mundo. Incluso después de numerosos mecanismos para detener el fraude,
los estafadores intentan continuamente encontrar nuevas formas y trucos para incurrir en este delito. Por
lo tanto, para identi�car estos fraudes se necesita un potente sistema que los detecte antes de que estos
se produzcan. Más aún, se debe hacer que los modelos aprendan de los fraudes cometidos en el pasado
y sean capaces de adaptarse a futuros nuevos métodos de fraude. Es por esto que se plantea la siguiente
pregunta de investigación:

� ¿Es posible mejorar el desempeño en clasi�cación de transacciones fraudulentas?

� La hipótesis de investigación propuesta es:
Es posible implementar técnicas de submuestreo o sobremuestreo de clases para mejorar el desem-
peño en la clasi�cación de transacciones fraudulentas con tarjetas de crédito.
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Capítulo 2

TÉCNICAS DE MACHINE
LEARNING

2.1. Modelos lineales para regresión

El propósito de la regresión es predecir el valor de una o más variables objetivo t dado un vector
D-dimensional x de las variables de entrada. El polinomio es un ejemplo especí�co de una amplia clase
de funciones llamadas modelos de regresión lineal, que comparten la propiedad de ser funciones lineales
de parámetros ajustables. Sin embargo, se puede obtener una clase de funciones mucho más útil tomando
combinaciones lineales de un conjunto �jo de funciones no lineales de las variables de entrada, conocidas
como funciones base.
Sea fxng un conjunto de datos de entrenamiento que comprende N observaciones, junto con los

correspondientes valores objetivo ftng: El propósito es estimar el valor de t para un nuevo valor de entrada
x. En el enfoque más simple, esto se puede hacer construyendo directamente una función apropiada y(x)
que toma en cuenta las variables de entrada x para predecir las variables objetivos t. De manera más
general, desde una perspectiva probabilística, el objetivo es modelar la distribución predictiva p(tjx), ya
que esta expresa la incertidumbre sobre el valor de t. A partir de esta distribución condicional se puede
hacer predicciones de t de tal manera que minimice el valor esperado de una función de pérdida elegida
adecuadamente.

De�nición 1 El aprendizaje se dice supervisado cuando el objetivo es aprender una función a partir de
ejemplos de sus entradas y salidas.

El entrenamiento de modelos lineales para regresión y redes neuronales son ejemplos de aprendizaje
supervisado.

De�nición 2 El aprendizaje se dice no supervisado cuando el objetivo es aprender a partir de patrones
de entrada para los que no se especi�can los valores de salida.
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CAPÍTULO 2. TÉCNICAS DE MACHINE LEARNING Saavedra-Garrido J.

2.1.1. Funciones base en modelos lineales

Si el resultado deseado para un problema de machine learning consta de una o más variables continuas,
se llama regresión. Un ejemplo de un problema de regresión sería la predicción del rendimiento en un
proceso de fabricación de productos químicos en el que las entradas consisten en las concentraciones de
reactivos, la temperatura y la presión. Por otra parte, en algunos problemas de reconocimiento de patrones,
los datos de entrenamiento consisten en un conjunto de vectores de entrada x sin ningún valor objetivo
correspondiente, por ejemplo, descubrir grupos similares dentro de los datos, llamado �clustering�, o
determinar la distribución de datos dentro del espacio de entrada. Dado esto surgen los conceptos de
aprendizaje supervisado y aprendizaje no supervisado.
El modelo más simple para la regresión esta compuesto de una combinación lineal de las variables de

entrada x, tal que
y (x;w) = w0 + w1x1 + :::::+ wDxD; (2.1)

donde x = (x1; :::::; xD)
T . La propiedad clave de este modelo es que es una función lineal de los parámetros

w0; :::; wD. Sin embargo, también es una función lineal de las variables de entrada xi. Este modelo, se puede
extender considerando una combinación de funciones no lineales respecto a la variable de entrada, de la
forma

y (x;w) = w0 +

M�1X
j=1

wj�j (x) ; (2.2)

donde M es el número total de parámetros, los �j (x) son conocidos como funciones bases y el parámetro
w0 recibe el nombre de sesgo, el cual permite desplazar los datos. A menudo, es conveniente de�nir una
función dummy 1�0 (x) = 1; tal que

y (x;w) =
M�1X
j=0

wj�j (x) = w
T� (x) :

Usar funciones base no lineales, implica que y(x;w) sea una función no lineal del vector de entrada x. Sin
embargo, las funciones de la forma (2.2) se denominan modelos lineales porque son lineales en w. Es esta
linealidad en los parámetros la que simpli�ca enormemente el análisis de esta clase de modelos.

Ejemplo 3 Una elección clásica es la función sigmoidal logística

� (x) =
1

1 + e�x
: (2.3)

El término �sigmoide� signi�ca en forma de S, como se puede observar en la Figura 3.

1Una función dummy es una función matemática que toma uno o varios valores discretos y devuelve un valor binario (es
decir, un valor que toma solo dos valores, 1 o 0). Esta función se utiliza a menudo en análisis estadísticos y de aprendizaje
automático para representar variables categóricas (es decir, variables que toman un número limitado de valores discretos)
de manera numérica.
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CAPÍTULO 2. TÉCNICAS DE MACHINE LEARNING Saavedra-Garrido J.

­4 ­2 0 2 4

0.5

1.0

Figura 3. Función base sigmoidal.

Esta función transforma el intervalo (�1;+1) en el intervalo (0; 1). Por otra parte, cuando jxj es
pequeño, la ecuación (2.3) se puede aproximar por una función lineal.

Ejemplo 4 Una función base similar es la tangente hiperbólica

tanhx =
ex � e�x
ex + e�x

; (2.4)

que di�ere de la función sigmoidal logística � (x) solo por transformaciones lineales, de modo que

2� (2x)� 1 = tanhx:

Por lo tanto, una combinación lineal de una función sigmoidal logística es equivalente a una combinación
lineal de funciones tanhx.

Ejemplo 5 Otra función base es introducida por McCulloch y Pitts (1943) para modelar el comportamien-
to de una neurona en un sistema nervioso llamada función escalonada de Heaviside

g (a) =

�
1 si a � 0
0 si a < 0

(2.5)

donde a = wTx + w0. Las entradas xi representan el nivel de actividad de cada neurona, los pesos wi
representan la fuerza de las conexiones sinápticas entre las neuronas, w0 un umbral a partir del cual
la neurona dispara un nuevo potencial de acción. Este modelo inspirado en la biología se usó para el
reconocimiento estadístico de patrones. Rosenblatt (1962) estudió redes de unidades con función base
escalonada que llamó perceptrones.

Ejemplo 6 Usando la ecuación (2.5), se puede representar funciones booleanas básicas. Esta fue una de
las motivaciones de McCulloch y Pitts para el diseño de unidades individuales.

AND (x1; x2) = g (x1 + x2 � 1;5) (2.6)

OR (x1; x2) = g (x1 + x2 � 0;5) :

Esto quiere decir que usando estas unidades se puede construir una red neuronal que calcule cualquier
función booleana de las entradas.
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Ejemplo 7 Recti�cadora (ReLU - Recti�ed Linear Unit): Esta función de activación la introdujo por
primera vez en el año 2000 Hahnloser, con motivaciones biológicas y matemáticas. Se viene usando en
redes neuronales convolucionales por su e�ciencia en el entrenamiento, siendo más utilizada que la ya
ampliamente extendida función logística sigmoidal. La función recti�cadora es, por tanto, una de las
funciones de activación más populares para deep learning.

Figura 7. Función recti�cadora dada por la función g del ejemplo 5.

2.1.2. Máxima verosimilitud y mínimos cuadrados

En esta sección se discute el enfoque de mínimos cuadrados y su relación con la máxima verosimilitud.
Sea t una variable objetivo dada por una función determinista y(x;w) con ruido aditivo Gaussiano de
modo que

t = y (x;w) + "; (2.7)

donde " es una variable aleatoria Gaussiana con media cero y precisión (varianza inversa) �. De esta
manera, se tiene que

p (tjx;w; �) = N
�
tjy (x;w) ; ��1

�
: (2.8)

Al asumir una función de pérdida cuadrática, la predicción óptima para un nuevo valor de x será dada
por la media condicional de la variable objetivo t. En el caso de una distribución normal de la forma (2.8),
la media condicional es simplemente

E (tjx) =
Z
tp (tjx) dt = y (x;w) : (2.9)

Sea X = fx1; :::;xNg un conjunto de datos de entrada con sus correspondientes valores objetivo
t = ft1; :::; tNg. Si estos puntos de datos se extraen independientemente de la distribución (2.8), se obtiene
la expresión para la función de verosimilitud, la cual se encuentra en función de los parámetros ajustables
w y � en la forma

p (tjX;w; �) =
NY
n=1

N
�
tnjwT� (xn) ; �

�1� : (2.10)

8



CAPÍTULO 2. TÉCNICAS DE MACHINE LEARNING Saavedra-Garrido J.

Al aplicar logaritmo en la función de verosimilitud se obtiene

ln p (tjw; �) =
NX
n=1

lnN
�
tnjwT� (xn) ; �

�1� (2.11)

=
N

2
ln� � N

2
ln 2� � �

2

NX
n=1

�
tn �wT� (xn)

	2
.

De�nición 8 Se de�ne la función suma de error cuadrado como

ED (w) =
1

2

NX
n=1

�
tn �wT� (xn)

	2
; (2.12)

la cual se extrae de (2.11).

Observación 9 En lugar de maximizar el logaritmo de la verosimilitud, se puede minimizar de manera
equivalente el logaritmo negativo de la máxima verosimilitud. En consecuencia, maximizar la verosimilitud
es equivalente (respecto a la determinación de w) a minimizar la función suma de error cuadrado de�nida
por la ecuación (2.12).

Una vez escrita la función de verosimilitud, se puede usar la máxima verosimilitud para estimar los
valores de w y �. Considerando la maximización con respecto a w; el gradiente de (2.11) toma la forma

r ln p (tjw; �) =
NX
n=1

�
tn �wT� (xn)

	
�T (xn) , (2.13)

igualando a cero y despejando w se obtiene

wMV =

 
NX
n=1

� (xn)�
T (xn)

!�1 NX
n=1

tn�
T (xn) (2.14)

=
�
�T�

��1
�T t,

las cuales son conocidas como, ecuaciones normales para el problema de mínimos cuadrados.

De�nición 10 Se de�ne la matriz de diseño �, de orden N �M; como

� =

0BBB@
�0 (x1) �1 (x1) � � � �M�1 (x1)
�0 (x2) �1 (x2) � � � �M�1 (x2)
...

...
. . .

...
�0 (xN ) �1 (xN ) � � � �M�1 (xN )

1CCCA ; (2.15)

cuyos elementos son dados por �nj = �j (xn) :

9



CAPÍTULO 2. TÉCNICAS DE MACHINE LEARNING Saavedra-Garrido J.

Si se hace explícito el parámetro de sesgo, entonces la función de error (2.12) se convierte en

ED (w) =
1

2

NX
n=1

ftn �w0 �
M�1X
j=1

wT
j �j (xn)g2, (2.16)

luego derivando con respecto a w0 e igualando a cero, se obtiene

w0 =
1

N

0@ NX
n=1

tn �
M�1X
j=1

NX
n=1

wT
j �j (xn)

1A = �t�
M�1X
j=1

wT
j �j , (2.17)

donde

�t = 1
N

NX
n=1

tn y ��j =
1
N

NX
n=1

�j (xn) . (2.18)

Por lo tanto, el sesgo w0 compensa la diferencia entre los promedios (sobre el conjunto de entrenamiento)
de los valores objetivo tn y la suma ponderada de los promedios de los valores de la función base en (2.17).
La maximización de la función de log-verosimilitud (2.11) con respecto al parámetro de precisión � es

dada por

1

�MV

=
1

N

NX
n=1

�
tn �wT

MV � (xn)
	2
. (2.19)

2.1.3. Aprendizaje Secuencial

Las técnicas por lotes, como la solución de máxima verosimilitud (2.14), implica procesar todo el
conjunto de entrenamiento de una sola vez, que computacionalmente puede ser costoso para grandes
cantidades de datos. Si se tiene un conjunto de datos su�cientemente grande, puede ser recomendable
usar algoritmos secuenciales, también conocidos como algoritmos en línea, donde los puntos de datos se
consideran uno a la vez, y los parámetros del modelo se van actualizando constantemente. El aprendizaje
secuencial también es apropiado para aplicaciones en tiempo real, en que las observaciones de datos llegan
en una secuencia continua, y las predicciones deben hacerse antes de que se vean todos los puntos de datos.
Se puede obtener un algoritmo de aprendizaje secuencial aplicando la técnica de descenso de gradiente
estocástico, también conocida como descenso de gradiente secuencial, de la siguiente manera.
Si la función de error comprende una suma sobre los puntos de datos

E =
X
n

En, (2.20)

entonces después de la presentación del patrón n, el algoritmo de descenso de gradiente estocástico actu-
aliza el vector de parámetros w usando

w(�+1) = w� � �rEn, (2.21)

donde � denota el número de iteraciones y � es la tasa de aprendizaje (cuanto afecta el gradiente a la
actualización de los parámetros en cada iteración). El valor de w comienza con el vector w(0). Para el
caso de la función suma de error cuadrado de la ecuación (2.12) se tiene

w(�+1) = w(�) + �
�
tn �w(�)T�n

�
�n, (2.22)
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con �n = �n (xn) : Esto se conoce como mínimos cuadrados medios o el algoritmo LMS. El valor de � debe
elegirse con cuidado para garantizar que el algoritmo converja, ya que un valor muy pequeño puede hacer
que el proceso de optimización sea muy lento, pues los pasos de actualización de los parámetros serán
muy pequeños. Por otro lado, un valor de tasa de aprendizaje muy grande puede hacer que el proceso sea
inestable y puede hacer que el modelo no converja correctamente.

2.1.4. Mínimos cuadrados regularizados

En un conjunto de datos de entrada, muchas veces se introducen muestras atípicas o muestras que
pueden no ser del todo representativas. Cuando se �sobreentrena� el modelo, el algoritmo estará con-
siderando como válidos solo los datos idénticos a los del conjunto de entrenamiento, incluidos sus defectos,
siendo incapaz de distinguir entradas buenas como �ables si se salen un poco de los rangos ya prestable-
cidos. Por otra parte, puede ocurrir que el modelo de Machine Learning sea demasiado simple y, en
consecuencia, ocurre un ajuste insu�ciente repercutiendo en la precisión. Esto suele suceder cuando se
tiene pocos datos para construir un modelo preciso, o bien, cuando se intenta construir un modelo lineal
con datos no lineales (ver Figura 2.1.4).

De�nición 11 Se dice sobreajuste o �over�tting� cuando un modelo memoriza los datos, pero no los
generaliza, es decir, sólo se ajustará a aprender los casos particulares que se le enseña al modelo siendo
incapaz de reconocer nuevos datos de entrada.

De�nición 12 Se dice bajo ajuste o �under�tting�cuando un modelo de aprendizaje automático no puede
ajustarse adecuadamente a los datos de entrenamiento.

El bajo ajuste se debe a que el modelo es demasiado simple o no tiene su�ciente capacidad para cap-
turar la complejidad de los datos. Como resultado, el modelo tiene un rendimiento bajo tanto en los datos
de entrenamiento como en los datos de prueba.

Bajo a juste Óptimo Sobrea juste

Figura 2.1.4. Ilustración de modelos con ajuste bajo, óptimo y sobreajustado.

La idea de agregar un término de regularización a una función de error es controlar el sobreajuste del
modelo, de modo que la función de error total a minimizar tome la forma

ED(w) + �EW (w), (2.23)

11
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donde � es el coe�ciente de regularización que controla la importancia relativa del error ED(w) dependiente
de los datos y el término de regularización EW (w). Esta penalización mantiene los pesos pequeños,
evitando que la red utilice pesos que no necesite realmente y así, reducir el sobre aprendizaje (sobreajuste)
evitando que la red se ajuste demasiado al conjunto de entrenamiento. Una de las formas más simples de
un regularizador viene dada por la suma de cuadrados de los elementos del vector peso

EW (w) =
1

2
wTw: (2.24)

Si se considera la función suma de error cuadrado dado por

E (w) =
1

2

NX
n=1

�
tn �wT� (xn)

�2
, (2.25)

entonces la función de error total es

eE (w) = 1

2

NX
n=1

�
tn �wT� (xn)

�2
+
�

2
wTw =ED(w) +

�

2
wTw: (2.26)

Si se calcula el vector gradiente de 2.26, se obtiene

r eE (w) = rED(w) + �w: (2.27)

En consecuencia, utilizando descenso del gradiente, la regla para actualizar los sesgos no cambia, pero
para los pesos pasa a ser

w(�+1) = w(�) � �r eE (2.28)

= w(�) � �rED � ��w(�)

= (1� ��)w(�) � �rED:

Esto no es muy diferente a la regla usual usada en descenso de gradiente vista anteriormente, excepto
que se escala los pesos w por el factor (1� ��) antes de actualizar, haciéndolos más pequeños. Es por
esta razón, que EW (w) se conoce como caída de peso o weight decay, ya que este en los algoritmos de
aprendizaje secuencial alienta a los valores de peso a decrecer.
La ventaja de este regularizador es que la función de error sigue siendo cuadrática, por lo que su

minimizador exacto se puede encontrar en forma cerrada. Especí�camente, al calcular el gradiente de
(2.26) con respecto a w, igualando a cero y despejando w, se obtiene

w =
�
�I +�T�

��1
�T t, (2.29)

la cual es una extensión de (2.14). Un regularizador más general toma la forma

1

2

NX
n=1

�
tn �wT� (xn)

�2
+
�

2

MX
j=1

jwj jq. (2.30)
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Cuando q = 2; se tiene el regularizador (2.26). La Figura ?? muestra los contornos de la función de
regularización para diferentes valores de q.

Figura ??. Contornos del término de regularización para varios valores del
parámetro q [16].

2.2. Modelos lineales para clasi�cación

El objetivo en problemas de clasi�cación es tomar un vector de entrada x y asignarlo a una de las K
clases discretas Ck; donde k = 1; :::;K. En el escenario más común, las clases se consideran disjuntas, de
modo que cada entrada se asigna a una sola clase. El espacio de entrada se divide en regiones de decisión
cuyas fronteras se denominan límites de decisión o super�cies de decisión. En esta sección, se consideran
modelos lineales de clasi�cación, donde las super�cies de decisión son funciones lineales del vector de
entrada x y, por lo tanto, están de�nidas por hiperplanos (D � 1)- dimensionales dentro del espacio de
entrada D-dimensional. Para problemas de regresión, la variable objetivo t era simplemente un vector
de números reales mientras que, en el caso de clasi�cación, existen diversas formas de utilizar valores
objetivo para representar etiquetas de clase. Para los modelos probabilísticos lo más conveniente, en el
caso de problemas de dos clases, es la representación binaria en la que hay una única variable objetivo
t 2 f0; 1g; tal que t = 1 representa la clase C1 y t = 0 representa la clase C2. El valor de t se puede
interpretar como la probabilidad de que la clase sea C1 o C2tomando valores 0 o 1:
En el modelo de regresión lineal visto en la sección anterior, la predicción de y(x;w) estaba dada

por una función lineal de los parámetros w. En el caso más simple, el modelo también es lineal en las
variables de entrada y, por lo tanto, toma la forma y(x) = wTx + w0, de modo que y es un número
real. Sin embargo, para problemas de clasi�cación, se desea predecir etiquetas de clase discretas o, en
general, probabilidades a posteriori que se encuentran en el rango (0; 1). Para lograr esto, se considera
una generalización donde se transforma la función lineal de w usando una función no lineal f(�) de modo
que

y(x) = f
�
wTx+w0

�
: (2.31)

En la literatura de aprendizaje automático o �machine learning�en inglés, f(�) se conoce como función
de activación. Las super�cies de decisión corresponden a y(x) =constante, lo que implica que wTx+w0 =
constante y, por lo tanto, las super�cies de decisión son funciones lineales de x, incluso si la función f(�)
no es lineal. Sin embargo, en contraste con los modelos utilizados para la regresión, ya no son lineales en
los parámetros debido a la presencia de la función no lineal f(�). Esto conducirá a propiedades analíticas
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y computacionales más complejas que para los modelos de regresión lineal. Sin embargo, estos modelos
siguen siendo relativamente simples en comparación con modelos no lineales más generales.

2.2.1. Función discriminante

De�nición 13 Un discriminante es una función que toma un vector de entrada x y lo asigna a una de
las K clases Ck.

En esta Sección se prestará atención particularmente a los discriminantes lineales, es decir, aquellas
funciones donde las super�cies de decisión son hiperplanos. Primero, se analiza el caso de dos clases y
luego se extiende a K > 2 clases.

Dos clases

De�nición 14 Se dice que los puntos de datos son linealmente separables si dos clases Cj y Ck pueden
ser separadas por un hiperplano.

Ejemplo 15 Las funciones OR y AND son linealmente separables. En cambio la función XOR no es
linealmente separable, como muestra la Figura 15 .

OR AND XOR

Figura 15. Funciones OR, AND y XOR [44].

La representación más simple de una función discriminante es obtenida tomando una función lineal de
un vector de entrada, tal que

y(x) = wTx+w0; (2.32)

donde w es llamado vector de peso y w0 sesgo (no confundir con el sesgo estadístico). Un vector de entrada
x se asigna a la clase C1 si y(x) > 0 y a la clase C2 si y(x) < 0. Por lo tanto, la correspondiente frontera de
decisión se de�ne por la relación y(x) = 0, que corresponde a un hiperplano (D-1)-dimensional dentro del
espacio de entrada D-dimensional. Sean xA y xB dos puntos ubicados en la super�cie de decisión. Dado
que y(xA) = y(xB) = 0, se tiene que

wT (xA � xB) = 0; (2.33)
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por lo tanto, el vector w es ortogonal a todos los vectores que se encuentran dentro de la super�cie de
decisión, en consecuencia, w determina la orientación de la super�cie de decisión. De manera similar, si
x es un punto en la super�cie de decisión, entonces y(x) = 0, luego la distancia desde el origen hasta la
super�cie de decisión viene dada por

y (x)

kwk =
wTx+w0
kwk = 0; (2.34)

donde
wTx

kwk = �
w0
kwk : (2.35)

Con base en lo anterior, se observa que el parámetro de sesgo w0 determina la localización de la super�cie
de decisión como muestra la Figura 2.2.1 para D = 2. Además, se observa que el valor de y(x) da una
medida de la distancia perpendicular r desde el punto x a la super�cie de decisión. Para ver esto, considerar
un punto arbitrario x y sea x? su proyección ortogonal sobre la super�cie de decisión, de modo que

x = x? + r
w

kwk : (2.36)

Al multiplicar ambos lados por wT , sumar w0 y notando que y (x?) = wTx? +w0 = 0, se obtiene

y (x) = wTx+w0 = w
Tx? + rw

T w

kwk +w0 = r kwk ; (2.37)

de esta manera, la distancia perpendicular es dada por

r =
y (x)

kwk : (2.38)

Figura 2.2.1. Ilustración geométrica de una función discriminante lineal en dos
dimensiones. La super�cie de decisión se muestra en rojo cuyo desplaza-

miento desde el origen está controlado por el parámetro w0 [16].
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Al igual que en los modelos de regresión lineal, a veces es conveniente usar una notación más compacta
en la que se introduce un valor de entrada dummy x0 = 1 y luego se de�ne ew = (w0;w) y ex = (x0; x), de
modo que

y (x) = ewT ex: (2.39)

En este caso, las super�cies de decisión son hiperplanos D�dimensionales que pasan por el origen del
espacio de entrada (D + 1)-dimensional:

2.2.2. Regresión logística

Considerando el problema de la clasi�cación de dos clases C1 y C2 se cumple que la probabilidad a
posteriori de la clase C1 puede escribirse como una función sigmoidal logística actuando sobre una función
lineal del vector de características �, tal que

p (C1j�) = y (�) = �
�
wT�

�
; (2.40)

con p (C2j�) = 1� p (C1j�) : En efecto, basta notar que la probabilidad a posteriori de la clase C1 se puede
escribir como

p (C1jx) =
p (xjC1) p (C1)

p (xjC1) p (C1) + p (xjC2) p (C2)
=

1

1 + exp (�a) = � (a) ; (2.41)

donde se ha de�nido

a = ln
p (xjC1) p (C1)
p (xjC2) p (C2)

: (2.42)

En la terminología de estadística, este modelo se conoce como regresión logística, aunque debe enfatizarse
que este es un modelo de clasi�cación en lugar de regresión.

Observación 16 Para el caso de K > 2 clases, las probabilidades a posteriori se pueden escribir como

p (Ckjx) =
p (xjCk) p (Ck)P
j p (xjCk) p (Ck)

(2.43)

=
exp (ak)P
j exp (aj)

;

donde los ak están de�nidos por
ak = ln (p (xjCk) p (Ck)) : (2.44)

Esta función es conocida como la exponencial normalizada o función softmax y se puede considerar como
una generalización multiclase de la función sigmoidal logística. Notar que si ak � aj para todo j 6= k,
entonces p(Ckjx) ' 1 y p(Cj jx) ' 0:

Ahora, se utiliza la máxima verosimilitud para determinar los parámetros del modelo de la regresión
logística. Para hacer esto, se hace uso de la derivada de la función sigmoidal logística, que puede expresarse
de manera conveniente como

d�

da
= � (a) (1� � (a)) : (2.45)
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Para un conjunto de datos f�n; tng, donde tn 2 f0; 1g y �n = �n (xn), la función de verosimilitud se
puede escribir como

p (tjw) =
NQ
n=1

ytnn f1� yng
1�tn (2.46)

con yn = p(C1j�n) y t = (t1; :::; tN )T ; pues la regresión logística supone que los datos obedecen a la distribu-
ción de Bernoulli. La función de error se puede de�nir tomando el logaritmo negativo de la verosimilitud,
que da la función de error conocida como entropía cruzada

E (w) = � ln p (tjw) = �
NX
n=1

ftn ln yn + (1� tn) ln (1� yn)g ; (2.47)

con yn = �(wT�n). Tomando el gradiente de la función de error con respecto a w y tomando en cuenta
la igualdad (2.45) se obtiene

rE (w) =
NX
n=1

(yn � tn)�n: (2.48)

En particular, la contribución al gradiente, desde los puntos de datos, viene dada por el �error�yn � tn
entre el valor objetivo y la predicción del modelo, multiplicado por el vector de función base �n. Por otra
parte, al comparar con (2.13) se observa que toma exactamente la misma forma que el gradiente de la
función suma de error cuadrado para el modelo de regresión lineal.

Observación 17 Vale la pena señalar que la estimación por máxima verosimilitud puede exhibir proble-
mas de sobreajuste severo para conjuntos de datos que son linealmente separables. Esto surge, porque la
solución de máxima verosimilitud ocurre cuando el hiperplano correspondiente a � = 0;5 o de forma equiv-
alente wT� = 0, separa las dos clases y la magnitud de w tiende a in�nito. En este caso, la pendiente de
la función sigmoidal logística tiende a in�nito en el espacio de características, de modo que a cada punto
de entrenamiento, de cada clase k; se le asigna una probabilidad a posteriori p(Ckjx) = 1. Sin embargo,
esta singularidad se puede evitar mediante la inclusión de un término de regularización a la función de
error.

2.2.3. Clasi�cación por mínimos cuadrados

En la sección anterior, se observó que la minimización de la función suma de error cuadrado conduce a
una solución simple de forma cerrada para los valores de los parámetros. Dado esto, se aplicará el mismo
formalismo a problemas de clasi�cación para ver si cumple la misma propiedad.

De�nición 18 Se llama esquema de codi�cación 1�de�K donde t es un vector de longitud K; de modo
que si la clase correspondiente es Cj ; entonces todos los elementos tk de t son cero, excepto el elemento
tj que toma el valor 1:

Ejemplo 19 Si se tiene K = 5 clases (C1; :::; C5), entonces un patrón de la clase C2 recibe el vector
objetivo

t = (0; 1; 0; 0; 0)
T
:

El valor tk se puede interpretar como la probabilidad de que la clase sea Ck:
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Una justi�cación para usar mínimos cuadrados en este contexto es que se aproxima a la esperanza
condicional E[tjx] de los valores objetivo dado el vector de entrada. Para el esquema de codi�cación binaria,
la esperanza condicional viene dada por el vector de probabilidad de la clase a posteriori. Sin embargo,
estas probabilidades generalmente se aproximan bastante mal, de hecho, las aproximaciones pueden tener
valores fuera del rango (0; 1), debido a la �exibilidad limitada de un modelo lineal.
Cada clase Ck es descrita por su propio modelo lineal, tal que

yk (x) = w
T
k x+wk0; (2.49)

con k = 1; :::;K: Por otra parte, al igual que antes se puede agrupar en su forma vectorial como

y (x) = fWT ex; (2.50)

donde fW es una matriz cuya kth columna comprende el vector (D + 1)�dimensional ew = (wk0;wT
k )
T y ex

es el correspondiente vector de entrada (1;xT )T con una entrada dummy x0 = 1. Una nueva entrada x es
asignada a la clase donde la salida yk = ewTk ex es mayor.
La matriz de parámetros fW , se determina minimizando la función suma de error cuadrado al igual que

en los modelos de regresión lineal. Para ver esto, se toma un conjunto de datos de entrenamiento fxn; tng
donde n = 1; :::; N y una matriz T cuya nth �la es dada por el vector tTn , junto con una matriz eX cuya
nth �la es exTn . Por consiguiente, la función suma de error cuadrado se puede escribir de la siguiente forma

E
�fW� = 1

2
Tr

�� eXfW � T
�T � eXfW � T

��
: (2.51)

Ahora, derivando con respecto a fW e igualando a cero, se obtiene la solución para la matriz de parámetros

fW =
� eXT eX��1 eXT: (2.52)

Como resultado, la función discriminante es dada por

y (x) = fWT ex = TT �� eXT eX��1 eX�T ex: (2.53)

Una propiedad interesante de las soluciones de mínimos cuadrados con múltiples variables objetivo es
que si cada vector objetivo en un conjunto de entrenamiento satisface alguna restricción lineal

aT tn + b = 0 (2.54)

para algunas constantes a y b, entonces la predicción del modelo para cualquier valor de x cumplirá la
misma restricción

aT y (x) + b = 0: (2.55)

Por lo tanto, si se usa un esquema de codi�cación 1 � de � K para K clases, entonces las predicciones
hechas por el modelo tendrán la propiedad de que los elementos de y(x) sumarán 1 para cualquier valor de
x. Sin embargo, esta restricción por sí sola no es su�ciente para permitir que las salidas del modelo sean
interpretadas como probabilidades, pues no están restringidas a mantenerse dentro del intervalo (0; 1).
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El enfoque de mínimos cuadrados proporciona una solución de forma cerrada para los parámetros de
la función discriminante. Sin embargo, incluso con la función discriminante (la cual se usa para tomar
decisiones directamente y prescindir de cualquier interpretación probabilística) sufre algunos problemas
graves. Las soluciones con mínimos cuadrados carecen de robustez, de modo que a valores atípicos pueden
producir resultados engañosos, como se ilustra en la Figura 2.2.3.

Figura 2.2.3. La grá�ca izquierda muestra datos de dos clases, junto con la frontera
de decisión encontrada por mínimos cuadrados (curva morada) y por el modelo de

regresión logística (curva verde). El grá�co de la derecha muestra los resultados ob-

tenidos cuando se agregan puntos de datos adicionales [16].

Al agregar puntos de datos a la derecha de la Figura 2.2.3 produce un cambio signi�cativo en la ubi-
cación del límite de decisión. Más aún, los problemas con mínimos cuadrados pueden ser más graves que
la simple falta de robustez (cambios en los valores de entrada) como se puede observar en la Figura 2.2.3.

Figura 19. Conjunto de datos sintéticos de tres clases, con puntos de datos de
entrenamiento indicados en rojo (�), verde (+) y azul (�) [16].

A la izquierda de la Figura 19b se utiliza el discriminante de mínimos cuadrados. Se puede observar que la
región del espacio de entrada asignada a la clase verde es demasiado pequeña y, por lo tanto, la mayoría de
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los puntos de esta clase están mal clasi�cados. Sin embargo, a la derecha se utilizó un modelo de regresión
logística, el cual muestra la clasi�cación correcta de los datos de entrenamiento. Cabe recalcar, que bajo
el supuesto de una distribución condicional Gaussina la estimación por mínimos cuadrados coincide con
la de máxima verosimilitud, mientras que los vectores objetivo claramente tienen una distribución que
está lejos del Gaussiana.

2.2.4. Algoritmo del perceptrón

El perceptrón de Rosenblatt es la forma más simple de una red neuronal usada para la clasi�cación
de un tipo especial de patrones, los linealmente separables, es decir, patrones que se encuentran a ambos
lados de un hiperplano. Básicamente, consiste en una neurona con pesos sinápticos ajustables, como se
muestra la Figura ??

Figura 2.1.4. Representación grá�ca de un perceptrón de una sola neurona.

El perceptrón es otro ejemplo de un modelo discriminante lineal que ocupa un lugar importante en la
historia de los algoritmos de reconocimiento de patrones. Este corresponde a un modelo de dos clases en
que el vector de entrada x se transforma primero usando una transformación no lineal �ja para dar un
vector de características �(x) y luego se usa para construir un modelo lineal de la forma

y (x) = f
�
wT� (x)

�
, (2.56)

donde la función de activación no lineal f(�) viene dada por la siguiente función de paso

f (a) =

�
+1; a � 0
�1; a < 0

: (2.57)

El vector � (x) incluye un componente de sesgo �0 (x) = 1. En problemas de clasi�cación de dos clases,
se ha trabajado con un esquema de codi�cación en el que t 2 f0; 1g, que es apropiado en el contexto de
modelos probabilísticos. Sin embargo, para el perceptrón, es más conveniente usar la variable objetivo
t = +1 para la clase C1 y t = �1 cuando es de clase C2.
En los algoritmos de perceptrón generalmente se considera una función de error conocida como criterio

del perceptrón. El objetivo es buscar un vector de peso w; tal que los patrones xn en la clase C1 cumplan
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wT�(xn) > 0, mientras que los patrones xn en la clase C2 sean wT�(xn) < 0. Al usar un esquema de
codi�cación t 2 f�1;+1g lo ideal sería que todos los patrones satisfagan wT�(xn)tn > 0. De este modo,
el criterio de perceptrón asocia error cero a cualquier patrón que se clasi�que correctamente, mientras que
para un patrón mal clasi�cado xn intenta minimizar la cantidad �wT�(xn)tn. Por lo tanto, el criterio del
perceptrón viene dado por

Ep (w) = �
X
n�M

wT�ntn; (2.58)

donde M denota el conjunto de todos los patrones mal clasi�cados. Al aplicar el algoritmo de descenso
de gradiente estocástico a esta función de error se actualiza el vector de parámetros w; tal que

w(�+1) = w(�) � �rEp (w) = w(�) + ��ntn; (2.59)

donde � es el parámetro de velocidad de aprendizaje y � es el número de iteraciones del algoritmo. El
parámetro de velocidad de aprendizaje � se puede igualar a 1; sin pérdida de generalidad, ya que la función
del perceptrón y(x;w) no cambia si se multiplica w por una constante. A medida que el vector de peso
se actualiza mediante el entrenamiento, el conjunto de patrones mal clasi�cados irá cambiando.
El algoritmo de aprendizaje del perceptrón tiene la siguiente interpretación. Para cada patrón de en-

trada xn se evalúa la función perceptrón (2.56). Si el patrón se clasi�ca correctamente, entonces el vector
de peso permanece sin cambios, mientras que si se clasi�ca de forma errónea, entonces para la clase C1 se
suma el vector � (xn) a la estimación del vector de peso w; mientras que para la clase C2 se resta el vector
� (xn) de w como se ilustra la Figura 2.2.4.
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Figura 2.2.4. Ilustración de la convergencia del algoritmo de aprendizaje del perceptrón,
mostrando puntos de datos de dos clases en un espacio de características bidimensional

(�1, �2) [16].

La grá�ca superior izquierda de la Figura 22 muestra el vector de parámetro inicial w con una �echa negra
junto a la frontera de decisión correspondiente (línea negra). La �echa apunta hacia la región de decisión
que se clasi�có como perteneciente a la clase roja. El punto de datos encerrado en un círculo verde está mal
clasi�cado y, por lo tanto, su vector de características se agrega al vector de peso actual, lo que proporciona
una nueva frontera de decisión que se muestra en la grá�ca superior derecha. La grá�ca inferior izquierda
muestra el siguiente punto mal clasi�cado a ser considerado, indicado por el círculo verde, y su vector de
características se agrega nuevamente al vector de peso dando la frontera de decisión que se muestra en la
grá�ca inferior derecha, en la cual todos los puntos de datos están clasi�cados correctamente.
Si se considera el efecto de una única actualización en el algoritmo de aprendizaje del perceptrón, se

observa que la contribución al error de un patrón mal clasi�cado será reducida, pues

�w(�+1)T�ntn = �w(�)T�ntn � (�ntn)
T
�ntn < �w(�)T�ntn; (2.60)

donde � = 1 y dado que k�ntnk
2
> 0 se cumple la desigualdad. Sin embargo, esto no implica que la

contribución a la función de error de los otros patrones mal clasi�cados se habrá reducido. No obstante,
el cambio en el vector de peso puede haber causado que algunos patrones previamente clasi�cados cor-
rectamente se clasi�quen de forma errónea. Por lo tanto, no se garantiza que la regla de aprendizaje del
perceptrón reduzca la función de error total en cada etapa.
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Rosenblatt (1962) demostró que, si los patrones usados para entrenar el perceptrón son extraídos de
dos clases linealmente separables, entonces el algoritmo del perceptrón converge y toma como super�cie
de decisión un hiperplano entre estas dos clases. La prueba de convergencia del algoritmo es conocida
como el teorema de convergencia del perceptrón.

Teorema 20 (Convergencia del perceptrón) Si el conjunto de datos de entrenamiento es linealmente
separable, entonces se garantiza que el algoritmo de aprendizaje del perceptrón encontrará una solución
exacta en un número �nito de pasos.

Observación 21 Incluso cuando el conjunto de datos es linealmente separable, puede haber muchas solu-
ciones, y la que se encuentre dependerá de la inicialización de los parámetros y del orden de presentación
de los puntos de datos.

2.3. Redes neuronales

El término �red neuronal� tiene su origen en los intentos de encontrar representaciones matemáticas
del procesamiento de información en sistemas biológicos [46], [47], [48]. De hecho, se ha utilizado de
manera muy amplia para cubrir múltiples problemas. El estudio de las redes neuronales ha sido de gran
interés para diversos grupos de estudio, en un principio con la idea de poder explicar el funcionamiento del
cerebro y de los procesos neuronales asociados, pero posteriormente también con el objetivo de desarrollar
sistemas "inteligentes"que fueran capaces de desarrollar diversas actividades.
El enfoque de este capítulo está en las redes neuronales como modelos e�cientes para el reconocimiento

de patrones estadísticos. Se considera la forma funcional del modelo de la red, incluida la parametrización
especí�ca de las funciones bases y luego se discute el problema de determinar los parámetros de la red
dentro de un marco de máxima verosimilitud, que implica la solución de un problema de optimización
no lineal. Esto requiere la evaluación de derivadas de la función de log-verosimilitud con respecto a los
parámetros de la red, donde se utiliza la técnica de retropropagación (�backpropagation� en inglés) de
errores para obtenerlos de manera e�ciente.

2.3.1. Funciones Feed-Forward

Los modelos lineales de regresión y clasi�cación discutidos anteriormente se basan en combinaciones
lineales de funciones bases no lineales �jas �j(x) que toman la forma

y (x;w) = f

0@ MX
j=1

wj�j (x)

1A ; (2.61)

donde f(�) es una función de activación no lineal en el caso de la clasi�cación y la identidad en el caso
de la regresión. El objetivo es extender este modelo haciendo que las funciones base �j (x) dependan de
los parámetros y luego permitir que estos parámetros sean ajustados, junto con los coe�cientes fwjg,
durante el entrenamiento. Las redes neuronales utilizan funciones bases que siguen la misma forma que
(2.61), de modo que cada función base es en sí misma una función no lineal de una combinación lineal
de las entradas, donde los coe�cientes en la combinación lineal son parámetros adaptativos. Esto conduce
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al modelo básico de una red neuronal. Primero se construye M combinaciones lineales de las variables de
entrada x1; :::; xD de la forma

aj =
DX
i=1

w
(1)
ji xi + w

(1)
j0 , (2.62)

con j = 1; :::;M y el exponente (1) indica que los parámetros correspondientes están en la primera �capa�
de la red.

De�nición 22 Se de�nen los parámetros w(1)ji y w
(1)
0 como pesos y sesgos, respectivamente. Las cantidades

aj se conocen como activaciones.

Cada activación se transforma utilizando una función de activación no lineal, de modo que

zj = h (aj) : (2.63)

Estas cantidades reciben el nombre de unidades ocultas. Las funciones no lineales h(�) generalmente
se eligen como funciones sigmoidales, por ejemplo, la función sigmoidal logística o la función tangente
hiperbólica. Siguiendo (2.61), nuevamente se pueden hacer combinaciones lineales para dar activaciones
de la unidad de salida

ak =
MX
j=1

w
(2)
kj zj + w

(2)
k0 ; (2.64)

con k = 1; :::;K donde K representa la cantidad total de salidas. Esta transformación corresponde a la
segunda capa de la red con sus respectivos parámetros de sesgo w(2)k0 . Finalmente, las activaciones de la
unidad de salida se transforman utilizando una función de activación apropiada para proporcionar un
conjunto de salidas de red yk.
La elección de la función de activación está determinada por la naturaleza de los datos y la distribución

asumida de las variables objetivo. Por lo tanto, para los problemas de regresión, la función de activación
es la identidad, es decir yk = ak. Del mismo modo, para múltiples problemas de clasi�cación binaria, la
activación de cada unidad de salida se puede transformar utilizando una función sigmoidal logística, tal
que

yk = � (ak) : (2.65)

Para problemas multiclase, se puede utilizar una función de activación softmax de la forma (2.43). Com-
binando lo anterior, se obtiene una salida sigmoidal

yk (x;w) = �

0@ MX
j=1

w
(2)
kj h

 
DX
i=1

w
(1)
ji xi + w

(1)
j0

!
+ w

(2)
k0

1A : (2.66)

De�nición 23 Un modelo de red neuronal es una función no lineal de un conjunto de variables de entrada
fxig a un conjunto de variables de salida fykg controladas por vectores de parámetros ajustables w. La
función no lineal (2.66) se representa en forma de diagrama de red en la siguiente �gura.
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Figura 24. Diagrama de red neuronal de dos capas.

El proceso (2.66) puede interpretarse como una propagación hacia adelante (�forward propagation� en
sus siglas en inglés) de información a través de la red. Al igual que antes, los parámetros de sesgo en (2.62)
se pueden absorber en el conjunto de parámetros de peso de�niendo una variable de entrada adicional
x0 = 1, de modo que (2.62) tome la forma

aj =
DX
i=0

w
(1)
ji xi (2.67)

y

yk (x;w) = �

0@ MX
j=0

w
(2)
ji h

 
DX
i=0

w
(1)
ji xi

!1A : (2.68)

Como se observa en la Figura 24, el modelo de red neuronal comprende dos etapas de procesamiento,
cada una de las cuales se asemeja al modelo de perceptrón y es por esta razón que la red neuronal también
se conoce como perceptrón multicapa. Sin embargo, una diferencia clave en comparación con el perceptrón
es que la red neuronal usa funciones sigmoides no lineales continuas en las unidades ocultas, mientras que
el perceptrón usa una función de paso no lineal escalonada.
Si el número de unidades ocultas es menor que el número de unidades de entrada o salida, entonces

las transformaciones que puede generar la red no son las transformaciones lineales más generales posibles
de entradas a salidas, pues la información se pierde en la reducción de dimensionalidad en las unidades
ocultas. Para evitar esto, es conveniente recurrir a conexiones de capa de salto o �skip-layer� en ingles, las
cuales están asociadas a un parámetro adaptativo. Por ejemplo, en una red de dos capas estas conexiones
irían directamente de entradas a salidas, como se ilustra en la Figura 26.

De�nición 24 A este tipo de arquitectura se les conoce como red neuronal feed-forward, de modo que las
conexiones entre las unidades no forman un ciclo cerrado, garantizando que las salidas sean funciones
deterministas de las entradas.
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Ejemplo 25 Cada unidad (oculta o de salida) en una red feed-forward puede ser representada por

zk = h

0@X
j

wkjzj

1A ; (2.69)

donde la suma se ejecuta sobre todas las unidades que envían conexiones a la unidad k (incluyendo el
parámetro de sesgo en la suma). Esto se ilustra en la Figura 2.3.1 para el caso de una red de dos capas
con k = 2.

Figura 2.3.1: Red neuronal con topología feed-forward.

Teorema 26 (Teorema de aproximación universal, [49]) Cualquier función continua sobre un con-
junto compacto puede ser uniformemente aproximada (con precisión arbitraria) por una red de dos capas
con salidas lineales, siempre que la red tenga un número su�cientemente grande de unidades ocultas.

Ejemplo 27 La capacidad de una red de dos capas para modelar las funciones

a) f(x) = x2; b) f(x) = sin(x); c) f(x) = jxj y d) f(x) = H (x) ;

donde H (x) es la función de paso Heaviside, se ilustra en la siguiente �gura.

(a) (b): (c) (d)

Figura 2.63. Ilustración de la capacidad de un perceptrón multicapa para aproximar funciones [16].
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En la Figura 2.63 se consideran N = 50 puntos de datos, representados por los puntos azules. Estos se
utilizan para entrenar una red de dos capas que tiene 3 unidades ocultas con funciones de activación tanh
y unidades de salida lineal. Las funciones de red resultantes se muestran mediante las curvas rojas, y las
salidas de las tres unidades ocultas se muestran mediante las tres curvas discontinuas las cuales trabajan
en colaboración para aproximar la función deseada.

2.3.2. Entrenamiento de la red

Hasta ahora, se ha visto las redes neuronales como una clase general de funciones no lineales paramétri-
cas desde un vector x de variables de entrada a un vector y de variables de salida. Un enfoque simple para
el problema de determinar los parámetros de la red es minimizar la función suma de error de cuadrado

E (w) =
1

2

NX
i=1

ky (xn; w)� tnk2 (2.70)

donde el conjunto de entrenamiento comprende los vectores de entrada fxng, con n = 1; :::; N , junto con
sus correspondientes vectores objetivo ftng.
Sin embargo, se puede proporcionar una visión más general del entrenamiento de la red dando una

interpretación probabilística a las salidas, las cuales tienes diversas ventajas en la práctica. Se comienza
discutiendo los problemas de regresión, considerando una única variable objetivo t que puede tomar
cualquier valor real y suponiendo que sigue una distribución Gaussiana con una media dependiente de x,
dada por la salida de la red neuronal, de modo que

p (tjx;w) = N
�
tjy (x;w) ; ��1

�
; (2.71)

donde � es la precisión (varianza inversa) del ruido Gaussiano. Para la distribución dada por (2.71), es
su�ciente tomar la función de activación de la unidad de salida como la identidad, pues dicha red puede
aproximar cualquier función continúa de x a y. Dado un conjunto de datos de N observaciones inde-
pendientes e idénticamente distribuidas X = fx1; :::; xNg, junto con los valores objetivo correspondientes
t = ft1; :::; tNg, se puede construir la función de verosimilitud

p (tjX;w; �) =
NY
n=1

p (tnjxn; w; �) :

Tomando el logaritmo negativo, se obtiene la función de error

�

2

NX
n=1

fy (xn; w)� tng2 �
N

2
ln� +

N

2
ln (2�) ; (2.72)

que se puede usar para conocer los parámetros w y �.

Observación 28 En la literatura de redes neuronales, es habitual considerar la minimización de la fun-
ción de error en lugar de la maximización de la log-verosimilitud, ya que maximizar la función de verosimil-
itud es equivalente a minimizar la función suma de error cuadrado.
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Por lo tanto, por Observación 28, para determinar w se minimiza

E (w) =
1

2

NX
n=1

fy (xn; w)� tng2 : (2.73)

El valor de w encontrado al minimizar E(w) se denota wML , donde ML signi�ca maximum likelihood,
que corresponde a la máxima verosimilitud. En la práctica, la no linealidad de la función de red y(xn; w)
hace que el error E(w) no sea convexo, esto implica que no hay garantia de encontrar los máximos locales
de la verosimilitud (de forma equivalente los mínimos locales de la función de error). Por otra parte, � se
puede encontrar minimizando la log-verosimilitud negativa para dar

�r log p (tjx;w; �) = 1

2

NX
n=1

fy (xn; w)� tng2 �
N

2�
;

igualando a cero y despejando � se obtiene

1

�ML

=
1

N

NX
n=1

fy (xn;wML)� tng2 : (2.74)

Si se tienen múltiples variables objetivo, y se asume que son independientes de x y w, entonces la dis-
tribución condicional de los valores objetivo está dada por

p (tjx;w) = N
�
tjy (x;w) ; ��1I

�
: (2.75)

Siguiendo el mismo argumento que para una única variable objetivo, se tiene que la precisión del ruido
viene dada por

1

�ML

=
1

NK

NX
n=1

ky (xn;wML)� tnk2 ; (2.76)

donde K es el número de variables objetivo.
En el caso de regresión, la red tiene una función de activación de salida que es la identidad, de modo

que yk = ak. La correspondiente función suma de error cuadrado tiene la propiedad que

@E

@ak
= yk � tk; (2.77)

la cual se utiliza en la técnica de backpropagation que se discute más adelante.
Ahora, si se considera el caso de clasi�cación binaria donde se tiene una única variable objetivo t, tal

que t = 1 denota la clase C1 y t = 0 denota la clase C2, cuya red tiene una única salida con una función
de activación sigmoidal logística dada por

y (x;w) = � (a) =
1

1 + exp (�a) : (2.78)

Entonces, se puede interpretar y(x;w) como la probabilidad condicional p(C1jx), con p(C2jx) dada por
1� y(x;w). Por consiguiente, la distribución condicional de los objetivos corresponde a una distribución
de Bernoulli de modo que

p (tjx;w) = yt (x;w) f1� y (x;w)g1�t : (2.79)
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Si se considera un conjunto de entrenamiento de observaciones independientes, entonces la función de
error dada por la log-verosimilitud negativa, es la función de error de entropía cruzada

E (w) = �
NX
n=1

ftn ln yn + (1� tn) ln (1� yn)g : (2.80)

Simard et al. (2003), demostraron que el uso de la función de error de entropía cruzada en lugar de la
suma de cuadrados para un problema de clasi�cación conduce a un entrenamiento más rápido, así como
a una mejor generalización.
En el caso de K clasi�caciones binarias se puede usar una red con K salidas, las cuales están asociadas

a una etiqueta de clase binaria tk 2 f0; 1g, donde k = 1; :::;K, cada una de las cuales puede tener una
función de activación sigmoidal logística. Si se asume que las etiquetas de clase son independientes, dado
el vector de entrada, entonces la distribución condicional de los objetivos es

p (tjx;w) =
KY
k=1

ytkk f1� ykg
1�tk : (2.81)

Tomando el logaritmo negativo de la función de verosimilitud correspondiente, se obtiene la siguiente
función de error

E (w) = �
NX
n=1

KX
k=1

ftnk ln ynk + (1� tnk) ln (1� ynk)g (2.82)

donde ynk = yk(xn; w). Nuevamente, la derivada de la función de error con respecto a la activación para
una unidad de salida particular toma la forma

@E

@ak
= � 1

e�ak + 1

�
tnk + e

�aktnk � 1
�

=
1

e�ak + 1
� tnk

= ynk � tnk;

al igual que en el caso de regresión.

Observación 29 Es interesante comparar la solución de la red neuronal basada en este problema con
el enfoque correspondiente a un modelo de clasi�cación lineal. Suponiendo que se usa una red neuronal
estándar de dos capas (ver Figura 24), se tiene que los parámetros de peso en la primera capa de la red
se comparten entre las distintas salidas, mientras que en el modelo lineal cada problema de clasi�cación
se resuelve de forma independiente. En consecuencia, se puede considerar que la primera capa de la red
realiza una extracción de características no lineales, de modo que las características entre las diferentes
salidas pueden conducir a una mejor generalización.

Finalmente, se considera el problema de clasi�cación multiclase estándar en el que cada entrada se
asigna a una de las K clases mutuamente excluyentes. Las variables objetivo binarias tk 2 f0; 1g tienen
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un esquema de codi�cación 1 � de � K que indica la clase, y las salidas de la red se interpretan como
yk(x;w) = p(tk = 1jx): Así la distribución condicional es dada por

p (tjx;w) =
KY
k=1

ytnkk ;

lo que lleva a la función de error

E (w) = �
NX
n=1

KX
k=1

tnk ln yk (xn; w) ; (2.83)

cuya función de activación de la unidad de salida viene dada por la función softmax

yk(x;w) =
exp (ak (x;w))P
j exp (aj (x;w))

; (2.84)

que satisface 0 � yk � 1,
P

k yk = 1 y al igual que antes, la derivada de la función de error con respecto
a la activación de una unidad de salida sofmax toma la forma (2.77).

Observación 30 Si una constante se suma a todas las activaciones de la unidad ak(x;w), los yk(x;w)
no sufren cambios , lo que hace que la función de error sea constante en algunas direcciones en el espacio
de los pesos. Esta degeneración se elimina si se agrega un término de regularización apropiado (Sección
regularizadores) a la función de error.

Resumen 31 Existe una elección natural de la función de activación de la unidad de salida y de la
función de error según el tipo de problema que se esté resolviendo.

1) Problemas de regresión

Se puede utilizar la función suma de error cuadrado con salidas lineales.

2) Problemas de clasi�caciones binarias

Se puede utilizar la función de error de entropía cruzada, con una función de activación sigmoide
logísticas para las salidas.

3) Problemas de clasi�cación multiclase

Se puede utilizar la función de error de entropía cruzada multiclase, con una función de activación
softmax para las salidas.

Para problemas de clasi�cación que involucran dos clases, se puede utilizar una única salida sigmoidal
logística o alternativamente, una red con dos salidas que tengan una función de activación de salida
softmax.

Optimización de parámetros
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Ahora se trata de encontrar un vector de peso w que minimice la función E(w). Una interpretación
geométrica de la función de error, vista como una super�cie sobre el espacio peso, se ilustra en la Figura
2.3.2, donde el punto wA es un mínimo local, wB es el mínimo global y para cualquier punto wC el
gradiente local de la super�cie de error viene dado por el vector rE:

Figura 2.3.2: Función error E(w) como una super�cie sobre
el espacio de los pesos [16].

Si se realiza un pequeño paso en el espacio peso de w a w+ �w; entonces el cambio en la función de error
es

�E ' �wTrE(w);

donde el vector rE(w) apunta en la dirección de mayor tasa de crecimiento de la función. Debido a que
el error E(w) es una función continúa suave, su valor más pequeño ocurrirá en un punto en el espacio de
los pesos donde el gradiente de la función de error desaparece, de modo que

rE (w) = 0; (2.85)

ya que, de lo contrario, se podría dar un paso en la dirección de �rE(w) y así reducir aún más el error.

De�nición 32 Los puntos donde el gradiente desaparece se denominan puntos estacionarios (o singular-
idades) y pueden clasi�carse en mínimos, máximos y puntos de silla.

El objetivo es encontrar un vector w; tal que E(w) tome su valor más pequeño, sin embargo, la función
de error normalmente tiene una dependencia altamente no lineal de los parámetros de peso y sesgo, por lo
que habrá muchos puntos en el espacio peso en los que el gradiente desaparece (o es numéricamente muy
pequeño). De hecho, para cualquier punto w que sea un mínimo local, habrá otros puntos en el espacio
de los pesos que serán mínimos. Para �nes prácticos, en problemas que se utilizan redes neuronales
puede que no sea necesario encontrar el mínimo global (y en general, no se sabrá si se ha encontrado el
mínimo global), pero puede ser necesario comparar varios mínimos locales para encontrar una solución
su�cientemente buena.
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Debido a que no es evidente encontrar una solución analítica a la ecuación rE(w) = 0, se utilizan
procedimientos numéricos iterativos. La mayoría de las técnicas implican elegir algún valor inicial w(0)

para el vector de peso y luego moverse a través del espacio de peso en una sucesión de pasos de la forma

w(�+1) = w(�) +�w(�) (2.86)

donde � etiqueta el paso de cada iteración. Los diferentes algoritmos implican diferentes opciones para
la actualización del vector de peso �w(�). Muchos algoritmos utilizan información del gradiente y, por lo
tanto, requieren que después de cada actualización se evalúe el valor de rE(w) en el nuevo vector de peso
w(�+1).

Optimización del descenso de gradiente

El enfoque más simple para usar la información del gradiente es elegir la actualización de los pesos

w(�+1) = w(�) +�w(�);

para incluir un pequeño paso en la dirección del gradiente negativo, de modo que

w(�+1) = w(�) � �rE
�
w(�)

�
; (2.87)

donde el parámetro � > 0 se conoce como tasa de aprendizaje. Después de cada actualización de este tipo,
el gradiente se vuelve a evaluar por el nuevo vector de peso y se repite el proceso.
En cada paso, el vector de peso se mueve en dirección de la mayor tasa de disminución de la función

de error, por lo que este enfoque se conoce como descenso de gradiente. Dentro de esta técnica se pueden
distinguir diferentes métodos, como

1. Descenso de gradiente
Esta técnica utiliza todo el conjunto de datos a la vez, en consecuencia, los parámetros se actualizan
una vez que hayan pasado todos los ejemplos del entrenamiento fxn; tng a través de la red, es decir,
si un conjunto de datos contiene T ejemplos de entrenamientos, los parámetros de la red neuronal
se actualizan una vez.

Ventajas

a) Menos oscilaciones.

b) Puede bene�ciarse de la vectorización que aumenta la velocidad de procesamiento de todas las
muestras.

c) Estimación precisa del vector gradiente (es decir, la derivada de la función de error con respecto
al vector de peso w), garantizando así, en condiciones simples, la convergencia del método de
descenso más pronunciado a un mínimo local.

Desventajas

a) No permite el aprendizaje on-line debido a que la actualización del gradiente se produce sobre
el conjunto entero.
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b) Bajo rendimiento y velocidad en el caso de ser utilizado en tiempo real.

c) Desde una perspectiva práctica, el aprendizaje por lotes es bastante exigente en términos de
requisitos de almacenamiento.

2. Descenso de gradiente estocástico o secuencial
Es una versión on-line del descenso del gradiente que ha resultado útil en la práctica para entrenar
redes neuronales en grandes conjuntos de datos (Le Cun et al., 1989). Las funciones de error basadas
en la máxima verosimilitud para un conjunto de observaciones independientes comprenden una suma
de términos, uno para cada punto de dato

E (w) =
NX
n=1

En (w) : (2.88)

El descenso de gradiente on-line, también conocido como descenso de gradiente secuencial o descenso
de gradiente estocástico, actualiza el vector de peso en función de un punto a la vez o por lotes, de
modo que

w(�+1) = w(�) � �rEn
�
w(�)

�
: (2.89)

Esta actualización se repite recorriendo los datos en secuencia o seleccionando puntos al azar con
reemplazo.

Ventajas

a) Una ventaja de los métodos on-line en comparación con los métodos por lotes es que los primeros
manejan la redundancia (es decir, la muestra de entrenamiento contiene varias copias del mismo
ejemplo) en los datos de manera mucho más e�ciente.

b) Otra propiedad del descenso de gradiente estocástico es la posibilidad de escapar de los mínimos
locales, ya que un punto estacionario con respecto a la función de error generalmente no será
un punto estacionario para cada punto de datos individualmente.

c) Requiere mucho menos almacenamiento que el aprendizaje por lotes.

d) Capacidad para rastrear pequeños cambios en los datos de entrenamiento, particularmente
cuando el entorno responsable de generar los datos no es estacionario.

Desventajas

a) Debido a las actualizaciones frecuentes los pasos dados hacia los mínimos son muy ruidosos.
Esto puede conducir al descenso de gradiente en otras direcciones.

b) Puede llevar más tiempo lograr la convergencia a los mínimos de la función de error.

c) Pierde la ventaja de operaciones vectorizadas, ya que trata con solo un ejemplo a la vez.

Observación 33 Si un conjunto de entrenamiento contiene T ejemplos, los parámetros se actualizan
M � T veces.

33



CAPÍTULO 2. TÉCNICAS DE MACHINE LEARNING Saavedra-Garrido J.

Resumen 34 A pesar de las desventajas, el aprendizaje on-line es muy popular para resolver problemas
de clasi�cación de patrones por dos importantes razones prácticas:

� Sencillo de implementar.
� Proporciona soluciones e�caces a problemas de clasi�cación de patrones difíciles y de gran escala.
Sin embargo, es recomendable combinar ambos métodos para aprovechar al máximo sus ventajas y
mitigar sus carencias.

2.3.3. Error de backpropagation

El objetivo en esta sección es encontrar un método e�ciente para evaluar el gradiente de una función
de error E(w) para una red neuronal feed-forward. Esto se puede lograr utilizando un esquema donde la
información se envía alternativamente hacia adelante y hacia atrás a través de la red, lo que se conoce como
backpropagation. El término backpropagation también se utiliza para describir el entrenamiento de un
perceptrón multicapa mediante el descenso de gradiente. La mayoría de los algoritmos de entrenamiento
involucran un procedimiento iterativo para minimizar una función de error, con ajustes a los pesos que se
realizan en una secuencia de pasos. En cada uno de estos pasos se puede distinguir dos etapas distintas.

1. En la primera etapa, se deben evaluar las derivadas de la función de error con respecto a los pesos,
cuya contribución consiste en proporcionar un método computacionalmente e�ciente para evaluar
tales derivadas. Debido a que es en esta etapa donde los errores se propagan hacia atrás a través
de la red, se utilizará el término backpropagation especí�camente para describir la evaluación de
derivadas.

2. En la segunda etapa, las derivadas se utilizan para calcular los ajustes que se realizarán a los pesos.
La técnica más simple de este tipo, y la que originalmente consideraron Rumelhart et al. (1986),
involucra el descenso del gradiente.

Esto se puede utilizar en muchos otros tipos de red y no solo al perceptrón multicapa. También se
puede aplicar a funciones de error distintas a la suma de cuadrados, y a la evaluación de otras derivadas,
por ejemplo, la matriz Hessiana.

Evaluación de las derivadas de la función de error

Ahora se considera un algoritmo de backpropagation para una red general con topología feed-forward
arbitraria, funciones de activación diferenciables, no lineales y una amplia clase de funciones de error.
Las fórmulas resultantes serán ilustradas usando una estructura de red simple que tiene sola una capa de
unidades ocultas sigmoidales junto con una función suma de error cuadrado.
Muchas funciones de error de interés práctico, por ejemplo, las de�nidas por la máxima verosimilitud

para un conjunto de datos independientes e idénticamente distribuidos (i:i:d), comprenden una suma de
términos, uno para cada punto de datos en el conjunto de entrenamiento, de modo que

E (w) =
NX
n=1

En (w) : (2.90)
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Aquí se considera el problema de evaluar el gradiente rEn(w) para uno de esos términos en la función
de error. Esto puede ser usado directamente por la optimización secuencial o los resultados pueden ser
acumulados sobre el conjunto de entrenamiento (métodos por lotes).
Primero, se considera un modelo lineal simple donde las salidas yk son combinaciones lineales de las

variables de entrada xi; de modo que
yk =

X
i

wkixi; (2.91)

junto con una función de error que, para un patrón de entrada particular n; toma la forma

En =
1

2

X
k

(ynk � tnk)2 ; (2.92)

donde ynk = yk (xn; w) : El gradiente de esta función de error con respecto a un peso wji viene dado por

@En
@wji

= (ynj � tnj)xni: (2.93)

En la Sección 2.2.2, se observó cómo surge una fórmula similar con la función de activación sigmoidal
logística junto con la función de error de entropía cruzada, y de manera similar, para la función de
activación softmax junto con su correspondiente función de error de entropía cruzada. Esto se puede
extender a un entorno más complejo de redes multicapas feed-forward. En general, en una red feed-
forward, cada unidad calcula una suma ponderada de sus entradas de la forma

aj =
X
i

wjizi; (2.94)

donde zi es la activación de una unidad y wji es el peso asociado con esa conexión. La suma en (2.94) se
transforma mediante una función de activación no lineal h(�) para dar la activación zj de la unidad j en
la forma

zj = h (aj) : (2.95)

Observación 35 Notar que, una o más de las variables zi en (2.94) podría ser una entrada y de manera
similar, la unidad j en (2.95) podría ser una salida.

De�nición 36 Se dice proceso de propagación hacia adelante o �forward propagation�en inglés, cuando
el �ujo de información va hacia adelante a través de la red, es decir, para cada patrón del conjunto de
entrenamiento se calcula las activaciones de todas las unidades ocultas y de salida de la red mediante la
aplicación sucesiva de (2.94) y (2.95).

La función de error En depende del peso wji solo a través de la entrada aj correspondiente a la unidad
j. Por lo tanto, se puede aplicar la regla de la cadena para derivadas parciales, tal que

@En
@wji

=
@En
@aj

@aj
@wji

: (2.96)

Se introduce la notación

�j =
@En
@aj

; (2.97)
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donde los �j a menudo se denominan errores. Usando (2.94), se puede escribir

@aj
@wji

= zi: (2.98)

Al sustituir (2.97) y (2.98) en (2.96), se obtiene

@En
@wji

= �jzi; (2.99)

de este modo, para evaluar las derivadas solo se necesita calcular el valor de los �j para cada unidad oculta
y de salida en la red, y luego aplicar (2.99). Para las unidades de salida se tiene que

�k =
@En
@ak

= yk � tk (2.100)

siempre que se utilice la identidad como función de activación de la unidad de salida. Para evaluar los ��s
de las unidades ocultas, nuevamente se hace uso de la regla de la cadena para derivadas parciales

�j =
@En
@aj

=
X
k

@En
@ak

@ak
@aj

; (2.101)

donde la suma recorre todas las k unidades a las que la unidad j envía conexiones. La disposición de
unidades y pesos se ilustra en la Figura 2.3.3.

Figura 2.3.3. Ilustración del cálculo de �j para la unidad oculta j
por backpropagation. Las �echas indican la dirección del �ujo de

información durante la propagación.

Observación 37 Al escribir (2.101) se hace uso del hecho de que las modi�caciones en aj dan lugar a
cambios en la función de error solo a través de variaciones en las variables ak.
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Haciendo uso de (2.100) y notando que

@ak
@aj

=
@

@aj

X
j

wkjzj (2.102)

=
@

@aj

X
j

wkjh (aj)

= wkjh
0 (aj) ;

se obtiene la siguiente fórmula de backpropagation al sustituir estos resultados en (2.101)

�j = h
0 (aj)

X
k

wkj�k; (2.103)

donde el valor de � para una unidad oculta particular puede obtenerse propagando los ��s hacia atrás
desde unidades más arriba en la red, como se ilustra en la Figura 36.

Observación 38 Notar que la sumatoria en (2.103) se toma sobre el primer índice en wkj (correspon-
diente a la propagación hacia atrás de información a través de la red), mientras que en la ecuación de
propagación hacia adelante (2.69) se toma sobre el segundo índice j.

Debido a que ya se conocen los valores de los ��s para las unidades de salida, aplicando recursivamente
(2.103) se puede evaluar los ��s para todas las unidades ocultas en una red feed-forward, independiente
de su topología. Por tanto, el procedimiento de backpropagation se puede resumir como sigue.

Error de Backpropagation

1. Aplicar un vector de entrada xn a la red y propagar hacia adelante a través de la red usando (2.94)
y (2.95) para encontrar las activaciones de todas las unidades ocultas y de salida.

2. Evaluar �k para todas las unidades de salida usando (2.100).

3. Retropropagar los ��s usando (2.103) y así obtener los �j para cada unidad oculta de la red.

4. Utilizar (2.99) para evaluar las derivadas requeridas.

Para los métodos por lotes, la derivada del error total E se puede obtener repitiendo los pasos anteriores
para cada patrón en el conjunto de entrenamiento y luego sumar todos los patrones, es decir

@E

@wji
=
X
n

@En
@wji

: (2.104)

Ejemplo 39 Considerando una red de dos capas de la forma ilustrada en la Figura 2.61, junto con un
error de suma de cuadrados, en la cual las unidades de salida tienen funciones de activación lineal, de
modo que yk = ak, mientras que las unidades ocultas tienen funciones de activación tangente hiperbólica
dadas por

h (a) = tanh (a) ; (2.105)
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donde

tanh (a) =
ea � e�a
ea + e�a

, (2.106)

cuya derivada puede ser expresada como

h0 (a) = 1� h (a)2 : (2.107)

También se considera la función estándar suma de error cuadrado, de modo que para el patrón, n; el error
viene dado por

En =
1

2

KX
k=1

(yk � tk)2 ; (2.108)

donde yk es la activación de la unidad de salida k y tk el correspondiente objetivo para un particular
patrón de entrada xn:
Para cada patrón en el conjunto de entrenamiento, se realiza primero una forward propagation usando

aj =
DX
i=0

w
(1)
ji xi (2.109)

zj = tanh (aj) (2.110)

yk =

MX
j=0

w
(2)
kj zj : (2.111)

Se pueden calcular los ��s para cada unidad de salida usando

�k = yk � tk: (2.112)

Entonces, se hace backpropagation para obtener los ��s para las unidades ocultas

�j =
�
1� z2j

� KX
k=1

wkj�k: (2.113)

Finalmente, las derivadas de la primera y segunda capa respecto a los pesos son dadas por

@En

@w
(1)
ji

= �jxi y
@En

@w
(2)
kj

= �kzj : (2.114)

2.4. Máquina de vectores de soporte

Las máquinas de vectores soporte (SVM, del inglés �Support Vector Machines�) tienen su origen en
los trabajos sobre la teoría del aprendizaje estadístico y fueron introducidas en los años 90 por Vapnik y
sus colaboradores (Boser et al., 1992, Cortes & Vapnik, 1995). Aunque originariamente las SVMs fueron
pensadas para resolver problemas de clasi�cación binaria, actualmente se utilizan para resolver otros tipos
de problemas (por ejemplo, regresión o agrupamiento). También son diversos los campos en los que han
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sido utilizadas con éxito, tales como visión arti�cial, reconocimiento de caracteres, categorización de texto
e hipertexto, clasi�cación de proteínas, procesamiento de lenguaje natural, análisis de series temporales,
clasi�cación de fraudes, etc. Las máquinas de vectores de soporte realizan una clasi�cación no lineal
utilizando lo que se llama el �truco del kernel�, mapeando implícitamente sus entradas en espacios de
características de alta dimensión.

2.4.1. Kernel y representación dual

En los capítulos anteriores se han considerado modelos paramétricos lineales para regresión y clasi�-
cación donde la forma del mapeo y(x;w) desde la entrada x hasta la salida y se rige por un vector w de
parámetros adaptativos. Durante la etapa de aprendizaje, se utiliza un conjunto de datos de entrenamien-
to para obtener una estimación puntual del vector de parámetros o para determinar una distribución
posterior sobre este vector. A continuación, se descartan los datos de entrenamiento y las predicciones
de nuevas entradas se basan exclusivamente en el vector w de parámetros aprendidos. Muchos modelos
paramétricos lineales se pueden convertir en una representación dual equivalente donde las predicciones
también se basan en combinaciones lineales de una función kernel evaluada en los puntos de datos de
entrenamiento. Para los modelos que se basan en un mapeo espacial de características no lineales �jas
� (x), la función kernel viene dada por la siguiente relación

k (x;x0) = � (x)
T
� (x0) (2.115)

De esta de�nición, se observa que el kernel es una función simétrica de modo que k(x;x0) = k(x0;x). El
ejemplo más simple de una función kernel se obtiene al considerar el mapeo identidad para el espacio de
características (2.115), donde �(x) = x y en cuyo caso k(x;x0) = xTx0 recibe el nombre de kernel lineal.
El concepto de un kernel formulado como un producto interno en un espacio de características permite
construir extensiones interesantes de muchos algoritmos conocidos haciendo uso del truco del kernel.

Representación dual

Muchos modelos lineales de regresión y clasi�cación pueden reformularse en términos de una repre-
sentación dual donde la función kernel surge naturalmente. Se considera un modelo de regresión lineal
cuyos parámetros se determinan minimizando una función suma de error cuadrado regularizada, de la
forma

J (w) =
1

2

NX
n=1

�
wT� (xn)� tn

	2
+
�

2
wTw; (2.116)

donde � � 0. Si se iguala a cero el gradiente de J (w) con respecto a w, se observa que la solución para
w toma la forma de una combinación lineal de los vectores � (xn) con coe�cientes que son funciones de
w, tal que

w = � 1
�

NX
n=1

�
wT� (xn)� tn

	
� (xn) =

NX
n=1

an� (xn) = �
Ta (2.117)

donde � es la matriz de diseño, cuya enésima �la está dada por �(xn)T con a = (a1; :::; aN )T y se de�ne

an = �
1

�

�
wT� (xn)� tn

	
: (2.118)
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En lugar de trabajar con el vector de parámetros w, ahora se puede reformular el algoritmo de mínimos
cuadrados en términos del vector de parámetros a, dando lugar a una representación dual. Si se sustituye
w = �Ta en J(w), se obtiene

J (a) =
1

2
aT��T��Ta� aT��T t+ 1

2
tT t+

�

2
aT��Ta; (2.119)

donde t = (t1; :::; tN )T . Ahora se de�ne la matriz de Gram, K = ��T , la cual es simétrica de orden N�N
cuyos elementos son dados por

Knm = �
T (xn)� (xm) = k (xn; xm) ; (2.120)

lo que introduce a la función kernel k(x;x0) de�nida en (2.115). En términos de la matriz de Gram, la
función suma de error cuadrado se puede escribir como

J (a) =
1

2
aTKKa� aTKt+ 1

2
tT t+

�

2
aTKa: (2.121)

Estableciendo el gradiente de J(a) con respecto a la variable a e igualando a cero, se obtiene la siguiente
solución

a = (K + �IN )
�1
t: (2.122)

Si se sustituye esto nuevamente en el modelo de regresión lineal, se obtiene la siguiente predicción para
una nueva entrada x

y (x) = wT� (x) = aT�� (x) = k (x)T (K + �IN )
�1
t; (2.123)

donde se a de�nido el vector k(x) con elementos kn(x) = k(xn;x). De esta manera, la formulación dual
permite que la solución del problema de mínimos cuadrados se exprese completamente en términos de la
función kernel k(x;x0).

Observación 40 Se conoce como formulación dual porque la solución para a puede expresarse como
combinación lineal de los elementos de � (x), recuperando la formulación original en términos del vector
de parámetros w. La ventaja de la formulación dual, es que se expresa completamente en términos de
la función kernel k(x;x0). Por tanto, se puede trabajar directamente en términos del kernel y evitar la
introducción explícita del vector de características � (x), lo que permite utilizar implícitamente espacios
de características de dimensionalidad alta, incluso in�nita.

2.4.2. Clasi�cación del margen máximo

Se comienza la discusión de las SVM volviendo al problema de clasi�cación de dos clases utilizando el
modelo lineal

y (x) = wT� (x) + b (2.124)

donde � (x) denota una transformación espacio-características �ja, con parámetro de sesgo b explicito. El
conjunto de datos de entrenamiento comprende N vectores de entrada x1; :::; xN , con los valores objetivo
correspondientes t1; :::; tN donde tn 2 f�1; 1g, y los nuevos puntos de datos x se clasi�can de acuerdo con
el signo de y(x).
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Se supone, por el momento, que el conjunto de datos de entrenamiento es linealmente separable en el
espacio de características, de modo que, por de�nición, existe al menos una elección de los parámetros
w y b tal que una función de la forma (2.124) satisface y(xn) > 0 para puntos que tienen tn = +1 e
y(xn) < 0 para puntos que tienen tn = �1, de modo que tny(xn) > 0 para todos los puntos de datos de
entrenamiento que están correctamente clasi�cados.
Existen muchas de estas soluciones que separan las clases exactamente. En la Sección 2.2.4, se describió

el algoritmo del perceptrón que garantiza encontrar una solución en un número �nito de pasos. La solución
que se encuentre, sin embargo, dependerá de los valores iniciales (arbitrarios) elegidos para w y b, así como
del orden en el que se presentan los puntos de datos. Si hay varias soluciones que clasi�can exactamente
el conjunto de datos de entrenamiento, entonces se debería intentar encontrar la que arroje el error
de generalización más pequeño. La máquina de vectores de soporte aborda este problema mediante el
concepto de margen.

De�nición 41 El margen se de�ne como la distancia perpendicular entre la frontera de decisión y los
puntos de datos más cercanos.

Figura 2.4.2. Ilustración del margen y la frontera de decisión.

Maximizar el margen conduce a una elección particular de la frontera de decisión, como se muestra a la
derecha de la Figura 2.4.2. La ubicación de este límite está determinada por un subconjunto de puntos
de datos, conocidos como vectores de soporte, que están indicados por los círculos.
Como se observó en la Figura 2.2.1, la distancia perpendicular de un punto x a un hiperplano de�nido

por y(x) = 0; donde y(x) toma la forma (2.124), está dada por jy(x)j= kwk. Sin embargo, el interés radica
en las soluciones donde los puntos de datos están clasi�cados correctamente, es decir, cuando tny(xn) > 0
para todo n. Así, la distancia de un punto xn a la super�cie de decisión está dada por

tnyn
kwk =

tn
�
wT�n (xn) + b

�
kwk : (2.125)

El margen viene dado por la distancia perpendicular al punto más cercano xn del conjunto de datos, cuyo
enfoque es optimizar los parámetros w y b con el �n de maximizar esta distancia. Por lo tanto, la solución
de margen máximo se encuentra resolviendo

argm�ax
w;b

�
1

kwk m��nn
�
tn
�
wT� (xn) + b

���
: (2.126)
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La solución directa de este problema de optimización no es trivial, es por esto que se trata de transformar
en un problema equivalente mucho más fácil de resolver. Para hacer esto, notar que si se reescalaw! �w y
b! �b, entonces la distancia desde cualquier punto xn a la super�cie de decisión, dada por tnjy(x)j= kwk,
no cambia. Entonces, se puede utilizar esto de forma conveniente para establecer la siguiente igualdad

tn
�
�n (xn)w

T + b
�
= 1; (2.127)

para el punto más cercano a la super�cie. En este caso, todos los puntos de datos cumplen la restricción

tn
�
�n (xn)w

T + b
�
� 1; (2.128)

con n = 1; :::; N: Esto se conoce como la representación canónica del hiperplano de decisión.

De�nición 42 En el caso donde se mantiene la igualdad en (2.128), se dice que las restricciones están
activas, mientras que para el resto se dice que están inactivas.

Observación 43 Por de�nición, siempre habrá al menos una restricción activa, pues siempre habrá un
punto más cercano a la super�cie y una vez que el margen se haya maximizado habrá al menos dos
restricciones activas.

El problema de optimización requiere simplemente que se maximice kwk�1, o de forma equivalente
minimizar kwk : Sin embargo, para simpli�car ciertos cálculos es conveniente minimizar kwk2. Por con-
siguiente, se tiene que resolver el siguiente problema de optimización

argm��n
w;b

1

2
kwk2 (2.129)

sujeto a la restricción dada por (2.128). El factor 1=2 en (2.129) se agrega por conveniencia para más
adelante. Este es un ejemplo de un problema de programación cuadrática donde se trata de minimizar
una función cuadrática sujeta a un conjunto de restricciones de desigualdad lineal.
Para resolver este problema de optimización restringida, se introducen multiplicadores de Lagrange

an � 0, con un multiplicador para cada una de las restricciones en (2.128), dando la función

L (w; b; a) =
1

2
kwk2 �

NX
n=1

an
�
tn
�
wT� (xn) + b

�
� 1
	
; (2.130)

donde a = (a1; :::; aN )T 2 RN .

Observación 44 Se agrega el signo menos delante del multiplicador de Lagrange, porque estamos mini-
mizando con respecto a w y b, y maximizando con respecto al vector a.

Estableciendo las derivadas de L(w; b; a) con respecto a w y b e igualando a cero, se obtiene las
siguientes dos condiciones

w =

NX
n=1

antn� (xn) (2.131)

0 =
NX
n=1

antn: (2.132)
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Respecto a las condiciones (2.131) y (2.132), se obtiene la representación dual del problema del margen
máximo en el que se maximiza

eL (a) = NX
n=1

an �
1

2

NX
n=1

NX
m=1

anamtntmk (xn; xm) ; (2.133)

con respecto a a sujeto a las restricciones

an � 0; (2.134)
NX
n=1

antn = 0: (2.135)

Aquí la función kernel se de�ne por k(x;x0) = �(x)T�(x0). Esto toma la forma de un problema de
programación cuadrática en el que se optimiza una función cuadrática de a sujeta a un conjunto de
restricciones de desigualdad.
Para clasi�car nuevos puntos de datos usando el modelo entrenado, se evalúa el signo de y (x) de�nido

por (2.124). Esto se puede expresar en términos de los parámetros fang y la función kernel sustituyendo
w, para dar

y (x) =
NX
n=1

antnk (x; xn) + b: (2.136)

Una optimización restringida de esta forma satisface las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT ), que
en este caso requieren que las siguientes tres propiedades se cumplan

an � 0 (2.137)

tny (xn)� 1 � 0 (2.138)

an ftny (xn)� 1g = 0: (2.139)

Por lo tanto, para cada punto de datos se tiene que an = 0 o bien tny(xn) = 1. Los puntos donde
an = 0; no estarán representados en la suma de (2.136) y, por lo tanto, no desempeñan ningún papel en
la realización de nuevas predicciones.

De�nición 45 Los puntos de datos donde an 6= 0 en (2.136) se denominan vectores de soporte.

Debido a que los vectores de soporte satisfacen tny(xn) = 1, estos se encontrarán en los hiperplanos
de margen máximo en el espacio de características como se ilustra en la Figura 41.

Observación 46 La propiedad recién mencionada es fundamental para la aplicabilidad práctica de las
máquinas de vectores de soporte, ya que una vez que se entrena el modelo se puede descartar una proporción
signi�cativa de puntos de datos y solo se pueden conservar los vectores de soporte.

Habiendo resuelto el problema de programación cuadrática y encontrado un valor para a, se puede
determinar el valor del parámetro b notando que cualquier vector de soporte xn satisface tny(xn) = 1.
Usando (2.136), se obtiene

tn

 X
m2S

amtmk (xn; xm) + b

!
= 1 (2.140)
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donde S denota el conjunto de índices de los vectores de soporte. Se obtiene una solución numéricamente
más estable al multiplicar primero por tn, haciendo uso de t2n = 1, luego se promedia estas ecuaciones
sobre todos los vectores de soporte y por último se despeja b para obtener

b =
1

NS

X
n2S

 
tn �

X
m2S

amtmk (xn; xm)

!
(2.141)

donde NS es el número total de vectores de soporte.
Para una comparación posterior con modelos alternativos, se puede expresar el clasi�cador de margen

máximo en términos de la minimización de una función de error, con un regularizador cuadrático simple,
de la forma

NX
n=1

E1 (tny (xn)� 1) + � kwk2 (2.142)

donde E1 (z) es una función que es cero si z � 0 e 1 en caso contrario.
La Figura 44 muestra un ejemplo de la clasi�cación resultante de entrenar una máquina de vectores

de soporte, con un conjunto de datos sintéticos simple, utilizando un Kernel Gaussiano de forma

k (x;x0) = exp

 
�kx� x0k2

2�2

!
: (2.143)

Aunque el conjunto de datos no es linealmente separable en el espacio de datos bidimensional x, es
linealmente separable en un espacio de características no lineal de�nido implícitamente por la función
kernel no lineal. Por lo tanto, los puntos de datos de entrenamiento están perfectamente separados en el
espacio de datos original.

Observación 47 El hiperplano de margen máximo se de�ne por la ubicación de los vectores de soporte.
Otros puntos de datos se pueden mover libremente (siempre que permanezcan fuera de la región del margen)
sin cambiar el límite de decisión, por lo que la solución será independiente de dichos puntos de datos.

Figura 44. Datos sintéticos de dos clases (en dos dimensiones) que muestran contornos
de y(x) obtenidos de un kernel Gaussiano. También se muestra la frontera de decisión,
los límites del margen y los vectores de soporte [16].
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2.4.3. Distribución de clases superpuestas

Hasta ahora, se ha asumido que los puntos de datos de entrenamiento son linealmente separables
en el espacio de características � (x). La SVM resultante dará una separación exacta de los datos de
entrenamiento en el espacio de entrada original x, aunque la frontera de decisión correspondiente no sea
lineal. Sin embargo, en la práctica las distribuciones pueden superponerse, en cuyo caso la separación
exacta de los datos de entrenamiento puede conducir a una mala generalización. Por consiguiente, se
necesita una forma de modi�car la máquina de vectores de soporte para permitir que algunos de los
puntos de entrenamiento se clasi�quen incorrectamente. De (2.142) se observa que, en el caso de clases
separables, se usa implícitamente una función de error que daba un error in�nito si un punto de datos
estaba mal clasi�cado y un error cero si estaba clasi�cado correctamente, luego se optimizan los parámetros
del modelo para maximizar el margen. Ahora, se modi�ca este enfoque para permitir que los puntos de
datos estén en el �lado equivocado�del límite del margen, pero con una penalización que aumenta con
la distancia desde ese límite. Para el problema de optimización posterior, es conveniente hacer de esta
penalización una función lineal de esta distancia. Para hacer esto, se introduce una variable de holgura,
�n � 0 con n = 1; :::; N , para cada punto de datos de entrenamiento (Bennett, 1992; Cortes y Vapnik,
1995). Estas se de�nen por �n = 0 para puntos de datos que están en o dentro del límite del margen
correcto y �n = jtn � y(xn)j para otros puntos. Por lo tanto, si un punto de datos está en la frontera de
decisión y(xn) = 0; su variable de holgura será �n = 1, y para los puntos en los cuales su variable de
holgura es �n > 1 serán clasi�cados erróneamente. Las restricciones de clasi�cación exacta (2.128) son
reemplazadas por

tny (xn) � 1� �n y �n � 0; n = 1; :::; N: (2.144)

Los puntos de datos para los cuales �n = 0; están clasi�cados correctamente y se encuentran sobre el
margen o en el lado correcto del margen. Ahora, los puntos donde 0 < �n � 1; se encuentran dentro del
margen, pero en el lado correcto de la frontera de decisión. Por último, aquellos puntos de datos para
los cuales �n > 1; se ubican en el lado equivocado de la frontera de decisión y, por lo tanto, están mal
clasi�cados como se puede apreciar en la Figura ??.

Figura ??. Ilustración de las variables de holgura �n� 0. Los puntos de
datos con círculo alrededor de ellos son vectores de soporte [16].

45



CAPÍTULO 2. TÉCNICAS DE MACHINE LEARNING Saavedra-Garrido J.

Si bien, las variables de holgura permiten distribuciones de clases superpuestas, esto aún es sensible a
valores atípicos, pues la penalización por clasi�cación errónea aumenta linealmente con �.
Ahora, el objetivo es maximizar el margen mientras se penaliza suavemente los puntos que se encuen-

tran en el lado equivocado del límite del margen. Por lo tanto, se minimiza

C
NX
n=1

�n +
1

2
kwk2 (2.145)

donde el parámetro C > 0 controla el equilibrio entre la variable de holgura y el margen. Debido a que
cualquier punto mal clasi�cado cumple que �n > 1, entonces se tiene que

P
n �n es el límite superior

de puntos mal clasi�cados. Por lo tanto, el parámetro C es análogo a (el inverso) un coe�ciente de
regularización, pues controla el equilibrio entre minimizar los errores de entrenamiento y la complejidad
del modelo.
Ahora se minimiza (2.145) sujeto a las restricciones (2.144). El Lagrangiano correspondiente está dado

por

L (w; b; a) =
1

2
kwk2 + C

NX
n=1

�n �
NX
n=1

an ftny (xn)� 1 + �ng �
NX
n=1

�n�n; (2.146)

donde fan � 0g y f�n � 0g son multiplicadores de Lagrange. De esta manera, el conjunto de las condi-
ciones correspondiente de KKT viene dado por

an � 0 (2.147)

tny (xn)� 1 + �n � 0 (2.148)

an ftny (xn)� 1 + �ng = 0 (2.149)

�n � 0 (2.150)

�n � 0 (2.151)

�n�n = 0 (2.152)

donde n = 1; :::; N .
Al optimizar L (w; b; a) respecto a w, b y f�ng da como resultado

@L

@w
= 0 =) w =

NX
n=1

antn� (xn) (2.153)

@L

@b
= 0 =)

NX
n=1

antn = 0 (2.154)

@L

@�n
= 0 =) an = C � �n: (2.155)

Usando estos resultados para eliminar w, b y f�ng del Lagrangiano, se obtiene su forma dual

eL (a) = NX
n=1

an �
1

2

NX
n=1

NX
m=1

anamtntmk (xn; xm) ; (2.156)
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la cual es idéntica al caso separable, excepto por las restricciones. Para ver esto, se observa que an � 0
al ser multiplicador de Lagrange. Además, de (2.155) y (2.150) se obtiene que an � C. Por lo tanto, se
minimiza (2.156) con respecto a las variables duales fang sujeto a

0 � an � C (2.157)
NX
n=1

antn = 0; (2.158)

para n = 1; :::; N; donde (2.157) se conoce como restricciones de caja. Esto nuevamente representa un
problema de programación cuadrática. Si se sustituye (2.153) en (2.124), las predicciones para nuevos
puntos de datos se hacen nuevamente usando (2.136).
Ahora se puede interpretar la solución resultante. Como antes, un subconjunto de puntos de datos

puede tener an = 0, en cuyo caso no contribuyen al modelo predictivo (2.136). Los puntos de datos
restantes constituyen los vectores de soporte. Estos cumplen que an > 0 y, por tanto, de (2.149) deben
satisfacer

tny (xn) = 1� �n: (2.159)

Si an < C, entonces (2.155) implica que �n > 0, que a partir de (2.152) requiere que �n = 0 y, por lo
tanto, tales puntos se encuentran en el margen. Los puntos con an = C pueden estar dentro del margen
y pueden clasi�carse correctamente si �n � 1 o clasi�carse incorrectamente si �n > 1. Para determinar el
parámetro b de (2.124) se observa que aquellos vectores de soporte que cumplen 0 < an < C; deben tener
�n = 0; de esta manera se tiene que tny(xn) = 1, es decir

tn

 X
m2S

amtmk (x; xn) + b

!
= 1: (2.160)

Nuevamente, una solución numéricamente estable se obtiene de la siguiente manera (promediando)

b =
1

NM

X
n2M

 
tn �

X
m2S

amtmk (xn; xm)

!
; (2.161)

dondeM denota el conjunto de índices de puntos de datos que tienen 0 < an < C.
Aunque las predicciones para nuevas entradas se realizan utilizando solo los vectores de soporte, la fase

de entrenamiento (es decir, la determinación de los parámetros a y b) hace uso de todo el conjunto de datos,
por lo que es importante tener algoritmos e�cientes para resolver el problema de programación cuadrática.
Uno de los enfoques más populares para entrenar máquinas de vectores de soporte se llama optimización
mínima secuencial, o SMO (Platt, 1999). Introduce el concepto de fragmentación y considera solo dos
multiplicadores de Lagrange a la vez. En este caso, el subproblema se puede resolver analíticamente,
evitando así la programación cuadrática por completo.
Las funciones del kernel corresponden a productos internos en espacios de características que pueden

tener una dimensionalidad alta, incluso in�nita. Al trabajar directamente en términos de la función kernel,
sin introducir el espacio de características explícitamente, podría parecer que las máquinas de vectores
de soporte de alguna manera logran evitar el problema de la dimensionalidad. Sin embargo, este no es el
caso porque existen restricciones entre los valores de las características que restringen la dimensionalidad
efectiva del espacio de características. Para ver esto, considerar el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 48 Sea k (x; z) un kernel polinomial simple de segundo orden que se puede expandir en términos
de sus componentes de la siguiente forma

k (x; z) =
�
1 + xT z

�2
(2.162)

= (1 + x1z1 + x2z2)
2

= x21z
2
1 + 2x1z1x2z2 + 2x1z1 + x

2
2z
2
2 + 2x2z2 + 1

=
�
1;
p
2x1;

p
2x2; x

2
1;
p
2x1x2; x

2
2

��
1;
p
2z1;

p
2z2; z

2
1 ;
p
2z1z2; z

2
2

�T
= � (x)

T
� (z) :

Se observa que esta función kernel representa un producto interno en un espacio de características que tiene
seis dimensiones, donde el mapeo del espacio de entrada al espacio de características se describe mediante
la función vectorial � (x). Sin embargo, los coe�cientes que ponderan estas diferentes características están
limitados a tener formas especí�cas. Por lo tanto, cualquier conjunto de puntos en el espacio bidimensional
original x estaría limitado a estar exactamente en una variedad no lineal bidimensional incrustada en el
espacio de características de seis dimensiones.
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Capítulo 3

TÉCNICAS PARA BALANCEO DE
DATOS

El problema de las distribuciones de datos no balanceados entre clases, ha recibido una atención
considerable en diferentes disciplinas. En el contexto de problemas de clasi�cación, se dice que un conjunto
de datos no está balanceado si una de las clases (mayoritaria) está sensiblemente más representada que el
resto de clases. Esta problemática puede conducir, en términos de clasi�cación, a aprendizajes sesgados
en perjuicio de la clase minoritaria, que usualmente, contiene los casos de mayor interés. En este capítulo
se abordan diferentes técnicas de balanceo de clases para manejar este tipo de conjuntos.

3.1. Submuestreo aleatorio

El submuestreo aleatorio es una de las estrategias más simples para manejar los conjuntos datos
desequilibrados. En la Figura 50, la clase mayoritaria (clase 1) está representada por los puntos de datos
azules y negros. Aquí los puntos azules corresponden a las muestras eliminadas, las cuales se seleccionan
al azar hasta que los datos estén equilibrados. La eliminación, obviamente, reduce la cantidad de datos
en el almacenamiento y, en consecuencia, mejora el tiempo de ejecución. Sin embargo, este método puede
provocar pérdida de información valiosa.
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Figure 3.1. Representación grá�ca de la técnica
de submuestreo aleatorio.

Observación 49 En el submuestreo aleatorio (potencialmente) se descartan grandes cantidades de datos.
Esto puede ser muy problemático, ya que la eliminación de tales instancias puede hacer que el límite de
decisión, de algunos modelos, no logre generalizar bien y como resultado se puede obtener un desempeño
pobre al momento de clasi�car.

3.2. NearMiss

Near-miss es una técnica que ayuda a equilibrar la distribución de clases eliminando los ejemplos de
las clases mayoritarias. Cuando las instancias de dos clases diferentes están muy cerca una de la otra, se
eliminan los datos de la clase mayoritaria para aumentar el espacio entre las clases. El algoritmo hace este
proceso teniendo en cuenta la distribución de los datos, de esta manera ayuda al proceso de clasi�cación.
Existen tres métodos para eliminar los elementos de la clase mayoritaria:

NearMiss-1
Selecciona las muestras de la clase mayoritaria donde el promedio de la distancia, a los k-vecinos
más cercanos, es la más pequeña. En la siguiente imagen se puede observar que se usan 3-vecinos
más cercanos para calcular la distancia promedio en dos muestras especí�cas de la clase mayoritaria.
Por lo tanto, en este caso se selecciona el punto vinculado por la línea de trazos verdes, ya que la
distancia promedio (0;96) es menor.

Figure ??. Submuestreo bajo NearMiss-1.
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NearMiss- 2

Selecciona muestras de la clase mayoritaria donde la distancia promedio, a los k-vecinos más lejanos,
es la más pequeña. Siguiendo el mismo enfoque que en el ejemplo anterior, se selecciona la muestra
vinculada a la línea punteada verde, ya que su distancia (1;66) a los 3-vecinos más lejanos es la más
pequeña.

Figure ??. Submuestreo bajo NearMiss-2.

NearMiss-3

Se puede dividir en dos pasos. Primero, se utilizan k-vecinos más cercanos para preseleccionar las
muestras de la clase mayoritaria que, en este caso, corresponden a las muestras resaltadas en verde de
la siguiente Figura. Luego, se selecciona la muestra con la mayor distancia promedio a los k-vecinos
más cercanos.

Figure ??. Submuestreo bajo NearMiss-3.

3.3. SMOTE

La técnica de sobremuestreo de minorías sintéticas, SMOTE en sus siglas en inglés, se utiliza con mucha
frecuencia para balancear datos desequilibrados. Esto se debe a su sencillez en el diseño del procedimiento,
así como su robustez para ser aplicada en diferentes tipos de problemas. Desde que fue publicado por
Nitesh V. Chawla et all. en 2002, SMOTE ha demostrado ser exitoso en una variedad de aplicaciones
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de muchos dominios diferentes, inspirando distintos enfoques para contrarrestar el desequilibrio de clases.
Sin embargo, una desventaja general de este enfoque es que los ejemplos sintéticos se crean sin considerar
la clase mayoritaria, lo que posiblemente resulte en ejemplos ambiguos si existe una fuerte superposición.
Por otra parte, al crear datos sintéticos se pueden provocar cambios en la ditribución de los datos.
Este método se hace tomando cada muestra de la clase minoritaria e creando ejemplos sintéticos

a lo largo de los segmentos de línea que unen a los vecinos más cercanos de las k clases minoritarias.
Dependiendo de la cantidad de sobremuestreo requerido, los vecinos de los k-vecinos más cercanos se
eligen al azar. Como se verá en breve, se utiliza un paquete de Python llamado imbalanced-learn que ofrece
una serie de técnicas de remuestreo que comúnmente son utilizadas en conjuntos de datos que muestran
un fuerte desequilibrio de clases. Esta implementación utiliza actualmente 5-vecinos más cercanos. Por
ejemplo, si la cantidad de sobremuestreo necesaria es del 200%, solo dos vecinos de los cinco vecinos más
cercanos se eligen y se genera una muestra en la dirección de cada uno. Las muestras sintéticas se generan
tomando la diferencia entre el vector de características xi en consideración y su vecino más cercano xzi,
luego se multiplica esta diferencia por un número aleatorio � en el intervalo [0; 1] y se agrega al vector de
características en consideración, como se puede observar en la Figura 3.3. Esto provoca la selección de un
punto aleatorio a lo largo del segmento de línea entre dos características especí�cas. La nueva instancia
se forma con la ecuación

xnew = xi + �(xzi � xi): (3.1)

De esta manera, los ejemplos sintéticos hacen que el clasi�cador cree regiones de decisión más grandes y
menos especí�cas, como se muestra con las líneas discontinuas la Figura 3.3.

Figura 3.3. Representación grá�ca de la creación
de datos sintéticos mediante la técnica SMOTE.

De esta manera, el SMOTE fuerza a la región de decisión de la clase minoritaria a generalizarse y así
evitar el sobreajuste.

Observación 50 La distancia que se aplica entre los vecinos más cercanos es la distancia Euclideana.
Existen extensiones que generan datos sintéticos siguiendo el enfoque de SMOTE, pero utilizando otras
distancias. Por ejemplo, Lida Abdi et al. 2015, propusieron una extensión que se inspiraba en la distancia
de Mahalanobis (MDO). Esta distancia, ayuda a preservar la estructura de la covarianza de las instancias
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de las clases minoritarias generando de manera inteligente muestras sintéticas a lo largo de los contornos
de probabilidad y, en consecuencia, las nuevas instancias de clases minoritarias se modelan mejor para
los algoritmos de aprendizaje. Además, MDO puede reducir el riesgo de superposición entre diferentes
regiones, lo que se considera un desafío serio en problemas de varias clases. De esta manera, se puede ir
trabajando SMOTE para optimizar distintos tipos de algoritmos.
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Capítulo 4

DETECCIÓN DE
TRANSACCIONES
FRAUDULENTAS

Debido a la creciente digitalización y el predominio de aplicaciones móviles, la cantidad de transacciones
con tarjetas de créditos han aumentado signi�cativamente llevando a las personas a usar este método para
realizar transacciones en línea, comprar y pagar facturas. Junto con el creciente número de usuarios, los
casos de fraude han aumentado a nivel mundial causando pérdidas de miles de millones de dólares, como lo
re�eja un informe realizado por The Nilson Report (2016), el cual proporcionó una investigación exhaustiva
sobre la situación del fraude con tarjetas de crédito en todo el mundo cuyas pérdidas �nancieras totales
alcanzaron los $21; 84 mil millones en el 2015, aumentando a $24; 71 mil millones en el 2016 y superando
los $27 mil millones en 2017. Lo que es aún peor, es que las pérdidas globales seguirán aumentando año
tras año y posiblemente superen los $50; 67 mil millones en el año 2030.
El fraude se puede clasi�car como un acto ilegal realizado por una o varias personas físicas o jurídicas

y se caracteriza principalmente por la utilización del engaño para obtener algún bene�cio en perjuicio de
otra persona o institución. El fraude con tarjeta de crédito implica el uso no autorizado de la información
de la persona con el propósito de cargar compras en la cuenta de la víctima o extraer sus fondos. Este tipo
de fraude está considerado como una forma de robo de identidad y para concretar este tipo de delito se
utilizan diferentes métodos, entre ellos, el robo de la tarjeta, producir tarjetas falsas, clonar el sitio original,
o bien borrar o modi�car la banda magnética presente en la tarjeta de crédito. La detección de fraudes
mediante el uso de técnicas de aprendizaje automático es una forma e�caz de abordar este problema.
En los últimos años, se ha observado un alto rendimiento en la detección de actividades fraudulentas
entre un gran volumen de transacciones. A pesar de que esto plantea desafíos en la creación de modelos
de clasi�cación debido al desequilibrio en los datos, cada vez más entidades �nancieras están adoptando
estas técnicas para fortalecer sus medidas de seguridad.
El objetivo de este capítulo es hacer una comparación del rendimiento de diferentes modelos (redes

neuronales, SVM y regresión logística) para la clasi�cación de transacciones fraudulentas con tarjetas de
crédito. Debido a que los datos presentes son altamente desbalanceados, como es común en estos tipos de
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problemas, se trabaja con técnicas de submuestreo y sobremuestreo para mejorar el desempeño de cada
modelo.

4.1. Preprocesamiento y comprensión de los datos

El preprocesamiento de datos es una etapa fundamental en el proceso de extracción del conocimiento,
cuyo objetivo principal es obtener un conjunto de datos �nal que sea de calidad y útil para la fase de ex-
tracción del conocimiento. Esta etapa se encarga de la limpieza de los datos, su integración, transformación
y reducción para la siguiente fase de modelización. En el mundo real los datos frecuentemente no están
limpios, faltan valores claves, existen datos inconsistentes (incluyendo discrepancias) o suelen mostrar
ruido lo que provoca graves errores al momento de plantear un modelo. Es aquí donde el preprocesamiento
de datos tiene una vital importancia.
Para desarrollar, visualizar y ejecutar esta tesis se usa el entorno de Jupyter Notebook. Para la fase de

modelización se ocupa un conjunto de datos (card1 ) extraído de la plataforma Kaggle, el cual contiene
transacciones realizadas con tarjetas de crédito en septiembre de 2013 por titulares de tarjetas europeo.
Este conjunto presenta transacciones que ocurrieron en dos días con 492 fraudes de un total de 284;807
transacciones, las cuales incluyen solo variables de entrada numéricas que son el resultado de una trans-
formación de PCA (Principal Component Analysis, en sus siglas en inglés). Desafortunadamente, debido
a problemas de con�dencialidad, no se proporcionan las características originales y más información de
fondo sobre los datos. Las características de V 1 a V 28 son los componentes principales obtenidos mediante
PCA y las únicas que no se han transformado son Tiempo y Cantidad. La característica Tiempo contiene
los segundos transcurridos entre cada transacción, la variable Cantidad contiene el monto realizado por
cada paersona y la característica Clase es la variable de respuesta que toma el valor 1 en caso de fraude
y 0 en caso contrario.

Análisis exploratorio

La visualización y estadística descriptiva pueden ayudar a comprender el contenido de los datos, evaluar
la calidad y descubrir conocimientos iniciales. Por esto, es conveniente realizar un análisis exploratorio
para conocer de manera preliminar como está conformada la base de datos en estudio y así, tener una
idea preliminar de las tendencias claves existentes.
Realizar modelos de machine learning en Python es una de las formas más conveniente para trabajar,

ya que es un lenguaje de programación interpretado que busca desarrollar una sintaxis que priorice la
legibilidad del código. Este lenguaje de programación es conocido como multiparadigma, ya que soporta
diferentes orientaciones y desde su lanzamiento en 1991 ha tenido un crecimiento asombroso convirtiéndose
en uno de los preferidos por los programadores y con el auge de la inteligencia arti�cial tomó el liderato
al ser el lenguaje de programación más utilizado para el desarrollo de este tipo de proyectos.
A continuación, en el código [1]; se procede a importar algunas librerías de gran utilidad para el

desarrollo de esta tesis, las cuales harán que el proceso de aprendizaje sea bastante amigable. Entre ellas,
se describen:

Pandas: es una herramienta que permite trabajar con conjuntos de datos tabulares o en columnas. Por
ejemplo, se puede analizar, organizar, clasi�car, �ltrar, agregar, limpiar, calcular en el conjunto de
datos si se necesita.
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Matplotlib: es una biblioteca de visualización para grá�cos 2D de matrices, cuya multiplataforma está
construida sobre matrices NumPy. Uno de los mayores bene�cios de la visualización es permitir el
acceso visual a grandes cantidades de datos en imágenes fácilmente digeribles, por ejemplo, grá�cos
en barra, grá�cos de dispersión, histograma, entre otros.

Seaborn: es una biblioteca para hacer grá�cos estadísticos en Python. Está construido sobre matplotlib
y está estrechamente integrado con las estructuras de datos de pandas.

NumPy: ofrece funciones matemáticas complejas, generadores de números aleatorios, rutinas de álgebra
lineal, transformadas de Fourier y más. NumPy es compatible con una amplia gama de plataformas
informáticas y de hardware, cuyo núcleo está formado por un código en C optimizado.

Se comienza cargando el conjunto de datos, card1, en el entorno Jupyter para empezar el análisis
exploratorio. Observar que en el código [2] se utiliza rename() para renombrar las columnas Time, Amount
y Class como Tiempo, Cantidad y Clase, respectivamente.

Una herramienta útil de Pandas es la función describe(), la cual entrega un resumen de la tendencia
central, la dispersión y la distribución de los datos respecto a las clases. Sin embargo, el conjunto de datos
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puede contener valores vacíos no computables, los cuales se deben tratar antes de trabajar con ellos, a
estos valores python los llama NaN (Not a Number). Dado que la función describe() excluye los NaN, se
utiliza la función isnull(), la cual entrega un conteo de todos los valores no computables dentro de la base
de datos.

Se puede observar en la salida del código [3] que el conjunto de datos es altamente desbalanceado alcanzan-
do un 99;83% de transacciones genuinas y solo un 0;17% de transacciones fraudulentas lo que representa
un problema al momento de ajustar los clasi�cadores.
La distribución de las clases se ilustra en la salida del código [4], donde las transacciones fraudulentas

se representan en rojo y las genuinas en azul.
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Observación 51 Antes de realizar cualquier tarea de clasi�cación se debe tener en cuenta la distribución
de las clases, ya que, por lo general, afecta a los algoritmos en su proceso de generalización perjudicando
a las clases minoritarias. En consecuencia, si se entrenan los modelos propuestos con 284;807 elementos
de la clase no fraudulenta y solo 492 de la otra clase, no se puede pretender que logre diferenciar una
clase de otra. Lo más probable, es que el clasi�cador se limite a responder siempre �la transacción no es
fraudulenta� puesto que así tuvo un acierto de aproximadamente el 99% en su fase de entrenamiento.
Por consiguiente, los resultados que arrojan las métricas de desempeño estarán sesgados.

A continuación, se utiliza la función subplots() de Matplotlib y displots() de Seaborn para visualizar
la distribución de las columnas Tiempo y Cantidad con el objetivo de tener una idea general de su
comportamiento.
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En la salida del código [5] la característica Tiempo (�gura del lado derecho) tiene dos puntos extremos,
incluso hay algunos extremos locales. Se puede pensar en estos como la hora del día en que la mayoría de
la gente hace las transacciones y los mínimos se pueden interpretar como la hora de la noche cuando la
mayor parte de la gente está durmiendo. Los datos contienen transacciones con tarjetas de crédito durante
dos días, por lo que hay dos extremos máximos para cada día y un mínimo para la noche.
El código [6] muestra la distribución de clases de las características restantes. Esta evaluación visual

puede ayudar a elegir un subconjunto de características para el problema de clasi�cación o ver cuál de
ellas contiene valores atípicos que afecten al modelo.
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En la salida de código [6], algunas características presentan una buena separabilidad de clases. Por ejem-
plo, las características V 10, V 12 y V 14 están parcialmente separadas incluso se puede apreciar cierta
separación lineal, como se observa en la Figura 73. Por otra parte, V 1, V 2 y V 3 tienen un per�l bastante
distinto, mientras que las características de V 21 a V 28 tienen per�les similares para las dos de clases,
lo que puede estar indicando que estas características no son lo su�cientemente explicativas. En general,
a excepción de las características Tiempo y Cantidad, la distribución para transacciones genuinas (Clase
0) se centran alrededor de 0. Al mismo tiempo, las transacciones fraudulentas (Clase 1) tienden a tener
una distribución asimétrica con una cola pesada lo que da indicios de que las transacciones fraudulentas
tienden a tener valores extremos. Para algunas columnas, como V 15, la distribución de fraudes es muy
similar a la distribución de no fraudes.

Figura 73. Distribuciones, respecto a las clases, de las características V10 vs V14,
V12 vs V14 y V10 vs V12 donde se aprecia cierta separación lineal.

En la salida del código [7] se trazan las columnas V 8 vs V 20, V 23 vs V 27 y V 8 vs V 27 donde se observa
que las clases están superpuestas por ciertos valores atípicos, lo que causa una baja en el desempeño al
momento de ajustar los modelos de clasi�cación. Esta es una de las razones que hacen indispensable el
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preprocesamiento de los conjuntos de datos.

Correlación de las características

La evidencia empírica de la literatura de selección de características muestra que, junto con las carac-
terísticas irrelevantes, también se debe eliminar la información redundante. Se dice que una característica
es redundante si una o más de las otras características están altamente correlacionadas. Sin embargo,
aunque no se sabe el signi�cado de las características V , será útil comprender como in�uyen en el resul-
tado. Si hay una correlación muy alta entre dos características mantenerlas no es una buena idea, ya que
esto puede causar un ajuste excesivo.
La matriz de correlación que se ilustra en la salida del código [8] muestra que ninguna de los com-

ponentes, después de haber realizado el PCA; tiene alguna correlación entre si (como era de esperar).
No obstante, se observa que la columna Clase está correlacionada positiva y negativamente con algunos
componentes V , lo cual es bueno, ya que un buen subconjunto de características es aquel que contiene
características altamente correlacionadas con la Clase.
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La función corr() de Pandas realiza la correlación de todas las variables, excluyendo los NaN. Esta
función, tiene la opción method, la cual entrega la correlación de Pearson, Kendall o Spearman según se
especi�que. La salida [9] entrega la correlación de Pearson respecto a las primeras cuatro características
V junto con la característica Tiempo.

Preparación de los datos

La etapa de preparación de los datos comprende todas las actividades realizadas para construir el
conjunto de datos que se utilizará en la etapa de modelización. Estos incluyen la limpieza y transformación
de los datos en variables más útiles, lo que mejora la precisión del modelo evitando posibles sesgos. Esta
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etapa de preparación es la que lleva más tiempo, sin embargo, se puede reducir signi�cativamente si los
recursos de datos están bien administrados, bien integrados y limpios desde una perspectiva analítica, no
meramente de almacenamiento.

Normalización: Algunos algoritmos de aprendizaje automático como las redes neuronales, los vecinos
más cercanos, la regresión lineal o la logística funcionan mejor o convergen más rápido cuando las carac-
terísticas están en una escala relativamente similar y cerca de la distribución normal, en consecuencia, es
recomendable normalizar las variables de entrada. Normalizar signi�ca, en este caso, comprimir o extender
los valores de las variables para que estén en un rango de�nido. Sin embargo, una mala aplicación de la
normalización, o una elección descuidada del método puede arruinar los datos, y con ello el análisis. Es
por esto, que al elegir un método, si corresponde, va a depender del tipo de modelo y los valores de sus
características. A continuación, se describen tres opciones de normalización que entrega scikit-learn para
escalar los datos:

a) MinMaxScaler

Para cada valor de una característica, MinMaxScaler resta el valor mínimo de la característica y
luego lo divide por su rango. El rango es la diferencia entre el máximo y el mínimo. MinMaxScaler
conserva la forma de la distribución original y no cambia signi�cativamente la información incrustada
en los datos originales. El rango predeterminado para la función devuelta por MinMaxScaler es de
0 a 1.

xi �m��n
m�ax�m��n : (4.1)

Se debe tener en cuenta que MinMaxScaler no reduce la importancia de los valores atípicos.

b) Escalador robusto

Si los datos contienen muchos valores atípicos, es probable que el escalado utilizando la media y
la varianza de los datos no funcione muy bien. En estos casos, es recomendable usar RobustScaler
como reemplazo directo, ya que utiliza estimaciones más sólidas para el centrado y rango de sus
datos. RobustScaler transforma el vector de características restando la mediana y luego dividiendo
el rango intercuartílico, como se muestra en la siguiente ecuación

xi �mediana
p75 � p25

; (4.2)

donde p75 y p25 son el percentil 75 y 25, respectivamente.

c) Escalador estándar

La función StandardScaler estandariza los datos restando la media y luego escalando a la varianza
de la unidad. StandardScaler da como resultado una distribución con una desviación estándar igual
a 1 y media 0: Aproximadamente el 68% de los valores estarán entre �1 y 1. De esta manera, se
obtiene la siguiente ecuación

xi � �
�

; (4.3)

donde � es media y � es la desviación estándar del conjunto de datos. Se debe tener en cuenta que
es posible que los datos se comporten mal si las características individuales no se parecen (más o
menos) a los datos distribuidos normalmente estándar.
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Dado que la mayoría de las características del conjunto de datos ya están normalizadas, se procede a
escalar las columnas restantes (Cantidad y Tiempo). Como se ilustra en el código [10], se utiliza la función
MinMaxScaler, pues se busca mantener la distribución de los datos y dado que se trabaja con un alto
desbalance, se tiene que al momento de equilibrar las clases generalmente se procede a crear o eliminar
instancias lo que puede modi�car de cierta manera su distribución, en consecuencia, es recomendable
in�uir lo menos posible al momento de normalizar.

Observación 52 MinMaxScaler es sensible a valores atípicos, que pueden afectar signi�cativamente el
rendimiento de un modelo de aprendizaje automático. Por lo tanto, es importante detectar y evaluar
su in�uencia en el modelo. Esto se debe a que los valores atípicos pueden debilitar el poder estadístico,
ya que pueden distorsionar nuestra comprensión de los datos y reducir el rendimiento del aprendizaje.
Sin embargo, en algunos casos, los valores atípicos pueden ser objeto de interés, como en la detección
de anomalías (técnica utilizada para identi�car patrones inusuales que no se ajustan al comportamiento
esperado).
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4.2. Ajuste y desempeño de los clasi�cadores

Analizar el rendimiento de los algoritmos de aprendizaje en presencia de un desequilibrio de clases
es una tarea difícil, ya que para algunas medidas de desempeño (como la efectividad) se ven afectadas,
pues la prevalencia de la clase mayoritaria puede enmascarar un rendimiento de clasi�cación de�ciente en
clases poco frecuentes.
En esta sección se presentan algunas medidas de desempeño que se utilizan frecuentemente para evaluar

el rendimiento de los modelos ajustados, por ejemplo, la regresión logística, la SVM o las redes neuronales.
En esta etapa se determina qué modelo es el más apropiada para tratar el problema y que técnicas aplicar
de forma consistente atendiendo a los datos, recursos y necesidades que se tienen. Por lo general, se puede
volver a la fase anterior (preprocesamiento) para tener una entrada acorde a las necesidades.

4.2.1. Métricas de desempeño

La calidad de los modelos generalmente se evalúa analizando qué tan bien se desempeñan en los datos
de prueba. Para ver la �abilidad de los ajustes hechos y poder comparar los diferentes modelos se utilizarán
las métricas de exactitud, precisión, sensibilidad o recall, especi�cidad, la matriz de confusión y la curva
ROC. Estas medidas, son un buen indicador para cuanti�car el desempeño y comparar los resultados
obtenidos.

Matriz confusión

Una forma conveniente de resumir el rendimiento de los clasi�cadores es hacer una tabulación cruzada
entre las clases reales y las predichas. La tabulación cruzada resultante es una matriz, denominada matriz
de confusión. Las columnas de la matriz de confusión representan los recuentos de instancias en las clases
predichas, mientras que las �las representan los recuentos de instancias en las clases reales (o viceversa),
es decir, en términos prácticos permite ver qué tipos de aciertos y errores está teniendo el modelo a la
hora de pasar por el proceso de aprendizaje. En la Figura 66, se muestra un ejemplo de una matriz de
confusión para un problema de clases binarias. Las siguientes cuatro opciones son las que conforman la
matriz de confusión:

� Verdaderos positivos (VP o TP): Es la cantidad de casos positivos que fueron clasi�cados
correctamente por el modelo. Por ejemplo, visto como un problema de fraude crediticio serían las
transacciones fraudulentas que el modelo las clasi�có correctamente como fraude.

� Falsos positivos (FP): Es la cantidad de casos negativos que fueron clasi�cados incorrectamente
como positivos. Por ejemplo, visto como un problema de fraude crediticio serían las transacciones
genuinas que el modelo las clasi�có incorrectamente como fraude.

� Verdadero Negativo (VN o TN): Es la cantidad de casos negativos que fueron clasi�cados
correctamente por el modelo. Por ejemplo, visto como un problema de fraude crediticio serían las
transacciones no fraudulentas que el modelo las clasi�có correctamente como genuinas.

� Falso Negativo (FN): Es la cantidad de casos positivos que fueron clasi�cados incorrectamente
como negativos. Por ejemplo, visto como un problema de fraude crediticio serían las transacciones
fraudulentas que el modelo las clasi�có como no fraudulentas.
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Figura 66. Representación grá�ca de la
matriz de confusión para el caso binario.

Mediante los resultados de la matriz de confusión se pueden derivar diferentes métricas de desempeño.
Estas medidas corresponden a diferentes visiones de lo que constituye un buen clasi�cador y dependerá de
las necesidades de cada problema. De esta manera, se evalúan las fortalezas y debilidades de cada modelo.

De�nición 53 La precisión es la capacidad del clasi�cador para no etiquetar como positiva una muestra
negativa, es decir, entrega la certeza del modelo y cuanti�ca que tan seguro es. La precisión se calcula
como

precisi�on =
V P

V P + FP
: (4.4)

De�nición 54 Recall o sensibilidad mide la capacidad del modelo para detectar muestras positivas. Cuan-
to mayor sea el recall, más muestras positivas detectadas Este se calcula como

recall =
V P

V P + FN
: (4.5)

Ejemplo 55 Visto como un problema de clasi�cación de fraude con tarjetas de crédito, la precisión
sería la cantidad de casos fraudulentos que el modelo es capaz de detectar del total de las transacciones
fraudulentas.

Observación 56 El Recall es un buen indicador para seleccionar un buen modelo cuando hay un alto
costo asociado con los falsos negativos. Por ejemplo, en la detección de fraudes con tarjetas de créditos si
el clasi�cador predice una transacción fraudulenta (positivo real) como genuina (predicción negativa) las
consecuencias para el ente �nanciero pueden ser considerables.

De�nición 57 La especi�cidad es el número de ejemplos negativos que el algoritmo ha clasi�cado cor-
rectamente, es decir, cuando la clase es negativa, que porcentaje se logra clasi�car correctamente. La
especi�cidad se calcula como

especificidad =
V N

V N + FP
: (4.6)

Observación 58 La especi�cidad mide lo opuesto a Recall.
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De�nición 59 Una métrica de rendimiento común y ampliamente utilizada para evaluar el rendimiento
de la clasi�cación es la exactitud. La exactitud (4.7) es el porcentaje de instancias correctamente clasi-
�cadas. Corresponde a la suma de los elementos diagonales en la matriz de confusión (que en el caso
binario es V P + V N) dividida por el número total de instancias.

exactitud =
V P + V N

V P + V N + FP + FN
(4.7)

Observación 60 La exactitud es la medida más directa de la calidad de los clasi�cadores. Su valor se
encuentra entre 0 y 1 y cuanto más alto, mejor. Sin embargo, aunque se utiliza ampliamente y es fácil de
calcular e interpretar presenta algunos inconvenientes en conjuntos de datos desbalanceados. En primer
lugar, es fácil obtener una alta exactitud (o una tasa de error baja) en problemas muy desequilibrados.
Por ejemplo, en un conjunto donde la clase mayoritaria contiene 1000 datos y la minoritaria solo 10, si
un clasi�cador asigna sistemáticamente a la clase mayoritaria las nuevas instancias, se logrará un 99%
de exactitud (tasa de error del 1%). En segundo lugar, asume que los errores tienen el mismo costo.
Sin embargo, en conjuntos desbalanceados clasi�car erróneamente instancias de la clase minoritaria es
generalmente mucho más costoso que clasi�car erróneamente instancias de la clase mayoritaria.

Entre las diferentes métricas para la evaluación del rendimiento existen herramientas grá�cas que
también ayudan a entender la e�cacia del modelo, por ejemplo, la curva ROC. Este método toma en
consideración un umbral de decisión para evaluar si una muestra se clasi�ca como positiva o negativa.
Este valor se �ja entre 0 y 1 y se aplica sobre el resultado de la probabilidad de pertenecer a una u otra
clase en la salida del modelo.

De�nición 61 La curva ROC (Receiver Operating Characteristics) es una técnica para visualizar, orga-
nizar y seleccionar clasi�cadores basado en su rendimiento. El grá�co de una curva ROC es bidimensional,
donde la sensibilidad se grá�ca en el eje y y 1-especi�cidad en el eje x:

La curva ROC (vista como un problema de clasi�cación de fraudes) es una métrica que constituye un
método estadístico que ayuda determinar la capacidad del modelo para diferenciar entre transacciones
genuinas versus transacciones fraudulentas describiendo la compensación entre los bene�cios (V P ) y
los costos (FP ). Para esto, se mide el área bajo la curva (AUC en sus siglas en ingles) ROC y se
interpreta como la probabilidad de que ante una transacción (fraudulenta o genuina) el modelo la clasi�que
correctamente, es decir, que tan bien se están distinguiendo los dos grupos. El punto (0; 1) representa la
clasi�cación perfecta, por consiguiente, un buen modelo se encuentra en la región superior a la diagonal
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y = x y con una tendencia al punto (0; 1), ver Figura 68.

Figura 68. Ilustración de la curva ROC, donde el eje x esta dado por
1-especi�cidad y el eje y representa la sensibilidad.

4.2.2. Ajuste y comparación de los clasi�cadores

Después de haber �nalizado la etapa del preprocesamiento de datos se procede con la fase de mod-
elización. Los modelos a ajustar y, posteriormente comparar (respecto a las medidas de desempeño antes
mencionadas) serán los modelos de regresión logística, SVM y redes neuronales.

Submuestreo aleatorio

Se comienza con la técnica de submuestreo aleatorio que, como se mencionó anteriormente, consiste
básicamente en eliminar datos de forma aleatoria y, de esta manera, lograr el equilibrio de clases. Para
conseguir esto, se siguen los siguientes pasos:

� Lo primero es determinar cuán desequilibrada están las clases. Como se vio en el análisis exploratorio,
existen 492 transacciones fraudulentas versus 284;315 transacciones genuinas.

� Antes de realizar el submuestreo aleatorio, se mezclan los datos para mantener la aleatoriedad y ver
si el modelo tiene cierta precisión cada vez que se ejecuta.

� Por último, se procede a equilibrar las clases con la misma proporción, es decir, 492 casos de fraude
y 492 casos de transacciones no fraudulentas, lo que genera un nuevo conjunto de datos.

Siguiendo los pasos anteriores, se utiliza la función sample() (de Pandas) para generar una columna
aleatoria a partir del conjunto de datos card1. Posteriormente, se escogen aleatoriamente 492 transacciones
no fraudulentas utilizando la función loc() y así, �nalmente ocupar la función concat() para concatenar
las dos clases formando el nuevo conjunto de datos, nuevo_card1, como se muestra en el código [12]:
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En la salida del código [13] se ilustra las clases ya equilibradas donde la barra azul representa la clase no
fraudulenta y en rojo la clase con las transacciones fraudulentas.
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Ahora se comienza con la fase de entrenamiento. Para esto, se deja un 80% del conjunto de datos para
el entrenamiento y un 20% para el test. Una forma de hacerlo es utilizando la función Strati�edKFold()
de Scikit-learn, la cual hace este proceso de forma estrati�cada lo que ayuda a conservar las proporciones
de las clases. El código [14] muestra cómo se realiza esta separación.

Separado el conjunto de datos nuevo_card1, en la salida del código [15] se puede observar el de-
sempeño en el entrenamiento al ajustar los modelos de regresión logística y SVM. Se utiliza la función
cross_val_score() y score() que devuelven la e�ciencia de cada modelo (entendida como el porcentaje
de valores clasi�cados correctamente con respecto al total de elementos). La función cross_val_score()
evalúa el desempeño mediante validación cruzada, es decir, el conjunto de entrenamiento se divide en k
conjuntos más pequeños (existen otros enfoques, pero generalmente siguen los mismos principios) garan-
tizando que los resultados sean independientes de la partición entre datos de entrenamiento y prueba. La
validación cruzada lleva a cabo el siguiente procedimiento para cada uno de los k-pliegues:

� Se entrena el modelo utilizando k � 1 pliegues, luego se valida en el pliegue restante como si fuese
un conjunto de prueba y, de esta manera, se calculan las medidas de rendimiento.

� La medida de rendimiento informada por la validación cruzada es el promedio de los valores calcu-
lados en el ciclo.

Observación 62 Este enfoque puede ser costoso desde el punto de vista computacional, pero no desperdi-
cia demasiados datos (como es el caso cuando se arregla un conjunto de validación arbitrario), lo cual es
una gran ventaja cuando hay un número pequeño de muestras. Por otra parte, como la función score() no
usa validación cruzada, puede ser un poco impreciso, ya que depende de la aleatoriedad en que se escoja
el pliegue.
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Como se puede apreciar en la salida del código [15], el desempeño mediante validación cruzada para
la regresión logística resulta ser menor que la puntuación obtenida por la función score(). Generalmente
esto ocurre, ya que la medida de rendimiento informada por la validación cruzada es el promedio de cada
pliegue lo que conduce a resultados más realistas.
Otra función interesante de sklearn es GridSearchCV(). Esta permite seleccionar los valores de los

hiperparámetros para un modelo haciendo una búsqueda exhaustiva de manera que evalúa todas las
combinaciones. Esta estrategia tiene el inconveniente de que el gasto computacional es bastante alto,
lo que lleva a invertir mucho tiempo en regiones de poco interés antes de evaluar otras combinaciones.
Una alternativa, pero un poco menos precisa es hacer una búsqueda aleatoria, de esta forma, se consigue
explorar el espacio de búsqueda de una forma más distribuida. RandomizedSearchCV() permite este tipo
de estrategia, únicamente requiere que se le indique el espacio de búsqueda de cada hiperparámetro (lista
de opciones o una distribución) y el número de combinaciones aleatorias a evaluar. A continuación, se
utiliza GridSearchCV(), ya que el costo computacional en este caso es bajo.
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Al ajustar los hiperparámetros de los modelos de regresión logística en 0;2 y la SVM en 1;5 se obtiene
una leve mejoría en la puntuación de la validación cruzada, sin embargo, en la puntuación mediante la
función score() la SVM mejora un 2%, mientras que la regresión logística mejora un 1%; como se puede
observar en la salida del código [17]:

Característica operativa del receptor

Ambos clasi�cadores alcanzaron un muy buen desempeño con la métrica de características operativas
del receptor, ROC. En la salida del código [21] se observa que la SVM alcanzó un 98;14% versus un
97;69% de la regresión logística, siendo un resultado bastante parecido. Por consiguiente, ambos modelos
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logran distinguir bastante bien ambas clases.

La representación grá�ca de la curva ROC se ilustra en la salida del código [22]; en la cual se puede
observar que la curva está bastante cerca del punto (0; 1) lo que indica el bien desempeño de ambos
modelos, bajo esta métrica, en el entrenamiento.
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Conjunto de prueba

Para ver el desempeño de cada clasi�cador, Sklearn, contiene la función classi�cation_report, la cual
crea un informe de texto que muestra las principales métricas de clasi�cación, entregando el rendimiento
de cada clase. La salida del código [23] muestra el desempeño de la regresión logística y la SVM tomando
las métricas de precisión, exactitud y f1-score del conjunto de prueba.
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Ambos modelos presentan resultados similares, pero la regresión logística tiene un recall levemente mayor
comparado al de la SVM, lo que implica que está clasi�cando de mejor manera las transacciones fraud-
ulentas, sin embargo, la diferencia no es signi�cativa. Esto se puede veri�car en la salida del código [24]
mediante la matriz confusión, que muestra un desempeño prácticamente igual entre los dos modelos.

Submuestreo mediante Near Miss
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Ahora se sigue el mismo procedimiento que se utilizó con la técnica de submuestreo aleatorio, pero la
eliminación de los datos de la clase mayoritaria se hace mediante near miss. A continuación, en el código
[25], se separa el conjunto de datos de forma estrati�cada con 788 datos para el entrenamiento (80%) y
196 para el conjunto de prueba. Por otra parte, se utiliza la biblioteca de código abierto Imbalanced-learn
que se basa en Scikit-learn (importado como sklearn), la cual proporciona herramientas para tratar clases
desbalanceadas. De esta manera, para equilibrar las clases se utiliza la función NearMiss() que entrega
esta biblioteca.

Al ajustar los clasi�cadores, la puntación mediante validación cruzada de la regresión logística es mayor
que la puntuación de la SVM en un 3% como se puede observar en la salida del código [26].
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El hiperpárametro óptimo encontrado mediante la función GridShearchCV(), para la regresión logística
es 10 y para la SVM es 1;5 con un kernel lineal.

Se puede observar en la salida del código [28] que ambos modelos presentaron una mejoría en su desempeño,
especialmente la SVM, que subió su rendimiento un 3;18% y comparado con el submuestreo aleatorio
ambos clasi�cadores lo superan levemente en el conjunto de entrenamiento.

La curva ROC alcanzo un 96;59% en la regresión logística y en la SVM un 97;03%. Esto es un resultado
bastante bueno, pero inferior al alcanzado con la técnica de submuestreo aleatorio.
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En el entrenamiento, el recall de la regresión logística es levemente mayor al recall de la SVM lo que
indica que este clasi�cador está teniendo menos FN; es decir, las transacciones que son fraudulentas y
que el modelo las detecto como genuinas son menores que las detectadas por la SVM, siendo esta métrica
una de las que más importantes en estos casos debido al costo asociado, sin embargo, la precisión de la
SVM es levemente más alta.
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Conjunto de prueba

Como se puede ver en la salida del código [32]; el desempeño de la regresión logística en el conjunto de
prueba es levemente mayor que la SVM (en cada una de las métricas), lo que indica que está detectando de
mejor manera las transacciones fraudulentas y las genuinas, aunque esta diferencia no es signi�cativa. Por
otra parte, el submuestreo mediante la técnica near miss es superior al submuestreo aleatorio efectuado
anteriormente bajo las métricas de precisión, recall, f1-score y exactidud.
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Para contabilizar las predicciones hechas por estos modelos, se recurre a la matriz confusión. Se puede
observar en la salida del código [33] que la regresión logística tuvo 5 instancias mal clasi�cadas versus 7 de
la SVM. Esto indica que la regresión logística, mediante near miss, tuvo un mejor desempeño detectando
falsos positivos.
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Sobremuestreo mediante SMOTE

Cuando se desea equilibrar las clases mediante un sobremuestreo con la técnica SMOTE el gasto
computacional que, comparado con las técnicas de submuestreo, es bastante mayor lo que puede originar a
un tiempo de entrenamiento considerable. Sin embargo, la gran ventaja de estos métodos es la conservación
de la información, pues no se eliminan instancias como en el caso del submuestreo aleatorio y near miss.
En el código [34] se utiliza la función SMOTE(), de Imbalanced-learn, para realizar el sobremuestreo de

la clase minoritaria (opción sampling_strategy="minority") alcanzando un total de 554;077 transacciones
y, al igual que antes, se separa el conjunto en entrenamiento y prueba con proporción de 80% y 20%
respectivamente.
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Al ajustar ambos modelos se puede observar, en la salida del código [35]; que el desempeño de la SVM,
bajo validación cruzada, es un 3% mayor que el desempeño de la regresión logística alcanzando el mayor
rendimiento (en la fase de entrenamiento) en lo que va de este capítulo, logrando un 98%. Sin embargo,
el tiempo de ejecución es bastante mayor respecto a las técnicas de submuestreo.

Para escoger los hiperparámetros óptimos en lugar de ocupar la función GridShearchCV(), como se ha
hecho hasta ahora, se procede a utilizar la función RandomizedSearchCV(), la cual tiene un gasto computa-
cional signi�cativamente menor. Al utilizarGridShearchCV() el tiempo para encontrar los hiperparámetros
óptimos es aproximadamente un 92% más que RandomizedSearchCV() (70 horas versus 5;44 horas en el
caso de SMOTE). En consecuencia, cuando se trabaja con conjuntos que contienen una gran cantidad
datos es conveniente utilizar esta función. En la salida del código [36] se observa que los hiperparámetros
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óptimos para la regresión logística y la SVM son 0;7 y 1;5, respectivamente.

Observación 63 Si bien, es posible que RandomizedSearchCV() no encuentre un resultado tan preciso
como GridSearchCV(), sorprendentemente elige el mejor resultado la mayoría de las veces y en una
fracción del tiempo que tomaría GridSearchCV. Con los mismos recursos, la búsqueda aleatoria puede
incluso superar a la búsqueda en cuadrícula (GridSearchCV()).

Al ajustar los hiperparámetros (código [37]) el resultado no cambia signi�cativamente. Esto se puede
deber a que la SVM y la regresión logística tienen por default el hiperparámetro C = 1; lo que no está
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muy alejado de los valores óptimos entregados por RandomizedSearchCV().

En la salida del código [38] se observa la puntuación de la curva ROC obteniendo el mejor desempeño
hasta el momento, bajo esta métrica, en la fase de entrenamiento.
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Conjunto de prueba

La SVM se comporta bastante bien con SMOTE, aunque se tarda mucho más en ser ajustada que la
regresión logística, pero tiene muy buen desempeño en la precisión, recall, f1-score y exactitud alcanzando
un 98% en todas estas. Por consiguiente, la SVM con SMOTE es el mejor modelo hasta el momento, esto
se puede deber a la generación de muestras sintéticas, las cuales, de alguna manera, ayudan al hiperplano
de separación a generalizar ambas clases. Sin embargo, el gasto computacional es bastante mayor.
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La salida del código [42] muestra el total de las instancias acertadas junto a los errores cometidos
por ambas clases. Se puede observar que la SVM supera ampliamente a la regresión logística alcanzando
un total de 1;069 FN y 913 FP versus los 4;233 FN y 1;371 FP alcanzados por la regresión logística.
Sin embargo, cuando se está presente en problemas de clasi�cación de este tipo alcanzar 1069 instancias
clasi�cadas como falsos negativos pueden causar graves pérdidas a una institución �nanciera, pues el
algoritmo está detectando operaciones genuinas siendo que estas son fraudulentas. En consecuencia, surge
la necesidad de disminuir lo más posible estos tipos de errores, ya sea buscando un nuevo modelo o
volviendo a la etapa de preprocesamiento de datos.
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Redes neuronales

Ahora se implementa una red neuronal con las tres técnicas de remuestreo antes mencionadas. Se
comienza importando la librería Keras y algunas herramientas que serán de gran utilidad para llevar a
cabo este modelo de forma sencilla. La librería Keras, es una API de aprendizaje profundo escrita en
Python que se ejecuta sobre la plataforma de aprendizaje automático TensorFlow, la cual se desarrolló
con un enfoque que permita pasar de la idea al resultado lo más rápido posible.

Submuestreo aleatorio

Para hacer el ajuste del modelo se comenzará con el submuestreo aleatorio. Para esto, se ocupa el
conjunto de datos submuestreado anteriormente en el código [12] y separado bajo la misma proporción
del código [14], donde X_train (80%) es para la fase de entrenamiento y X_test (20%) para etapa de
prueba. Para crear la estructura de la red neuronal se utiliza la función Sequential(), la cual establece la
cantidad de capas con sus respectivas funciones de activación que, en este caso, corresponden a la función
Relu descrita en la Sección 2.1 y para la capa de salida la función Softmax descrita en la Sección 2.3.2.

La librería Keras proporciona una herramienta útil para resumir la estructura del modelo, esto lo hace
mediante la función summary(), la cual entrega información de como está estructurada la red neuronal
devolviendo el número de capas, el número de entradas, el número de salidas y el total de parámetros
(pesos).
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La función compile(), utilizada en el código [46], es una herramienta de Keras que con�gura el modelo
para su posterior entrenamiento y es aquí donde se escoge la función de pérdida que mejor se ajuste. En este
caso, la función de pérdida que mejor se ajustó a los datos es la entropía cruzada. Por lo tanto, se utiliza la
opción loss="sparse_categorical_crossentropy"de la función compile() (se utiliza sparse y categorical por
la estructura de la salida de la red). Por otra parte, para optimizar los parámetros el método del descenso
de gradiente estocástico, basado en la estimación adaptativa de momentos, es una de las técnicas que
actualmente más se ocupan para optimizar los parámetros, ya que su hiperparámetro �otante acelera el
descenso del gradiente y amortigua las oscilaciones. Esta técnica recibe el nombre de adam y, según Kingma
et al., 2014, el método es computacionalmente e�ciente, tiene pocos requisitos de memoria, invariante al
reajuste diagonal de gradientes y es muy adecuado para problemas que son grandes en términos de datos
y parámetros. Para llevar a cabo esto, se ocupa la opción Adam(learning_rate = 0;001) con métrica de
desempeño (en el entrenamiento) metrics=accuracy.

Para ajustar el modelo se utiliza la función �t() y es en esta etapa donde se entrena el modelo para un
número �jo de epoch, las cuales se deben especi�car. A continuación, se consideran las siguientes opciones
para llevar a cabo este ajuste:

Validation_split: Es la fracción de los datos del entrenamiento que se utilizarán como validación. En
este caso se elige un 20% para mantener la misma proporción realizada con la SVM y la regresión
logística.

Batch_size: Es el número de muestras por cada actualización del gradiente. Si no se especi�ca, el
valor predeterminado será 32. Si el número de bacht es pequeño, el gasto computacional puede ser
signi�cativo (dependiendo el número de datos) lo que aumenta el tiempo de entrenamiento y esto no
necesariamente se traduce en un mejor rendimiento. Como se está trabajando con el submuestreo
aleatorio se elige el batch_size=10.
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Callbacks: Esta función puede realizar acciones en varias etapas del entrenamiento, por ejemplo, al
comienzo o al �nal de una epoch, o bien antes o después de un solo batch. Esta opción permite
aplicar las siguientes técnicas:

Early Stopping: Recordar que esta técnica detiene el entrenamiento cuando una métrica moni-
toreada haya dejado de mejorar. Un ciclo model.�t() de entrenamiento veri�ca al �nal de cada
epoch si la pérdida ya no está disminuyendo, para esto se considera min_delta (cambio mínimo
en la cantidad monitoreada para cali�car como una mejora) y patience (número de epoch sin
mejora después de las cuales se detendrá el entrenamiento) si corresponde. Una vez que ya no
se ve alguna disminución, model.stop_training se marca como verdadero y el entrenamiento
termina.

ReducirLROnPlateau: Reduce la tasa de aprendizaje cuando una métrica ha dejado de mejorar.
Los modelos, a menudo, se bene�cian de la reducción de esta tasa una vez que el aprendizaje se
estanca. Esta función monitorea el entrenamiento y si no se ve ninguna mejora en un número
de epoch de patience (5 en este caso), la tasa de aprendizaje se reduce.

En el código [47] se ajustan los datos con las descripciones recién mencionadas.
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Se puede observar que en el octavo epoch se activa ReducirLROnPlateau() reduciendo la tasa de apren-
dizaje y en el décimo epoch, cuando ya no se visualizó alguna mejora en la métrica de monitoreo, se activa
EarlyStopping().
Para explorar visualmente el entrenamiento se procede a gra�car, en el código [48]; la pérdida versus

la exactitud de cada epochs. Esto permite ver más claramente si es posible entrenar el modelo por más
tiempo (si la pérdida en la validación aún está disminuyendo), o si hubo un ajuste excesivo del modelo en
los datos de entrenamiento. Recordar que el sobreajuste es cuando el modelo se desempeña muy bien en
un conjunto de entrenamiento, pero terriblemente en los conjuntos de prueba.

Se puede visualizar que a la izquierda de la salida del código [48] la pérdida por validación empieza a subir
desde el quinto epoch, mientras que la pérdida en el entrenamiento continúa bajando. Por otra parte, la
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exactitud mediante validación comienza a subir levemente alcanzando su máximo en el quinto epoch para
después mantenerse alrededor de 91;5%, sin embargo, la exactitud en el entrenamiento continúa subiendo
hasta llegar al 97% en el décimo epoch. Es aquí donde nace la necesidad de realizar técnicas, como Early
Stopping, que ayuden al modelo a prevenir el sobreajuste de los datos.

Conjunto de prueba

La salida del código [49] muestra la exactitud alcanzada en el conjunto de prueba, la cual llega a un
93;37%; siendo menor que el alcanzado por la SVM con la técnica SMOTE.

Ahora se utiliza la función classi�cation_report() para obtener las métricas de desempeño anterior-
mente utilizadas. Se puede apreciar en la salida del código [50] que el rendimiento de la red neuronal
utilizando el submuestreo aleatorio no supera el desempeño de los modelos antes ajustados, ya que esta
alcanza una menor puntuación en cada una de sus métricas.

Al realizar la matriz de confusión en el código [51], se observa que la red neuronal obtuvo 13 instancias
mal clasi�cadas de un total de 196, de las cuales 10 corresponden a falsos negativos y 3 a falsos positivos
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lo que resulta alto si se compara con la SVM aplicando SMOTE.

Conjunto de prueba con near miss

Al igual que en el submuestreo aleatorio, near miss con la red neuronal obtuvo un desempeño inferior
a la SVM mediante SMOTE, alcanzando un 96% de recall, 97% de precisión y una exactitud del 96%
versus el 98% alcanzado por la SVM bajo estas mismas métricas
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Near miss con redes neuronales supera levemente al muestreo aleatorio realizado por la regresión
logística y la SVM. Más aún, incurrió en un FN lo que es favorable para este tipo de problemas.

Conjunto de prueba con SMOTE

Por último, como se puede observar en la salida del código [54]; la red neuronal aplicando un balanceo
de clases mediante la técnica SMOTE alcanzo el mejor rendimiento comparando todas las métricas de
desempeño antes evaluadas. Esto signi�ca que este clasi�cador está detectando las transacciones fraudu-
lentas y genuinas de manera muy efectiva superando los modelos de regresión logística y SVM bajo las
técnicas de near miss como submuestreo aleatorio.
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Por último, en la salida del código [55] mediante la matriz de confusión se observa que el algoritmo
obtuvo cero falsos negativos, es decir, de un total de 55;683 transacciones fraudulentas el modelo clasi�có
todas correctamente, lo que es excelente para una entidad �nanciera, ya que se disminuye las pérdidas
mediante fraude. Por otra parte, los falsos positivos solo fueron 33 de 55;682, lo que representa una alta
capacidad de detectar las transacciones genuinas. Por lo tanto, el mejor clasi�cador es la red neuronal con
la técnica SMOTE.

Observación 64 Para ajustar la red mediante SMOTE, se utilizó Batch_size= 300, ya que la cantidad
de datos aumentó de 278;413 transacciones a 556;826, es decir, se crearon 278;413 datos sintéticos. Es por
esta razón, que se recomienda aumentar el tamaño de los batch y así disminuir el tiempo de entrenamiento.
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Capítulo 5

Valores extremos para la
Clasi�cación de Operaciones
Bancarias Fraudulentas

En la Sección 4.2.2 primero se realiza un balanceo de clases y, posteriormente se separa el conjunto
de datos en entrenamiento-test En esta sección, se muestra el problema de hacer esto y se propone un
método de submuestreo que toma en cuenta los valores extremos a través de la distancia de Mahalanobis.
Los datos, llamados credit card, han sido previamente procesados a través de una transformación de PCA
y sus características tienen una correlación muy cercana a cero (ver Figura 120a). Sin embargo, al realizar
el balanceo de clases se genera un cierto grado de correlación entre las características. La Figura 120
muestra la correlación generada después de aplicar un submuestreo aleatorio, pero este patrón se repite
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en los demas casos de muestreo. Como resultado, el rendimiento de los modelos tiende a ser sobrestimado.

Figura 120. Correlaciónentre las caracteristicas del conjunto de datos credit - card
antes y después de un submuestreo aleatorio. (a) Datos en bruto; (b) Después de un

balanceo de clases.

La metodología utilizada en esta tesis se presenta a continuación y se divide en dos casos. En el primer
caso (conjunto de prueba contaminado), se divide el conjunto de datos en conjuntos de entrenamiento
y test después de aplicar técnicas de muestreo, lo que produce una intervención directa en el conjunto
de prueba, provocando la pérdida de su desbalance y generando una correlación entre los conjuntos de
entrenamiento y test. En el segundo caso (conjunto de prueba no contaminado), se divide el conjunto de
datos en conjuntos de entrenamiento y test antes de aplicar las técnicas de muestreo descritas en este
trabajo, por consiguiente, no se contamina. En ambos casos, se presentan tres enfoques:
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CASO: Conjunto de Test correlacionado con el conjunto de entrenamiento.

Enfoque 1. Se aplican las técnicas de muestreo (submuestreo y sobremuestreo) NearMiss, Submuestreo
Aleatorio y SMOTE. Este enfoque describe la métodologia realizada en la Sección 4.2.2 y se ilustra en la
Figura 121.

Figura 121. Diagrama de implementación del enfoque 1 bajo el caso
del conjunto de test correlacionado con el conjunto de entrenamiento.

Para llevar a cabo los siguientes enfoques se toma en cuenta la distancia de Mahalanobis. La distancia
de Mahalanobis de un vector multivariante x = (x1; x2; : : : ; xd)

T de un grupo de valores con media
� = (�1; �2; : : : ; �d) y matriz de varianza covarianza S se de�ne como

dM (x) =
q
(x� �)TS�1(x� �): (5.1)

Si la matriz de covarianza es la matriz identidad, la distancia de Mahalanobis se reduce a la distancia
euclidiana. Ahora, si x � Nd(�; S) con S > 0. Entonces,

(x� �)TS�1(x� �) � �2d (5.2)

y
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�
x 2 Rd : (x� �)TS�1(x� �) � c2 = �2d;�

	
(5.3)

es un elipsoide de (1��)100% de con�anza, donde �2d;� es el cuantil 1�� de la distribución �2d, cuyos
ejes están dados por �c

p
�iei, Sei = �i para i = 1; : : : ; d y el par (�; e) son los valores y vectores propios

de S. La distancia entre dos puntos de datos x = (x1; x2; : : : ; xd)
T e y = (y1; y2; : : : ; yd)

T en un espacio
d-dimensional Rd se de�ne como

dM (x; y) =
q
(x� y)TS�1(x� y): (5.4)

Enfoque 2. Consiste en un submuestreo de la clase mayoritaria con el �n de equilibrar las clases
respecto a la distancia de Mahalanobis, teniendo en cuenta los valores extremos. Para ello, se calculó
la distancia de Mahalanobis de cada uno de los vectores d-dimensionales xn (con n = 1; 2; :::; 284;807)
respecto al vector de medias � y a la matriz de varianzas y covarianzas S del conjunto de datos credit
card. Luego, se seleccionaron las 492 instancias xn correspondientes a las distancias de Mahalanobis c2n
dada por

(xn � �)TS�1(xn � �) = c2n (5.5)

más altas, obteniendo así un conjunto de datos balanceado. La Figura 122 muestra el diagrama de esta

metodología.
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Figura 122. Diagrama de implementación del enfoque 2 bajo el caso del conjunto de test
correlacionado con el conjunto de entrenamiento.

Enfoque 3. Este enfoque consiste en un submuestreo del conjunto de datos completo, en el cual se
seleccionan los valores más alejados de ambas clases mediante la distancia de Mahalanobis (ver Figura 123).
Esta distancia tiene la ventaja de tener en cuenta la variabilidad multivariada presente en los datos. Al
preservar la estructura de covarianza de las instancias de ambas clases y seleccionar los valores extremos
a lo largo de los contornos de probabilidad, se logra un modelado más preciso para los algoritmos de
aprendizaje. En este enfoque se tomaron 50;000 datos, de los cuales 456 eran fraudulentos.
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Figura 123. Diagrama de implementación del enfoque 3 bajo el caso
del conjunto de test correlacionado con el conjunto de entrenamiento.

Los resultados del desempeño de los tres enfoques bajo el caso de test correlacionado con el conjunto
de entrenamiento se presentan en la Cuadro 4.1. Se observa que la ANN con la técnica SMOTE resultó ser
la mejor opción, seguida por la SVM. Es importante considerar que, en este caso, el conjunto de test fue
manipulado para ser balanceado a excepción del Enfoque 3, el cual realiza la clasi�cación sin modi�car el
desbalance (por lo que obtiene una efectividad del 100%), sin embargo, también se manipula el conjunto
de test, ya que se consideran solo los valores extremos.
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Cuadro 5.1: Desempeño del caso de estudio: Primero se balancean las clases o se toman los 50.000 valores más
extremos, luego se separan en train-test.

Random Subsampling (Approach 1)
Models Precision% Recall% F1-score% Accuracy%

Logistic regression 94; 1 93;5 93;5 94; 6
SVM 94; 3 93; 5 93;5 93; 2
ANN 94; 2 93;5 93;5 93; 3

NearMiss (Approach 1)
Logistic regression 97;5 97;5 97 97; 8

SVM 96;5 96;5 96; 5 96; 8
ANN 97; 3 96;5 96;5 96; 0

Smote (Approach 1)
Logistic regression 95; 2 95; 2 95; 6 95; 4

Svm 98; 4 98;1 98; 2; 98; 6
ANN 100 100 100 100

Balancing with extreme values (Approach 2)
Logistic regression 91; 3 91; 4 91;4 91; 7

SVM 97; 5 97;0 97;3 97; 8
ANN 96; 2 96; 4 96; 4 96; 8

50;000 M;ost extreme (Approach 3)
Logistic regression 94; 2 83; 4 88; 4 100

SVM 96; 8 91; 5 93; 3 100
ANN 94; 5 94; 4 94; 4 100

CASO: No correlacionado con el conjunto de entrenamiento.

La metodología seguida en este caso sigue los mismos enfoques que en el caso anterior, pero en lugar
de intervenir el conjunto de test, se divide primero el conjunto de datos en entrenamiento y test y luego
solo se aplican las técnicas de preprocesamiento al conjunto de entrenamiento sin modi�car el conjunto
de test. La implementación de esta metodología se ilustra en las siguientes �guras.
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Figura 124. Diagrama de implementación del enfoque 1 bajo el caso
del conjunto de test no correlacionado con el conjunto de entrenamiento.
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Figura 125. Diagrama de implementación del enfoque 2 bajo el caso del
conjunto de test no contaminado.

Figura 126. Diagrama de implementación del enfoque 3 bajo el caso
del conjunto de test no correlacionado con el conjunto de entrenamiento.
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Los resultados del desempeño de los enfoques bajo el caso de test no contaminado se presentan en el
Cuadro 4.2. Al no intervenir el conjunto de test, se obtienen resultados menos sesgados en comparación
con el caso anterior debido a que el conjunto de test mantiene su distribución original y, por lo tanto,
es más representativo del conjunto de datos completo. Además, se evita la manipulación del conjunto de
test, lo que puede llevar a un sobreajuste del modelo y resultados poco con�ables. En general, se observa
que el Enfoque 3, utilizando los modelos de ANN y SVM, tuvo un desempeño signi�cativamente mejor
que las otras técnicas de muestreo, destacando en términos de precisión y f1-score. Sin embargo, tuvo
un recall inferior al obtenido mediante la técnica SMOTE y Submuestreo aleatorio. Aun así, en términos
generales se obtienen resultados comparables.

Cuadro 5.2: Desempeño del caso de estudio: Primero se separa por train-test, luego se balancean las clases o se
alejan los valores de los Primeros 50.000.

Random Subsampling (Approach 1)
Models Precision% Recall% F1-score% Accuracy%

Logistic regression 50; 5 80; 3 41; 5 68; 0
SVM 50; 4 76; 3 39; 9 62; 6
ANN 52; 5 94; 2 54; 2 97; 1

NearMiss (Approach 1)
Logistic regression 50; 5 80; 5 41; 8 68; 3

SVM 50; 5 76; 1 39; 0 62; 0
ANN 50; 5 77; 2 40; 2 66;1

Smote (Approach 1)
Logistic regression 53; 2 96;1 55; 7 98; 7

SVM 55; 3 96; 2 59; 3 98; 1
ANN 76; 3 94; 5 82; 5 100

Balancing with extreme values (Approach 2)
Logistic regression 50; 5 55; 2 13; 4 15; 0

Svm 50; 0 50; 0 1;2 1; 0
ANN 50; 5 56; 5 14; 5 17; 4

50; 000 most extreme values (Approach 3)
Logistic regression 94; 1 79; 2 85; 2 100

SVM 97; 3 88; 1 92;1 100
ANN 96; 3 88; 2 92; 4 100
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Capítulo 6

CONCLUSIONES Y TRABAJOS
FUTUROS

En el presente trabajo se propuso un modelo de clasi�cación para transacciones fraudulentas mediante
valores extremos y se comparó los resultados obtenidos entre los modelos de Regresión logística, SVM
y ANN. A continuación, se describirán las conclusiones del presente trabajo y algunos de los posibles
trabajos futuros que pueden continuar desarrollándose como resultado de la investigación.

6.1. Conclusiones

En esta tesis, se presenta un marco de comparación del efecto que produce aplicar técnicas de sub-
muestreo y sobremuestreo de clases en un conjunto de datos altamente desbalanceado antes y después de
realizar un equilibrio de clases. Se puso en mani�esto el cambio en la correlación que esto provoca y la
in�uencia que tiene en el desempeño de los modelos generando una sobreestimación de estos. Nuestros
resultados indican que cuando se separa el conjunto de datos en entrenamiento-test y después se apli-
can las técnicas de submuestreo aleatorio, NearMiss, SMOTE y balanceo de clases con valores extremos
(en el conjunto de entrenamiento) el desempeño de los modelos en la precisión y el f1-score disminuye y
en algunos casos signi�cativamente. Sin embargo, la técnica de submuestreo propuesto bajo el Enfoque
3 alcanzó buenos resultados llegando a un 97% de precisión, un 92% en el f1-score y un 88% de re-
call lo que estaría indicando una buena generalización de la clase minoritaria. Por lo tanto, esta técnica
de submuestreo es una opción viable para ser aplicada en problemas de clasi�cación con características
similares.

6.2. Trabajos futuros

Durante el proceso de elaboración de esta tesis, se han identi�cado algunas líneas de investigación
futuras que se han dejado pendientes y que se espera abordar en el futuro. Algunas de estas líneas están
directamente relacionadas con el tema de esta tesis y han surgido durante su elaboración. Otras son
más generales y, aunque no forman parte de este trabajo de tesis, pueden ser consideradas para futuros
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proyectos de investigación o para retomarlas en el futuro. A continuación, se presentan algunos de los
posibles trabajos futuros que se podrían realizar.

� En esta tesis, el número de instancias para llevar a cabo el entrenamiento, bajo el segundo enfoque,
fue determinado mediante ensayo y error, no se plantea un método para escoger el número de
instancias óptimas. Sería interesante encontrar un método que determine esta cantidad.

� Cuando se realiza un balanceo de clases con las técnicas expuestas la distribución del conjunto de
datos se ve afectada. Se podría construir un método que genere instancias sintéticas de la clase
minoritaría sin perturbar su distribución. Análogamente, si se hace un submuestreo de la clase
mayoritaria.

� Probar otros modelos de machine learning como redes generativas adversarias, árboles de decisión,
XGboost, entre otros.

� El conjunto de datos utilizado para nuestros experimentos tienen atributos numéricos, es decir, reales.
En un trabajo futuro se podría estudiar diferentes posibilidades de adaptar nuestra propuesta para
manejar también atributos nominales y de tipo mixto. (numérico/nominal).

� Extender la técnica propuesta a problemas multiclases.
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