


TRABAJO DE GRADO

Presentado en cumplimiento parcial de los requisitos para el Grado de Licenciado
en Mencion Matematica de la Universidad de Valparaiso 2011.

Firmas del Jurado:

Prof. Eduardo Stange S -

Prof. Raul Fierro P. -

Prof. Ivdn Szantd -

Valparaiso, Chile, 21 de Enero del 2011.






AGRADECIMIENTOS

La presente Tesis es un esfuerzo en el cual, directa o indirectamente, participaron
varias personas leyendo, opinando, corrigiendo, teniendo paciencia, dandome &dnimo
y acompanandome en el proceso del trabajo.

Agradezco a mi madre que me apoyo en todo momento y en todo lugar, que
me cri6 y formé como una persona capaz de lograr mis objetivos. Ademas, por su
comprension, dedidaciéon y al estar a mi lado siempre.

Debo agradecer de manera especial y sincera al Profesor Eduardo Stange por
aceptarme para realizar esta tesis de Licenciatura bajo su direccién. Su apoyo y
confianza en mi trabajo y su capacidad para guiar ha sido un aporte importante, no
solamente en el desarrollo de esta tesis, sino también en la formacién como estudiante.
A mis amigos, companeros, familiares y en especial a mi hermano apoyando-

me en este proceso tan importante.

Gracias a todos.

I11






Indice general

Introduccion
Capitulo 1. Preliminares

Capitulo 2. Difeomorfismo con dindmica no trivial
2.1. La Herradura de Smale
2.2. Construccion del Conjunto Invariante
2.3. Dinamica Simbélica
2.4. La Dinamica sobre el Conjunto Invariante
2.5.  El Teorema de Moser

Capitulo 3. Bifurcaciones y Tangencias Homoclinicas
3.1. Bifurcaciones
3.2. Cascadas de Tangencias Homoclinicas

Capitulo 4. Orbitas homoclinicas y caos asociado a 1-ciclo de Silnikov
4.1. Analisis de Bifurcacion de Glendinning y Sparrow

Conclusién

Bibliografia

IIT

11
11
13
21
25
28

37
37
50

95
65

77
79






Introduccién

En esta tesis se aborda un tema relevante en la Teoria de los Sistemas Dinamicos
sobre campos de vectores 3-dimensionales que presentan singularidades y orbitas
homoclinicas. El trabajo se centra en el caso en que la singularidad es tnica y de tipo
silla-foco y este fenémeno se conoce como el 1-ciclo de Silnikov. El objetivo principal
es estudiar la estructura de la dinamica que presenta el campo de vectores en una
vecindad de la 6rbita homoclinica.

El desarrollo del trabajo se distribuird en cuatro capitulos y en el primero de
ellos se introduciran las definiciones y conceptos basicos asociados al tema de estudio.

El segundo capitulo esta dedicado al estudio de un difeomorfismo en el plano
que admite un conjunto invariante sobre el cual presenta dinamica cadtica. Este
fenomeno es conocido como la Herradura de Smale. Se hard una construcciéon
geométrica de este conjunto y demostraremos que la dinamica asociada a este
conjunto invariante es modelada a través de la dinamica simbodlica construida
sobre el espacio de las sucesiones bi-infinitas de dos simbolos; de hecho, cons-
truiremos una conjugacién topoldgica entre el difeomorfismo y la aplicacién shift
definida sobre el espacio de sucesiones. Al final de este capitulo se presenta el teore-
ma de Moser que generaliza lo anterior al caso de sucesiones bi-infinitas de n-simbolos.

En el tercer capitulo se presentan y se estudian algunas bifurcaciones de fami-
lias a 1- parametro de difeomorfismos, definidos en el plano, que apareceran en el
estudio posterior de la dindamica asociada una oOrbita homoclinica de campos de
vectores. Las bifurcaciones que estudiaremos son las tipo silla-nodo, pitchfork y de
duplicacién de perfodo (flip).

El capitulo cuarto y final, se dedica al estudio del problema central de esta
tesis: entender y caracterizar, en lo posible, la dindamica que presenta tal campo
de vectores en la vecindad de la érbita homoclinica. El estudio de este problema
consistird de dos etapas. Primero, construiremos una aplicaciéon asociada al campo
de vectores (transformacién de Poincaré), definida en una regién 2-dimensional, la
cual presentara, bajo hipétesis bien generales, toda la dinamica del ejemplo de Smale
visto en el capitulo dos y, en consecuencia, sera cadtica. Segundo: se estudiaran los
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2 INTRODUCCION

cambios que puede presentar la dindmica del campo de vectores cuando la érbita
homoclinica se desdobla (o se destruye) a través de un pardmetro. Esta situacién
mostrara la existencia de bifurcaciones y entre estas apareceran las estudiadas en
el capitulo tres y, mas ain, se demostrara que existe una sucesion de valores del
parametro de manera que, para cada uno de estos, el campo de vectores asociado
presenta nuevamente el 1-ciclo de Silnikov.



CAPITULO 1

Preliminares

Fijemos un abierto U C R". Trataremos aqui con difeomorfismos f : U — f(U) C
R™ de clase C", r > 1. Denotemos por Dif"(U) el conjunto de todos los difeomorfismos
sobre U de clase C", esto es, aplicaciones biyectivas, diferenciables y con inversa
diferenciable.

Dif"(U) = {¢: ¢ difeomorfismo sobre U de clase C"}
Denotemos por
pl=gpopo--oyp
————
n-veces

DEFINICION 1. La 6rbita de x por ¢ es el conjunto de puntos formado por los
iterados positivos y negativos de x, esto es, el conjunto

O(z) ={¢"(2) : n € Z}
donde
O*(x) = {z,0(x),¢*(), -}
O (x) = {z, 97 (), ¢ (x), -}

denotan, respectivamente, la 6rbita positiva y negativa de x.

DEFINICION 2. Un punto p € U es un punto fijo de ¢, si ¢(p) = p. El punto p se
dice periddico de periodo n si ¢"(p) = p, donde n es el menor entero positivo con tal
propiedad.

Denotemos los conjuntos de puntos fijos y de puntos periddicos de ¢ de periddo
n, respectivamente como

Fix(p) = {x€U: p(x) =1}
Per,(¢) = {x€U: ¢"(x)=2 N ¢"(z) #x, si,0 <m < n}, n>1

EJeEmMPLO 1.1. La funcién identidad f(x) = x, tiene todos los ntimeros reales como
puntos fijos.
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EJEMPLO 1.2. La funcién h(z) = 2? —1, tiene a 1i2\/5 como puntos fijosy axz =0

y £ = —1 como puntos periddicos de periodo 2.

En efecto, resolvamos h(x) = x
h(z)=2 < 2°—1=ux
s 2P—r—-1=0
1+5

cuyas raices son % Por lo tanto, los puntos fijos son =5~y %

Como h?(z) = h(h(z)) = (2> —1)> — 1 = 2% — 222, tenemos que z =0y z = —1 son
puntos periédicos de periodo 2.

En efecto, resolvamos h?(z) = x

)=z < 2*—22% —1=0
& wz+1)(@*—2—-1)=0

cuyas raices son: 0, —1, 1+2‘/5, 1;5/5 Por lo tanto, 0, —1 € Pery(h).

OBSERVACION 1. Sea p € U.

a) Sip € Fix(p), entonces p € Per,(p), para todo n > 1.
b) Sip es un punto fijo de ¢ de periodo n, entonces p es un punto fijo para @".

DEFINICION 3. Sea p € U un punto fijo de ¢. Se dice que p es hiperbdlico, si la
derivada de ¢ en p, dy(p), tiene todos sus valores propios con médulo distinto de 1.

DEFINICION 4. Sea ¢™(p) =p, n > 1,

1. p es un punto periédico atractor (o un pozo) si todos los valores propios de
(de™), tienen médulo menor que 1.

2. p es un punto peridédico repulsor (o una fuente) si todos los valores propios de
(de™), tienen médulo mayor que 1.

3. p es un punto silla si (d¢"), tiene valores propios de médulo mayor que 1y
menor que 1.

EJeEMPLO 1.3. Consideremos el difeomorfismo f(z) = 1(2*+ z). Existen 3 puntos
fijos hiperbdlicos para f que son 0, —1, 1.
En efecto
1

flz)=2 & §(x3+x)—x:0

& %x(z— I)(z+1)=0

& =0, z=-1, z=1
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Ahora bien,
df(z) = %(3# +1)
y, por tanto,
O =5 . dfE)=2

Luego, 0 es un punto fijo atractor y ademas, 1 y —1 son puntos fijos hiperbdlicos
repulsores.

f(2) = (a* + )

DEFINICION 5. Sea p € U un punto fijo hiperbdlico. Se definen los conjuntos
estable e inestable de p, respectivamente, como
Wip) = {zeU:¢"(x)—=p; i— +oo}
Wup) = {zeU: p(z) =p; i— —oo0}
Es decir, corresponden a los conjuntos de puntos que al iterarlos positivamente o
negativamente por ¢ convergen a p.

PROPOSICION 1.1. Los conjuntos W*(p) y W™(p) son invariantes por ¢. Esto es,
e(W=(p)) =W* y o(W"(p)) = W*.

En efecto; sea x € W*. Verifiquemos que ¢(z) € W*,es decir, lim; o ¢'(p(r)) =
p. Ahora bien, lim; , o ' (¢(x)) = Um; 100 ¢ (2) = lim;, 400 ¢’ (2) = p, tomando
j = i+ 1. Luego, W*(p) es invariante por ¢. De manera andloga se verifica para

W (p).
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EJEMPLO 1.4. Si ¢ : R® — R” es un isomorfismo lineal con valores propios de
moédulo distinto de 1, entonces el origen es punto fijo hiperbdlico y W#(0) y W*(0)
son los subespacios lineales asociados a los valores propios de médulo menor y mayor
que 1, respectivamente, tal que

R" = W*(0) & W*(0)
donde, dimW?#(0) = s y dimW"(0) = u, n = s + u.

A continuacion, haremos uso del siguientes resultado cuya demostracién puede ser
encontrada en [H-P-S] y que esta fuera del contexto de esta tesis.

TEOREMA 1.2. Supongamos que ¢ : U — R"™ es un C* difeomorfismo, k > 1,
y p € U un punto fijo hiperbolico de ¢. Entonces los respectivos conjuntos estable e
inestable,

Wip) = {zcU: o(z) = p; i = +oo}
Whp) = {zeU: ¢'(x) = p; i— —o0}

son C* subvariedades inyectivamente inmersas de R™.

DEFINICION 6. Sea p € U un punto fijo hiperbdlico de ¢. Se dice que ¢ € U
es un punto homoclinico de p si p # gy ¢ € W#(p) N W¥(p). Es decir, p # q y

lmy 100 ' (q) = p

DEFINICION 7. Se dice que ¢ es un punto homoclinico transversal de p si W*(p)
y W*(p) se intersectan transversalmente en ¢. Es decir, si

R" = T,(W*(p)) & T,(W"(p))

donde T, (W*(p)) y T,(W"(p)) denotan los espacios tangentes de las conjuntos estables
e inestables respectivamente en el punto q.

OBSERVACION 2. Los isomorfismos lineales hiperbdlicos no tienen puntos ho-
moclinicos.

En efecto, sea ¢ : R® — R” isomorfismo lineal hiperbdlico y supongamos que ¢
tiene un punto ¢ homoclinico de 0 € R™, es decir, ¢ # 0, ¢ € W*(0) N W*(0). Como
R™ = W*(0) & W*(0), implica que W*(0) N W*(0) = {0}, lo cual es absurdo. Luego
© no tiene puntos homoclinicos.

Daremos dos ejemplos de drbitas homoclinicas de aplicaciones en el plano R?

1) Orbitas homoclinicas de una aplicacién lineal deformada
Consideremos una aplicacién lineal ¢ : R? — R? tal que ¢(z,y) = (22, 3y).
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1 . . . .
Como 2y 5 son los valores propios de Dy se tiene que los subespacios propios
asociados a los autovalores de 2 y % son, respectivamente

W0) = {(z,y): z=0}
W) = {(z,y): y=0}

Consideremos ademés, el difeomorfismo ¥ : R? — R? de la forma

V(z,y) = (z = flz+y),y+ [z +y))
donde f es una funcién diferenciable tal que f es cero sobre x +y < 1y
f(2) > 2. Esto permite que ¥ estd definida en todo R? para puntos que
pertenecen a rectas de la forma I, = {x +y = c}.
Estudiemos la composicién de funciones ¥ o ¢.

Como W o p(x,y) = (2 — f(2u+ 3y), 3y + f(2x + 3)) ¥

2 2
- hy b
—35,2r+3y) 5 —35,Qz+3y)

D(Wop)(r,y) = <

D(W o 4)(0,0) = ((2) g)

tiene valores propios 2 y %, se tiene que W#(0) y W*(0) tambien son
los subespacios propios estables e inestables para el difeomorfismo ¥ o ¢
(composicién de un difeomorfismo con una aplicacién lineal). De la cons-
truccién sabemos que, {(z,y) : x = 0, y < 2} estd contenido en W*(0) y
{(z,y) : © <1,y = 0} estd contenido en W*(0). Ahora bien, calcularemos
U({(z,y): 1 <z <2 y=0}),donde {(z,y) : 1 <x <2 y=0} también
esta contenido en W*(0). Asf tenemos que ¥(1,0) = (1 — f(1), f(1)) = (1,0),
entonces (1,0) es un punto fijo para ¥ ( lo mismo se puede concluir
para todos aquellos puntos de {(z,y) : = < 1,y = 0}). Por otro lado,
U(2,0) = (2 — f(2),f(2)) = (a,b), donde a < 0y b > 2, pues f(2) > 2.
Como V¥ es continua, existe (u,v) € {(z,y) : 1 <z < 2,y = 0} tal que
U(u,v) € {(z,y) : = = 0,y < 2}. Asi se tiene que W*(0) y W*(0) se
intersectan afuera del origen, generado un punto homoclinico como se observa
en la figura.
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(0,2)

\/ Interseccion homoclinica
AN

AN

Figura 1.1

2) El Péndulo
La ecuacién diferencial cuyas soluciones definen el movimiento de un p endulo
esta dada por

§=—ksin(®), OcR (k: - %)

donde [ es largo de la varilla del péndulo y g es la aceleracion de la gravedad.
Por simplicidad nos remitiremos a

6 = —sen(0), feR
el cual puede plantearse como el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

=Y
y = —sen(h)

con 6 € R, y € R. Esta ecuacién corresponde a la accion determinada por un
péndulo libre de roce.

Tomemos la aplicacion T" inducida en el tiempo del sistema; es decir, el difeo-
morfismo ¢ tal que (6, y) = (6,y) siempre que exista una solucién (6(t), y(t))
del sistema, con (0(0),y(0)) = (0,y) v (6(T),y(T)) = (0,y). Los puntos fijos
de ¢ corresponden justamente a las singularidades del campo de vectores del
sistema (o bien cuando el péndulo estd en reposo).

Resolviendo X (6,y) = 0 donde X es el campo de vectores, se tiene que los
puntos fijos de ¢ son de la forma (nm,0), con n € Z. Analizaremos aqui los
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puntos fijos (0,0) y (m,0) (casos particulares cuando n es par e impar, respec-
tivamente). Por lo tanto

(DX) 0.y = ( —058(9) (1) ) ’

tiene valores propios +i para (DX)q (lo que equivale para nuestro difeo-
morfismo ¢, que (dy),0) tenga valores propios igual a 1), luego (0,0) no es
hiperbdlico y (m,0) si lo es, ya que los valores propios para (DX), o son %1.
Luego las variedades estables e inestables en (7,0) son 1-dimensionales.

Como y = 6 (velocidad angular), § = ¢ = (Z—z) (%) = (Z—Z) y, luego, a partir
de la ecuacion del péndulo, se obtiene

(%) = sentt)

Como las variables y dy = — sen(f) df se pueden separar, integrando obtene-
mos

B(6,5) = C = 5y — cos(t)

con C constante. Esta aplicacion E se llama energia total del sistema y C'
corresponde a los niveles de energia. Ademas, %yz corresponde a la energia
cinética y — cos(6) a la energia potencial. Como el péndulo no admite roce,
por la ley de conservacién de energia, implica que la energia es constante a lo
largo de las soluciones del sistema lo cual permite exclusiva dependencia del
valor de C. En la aplicacién E el menor valor posible es C' = —1; entonces
y = 0y cos(f) = 1, de modo que el péndulo estd en reposo. El péndulo
cambiard la direccién de su movimiento si se tiene puntos en los cuales y = 0;
entonces por la aplicacién E, cos(d) = —C. Como |cos(f)| < 1, se tiene que
para valores de C, tal que |C| < 1 el péndulo puede oscilar en forma normal
en el sentido de las agujas del reloj. Si C' > 1 entonces y = 0 es imposible y
el péndulo realiza un movimiento de remolino. Para C' = 1, (7, 0) claramente
satisface la ecuacién $y* — cos(f) = 1.

Por otro lado, como los subespacios propios asociados a los valores propios
—1y 1, E;y Ej, respectivamente, estan dados por F_; = ((—1,1)) y By =
((1,1)) nos permite establecer que las separatrices W*(w,0) y W, (7, 0) estan
determinadas por

1
éyQ —cos(f) =1

En la figura 1.2 muestra estas lineas homoclinicas junto con algunos niveles
de energia.
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Figura 1.2

Caos:

Sea (X, d) un espacio métrico.

DEFINICION 8. f : X — X se dice topoldgicamente transitiva si para cualquier
par de conjuntos abiertos U, V C X existe k > 0 tal que fX*(U) NV # 0.

DEFINICION 9. f : X — X tiene dependencia sensitiva de las condiciones iniciales
si existe 0 > 0 tal que, para cualquier x € X y cualquier vecindad N de z, existe
y € N yn>0tal que d(f™(x), f"(y)) > 9.

DEFINICION 10. Sea A es un conjunto contenido en X tal que f(A) C A. Se dice
que f: A — A cadtica sobre A si
1. f tiene dependencia sensitiva de las condiciones iniciales.
2. f es topoldgicamente transitiva.
3. Los puntos periédicos de f son densos en A.

Nota: Veremos en los capitulos siguientes que si un difeomorfismo admite una
orbita homoclinica, tendra dinamica cadtica.



CAPITULO 2

Difeomorfismo con dinamica no trivial

2.1. La Herradura de Smale

Consideremos el cuadrado unitario D en el plano definido por
D={(r,y) eR*:0<2r<1,0<y<1}
Sea p € R, p > 2. Definimos los rectdngulos Hy y H; mediante:

1
Hy = %mweRWOngLOSyg_}
I

1
H = {(:c,y)ERQ:OS:cgl, 1——§y§1}
u

La aplicacién f : D — R?, compuesta de dos funciones [ y g, donde [ contrae el eje z,
expande el eje y y la aplicacién g dobla y traslada [(D), como se muestra en la figura

2.1.

i_éx KD):D\\\ " ///’\zi\
0 =

—_— _— f(Ho) f(H1)

==
o~
s

Hy

==
=

0
f=gol 0 A 1-Al

Figura 2.1

11
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Notemos que Hy y H; corresponden a dos rectangulos horizontales dentro de D y
mediante f obtenemos dos rectangulos verticales Vy y Vi, esto es,

f(Ho)=Vy = {(:p,y)ERQ:OSxS)\,OSygl}
fH)=Vi = {(z,y) eR*: 1-A<2<1, 0<y<1}

Ademas la restricciéon de f sobre Hy y H; esta dada por
x A0 x
Hy: —
' <y> (0 M><y>
me() - (0 5)6)()
Yy 0 —u Y Ju

COHO<)\<%,,M>2.
No es dificil ver que f se contrae en el eje x por un factor A\ y se expande el
eje y por un factor u. Hy es también rotado en 180°.

Veamos primero, un lema importante para lo que sigue.

LEMA 2.1. a) Supongamos que V' es un rectingulo vertical, entonces f(V) N D
consiste precisamente en dos rectangulos verticales, Vo y Vi, con didmetro (ancho)
cada uno igual a \.

b) Supongamos que H es un rectdngulo horizontal, entonces f~'(H) N D consiste
precisamente en dos rectangulos, Hy y Hy, con diametro cada uno igual a %

DEMOSTRACION. (a) Por la definicién de f, los bordes de verticales y hori-
zontales de Hy y H; son aplicados a los bordes horizontales y verticales de V
y V) respectivamente.
Si V' es un rectangulo vertical, que intercepta a los lados de Hy y H;, tenemos
que f(V)N D consiste en dos rectangulos verticales, uno contenido en Vj y el
otro en V7.
Como vimos anteriormente, el rectangulo V' se contrae en el eje x por un factor
Ay se expande sobre en el eje y, con 0 < A < % Lo anterior se puede apreciar

en la siguiente figura 2.2

1% fV)
Figura 2.2
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(b) Por la definicién de f~!, los bordes verticales y horizontales de Vy y V;
son aplicados por f~! en los bordes horizontales y verticales de Hy y H;
respectivamente.

Si H un rectangulo horizontal que intercepta a Vy y a Vi, f~Y(H) N D
consiste en dos rectangulos horizontales, uno contenido en Hy y el otro en H;.
Lo anterior se puede apreciar en la siguiente figura 2.3

ffl

—_—

H

f~H(H)

Figura 2.3

El lema anterior sélo describe el comportamiento de fy f~! en DN f(D) y en
DN f~Y(D) respectivamente. Mds adelante, realizaremos la construccién del conjunto
maximal invariante de f, el cual correspondera al descrito en el lema anterior para
f", para todo n € Z.

2.2. Construccion del Conjunto Invariante

Denotaremos por A el conjunto que consiste de todos los elementos de D cuyos
iterados por f y f~! permanecen en D, esto es

nfo)n---nfADYNDNf(D)N---N fA(D)N -
0 sea
A= () (D)
Determinaremos este conjunto inductivamente. En primer lugar, el conjunto de

iteraciones positivas y luego el conjunto de las iteraciones negativas, resultando ser
A la interseccién de ellas.

Consideraremos el conjunto S = {0,1} y denotaremos por s; € S a 0 6 1,
con ¢ € Z. Esta notacién la usaremos mas adelante.
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k

Sea Ay = ﬂ f™(D). Construiremos ﬂ f"(D) y determinaremos su estructura
-0

n= n=0
cuando k — 400

1. DN f(D): Por la definicién de f, DN f(D) consiste en dos rectangulos verti-
cales.

(2.1) DNf(D)= |J Vi,={peD: peV.,, s1€S}

s_1€S

donde V;_, es un rectangulo de ancho A.

H,

Figura 2.4

2. DN f(D)N f*(D): Este conjunto es obtenido como la interseccién de D con
la accién de f sobre DN f(D), es decir

DN f(DNf(D))=Dnf(D)n f*(D).

Por el Lema 2.1, DN f(D) consiste en los rectangulos verticales Vy y V4 con
cada uno intersectando a Hy y H;, donde los correspondientes lados horizon-
tales de V, y Vi son aplicados a los respectivos lados horizontales de Hy y
H;. Entonces D N f(D) N f%(D) corresponde a cuatro rectangulos verticales,
de los cuales dos estan contenidos Vj y Vi respectivamente. (Ver figura 2.5).
Obtenemos que

(22)  DNfD)NFAD)=DnfDONFD)=DNf| |J Vi,

s_o€ S

Observemos que al sustituir (2.1) en (2.2), cambiaremos el subindice s_;
sobre Vs_, a V;_,. Nosotros veremos esta que notaciéon nos ayudard en lo que
sigue.
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pnfl U Vo] = U Dnrviy).

s_2€ S s_2€ S

Aplicando el Lema 2.1, f(V;_,) tiene dos componentes, una de ellos contenida
en Vj v la otra en V7, se tiene que

DNfD)NFAD) = | fVi)nVe,

s_;€ S

= U ‘/3_1 S_o

s_;€ 85, 1=1,2

= {peD:peV, . f'(p)EVi,, s €8, i=12}

(A0 %

Vo Vi /
\ =
Vo D, "
Figura 2.5

3. Dn f(D) N f2(D) N f3(D): Utilizando el mismo razonamiento que en los
pasos previos, este conjunto consiste en ocho rectangulos verticales, cada uno
con ancho igual a A\3. Tenemos que

DN f(D)yn fAD)NfA (D) = Dnf(DNf(D)N D))
= U Dn f(‘/s_1s_2)

s_;€8, i=1,2,3

= U ‘/s_l S_25_3

s_;€8, i=1,2,3
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= {peD:pecV,,, fp eV,
f2p)eVi,s, €8 i=123}

Si realizamos este proceso k veces, obtenemos que

DN fD)N---NfHD) = U rVie s )nVe,

s_;€ 8, i=1,-k

= U ‘/s_l S_o-S_}

s_;€ 8, i=1,,k

= {p eD: f_i—’_l(p) € V9718—2"'8_1'7 S5-i € S, = 0717 o }

= m\/fm\\\

N
——
% ¥ q
7]
f / e Vioo

v W N
&
Vo y>01 )/10 \Vn = 101

Vbll 010

Figura 2.6

Estudiaremos que ocurre cuando k — 4o0.

Notemos que para el paso k, obtenemos 2* rectangulos verticales, donde
a cada uno de estos rectangulos se le puede asociar una sucesion de longitud
k de 0's y 1's. (Por ejemplo: al rectangulo Vs 1s_5..s_, le podemos asignar la
sucesion s_18_g....5_y)

El punto importante a considerar es que hay 2* posibles distintas suce-
siones de logitud k de 0's y 1's y que cada una de éstas es obtenida en este
proceso de construccion de manera unica por el respectivo rectangulo vertical
unico en cada paso. Este hecho sigue desde la definiciéon geométrica de f y de
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que Vo y Vi son disjuntos.

Para k — 400, la intersecciéon decreciente de conjuntos compactos es
no vacio y obtenemos un numero infinito de rectangulos verticales, donde

el ancho de cada uno de éstos es A\*. Notemos que klim M =0, ya que
—>+o0

0< A< 2.
Finalmente, el conjunto A, consiste de infinitas rectas verticales y esta dada
por

o
A=D) = Vi) NV,

n=0 s_4€ S, i=1,2-

= U ‘/s_ls_g---s,k---
s_;€ 8, 1=1,2,--

= {peD: f"p eV, , s;€8 i=12.1}

o
Ahora, construiremos A_ = n f~™(D) inductivamente.
n=0

1. DN f~Y(D): Usando la definicién de f, este conjunto consiste de dos rectangu-
los horizontales Hy y H; y lo denotamos por

(2.3) Dnf (D)= |J H,={peD:peH,, s€S}
SpE S
H,y
-1
|| L ).
Hy
Figura 2.7

2. DN f~YD) N f~%(D): Este conjunto es obtenido como la interseccién de D,
con la accién de f~1 sobre DN f~1(D), es decir,

DN YD fH(D))=DNfH(D)n f*(D).
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(2.4)

(2.5)

2. DIFEOMORFISMO CON DINAMICA NO TRIVIAL

Por el Lema 2.1, D N f~'(D) consiste en dos rectdngulos horizontales H
y H; cada uno interceptando a Vj y Vi, donde las correspondientes lados
verticales de Hy y H; son aplicados en los respectivos lados verticales de
Vo v Vi. Entonces D N f~1(D) N f~2(D) corresponde a cuatro rectangulos

horizontales, de los cuales dos estan contenidos Hy y H; respectivamente,

cada uno de ancho u% Obtenemos que

DnfH(Dnf YD) = Dﬂf‘1<U H)

s1€S

- U Dmf_l(H81)

s1€S

Observemos que al sustituir (2.3) en (2.4) cambiamos el subindice sy sobre
Hso a Si.

Por el Lema 2.1, f~*(H,,) tiene dos componentes una de ellas contenida en
Hy y la otra en Hy, se tiene que

Uopnsiu) = U Honf )
s1€S s;€8,1=0,1
HK 710
% 9/
H, ( \
D) = D

Figura 2.8 /

Hemos demostrado que

pnfionfo) = J  fY(H,)NH,

s;€ 5, 1=0,1

= U Hso s1

s;€ 5, 1=0,1
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= {peD:peH,, f(p) € Hs, s;i€ S, i=0,1}

3. DN fYD)N f~2(D) N f3(D) : Utilizando mismo razonamiento que en los
pasos previos, este conjunto consiste en ocho rectangulos horizontales, cada

uno tiene ancho % Tenemos que

pnfonfAoyns?m) = J N HGwL) N H,
s;€8,1=0,1,2
== U Hso S1 S92
s;€S5,1=0,1,2

- {pEDIpEHSo, f(p)eHSm f2(p) EHS2>
s; €85, iIO,l,Q}

Continuando este proceso, en el k-ésimo paso, obtenemos que

Dﬂf_1<D)ﬂf_2<D)~-~ﬂf_k(D) = U f_1<H8182"'8k71>mH30

s;€8,1=0,1,2,---  k—1
= U Hey sy oosns
s;€8,1=0,1,2,---  k—1
= {peD: f*Yp)eH,, s, €S, i=01,--- k—1}

Observemos el importante hecho que en el paso k-ésimo del proceso inductivo,
obtenemos 2" rectdngulos horizontales, donde a cada uno de estos rectdngulos
se le puede asociar una sucesién de longitud & de 0's y 1's. (Por ejemplo: al
rectdngulo horizontal Hy s, s, s, le podemos asignar una sucesion sys;ss...s ).

Para k — 400, la interseccion decreciente de conjuntos compactos es no
vacia y obtenemos un numero infinito de rectangulos horizontales, donde el

1
ancho de cada uno de éstos es . Notemos que lim (—) =0 ,(p>2).

Z k—o00 ,uk
Finalmente el conjunto A_ = n f~™(D), consiste de infinitas rectas horizon-
n=0
tales y esta dado por
A =0 = | F(Hawene) N Hay
n=0 s; €8, 1=0,1,--

= U Heosese

si€ 8, i=0,1,-
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= {peD: f'(p)€H,, s;, €5, i=0,1,---}

Como mencionamos anteriormente

[e.e]
A= ) fM(D)=A_NA,
n=—oo
y es un conjunto que consiste en infinitos puntos, cada uno de ellos obtenido mediante
la interseccién de una linea horizontal contenida en A_ y una linea vertical contenida
en Ay.

Observamos que p € A puede ser identificado tnicamente con una sucesién
o . . ’ ’ . . . .
bi-infinita de 0's y 1 s, el cual es obtenido por sucesiones asociadas a las respectivas
lineas verticales y horizontales que define a p.

. ., ’ ’
Por otro lado, si s 18 9---5_j--- es una sucesion de 0s y 1s enton-
ces Vs i s ps_,. corresponde a una unica linea vertical (en Ay). Andlogamente,

5081+ 8-+ es una sucesién de 0's y 1's entonces Hy,,..5,... corresponde a una
unica linea horizontal (en A_). Intersectando ambas lineas obtenemos un tnico pun-
to p. De esta forma podemos definir una aplicacion ¢ de A en el conjunto de las
sucesiones bi-infinitas ¥ = [[>_{0,1}

op: N — X
p H {...ka...sflso..'skf..'}

Observemos que

Vi tsnis o = {p€D: fFYD)eV,_,,i=1,2 .}
= {peD: ffAD)eH, ,i=1,..}, pues f(Hs,) =V,
Hy ... = {peD: f(D)eH,, i=0,1,.}
Tenemos
(2.6) p = Vts,ls,g~~~s_k~~~mHsosr--si'“

= {peD: filp)€H,, i=0=%142,---}

DEFINICION 11. Se define la aplicacion shift, o : Y. — > (con la topologia
producto). Dada s = {--+s_,,--+S_1-80S1-* S } € »_, entonces

U(‘S):{"'an"'SfISO'31"'Sn"'}
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La aplicacion o consiste en desplazar un lugar el punto decimal a la derecha. Mas

general, el punto decimal de la sucesién asociada a p, traslada el lugar k-ésimo a la
derecha al lugar £+ 1 si £ > 0 por la accién de o. En este caso, s, es el simbolo
inmediatamente a la derecha del punto decimal.
Como vemos en (2.6), la sucesion tinica de 0's y 1's asociada a p contiene informacién
concerniente al comportamiento de p bajo iteracion por f, en particular, el elemento
sk en la sucesién {---s_p---S_; - so81--- 8-+ -} indica que f*(p) € Hj,. Notemos
que para la sucesién bi-infinita de 0's y 1's asociada a p, el punto decimal de dicha
sucesion, separa las iteraciones pasadas y futuras de las érbitas de p por f.

Si consideramos un punto p € A y la sucesién bi-infinita asociada de 0's y 1's,
#(p), podemos tomar cualquier iterado f*(p) de p, y asociarle una sucesién bi-infinita
de 0's y 1's dada por o*(¢(p)). En particular ¢ o ¢ = ¢ o f.

Por lo tanto, hay una relacion directa entre las iteraciones de cualquier punto p € A
bajo f e iteraciones de la sucesion asociada a p bajo la aplicaciéon o.

Por ahora, en este punto, no es claro ain donde vamos con esta analogia entre
puntos de A y sucesiones bi-infinitas de 0's y 1's de 3_, aunque la sucesién asociada
a un punto dado p € A contiene informacién entre las iteraciones pasadas y futuras
como si p estd o no en Hy 6 H; para cualquier iterado dado. No es dificil inmaginar
que diferentes puntos, ambos contenidos en el mismo rectangulo horizontal Hy 6 H,
después de alguna iteracion dada, sus Orbitas serdn completamente diferentes. El
hecho que esto pueda suceder para la dindmica de f sobre A estd completamente
modelada por la dinamica de la aplicacion shift actuando sobre el conjunto de
sucesiones de 0's y 1's siendo esto un hecho sorprendente el cual, para justificar,
deberiamos ver en dindmica simbdlica.

2.3. Dinamica Simbdlica

Sean S = {0,1} y >_ la coleccién de todas las sucesién bi-infinitas de elementos
de S, es decir

+oo
z=]]s

Consideremos dos sucesiones bi-infinitas.
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Definimos d : ¥ x ¥ — R, mediante

e A 1 13
2.1) ds5) = 3 g donde 5= {0 -

1=—00
Es facil ver que d es una métrica sobre » .

Vamos a estudiar la dindmica de o sobre ) (esto es, la estructura de las érbitas
de los puntos de > bajo iteraciones de o).
No es dificil notar que o tiene precisamente dos puntos fijos, a saber, la sucesién cuyos
elementos son todos ceros o todos unos. En particular, veremos que dadas ciertas
sucesiones, al aplicarle iteraciones, retornamos a la sucesion original, obteniendo su

periodo.
Daremos unos ejemplos de esta aplicacién o
EJEMPLO 2.1. 1. 0(10,10) = {01,01}

o{01,01} = {10,10}

Por lo tanto 02{10,10} = {10,10}. En otras palabras, {10,10} tiene
periodo dos.

2. ¢{10,01} = {00,11}
#{00,11} = {01,10}
o {01,10} = {11,00}
o {11,00} = {10,01}
Por lo tanto ¢4{10,01} = {10,01}

Como vemos en estos ejemplos, para cualquier k fijo, las érbitas de o teniendo
periodo k corresponden a sucesiones construidas repitiendo periédicamente bloques
de 0" y 1" de longitud k.

Se puede observar que iterando una sucesién periddica, ésta tiene un periodo que
coincide segun el largo de la sucesion.

EJEMPLO 2.2. 1. Periodo 1: {0,0}, {1,1}
2. Periodo 2: {01,01} En efecto,

o{01,01} = {I0,10}
0{10,10} = {0101}

3. Periodo 3: {001,001}, {010,010}, {100,100} {110,110}, {101,101}, {011,011}
Tomaremos uno de ellos

o{001,001} = {010,010}
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{010,010} = {100,100}
{100,100} = {001,001}

4. Periodo 4:

{1100,1100}, {1111,1111}
{1110,1110}, {1101,1101}
{1011,1011}, {1010,1010}
{1000,1000}, {1001,1001}
{0111,0111}, {0110,0110}
{0101,0101}, {0100,0100}
{0011,0011}, {0010,0010}, {0001,0001}
5. Tomaremos uno de ellos, en efecto
o{TI00,TT00} — {T001,1001}
o{T00T, 1001} — {00110011}
o{0011,0011} = {0110,0110}
o{0110,0110} = {I100,1100}

Ademas, ¢ tiene un nimero no numerable de érbitas no periddicas. Para probar
esto, necesitamos sé6lo construir una sucesion no peridédica y demostrar que hay un
nimero no numerable de este tipo de sucesiones. Probaremos este hecho:

Podemos asociar una sucesién infinita de 0's y 1's, a una sucesién bi-infinita dada

por
“ eS8 8180 Sy —> .80S1S_1525_9 " - -

Tomaremos los nimeros irracionales en el intervalo cerrado [0, 1] que constituyen
un conjunto no numerable. Cada ntimero real en este intervalo admite una expre-
sién binaria de 0's y 1's, ademds si el nimero es irracional, le corresponde una
sucesién no repetible. Asi, tenemos una correspondencia uno a uno entre un conjun-
to no numerable de puntos y sucesiones de 0's y 1's no repetibles. Las 6rbitas de
esas sucesiones son 6rbitas no periddicas de o y hay un niimero no numerable de ellas.

Estudiaremos otros hechos relacionados con la dindmica de o sobre » : existe un
elemento s € ) cuya érbita es densa en ) .
Esto quiere decir que para cualquier s € >y e > 0 dados existe algiin entero n tal
que d(o™(s),s) < e.
Esto lo vemos por la construccion de s directamente. Haremos esto primero constru-
yendo todas las posibles sucesiones de 0's y 1's teniendo longitud 1,2,3,...
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Este proceso estd bien definido, luego hay un ntmero finito de posibilidades en cada
paso (més especificamente hay 2* sucesiones distintas de 0's y 1's de longitud k).

Longitud 1 : {0}, {1}
Longitud 2 : {00}, {01}, {10}, {11}
Longitud 3 : {000}, {001}, {010}, {011}, {100}, {101}, {110}, {111}

Ahora podemos introducir un ordenamiento sobre la coleccién de sucesiones de
! ! . . .
0's y 1s. Consideremos dos sucesiones finitas

s={s1- sk}, S={51---5y}
Diremos que:
s<3 sik<k
Si k = k', entonces
§<S sls; <S;

donde i es el primer entero tal que s; # 5;. Por ejemplo, bajo este orden tenemos que

{or < {1}
{0} < {00}
{00} < {01}

Este ordenamiento provee una manera de distribuir las diferentes sucesiones que
. . . , . ! / .
tienen la misma longitud. Asi, denotaremos las sucesiones de 0's y 1 s teniendo lon-
gitud k por

k k
81<"'<$2k

donde el exponente se refiere a la longitud de la sucesion y el sub-indice se refiere a
una sucesion particular de longitud & la cual queda tnicamente determinada por el

esquema anterior.
Consideremos la siguiente sucesion

_ 30303030221, (1.2.2.3.3.3.3
s = { - 5354515254538y - 5151535183555 -+ - }
. . . ’ ’ . . .
s contiene todas las posibles sucesiones de 0's y 1 s de cualquier longitud fija.
Demostraremos que la érbita de s es densa en ) :

Sea s un punto arbitrario en > y & > 0 dado. Una vecindad de s de radio e
consiste en todos los puntos s* € Y tal que d(s’,s") < ¢, donde d es la métrica
definida en (2.7). Por definicién de esta métrica, existe un entero N = N(e) tal que
s; = s; para |i| < N. Por la construccién, la sucesion finita {s" -5 ;- sy sy}
esta contenida en alguna parte de s, por lo tanto, existe un algin entero N tal que
d(oN(s),s") < e. Asi concluimos que la 6rbita de s es densa en > .
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2.4. La Dinamica sobre el Conjunto Invariante

En la seccién 2.2 construimos el conjunto invariante (Herradura de Smale) A de
f. En esta seccién mostraremos como se relaciona la dinamica de f sobre A y la
dindmica de la aplicacién o sobre .
Hemos definido la aplicacién ¢, la cual para cada punto p € A, asocia una sucesion
bi-infinita ¢(p) de 0's y 1's, dada por ¢(p) = {---5_p -+ S_1-5051 -~ Sn - - - }. Ademds,
sabemos que el diagrama siguiente es conmutativo

AL
[ [
)
es decir
(2.8) pof=0c0¢

Es inmediato que
ff=¢too" o VneZ

TEOREMA 2.2. La aplicacion ¢ : A — > es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. ¢ es inyectiva.
Sean p y p € A tales que ¢(p) = ¢(p').
o(p) :¢(p’) = { S pS_1-50S1 - Sp---}
Por la construccién de A, la interseccién de una linea vertical Vi 5 ,.s ... ¥ una
linea horizontal Hys,...;,... corresponde a un dnico punto en A.
Por lo tanto, p = p'.

¢ es epiyectiva.
Dada cualquier sucesién bi-infinita de 0's y 1's en >, {---5_p - -5_1-5051 - Sn -+ },
existe un punto p € A tal que

gb(p):{...S_n...s_l.3031...3n...}

n=0

Recordando la construccion de ﬂ fM(D) vy ﬂ f™(D); dada cualquier sucesién
n=0 —00

infinita de 0's y 1's, {---s_,---5_1-} existe una tnica linea vertical V., ., , en

oo
ﬂ f™(D) asociado (de manera tinica) a esta sucesion.
n=0
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. . . ., . . / ’ .
Similarmente, dada cualquier sucesion infinita de O0s v 1's, {-s¢981---5,, - }, existe
) ) 0 )
n=0

una unica linea horizontal Hyg,...s,... €n ﬂ f™(D) asociado (de manera tinica) a esta

—0o0
sucesion.

Se vié que dadas una linea horizontal y una linea vertical, podemos asociarle una
’ . ., . . / !’
tnica sucesién infinita de 0'sy 1's, {--+85_,, -+ S_1-80S1""*Sp-"* }
La interseccion de Hyys,...s,.. ¥ Vis_,..s_, corresponde a un unico punto.

¢ es continua.

Dados p € A y € > 0 podemos encontrar § = d(e,p) > 0 tal que

’

p—p|<d=do(p),op)) <e

donde | .| es la distancia usual de R? y d(-) es la métrica sobre X.
Sea ¢ > 0, existe un entero positivo N = N(e) tal que si

¢(p) _= {-.-S_n.-.s_l.8081-.-8n-.-}

G(p) = {8 5 Sps1eS, e

entonces s; = s; para i = 0,41,42,---  +N. Asi por la construccién de A, p y P
estan en el rectangulo definido por

H

S081°"SN N ‘/5—1572"'57N

Vs 1s o0y

S0S1°*SN

N+1
N+

e

)\N

Figura 2.9
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/ 1

¢ es continua.

Por lo tanto, si escogemos § = A + N

¢! es continua.

Como Y es un espacio métrico entonces es un espacio de Hausdorff.
Se tiene que A es compacto, ¥ es Haudorff y ¢ es una biyeccién entonces ¢! es
continua. U

Conclusion:

El hecho que A y > sean homeomorfos nos permite hacer varias conclusiones sobre
la naturaleza del conjunto A. Hemos visto que ) es no numerable e indicamos (sin
probar) que Y es un conjunto cerrado, perfecto (todo punto es un punto de
acumulacién del conjunto) y totalmente disconexo. Estas propiedades se heredan a
A via el homeomorfismo ¢. Un conjunto con estas propiedades es llamado un
conjunto de Cantor.

Mas atn, f/A exhibe las tres condiciones dadas en la definicién 10 de caos
presentado en el capitulo 1. Es decir, A es un conjunto cadtico de f.
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2.5. El Teorema de Moser

DEFINICION 12. Una curva p,,—vertical es la grafica en R? de una funcién = = v(y)
para la cual

0<wv(y) <1, v(y1) —v(ye)| < polyr —y2|  para 0 <y, yp < L

Similarmente, una curva pj,—horizontal es la grafica en R? de una funcién y = h(z)
para la cual

0<h(zx) <1, |h(z1) — h(za)| < pp|zy — 22| para 0 <uzy,29 <1
z = v(y)
1
<

L.

~ y=h(z)
0 1
Figura 2.10
Las funciones * = v(y) e y = h(x) satisfaciendo la definicién anterior, son

llamadas funciones Lipschitz con constantes de Lipschitz pu, y pp, respectivamente.
La constante p; puede ser representada como una cota sobre la pendiente de la curva
definida por la grafica de y = h(x). Similar interpretacién, para pu, y la grafica de
x = v(y). En particular , para u, = 0, la grafica de x = v(y) es una linea vertical y
para pu = 0, la grafica de y = h(x) es una linea horizontal.

DEFINICION 13. Dadas dos curvas p, —vertical v1(y) < v2(y), y € [0, 1], definimos
una banda p,—vertical como

V={(z,y) €R?: z € [vi(y), va(y)]; y € [0, 1]}

Similarmente, dadas dos curvas p,—horizontales hy(z) < he(z), x € [0, 1], definimos
una banda u;,—horizontal como

H ={(x,y) € R*: y € [h(x), ha(a)]; = € [0,1]}
El ancho (o didmetro) de las bandas horizontales y verticales estan definidas por
d(H) = max{|hs(z) — hi(x)|: = €[0,1]}
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d(V) = max{|va(y) —vi(y)|: y €[0,1]}

Figura 2.11

Los siguientes dos lemas juegan un rol importante en el proceso inductivo de la
construccion del conjunto invariante para la aplicacién f.

LEMA 2.3.4) Si VI D V2D ---DVF D ... es una sucesion ordenada de bandas
py—vertical con d(V*) — 0 cuando k — oo, entonces (o, VF = V> es una curva
Ly —vertical.

i) Si HY D H?> D --- D H*¥ D -+ es una sucesion ordenada de bandas py,—horizontal
cond(H*) = 0 cuando k — oo, entonces (o, H* = H* es una curva u,—horizontal.

DEMOSTRACION. i) Sea C,, [0, 1] el conjunto de funciones Lipschitz con cons-
tante de Lipschitz p, definida en el intervalo [0,1]. Entonces C), [0, 1] es un
espacio métrico completo con la norma maxima.

Denotemos por * = of(y) v * = vh(y) los bordes verticales de la
banda j,—vertical V¥, para cada k > 1. Consideremos la sucesién
{vi(y), vi(y), v2(y), v3(y), -, vF(y), vi(y), - - }. Por definicién de V*, esta es
una sucesién de elementos de C,,, [0, 1] y dado que d(V*) — 0 cuando k — oo,
tal sucesién es de Cauchy. Por lo tanto, la sucesién converge a una tnica curva
[, —vertical.

Similarmente, se demuestra el caso ii).

0

LEMA 2.4. Supongamos 0 < up p, < 1. Entonces la interseccion de una curva
y—vertical y una curva pp—horizontal es un unico punto.
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DEMOSTRACION. Sean la curva p,—horizontal, cuya gréfica esta dada por y =
h(x) y la curva p,—vertical que tiene por gréfica © = v(y).
La condicién para la interseccién entre estas curvas es que existe un tinico punto (z, y)
en el cuadrado unitario que es solucion de la ecuacion

(2.9) y = h(v(y))

Demostraremos que esta solucion es unica y para ello usaremos el Lema de la Con-
traccion.

Consideremos la aplicaciéon g : M — M donde M es un espacio métrico completo. Se
dice que la aplicacién g es una contraccion si existe 0 < k < 1 tal que

lg(m1) — g(ma)| < klmy — my] Vmy, mg € M

donde | - | denota la métrica sobre M.

El Lema de la Contraccion asegura que g tiene un tnico punto fijo que es atractor.
Sea I un intervalo unitario definido por I = {y € R : 0 < y < 1}. I es un espacio
métrico completo. Es claro que

how:I — 1.

Si demostramos que how es una contraccién, entonces (1.9) tendrd una tnica solucién.
En efecto, para y;, yo € I tenemos que

[h(v(y1)) = h(v(y2))l < palo(yr) — v(y2)|
< pin polyr — ol
donde 0 < pp p, < 1, howv es una aplicaciéon de contraccion. U

Consideremos una aplicacién f : D — R?, continua donde D es el cuadrado
unitario en R2.
Sea S ={1,2,---, N} es un conjunto de indices y sea
Hi izlu"'7N7 NZQ
un conjunto de bandas u,— horizontales disjuntas. Finalmente, sea
‘/i 1= 17 Ty N7

un conjunto de bandas u,—verticales disjuntas. Supondremos que f satisface las dos
condiciones siguientes:

Suposicion 1. Sea 0 < pupp, < 1y f envia H; homeomorficamente sobre V,
(f(H;) = V;) para i = 1,2,--- | N. Por otra parte, los bordes horizontales de H;
aplicados a los correspondientes bordes horizontales de V; y los bordes verticales de
H,; son aplicados a los correspondientes bordes verticales de V.

Suposicion 2. Supongamos que H es una banda pp—horizontal contenida en
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Uz‘es H;.
Entonces f~'(H) N H; = H; es una banda p, —horizontal para cada i € S. Ademés,

d(H;) < vpd(H) para algin 0 <y, < 1.

Similarmente, supongamos V' es una banda y,—vertical contenida en | J,.¢ V;. Enton-

ces f(V)NV; =V, es una banda p,—vertical para cada i € S. Mas atn,

d(V;) <w, d(V) para algin 0<y, <1

TEOREMA 2.5. (Moser [1973]) Supongamos que f satisface las suposiciones 1
y 2. Entonces existe un conjunto de Cantor, A\, sobre el cual f es topoldgicamente
conjugado a la aplicacion shift de N simbolos, es decir, el siguiente diagrama es
conmutativo

A#A

L]

wN _% nN
donde ¢ es un homeomorfismo de A en XV, con 2N =¥ x - x ¥
—_—
N - veces

DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema consiste en construir el con-
junto invariante A de manera analoga a la realizada en el modelo de la herradura de
Smale, pero esta vez haciendo iteraciones sobre N bandas (verticales y horizontales)
simultaneamente. Daremos, apenas, algunas ideas de este proceso.

La demostracion tiene cuatro pasos.

a) Construccién de A.

b) Definir la aplicacién ¢ : A — XV,

¢) Demostrar que ¢ es un homeomorfismo.
d) Demostrar que ¢ o f =0 o0 ¢

a) La construccién del conjunto invariante de la aplicaciéon es muy similar a
la construccion del conjunto invariante de la herradura en la seccion 1.2.
Primero construiremos un conjunto de puntos que permanecen en J,.q Vi
bajo todas las iteraciones negativas. Esto nos dard curvas p,—verticales,
infinitas y no numerables.

Construiremos un conjunto invariante de puntos que permanecen en |J; ¢ H;
bajo todas las iteraciones positivas. Esto nos dard curvas p,—horizontales
infinitas y no numerables. Entonces la interseccion de estos dos conjuntos es
claramente un conjunto invariante contenido en (| J;cq H;) N (U;eq Vi) C D.

Por la herradura sabemos como la aplicacién actia sobre todo D. No hemos
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(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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asumido tal comportamiento en la situaciéon ahora considerada. Conocemos
s6lo como la aplicacién f actiia sobre | J,.q H; y como f ~1 actia sobre Uies Vi-

Empezamos por induccién construyendo el conjunto de puntos en (J;.¢ Vi
que permanecen en |J,.¢Vi bajo todas las iteraciones negativas por f.
Denotemos este conjunto por A_,, y A_,, n=1,2,--- denotando el conjunto
de puntos en |J..oV; que permanecen en |J._.oV; bajo n — 1 iteraciones
negativas por f.

€S €S

A_1 : es inmediato

A= Vi,

s_1€S

A_5: se tiene que

Ao=fA)n| | Vi,

s_1€S

es un conjunto de puntos en Us,les Vs_, que son aplicados en A_; bajo f.
Entonces, usando (2.10) y (2.11) se tiene que

Ae = | U v | n| U v

s_2€S s_1€8
= U rvanvii= U Ve
s_;€8,1=1,2 s_;€85,1=1,2

Observemos lo siguiente:

L Vi,s,={peD:peV,,, fHp)eVi,}econV, ., CV,,

ii. De la suposicién 1y 2 V,_ s ,, s—; € S, i = 1,2, tiene N? bandas
1, —verticales con N de ellas en cada uno de los V;, i € S. Observemos
que hay N? sucesiones que estdn constituidas por elementos de S y que
los conjuntos V;_, s_, pueden ser colocados en correspondencia uno a uno
con estas sucesiones.

iii. De la suposiciéon 2

d(‘/:?_l 8_2) S Vvd(‘/s_l) S Uy
A _3: Construimos A_3 desde A_5 como sigue

Ay = f(As)N ( U V)

s1€8
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De (2.13) es el conjunto de puntos en | J, .4 Vs_, que son aplicados en A_
bajo f~!. Usando (2.12) y (2.13) se tiene que

A73 = f U f(VS—s)ﬂVS—Q n U Vs—l

s_4€8,1=2,3 s_1€8

= U PrL)nfvi)nv

s_;€S8,1=1,2,3

(214) = U ‘/s,l $_28_-39

s_;€S, 1=1,2,3

Observemos lo siguiente
L Viisa,ss={p€D: peVi, f'p) € Vi, f2p) € Vi) con

Vs,1 S_98_3 C ‘/871 V572 C ‘/871

ii. De la suposicion 1y 2 Vi s ,s 4, Ss € S, 4 = 1,2,3, tiene N* bandas
i, —verticales con N2 de ellas en cada uno de los V;, i € S. Observemos
que hay N3 sucesiones y que los conjuntos Vs 1 s_as s Pueden ser colocados
en correspondencia uno a uno con estas sucesiones.

iii. De la suposiciéon 2

A(Vi_ys_ys_g) < pod(Vi_,s_,) < ng(VS—J < 1/5

Este procedimiento puede continuar indefinidamente. En el paso k+1 tenemos

A1 = f(Afk)ﬂ U VS—l

s_1€S8

= f U fk—1<‘/'37k71) Mn---N f(vfs—s) N ‘/8—2 N U ‘/8—1

S_;€S8,1=2,---k+1 s_1€S8

= U AV )n NPV )nfi)nve,

s_;€8, i=1,2, ,k+1

== U ‘/s_l S_98S_p_1)

s_;€S, i=1,2, k+1

Observemos lo siguiente:
i Viisnws,, ={peD: fp) € V._,,i =1,2--k+ 1} con
Vi tsnsn CVitsnos, C-CVi s, CVi,
ii. De la suposicion 1y 2 Vi 4 55, 4, 5 € 5,1 =1,2,---  k+ 1, tiene
N¥+1 bandas ju,—verticales con N* de ellas en cada uno de los Vj, i €
S. Observemos que hay N**! sucesiones y que estas bandas | S
pueden ser colocadas en correspondencia uno a uno con estas suceciones.
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(2.15)

(2.16)

(2.17)

2. DIFEOMORFISMO CON DINAMICA NO TRIVIAL
iii. De la suposicion 2

d(‘/s_l 3_2"'37}@71)

A
S

=
o

-1 5—2"'V7k> < Vs d(‘/s—l 3—2"'37k+1)
) << vhd(Vi)

IN

v2d(V.

S_1-5_j4o
k

Vy

IN

Pasando el limite cuando k& — oo, obtenemos

Ao = U ...ﬂf”C(Vs?kil)ﬂ...ﬂf(Vs_Q)ﬂVS_l
s_;€S,i=1,2,-
= U Vi
s_;€S8,1=1,2,--

el cual, por el Lema 1.5, consiste de un niumero infinito de curvas
,—verticales. Esto sigue del hecho que dado cualquier sucesién infinita
compuesta de elementos de S, s_1S_o5---5_p---, tenemos por el proceso
de construccién un elemento de A_, el cual es denotado por V|5 ,.s .
Ahora, por construccion, Vi s ,..s_,.. €s la intersecciéon de los siguientes
conjuntos de sucesiones

{/;71 D) ‘/571572 DREEEED) {/;71872___8_1c DEEE
y por (2.17) se sigue que

_)
AWirsrens) 5o 0

Asi, por el Lema 2.3,

o
k=1

consiste en una curva j, —vertical.

A continuacién, tendremos A., el conjunto de puntos en |J..oH; que
permanecen en | J;. 4 H; bajo todas las iteraciones positivas por f.
Denotemos el conjunto de puntos que permanecen en | J
iteraciones por f por A,

An = U Hsosl---sn-

s; €8, i=1,,--n

i€S

H; bajo n

€S

Entonces la construccién de A, es similar a la construccion de A_ .
Se tiene

Aoo = U "'mfik<HSk)m"'mf71<H81>mHso

5;€8, i=0,1,-
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(2.19)
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= U HSOSI"'Sk"'

8;€8, i=0,1,--

donde
HSOSI"'Sk"' = {p eD: fz<p) S Hsia =01, }

Por el Lema 2.3, A, consiste de un ntimero infinito de curvas u,—horizontales.
Esto sigue del hecho que dada cualquier sucesién compuesta por elementos de
S, Sps1 -8k --- el proceso de construccion implica que existe un elemento de
A el cual lo denotamos por Hys, ...,

El conjunto invariante por f esta dado por

A:A_mmmc{(gm)m(g@}cp

Maés aun, por el Lema 2.3, 0 < p,pup < 1, A es un conjunto de Cantor no
numerable.

b) Sea ¢ : A — XV, Eligiendo cualquier punto p € A, por construccién existen

solo dos sucesiones infinitas dadas por

SS1 Skttt S_1S_g++S_p - con s; €8, il =0,£1,£2,--- |

(2.20)

(2.21)

tal que

{p} = V—81872"'5—k"' N Hsosl"'skw

Asociamos asi con cada punto p € A una sucesién bi-infinita constituidos de
elementos de S, es decir, un elemento de X, como sigue

p: A — XN
p _) {“‘S—k"‘5—1‘3051"‘3k"‘}
donde la sucesion bi-infinita asociada con p, ¢(p), es construido por la sucesién
infinita asociada con la curva pu,—vertical y con la sucesién infinita asociada
con la curva u,—horizontal cuya interseccién es p, como se indica en (2.20).

Asf una curva p,—horizontal y una curva p,—vertical puede interceptar a un
unico punto.

¢) De manera andloga al caso de dos simbolos, se demuestra que ¢ es uno a uno,
epiyectiva y continua.
d) ¢o f =000, es andlogo al caso de dos simbolos.

La versién completa de esta demostracion se encuentra en [1]. O






CAPITULO 3

Bifurcaciones y Tangencias Homoclinicas

3.1. Bifurcaciones

Estudiaremos en este capitulo las bifurcaciones silla-nodo, pitchfork y duplicacién
de periodo. Se daran las condiciones para cada uno de ellas y el comportamiento que
presentan. Estas bifurcaciones seran util para el capitulo siguiente.

3.1.1. Bifurcacién silla-nodo.

DEFINICION 14. Se dice que una familia a 1-pardmetro de aplicaciones de clase
C"r>2,

(3.1) e f@p) = fu(x)  wER, peR
experimenta una bifurcacién silla-nodo en (x, 1) = (0,0) si
(3.2) f(0,0)=0y g—i((), 0)=1 (z = 0 es punto fijo no hiperbdlico de f,—).
Ademas, en (z,pu) = (0,0)
0
(3.3) %(O, 0) # 0 (desdoblamiento genérico),
0*f
4 —=
(3.4) Y 8:102(0’0) # 0

Consideremos, a modo de ejemplo, la familia de 1-pardametro

(3.5) x> fu(z) =2+ pFa?, reR, peR

Se tiene que x = 0 es un punto fijo no hiperbdlico de f,—y pues

(3.6) £(0,0)=0
(3.7) g—i(o,()) —1

Estudiaremos solamente la aplicacién f,(z) = z + u — 2% El caso f,(z) = x + u+ 2?
es analogo.

37
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Puntos fijos:

ful@)=2 & r+pu—1°=x
S p—22=0
s 22 =p
& 1=/ V To = —/1t para u >0
Estamos interesados en ver que ocurre con los puntos fijos de (3.1) préximos de (0,0).

Estabilidad de puntos fijos:

Ofw oy _

%(x) =142z
%(:m) = 1+2/pn= '%(ZM) > 1
0 0

Para p > 0, x; es punto silla y x5 es punto fijo atractor. El diagrama de bifurcacion
se muestra en la figura 3.1.

uw<0 pwu=0 p>0

Figura 3.1
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Veamos ahora que, en general, las condiciones dadas en la definicién para una
familia a 1-parametro cualquiera

(3.8) z = f(z,pn) = fu(z) z € R, weR

que experimenta una bifurcacion silla-nodo que tiene como diagrama de bifurcacion
el que describe la figura 3.1. Estas condiciones generales estan dadas en términos de
las derivadas en el punto de bifurcacién (0,0).

Los puntos fijos de (3.8) estdan dados por

Por el teorema de la funciéon implicita, dado que

oh af
3.10 —(0,0) = ==(0,0) #0
(3.10) 5, (0.0)= 50(0.0)

existe una tnica curva de puntos fijos pasando a través de (z,u) = (0,0). Esto es,
para x suficientemente pequeno, existe una unica funcién pu(z) de clase C", r > 1 tal
que

(3.11) W, p(x)) = f(z, p(x) —2 =0

Buscamos las condiciones bajo la cual (3.8) define una curva en el plano xp con las
propiedades de (3.2).
Derivando (3.11) con respecto a x, se tiene que

(3.12) (o) + S () ) -1 =05
du, _ ~( () - 1)

(313 o= T ()
Luego,

oh oh dp, . dup, . Eh(x, u(x))
310 Gt + a0 =0 @ = - g
De (3.13) y (3.14)

dp 2 () - 1)

BB T TR T T M ()

dp ﬂ;( v _(a_i;(ovo)) B 1) _ f _
(3.16) %(O) = _g—Z(O, = 3%(070) =0  pues %(0,0) =1
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du B
(3.17) T(0) =0
Si derivamos (2.12) y (2.14) con respecto a z, se tiene que
i g d 0 d 20
Sk @) + 5t )+ 3 e (520 + St
&2h h d 0h d > on
T o) 4 ) o) + o) (F40)) 4 Fwn(a) Th
Evaluando en (z, u) = (0,0) y usando (3.17) obtenemos
0*f of - d 2°£(0,0)
(3.18) 52200, 0)+a—(0 O)d Loy=0 = 5(0) = % 0.0)
&2h oh P, a2y Zh(0,0)
(319 FE00+50,07750)=0 & F5(0) _%wﬂ)
De (3.18) y (3.19)
e, Sh0,00  54(0,0)
(3:20) a0 = 5e(0,0)  £L(0,0) 70

La expansion de Taylor de f,(x) es de la forma
fu(z) =2+ ay p + asx® + O(3)

Antes de terminar esta seccién, mostraremos esta bifurcacién silla-nodo descri-
biendola geométricamente. En el plano xy, la grifica de f(x,u) pensando en p fijo,

esta dada por
(3.21)

y la grafica
(3.22)

Graff(z,pn) =

Grafg(z) = {(x,y) € R?:

Interceptando ambas curvas

{(z.y) eR*: y =2 = f(z, 1)}
Este es el conjunto de puntos fijos de la aplicacion = — f(x, 1)

(3.23)

{(z,y) eR?

con ay, ay € R — {0}

ry = flo, )}

y =1}

d*

da?

>
d x?
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>0 Figura 3.2

La figura 3.2, nos muestra para los diferentes valores de u de forma graficamente la
bifurcacién silla-nodo.

3.1.2. Bifurcacion Pitchfork.

DEFINICION 15. Se dice que una familia a 1-pardametro de aplicaciones de clase
C',r>2

(3.24) v flz,p) = fulz), 2€R, peR
experimenta una bifurcacién pitchfork si
(3.25) f(0,0) = 0
of
2 — =1
(3.26) 10,0
Ademas,
of
2 — =
(3.27) 8,u<0’ 0) 0
2
(3.28) ﬂ(o, 0) = 0

0x?
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o2 f

(3.29) m(o,o) £ 0
3

(3.30) %(0,0) £ 0

Consideremos, a modo de ejemplo, la aplicacién
(3.31) x> flo,p) =2+ p £ 2°, x €R, nweR

donde (z, ) = (0,0) es un punto fijo no hiperbélico de (3.31) con valor propio 1, es
decir,

(3.32) £(0,0) = 0
(3.33) g—i(o,()) =1

Estudiaremos solamente la aplicacién f,(z) = z + p — 2®. El caso f,(z) = x + p+ 2?
es analogo.

Puntos fijos:

Los puntos fijos de (3.30) estdan dados por

(3.34) flx,p)—2=0 & pur—2°=0

(3.35) & =0 Y p=

Hay dos curvas de puntos fijos pasando por el punto de bifurcacién, como se muestra

en la Figura 3.3

Estabilidad de puntos fijos:

fulz) = 1+ p—32°

|f;(0)| = |1+ py| entonces si p>0, |f;(0)| > 1
si < 0,[£,(0)] <1

f(Evm)|=1-2u<1 para >0

La figura 3.3 muestra el diagrama de bifurcacién de la familia (3.31)
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Fugura 3.3

La figura 3.4 muestra como cambia la grafica de y = f,(x) a medida que el parametro

| varia

<0

pw>0

Figura 3.4

Veamos ahora que, en general las condiciones dada en la definicién para una familia

a l-parametro cualquiera

(3.36)

w = [, p) = fulz)
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experimenta una bifurcacion pitchfork como el diagrama de bifurcacion en la figura
3.3. Estas condiciones generales estan dadas en términos de las derivadas del punto
de bifurcacién (0, 0).

Los puntos fijos de (3.36) estdan dados por

(3.37) ha,p) = flo,p) —z=0
Por el teorema de la funcion implicita,

oh af
3.38 —(0,0) = =(0,0) #0
(3.39) 52(0.0) = 5L 0.0) 7

Estamos buscando una curva de puntos fijos que sea x = 0, tomando (3.37) de la
forma

(3.39) Wap) = @ H(r,p) =2 (F(a, 1) — 1)
donde
hiz.w) x#0
4 H(x = z
(3.40) (&) {%(o,m, "

f(m,,u) .T;éo
(3.41) Flz,p) = o0
80,u), x=0

Buscamos sélo una curva de puntos fijos pasando a través de (x, ) = (0, 0), exigimos
que

OH oF
Usando (3.41) y (3.42), se tiene que
0*f
(3.43) 5oy (0:0) # 0

El teorema de la funcién implicita y (3.43) implica que existe una unica funcién p(z),
C", r > 1, (z suficientemente pequeno), tal que

Derivando implicitamente (3.44), se tiene que

(3.45) Ay — ~2:(0.0) _ —5:(0,0)
‘ da 80,0 5.(0,0) 7

(3.46) d2_'u<0) _ _%2;2{(070) _ _2275(070).
dx? %—IZ(O, O) 2—5(07 ())
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Usando (3.41), (3.45) y (3.46), se tiene que

82
—==(0,0
(3.47) Z—“(O) = ﬁ
T 205 (0,0)
d*u —24(0,0)
(3.48) —(0) = ‘29”7
da? 5o (0,0)

En resumen, una familia a 1-parametro de aplicaciones de clase C", r > 1 donde
x = 0 es un punto fijo no hiperbdlico, es decir,

(3.49) £(0,0) = 0
(3.50) %(0,0) =1
experimenta una bifurcacién pitchfork en (z, p) = (0,0) si
(3.51) %(0,0) = 0
(3.52) %(0,0) = 0
(3.53) ggu(o,()) 40
(3.54) %(0,0) 40

La expansion de Taylor de f,(x) es de la forma

fu(@) =2+ ayzp + azx® + O(4) con a, az € R—{0}

3.1.3. Bifurcacion de Duplicacién de Periodo.

DEFINICION 16. Se dice que una familia a 1-pardmetro de aplicaciones de clase
Cr,r>3
z = fz,p) = fu(z), r € R, pweR
experimenta una bifurcacién de duplicacién de periodo en (z, u) = (0,0) si

£(0,0) = 0
of

—(0,0) = -1 x = 0 punto fijo no hiperbdlico paraf,—g
ox a

Ademas,
of?
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82 2
8—52(0,0) = 0
62 2
ﬁ(o,m £ 0
83 2

Consideremos, a modo de ejemplo, la familia a 1-parametro dada por

(3.55) fla,p) = -z —pzr+2>, 2zeR, peR

Podemos ver que x = 0 es un punto fijo no hiperbélico de f,—o y la parte lineal tiene
valor propio —1, pues

(3.56) £(0,0) = 0
(3.57) g—i(o,()) = -1

Puntos fijos :

(3.58) fulz) =2 —r—pr+a’ =z

2 — (p+2)x =0
e’ — (u+2)] =0
r=0V 2> =p+2
r=0V x=2\/pu+2

S

Estabilidad de puntos fijos :

(3:59) fi@) = —1—p+30°
£0) = —(14p)
sip<—2 = |f,(0)]>1
(3.60) si—2<pu<0 = [f,(0)]<1
sip>0 = [f,(0)]>1

f;:( p+2) = 542pu con > —2

(3.61) Entonces |f;(ﬂ: w+2) > 1
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AR

—

' ' Fi 3.5
p<—-2p=-2 pu=0p>0 ieuta

De (3.60) y (3.61) podemos ver inmediatamente que existe un problema, para p > 0,
la aplicacién f tiene exactamente tres puntos fijos y todos son inestables. (Ver figura

3.3).
Si consideramos la segunda iteracién de f (f? = fo f) dada por
(3.62) x Ao, ) =2+ p2 4+ pe — 2%+

podemos ver que esta aplicacion tiene un punto fijo no hiperbdlico en x = 0 para
u =0 pues

(3.63) f2(0,0) = 0
of? B
(3.64) %(0,0) =1
Mas aun,
of? B of? B
%(%M)— 2+ pz+ps = %(0,0)—0
82 2 62 2
G =242 = 5 (0.0) =2
82f2 82f2
a3f2 83f2

Bajo estas condiciones la familia f? tiene una bifurcacién pitchfork en (z, 1) = (0,0).
Los dos puntos fijos de f?(z, 1) no son puntos fijos de f(z, u), ellos son puntos de
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periodo dos para f(x, u).
Por lo tanto, f(z,u) experimenta una bifurcacién de duplicacién de periodo en
(z, 1) = (0,0).

También podemos ver la bifurcacién de duplicacion de periodo geométricamen-
te para los distintos valores de p. (Ver figura 3.6)

Fugura 3.6

En general, para una familia a 1-parametro cualquiera
(3.65) x— f(z,p), r € R, uweR

experimenta una bifurcacién de duplicacién de periodo para las aplicaciones que tie-
nen un punto fijo no hiperbdlico con valor propio -1 y para la segunda iteracién de
la aplicacién f experimenta una bifurcacién pitchfork en el mismo punto fijo no hi-
perbélico. Ademas, usando (3.49), (3.50), (3.51), (3.52), (3.53) y (3.54) es suficiente
para (3.65) satisfacer

(3.66) £(0,0) = 0
(3.67) g—i(o,()) - 1
(3.68) %—f:(0,0) =0
(3.69) %(0,0) =0
(3.70) o (0,0) # 0

oxou
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3 £2
(3.71) %(0,0) S

La expansion de Taylor de f, estd dada por

fulz) = =2+ aypx + azz® + O(4) con ap, az € R—{0}

49
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3.2. Cascadas de Tangencias Homoclinicas

Empezaremos a estudiar las tangencias homoclinicas.

Sea ¢ : D x R — D una aplicacién C?, donde D C R? es un dominio (abier-
to y conexo) tal que ¢, (x) = ¢(x, 1) es un difeomorfismo sobre D para cada p € R
préximo de cero.

Figura 3.7

Sea p = pp un punto fijo hiperbdlico para ¢y y ¢ una tangencia homoclinica
asociada a p (q es un punto de tangencia entre W?*(p) y W*(p)). Asumiremos que
W#(p) y W*(p) tienen un contacto cuadrético en gq.

Elegimos coordenadas locales cerca de ¢ tal que podemos expresar las componentes
locales de W*(p) y W*(p) conteniendo a ¢ por

W (p) = {(z1,22) : 22 = 0}
W p) = {(x1,22): 79 = ax?} con a # 0

Como p es un punto fijo hiperbélico, tenemos para p pequeno un tnico punto fijo
hiperbdlico p,, cerca de p. Las componentes locales de W#(p,) y W"(p,) cerca de g,
dependen continuamente de p, p préximo de cero. (Ver [2])

Podemos suponer que la componente local de W#(p,) estd dada por z; = 0 y de
W*(p,) estd dada por xo = azi + by con a,b # 0. La tangencia homoclinica es de
contacto cuadratica.

Consideremos a < 0y b > 0. Las posiciones de las componentes locales de W*(p,,)
y W*(p,) estan dadas en la figura 3.8.
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g /\
Py WS WS WS

p <0

Figura 3.8

TEOREMA 3.1. Sea {¢,} es una familia de difeomorfismo a 1-pardmetro con una
tangencia homoclinica cuadrdtica q, en p = 0, asociada a un punto fijo (periddico)
silla p que desdobla genéricamente (ver figura 3.8). Entonces eziste una sucesion
tn — 0 tal que @, tiene tangencia homoclinica q,, — q asociada a p,, — p

DEMOSTRACION. Sea r = cpaN(q) para algin N > 0 y supongamos que la tangen-
cia desdobla en puntos homoclinicos transversales para p > 0. Dado g > 0 proximo
de cero, sean los prozos de pardbolas I'; C W cerca de ¢ y I'; C W cerca de r.

Wi

f— / N\
WS
o

A
L

Figura 3.9

Para p > 0, las posiciones de Wiy Wy cerca de r y q, respectivamente, son como se
muestra en la figura 3.9.

Tomamos p = g arbitrariamente pequeno. Para n > 0 grande entonces cpﬁ"(l"%)
intercepta a Fg. Tomando i > 0 mucho més pequefio que & tenemos que para algin
entero n, ¢,"(I'5) NI = 0.

Existe un g, 0 < py < i para lo cual ¢, *(T, ) y T

u
w1
Luego, tomamos yt = iz < fi arbitrariamente pequeno. Para n > 0 grande, ¢ (15,

intercepta a 1"%5. Tomando g > 0 mucho més pequeno que i tenemos que para

son tangentes en ¢y € I'j .
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algtin entero n, ¢ "(I') NI = (). Existe un pg, 0 < pg < fip para lo cual ¢ (') v
FﬁQ son tangentes en qs.

Repitiendo este proceso para valores de 11 pequenos, podemos obtener la construccién
de sucesiones p,, ¢, (tangencias homoclinicas) donde g, — 0y ¢,, — ¢. Por
hipétesis, sabemos que la tangencia homoclinica ¢ esta asociada a un punto fijo no
hiperbdlico p. Por lo tanto, p,, — p cuando n — oo. 0

3.2.1. Cascadas de Bifurcaciones de Duplicaciéon de periodo y pozos.
Sea R un rectangulo en R? y {¢,} una familia de difeomorfismos de R en R? tal que

(1) pa(R)NR =10

(2) ¢u|r es disipativo (o contractible) para —1 < p < 1 tal que |det(dy,)| < 1
sobre R

(3) ¢ tiene puntos periédicos y todos ellos son sillas.

4) pu(R)YNS1T =0, pu(R) NSy =0, =1 < p < 1 donde Sy, Sy son los lados
verticales de R

5) pu(T)NR =10, p(B)NR =10, =1 < p < 1, donde Ty B son los lados
superior e inferior de R respectivamente.

En esta seccién supondremos la siguiente condicién genérica sobre la
familia de {y,}

(6) ¢, tiene a lo més una 6rbita periédica para cada p € [—1,1] y esta dérbita
corresponderd a una bifurcacion silla-nodo o a una bifurcaciéon de duplicacion
de periodo.

r ¢1(R)

Sl 52
R
B /g [\

p-1(R)

Figura 3.10

Queremos precisar las condiciones anteriores satisfaciendo un desdoblamiento
genérico de una tangencia homoclinica, para ello, hemos reemplazado ¢, por cpfy

tomando —0 < p < § en lugar de —1 < u < 1 y eligiendo un R adecuado. Aqui, @ﬁ
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corresponde a <pff del teorema 3.1

Veremos la creaciéon de la Herradura.
Sea ¢, tal que
1. o tiene un punto p fijo silla y |det(dfy),| < 1
2. Hay un desdoblamiento genérico de La tangencia homoclinica ¢ asociada a p
Podemos indicar que para una vecindad V de ¢ existe un rectangulo R C V, un
nimero d > 0 y un entero N > 0 tal que SQ{HR crea una herradura para —6 < pu < 6,
tomando R muy delgado cerca de ¢ y paralelo a la componente W como se muestra
en la figura 3.11.

Figura 3.11

Podemos elegir un rectangulo R, § y un N mas adecuado.

Primero, para p pequeno, elegimos las coordenadas linealizadas para cada ¢, en una
vecindad del punto fijo p que contiene un arco [* C W desde p a ¢, estas coordenadas
pueden ser elegidas dependiendo continuamente de p. (Ver [2])

Y si elegimos I? adecuado, préximo a Wy tal que es proyeccion sobre W' paralelo
a W contiene en su interior goév (¢) para un N suficientemente grande, entonces
o) (R) serd una “herradura” préxima de un arco en W préximo de q. Para pu
proximo de cero, tendremos lo que muestra la figura 3.11.

Para ¢, : R? — R? sea Per(p,) el conjunto de dérbitas periédicas de ¢, y P =
{(z,p1) : = € Per(yp,)}. Definamos el espacio topolégico P = P/ ~ donde la relacién
de equivalencia ~ es la identificacién de puntos en la misma érbita. Una componente
de P est4 dada por (O(z), 1), O(z) siendo la érbita periédica del punto .
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TEOREMA 3.2. [YA, 1983]
Si ¢, : R* = R? es una familia de difeomorfismos preservando orientacion satis-
faciendo las condiciones de (1) a (6). Entonces para cada (O(x),pn) € P tiene una

componente conteniendo drbitas periddicas atractoras (pozos) de periodo 2"k para
cada n > 0, donde k es el periodo de x para ¢,

DEMOSTRACION. Una demostracién de este resultado puede encontrarse en [2].
O



CAPITULO 4

Orbitas homoclinicas y caos asociado a 1-ciclo de Silnikov

En este capitulo estudiaremos la dinamica, en una vecindad de una érbita ho-
moclinica asociada a una singularidad hiperbdlica de tipo silla-foco, de un campo de
vectores en R3. Tal fenémeno es conocido como el 1-ciclo de Silnikov y el campo de
vectores tri-dimensional estd dado por

(4.1)
&= pr —wy+ P(z,y,2)
y=wz+py+Qz,y,2)
Z= X+ R(z,y,2)

donde P, @, R son de clase C", r > 1 donde P(0,0,0) = Q(0,0,0) = R(0,0,0) =0
con p, w, A € R.

Del sistema, el origen (0,0,0) es una singularidad cuya parte lineal de (4.1)
esta dada por la matriz

p —w 0
w p 0
0 0 A

con valores propios p £iw, Acon p <0, A >0y w # 0.

Haremos las siguientes suposiciones:

Hip. 1: La ecuacién (3.1) posee una 6rbita homoclinica I' conectando (0, 0, 0)
consigo mismo.
Hip. 2: A > —p >0

Se sigue de esto que (0,0,0) es una singularidad hiperbdlica que posee un conjunto
estable 2- dimensional y un conjunto inestable de 1- dimensional.

Ahora estudiaremos la dindmica de la estructura de las drbitas de (4.1) proxi-
mas de I'.

55
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La aplicacion F,

Sean II; C R? el plano de ecuacién y = 0 y el plano II; paralelo al plano xy
con z = €.

Estudiaremos primero la dinamica cerca del origen.

Figura 4.1

El fluyjo de (4.1), considerando la parte lineal préximo del origen, estd dado
por

2(t) = e’(x cos(wt) —y sen(wt))
(4.2) y(t) = e’ (z sen(wt) + y cos(wt))
2(t) = zeM

Se puede determinar el tiempo que demora una orbita partiendo de un punto inicial
(2,0, 2) € Iy llegando al punto (z,y,¢) € 1.
De hecho, tenemos que

A

2eM=¢ & M=

€
z
S M =In

)

e 1=t (8)
= — nl|—-
A 2
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Ademas,

Podemos definir, a través del flujo, una aplicaciéon F, dada por

B 1y, — 1II
v 2 (2)" cos ($1n(2))
O] = | @) sen(5m(2)
< €

Por comodidad la denotaremos por
PO : HO — H1
L

s (£) - (2@fmlim(e)

: r ()% sen (310 ()
Ahora estudiaremos con mas detalles el dominio de Fy en Ilj.
Tomando un punto en Ilj, es posible que su érbita intercepte a II; muchas veces antes
de llegar a II;. Para evitar aquello, daremos las condiciones para que esto no ocurra.
De (4.2), tomando el tiempo ¢ = 2% para el punto (£,0,0) en el plano zz con z > 0,
se tiene = €™ < g, 0 < z<cey (662”5,0,0) es el punto en el cual la érbita de

(€,0,0) intercepta Iy por primera vez.
Definimos entonces Iy dado por

€

Iy ={(z,y,2) ER*: y =0,e™w <2 <¢g 0<z<e}

Queremos describir el conjunto Py(I1g) C IIi.
Las coordenadas de II; son z e y las denotamos por z' e ¥/
Tenemos Py(z, 2) = (z',y'), entonces

b = (o) e (0 (D) () s (§0(9)))

Considerando el sistema de coordenadas polares en II;, se tiene que

’

r= V@RI @R L =tan(®)

SRS

De (4.4) obtenemos

- w0= (5 2m(0))
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Si z = zp es la recta constante horizontal en Il entonces

A\ w € £\ %
= = “In(= - =
() (x <ZO> A H<ZO>> (x <20) ’90>
con By = 5 In (;—O> constante.

Por lo tanto, para z constante la imagen por F, de esta recta, en Il
corresponde a un segmento del rayo 6 = 6.
En particular, si x = ¢ y 2z = ¢ entonces

(r,0) = (£,0)

. P
y si x = ee’™v y 2 = ¢ entonces

(r,0) = <ge%§ <Z£0)E ,o)

Considerando, ahora, la recta vertical x = x( en Ily, se sigue que

- (n (95 (9)

Por lo tanto, la imagen de la recta z = xy por Fy es en II;, una espiral
logaritmica.

En particular, si k € ZJ y 2 = ce~2mk

» entonces

w0 = (=(5) 50(2)

= (20e¥*X 21 k) € {(r,0) : 7 > 0}

OBSERVACION 3. En la recta x = ¢ el segmento desde z; = ce 2% hasta 2y =

ce %, en Py(Ily) corresponde a dar una vuelta de 0 a 27 y al mover el x € [ce™ "% €]

tenemos que r varia moviendose a la izquierda, como se muestra en la figura 4.2.

Consideremos en Il el rectangulo

A A
R ={(z,4,2) ER? 1y = 0,6’ <w<e, ee ™ML <z <ee® i}, kel

Claramente
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La imagen por Py de un rectdngulo R;, con bordes horizontales y verticales, h!, h*
y vl, v", respectivamente, son como se muestra en la figura siguiente.

—)x

P, u
o " 0 1 Po(h )

% AN z/: _— ) /
~ e

—2m(k+1)A
w

Figura 4.2

En efecto
A

e = {(z,y,2) ER? 1y =0, z=ce ™%, e < g < e}
ht = {(x,y,z) cR3: y=0, 2= 56—27r(k+1)%’ Eean <z< 5}

A A
o= {(xayaz) S R3 LY = O, Tr =g, 56727T(k+1); <z< 66727rk;

A A

o= {(z,y,2) eR® 1y =0, z = 562”5, ce DS < 5 < 56’2”k_}

Las respectivas imagenes bajo la aplicacion Py estdan dadas por

Po(h®) = {(r,0,2) eR®: z=¢, 0 =21k, e V5 < < g™k}
Py (R {(r0,2) eR®: z=¢, 0 =2n(k+1), ee™*DE < < ™Y
Py(v") {(r0,2) eR®: z=¢, 20k <0 <2r(k+1), r() =ces’}
Py(v) = {(r0,2) eR®:z=c¢, 2n(k+2) <0 <2n(k+1), r(0) =ces’}
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La aplicacion P;

Consideremos la aplicacion afin

P 1, — HQ
T a b 0 T T
(4.6) Y —> 0 0 0 y |+ O
€ c d 0 0 0

Sean {po} = W*nNIly y {;m} = W*NIl. Usando el desarrollo de Taylor en
p1, la aplicacion P; esta dada por

Pi(h) = po + DPi(p1)h + O(|h|)

donde h representa la coordenada sobre II; centrado en p,. Para II; suficientemente
b1 1

pequeno los términos O(|h|?) en esa expresién pueden ser tomados arbitrariamente

pequenos. Por lo tanto consideraremos la aplicacion P; como

Pi(h) =po+ DPi(p1)h

Sobre Il la coordenada y es fija con y = ¢, esto justifica porque la segunda fila
tiene solamente ceros en la parte lineal de (4.6). Por otra parte, la coordenada en
z en Il es fija z = ¢ esto explica que la tercera columna de la parte lineal tiene
solamente ceros.

= I' N1l es la interseccion de la érbita homoclinica con IIj.

o O gl

La transformacién de Poincaré P = P; o Py:

Considerando las aplicaciones ya calculadas, se define la transformacion

P:P10P02H0 — HO

(47) (1) - ( o (5)" [o COS(%ln(i)E) +bsen (5 ln@)%)] 47 )

z z(£)* [ccos ($In(£)) +d sen (¥ In(2))

donde Ilj es suficientemente pequeno.

Demostraremos que II; contiene un conjunto de Cantor invariante por P, el
cual es topolégicamente conjugado con la aplicacién shift de (a lo menos) 2 simbolos.
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Para esto, haremos uso del Teorema de Moser visto en el capitulo 2.

Consideremos un rectangulo R;. En orden a verificar el comportamiento de
bandas horizontales y verticales de Ry, serd necesario verificar que los bordes
interiores y exteriores de Ry interceptan (al menos) en dos puntos del borde superior
de P(Ry). En otras palabras, el borde horizontal superior de Ry, intercepta, al menos,
en dos puntos al borde interno de P(Ry) .

Adicionalmente, sera 1til conocer que dado un rectangulo Ry, a cudntos rectangulos
R;, con ¢ > k, su imagen P(Ry) los intercepta de modo que los bordes interiores y
exteriores de P(Ry) intersecten al menos en dos puntos el borde superior de R;. (Ver
figura 4.3 (a))

Figura 4.3
Tenemos el siguiente lema.

LEMA 4.1. Consideremos un rectingulo Ry para k fijo suficientemente grande.
Entonces el borde interno de P(Ry) intercepta el borde horizontal superior de R; en
(al menos) dos puntos para i > g, donde 1 < a < —%. Mas atn, la pretmagen del
borde vertical de P(Ry) N R; estd contenido en el borde vertical de Ry,

DEMOSTRACION. Sea z la coordenada del borde horizontal superior de R;, la cual
esta dada por z = ce" 215 El punto sobre el borde interior de Py(Ry) cuyo radio es
el mas cercano a (0,0, ¢) estd dado por

L
Tmin = €27 FF25,

Como vemos en la figura 4.3, estamos en presencia de dos casos posibles.
Queremos demostrar que P(Ry) debe interceptar a R; completamente (al menos) en
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dos puntos del borde superior de dicho rectangulo.
Como P; es una aplicacién afin, el borde interno de P(Ry) = P, o Py(Ry) puede ser
expresado por
Fomin = Ke27r(k+2)£ — K€47r£ e27rk5
para algin K > 0.
Para que el borde interno de P(R},) intercepte al borde horizontal superior de R; en

al menos dos puntos, consideremos lo siguiente:

r
4
R
Ri |
||
|1
11
Il
Ll
Figura 4.4
— P L
Fomin B K 647TW 627rkw
z 6_27”%
o 2m ,
(4.8) = K¢t gw hetid)

donde K e*"% es una constante fija. El tamafio de (4.8) es controlado por el término
le (kw-+iX)
Queremos que 7’"7” > 1. Para esto basta que sea k p + ¢ A suficientemente grande.
Por la Hip. 2, tenemos que A > —p > 0. Luego

k kp

1§0z§—é:>—2——
P « A

Pero i > g entonces i > —% y , en consecuencia, kp+1tA > 0 y por lo tanto, 7,,;, > Z.

Como se muestra en la figura 4.3, los bordes verticales de R;, son aplicados por Fy a
los bordes interno y externo del conjunto espiral. P; es una aplicacion afin invertible
asi los bordes interno y externo de Py(Rj) corresponden a los bordes interiores y
exteriores de P(Ry). Por lo tanto, las preimagenes de los bordes verticales de P(R;)N
R; estan contenidas en el borde vertical de Rj,. [

TEOREMA 4.2. Para k suficientemente grande, Ry contiene un conjunto de Cantor
invariante Ay, sobre el cual la aplicacion de Poincaré P es topoldgicamente conjugada
al shift de dos simbolos.
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DEMOSTRACION. La demostracién estd basada en el Teorema de Moser (Ver
capitulo 2). De hecho probaremos que P satisface las hipétesis (1) y (2) de dicho
teorema.

Sea 0 < pp py < 1 donde py, y p, son las pendientes de las curvas p, —horizontal
y u,—vertical, respectivamente.
Sean H; y V; dos rectangulos p,—horizontal y p,—vertical respectivamente. Por el
lema 4.1 y de la aplicacién de Poincaré P, P(H;) = V;, donde los correspondientes
lados horizontales de H; son aplicados a los respectivos lados horizontales de V; y los
lados verticales de H; son aplicados a los correspondientes lados verticales de V;.

Dado un rectangulo H p,—horizontal contenido en | J,_ H;, tenemos que

€8
P \(H;) = H; = {(z,2) € H; : P(x,z) € H}

k+1)2

€ 6_27”9%].

Queremos que la aplicacion F, sobre fI, no exceda el intervalo [e e 27
Obtendremos un rectangulo fI, de modo que fI, C H. Para esto, usando la apli-
caciéon P, basta probar que existen 6, y 60 tal que z € [66’2”91%,6672“92%] C
[ce 2705 2703 donde 0 < 6 < 65 < 1.

(5)-n(1) o

De (%), considerando solamente la segunda componente de Py (pues nos da el com-
portamiento angular en I;) se tiene que

Sea 7 = ce 275 tal que

2 , _onkA
ee®™L sen(—2mi) = ece MU

En vista que esta ecuacion no se puede resolver algebraicamente, lo haremos bajo su
intepretacion grafica. Se tiene que

, ok} —2mil
—sen(2mi) = e TRL I
donde

A - p
—27 k; 6727r =

Yo F €

y; = —sen(271)

Figura 4.5
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Como vemos en la figura 4.5, existen o, = 6, y is 0y tal que
[ce=2m (k+1)%7€e—2wk%] en Tl,
HO i PO Hl
z=ee kL
~ Z:€€_Q7Tilz // \\
H; Comin (A %)
z =c¢e w NN\ /[ S/
5 = ge—2m (kD)3
r=ce’mu r=¢
Figura 4.6

donde 0 < iy <i9 <1
Tenemos que

Es claro que d(H;) < d(H)

De igual manera, dado un rectdngulo V p,—vertical contenido en J,. 4 Vi, se tiene
PV)=V,={(z,2) € V;: P} (z,2) € V} , donde P(V)NV; =V,, como se muestra

en la figura 4.7.

Hy={(z,2) € [e*™ & ¢] x [56_2”91%,56_2”92%] : P(z,2) € H}

Fo
A
T 2 =ce kG
A 2y = ce2m (k1) 5
2 £ T =€

Figura 4.7

I
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4.1. Analisis de Bifurcacion de Glendinning y Sparrow

En esta seccién estudiaremos, en una vecindad de la érbita homoclinica de un

punto fijo tipo silla-foco, como cambia la dindmica de la estructura de las érbitas del
campo de vectores cuando la 6rbita homoclinica es desdoblada. Esto se hara a través
de un pardmetro real p. Un estudio general sobre esto se encuentra en [7]
Podremos ver que ocurre con la dindmica de (4.1), segin los valores que toma el
pardmetro p. Notaremos la relevancia de p. Supondremos que la érbita homoclinica
en (4.1) depende de p € R y para esto haremos también depender la aplicacién de
Poincaré de dicho pardmetro. Denotando por P, esta aplicacién, esta dada por

PM:P10P02H0 — Il

NN x §)§ acos($In())+bsen (£ In(g))] +en+T
an (1) ( 7 (2)% e cos (5 In (£)) + d sen (% n (2))] + f )

Como hemos visto anteriormente la aplicacién P, posee infinitas herraduras contables
en i = 0y sabemos que sobre cada herradura P, contiene infinitas érbitas periédicas
de todos los periodos.

Estudiaremos los puntos fijos de la aplicacién (4.9). Recordemos que los pun-
tos fijos corresponden a érbitas periddicas del campo de vectores, las cuales pasan a
través de una vecindad del origen una vez antes de cerrarse.

Primero, escribiremos esta aplicacion en una forma ma&s simple de trabajar. La
aplicacion puede ser escrita de la siguiente forma

(4.10) <§)H<$(§)APPCOS(§ 1n(§)+¢>1)+eu+f>

#(9)f geos ($10(9) + ) +

Haciendo en (4.10), el siguiente cambio

_ P
=3
a = p&t"S
B = qe?
w
S
o, = gln(g)—i—(bl
D, = gln(z)—|—¢2

podemos escribir la aplicacion P, en la forma
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5 —
x azrz® cos(§ In(z) + ®1) +eu+ 7T
(4.11) ( z ) ~ ( Bz cos(€ In(z) + @y) +

Ahora estudiaremos los puntos fijos de esta aplicacion, su estabilidad y las bifurca-
ciones asociados a ellos.

Puntosfijos :
PM(‘T’ Z) = (l‘, Z)
implica
(4.12) r = a2’ cos(€In(z) + D)) fepn+7T
(4.13) 2z = Baz’ cos(€ In(z) + ®y) + p

De (4.12) tenemos que

. e+

1 — a2z cos(Eln(z) + @)

Reemplazando en (4.13) tenemos que

Blep +T) 2° cos(€ In(z) + @)
1 —az® cos(&In(z) + 1)

T

(4.14) s =

Asumiendo que z es muy pequeno, de la ecuacién (4.14) podemos suponer que
(4.15) 1 — a2z’ cos(€In(z) + &) ~ 1

Por lo tanto, la ecuacién de puntos fijos esta dada por
(4.16) z— = Blep+7T)2° cos(€ In(2) + By)

Ahora estudiaremos las soluciones de la ecuacién de forma geométrica graficando la
parte derecha e izquierda de (4.16), para poder ver la existencia de puntos fijos.
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Graficas de Soluciones para § < 1

z—p

§< o VUU T

. z
1
. z

\/

Figura 4.8
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A partir de las graficas, vemos los siguientes casos

Caso 1.6 < 1
i < 0: P, tiene un ndimero finito de puntos fijos.
p = 0: P, tiene un conjunto infinito numerable de puntos fijos.
p > 0: P, tiene un nimero finito de puntos fijos.

Para § > 1, no estd considerada la Hip. 2 (A > —p > 0).

Veremos los resultados para 6 > 1

Graficas de soluciones para 6 > 1

/Z_,u
pd
N <
p<0
Z— U
N <
p=0
Z— K
N <
w>0

Figura 4.9
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Caso 2.6 > 1 )
p < 0: P, no tiene puntos fijos, excepto para y = z = 0 (Orbita homoclini-
ca)
i >0 : Para z > 0, existe un unico punto fijo de P, para cada p > 0.

En resumen, los puntos periédicos que hemos encontrado corresponden a orbitas
periédicas de (4.1) dependiendo del parametro pu, las cuales pasan sélo una vez por
una vencidad del origen antes de cerrarse.

Un resumen de los puntos fijos para d > 1y d < 1

Periodo

0
p<0 d>1 w>0
Figura 4.10

Periodo

C

%

D
D)
D,
—
p<0 521 p>0

_
-
=

Figura 4.11
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Analizaremos el diagrama para 6 > 1y § < 1 para poder ver la estabilidad de los
puntos fijos. Es importante destacar que para § < 1, la dindmica es mas compleja de
analizar para los diferentes valores de .

Estabilidad de los puntos fijos:

La matriz Jacobiana de la aplicacién (4.11) esta dada por

(4.17) < 4 < )

donde

(4.18) A = az’cos(é1n(z) + @)

(4.19) B = pBaz’'[§cos(é1n(z) + ®y) — Esen(€ In(z) + Oy)]
(4.20) C = arz’'Scos(Eln(z) + @) — Esen(€ In(2) + @y)]
(

4.21) D = B2°cos(€ln(z) + @)

Los valores propios son:

A= {(A+B) + /(A + B)? —4(AB—CD)}

| —

Para § > 1, considerando z suficientemente pequeiio, tanto z° como z°~! son

pequenos, entonces los valores propios son pequenos. En consecuencia, para 6 > 1
existe una tunica érbita peridédica, para pu > 0, siendo ésta atractora y la drbita
homoclinica también es atractora para p = 0.

Estudiaremos, ahora, el caso § < 1.

Observemos que el determinante de (4.17), dado por AB — CD, contiene sélo
términos de orden 2%°~!. Luego, para z suficientemente pequefio, obtendremos:
si0<d< %, los puntos fijos son repulsores,

si % < 0 < 1, los puntos fijos son atractores.

Deberiamos esperar diferentes resultados para estos dos valores de 4.
La curva cuya interseccién con el plano zp nos muestra los puntos fijos esta dada por

(4.22) 9u(2) = (ep +7T) B2° cos (€ In(z) + Oy)

De (4.22), los puntos fijos que corresponden al maximo de esta curva satisfacen la
condiciéon B = 0 y también los puntos fijos correspondientes a los ceros de esta curva,
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satisfacen la condicion D = 0.
Veremos la estabilidad de aquellos puntos satisfaciendo estas dos condiciones y que
ocurre entre estos puntos fijos de la curva.

Si D = (0 entonces

- %{(A+B)i\/(A+B)2—4AB}
— %{(A+B)i (A= By}
= L{(A+B)£|A-B)
M=A, A\=28B

Para z suficientemente pequeno, \; es pequeno, mientras que Ay es grande. Por lo
tanto, el punto fijo es una silla.

Notemos que para p = 0, todas las érbitas periddicas son sillas.

Si B = 0 entonces

gu(z) = (en+7) 82" cos(¢ In(2) + )
= g;(z) = (ep+7)B[62°7 cos(€ In(z) + By) — 2°71€ sen(€ In(2) + By)]
ep+x

= " Bz’ 1S cos(€ In(2) + By) — & sen(€ In(z) + ®y)]
B
Luego
9,(2)=0&B=0
tenemos
1
A= 3 {A+ VA 10D}

A2 ~ 226 Y A~ 2,6
CD ~ 22571 Y CD ~ 257%

CD es grande o pequeno dependiendo claramente de ¢, es decir, 0 < § < % 0 % <0< 1
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Si0<d< %, los puntos fijos son inestables
Si % < 0 < 1, los puntos fijos son atractores.

Ahora queremos juntar todos los valores de z para B, D # 0.
Analizaremos, observando en la figura 4.12, los puntos fijos para los diferentes valores

I

Z — p11 Z = H12
K10 2 — M13

Figura 4.12

Para p = s, tenemos dos puntos fijos.
Uno esté en el punto méximo de la curva (B = 0) es estable para § > 1 y silla para

0<éd<i.

Para p = pg hay un bifurcacién silla-nodo (creada a partir de la tangencia
entre la recta y la curva)
Para p = g, tenemos un punto fijo (D = 0) que es de tipo silla.

Como vemos, entre los puntos fijos de ps vy po (6 pg) hay un cambio de esta-
bilidad pasando por una bifurcacién de duplicacién de periodo. Esto se produce
porque para ys el punto fijo es estable mientras que para pg el punto fijo es silla.
Para p = p12 tenemos dos puntos fijos.

El minimo de la curva (B = 0) es estable para % <)< 1lysillapara0 <d < %

Vemos que para los puntos fijos entre pg y pt12 se produce un cambio de estabilidad
pasando por una bifurcacién de duplicacién de periodo.

Como observamos en la figura 4.12, por pequenas perturbaciones los parame-
tros us, po y 1o la estabilidad se mantiene.
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Ahora veremos el tamano del "movimiento”’de la curva en la figura 4.13, pues
si el movimiento es pequeno, significa que el lazo de las orbitas periddicas son sélo
visibles para un rango pequeno de parametros.

Si el lazo es grande, la posibilidad de poder detectar las 6rbitas periddicas es también
grande.

Figura 4.13

Denotemos por u; los parametros los cuales la tangente a la curva es vertical. Se
tiene

Hiy Mit1s fitr2, " 5 Hitn — 0
n — 0o

donde p; alterna el signo.

La ecuacién de puntos fijos esta dada por

z—p=(ep—7T)B2° cos(&ln(z) + ®y)

Tenemos
(4.23) zi— i = (eps +T) B 20 cos(E1n(z) + ®s)
(4.24) Zig1 — i1 = (epiy1 +7T) B z?Jrl cos(§1n(2i41) + P2)

Despejando p; v ;41 de (4.23) y (4.24) respectivamente, se tiene

2 — TR 20 cos(EIn(z;) + Po)
1+ e Bz cos(EIn(z;) + ®y)

22
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Ziv1 — T zf“ cos(§In(z;11) + Do)
1+ ep2,, cos(§1n(zi1) + ®o)

Para z suficientemente pequeno, tenemos que

Hi+1

1+ eﬁzf(iﬂ) cos(&1n(zi(it1)) + P2) ~ 1

Asi
i = 2z — T2 cos(Eln(z) + Do)
Wit1 = Zip1 — T zfﬂ cos(§In(z;11) + Do)

Notemos que

EIn(zi41) —En(z) = ™= SAZSIP
Zi
Tenemos que
Hit1 %+l — T 21 cos(§ In(zi41) + Do)
1L z; — T 320 cos(€ In(z;) + ®y)

Ziy1 + [T B cos(§ In(z;) + (I)2)]Z?+1
2 — [T B cos(& In(z;) + Py)]2¢

En la tdltima igualdad se us6 £1In(z;41) =~ 7 + £ In(z;). Luego

s
. i+1 Zi+1 s dm
i B (2L ~—(e€)’ = —e¢
_ _p __w o _p
Recordemos que § = —£ , § = —% = =5 resultando

lim 2L — o

Demostraremos ahora que cuando destruimos la orbita homoclinica inicial, otras
orbitas homoclinicas aparecen presentando diferentes caracteristicas.

Queremos desconectar la dérbita homoclicina inicial. Recordemos que la variedad
inestable de P = P, intercepta a Il en el punto (e — 7, 1) con g > 0 y éste punto
puede ser usado como condicién inicial para nuestra aplicacién. Cuando la imagen de
este punto en la aplicaciéon P, es cero, encontramos otra nueva orbita homoclinica,
el cual pasa una vez por una vecindad del origen antes de encontrar dicho punto.

Tenemos la ecuacién de puntos fijos dada por

z—p=PBlep+7)2° cos(E1n(2) + ®y)
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Luego
0 = Blep+7)2° cos(En(z) + By) +

(4.25) —u = Blep+T)2°cos(EIn(z) + D)

Para 6 > 1, vemos que hay sé6lo una érbita homoclinica en el origen.

—H
Figura 4.14

J M

—H
Figura 4.15
Para 6 < 1, tenemos para g un conjunto de valores infinito y numerable

Wiy Mit1y " 5 Pijgm = —> OO

75
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donde existe la 6rbita homoclinica de doble pulso, es decir, la érbita homoclinica
pasa por una vecindad del origen dos veces antes de encontrar dicho punto, como se
muestra en la figura 4.16.

Figura 4.16

Por cada érbita homoclinica que aparece, podemos resconstruir nuestro problema
original de Silnikov el cual tiene infinitas herraduras numerables.



Conclusion

De este trabajo podemos concluir varias cosas:
El conjunto de sucesiones bi-infinitas 3 es no numerable, conjunto cerrado, perfecto
y totalmente disconexo. Estas propiedades se heredan a A via el homeomorfismo ¢.
Este conjunto con dichas propiedades se llama Conjunto de Cantor.
A es cadtico de f donde exhibe las tres propiedades de Caos.

Bajo el estudio de la estructura de la dindmica del campo de vectores tri-
dimensional asociado a una singularidad del tipo silla-foco, en una vecindad de
la 6rbita homoclinica, la aplicacién P (la aplicacion de retorno) posee infinitas
herraduras contable donde cada herradura la aplicacién contiene infinitas orbitas
periédicas de todos los periodos.

Al romper la érbita homoclinica podemos apreciar la dindmica del campo de vectores
segtn el parametro p € R concluyendo asi la estabilidad de las érbitas periddicas.
Para cada p > 0 con § > 1 las érbitas periddicas son atractoras. Mientras que para
0 < 1, los distintos valores de u presentan érbitas periddicas donde cada una de ellas
muestran distintos tipos de estabilidad y bifurcaciones asociadas a ellas.

Al destruir la 6rbita homoclinica original, se presentan otras érbitas homoclinicas
mostrando diferentes caracteristicas. Cada una de ellas, se puede reconstruir a nuestro
problema original de Silnikov, donde presentan infinitas Herraduras numerables.

7
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