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Resumen

Los modelos semiparamétricos se caracterizan por su mayor flexibilidad frente a modelos paramétricos, al
incorporar componentes tanto paramétricas como no paramétricas en su estructura de regresioén. En este tra-
bajo se estudia e implementa una extensién del modelo semiparamétrico Birnbaum—Saunders reparametri-
zado con pardmetro de precisidn variando, el cual permite modelar simultdneamente la media y la precision
de la variable de respuesta. Para la estimacion de los parametros se emplea el algoritmo de Backfitting junto
con la maximizacién de la log-verosimilitud penalizada, utilizando funciones suaves tipo splines cibicos.

Ademds, se realiza un anélisis de residuos y se desarrollan técnicas de influencia local bajo distintos esque-
mas de perturbacion, con el fin de detectar observaciones potencialmente influyentes y evaluar la robustez
del modelo propuesto. Finalmente, el modelo es aplicado a un conjunto de datos reales sobre contaminacién
atmosférica en la comuna de Pudahuel, Regién Metropolitana, Chile, a través del software R, permitiendo
validar su utilidad en contextos reales de analisis ambiental.

La metodologia desarrollada representa un aporte relevante en el estudio estadistico de datos ambientales,
y puede ser utilizada por investigadores y profesionales interesados en modelar fendmenos donde tanto la
tendencia como la variabilidad presentan comportamientos complejos y no lineales.
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Capitulo 1

Introduccion

La creciente necesidad de analizar conjuntos de datos provenientes del &mbito ambiental ha impulsado el
desarrollo de herramientas estadisticas mds flexibles. En particular, los modelos semiparamétricos han reci-
bido una atencion especial en los dltimos afios, debido a la flexibilidad de su estructura de regresion frente
a los modelos paramétricos clésicos. Por otro lado, la distribucién Birnbaum-Saunders ha generado un cre-
ciente interés en el modelamiento de datos ambientales, gracias a sus fundamentos tedricos, sus propiedades
estadisticas y su vinculo con la distribucién normal. Esta distribucién incorpora un pardmetro de precision,
cuya relacion inversamente proporcional con el parametro de dispersion permite cuantificar la variabilidad
de las observaciones.

En la literatura existen trabajos relacionados a esta clase de modelos. Por ejemplo, Cook (1986) estudid
la normalidad asintética del estimador del coeficiente de regresion para el caso balanceado. Grenn (1987)
evalué el compartamiento asintético del estimador de maxima verosimilitud penalizada y propuso algunas
definiciones para los grados de libertad y los residuos. Speckman (1988) utiliz6 dos métodos para estimar
el coeficiente de regresion y la funcidn no paramétrica basados en suavizamiento spline parcial y andlisis
residual parcial. Gannaz (2007) desarroll6 un método de estimacién basado en una expansion wavelet de la
componente no paramétrica del modelo semiparamétrico.

En el contexto de andlisis de diagndstico, Eubank (1984) derivé algunas medidas de diagnéstico basadas
en los leverage y los residuos. Silverman (1985) defini6é dos tipos de residuos en analogia con regresion
paramétrica. Zhu et al. (2003) desarrolld la técnica de influencia local para diferentes esquemas de perturba-
ciones bajo el modelo semiparamétrico normal, mientras que Ibacache-Pulgar y Paula (2011) extendieron
tales resultados para el modelo semiparamétrico t-Student. Mayores detalles acerca de los métodos de es-
timacion y extensiones de los modelos de regresion semiparamétricos pueden ser encontrados en Hastie y
Tibshirani (1990) y Green y Silverman (1994).

En este contexto, Carcamo et al. (2021) desarroll6 un modelo semiparamétrico basado en una reparametri-
zacion de la distribucién Birnbaum-Saunders, aplicado al andlisis de datos de contaminacién atmosférica.
Este modelo, al incluir funciones suaves para capturar efectos no lineales, resulta flexible en su componente
sistemdtico, sin embargo, asume una precision constante en todas las observaciones, lo que no siempre se
cumple en la praictica.

En el ambito del diagndstico y robustez de los modelos semiparamétricos, Ibacache-Pulgar et al. (2024)
estudiaron la influencia local en modelos lineales generalizados de coeficientes parcialmente variables, de-
sarrollando herramientas estadisticas que permiten detectar observaciones influyentes y evaluar el impacto
de posibles perturbaciones en los datos. Este tipo de aportes resulta fundamental para garantizar la validez de



los modelos en aplicaciones pricticas, especialmente cuando se trabaja con datos ambientales caracterizados
por su heterogeneidad y presencia de valores atipicos.

En el campo de los modelos semiparamétricos multidimensionales, Pacheco et al. (2024) estudiaron el
problema de la influencia local en modelos lineales generalizados con splines de placa delgada (TPS-GLMs),
los cuales permiten capturar efectos no lineales en dos o mas dimensiones. El trabajo propone medidas
de diagnéstico basadas en la funcién de verosimilitud penalizada y algoritmos iterativos, ofreciendo un
marco metodoldgico robusto para identificar observaciones influyentes. La utilidad de este enfoque quedd
demostrada en aplicaciones reales de agronomia y medio ambiente, lo que refuerza su pertinencia en el
analisis de datos ambientales.

Recientemente, Caamaino-Carrillo et al. (2025) propusieron un modelo de coeficientes parcialmente varia-
bles con errores aleatorios Skew-t, estimado mediante un algoritmo EM y complementado con técnicas de
diagnéstico basadas en influencia local. Este aporte metodoldgico resulta particularmente relevante para el
andlisis de datos ambientales, ya que permite capturar tanto la heterogeneidad como la asimetria presentes
en las distribuciones de contaminantes atmosféricos

A pesar de su potencial, la literatura sobre modelos semiparamétricos basados en la distribucién Birnbaum-
Saunders reparametrizada con un pardmetro de precision variable, es decir, heteroceddsticos, sigue siendo
limitada. En consecuencia, el desarrollo y estudio de este tipo de modelos puede contribuir significativa-
mente al andlisis de datos en diversas dreas, en particular en la investigacion ambiental.

1.1. Datos de contaminacion atmosférica

La contaminacion del aire se refiere a la presencia de agentes quimicos, fisicos o bioldgicos en la atmdsfera
que alteran sus propiedades naturales, afectando negativamente al medio ambiente y la salud de seres vivos.
Entre las fuentes mds comunes de contaminacion se encuentran los aparatos de combustién doméstica, los
vehiculos motorizados, las actividades industriales y los incendios forestales.

Los principales contaminantes con efectos nocivos sobre la salud publica son el material particulado (MP),
el mondxido de carbono (CO), el ozono troposférico (O3), el didxido de nitrégeno (NO,) y el diéxido de
azufre (SO;). La exposicién a estos contaminantes, tanto en espacios interiores como exteriores, se asocia
con diversas enfermedades respiratorias, cardiovasculares y otras afecciones cronicas, constituyendo una de
las principales causas de morbimortalidad a nivel mundial.

De acuerdo con datos recientes de la Organizacién Mundial de la Salud (OMS), el 99 % de la poblacién
mundial respira aire que excede los limites recomendados de calidad, situacién que se agrava en paises de
ingresos medios y bajos. La OMS también ha estimado que aproximadamente siete millones de personas
mueren cada aflo como consecuencia directa o indirecta de la contaminacidn atmosférica. En este contexto,
la contaminacién por material particulado representa uno de los problemas ambientales mds relevantes en
zonas urbanas. El MP es una mezcla compleja de particulas sélidas y liquidas en suspension, de distintos
tamafios, formas, origenes y composiciones quimicas, que afectan no solo a la salud humana, sino también
a los ecosistemas, la infraestructura y la visibilidad ambiental (Grantz et al. (2003)).

La clasificacion del MP se realiza en funcidn de su didmetro aerodindmico, ya que este determina el lugar
de deposicion en el sistema respiratorio. Las particulas mayores a 10 micrémetros (um) suelen quedar rete-
nidas en el tracto respiratorio superior, mientras que aquellas menores a 2.5 pym (MP2.5), pueden penetrar
profundamente en los alvéolos pulmonares y vias respiratorias inferiores. La exposicién frecuente a altas



concentraciones de MP, particularmente MP2.5, se ha asociado con un aumento del riesgo de enfermedades
cardiovasculares y respiratorias, incluso tras exposiciones de corta duracion.

En el caso de Chile, el dltimo inventario nacional de emisiones atribuye a la quema de lefia la principal
fuente de contaminacién por MP2.5, especialmente en zonas del centro y sur del pais, donde su uso es comuin
para calefaccion residencial. Esta situacién genera altos niveles de polucién, contribuyendo a més de 4.000
muertes prematuras al afio, afectando principalmente a grupos vulnerables como nifios, adultos mayores y
personas con enfermedades preexistentes (Sinca, 2024). Ademads, la mala calidad del aire puede agravar la
propagacién de enfermedades respiratorias virales, generando una sobrecarga en el sistema de salud chileno.
Diversas ciudades del pais presentan condiciones criticas de contaminacién atmosférica, particularmente
durante el periodo de Gestién de Episodios Criticos (GEC), que se extiende entre el 1 de abril y el 31 de
agosto de cada afo. Ciudades como Coyhaique, Linares, Osorno, Padre Las Casas, Puerto Montt, Santiago,
Rancagua, Temuco y Valdivia figuran entre las mas contaminadas de Sudamérica, segiin mediciones basadas
en las concentraciones de MP2.5. (Oyarzin ef al., 2021). En dichas localidades, los niveles de contaminacién
pueden alcanzar valores considerados insalubres durante varios meses del afio.

Las concentraciones de MP tienden a presentar una alta variabilidad asociada a factores geograficos, meteo-
rolégicos y antropogénicos. Estas fluctuaciones hacen que dichas concentraciones deban ser tratadas como
variables aleatorias no negativas, las cuales comiinmente siguen distribuciones estadisticas asimétricas, con
asimetria positiva (Marchant et al., 2016a). Actualmente, en Santiago, la autoridad ambiental emplea un
modelo de regresién multiple para predecir la concentracion media de 24 horas de MP10, utilizando como
covariables otros contaminantes atmosféricos y variables meteoroldgicas (Alvarado et al., 2010). Esta me-
todologia permite estimar las concentraciones esperadas entre las 00:00 y las 24:00 horas del dia siguiente.
A partir del afio 2015, mediante el Decreto Supremo N°15/2015 y la Resolucién N°9664/2015, se incorpord
también el uso de MP2.5 para declarar alertas sanitarias en el pais.

En este trabajo, se propone desarrollar un modelo semiparamétrico basado en la distribucién Birnbaum—Saunders
reparametrizada, con parametro de precision que varia entre observaciones. Este enfoque se aplicara al andli-
sis de concentraciones de MP2.5 en la comuna de Pudahuel del afio 2024, en la Regién Metropolitana de
Santiago. La inclusién de funciones suaves no paramétricas permite capturar adecuadamente la no linealidad
en los efectos de covariables como la velocidad del viento, la temperatura y la humedad relativa. La literatura
reciente ha demostrado que el uso de la distribucién Birnbaum—Saunders se sustenta en propiedades tedricas
y fisicas que la hacen especialmente adecuada para modelar este tipo de fendmenos Ibacache-Pulgar y Paula
(2011).
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1.2. Hipétesis

Considerando lo analizado previamente, se presentan las hip6tesis que orientan el desarrollo de la presente
investigacion

1. Es viable estimar los pardmetros y estudiar algunos aspectos de inferencia estadistica en la exten-
sién del modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con pardmetro de precision
variando.

2. Es posible la aplicacién de algunas técnicas de diagndstico para evaluar la influencia de los datos en
el ajuste del modelo.

1.3. Objetivos

De acuerdo con lo expuesto, los objetivos que fundamentan esta investigacién son:

Objetivo general

Desarrollar un proceso de estimacion para los pardmetros asociados a la componente sistematica y a la
estructura heterocedéstica del modelo, y aplicar algunas técnicas de diagndstico en la extension del modelo
semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con pardmetro de precision variando.

Objetivos especificos

1. Estudiar aspectos tedricos del modelo propuesto.
Desarrollar un proceso iterativo para obtener las estimaciones de los pardmetros del modelo.

Realizar un andlisis de diagndstico del modelo basado en residuos y técnicas de influencia local.

Eal

Implementar computacionalmente en el software R-project los resultados tedricos y aplicar el modelo
a datos de contaminacion atmosférica de Santiago de Chile.
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Capitulo 2

Modelo semiparamétrico
Birnbaum-Saunders reparametrizado con
parametro de precision variando

En este capitulo se presenta el modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con pardmetro
de precision variable, el cual constituye una extension del modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders
reparametrizado propuesto por Zenteno et al., (2022). Esta extension incorpora una estructura de regresion
semiparamétrica para modelar el parametro de dispersion de la distribuciéon Birnbaum-Saunders.

La Seccién 2.1 ofrece, a modo de introduccién, una revisién bibliografica de los modelos de regresion
basados en la distribucion Birnbaum-Saunders (BS). En la Seccion 2.2 se describe formalmente dicha dis-
tribucién, mientras que la Seccién 2.3 introduce su versién Birnbaum-Saunders reparametrizada (BSR). La
Seccién 2.4 presenta el modelo semiparamétrico BSR con pardmetro de precisién variable, junto con la
representaciéon matricial de sus componentes sistemdticos. Finalmente, en la Seccién 2.5 se desarrolla la
funcién de verosimilitud penalizada, bajo el supuesto de que la funcién suave pertenece a un espacio de
funciones de Sobolev.

2.1. Introduccion

La distribucion Birnbaum-Saunders ha recibido una atencion considerable en los ultimos afos, debido a
sus fundamentos tedricos vinculados a procesos de dafio acumulativo, a sus propiedades estadisticas y a
su estrecha relacion con la distribucién normal. Ademds, ha demostrado ser especialmente eficaz en la
modelacién de tiempos de falla de materiales sometidos a fatiga. En particular, se asume que la cantidad
de dafio acumulado que da origen a la distribucién Birnbaun-Saunders sigue una distribucién normal. Este
modelo corresponde a una distribucién unimodal, con sesgo positivo, de dos pardmetros y con soporte
positivo.

Desde su formulacién en adelante, el modelo Birnbaum-Saunders ha sido objeto de un amplio estudio desde
perspectivas tedricas, metodoldgicas y aplicadas; véanse, entre otros, Leiva et al. (2008), Vilca et al. (2010)
y Paula et al. (2012). Leiva et al. (2014) introdujeron un enfoque renovado para los modelos de regresion
Birnbaum-Saunders, el cual permite analizar los datos en su escala original y modelar de manera explicita
la presencia de varianzas no constantes.
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La modelacion de la variabilidad ha sido ampliamente estudiada en la literatura, particularmente en el con-
texto del problema de la heterocedasticidad. Entre los trabajos pioneros, Cook y Weisberg (1983) analizaron
modelos normales heterocedésticos, mientras que Taylor y Verbyla (2004) propusieron una formulacién con-
junta de los pardmetros de localizacién y dispersién en modelos t-Student. Posteriormente, Lin et al. (2009)
desarrollaron pruebas de heterocedasticidad en modelos de regresion t-Student. En esta misma linea de in-
vestigacion, Ferrari et al. (2011) extendieron los modelos de regresion beta permitiendo que el pardmetro de
precision dependiera de covariables. Simas et al. (2010) incorporaron estructuras de regresion no lineales
para dicho parametro en la distribucion beta. Rocha y Simas (2011) derivaron el método de influencia local
en este contexto. De manera complementaria, Paula (2013) propuso la modelacién simultanea de la media y
la precision en la distribucién gamma, incorporando ademds procedimientos de diagndstico en el marco de
modelos lineales generalizados dobles.

En el contexto de la regresiéon Birnbaum-Saunders bajo su parametrizacién original, Rieck y Nedelman
(1991), asi como Galea et al. (2004), asumieron homogeneidad en el pardmetro de forma, mientras que Xie
y Wei (2007) desarrollaron una prueba formal de homogeneidad para dicho pardmetro. Mds recientemen-
te, Santos-Neto et al. (2016) propusieron un modelo de regresiéon Birnbaum-Saunders reparametrizado con
precision variable, ampliando los aportes de Leiva et al. (2014), quienes estimaron los pardmetros mediante
maxima verosimilitud, introdujeron pruebas de hipdtesis para el pardmetro de precisién, propusieron resi-
duos especificos para el modelo BSR y evaluaron la sensibilidad de los estimadores a través de anélisis de
influencia local y simulaciones de Monte Carlo.

Por otra parte, en el &mbito semiparamétrico, Ibacache-Pulgar et al. (2012) estudiaron los modelos aditivos
bajo distribuciones simétricas y propusieron un algoritmo de backfitting ponderado, cuya solucién conduce
a splines cuibicos para la estimacion de las funciones no paramétricas. Posteriormente, Ibacache-Pulgar et al.
(2021) extendieron este enfoque a un modelo de regresién beta aditivo semiparamétrico, utilizando méxima
verosimilitud penalizada y desarrollando procedimientos iterativos de estimacion. Finalmente, Zenteno et al.
(2022) propuso un modelo semiparamétrico basado en la distribucién Birnbaum-Saunders reparametrizada,
complementado con un analisis de diagndstico mediante influencia local y un algoritmo de backfitting para
la estimacién de los pardmetros.

2.2. Distribucion Birnbaum-Saunders

Birnbaum y Saunders (1969) propusieron un modelo estadistico para la resistencia a la fatiga de estructuras
sometidas a esfuerzos ciclicos. Este modelo, que recibe el nombre de distribucién Birnbaum-Saunders (BS),
es unimodal y sesgada positivamente, posee soporte positivo y dos pardmetros, tiene buenas propiedades y
una estrecha relacion con la distribucién normal. Formalmente, si la variable aleatoria Y sigue una distri-
bucion BS con parametro de forma o > 0 y pardmetro de escala o > 0, denotado por Y ~ BS(«a, o), su
funcién de densidad de probabilidad toma la forma:

. _expa”®) g 1y e
fr(y; o, 0) = 2ayrs [y +olexp | =5 sty y > 0.

Es importante sefialar que el pardmetro o corresponde a la mediana de la distribucién de Y. Ademas, se pue-
de demostrar que 1/Y ~ BS(a, 1/py bY ~ BS(«, bp) cuando b > 0. Con respecto a la media y la varianza
de la variable aleatoria Y, se tiene que E(Y) = o[l + %2] y Var(Y) = [ag]?[1 + %], respectivamente.

Trabajos recientes han demostrado que el uso de esta distribucidon no responde tnicamente a una exten-
sién matematica, sino a la necesidad de modelar fenémenos aleatorios complejos en distintas dreas de in-
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vestigacion, incluyendo el 4mbito ambiental. Por ejemplo, Galea et al. (2004) realizaron aportes iniciales
relevantes. Posteriormente, Leiva et al. (2008) introdujeron el modelo log-lineal t-Birnbaum-Saunders, de-
sarrollaron medidas de diagndstico y aplicaron sus resultados a un conjunto de datos reales de pacientes
con céncer de pulmén. Més adelante, Vilca et al. (2010) y Marchant et al. (2016b) llevaron a cabo nuevas
aplicaciones y extensiones del modelo.

2.3. Distribucion Birnbaum-Saunders reparametrizada

Santos—Neto et al. (2012) propusieron una nueva parametrizacion de la distribucién Birnbaum-Saunders
con el propdsito de obtener estimadores insesgados y consistentes, ortogonalidad entre los pardmetros, y
la posibilidad de describir la media de la distribucién a través de una estructura de regresion sin tener que
transformar los datos. Especificamente, la variable aleatoria Y sigue una distribucion Birnbaum-Saunders
reparametrizada si su funcidon de densidad de probabilidad es dada por:

flyip, 6) =

exp(5/2)ﬁ[ S ]eXp< i[y{d—l—l} o

4y3/2\/ﬁ +5+1 - 7 y{5+1}]>7 y > 0. 2.1)
En este caso, se utiliza la notacién Y ~ RBS(u, d). La media y la varianza de Y estdn dadas por E[Y] = p
y Var[Y] = 12/, respectivamente, donde ¢ = (§ + 1)2/(26 + 5), tal que, § se puede interpretar como un
parametro de precision, es decir, para valores fijos de u, cuando 6 — o0, la varianza de Y tiende a cero.
Ademis, para y fijo, si § — oo, se tiene que Var[Y] — 5u2. Se puede observar que Var[Y] = u?/¢ es similar
a la funcién de varianza de la distribucién gamma, en cuyo caso, la varianza tiene una relacién cuadratica
con su media. También, es posible demostrar que bY ~ RBS(bu,d), con b > 0,y 1/Y ~ RBS(p*,9),
donde p* = (0 +1)/(dp).

2.4. Modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con
parametro de precision variando

Leiva et al. (2014) propusieron un nuevo enfoque basado en el modelo de regresidon Birnbaum-Saunders en
la misma linea de los modelos lineales generalizados. Especificamente, ellos incorporaron una funcion de
enlace que permite relacionar la media de la distribucién con un predictor lineal. Ademas, este nuevo enfo-
que permite modelar los datos en su escala original y la varianza no-constante. En general, la variabilidad
del modelo suele medirse a través del pardmetro de dispersion, pero también puede cuantificarse mediante
el pardmetro de precision, el cual es inversamente proporcional al pardmetro de dispersién. La modelizacion
de la variabilidad ha sido ampliamente discutida en la literatura relacionada con la heteroscedasticidad. Sin
embargo, existen pocos trabajos en los cuales se lleve a cabo la modelizacién de la heteroscedasticidad a
través del pardmetro de precision. Santos—Neto et al. (2016) proponen una metodologia basada en un modelo
de regresion Birnbaum-Saunders con precision variable.

En este trabajo se propone un modelo estadistico basado en la distribucién Birnbaum-Saunders reparame-
trizado, y asumiendo que los pardmetros de media y de precision satisfacen, respectivamente, la siguiente
relacion:

glws) = ni = xE B+ f1(t,) + falte,) + ... +fs(ts;) (2.2)
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Y

h(0) =7 =2 e+ £ (1],) + 5 (t5,) + ... + £ (1),

0, equivalente,

g(,ui):m-:X?B—i—nﬂfl—i—...—i—ng;fs y h(dz-):Ti:z?a—l—n’{?f{‘—i—...—l—nf?ff (i=1,2,...,n),

donde 8 = (f1, ..., ﬁp)T, para p < n, es un vector que contiene los coeficientes de regresién desconocidos
a estimar, y x;fp = (1, xs2, ..., i) representa los valores de los p regresores correspondientes a la media.
La cantidad p; = g_l(xZT,@ + nifl + ...+ ng;fs ) es la media esperada del modelo para la observacion
i, con g~ ! la funcién inversa del enlace. La fila n;‘g corresponde a la i-ésima fila de la matriz de incidencia
Ny, cuyo elemento (7, k) vale 1 si t; = t; y 0 en caso contrario.

Andlogamente, para la precision, se considera a = (a1, ...,aq)7, conqg < n,y z! = (1,20,...,%q)
representando los regresores del componente de precisién. La funcién 6; = h™! (ziTa—i—nL-Tff +.. .—|—nfinl*)
define el predictor lineal del pardmetro de precision, n” es la fila i-ésima de la matriz de incidencia N.

Las funciones de enlace g : R — R* y h : R — R son estrictamente monétonas, positivas y al menos dos
veces diferenciables; por ejemplo, g(p) = log(u) y h(d) = log(d), entre otras. Nétese que

Wi =g (xlTﬁ + Z ngfk> (2.3)
k=1

Y

l
5 =h (z?a +y° n:Tf:> . (2.4)

r=1
Funcion de log-verosimilitud doblemente penalizada

La funcién de log-verosimilitud para el vector de pardmetros 8 = [,BT, flT yenn ,f;r Lol fi“T, . ,f:T] T
obtenida de la Ecuacién (2.1) relacionada con gt = [pt1,...,ptn]" y 8 = [01,...,5,]" para la clase de
modelos con funciones de enlace de la Ecuacidon (2.2), viene dada por:

£(0) = Zfz‘(ﬂi,ﬁsi;yi), (2.5)
i—1
donde (ignorando el término constante)
6; log(d; +1) log(ui) 3log(yi) yildi +1] 87 i
Ci(pa, 053y:) = - — - - log(d:yi + yi + dipta) — - :
(ks 053 9i) = 5 5 5 5 Tlog(diyi +yi + dipi) 1 T 1]
(2.6)

Para evitar el problema de ajuste y la no identificacion de los pardmetros 3 y «, algunos autores sugieren
incorporar en la funcién de log-verosimilitud del modelo, un término de penalizacién, denotado aqui por
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J(fx) y J(£)), sobre las funciones suaves fy y f, conk = 1,...,s,7 = 1,...,[, que pertenecen al espacio
de funciones de Sobolev,

WP = {f; : £, £ abs cont., £V € £2[as, b}y
W;@) = {fy: fk,flgl) abs. cont.,f,iz) € Ez[ambk]} .

En este caso, la funcién log-verosimilitud doblemente penalizada se expresa como:

s l
Lp(0, A1, A AT, A = L(O) + D> A (1) + D A (£), 2.7)
k=1 r=1
con J(fs) y J(f) denotando las funciones de penalizacién sobre fi y f*,conk = 1,...,syr = 1,...,1,
respectivamente. En este caso, A\, = A(Ax) y A} = A*()\;) son constantes que depende del parametro

de suavizamiento \;, \; > 0 que controla el equilibrio entre la bondad de ajuste y suavizamiento de la
funcién estimada. En la literatura podemos encontrar diferentes tipos de penalizaciones dependiendo del
método propuesto para ajustar las curvas no paramétricas. Se considera la norma al cuadrado como medida
de curvatura de las funciones; esto es,

b
J(fe) = | & ||* = / (D ()2 dty (k=1,...,5) Y,
d'r
1) =151 = [ EO P =10, (28)

El primer término del lado derecho de la Ecuacién (2.7) mide la bondad de ajuste, mientras que el segundo
término expresado por (2.8), penaliza la rugosidad de f, y f con pardmetros fijos A y Ay. En este caso, la
estimacion de fj y f conduce a una spline ciibica natural. Segin Green & Silverman (1994), J(f;) y J(f})
se pueden escribir como

b
J(fk)z/ (2t dt = fT K, (k=1,...,5), v,

k

dr
J(£) = / [P dt = ETKE (r=1,...,1), (2.9)

donde K, y K7 son matrices cuadradas definidas no-negativas que dependen de los nodos tg y t9, respecti-
vamente. Entonces, si se considera A} = —\, /2y A% = —\,./2 la funcién de log-verosimilitud doblemente
penalizada (2.5) se puede expresar como
s \ l A\
T
Lp(0, A, A7) = L(6) — ) 3 K, — > oK (2.10)
k=1 r=1

Es importante tener en cuenta que un aspecto esencial del proceso de modelamiento semiparamétrico esta
relacionado con la estimacion o seleccion del pardmetro de suavizamiento. En la literatura existen varios

métodos eficientes de seleccion, entre los que destacan la Validacién Cruzada (VC), la Validacién Cruzada
Generalizada (VCQ), el Criterio de Akaike (AIC) y el Error Cuadritico Medio (ECM).

2.5. Estimacion de Parametros

El problema de estimacién de los pardmetros del modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametri-
zado con pardmetro de precision variable atin no se ha discutido ampliamente en la literatura. No obstante,
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algunos autores han abordado este problema para algunos modelos relacionados. Hastie y Tibshirani (1986)
utilizaron el algoritmo de puntuacidén local para ajustar el componente aditivo de un modelo aditivo gene-
ralizado, y aplicaron el método a datos de respuesta binaria y de sobrevivencia; véase también Hastie y
Tibshirani (1987). Posteriormente, Hastie y Tibshirani (1993) estudiaron los modelos aditivos generalizados
en los que los coeficientes de regresion varian suavemente en funcién de otras covariables, y demostra-
ron, basdndose en el criterio de minimos cuadrados penalizados, que los estimadores de las funciones no
paramétricas corresponden a un spline cibico natural. Ibacache-Pulgar ef al. (2012) estudiaron los mode-
los aditivos semiparamétricos bajo distribuciones simétricas y estimaron el coeficiente de regresion y las
funciones suaves a través de un algoritmo de backfitting ponderado, que conduce a un spline ctbico co-
mo solucién para las funciones no paramétricas. Leiva et al. (2014) estimaron los pardmetros del modelo
a través del método de méxima verosimilitud. Posteriormente, Santos—Neto ef al. (2016) propusieron una
metodologia basada en un modelo de regresién Birnbaum-Saunders reparametrizado con precision variable,
que generaliza los trabajos previos existentes en la literatura. Recientemente, Ibacache-Pulgar et al. (2021)
estudiaron el modelo semiparamétrico de regresion beta aditivo y propusieron el algoritmo backfitting para
obtener las estimaciones de médxima verosimilitud penalizada mediante el uso de splines cibicos natura-
les de suavizamiento, calcularon su correspondiente funcidn score y desarrollaron un proceso iterativo para
estimar sus pardmetros. Finalmente, Sdnchez et al. (2023) propusieron un enfoque de regresion cuantil de
coeficientes variables basado en distribuciones log-simétricas, incorporando procedimientos de estimacién
que permiten modelar adecuadamente la asimetria y la presencia de valores extremos en datos de contami-
nacion atmosférica.

2.5.1. Funciones score penalizadas

Suponiendo que la funcién dada en la Ecuacion (2.10) es regular con respecto a 3, f1, ..., £, f7,... fy
a, se tiene que el vector de funciones score penalizadas de 6 esta dado por

Uj(6)
U} (0)
Uz(0)
OL,(6, A, A*) U (0)
U,(0) = 20 = Ug(@) (3.1
Uy (0)
U} (6)
fl*‘
Uy (0)
cuyos elementos se pueden escribir de la siguiente forma
Up(6) = X'A(y" —u),
Uk @) = NIA(y* —p*) — MKify (k=1,...,s),
Up(8) = Z'B(y" -9 Y,
Ui () = NI By -6) - NKIf; (r=1,....0),
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donde y*, u* y 6" son vectores, tales que

_— di yildi+1 87
vi = [0: Yi + yi + 0ifti] 412 4y; [0; + 1]
g = [yi + 1] Yi 03[0 + 2]u

iy + i + 0ipu]  dps A[; + 1]2y;”

*_
S

Wi = 5

*

0 = Wi
(. d’l]l

dé;

by = ——

dTZ'

1
 dg(p)/dps’
B 1

= dn(s;)/ds;’

donde A = [a;6];] y B = [b;d;3] son matrices diagonales (n x n), con 5{; el delta de Kronecker.

2.5.2. Matriz hessiana penalizada

Sea Lp(#) la matriz hessiana (p* x p*) con el (j*,¢*) elemento dado por 92L, (6, X, X*)/00,;+0;+, para
50 =1,...,p"yp" =p—+ q+ s+ . Después de algunas manipulaciones algebraicas, se encuentra que
la matriz hessiana penalizada esta dada por

L,"(0)
L5 7(0)

Lj’(0)

_ LB AN
L57(6)

9060

Ly (0)
tg f1(0)

Lf,’“ f1(9)
Ly f1(0)

0

Ly (o)

18

Ly % (0)
]:;1 i (9)

Lgc fr(9)
Ly fk(6)

L™ (6)

Ly " (8)

L)% (0)
Lii(0)
Lf 4(0)
IS())
Ly (0)

*

L, (6)

iy ()

L")

£ )

L% (6)

Ly 7 (6)

£, 7 (6)
(3.2)



cuyos elementos de la matriz pueden escribirse como:

L;°(0) = X"CX,
Ly () = X"CNy (k=1,....9),
L;'(6) = X"Mz,
E45(0) = NION, - N (b=
Li°(9) = NTMZ (F=1....9),
£(6) = 2'Wz,
Ly (0) = X"MN: (r=1....0),
Lg“f:(a) :NZMN: (k=1,....8; 7 =1,...,1),
L3 (6) = ZTWN* (r=1,...,0),
L5 (6) = N*TWN* — \'K? (r=1,...,1),

donde C = [¢;673], M = [m;07;] y W = [w;];] son matrices diagonales (n x n), ¢; = dl(jg(ai)Q + dff)a;ai,

(2 ’LJ

g — OLp(0,AN) _ 8 L L A

o Opi [0y i+ ] Api? o+ 1] o T
g0 PLe@AN) 1 07 Cwli+1] o dg()/dpd

2 - ’ T 5

g o3 2u7 05 yi + i + dip]? 201} [dg(ps)/dpi)?
d(i) _ aQLP(97 A, )‘*) _ Yi Yi 0; [5i + 2]

Ho 0 09; [0 yi + yi + 0spa)®  4p?  4[0; + 1]%y;
g0 = Le(B: AN lyi + i Y Gildi + 2)p Oi g

5 - — 2 =Y )

' 99; [0 yi +vi + Oips]  4Aps 4[6; + 12y 2[0; + 1]
g L@ AN) 1 it ;_ dPh(8)/d8?

” 057 200 + 112 [0y +yi +ops* 200+ 1Py 0 [dR(6:)/ddi]*
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2.5.3. Matriz de informacion de Fisher penalizada

Por otro lado, al calcular la esperanza de la matriz —T;p(a), se obtiene la matriz de informacion penalizada

dada por

donde cada elemento de la matriz se puede escribir como

3,°(6)
915 (0)

ggc 6(3)
927(6)

HC)

B
]
gt
)

I5
g
ggg x
fi. 0

gl
gl tr
)

:]P
205

£ £
gP

35 f1 (9)
9111 (g)
9t ()
ggfl (9)
7, " (6)

()

XTvX,
XTVN,
X's z,
XTSN*

35 fx (9)
jlf?l f (0)

98 (@)
Jgfk ()
7 " (6)

95 "(6)

N/ VN, + MK

N7S Z
N7SN*
7Z"UZ,
ZTUN

N UN* + MK

99 (6)
9113(6)
91:9(6)
9% 0)
7;°(6)

==
o
—_ \.I—\

—_

>
Il

— “?—‘

donde V = [v;], U = [u;] y S = [s;] son matrices diagonales (n x n) con

Vi

20

;a2 62a?

RN
. — 0 fbi
2wl 1) (e + 1]

(6 + 30, + 1] w2 )
s = | L (0)| 12
! 2020, + 12 T 00|

7, (0)
7,1(60)

95 1 (

2

33(0)] a;b; v,

7,7 (8)
9" (6)
I ()

9,5 (0)




J@) = E

sy

-2
> Vi + Lexp(d;/2) dift di | (6 +1)y Oift
- — dy .
/0 e Y art] P\ a1 e ey )Y

2.5.4. Proceso iterativo paras=1=1

Para estimar los pardmetros del modelo por el método de médxima verosimilitud penalizada, se resuelve la
ecuaciéon Up(@) = 0. Sin embargo, no se dispone de expresiones de forma cerrada para los estimadores
de maxima verosimilitud penalizada. Luego, se necesita un método iterativo para la optimizacion no lineal,
como los algoritmos de Scoring de Fisher, Newton-Raphson o cuasi-Newton. Considerando que la matriz
—f;p(O) puede ser definida no-positiva, se sugiere sustituirla por la matriz inversa de informacioén de Fisher
y utilizar el método de Scoring de Fisher. Entonces, el algoritmo para estimar 8 viene dado por

0m ) — 9 1 (9,(0)"H™up(@)™  (m=1,2,...). (2.11)
La ecuacion anterior es equivalente a
60 — ™) — (3,(0)") ™ U(0) ™.

Con el objetivo de este estudio, se considera el caso particular en que el modelo incluye tnicamente una
funcion f y una funcién f*; es decir, se toma k = [ = 1. Con esta especificacion, la ecuacién matricial se
expresa como:

XTVX ~ XTVN XSz XTSN* o [ AgE XTA(y" — p")
N7VX NTVN+)K N7SZ NTSN* At [ NTA(y* — ) — AKE
Z'sX Z'SN 77SZ ZTSN* Almttm) | Z"B(y* - 6%)
N*Tsx  NTSN  NTSZ N*'BN* 4+ \K* Al N*TB(y" - 0*) - N"K*f*

donde A(ﬁmﬂ’m) = glmtl) — glm), A;m+1,m) = fmt1) _ £m) y AHEm) g (mt) g (m), Luego
de algunas manipulaciones algebraicas, se obtienen las siguientes expresiones para las soluciones iterativas:

a) XT vim X Al XT vONATE 4 XTSZAEm = XTAC (v — )
=X vimx gt — g L XT v N gD — gm)] 4 XT §0m) 7 [ofm+) - o(m)]
=XT v [ DM (y*— pm 4 oplm) o plm) o pm) N pmAl) o plm) 2 mdD) )

)

donde

DS,T,Z) = (Vi)=1Am) DM — (vim)=1 gm)  pim) =X g { Nf(m) y  7m) = 7 om+1),

21



Luego, B +1) esta dado por

B — (XTVvmX)=IXTVmI[DI) (v — *) M) 4 ) L plm)z(m) _ Nt _ p(m) - (m+1))

b) X7V XA 1 (NTVIWIN £ AK) AL 4 NTS(mz Almttm) = 2TB(y* — 1*)
— NTvimx [5(m+1) _ /B(m)] + (NT vim L AK) [f(m+1) _ f(m)] + NTs(m)Z[a(m+1) _ a(m)]

NT V) [ DI (gt gy pim)  plm) n(m) . gmt) () nmi1) .

v,8 )

glm+1) _ (NTV(m)N+)\K)_1NTV(m) [D%) (y*_u*)(m)+n(m)+Dq(]7’7;)T(m) _Xﬁ(mﬂ) _Dq(ﬁsl)T(m-H)] _

) z¥ st X AT ozt SINATTI 47T U ZATE = ZTBM (vt — )
=z stmx [gm+h) — gm] 4 zTgm) N [ i+l _gm)] o 7z gyl z [ o) — o(m)]

=z"U™ DY) (y* — ) + DIVXB™ + DIINE™ — DX+ — DIINETY 4 Za™),

donde
DE:Z) = (um)~1gim) Di’,’? = (Vm)=igm) = pm) — xgm) L Nf(m)y pim+l) — x gim+l) L Nf(m+1)

d) N7SXAL™ L NTSNAT ¢ N UzA! T 4 (NTTUNT 4 AN Al
= N*B(y* — 6*) — \'K*f*
= N*' 8X BgmtU_N*"8X AmiN*" SN £ _N*"SN f™ N UZ s _N*"UZ §m™
+ (N*TUN + A K*)pmthm) _ (N* UN* 4 A K*)f*'m)
= N*B(y*—6*)+N* UN*" + N* USa™ + N*" §[X 8™ + Nf ("] - N*" §[X3(m+1) 4 Nf(m+1)]
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— N*B(y* — 6*) + N*" Sp(m — N*"sp(m+1) 4 N*"U[N*t*" 4 Za(™)] - N*" UZa(m+)

= N*B (y* —8") +N*" Sp(m — N*" sp(m+h) £ N*"U7r(™) — N*"U Z a(m+)
Por lo tanto,

£ = (N UN* + AK*) " IN*U[D, 5 (y* — 6%) + Dy ™ — Dy ™Y 4 7(m) — za ()]

El procedimiento iterativo se repite hasta que se cumple un criterio de convergencia. En este trabajo se con-
sidera como criterio que la norma de la diferencia entre iteraciones sucesivas sea suficientemente pequeiia,

es decir,
60D — 6| <<,

con ¢ = 1076, También puede verificarse la estabilidad de la log-verosimilitud penalizada,
|Lp(0U D) — L, (01)] <ce,
o bien que la norma del vector score penalizado satisfaga la ecuacion

U6 V)| <.

2.6. Aspectos Inferenciales

Los aspectos inferenciales comprenden un conjunto de métodos y técnicas destinados a realizar inferencias
estadisticas a partir de informacién empirica proveniente de un conjunto de datos. En este contexto, el mo-
delo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con pardmetro de precision variable surge como
una extension flexible del modelo de regresiéon BSR cldsico, al permitir la incorporacién de componentes
sistemdticos lineales y no lineales mediante funciones suaves. A pesar de su potencial para modelar fenéme-
nos complejos con estructuras heterocedasticas, el desarrollo inferencial de este modelo ha sido escasamente
abordado en la literatura. No obstante, existen trabajos relacionados que han explorado aspectos inferencia-
les en modelos similares. Por ejemplo, Santos—Neto ef al. (2016) proponen un modelo de regresiéon BSR con
precision variando, que permite describir la heteroscedasticidad en el cual introducieron pruebas de hipdte-
sis para el pardmetro de precision y evaluaron su rendimiento. Algo similar a lo que realizo Lombardia y
Sperlich (2008) quienes desarrollaron una prueba para la hipdtesis de un modelo paramétrico de efectos
mixtos versus un modelo semiparamétrico de efectos mixtos.

Segal et al. (1994) derivan la varianza del estimador de maxima verosimilitud penalizado utilizando el al-
goritmo de Expectation-Maximization (EM); véase también Green y Silverman (1990). Fan y Jiang (2005)
ampliaron la prueba de la relacién de probabilidad generalizada para modelos aditivos con el fin de verificar
si admite una forma paramétrica. Lin y Zhang (1999) estudiaron algunos aspectos de la estimacion y la infe-
rencia para modelos generalizados aditivos mixtos basados en el criterio de la funcién de cuasi-verosimilitud
penalizada. Se notificaron comparaciones entre inferencia frecuentista y bayesiana. Berhane y Tibshirani
(1998) propusieron bandas de error estdndar y algunas pruebas aproximadas, como la prueba de cociente de
probabilidad y la prueba de score, para modelos aditivos generalizados para datos longitudinales. Importan-
te mencionar ademds que Santos-Neto et al. (2014) proponen la estimacion e inferencia de la distribucién
Birnbaum-Saunders reparametrizada basada en métodos de médxima verosimilitud, de momentos, de mo-
mentos modificados y de momentos generalizados. Ibacache-Pulgar y Paula (2011) aproximaron la matriz
de varianza-covarianza en el modelo lineal parcial de t-Student a través de la inversa de la matriz de infor-
macién de Fisher. Ibacache-Pulgar y Reyes (2018) propusieron aproximar la matriz de varianza-covarianza
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en un modelo aditivo semiparamétrico bajo distribuciones simétricas utilizando la matriz de informacién de
Fisher obtenida a partir de la funcidn de funcién de verosimilitud penalizada.

Estos trabajos constituyen una base tedrica relevante para la formulacién de procedimientos inferenciales
en el modelo semiparamétrico BSR con pardmetro de precision variable, motivo por el cual se presentan y
discuten en las siguientes secciones de este capitulo.

2.6.1. Errores estandar aproximados paras=1=1

En esta seccién se aborda el problema de estimar la matriz de varianza-covarianza del estimador de méxi-
ma verosimilitud penalizada para 7. Considerando que dicho estimador se obtuvo mediante un algoritmo
iterativo basado en el método de Scoring de Fisher, resulta natural derivar la matriz de varianza-covarianza
utilizando la inversa de la matriz de informacion de Fisher penalizada. Este enfoque ha sido ampliamente
utilizado en la literatura; véase, por ejemplo, Segal et al (1994), Wahba (1983) e Ibacache-Pulgar et al.
(2013). Con el propésito de calcular la matriz inversa de Ip(0) dada en (2.5.3), considere que

gu _ [ IO 37 g2 _ [ F°0) (6 gz _ [ 3°(0) Fp7(6)
o\ mte e ) T \mTe e ) T\ %) %)

Asi, la matriz Jp(6) puede escribirse como

11 12
Jp(0) = (3" Ip > (2.12)

12T 22
J p J p

Suponiendo que existen todas las inversas necesarias y después de haber aplicado algunas manipulaciones
algebraicas sobre la expresion (2.12) se muestra que la matriz inversa de Jp(0) asume la siguiente forma de
bloque:

giLl 7311,1912922—1
9,1(0) = ( 19T 11,1 RS , 2.13)
p _312)2 911)2 gp ) :]p )

—1 T —1 —1 T -1 .
donde J,1" = (JLt — gl29227 gl27) -1y g2t — 9227 | 9227 gl27 g 119129227 por 1o tanto, la matriz

de varianza-covarianza asintdtica de 0 esta dado por

60\‘](/0\)341)1“0)( = 351(0) é (2.14)
En particular, se tiene
CovapexBH =9 ¥ Covaguon(@n ) =921

2.6.2. Grados de Libertad paras=1=1

En esta seccidn se presenta una definicion de los grados de libertad asociados a las componentes paramétri-
cas y no paramétricas del modelo, basada en la convergencia del proceso iterativo descrito en la Seccién
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3.5 para la estimacion de f y £*, correspondientes a las funciones suaves del componente de media y del
componente de precision, respectivamente. Dado un valor fijo de los pardmetros de suavizamiento A y \*,
es posible obtener una estimacion de los grados de libertad efectivos asociados a cada funcién suave. Estos
se definen en términos de la traza de las matrices de suavizamiento involucradas en el proceso iterativo de
estimacion penalizada, donde

f=St, y =857,
donde Fpq = Top — XB, Tup = Dy2 + 4, 7 = NE. ), = 7, — Z&, 75, = D,2" + 7%, 7" = N*f,
S=(NTD,N)"'N"D,,yS* = (N*TD,N*)"!N*TD,,.

En la literatura existen diferentes enfoques para definir los grados de libertad, dependiendo del contexto en
el que se utilicen; ver Buja er al. (1989). Los grados de libertad asociados a los componentes paramétricos
de media y precisién se definen como:
gl = tr {X(XTf)vX)_lXTf)v} = p,
gl = tr {z*(z*Tf)vz*)—lz*T]Sv} =,
donde p y p* son los rangos de X y Z*, respectivamente. Por otro lado, los grados de libertad para las
componentes no paramétricas Nf y N*f* se definen como:

gl(\) = tr {N(NTﬁUN)_lNTﬁU} y gl(\*) = tr {N*(N*TﬁUN*)_lN*TﬁU} L @4

La suma gl,,,; = gly + gly« + gl(A) + gl(A*) representa el total de grados de libertad efectivos del modelo
estimado.

2.6.3. Sobre los parametros de suavizamiento

En la seccion anterior se consideraron los pardmetros de suavizamiento A y A* como fijos. Sin embargo,
en la préctica, los pardmetros de suavizamiento deben seleccionarse a partir de los datos, con el objetivo
de lograr un equilibrio adecuado entre el ajuste del modelo y la complejidad de las funciones suaves. A
continuacion, se describe un criterio cominmente utilizado para la seleccion de estos pardmetros, basado en
el Criterio de Informacion de Akaike (AIC).

Criterio AIC

El AIC o el criterio de informacién bayesiana (BIC) se pueden utilizar para seleccionar los pardmetros de
suavizamiento. La idea es minimizar la siguiente funcién:

AIC()\, )\*) = _2Lp(§7 )\7 )\*) + 2[gltota]]7

donde Lp(a7 A, A*) denota la funcion de probabilidad logaritmica penalizada encontrada en 6. Una cuadricu-
la (superficie) para diferentes valores de A y A\* y su correspondientes AIC(A, \*) es ttil para elegir los
pardmetros de suavizamiento Optimos.
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Fijacion de los grados de libertad

Otra forma de seleccionar los pardmetros de suavizamiento consiste en fijar directamente los grados de liber-
tad, cuando estos dependen tnicamente de los pardmetros A y A\*, como se muestra en la Ecuacion (4.4). En
este contexto, se puede especificar de antemano el nimero deseado de grados de libertad efectivos para cada
funcidén suave, y posteriormente determinar los valores de A y \* que producen exactamente esa cantidad de
complejidad. En otras palabras, se plantea una relacion objetivo del tipo gl(\) = dy gl(A\*) = d*, donde d y
d* son valores preestablecido, y luego se resuelve numéricamente para encontrar los valores correspondien-
tes de A y \*, respectivamente. Este procedimiento es ttil cuando se desea controlar explicitamente el nivel
de suavizamiento de una funcién, por ejemplo, en situaciones donde se requiere una interpretacién directa
del nimero de funciones base activas o de la flexibilidad del ajuste.

Este enfoque ha sido utilizado por varios autores, entre ellos Buja et al. (1989) y Rigby y Stasinopoulos

(2005), especialmente en el contexto de modelos aditivos generalizados y regresion spline penalizada.
Su principal ventaja radica en que ofrece un control mas intuitivo sobre la complejidad del modelo, en
comparacion con métodos automaticos como AIC o GCV (Generalized Cross-Validation), aunque requiere
resolver la relacion entre A\, \* y los grados de libertad, que en general no es explicita y debe calcularse por
métodos iterativos o mediante interpolacién numérica.

En aplicaciones practicas, como en este caso, este método puede implementarse evaluando gl(A) y gl(\*)
sobre una grilla de valores de A\ y \*, respectivamente, y luego utilizar interpolacién para hallar los valor de
Ay A* que corresponden al niimero deseado de grados de libertad.
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Capitulo 3

Analisis de diagnostico

En este capitulo se aborda la extension y aplicacion de la técnica de influencia local al modelo semipa-
ramétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con pardmetro de precision variable. En la Seccién 3.1 se
presenta una revision bibliogréfica de los principales trabajos relacionados con la técnica de influencia lo-
cal. En la Seccidn 3.2 se proponen dos tipos de residuos, basados en el enfoque desarrollado por Leiva et al.
(2014). La Seccioén 3.3 proporciona una descripcion general del método de influencia local, sus fundamentos
y aplicacién. Finalmente, en la Seccion 3.4 se deriva la expresion de la curvatura normal bajo dos esquemas
de perturbacién: la perturbacién de ponderacién de casos y la perturbacion en la variable de respuesta.

3.1. Introduccion

El andlisis de diagndstico es un componente fundamental en la modelacién estadistica, ya que permite
evaluar la estabilidad y sensibilidad de los estimadores frente a perturbaciones en los datos o en los supuestos
del modelo. Entre las técnicas mads utilizadas en regresion paramétrica se encuentran la influencia global e
influencia local, esta dltima propuesta por Cook (1986) con el propésito de evaluar la sensibilidad de los
estimadores de los parametros cuando se introducen pequefias perturbaciones en los supuestos del modelo
semiparamétrico BSR con pardmetro de precisién variando o también en los datos.

En este contexto, se considera la extension y aplicacién del método de influencia local en el modelo propues-
to. Existen diversos trabajos en la literatura que abordan esta metodologia en distintos marcos. Por ejemplo,
Zhu et al. (2003) proporcionan un medio conveniente para extender el andlisis de influencia local de Cook
al EMVP en los modelos normales.

Posteriormente, Ferreira y Paula (2016) extendieron la técnica de influencia local a diferentes esquemas de
perturbacién considerando un modelo parcialmente lineal sesgado-normal. Asimismo, Bastiani et al. (2014)
utilizaron la metodologia de influencia local para evaluar la sensibilidad de los estimadores de maxima
verosimilitud a pequefias perturbaciones en un conjunto de datos reales y en los supuestos de modelos
lineales espaciales. Posteriormente, Ibacache-Pulgar er al. (2021) desarrollaron el método de influencia local
para modelos semiparamétricos de regresién Beta aditiva y Carcamo et al. (2021) lo aplicaron al modelo
BSR-SAM.

Recientemente, Jeldes et al. (2022) desarrollaron un modelo de coeficientes parcialmente variables con
errores de colas pesadas, especificamente distribuciones t-Student, incorporando técnicas de diagndstico
basadas en influencia local bajo diferentes esquemas de perturbacién. Su estudio, aplicado al andlisis de
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contaminacion atmosférica en Santiago de Chile y Lima (Perd), demostré la utilidad de estos métodos para
detectar observaciones influyentes y garantizar la robustez de los estimadores en contextos caracterizados
por heterogeneidad y presencia de valores extremos.

A continuacién se presenta la formulacidn tedrica y computacional del método de influencia local en el
marco del modelo, considerando distintos esquemas de perturbacion, con el objetivo de evaluar la robustez
de los estimadores obtenidos.

3.2. Analisis residual

El andlisis residual es una herramienta fundamental para evaluar la calidad del ajuste de un modelo de regre-
sién, ya que permite estudiar la variabilidad de los datos que no es explicada por el modelo. Su aplicacién
es especialmente ttil para detectar posibles errores de especificacion en la distribucidén asumida, asi como la
presencia de observaciones atipicas o influyentes.

Con el propésito de realizar una evaluacién diagndstica mas detallada en el contexto del modelo semipa-
ramétrico BSR con pardmetro de precision variable, se proponen dos tipos de residuos basados en los resul-
tados presentados en Leiva et al. (2014). A continuacién, se describen formalmente estas dos alternativas
residuales y su interpretacion.

3.2.1. Residuos estandarizados
Se introducen los residuos del modelo utilizando la funcién de enlace definida anteriormente. En particular,

se consideran residuos estandarizados de Pearson, los cuales se basan en la diferencia entre las observaciones
y; y su valor esperado p;. Este tipo de residuo se define como

B @/Q(yi — 1)

\/ Var(Y;) Vi
[6; + 12

donde ¢; = ———, con

=g (L B+E), Si=nt(dla+ ),
evaluadas en las estimaciones de maxima verosimilitud penalizada de 6.

3.2.2. Residuos de Jgrgensen

Otro tipo de residuo que se puede considerar se basa en el trabajo desarrollado por Jgrgensen (1984) y
extendido a los modelos de regresion BSR por Leiva et al. (2014). En el marco del modelo semiparamétrico
BSR con parametro de precision variando, se propone definir el residuo del tipo Jgrgensen como

T'Z] = Jl(ﬁl)l/Q’%’Lﬁl (Z = 07 s 7n)7
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donde

. ~ ~2
-1 d; yi[d; + 1] 0;
Hi (83 + yi + Oifti] H 4y;10; + 1]
Y, )
. 1 0 [0; + 1]y
Ji(p) = o2 + = = + 22
K [0sys + yi + O] Hi

con k;[i; siendo el i-ésimo elemento del vector k() = 0Ly (0, X\, A*)/0(p) y Ji(i1i) el i-ésimo elemento
diagonal de J(p) = 9*L,(0, A, \*) /0" pu evaluado en 6.

3.3. Meétodo de Influencia Local

Para el modelo considerado, sea w = (w1, ...,wy) " un vector n-dimensional de perturbaciones restringido
a un subconjunto abierto 2 C R”, y sea L, (6, A\, \*; w) el logaritmo de la verosimilitud penalizada bajo per-
turbacién. Supéngase que existe un vector sin perturbacion wg € 2 tal que Ly, (0, A\, \*;wo) = Lp(0, A, X*).
Para evaluar la influencia de perturbaciones pequeiias en el estimador de mixima verosimilitud penalizada

~

0, se define el desplazamiento de verosimilitud como:

LD(w) =2 [Lp(é, AN = Lp(Bu, A A)] > 0,

donde §w es el estimador de maxima verosimilitud penalizada bajo perturbacién w. Esta cantidad mide la
distancia entre 8 y 6,,. Cook (1986) propuso estudiar el comportamiento local de LD(w) en torno a wy
mediante una expansion cuadrética.

El procedimiento consiste en considerar una direccién £ € R" tal que ||£|| = 1, y estudiar la grafica de
LD(wo + af) respecto a a € R. Esta gréfica se conoce como linea levantada. Su curvatura en a = 0 se
utiliza para medir la sensibilidad del modelo en esa direccidn, y estd dada por la **curvatura normal™**:

Co(0) = —2£TALL(0), AL,
donde

) O2L,(6, X, \*
£(o), = a0 )

A PLy(0.A N w)
00007 |5’ v 00 0w T

6:§,w=wo

Aqui, i(a)p es la matriz hessiana penalizada evaluada en 8, y A, representa la matriz de perturbacién

cruzada. La curvatura Cy(8) cuantifica la sensibilidad local en la direccién £. Becker y Wu (1992) y Poon y
Poon (1999) proponen utilizar la curvatura normal conforme

Cy(6) LTAJL(0),Ap8

o e ATEO A \fu(AsE0) A2

Esta curvatura se caracteriza por permitir cualquier direccién unitaria £ tal que 0 < By(6) < 1. Una sugeren-
cia es considerar la direccién £ = £,,,, correspondiente a la mayor curvatura By, (0) o, alternativamente,
evaluar la curvatura normal en la direccion £ = e; y observar el grafico de indices de Be, (8).

By(0)
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3.4. Esquemas de perturbacion

En esta seccion se presentan las expresiones de Ap correspondientes a distintos esquemas de perturbacion
considerados en el andlisis de influencia local. En particular, se abordan los casos de perturbacién del peso
de los casos y de la variable de respuesta.

3.4.1. Perturbacion de ponderacion de casos

La perturbacién de la ponderacién de casos se considera para detectar observaciones con una gran con-
tribucién a la funcién de verosimilitud y que pueden ejercer una gran influencia en los estimadores de
méaxima verosimilitud penalizados. Se consideran los pesos atribuidos a las observaciones en la funcién de
log-verosimilitud penalizada como

A
Ly(0, )\, 25 w) sz i ——fTKf——f* K*f*, (3.1)

donde w = (wy,...,wy) " es el vector de pesos, con 0 < w; < lparai =1,....n,ywo = (1,...,1)T
denota el vector no perturbado.

Diferenciando L, (6, A\, \*; w) con respecto a los elementos de € y w, se obtienen las siguientes derivadas
cruzadas necesarias para la matriz A,;:

2L, (0, ), 25 w) T
— =X'A,0"
aIB awT 9:§,w:wo g 7
27, *. -
0 p(e,)\,)\ 7(.0) _ NTD#DZ,
of dw T 0= .o—wn
21, (0 *,
a p( 7)‘a)‘ 7"‘)) :ZTB(;(S*,
Oa OwT 0= .0—wn
%L,y (0, ), \;w) TAa
— = N*"'D;D.,
00T o g ’
parai = 1,...,n, con D denotado en secciones anteriores, y donde A, = = diag(a; (1 )) Bs = diag(b(l))

Du y D5 son matrices diagonales asociadas al componente de media y precision, respectivamente. N es
la matriz de incidencia de f, y IN* la correspondiente a f*. 6* representa el vector de indicadores tipo
Kronecker 5;}, con 1 en la posicién 7 = j.

3.4.2. Perturbacion de la variable de respuesta

De acuerdo a Leiva et al. (2014), la perturbacion aditiva sobre la i-ésima variable de respuesta es dada por

Yiw, = Yi+w;s(¥;) donde s(¥;) = \/ﬂ%/ggy w; € Rparai = (1,---,n). A continuacion, la funcion de
log-verosimilitud penalizada se construye a partir de la ecuacién (2.10) con ¥; sustituida por ¥;,,, es decir
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n *

A
Ly(0, X\, N5w) =3 40 | yiw) — S TKE - ?f*TK*f*, 3.2)
=1

donde L(-) es la funcion de log-verosimilitud definida en la Ecuacién (2.6), evaluada con y;,,. El vector no
perturbado es wy = (0,...,0) .

Diferenciando L, (6, A\, \*; w) con respecto a los elementos de 6 y w, se obtienen las siguientes derivadas
cruzadas:

82L,(6, M\, \*;w)

0BT g, X ArS
aQLpg?bti*; w) - N'D,Dy Dy,
52L,,a(z, Q;ATW) " Z'B;Sy 5,
a%ég ;}AT*;w) - N*TD;Dy Dy,

parai = 1,...,n, donde Dy = diag(y1, .-, Un), Dy = diag(@l, e 71/9\71), Sy = diag(s(y1),...,s(yn)),
y 5;} es el delta de Kronecker.

Las cantidades 1; se definen como

~ 16 , 2
T VRS NN V) 5

)
P =

4 )
[0:yi + yi + 0ipi]? Ap? 4[6; + 1]y?
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Capitulo 4

Aplicacion a datos de contaminacion
atmosférica

En este capitulo se presenta la aplicacion del modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado
con pardmetro de precision variable. En la Seccién 4.1 se muestra una introduccion sobre la importancia e
impacto del material particulado en la salud humana y el medioambiente, junto con una revisiéon de trabajos
relevantes que abordan esta problemdtica desde diversas perspectivas. En la Seccidn 4.2 se desarrolla un
andlisis exploratorio de los datos proporcionados por el Sistema de Informacién de la Calidad del Aire,
correspondientes a la contaminacién atmosférica en la comuna de Pudahuel durante el periodo GEC del
afio 2024. La Seccién 4.3 estd dedicada a la estimacion de los pardmetros del modelo y a la verificacion de
supuestos, considerando dos tipos de residuos diagnésticos. En la Seccion 4.4 se lleva a cabo un anélisis de
influencia local bajo dos esquemas de perturbacién: ponderacién de casos y perturbacién de la variable de
respuesta. Finalmente, en la Seccidn 4.5 se presenta un andlisis confirmatorio, con el objetivo de identificar
aquellas observaciones que pueden considerarse potencialmente influyentes en los resultados del modelo.

4.1. Introduccion

Las particulas en suspensién con un didmetro inferior a 2.5 micrémetros, conocidas como PM2.5, estdn
compuestas por elementos lo suficientemente pequefios como para penetrar profundamente en las vias res-
piratorias, alcanzando los pulmones e incluso los alvéolos, generando serios riesgos para la salud humana
(Sinca, 2024).

Diversos estudios han documentado estos efectos adversos. Por ejemplo, Cakmak et al. (2010) reportaron
asociaciones entre la exposicién a contaminantes atmosféricos y condiciones como epilepsia, cefaleas y
enfermedad tromboembdlica venosa. Posteriormente, Stanek et al. (2011) realizaron una revision de estudios
epidemiolégicos, toxicoldgicos y de exposicion controlada en humanos, concluyendo que existen evidencias
consistentes sobre los efectos adversos del material particulado, especialmente aquellos derivados de la
traccion vehicular. Entre las afecciones més destacadas se incluyen asma, exacerbacién de enfermedades
respiratorias cronicas, problemas respiratorios generales y aumento de la mortalidad cardiovascular total.

En el contexto latinoamericano, Santiago de Chile se ha caracterizado por presentar, desde hace mas de
tres décadas, niveles de contaminacién que superan los estdndares nacionales e internacionales (Alvarado et
al. 2010). Su ubicacion geogréfica, topografia y condiciones meteoroldgicas generan un escenario propicio
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para la acumulacién de contaminantes, especialmente durante los meses de otofio e invierno, cuando estos
quedan atrapados en el valle. En verano, por otra parte, el incremento de la radiacién solar favorece reac-
ciones fotoquimicas. En este contexto, se producen episodios periédicos de contaminacién extrema, cuyos
niveles varian en funcién de factores meteoroldgicos y geograficos, asi como del tipo y magnitud de las emi-
siones. Estas variaciones hacen que los niveles de contaminantes atmosféricos sean tratados como variables
aleatorias, susceptibles de ser modeladas mediante distribuciones de probabilidad.

Las condiciones meteoroldgicas se consideran un factor determinante en la variabilidad de la contaminacion
del aire, llegando incluso a superar la influencia de ciertos efectos antropogénicos, como el trinsito vehicular
(Alvarado et al. 2010). La relacién entre variables meteorologicas y concentracién de material particulado ha
sido ampliamente estudiada a nivel internacional, y varias de estas variables se incorporan como covariables
explicativas en el modelo propuesto en este estudio.

Para evaluar dicho efecto, se han utilizado diversas herramientas estadisticas, tales como modelos de regre-
sién lineal miiltiple, modelos aditivos generalizados, splines de regresidon adaptativa multivariante y redes
neuronales, entre otras (Puentes ef al. 2021). En el presente capitulo, se analizardn datos reales de con-
taminacion atmosférica registrados en la comuna de Pudahuel durante el 2024, con el objetivo de aplicar
el modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con pardmetro de precision variable, en
funcién de las variables explicativas meteoroldgicas y contaminantes.

4.2. Analisis exploratorio de los datos

Para este estudio se considera un conjunto de datos medioambientales relacionados con la contaminacién
atmosférica, en particular, la informacién proporcionada por el Sistema Nacional de Informacién de la Ca-
lidad del Aire (https://sinca.mma.gob.cl), correspondientes a la comuna de Pudahuel durante el
periodo GEC, comprendido entre el 1 de abril y el 31 de agosto del afio 2024. El conjunto de datos inclu-
ye las variables de concentraciones horarias de material particulado MP2.5 y MP10 (ambos en zg/m?), asi
como la velocidad del viento (m/s), temperatura (°C) y humedad relativa ( %). Del total de registros, se iden-
tificé un 2,6 % de datos faltantes, los cuales se distribuyen de manera no sistemaética a lo largo del periodo
de estudio. Para abordar esta situacion, se aplicé método de imputacion de medias mdviles, con el objetivo
de mantener la estructura temporal. Posteriormente, las series horarias fueron agregadas mediante el cdlculo
de promedios diarios, obteniéndose un total de 153 observaciones para cada variable. Todo el procesamiento
de datos y los anélisis estadisticos fueron realizados utilizando el software RStudio (R2021.09.0).

El objetivo de este andlisis es evaluar la asociacién entre las concentraciones de material particulado y
variables meteoroldgicas mediante la aplicacion del modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders repara-
metrizado con pardmetro de precision variable. Con el fin de motivar el uso de modelos semiparamétricos y
destacar su flexibilidad, se consideran como variable de respuesta las concentraciones promedio diarias de
MP2.5, lo cual permite capturar posibles relaciones no lineales con las covariables explicativas.
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Figura 4.1: Scatter plots de MP2.5 vs MP10 (a), MP2.5 vs velocidad del viento (b), MP2.5 vs Temperatura
(c) y MP2.5 vs Humedad (d).

La Figura 4.1 contiene los graficos de dispersién entre la variable de respuesta y la covariable MP10 (a),
velocidad del viento (b), temperatura ambiental (c) y humedad relativa del aire (d), se aprecia una relacién
lineal positiva entre las concentraciones de MP2.5 y MP10 (a). Este resultado es esperable, dado que ambos
tipos de material particulado comparten fuentes comunes, como la combustidn residencial y el transito
vehicular, y suelen coexistir en condiciones ambientales similares. Esto puede ser apoyado por la correlacion
entre ambas variables que es igual a 0.93. Mientras que, la relacién entre la concentracién de MP2.5 y la
velocidad del viento (b) presenta una clara tendencia negativa, indicando que a mayores velocidades de
viento tienden a registrarse menores concentraciones de MP2.5. Esto concuerda con el comportamiento
fisico del MP, ya que la accién del viento favorece la dispersién de los contaminantes atmosféricos. Esta
relacién no parece ser estrictamente lineal, lo que sugiere que podria modelarse mejor mediante un efecto
no paramétrico. Finalmente, en la Figura 4.1 (c) y (d) se muestran relaciones més difusas entre MP2.5 y
las variables temperatura y humedad relativa, respectivamente. En el caso de la temperatura, se observa
una leve disminucién en los concentraciones de MP2.5 a medida que aumenta la temperatura, aunque con
alta dispersion. Para la humedad relativa, se aprecia una mayor concentracién de puntos con bajos niveles
de MP2.5 en rangos altos de humedad, no obstante, no se alcanza a apreciar algiin tipo de tendencia en
los datos. Estas observaciones sugieren que las variables meteoroldgicas podrian tener efectos no lineales
sobre la concentracion de MP2.5, lo cual justifica su inclusién en el modelo mediante funciones suaves. En
cambio, la variable MP10 muestra una asociacién suficientemente fuerte y lineal como para ser incorporada
en el componente paramétrico del modelo propuesto.
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Figura 4.2: Boxplots ajustados para MP2.5 (izq) y MP10 (der) por meses del periodo GEC registrado por la
estacion de monitoreo Pudahuel, Chile 2024.

La Figura 4.2 presenta los bloxplots de las concentraciones diarias de MP2.5 y MP10 registradas entre abril
y agosto, periodo correspondiente a la GEC. Con el fin de contrastar los niveles observados con la normativa
vigente, se incorporan como referencia los valores maximos de concentracion promedio diaria establecidos
para MP2.5 y MP10, correspondientes a 50 pg/m3N y 150 pg/m3N, respectivamente, lo que permite iden-
tificar visualmente los periodos en los cuales se registran superaciones de dichos umbrales. Se observa que,
en ambos casos, las concentraciones tienden a ser mds bajas en abril y agosto, y mds elevadas entre mayo
y julio. En el gréafico de la izquierda, correspondiente al MP2.5, se muestra un aumento progresivo de las
concentraciones desde abril hasta junio, alcanzando su punto mdximo en este tltimo mes, donde también se
observan varios posibles valores atipicos por sobre los 120 pg/m>N. Este comportamiento puede explicarse
por la combinacién de condiciones meteoroldgicas adversas (baja ventilacién, menor precipitacién y tem-
peraturas mas bajas) y un incremento en las emisiones residenciales por calefaccion a lefia, practica habitual
durante el invierno. Un comportamiento similar se presenta en el grafico del lado derecho para MP10, con
valores centrales més altos en junio y julio. A partir de agosto, ambos graficos presentan una marcada dismi-
nuciodn, lo cual refleja una mejora en las condiciones de ventilacion atmosférica hacia el final del periodo de
invierno. En general, estos resultados ponen de manifiesto la estacionalidad en los niveles de contaminacién
atmosférica, asi como la necesidad de aplicar modelos que consideren variaciones temporales e influencia
de covariables meteoroldgicas, como el propuesto en este trabajo.

4.2.1. Variable de respuesta MP2.5

Como se ha sefialado, resulta de gran interés analizar los promedios diarios de las concentraciones de MP2.5
durante el periodo GEC, debido al incremento significativo de MP observado en dichos meses en la comuna
de Pudahuel.

Media | Mediana | SD | CV | CS | CK | Minimo | Maximo | n
38 33.5 247 | 64.9 | 1.03 | 4.06 5 127 153

Cuadro 4.1: Tabla de estadisticas descriptivas para concentraciones de MP2.5 registrado por la estacion de
monitoreo de Pudahuel, Chile 2024.
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El Cuadro 4.1 proporciona un resumen descriptivo de la variable de respuesta MP2.5. Se observa que el
valor promedio diario de MP2.5 durante el periodo analizado fue de 38 pg/m3N, mientras que la mediana
fue de 33.5 ug/m3N, lo cual indica una leve asimetria en la distribucién de los datos. Esto se ve respaldado
por el coeficiente de asimetria (CS) de 1.03, que indica una asimetria positiva moderada, es decir, presencia
de valores extremos altos. El coeficiente de variacion (CV) de 64.9 % lo cual indica una alta dispersién
relativa en los datos respecto al promedio, lo que es esperable en variables ambientales sujetas a factores
meteorolégicos. Ademas, el coeficiente de curtosis (CK) de 4.06 indica que la distribucién es leptoctrtica,
es decir, tiene colas més pesadas que la distribucién normal, lo que confirma la presencia de observaciones
extremas. El valor minimo registrado fue de 5 ug/m>N y el maximo alcanzé 127 pug/m3N, evidenciando
episodios de alta concentracién que podrian tener efectos significativos en la salud humana y la calidad
del aire. El ndmero total de observaciones corresponde a 153 dias del periodo GEC 2024 en la comuna
de Pudahuel. Se logra identificar que los valores estdn distribuidos de forma asimétrica. A partir de estos
resultados, se identifica que los valores se distribuyen de forma asimétrica. Para respaldar graficamente esto,
a continuacion se presenta la visualizacién correspondiente de la variable de respuesta.
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Figura 4.3: Histograma y boxplot de la variable de respuesta MP2.5, durante el periodo GEC del afio 2024
en la comuna de Pudahuel.

La Figura 4.3 muestra el histograma y el boxplot correspondientes a la variable de respuesta MP2.5, para
el periodo GEC del afio analizado en la comuna de Pudahuel. Se observa que la densidad empirica de
MP2.5 es asimétrica hacia la derecha, es decir, presenta una asimetria positiva, con una cola alargada hacia
valores mds altos, que en algunos casos superan los 50 ug/m3N. Este comportamiento es consistente con
el valor positivo del coeficiente de asimetria (CS = 1.03) obtenido previamente, que indica la presencia de
eventos puntuales con concentraciones significativamente elevadas. El boxplot refuerza esta observacion al
mostrar una mediana por debajo del valor medio, asi como la presencia de posibles outliers por encima del
bigote superior. Estos valores extremos reflejan episodios de alta contaminacién atmosférica, potencialmente
asociados a condiciones meteoroldgicas desfavorables. En conjunto, la forma de la distribucién sugiere que
las concentraciones de MP2.5 presentan variabilidad considerable y no siguen una distribucién normal, lo
que justifica la eleccion de modelos semiparamétricos mds flexibles para su andlisis, como el propuesto en
este trabajo.
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4.3. Estimacion y verificacion de supuestos

Una vez efectuado el andlisis exploratorio y corroboradas las tendencias observadas en los datos descritos
en la Seccidn 4.1, se propone emplear una extension modelo semiparamétrico Birnbaum—Saunders repa-
rametrizado para modelar la relacion entre las concentraciones de MP2,5 y las covariables seleccionadas:
MP10, velocidad del viento y temperatura. Para ello, se asumen las siguientes estructuras funcionales para
las correspondientes funciones de enlace:

g(ps) =x; B+£(ts), h(d) =2z a+ft:;), (=1,2...,153).

La funcién g(-) es la funcién de enlace del componente de media, definida en la seccién 2.3. El vector de
pardmetros 3 = (1, 32) " corresponde al componente paramétrico, mientras que f(-) representa la funcién
suave asociada a la variable continua velocidad del viento ¢;. Para el componente de precision, se considera
la funcién de enlace h(-), también definida en la Seccion 2.3, donde z; representa el vector de covariables
correspondiente a la i-ésima medicion de MP10, & = (a1, a2) T es un vector de parametros, y £*(-) es la
funcién suave asociada a la variable continua temperatura ;.

Se aplica el algoritmo iterativo descrito en la Seccién 4.4 para estimar los pardmetros de suavizamiento A
y A* de los componentes no paramétrico, obteniéndose el estimador \; = 0.7y A\; = 0.9. Para estimar los
parametros de los componentes paramétricos del modelo, se maximiza la funcién de log-verosimilitud pena-
lizada, como se describe en la Seccién 2.4. Los estimadores de maxima verosimilitud penalizada obtenidos
para los vectores de pardmetros son:

Parametro Estimacion  Error estandar p-valor
B1 —9.225822 0.001388817 < 0.00001
32 0.556225 2.648415 x 107° < 0.00001
a1 —1.6688346 0.000653432 < 0.00001
Qo 0.9453671 0.0002562161 < 0.00001

Cuadro 4.2: Estimaciones de los parametros, errores estdndar y p-valores.

Para comprobar que el modelo propuesto es adecuado, se verifica que los coeficientes estimados ﬁl y Bg
son estadisticamente significativos al nivel del 5 %, ya que sus respectivos p-valores son cercanos a cero, lo
cual concuerda con las relaciones observadas previamente en el andlisis exploratorio. En consecuencia, se
concluye que el componente paramétrico especificado es adecuado para describir la media de la variable de
respuesta MP2.5.

Como parte del andlisis del modelo propuesto, es relevante examinar el comportamiento de las funciones
suaves f(t;) y £*(¢;), estimadas para las covariables continuas: velocidad del viento y temperatura, respec-
tivamente. Estas funciones permiten capturar relaciones no lineales entre las covariables y los componentes
del modelo. En particular, la funcién f(¢;) forma parte del componente de media del modelo, mientras que
£*(t;) estd asociada al componente de precision, permitiendo modelar la heterocedasticidad presente en
los datos. A continuacidn, se presentan los graficos correspondientes a ambas funciones suaves estimadas
contaminacién atmosférica durante el periodo de estudio.
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Figura 4.4: Funciones suaves estimadas para velocidad del viento y temperatura.

La Figura 4.4 presenta las funciones suaves estimadas correspondientes a los efectos no paramétricos in-
cluidos en el modelo. La grafica de la izquierda representa el efecto de la velocidad del viento ¢; en el
componente de la media, mientras que la grafica de la derecha representa el efecto de la temperatura ¢; en
el componente de precision.

En el primer grafico, se observa que la velocidad del viento tiene un efecto no lineal negativo sobre los
concentraciones de MP2.5, con una clara tendencia decreciente. Esto indica que, generalmente, a mayor
velocidad del viento, menor concentracion de MP2.5, lo cual tiene relacién con el fendmeno fisico de dis-
persién de contaminantes atmosféricos por efecto del viento.

En el segundo gréfico, se aprecia el efecto de la temperatura sobre la precision del modelo. Se observa una
tendencia negativa, lo que sugiere que a medida que aumenta la temperatura, disminuye la dispersion de los
residuos. Esto puede interpretarse como una mayor estabilidad en las observaciones para valores altos de
temperatura, fenémeno esperable dado que condiciones térmicas estables pueden regular las emisiones y la
acumulacién de particulas contaminantes.

Se logra visualizar que ambas funciones permiten capturar relaciones no lineales entre las covariables me-
teoroldgicas y los pardmetros del modelo. Adicionalmente, no se presentan saltos ni quiebres pronunciados.
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Figura 4.5: Gréficos residuos del modelo.

En la Figura 4.5 se presentan los gréificos de residuos estandarizados (a) y residuos de Jgrgensen (b), los

cuales permiten evaluar el ajuste del modelo propuesto y detectar posibles observaciones atipicas.

En el gréfico (a), se observa que la mayoria de los residuos estandarizados se encuentran dentro del rango
aceptable de [—2, 2], sin evidenciar patrones sistematicos, lo que sugiere un ajuste adecuado del modelo
en términos generales. Sin embargo, se identifican algunas observaciones que superan la linea inferior,
las cuales podrian estar asociadas a eventos puntuales de la variable respuesta. Por otro lado, el grafico
(b) muestra los residuos de Jgrgensen, definidos en Jorgensen, (1987), cuya dispersién es algo mayor en
comparacién con los residuos estandarizados, destacandose algunas observaciones por debajo de la linea
inferior de —2. Esta diferencia sugiere una mayor sensibilidad de los residuos de Jgrgensen frente a ciertas

observaciones.

Adicionalmente, la comparacion entre los residuos estandarizados y los residuos de Jgrgensen aporta evi-
dencia empirica que respalda la hipétesis de heterocedasticidad en la variable respuesta. La mayor dispersion
observada en los residuos de Jgrgensen para ciertos rangos de las observaciones sugiere que la variabilidad
de MP2.5 no es constante a lo largo del dominio de los predictores, sino que depende de las condiciones
meteoroldgicas y del nivel de la respuesta. Este comportamiento motiva la necesidad de modelar explicita-
mente el pardmetro de precision del modelo, permitiendo capturar adecuadamente cambios en la varianza
condicional y mejorar la calidad del ajuste. En este contexto, la inclusién de una estructura para la precision
resulta fundamental para describir de manera mads realista el proceso generador de los datos, especialmente

en presencia de episodios de alta contaminacion.

Asimismo, se identifican algunas observaciones que exceden las bandas de referencia en ambos graficos de
residuos, las cuales podrian corresponder a eventos atipicos o potencialmente influyentes. Para un andlisis
mads detallado de estas observaciones, resulta pertinente emplear herramientas de diagnéstico adicionales,
tales como el comando identify (), que permite visualizar y examinar los valores especificos asociados
a dichos puntos. Este andlisis complementario contribuiria a evaluar su impacto sobre las estimaciones del

modelo y a determinar si corresponden a fendmenos reales.
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Figura 4.6: Histograma y QQplot de los residuos estandarizados.

En la Figura 4.6 se presentan el histograma y el grafico Q-Q de los residuos estandarizados con el objetivo
de evaluar el supuesto de normalidad. El histograma muestra una distribucion aproximadamente simétrica y
centrada en cero, aunque con una leve asimetria hacia la izquierda. Esta forma es consistente con una distri-
bucién normal, sin evidencias de colas. Por otra parte, el grafico Q-Q revela que los cuantiles empiricos de
los residuos se alinean de manera razonable con los cuantiles tedricos de una normal estdndar, especialmente
en la parte central de la distribucién. No obstante, se observa una ligera desviacion en los extremos superio-
res, lo cual podria estar asociado a la presencia de observaciones atipicas. Con el fin de complementar este
analisis, se aplicé el test de Kolmogorov—Smirnov con correccion de Lilliefors sobre los residuos estandari-
zados, obteniéndose un p-valor de 0.216. Dado que este valor es superior al nivel de significancia del 5 %, no
se rechaza la hipdtesis nula de normalidad, lo que respalda formalmente la validez del supuesto de normali-
dad de los residuos. En conjunto, el anélisis grifico y el contraste estadistico sugieren que la aproximacion
normal resulta razonable para los residuos del modelo, permitiendo sustentar el analisis realizado.
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4.4. Analisis de Influencia Local

Las técnicas de influencia local para el modelo semiparamétrico BSR con pardmetro de precisién variando
propuestas en la Seccién 2.3 se presentan graficamente a continuacion

= S
2 g ]
2 S
g ]
s 8
s S
g 2|
R
£ o
= ; 1 30 o
5 7
g [~#= [ e -
< T T T T T
0 0 50 100 150
indice de observacién indice de observacién
2] g
o o
H 3
& R s 2
2 o 8 o
S g
3 5
2o g e
E -4 E -4
s o S
° ©
2 I3
g e ze
g 2. 22l
330
R g
B 2
s 8
E E
T T T T T T T T
o 50 100 150 0 50 100 150
indice de observacién indice de observacion

Figura 4.7: Gréficos de indice C; para 3, o, f y £* bajo el esquema de perturbacién de ponderacion de casos.
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Figura 4.8: Gréficos de indice C; para 3, a, f y f* bajo el esquema de perturbacién de la variable de
respuesta.

Las Figuras 4.7 y 4.8 muestran el andlisis de influencia local para los esquemas de perturbacion por casos y
de la variable de respuesta, respectivamente, aplicados a los componentes del modelo. Cada fila corresponde
a los efectos en los parametros del componente de media (3 y f) y del componente de precision (c 'y £*). En
ambos gréficos se incluye una linea roja discontinua que representa el umbral de corte para detectar obser-
vaciones potencialmente influyentes. Aquellas observaciones que superan este umbral pueden considerarse
como posibles outliers en la estimacién del pardmetro correspondiente.

En el caso de la perturbacién por casos se identifican observaciones posiblemente influyentes, tales como
la 83, 1, 22, 121, 74 y 30, las cuales son recurrentes en distintos componentes del modelo. Esto refuerza la
evidencia de que dichas observaciones podrian ser influyentes para mas de un componente del modelo, y
por lo tanto deben ser analizadas con mayor detalle.

Por otro lado, en la perturbacion de respuesta, se observa que ciertas observaciones, tales como la 30, 29, 1,
3,22, 26 y 83 presentan valores altos de al menos uno de los componentes, lo que sugiere que su presencia
podria afectar de cierta forma la estimacion de los parametros.

En conjunto, este andlisis permite diagnosticar qué observaciones ejercen mayor influencia sobre cada uno
de los pardmetros del modelo, entregando informacion para evaluar la robustez del mismo frente a datos
potencialmente atipicos.
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4.4.1. Analisis confirmatorio

A partir de los resultados anteriores, se identificaron un conjunto de observaciones que podrian considerarse
influyentes. Con el fin de cuantificar el impacto que estas observaciones tienen sobre los pardmetros estima-
dos, se procede a realizar un andlisis confirmatorio. Este consiste en eliminar las observaciones identificadas
previamente, especificamente los subconjuntos {30}, {29}, {26}, {30, 29}, {29, 26} y {30, 29, 26} y volver
a estimar los parametros del modelo.

Para evaluar el efecto de estas eliminaciones, se calcularan los cambios relativos (CR) en las estimaciones de
los pardmetros, asi como en sus respectivos errores estdndar y p-valores. La expresion matematica utilizada
para calcular el cambio relativo es la siguiente:

0j — 950

SEB;) — SE(6;)3
SE(6;)

CR x 100 % y CR x 100 %,

10! Aj SE(0j)q)

donde éj(i) y SE(éj)(l-) denotan las estimaciones de mdxima verosimilitud penalizada de ¢; y SE sus
correspondientes errores estdndar, obtenido después de extraer la observacion i-ésima, para j = 1,2y
i=1,2,...,153.
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Casos eliminados Estimacion b1 Bo o1 a9
Ninguno 0 - - - -
SE - - - -
p-valor - - - -
{30} (7] 2.430801 1.560264 1.874038 8.675556
SE 0.000144 2.319062 0.000198 7.54124
p-valor < 0.01 < 0.01 < 0.01 < 0.01
{29} (7] 2.672818 9.169814 2.340081 4.955074
SE 0.000191 2.720661 0.000853 0.000337
p-valor < 0.01 < 0.01 < 0.01 < 0.01
{26} (7] 1.107166 7.296805 2.350814 6.870669
SE 0.000197 0.225587 2.048961 0.000526
p-valor < 0.01 < 0.01 < 0.01 < 0.01
{30, 29} 0 1.695619 5.8861 3.292856 2.34522
SE 0.006713 9.51218 0.000184 0.000369
p-valor < 0.01 < 0.01 < 0.01 < 0.01
{29, 26} 0 1.84033 4.46931 2.670932 1.35713
SE 0.003901 5.362958 0.000566 0.000350
p-valor < 0.01 < 0.01 < 0.01 < 0.01
{30, 29, 26} 0 3.476363 8.014248 3.153739 1.277435
SE 0.053332 7.530216 0.001002 0.000213
p-valor < 0.01 < 0.01 < 0.01 < 0.01

Cuadro 4.3: Estimaciones de mdxima verosimilitud, los correspondientes errores estdndar estimados para
los casos eliminados indicados, y los respectivos p-valor.

En el Cuadro 4.3 se presentan las estimaciones de los pardmetros del modelo, sus respectivos errores estdndar
y p-valores, al eliminar las observaciones 30, 29 y 26, tanto de forma individual como combinada. Se ob-
serva que los cambios individuales en las estimaciones de Bl y Bg son menores al 1 %, lo cual indica que
el componente de media del modelo es bastante robusto frente a estas observaciones. Sin embargo, cuando
se eliminan conjuntamente las observaciones 30, 29, 26, el cambio relativo en Bl alcanza un 5.3 %, lo que
sugiere una mayor sensibilidad acumulada. En cuanto al componente de precision, se evidencian mayores
variaciones, especialmente en las estimaciones de &1 y &o, donde los cambios relativos superan el 3 %,
incluso con combinaciones de s6lo dos observaciones (ejemplo 29, 26). Estos resultados indican que la pre-
cision del modelo es mds susceptible a la presencia de estas observaciones en comparacién con la media. A
pesar de estos cambios, los p-valores asociados a los coeficientes paramétricos se mantienen por debajo de
0.01 en todos los escenarios, lo que indica que las estimaciones contindan siendo estadisticamente signifi-
cativas al 5 %. Cabe destacar que estas observaciones corresponden a los dias 30 de mayo (observacién 30),
29 de mayo (observacion 29) y 26 de mayo (observacién 26) del periodo GEC 2024 en la comuna de Pu-
dahuel. Estas fechas coinciden con concentraciones elevadas de MP2.5 y podrian estar asociadas a eventos
de contaminacién atmosférica relevantes, lo que refuerza su impacto detectado en el andlisis de influencia.
En sintesis, este analisis de diagnéstico basado en el enfoque de la influencia local y los residuos confirman
que el modelo semiparamétrico Birnbaum-Saunders reparametrizado con parametro de precision variando,
presentado en la Subseccion 2.4, es adecuado para modelar datos ambientales, incluso si existen valores
atipicos y observaciones potencialmente influyentes.
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7. Conclusion y trabajos futuros

En este trabajo se estudié el modelo semiparamétrico Birnbaum—Saunders reparametrizado con pardmetro
de precisién variando, extendiendo y generalizando contribuciones previas en la literatura. Este enfoque
permitié modelar datos ambientales sin necesidad de realizar transformaciones sobre la variable de res-
puesta, conservando asi la interpretabilidad original de las concentraciones contaminantes. La distribucién
Birnbaum—Saunders demostré ser particularmente adecuada en este contexto, debido a sus propiedades
asimétricas y flexibilidad frente a datos reales.

Se desarroll6 una metodologia de estimacion basada en la maximizacidn de la log-verosimilitud penalizada,
utilizando algoritmos como Scoring de Fisher y Backfitting ponderado. Asimismo, se implement6 un com-
pleto andlisis de diagndstico, incluyendo graficos de residuos y técnicas de influencia local bajo diferentes
esquemas de perturbacidn, lo que permitié identificar observaciones potencialmente influyentes y evaluar la
robustez del modelo.

Un aspecto destacable del modelo propuesto es su capacidad para modelar simultineamente los componen-
tes de media y precisién de la variable de interés, otorgdndole mayor flexibilidad y precision inferencial, lo
cual resulta especialmente relevante en aplicaciones ambientales donde la variabilidad no es constante.

Finalmente, la aplicacién del modelo a datos reales de contaminacién atmosférica en la comuna de Pudahuel,
Regién Metropolitana, Chile evidencié su buen desempefio, confirmando su utilidad practica para el andlisis
de fendmenos ambientales.

Como lineas futuras de investigacion, se propone extender este enfoque a contextos mas complejos, tales
como modelos con coeficientes parcialmente variantes, estructuras espaciales o temporales, o considerar
penalizaciones alternativas. En conclusién, el modelo propuesto representa una herramienta estadistica ro-
busta y versatil, con potencial de aplicacién en diversas dreas donde se requiere modelar simultdneamente
la media y la variabilidad de una variable de interés.
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Anexos

datos <- read_excel ("")
summary (datos$MP2.5)

sd (datos$MP2.5)

cv (datos$MP2.5)

Y <- datos$MP2.5

L1 <- datos$MP10

Ll <- matrix(Ll, nrow = length(Ll), ncol = 1)
L2 <- datos$TEMPERATURA

L2 <- matrix (L2, nrow = length(Ll), ncol = 1)
n <- nrow(Y)

W <- cbind(rep(1,n),Ll)

WT <- t (W)

p <- ncol (W)

X1 <- datos$VIENTO

X1 <- matrix (X1, nrow = length(X1l), ncol = 1)

X2 <- datos$TEMPERATURA
X2 <- matrix (X2, nrow = length(X2), ncol = 1)
cor (datos$MP10, datos$MP2.5

hist (Y, breaks = 30, col = "lightblue", probability = TRUE,

main = "Histograma de PM2.5", xlab = "PM2.5")

lines (density (Y, na.rm = TRUE), col = "red", lwd = 2)

par (mfrow = c(1, 2))

plot (datos$PM10, datos$PM2.5, col="orange",pch=20, cex=1.5, xlab = "Concentracién MP10 (a)", ylab = "Concentraci?n MP 2.5")

plot (datos$VIENTO, datos$PM2.5, col="deeppink",pch=20, cex=1.5, xlab = "Velocidad del viento (b) ", ylab = "Concentraciones MP 2.5")

par (mfrow = c(2, 2))

plot (datos$MP10, datos$MP2.5, col="orange",pch=20, cex=1.5, xlab = "Concentracién MP10 (a)", ylab = "Concentracidén MP 2.5")

plot (datos$SVIENTO, datos$MP2.5, col="deeppink",pch=20, cex=1.5, xlab = "Velocidad del viento (b) ", ylab = "Concentracién MP 2.5")
plot (datos$TEMPERATURA, datos$MP2.5, col="green",pch=20, cex=1.5, xlab = "Temperatura ambiente (c)", ylab = "Concentracidén MP 2.5")
plot (datos$HUMEDAD, datos$MP2.5, col="blue",pch=20, cex=1.5, xlab = "Humedad relativa del aire (d) ", ylab = "Concentracién MP 2.5")

#Matriz que contiene los regresores lineales#

Z <- cbind(rep(l,n),L2)

ZT <- t(2)

D.X1 <- unique (X1)

Tl <- matrix(sort(D.X1l), nrow = nrow(D.X1l), ncol = 1)
#Dimensiones#

k1l <- nrow(X1)

rl <- nrow(T1)

D.X2 <- unique (X2)
T2 <- matrix(sort(D.X2), nrow = nrow(D.X2), ncol = 1)

#Matriz Ql#
hl <- matrix (numeric(rl-1), nrow = (rl-1), ncol = 1)

for(i in 1:(rl-1)){

hif{i,1] <- T1[i+1,1] - T1[i,1]

}

Ql <- matrix (0, nrow = rl, ncol = (rl-1), byrow = TRUE)
for(i in 1:rl){

for(j in 2:(rl-1)){

if (abs (i-3)<2){

Q1[j-1,3] <- solve(hl[3j-1,11])

01(3,3] <- —(solve(hl[j-1,1]) + solve(hl[],1]))
Q1[j+1,3] <- solve(hl[]j,1])

telse Q1[i,3] <= 0

}
}

Ql <= Q1[1l:rl,2:(rl-1)]
Ql <- matrix(Ql, nrow = rl, ncol = (rl-2))

Q1T <- t(Q1)

#Matriz K1#
Rl <- matrix (0, nrow = (rl-1), ncol = (rl-1), byrow = TRUE)

for(i in 2:(rl1-1)){

for(j in 2:(rl-1)){

if (abs(i-3) < 2){

R1[i,i] <= (1/3)(h1[i-1,1] + hl[i,1])
if(i < (rl-1)){

R1[i,i+1] <= (1/6)*hl[i,1]
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R1[i+1,1i] <= (1/6)*hl[i,1]
}
}else R1[i,]] <= O

}
}

Rl <= R1[2:(rl-1),2:(rl-1)]
Rl <- matrix(R1l, nrow = (rl-2), ncol = (rl-2))
R1I <- solve(R1l)

K1 <— QI%*%RII%*%Q1T

#Matriz NI1#
N1 <- matrix(l,nrow = k1, ncol=rl, byrow = TRUE)

for (i in 1:k1){
for(j in 1:rl1)({

if(X1[i,1] == T1[3,11){
N1([i,3] <=1
}else N1[i,j] <= 0

}
}
N1T <- t(N1)

X2 <- matrix (X2, nrow = length(X2), ncol = 1)
D.X2 <- unique (X2)
T2 <- matrix(sort(D.X2), nrow = nrow(D.X2), ncol = 1)

#Dimensiones#
k2 <- nrow(X2)
r2 <- nrow(T2)

#Matriz Q2#
h2 <- matrix(numeric(r2-1), nrow = (r2-1), ncol = 1)

for(i in 1:(r2-1)){
h2(i,1] <- T2[i+1,1] - T2[i,1]
}

Q2 <- matrix (0, nrow = r2, ncol = (r2-1), byrow = TRUE)
for(i in 1:r2){
for(j in 2:(r2-1)){

if (abs (i-3)<2){

021[3-1,3] <- solve(h2[j-1,1])

02[3,3] <= —(solve(h2[j-1,1]) + solve(h2[j,1]))
Q2[j+1,3] <- solve(h2[j,1])

}else Q2[i,]] <= 0

}
}

Q2 <- Q2[1:r2,2:(r2-1)]
Q2 <- matrix(Q2, nrow = r2, ncol = (r2-2))
Q2T <- t(Q2)

#Matriz K1#
R2 <- matrix (0, nrow = (r2-1), ncol = (r2-1), byrow = TRUE)

for(i in 2:(r2-1)){

for(j in 2:(r2-1)){

if (abs (i-j) < 2){

R2[i,1i] <= (1/3)*(h2[i-1,1] + h2[i,1]
1f(i < (r2-1)){

R2[i,i+1] <= (1/6)*h2[i,1]

R2[i+1,i] <= (1/6)*h2[i,1]

}

}else R2[1i,3j] <= 0

}
}

R2 <- R2[2:(r2-1),2:(r2-1)]
R2 <- matrix(R2, nrow = (r2-2), ncol = (r2-2))
R2I <- solve (R2)

K2 <- Q2%*%R2I%*%Q2T

\remove{text}

#Matriz N2#

N2 <- matrix(l,nrow = k2, ncol=r2, byrow = TRUE)



for (i in 1:k2){
for(j in 1:r2)({

if(X2[i,1] == T2[3,11){
N2[i,3] <- 1
}else N2[i,]J] <= 0

}
}
N2T <- t(N2)

#Vectores#
V1 <- matrix(rep(l,rl), nrow = rl, ncol = 1)
V1T <- t (V1)

#Matrices de unos en la diagonal principal#
Jn <- diag(n)
Jrl <- diag(rl)

lambdal <- 0.1
lambda2 <- 2.3

#Estimacion de los beta y F#
F1_0 <- solve(NIT%$*%N1 + lambdal=*K1l)%$*%N1T%*%Y #F1
F2_0 <- solve(N2T%*%N2 + lambda2*K2)%$*3N2T%+%Y #F2

ybar <- mean(Y)

#Grados de libertad

sum( diag( N1%+%solve (NIT%*%N1 + (lambdal=#K1l))%*%N1T ) )
sum( diag( N2%+%solve (N2T%*%N2 + (lambda2#K2))%$*%N2T ) )
vart = (n / (n - 1)) % var(Y)

vart = vart[1l,1]

beta_0 <- solve (WT$*3W) $+SWTS*x%Y #W = X

alfa_0 <- s0lve (ZT%*%Z)%$*%$2T%*%Y #Z = 2

alfa_i <- alfa_0

f_i2 <- F2_0

conteod <- 0

I0 <- matrix (0, nrow = n, ncol = 1)

tau_i <- (2%x%alfa_i) + (N2%+%f_1i2)

tau <- tau_i

Betas <- beta_0

Fl <- F1_0

mul <- (W$+%Betas) + (N1%xSF1)

delta_0 <- (Z%x%alfa_0) + (N2%«%F2_0)

L_i <- sum( (delta_0/2) - ((log(delta_0+1))/2) - ((log(mu0))/2) - ((3xlog(Y))/2) + (log((delta_0+Y)+Y+(delta_0*mu0))) - ((Y*(delta_0+1))/ (4+mu0)) - ((

conteo3 <- 0
NORMA3 <- 1000
epsilon3 <- 0.01

while (NORMA3 > epsilon3) {

beta_ant <- Betas
fl_ant <- F1

conteol <- 0
NORMA <- 1000
epsilon <- 0.001

while (NORMA > epsilon) {

if (conteol > 0){

beta_i <- Betas

f_il <- F1}

mul <- (W%+%Betas) + (N1%x%F1)
delta_0 <- (Z%*%alfa_i) + (N2%*%f_i2)

for (k in 1:n) {

f.bs0 <- function(x) {

( (sgrt(delta_O[k,1]+1)* (exp (1)  (delta_0[k,1]/2)) )/ (4xsqrt(pixybar)=(x"(3/2))) ) = ( (x + ((delta_0[k,1]xybar)/(delta_0[k,1]+1)))"(3) ) =
( exp(l) " (-(delta_0[k,1]/4)*( (((delta_O[k,1]+1)#*x)/(delta_0[k,1]xybar)) + ((delta_O[k,1l]*ybar)/((delta_0[k,1]+1)*x)) )) )

}

integral0 <- integrate(f.bs0, lower = 0, upper = Inf

I0(k,1] <- integralO$value

}

a0 <- matrix(1l,nrow=n,ncol=1)
Da0 <- diag(as.vector(a0))

b <- matrix(rep(l,n), nrow = n, ncol = 1)
v0 <= ( (delta_0x(a072)) / ((2x(mu0"2))) ) + ( ((delta_0"2)x(a072)) / ((delta_0+1)"2) )«*I0
b0 <- (1/2) - (1/(2x(delta_0+1))) + ((Y+ mu0)/(delta_0xY + Y + delta_0*mu0)) - (Y/(4+«mu0)) - ((delta_Ox(delta_0+2)+mu0)/ (4% ((delta_0+1)"2)«Y)) #MIA RE}

Dv0 <- diag(as.vector (v0))

Dva0 <- solve(Dv0)%*%Da0

S0 <= ( ( (1) / (2+*mu0x(delta_0+1)) ) + ( (delta_Oxmu0) / ((delta_0+1)"3) )*I0 )=*aOxb
Ds0 <- diag(as.vector(50))
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Dvs0 <- solve(Dv0)%*%Ds0
mu.ast <- 1/ (2+mu0)

Y.ast.mu <- ( delta_0/((delta_0xY) + Y + (delta_Oxmu0)) ) + ( (Yx(delta_0+1))/ (4% (mu0)"2) ) - ( (delta_0"2)/(4xYx(delta_0+1)) ) #-> Funciones scores

eta_i <- (W%*%Betas) + (N1%x%F1)

if (conteol <= 0){

Betas <- solve (WT%*%Dv0%*3W) $*x$WT$+x%Dv0%+% (Dval%+% (Y.ast .mu-mu.ast) + eta_i - N1%x3F1l) }else{

Betas <- solve (WT%*%Dv0%*3W) $*SWT%+%Dv0%*% (Dval%*% (Y.ast.mu-mu.ast) + eta_i + DvsO0%x%tau_i - DvsO0%+%tau — N1%x%F1) }

Betas

if (conteol <=0){

Fl <- s0lve (N1T%$*%Dv0%+%N1 + (lambdal*K1l))%$*$N1T%$*x%Dv0%+% (DvalO%$+%(Y.ast.mu-mu.ast) + eta_i - W$+%Betas) }else{

Fl <- solve (N1T$*%Dv0%+%N1 + (lambdal*K1l))%$*$N1T%$*%Dv0%+% (Dval0%$+%(Y.ast.mu-mu.ast) + eta_i + DvsO0%x%tau_i - DvsO0%+%tau - W%+%Betas)}

if (conteol > 0) {

NORMA.beta.dif <- sgrt( t(Betas - beta_i)%+% (Betas - beta_i)
NORMA.fl.dif <- sqgrt( t(F1 - f_il)%*%(F1 - f_il) )

NORMA.beta <- sqgrt( t(beta_i)%*%beta_i )

NORMA.fl <- sqrt( t(f_il)%$x%$f_il

NORMA <- (NORMA.beta.dif + NORMA.fl.dif )/ (NORMA.beta + NORMA.fl)
}

beta_i <- Betas
f i1l <- F1

conteol <- conteol + 1

mu <- (W%+%Betas) + (N1%*%F1)
eta <- (W%+%Betas) + (N1%*%F1)
eta_ant <- (W%x%beta_ant) + (N1%$x%fl_ant)

Alfas <- alfa_0
F2 <- F2_0

epsilon2 <- 0.001
conteo2 <- 0
NORMA2 <- 1000

while (NORMA2 > epsilon2) {
delta_0 <- (Z%x%alfa_i) + (N2%+%f_i2)
for (k in 1:n) {

f.bs0 <- function (x) {

( (sgrt(delta_0[k,1]+1)x (exp (1)~ (delta_0[k,11/2)) )/ (4*xsqrt(pixybar)=*(x"(3/2))) ) = ( (x + ((delta_0[k,1]xybar)/(delta_0[k,1]1+1)))"(3) ) =*
( exp(l) " (-(delta_0([k,1]/4)*( (((delta_O[k,1]+1)#*x)/(delta_0[k,1l]*ybar)) + ((delta_O[k,1]*ybar)/((delta_0[k,1]+1)xx)) )) )

}

integral0 <- integrate(f.bs0O, lower = 0, upper = Inf

I0(k,1] <- integralO$value

}

b <- matrix(rep(l,n), nrow = n, ncol = 1)
Db0 <- diag(as.vector (b))

u0 <- ( ( ( (delta_0"2) + (3xdelta_0) + 1 ) / ( 2x(delta_0"2)x((delta_0+1)"2) ) ) + ( (mu"2) / ((delta_0+1)"4) )*I0 )xb {2}
Du0 <- diag(as.vector (u0))

Dub0 <- solve (Du0)%$*%Db0

Dus0O<-solve (Du0) $+%Ds0

delta.ast <- -(delta_0)/ (2% (delta_0+1))

Y.ast.delta <- ( (Y + mu)/((delta_0xY) + Y + (delta_Oxmu)) ) - (Y/(4+mu)) - ( (delta_Ox(delta_0+2)+mu)/ (4% ((delta_0+1)"2)«Y) )

tau_i <- (Z%x%Alfas) + (N2%$%%3F2)

if (conteo2 <=0) {

Alfas <- s0lve (ZT%$*%Dul0%+%2Z) $*x%$Z2T%+«%Dul0%*% (Dub0%+% (Y.ast.delta-delta.ast) + tau_i - N2%*x%f_i2) }else{
Alfas <- s0lve (ZT%$*%Dul0%*%2) $*%2T%+%Dul0%+% (Dub0%+% (Y.ast.delta-delta.ast) + tau_i + DusO0%+%eta_ant - Dus0%+%eta - N2%+%f_i2)}

if (conteo2 <= 0){

F2 <- solve (N2T%*%Du0%+%N2 + (lambda2*K2))%*3N2T%*x%Dul%+% (Dub0%+% (Y.ast.delta-delta.ast) + tau_i - Z%+%Alfas ) }else{

F2 <- solve (N2T%*%Du0%*3%N2 + (lambda2*K2))%*%N2T%*%Dul%+% (Dub0%+% (Y.ast.delta-delta.ast) + tau_i + DusO%x%eta_ant - Dus0%+%eta - Z%*%Alfas
if (conteo2 > 0){

NORMA.alfa.dif <- sqgrt( t(Alfas - alfa_i)%x%$(Alfas - alfa_i)

NORMA.alfa.dif

NORMA.f2.dif <- sqrt( t(F2 - f_i2)%*%(F2 - f_i2) )
NORMA.alfa <- sqgrt( t(alfa_i)%$*%alfa_i )

NORMA.f2 <— sqrt( t(f_i2)%+%f_1i2
NORMA2 <- (NORMA.alfa.dif + NORMA.f2.dif)/(NORMA.alfa + NORMA.f2)

alfa_i <- Alfas
f_i2 <- F2
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conteo2 <- conteo2 + 1

tau <- (Z%+%Alfas) + (N2%%%F2)

delta <- (Z%x%Alfas) + (N2%%3F2)

L <= sum( (delta/2) - ((log(delta+l))/2) - ((log(mu))/2) - ((3xlog(Y¥))/2) + (log((deltaxY)+Y+(deltaxmu))) - ((¥*(delta+l))/(4*mu)) - (((delta”2)mu)/ (¢
NORMA.vero.dif <- sgrt( t(L - L_i)%+%(L - L_i)

NORMA.vero <- sqgrt( t(L_i)%=*%L_1i )
NORMA3 <- (NORMA.vero.dif)/(NORMA.vero)
L_i<-1L

conteo3 <- conteo3 + 1

}

#Estimaciones#
Betas

Alfas

Fl

F2

#Grados de libertad#

sum(diag (N1%$+*%solve (NIT$*%Dv0%*x$N1 + (lambdalxK1l))%*3N1T%x%DvO0))
sum(diag (N2%*%solve (N2T%$*%Du0%*%N2 + (lambda2xK2))%*3$N2T%*%Du0))

#Funciones
par (mfrow = c(1l, 2))

#1

plot (X1,Y,
type="p",
col="black",
bg="gray",
pch=21,
lwd=1,
main="",

cex.main=1,

xlab="Velocidad del viento (m/s)",
ylab="MpP2.5",

axes=TRUE,

las=1,

bty="o",

cex.lab=1.5,

cex.sub=1.4)

lines(T1,F1, type = "o", col = "black", bg = "red", pch = 21)

#2

plot (X2,Y,
type="p",
col="black",
bg="gray",
pch=21,
lwd=1,
main="",

cex.main=1,
xlab="Tempertura",
ylab="MpP2.5",
axes=TRUE,

las=1,

bty="o",
cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

lines(T2,F2, type = "o", col = "black", bg = "red", pch = 21)

Yn <- (Y - W%x%beta_i)
plot (X1, Yn,

type="p",

col="black",
bg="tomato",

pch=21,
1lwd=1,
main="",
cex.main=1,
xlab="",
ylab="",
axes=TRUE,
las=1,
bty="o",

cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)
par (new=TRUE)
plot (T1,f_il,type="1",ylab="f",xlab="T1_0",main="", axes=F, lwd=2,col="black")

#2
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Yn <- (Y - Z%x%alfa_i)
plot (X2, Yn,
type="p",

col="black",
bg="tomato",

pch=21,
lwd=1,
main="",
cex.main=1,
xlab="",
ylab="",
axes=TRUE,
las=1,
bty="o",

cex.lab=1.5,

cex.sub=1.4)

par (new=TRUE)

plot (T2,f_i2,type="1",ylab="f",xlab="T2_0",main="", axes=F, lwd=2, col="black")

#Variable respuesta estimada#
Y_e <- W%x%beta_i + N1%*%f_il
plot (Y, Y_e,

type="p",

col="black",

bg="aquamarine",

pch=21,

1lwd=1,

main="",

cex=1.4,

cex.main=1,

xlab="MP2.5",

ylab="MP2.5 estimado",

axes=TRUE,
las=1,
bty="o",

cex.lab=1.5,
cex.sub=6.1)

#Matriz de informaci?n esperada de Fisher y covarianza#

Kbb <- t (W)%+3Dv0%+3W
Kbf <— t (W) %*3Dv0%*3N1
Kbd <— t (W)%+%Ds0%+%2
Kbf2 <- t (W) %$*%Ds0%*%N2

Kfb <- t (Kbf)

Kff <- t£(N1)%*%Dv0%*%N1 + lambdalx*K1l
Kfd <- t(N1)%*%Ds0%*%2

Kff2 <- £ (N1)%*%Ds0%*%N2

Kdb <- t (Kbd)
Kdf <- t(Kfd)

Kdd  <- t(Z)%+%Du0%x3%2
KAf2 <- t(Z)%+3Du0%«%N2

Kf2b <- t(Kbf2)

Kf2f <- t(Kff2)

Kf2d <- t(Kdf2)

Kf2f2 <- t (N2)%+«%Dul0%+%N2 + lambda2*K2
g=2

Al<-cbind (Kbb, Kbf, Kbd, Kbf2)
A2<-cbind (Kfb,Kff, Kfd, Kf£2)
A3<-cbind (Kdb, Kdf, Kdd, Kdf2)
Ad<-cbind (Kf2b,Kf2f,Kf2d,Kf2£2)
fisher <- rbind(Al,A2,A3,24)
se.f = sqgrt(diag(ginv (fisher)))
length (se.f)

which (fisher < 0, arr.ind = TRUE)

dmul <- (tau/(tauxY + Y + tauxmu))+ ((Y*(tau+l))/ (4« (mu"2)))-((tau”2)/ (4x¥* (tau+l)))-(1/(2+mu))
dmu2 <- (1/(2%(mu"2)))-((tau”2)/((tau*xY + Y + tausmu) "2))-((Yx(tau+l))/(2x (mu"3)))

ci <- numeric(n)
for (i in 1:n) {

cifi] <- dmu2[i]%(a0[1]72) + dmul[i]lt(a0[i])*a0[1i]
}

delta_ikro <- matrix(0,nrow = n,ncol = n, byrow = TRUE)
for (i in 1l:n) {

delta_ikro[i,i] <- 1

}

Dc <- matrix (0, nrow = n, ncol = n, byrow = TRUE)
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for (i in 1:n) {
for (j in 1:n) {

Dc[j,i] <- ci[i]+delta_ikrol[j,1i]

}
}

dm <- matrix(l,nrow=n,ncol=1)

dmu00 <- (Y/(tauxY + Y + tausmu0) " {2})+((Y/ (4« (mu0~2))))~-(((tau)*(tau+2))/ (4*Y* (tau+l) " {2}))

Dmu00 <- diag(as.vector (dmu00))

ddel0l <- ((tau + mu0)/(tauxY + Y + tausmu0))-((Y)/ (4* (mu0~2))) - ((tausmul* (tau+2))/ (4«Y« (tau+tl) “{2}))+(tau/ (2* (tau+l)))
ddel02 <- (1/(2*(taut+ 1)7{2}))-(((Y + mu0) " {2})/((tau*xY + Y + tauxmul)"2))-((muld)/ (2+Y* (tau +1) "{3}))

c=2

bi <- numeric(c)
for (i in 1l:c) {

cif[i] <- ddel02([i]*(b0[i]"2) + ddelOl[i]*t (bO[i])=*b0O[i]
}

delta_ikro <- matrix(0,nrow = n,ncol = n, byrow = TRUE)
for (i in 1l:c) {

delta_ikro[i,i] <- 1

}

We <- matrix (0, nrow = n, ncol = n, byrow = TRUE)
for (i in 1:n) {

for (j in 1:n) {

We([j,i] <- bi[i]+delta_ikro[j,1]

}
}

# Bloques de la matriz Hessiana

Kbb <- t (W) %x% DvO %$x% W

Kbf <- t(W) %x% DvO %x% N1

Kbd <- t (W) %x% DsO %$x% 2

Kbf2 <- t (W) %*% DsO %+% N2

Kfb <- t(Kbf)

Kff <- t(N1) %x% Dv0 %*% N1 + lambdal % K1
Kfd <- t(N1) %x% DsO %$*% 2

Kff2 <- t£(N1) %% DsO %*% N2

Kdb <- t (Kbd)
Kdf <- t(Kfd)
Kdd <- t(Z) %*% Dul %x*% 2
Kdf2 <- t(Z) %*% Du0 %$x% N2

Kf2b <- t(Kbf2)
Kf2f <- t(Kff2)
Kf2d <- t(Kdf2)
Kf2f2 <- t(N2) %*% Dul0 %*% N2 + lambda2 * K2

# Construccidén de la matriz Hessiana
Al <- cbind(Kbb, Kbf, Kbd, Kbf2)
A2 <- cbind(Kfb, Kff, Kfd, Kff2)
A3 <- cbind(Kdb, Kdf, Kdd, Kdf2)
A4 <- cbind(Kf2b, Kf2f, Kf2d, Kf2f2)

hessiana <- rbind(Al, A2, A3, A4)
covarianza <- solve (hessiana)
se.f <- sqgrt(diag(covarianza)) # Errores estdandar

zstatbeta = beta_i / se.f[l:p]
pvalorbeta = 2 x pnorm(abs(zstatbeta), lower.tail = F)
desv.e <- se.f[(rl + p + 1):(r2 + rl + p)]

#Bandas de confianza para las funciones suaves F1l y F2#
SD_BETA <- se.f[l:p]
SD_BETA <- se.f[l:q]

SD_F <- se.f[(rl+g+q): (rl+p+q)]
SD_F2 <- desv.e[ (rl+p+l): (r2+rl+p)]

#SD_fi <- desv.e[r2+rl+p+1]
SD_fi <- se.f[p+q]
se.f[3]

Bandl_F <- f_il + 2*SD_F
Band2_F <- f_il - 2xSD_F

mi<- min(f_il) -0.5
ma <- max(f_il) +0.5

#(2) #Bandas de confianza para las funciones suaves F1l y F2#
SD_BETA <- se.f[l:p]
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SD_BETA <- se.f[l:q]

SD_F <- se.f[(rl+g+q): (rl+p+q)]
SD_F2 <- desv.e[(rl+p+l): (r2+rl+p)]

#SD_fi <- desv.el[r2+rl+p+l]
SD_fi <- se.f[p+q]
se.f[3]

Bandl_F <- f_i2 + 2xSD_F
Band2_F <- f_i2 - 2xSD_F

mi<- min(f_i2) -0.5

ma <- max(f_i2) +0.5

# Calcular las bandas de confianza del 95%
upper_band_F1 <- fit_F1 + 1.96 * se_F1
lower_band_F1 <- fit_F1l - 1.96 * se_F1

upper_band_F2 <- fit_F2 + 1.96 x se_F2
lower_band_F2 <- fit_F2 - 1.96 * se_F2

plot (x, fit_F1, type = "1", col = "blue", ylim = range(c(lower_band_F1l, upper_band_F1l)))
lines (x, upper_band_F1l, col = "red", lty = 2)

lines(x, lower_band_F1l, col = "red", lty = 2)

lines(x, fit_F2, col = "green") # Para la segunda funcidn

lines (x, upper_band_F2, col = "orange", lty = 2)

lines(x, lower_band_F2, col = "orange", lty = 2)

par (mfrow = c(1, 1))

plot (T2,F2,type='1’,col="black", ylim=c(mi,ma),sub="", xlab = "Viento", ylab="f (Viento)", las=1, main="",cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

par (new=TRUE)

plot (T2,Bandl_F, type=’1’,col="red",ylim=c(mi,ma), xlab = "", ylab="",axes = F)
par (new=TRUE)
plot (T2,Band2_F,type='1’,col="red",ylim=c(mi,ma), xlab = "", ylab="",axes = F)

#An?lisis residual
alpha = sqrt(2 / tau)
bet_a = as.vector ((tausmu0) / (tau + 1)

#Residuos estanzarizados#

dif =Y - mu0

phi = sqgrt((2 * ((tau + 1) ~ 2)) / ((2 % tau) + 5))
raiz = sqrt (2 * mu0 * mu0)

res.est = (((dif)*phi) / raiz) + 1.8

mean (res.est)
sd(res.est)

min(res.est)
max (res.est)

par (mfrow = c(1, 2))

plot (res.est,
type="p",
col="black",
bg="deepskyblued",
pch=21,

1lwd=1,

main="",
sub="(a)",
cex.main=1.4,
xlab="",
ylim=c(-3,3),
ylab="Residuos estandarizados",

axes=TRUE,
las=1,
bty="o",

cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

abline (h=2.5xsd(res.est),lwd=1,col="black", lty=2)

abline (h=-2.5xsd(res.est),lwd=1, col="black", lty=2)
#identify (res.est,cex=0.8, n= 4 )

hist (res.est,

col = "gray",

main = "",

sub="(b)",

xlim = c(-2,2),

xlab = "Residuals",

ylab = "Frequency")

ggnorm (res.est,col="black", xlab="Cuantil te?rico",sub="(b)", ylab="Cuantil emp?rico", main="")

ggline (res.est,col="black")

vl = (- 1/ (2 x (mu0 "~ 2))) + (tau "~ 2) / (((Y * tau) + Y + (tau » mu0)) ~ 2) + ((tau + 1) / 2) %= (Y / (mu0 ~ 3))
vmu = 1 / (((tau + 1) / tau) = Y + mu0) + (Y * (tau + 1)) / (4 = (mu0 "~ 2)) —((tau ~ 2) / (4 = tau + 4)) = (1 / ¥) - 0.5 / mu0
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rbJ = (vmu / sqrt(vJ))
par (mfrow = c(1, 1))
plot (rbJ,

type="p",

col="black",
bg="goldenrod3",
pch=21,

1lwd=1,

main="",

cex.main=1,

sub="(b) ",

xlab="",

#ylim=c (-4, 4),
ylab="Residuos de Jorgensen",
axes=TRUE,

las=1,
bty="o",cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

abline (h=2.7,1lwd=1,col="black", lty=2)
abline (h=-2.7,1lwd=1, col="black", lty=2)

hist (rbJ,

col = "gray",

main = "",
sub=" (b) ",

xlab = "Residuals",

ylab = "Frequency")

ggnorm(rbJ, col="black", xlab="Theoretical quantile",sub="(b)", ylab="Empirical quantile", main=""

ggline (rbJ, col="black")
lillie.test (rbJ)

Kbb <- t (W) %*%Dv0%*%W
Kbf <- £ (W)%*%Dv0O%*3$N1
Kbd <- t(W)%$x%Ds0%%%2
Kbf2 <- t (W)%*%Ds0%*%$N2

Kfb <- t(Kbf)

KEff <- t(N1)%*%Dv0%*%N1 + lambdalxKl
Kfd <- t(N1)%x%Ds0%%%Z

Kff2 <- t(N1)%*%Ds0%x%N2

Kdb <- t (Kbd)

Kdf <- t(Kfd)

Kdd <= t(2)%*%Dul%*%2
Kdf2 <- t(Z)%*%Dul%*%N2

Kf2b <- t (Kbf2)

Kf2f <- t(Kff2)

Kf2d <- t(Kdf2)
(

Kf2f2 <- £ (N2)%+*%Du0%*%N2 + lambda2xK2
q=2

Al<-cbind (Kbb, Kbf, Kbd, Kbf2)

A2<-cbind (Kfb,Kff, Kfd, Kf£2)
A3<-cbind (Kdb, Kdf, Kdd, Kdf2)

Ad<-cbind (Kf2b,Kf2f,Kf2d,Kf2f2)

fisher <- rbind(Al,A2,A3,R74)
se.f = sgrt(diag(ginv(fisher)))

sum(is.na (A2))

which (fisher < 0, arr.ind = TRUE)

#Matriz hessiana#

,cex.lab=1.5,

dmul <- (delta/(deltaxY + Y + delta*mu))+((Y*(delta+l))/ (4x(mu"2)))-((delta"2)/ (4*«Yx(delta+l)))—-(1/(2+mu))
dmu2 <- (1/(2%(mu"2)))-((delta”2)/((delta*xY + Y + delta*mu) "2))-((Y*(delta+l))/(2x (mu"3)))
dmul <- (tau/(tauxY + Y + tausmu))+((Y* (tau+l))/ (4% (mu"2)))-((tau”2)/ (4*¥* (tau+l)))-(1/(2xmu))

dmu2 <- (1/(2%(mu”2)))-((tau”2)/((tauxY + Y + tausmu)"2))-((Y* (tau+l))/ (2% (mu"3)))

ci <- numeric (n)
for (i in 1:n) {

cifi] <= dmu02([i]*(b0[1]72) + dmuOl[i]+t (bO[i])*bO[1
}

delta_ikro <- matrix(0,nrow = n,ncol = n, byrow = TRUE)
for (i in 1l:c) {

delta_ikro[i,i] <- 1

}
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Dc <- matrix (0, nrow = n, ncol = n, byrow = TRUE)
for (i in 1:n) {
for (j in 1:n) {

Dc[j,i] <- ci[i]+delta_ikro[j,1i]

}
}

dm <- matrix(l,nrow=n,ncol=1)
dmu00 <- (Y/(tau*xY + Y + tauxmu0) " {2})+ ((Y/ (4% (mu0~2)))) - (((tau)*(tau+2))/ (4*¥Yx (tau+l) "{2}))
Dmu00 <- diag(as.vector (dmu00))

ddel0l <- ((tau + mu0)/(tauxY + Y + tau*mul))-((Y)/ (4% (mu0"2)))—((taurmul« (tau+2)
ddel02 <- (1/(2*(taut+ 1)7{2}))-(((Y + mu0) " {2})/(

bi <- numeric(c)
for (i in 1l:c) {

cif[i] <- ddel02([i]*(b0[i]72) + ddelOl[i]+t (bO[i])=*b0O[i]
}

delta_ikro <- matrix(0,nrow = n,ncol = n, byrow = TRUE)
for (i in 1l:c) {

delta_ikro[i,i] <- 1
}

We <- matrix (0, nrow = n, ncol = n, byrow = TRUE)
for (i in 1:n) {
for (j in 1:n) {

We([j,i] <- bi[i]xdelta_ikro[j,1i]

}
}

m <- (Y/((delta*Y + Y + deltaxmu)"2)) + (Y/((4xmu)"2)) - ((deltax(delta+2))/(4x((delta+l) "2)x*Y))
d <— (1/(2%((delta+l)"2)))—-(((Y+mu) "2)/((delta*Y + Y + deltasmu) "2))-((mu)/ (2*(delta+l) "3)*Y)

m <= (Y/((tauxY + Y + tauxmu)"2)) + (Y/((4*mu)”2)) - ((taux(tau+2))/(4x((tau+l) 2)x*Y)

d <= (1/(2%((tau+l) "2)))—=(((Y+mu) "2)/ ((tauxY + Y + tauxmu) "2))-((mu)/ (2% (tau+l) ~3)«Y)

1bb <- WT%*%Dc%*%W
1lbd <- WT%*%Dal%*%m
1bf <- WT%*%Dc%*%N

ldb <- t(lbd)

1ldd <- sum(d)

1fd <- NT%$x%Dal0%*%m

1df <- t(lfd)

1fb <- t (1lbf)

1ff <- NT%+%Dc%+%N - lambdalxK1l

1lbb <- WI%x%Dc%*%W
1bd <- WI%*%Dmu00%*%Z
1bf <- WT%*%Dc%*3N

1db <- t (1lbd)

dd <- ZT%*SWc%*%Z

1fd <- NT%*%Dal0%*%m

1df <- t(1fd)

1fb <- t(1lbf)

1ff <- NT%$*%Dc%x%N — lambdal*K1

ll<-matrix(c (Kbb,Kbd, Kbf), 2, rl+p+q)
12<-matrix (c (Kdb,Kdd,Kdf), 2, rl+p+q)
13<-matrix (c (Kfb,Kfd,Kff),rl, rl+p+q)

H <- rbind(11,12,13)
se.h<-sqrt (diag(ginv (H)))
L1 <- -ginv(H)

#Valores p#

zstatbeta = beta_i / se.h[l:p]
pvalorbeta = 2 x pnorm(abs(zstatbeta), lower.tail = F)

#Bandas de confianza para las funciones suaves F1l y F2#
SD_BETA <- se.f[l:p]
SD_BETA <- se.f[l:q]

SD_F <- se.f[(rl+g+q): (rl+p+q)
SD_F2 <- desv.e[(rl+p+l): (r2+rl+p)]

#SD_fi <- desv.e[r2+rl+p+l]
SD_fi <- se.f[ptq]
se.f[3]

Bandl_F <- f_i + 2xSD_F
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Band2_F <- f_i - 2%SD_F

mi<- min(f_i) -0.5
ma <- max(f_i) +0.5

#Bandas de confianza para F1#

plot (T1_0,f_1i,type="1’,col="black", ylim=c(mi,ma),sub="", xlab = "Viento", ylab="f (Viento)", las=1, main="",cex.lab=1.5
cex.sub=1.4)

par (new=TRUE)

plot (T1_0,Bandl_F, type='1l’,col="red",ylim=c (mi,ma), xlab = "", ylab="",axes = F)
par (new=TRUE)
plot (T1_0,Band2_F, type='1’,col="red",ylim=c (mi,ma), xlab = "", ylab="",axes = F)

#An?lisis residual

alpha = sqrt(2 / delta_i)

bet_a = as.vector((delta_i*mu0) / (delta_i + 1))
alpha = sqrt(2 / tau)

bet_a = as.vector ((tauxmu0) / (tau + 1)

#Residuos estanzarizados#

dif =Y - mu0

phi = sqgrt((2 * ((tau + 1) "~ 2)) / ((2 % tau) + 5))
raiz = sqgrt (2 * mu0 x mu0)

res.est = ((dif)+phi) / raiz

mean (res.est)
sd(res.est)

min(res.est)
max (res.est)

par (mfrow = c(1, 2))

plot (res.est,
type="p",
col="black",
bg="deepskyblued",
pch=21,

lwd=1,

main="",
sub="(a)",
cex.main=1.4,
xlab="",
ylim=c(-4.5,3),

ylab="Residuos estandarizados",

axes=TRUE,
las=1,
bty="o",

cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

abline (h=2.5xsd(res.est), lwd=1,col="black", lty=2)
abline (h=-2.5xsd(res.est),lwd=1, col="black", lty=2)
identify (res.est,cex=0.8, n= 4 )

dif =Y - mu0

phi = sgrt ((2 * ((tau + 1) ~ 2)) / ((2 = tau) + 5))
raiz = sqrt(2 * mu0 * mu0)

res.est = (((dif)=phi) / raiz)+2

mean (res.est)
sd(res.est)

min(res.est)
max (res.est)

plot (res.est,
type="p
col="black",
bg="gray",
pch=21,

lwd=1,

main="",
sub="(a)",
cex.main=1.4,
xlab="Index",
ylim=c(-4.5,3),
ylab="Residuals",
axes=TRUE,
las=1,

bty="o",
cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

abline (h=2.5xsd(res.est),lwd=1,col="black", lty=2)
abline (h=-2.5xsd(res.est),lwd=1, col="black", lty=2)

par (mfrow = c(1, 2))

hist (res.est,
col = "gray",
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ylab = "Frecuencia")

ggnorm(res.est, co
ggline (res.est,col="black")
lillie.test (res.est)

#Residuos propuestos por Jorgensen#
vJ (= 1/ (2 (mu0d = 2))) + (tau = 2

)
vmu = 1 / (((tau + 1) / tau) * Y + mu0) +
rbJ = vmu / sqrt(vJ)

7/ ((
(Y * (tau + 1) (4 « (mu0 ~ 2)) —((tau = 2)

plot (rbJ,
type="p
col="black",
bg="goldenrod3",

pch=21,

lwd=1,

main="",
cex.main=1,
sub="(b)",
ylim=c(-4.5,3),
xlab="",

ylab="Residuos de Jorgensen",
axes=TRUE,

las=1,

bty="o",cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

abline (h=2.7+sd(rbJ),lwd=1,col="black", lty=2
abline (h=-2.7+sd(rbJ), lwd=1,col="black", lty=2)
identify (rbJ, cex=0.8, n = 5)

hist (rbJd,

col = "gray",

main = ""
sub="(b) ",

xlab = "Residuals",

ylab = "Frequency")

ggnorm (rbJ, col="black", xlab="Theoretical quantile",sub="(b)", ylab="Empirical quantile",
ggline (rbJ, col="black")

lillie.test (rbJ)

#Perturbaci?n de la ponderaci?n por casos

/

black", xlab="Cuantil te?rico",sub="(b)", ylab="Cuantil emp?rico", main="")

(Y » tau) + Y + (tau » mu0)) ~ 2) + ((tau + 1) / 2) = (Y / (mu0
)/

(4 » tau + 4)) = (1

main="",cex.lab=1.5,

#Matrices

vt =Y

vu = mu0

vd = tau

ve = (-1/(2xvu)) + vd /((vtxvd) + vt + (vdxvu)) +
((vd+1l)xvt) /(4% (vu~2)) - (vd"2)/ (4dxvt* (vd+l)

vb = 1/2 = (1/2)*(vd+1l) " (-1) + (vt+vu)/((vtxvd) + vt + (vdsvu)) -
(1/4) = (vt/vu) - (vdx (vd+2) xvu) / (d«vtx ((vd+1l) "2))

va=(Y+vu) / ((vd=Y) + Y + (vdxvu)) - (Y/(4%vu)) - ((vdx (vd+2)=vu)/ (4*((vd + 1) {2})*Y)) + vd /(2% (vd+1)
De = diag(as.vector (ve)

Dz = diag(as.vector (va)

al <- W%x%beta_i
bi<-Z%x%alfa_i

D1 = diag(as.vector(ai)
D2 = diag(as.vector (ve)
D3 = diag(as.vector (bi)
D4 = diag(as.vector (va)

Deltab<-Wxdiag (aixve)

Deltad<-Zxdiag(bix*va)

Deltaf = NIT%$*%Da0%x%De

DeltaFl <- NIT %*% Da0 %+% diag(as.vector (ve)
Deltamu <- crossprod(W,diag(D1%$x%D2))

DeltaAlpha <- ZT %$%% D3 %% diag(as.vector(va)) # Donde va es el peso en la precisidn
e0 <- matrix(l, nrow = n, ncol = 1)

De2 <- diag(as.vector(e0))
DeltaF2 <- N2T %% De2 %x% diag(as.vector(va)

Deltab<-WT%*%D1%*%D2
Deltad<-ZT%$x%$D3%x%D4

Deltacw <- rbind(Deltab, DeltaFl, DeltaAlpha, DeltaF2)

Deltab_new <- t (Deltab) # Ahora tendrd 2 x 152
Deltad_new <- t (Deltad) # Ahora tendrd 2 x 152
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Deltacw = rbind(Deltab,Deltaf,Deltad, DeltaF2)
#Perturbaci?n de la respuesta

phi = ((2xvd)+5)/ ((vd+l)"2)

vk = sqgrt ((vu"2)xphi)

Dk = diag(as.vector (vk))

vpsi = —(vdx (vd+1))/( ((vdsvt) + vt + (vdsvu) )°2) +
(vd+l) /(4% (vu™2)) + ((vd"2)/ (4% (vd+l) = (vt"2)))

Dpsi = diag(as.vector (vpsi)

vro = (-vu/( ((vd+vt) + vt + (vdsvu))“ 2)) -
1/ (dxvu) + (vdx (vd+2)*vu)/ (4% (vE"2) x ((vd+1) "2))

Dvro = diag(as.vector (vro)
Deltab = WT%$%x%Da0%*%Dpsixsd(Y)

Deltaf = N1T%$%%Da0%*%Dk%$x%Dpsi
Deltad = ZT%*%Dal0%*x%Dvroxsd(Y)

Deltares = rbind(Deltab, Deltaf, Deltad)
caseweightspert = Deltacw #Case-weights perturbaci?n
responsepert = Deltares #Response perturbaci?n

#Generalized leveragef

phi = (2% ((vd+1)"2))/ ((2+vd) +5

vpsi = —(vdx (vd+1))/( ((vdxvt) + vt + (vdxvu) )72) +
(vd+1) /(4% (vu~2)) + ((vd"2)/ (4= (vd+1)))+(1/(vt"2))
Dpsi = diag(as.vector (vpsi))

vro = (-vu/( ((vdsvt) + vt + (vdsvu))“2)) +

)
1/ (4xvu”2) + (vdx (vd+2)xvu) / (4% (vE"2)* ((vd+1) "2))
Deltab = WT%$*x%Da0%*%Dpsi
Deltaf = NIT%$*%Dal0%*%Dpsi
Deltad = t(as.matrix(vro))
Deltalev = rbind(Deltab,Deltaf, Deltad)

Bcw = function(I, M)

{

B =(t (Deltacw) %*% (I-M) %$*%Deltacw)
return (B)

}

Bres = function(I, M)

{

B =(t (Deltares)%*%(I-M)%*%Deltares
return (B)

}

#matrices auxiliares

Lbeta = hessiana[l:p,1l:p]

Lf = hessiana[ (p+2) : (p+1+rl), (p+2) : (p+1+rl)]

Ldelta = hessiana[l:q,1:9]

bll = cbind(matrix (0, p, p), matrix(0, p, q),matrix(0,p,rl)
bl2 = cbind(matrix (0, p, p), -Ldelta”(-1), matrix(0,p,rl))
bl3 = cbind(matrix (0, rl, p), matrix(0,rl,q),-solve(Lf))

Bl = rbind(bll, bl2, bl3) #parametro beta

b211 = cbind(-solve (Lbeta), matrix(0, p, q),matrix(0,p,rl))
b212 = cbind(matrix (0, g, p), matrix(0, g, q),matrix(0,q,rl)
b213 = cbind(matrix (0, rl, p), matrix(0,rl,q),-solve(Lf)

B2 = rbind(b211, b212, b213) # parametro alpha

b311 = cbind(-solve (Lbeta), matrix (0, p, q),matrix(0,p,rl)
b312 = cbind(matrix (0, g, p), -Ldelta”(-1), matrix(0,q,rl)
b313 = cbind(matrix (0, rl, p), matrix(0,rl,q),matrix(0,rl,rl)
B3 = rbind(b311, b312, b313) #funci?n

#CwW#

FPC1 = Bcw (L1, B1)#beta

autovmaxbPC = elgen(FPC1l) $val[l]

vetorpcbPC = eigen (FPC1) $vec([, 1]

FPC2 = Bcw (L1, B2)#alpha

autovmaxdPC = eigen(FPC2) $vall[l]

vetorpcdPC = eigen(FPC2) $vec([, 1]

FPC3 = Bcw (L1, B3)#F

autovmaxfPC = eigen(FPC3) $val[l]

vetorpcfPC = eigen(FPC3) $vec(, 1]

vCiPC = 2 * abs(diag(FPCl))

vCidPC = 2 x abs(diag(FPC2))

vCifPC = 2 x abs(diag(FPC3))

#Response#

FPR1 = Bres(Ll, Bl)#beta
autovmaxbPR = eigen (FPR1, symmetric = TRUE)$val[l]
vetorpcbPR = eigen(FPR1, symmetric = TRUE)S$vec[,1]

FPR2 = Bres (L1, B2)#alpha
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autovmaxdPR = eigen (FPR2, symmetric = TRUE)S$val[l]
vetorpcdPR = eigen(FPR2, symmetric = TRUE)S$vec[,1]

FPR3 = Bres(Ll, B3)#f
autovmaxfPR = eigen (FPR3, symmetric = TRUE)$vall[l]

vetorpcfPR = eigen(FPR3, symmetric = TRUE)$vec[,1]
vCiPR = 2 * abs(diag(FPR1)
vCidPR = 2 * abs(diag(FPR2))
vCifPR 2 x abs(diag (FPR3)

#Plots leverage, dmax y Cii#
#Leverage#

plot (yest, GL,

type="p
col="black",
bg="gray",
cex = 0.7,
pch=21,
lwd=1,
main="",
cex.main=1,
xlab="fv",
ylab="al",

cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4,
axes=TRUE,
las=1,
bty="o")

identify (yest, GL, cex=1.5, n =
#Case-weight perturbation#
#dmax

infll = vetorpcbPC
dmaxGl = abs (infll)

infl2 = vetorpcdPC
dmaxG2 = abs (infl2)

infl3 = vetorpcfPC
dmaxG3 = abs (infl3)

par (mfrow = c(1, 1))
plot (1:length(dmaxGl), dmaxGl, xlab = "id", ylim = c(0, 1), ylab = "dmaxpcbeta", sub = "", cex = 0.7,bg="green",pch=21)
identify(1l:length(dmaxGl), dmaxGl, n = 7 )

par (mfrow = c(1, 1))
plot (1:length (dmaxG2), dmaxG2, xlab = "id", ylim = c(0, 1), ylab = "dmaxpcalpha", sub = "", cex = 0.7,bg="green",pch=21)
identify (1:length(dmaxG2), dmaxG2, n = 6)

plot (l:length(dmaxG3), dmaxG3, xlab = "id", ylim = c(0, 1), ylab = "dmaxpcf", sub = "", cex = 0.7,bg="yellow",pch=21)
identify (1:length(dmaxG3), dmaxG3, n = 2)

#Ci

Cbl = vCiPC
Cbl = Cbl / sum(Cbl)

Cb2 = vCidpPC
Cb2 = Cb2/sum(Cb2)

Cb3 = vCifPC
Cb3 = Cb3/sum(Cb3)

par (mfrow = c(1, 1))

limi = 2 % mean(Cbl)

plot (l:length(Cbl), Cbl,xlab = "id", ylab = "Cbeta", sub = "", cex = 0.7,bg="gray",pch=21,cex.lab=1.5,
cex.sub=1.4)

abline(h = limi, 1lty = 2, lwd = 2)

identify (1:length(Cbl),cex=0.8, Cbl, n = 10

limi = 2 * mean (Cb2)

plot (cex.lab=1.5

cex.sub=1.4,1:1length(Cb2), Cb2, xlab = "id", ylab = "Calpha", sub = "", cex = 0.7,bg="gray",pch=21
abline(h = limi, lty = 2, lwd = 2)

identify (1:length(Cb2),cex=0.8, Cb2, n = 11 )

limi = 2 % mean(Cb3)

plot (cex.lab=1.5

cex.sub=1.4,1:1length(Cb3), Cb3, xlab = "id", ylab = "Cf",sub = "", cex = 0.7,bg="gray",pch=21)
abline(h = limi, 1lty = 2, lwd = 2)

identify (1:length(Cb3),cex=0.8, Cb3, n =)

#Response perturbation#
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#dmax

infll = vetorpcbPR
dmaxGl = abs (infll)

infl2 = vetorpcdPR
dmaxG2 = abs (infl2)

infl3 = vetorpcfPR
dmaxG3 = abs (infl3)

plot (l:length(dmaxGl), dmaxGl, xlab = "id", ylim = c(0, 0.5), ylab = "dmaxpcbeta", sub = "", cex = 0.7,bg="red",pch=21)
identify(l:length(dmaxGl), dmaxGl, n =12 )

plot (1:length(dmaxG2), dmaxG2, xlab = "id", ylim = c(0, 0.5), ylab = "dmaxpcalpha", sub = "", cex = 0.7,bg="green",pch=21)
identify (1:1length(dmaxG2), dmaxG2, n = 9)

plot (l:length(dmaxG3), dmaxG3, xlab = "id", ylim = c(0, 0.5), ylab = "dmaxpcf", sub = "", cex = 0.7,bg="yellow",pch=21)
identify (1l:length(dmaxG3), dmaxG3, n = 7 )

#Ci

Cbl = vCiPR
Cbl = Cbl / sum(Cbl)

Cb2 = vCidPR
Cb2 = Cb2 / sum(Cb2)

Cb3 = vCifPR
Cb3 = Cb3 / sum(Cb3)

limi = 2 % mean (Cbl)

plot (cex.lab=1.5

cex.sub=1.4,1:length(Cbl), Cbl, xlab = "id", ylab = "Cbeta", ylim = c(0, 0.17),sub = "", cex = 0.7,bg="gray",pch=21)
abline(h = limi, 1lty = 2, lwd = 2)

identify (1:length(Cbl),cex=0.8, Cbl, n = 18 )

limi = 2 % mean (Cb2)

plot (cex.lab=1.5

cex.sub=1.4,1:length(Cb2), Cb2, xlab = "id", ylab = "Calpha", ylim = c(0, 0.17),sub = "", cex = 0.7,bg="gray",pch=21
abline(h = limi, lty = 2, lwd = 2)

identify (1l:length(Cb2),cex=0.8, Cb2, n = 17

limi = 2 * mean(Cb3)

plot (cex.lab=1.5,

cex.sub=1.4,1:length(Cb3), Cb3, xlab = "id", ylab = "Cf", ylim = c(0, 0.19),sub = "", cex = 0.7,bg="gray",pch=21)
abline(h = limi, lty = 2, lwd = 2)

identify(l:length(Cb3),cex=0.8, Cb3, n = 15

vt <- Y
vu <- mu0
vd <- tau

ve <- (-1/(2 * vu)) + vd/((vt » vd) + vt + (vd x vu)) +

((vd + 1) = vt) / (4 % (vu~2)) - (vd"2) / (4 = vt x= (vd + 1))

vb <= 1/2 - (1/2) * (vd + 1)"(-1) +

(vt + vu) / ((vt x vd) + vt + (vd % vu)) -

(1/4) = (vt / vu) - (vd » (vd + 2) » vu) / (4 = vt » ((vd + 1)72))

va <- (vt + wvu)
(vt / (4 = wvu))
((vd * (vd + 2) += vu) / (4 » ((vd + 1)72) * vt)) +
vd / (2 x (vd + 1))

/ ((vd %= vt) + vt + (vd » vu)) -

De <- diag(as.vector (ve))
Dz <- diag(as.vector(va))

ai <- W %$+% beta_i

bi <- Z %*% alfa_i

D1 <- diag(as.vector(ai)
D3 <- diag(as.vector (bi))
Deltab <- WT %% D1 %x% De
Deltad <- ZT %% D3 %*% Dz

Deltacw <- rbind(Deltab, Deltad)
influencia <- apply(Deltacw, 1, function(row) sqgrt (sum(row”2)))

plot (influencia, type = "h", lwd = 2, col = "blue",

main = "Medida de influencia local",

xlab = "Indice de observacién", ylab = "Norma de la influencia"

umbral <- quantile(influencia, 0.95)

abline (h = umbral, col = "red", lty = 2)

text (x = which(influencia > umbral), y = influencia[influencia > umbral],
labels = which(influencia > umbral), pos = 3)

D1 <- diag(as.vector (W %x% beta_i))
Deltab <- WT %*% (W %$+% beta_i)

DeltaFl <- NIT %x% Da0 %x% diag(as.vector (ve)
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D3 <- diag(as.vector(Z %*% alfa_i))
DeltaAlpha <- ZT %%% D3 %x% diag(as.vector(va)

e0 <- matrix(l, nrow = n,
De2 <- diag(as.vector (e0))

DeltaF2 <- N2T %x% De2 %+% diag(as.vector (va)

Deltacw <- rbind(Deltab, DeltaFl, DeltaAlpha, DeltafF2)
influencia <- apply(Deltacw, 1, function(row) sqgrt (sum(row"2)))

ncol = 1)

plot (influencia, type = "h", lwd = 2, col = "blue",
main = "Medida de influencia local",
xlab = "Indice de observacidén", ylab = "Norma de la influencia")

abline (h = quantile(influencia, 0.95), col = "red", lty = 2)
text (x = which(influencia > quantile(influencia, 0.95)),
y = influencia[influencia > quantile(influencia, 0.95)],
(

labels = which(influencia > quantile(influencia, 0.95)), pos = 3)
Kbb <- t (W) %% DvO %x% W
Kbf <- t (W) %x% Dv0 %$x% N1
Kbd <- t (W) %x% DsO %$x% 2
Kbf2 <- t (W) %x% Ds0 %*% N2

Kfb <- t(Kbf)

KEff <= t(N1) %«
Kfd <= t(N1) %x
Kff2 <- t(N1) %x

Kdb <- t(Kbd)
Kdf <- t(Kfd)

Kdd <= t(2) %*% Dul %*% 2

Kdf2 <= t(2) %*% Dul %*% N2

Kf2b <- t (Kbf2)

Kf2f <- t(Kff2)

Kf2d <- t(Kdf2)

Kf2f2 <- t(N2) %x% Dul0 %+% N2 + lambda2 * K2

# Unimos los bloques (4x4)

Al <- cbind(Kbb, Kbf, Kbd, Kbf2)
A2 <- cbind(Kfb, Kff, Kfd, Kff2)
A3 <- cbind(Kdb, Kdf, Kdd, Kdf2)
A4 <- cbind (Kf2b, Kf2f, Kf2d, Kf2£2)

fisher <- rbind(Al, A2, A3, A4)

inv_fisher <- ginv(fisher)

se.f <- sgrt(diag(inv_fisher)

inv_fisher <- ginv (fisher)

Ll <- —-inv_fisher

vt <- Y

vu <- mu0

ve <- (=1/(2xvu)) + vd/((vtxvd) + vt + (vdxvu)) +
((vd+1) «vt) / (4% (vu"2)) — (vd"2)/ (4xvtx(vd+l))

De <- diag(as.vector (ve))
Deltab_new <- t (Deltab)
Deltad_new <- t (Deltad)

Deltacw <- rbind(Deltab_new, Deltaf, DeltaAlpha, Deltaf2)
## 4) Andlisis de influencia local - Perturbacidn respuesta

phi <= ((2%vd)+5)/ ((vd+1l) "2)
vk <- sqgrt ((vu~2) *phi)
Dk <- diag(as.vector (vk)

Deltares <- rbind( Deltab_res, Deltaf_res, Deltad_res, Deltaf2_res )

Bcw <- function(I, M) {

# I es la identidad n x n, M alguna proyeccién?
B <- t(Deltacw) %*% (I - M) %x% Deltacw

return (B)

}

Bres <- function(I, M) {

B <- t(Deltares) %*% (I - M) %*% Deltares
return (B)

}

# Ejemplo: FPCl para beta

Ll_sub <- L1[1:150, 1:150]

FPCl <- Bcw(L1_sub, B1)

Bcw <- function(I, M) {

B <- t(Deltacw) %*% (I - M) %*% Deltacw
return (B)

}

FPCl <- Bew(L1l, Bl) # Ajusta L1, Bl segun tu derivacidn
autovmaxbPC <- eigen (FPC1) $values[1]
vetorpcbPC <- eigen (FPC1) $vectors([,1]
vCiPC <- 2 x abs(diag(FPC1))

# Ejemplo para Case Weights - Beta
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Cbl <- vCiPC # normalizamos si deseamos
Cbl <- Cbl / sum(Cbl)
limi <- 2 * mean (Cbl)

plot (l:length(Cbl), Cbl, pch=21, bg="gray",
xlab="Indice de observacién", ylab="Cbeta",
main="Case-Weights: Beta")

abline (h=1imi, 1lty=2, lwd=2, col="red")

# Identificar outliers
identify(l:length(Cbl), Cbl, n=5

FHESH R AR R R R R R R R R
## 7) Visualizacidn de Residuos y otras validaciones

FREFEE R R AR R R R R R R R
dif <- Y - mu0

phi <- sqgrt((2 * ((tau + 1)°2)) / ((2 * tau) + 5))

raiz <- sqrt(2 x* mu0~2)

res.est <- (dif * phi) / raiz

# Graficar

par (mfrow=c (1,2))

plot (res.est, pch=21, bg="deepskyblued",
ylab="Residuos estandarizados", xlab="Indice")
abline (h=2.5xsd(res.est), lty=2)

abline (h=-2.5x%sd(res.est), lty=2)

hist (res.est, col="gray", main="Hist Res. Estandarizados", xlab="res.est")

# Residuos de Jgrgensen (rbdJ):

vJ <= (=1/(2*mu072)) + (tau”2)/(((Y+tau)+Y+(tauxmul))"2) + ((tau+l)/2)=*(Y/(mu0"3))

vmu <- 1/ (((taut+l)/tau)*Y + mul) + (Y (tau+l))/ (4% (mu0"2)) - ((tau”2)/(4+tau+d))*(1/Y) - 0.5/mu0
rbJ <- vmu / sqrt(vJ)

plot (rbJ, pch=21, bg="goldenrod3",
ylab="Residuos Jorgensen", xlab="Indice")
abline (h=2.7xsd(rbJ), 1lty=2)

abline (h=-2.7xsd(rbJ), 1lty=2)

ggnorm (rbJd); ggline(rbJ, col="red")

vCi_case <- apply(Deltacw, 2, function(x) sqrt(sum(x~2)))
vCi_case_norm <- vCi_case / sum(vCi_case)

idasssissiaisaiatassssasiai st issssisssissisti
## Grdficos: Influencia Local (Case Weights
iiadsaisa st s R st g sa iRt it issatssisti
par (mfrow = c(1,1), mar = c(4,4,2,1))

plot (l:length(vCi_case_norm), vCi_case_norm,

’
pch = 20, col = "blue", cex =1,

xlab = "fndice de observacién",

ylab = "fndice de Influencia Local",
main = "Influence Local (Case Weights)")

# Ejemplo de umbral: 2 % mean del indice

umbral <- 2 * mean (vCi_case_norm)

abline(h = umbral, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

# Identificar puntos que exceden el umbral:

outliers <- which(vCi_case_norm > umbral)

text (outliers, vCi_case_norm[outliers], labels = outliers, pos = 3, cex = 0.8)

Deltab_res_new <- t(Deltab_res
DeltaAlpha_res_new<- t (Deltad_res
Deltares <- rbind(Deltab_res_new, Deltaf_res, DeltaAlpha_res_new, Deltaf2_res)

vCi_resp <- apply(Deltares, 2, function(x) sqrt(sum(x~2)))
vCi_resp_norm <- vCi_resp / sum(vCi_resp)

par (mfrow = c(1,1), mar = c(4,4,2,1))

plot (l:length(vCi_resp_norm), vCi_resp_norm,

pch = 20, col = "darkgreen", cex = 1,

xlab = "Indice de observacién",

ylab = "fndice de Influencia Local",

main = "Influence Local (Response)")

umbral_resp <- 2 % mean (vCi_resp_norm)

abline(h = umbral_resp, col = "red", lty = 2, lwd = 2)
outliers_resp <- which(vCi_resp_norm > umbral_resp)
text (outliers_resp, vCi_resp_norm[outliers_resp],
labels = outliers_resp, pos = 3, cex = 0.8)
Delta_media <- rbind(Deltab, Deltafl

# Indice de influencia local para la media:

vCi_media <- apply(Delta_media, 2, function(x) sqgrt(sum(x~2)))
vCi_media_norm <- vCi_media / sum(vCi_media)
Delta_disp <- rbind(Deltad, Deltaf2)

# Indice de influencia local para la dispersién:

vCi_disp <- apply(Delta_disp, 2, function(x) sqgrt(sum(x"2)))
vCi_disp_norm <- vCi_disp / sum(vCi_disp)

par (mfrow = c(1,2), mar = c(4,4,2,1))

plot (l:length(vCi_media_norm), vCi_media_norm,

pch = 20, col = "blue",
xlab = "Indice de observacién",
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ylab = "Influencia Local (Media)",

main = "Influence Local: Media")

abline(h = 2 x mean(vCi_media_norm), col = "red", lty = 2, lwd = 2)

text (which (vCi_media_norm > 2 * mean (vCi_media_norm)),
vCi_media_norm[vCi_media_norm > 2 % mean (vCi_media_norm)],

labels = which(vCi_media_norm > 2 x mean(vCi_media_norm)), pos = 3, cex = 0.8)
plot (l:length(vCi_disp_norm), vCi_disp_norm,

pch = 20, col = "darkgreen",

xlab = "Indice de observacidén",

ylab "Influencia Local (Dispersidn)",

main = "Influence Local: Dispersidén")

abline(h = 2 % mean(vCi_disp_norm), col = "red", lty = 2, lwd = 2)

text (which (vCi_disp_norm > 2 % mean (vCi_disp_norm)),
vCi_disp_norm[vCi_disp_norm > 2 % mean(vCi_disp_norm)],

labels = which(vCi_disp_norm > 2 * mean(vCi_disp_norm)), pos = 3, cex = 0.8)

## Influencia Local { Perturbacidén de la Respuesta

Deltab_res_new <- t(Deltab_res) # De 152 x 2 a 2 x 152

Delta_media_resp <- rbind(Deltab_res, Deltafl_res)

vCi_media_resp <- apply(Delta_media_resp, 2, function(x) sqrt(sum(x"2)))
vCi_media_resp_norm <- vCi_media_resp / sum(vCi_media_resp)

DeltaAlpha_res_new <- t(Deltad_res) # De 152 x 2 a 2 x 152

Delta_disp_resp <- rbind(DeltaAlpha_res_new, Deltaf2_ res) # Dimensiones: 148 x 152
vCi_disp_resp <- apply(Delta_disp_resp, 2, function(x) sqgrt(sum(x~2)))
vCi_disp_resp_norm <- vCi_disp_resp / sum(vCi_disp_resp)

idadsais i sRiai s s s sRiaissiasssasistss

## Graficar la Influencia Local para la Respuesta
FREFHE R R R R R R R

par (mfrow = c(1,2), mar = c(4,4,2,1))

# Grdfico para la MEDIA (perturbacién de la respuesta)

plot (l:length(vCi_media_resp_norm), vCi_media_resp_norm,

pch = 20, col = "blue",

xlab = "Indice de observacién",

ylab = expression("Influencia Local (Media, Response)"),
main = "Influence Local: Media (Response)")
umbral_media_resp <- 2 % mean(vCi_media_resp_norm)

abline (h = umbral_media_resp, col = "red", lty = 2, lwd = 2)
out_media_resp <- which(vCi_media_resp_norm > umbral_media_resp)
text (out_media_resp, vCi_media_resp_norm[out_media_resp],
labels = out_media_resp, pos = 3, cex = 0.8

# Grafico para la DISPERSION (perturbacién de la respuesta)
plot (l:length(vCi_disp_resp_norm), vCi_disp_resp_norm,
pch = 20, col = "darkgreen",

xlab = "Indice de observacién",

ylab = expression("Influencia Local (Dispersidn, Response)"),
main = "Influence Local: Dispersidén (Response)")
umbral_disp_resp <- 2 % mean(vCi_disp_resp_norm)

abline (h = umbral_disp_resp, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

out_disp_resp <- which(vCi_disp_resp_norm > umbral_disp_resp)
text (out_disp_resp, vCi_disp_resp_norm[out_disp_resp],
labels = out_disp_resp, pos = 3, cex = 0.8)

vCi_beta <- apply(Deltab, 2, function(x) sqrt (sum(x"2)
vCi_beta <- apply(Deltab, 2, function(x) sqrt (sum(x"2)
vCi_beta_norm <- vCi_beta / sum(vCi_beta)

))
))

vCi_f1l <- apply(Deltaf, 2, function(x) sqgrt (sum(x"2)))

vCi_f1l _norm <- vCi_f1 / sum(vCi_£f1)

Deltad_alpha <- Deltad

vCi_alpha <- apply(Deltad_alpha, 2, function(x) sqgrt(sum(x~2)))
vCi_alpha_norm <- vCi_alpha / sum(vCi_alpha)

vCi_f2 <- apply(Deltaf2, 2, function(x) sgrt(sum(x"2)))
vCi_f2_norm <- vCi_f2 / sum(vCi_f2)

par (mfrow = c(2,2), mar = c(4,4,2,1))
plot (l:length(vCi_beta_norm), vCi_beta_norm,
pch = 20, col = "blue",

xlab = "fndice de observacién",
ylab = expression(C[i] “beta),
main = "Influencia local por casos: beta (Media)",

ylim = ¢ (0,0.30))

umbral_beta <- 2 % mean(vCi_beta_norm)

abline (h = umbral_beta, col = "red", lty = 2, lwd = 2)

out_beta <- which(vCi_beta_norm > umbral_beta)

if (length(out_beta) > 0) {

text (out_beta, vCi_beta_norm[out_beta], labels = out_beta, pos = 3, cex = 0.8)
} else {

cat ("No se detectaron outliers en beta segun el umbral.n")

}

# Grafico para fl:

plot (l:length(vCi_f1 _norm), vCi_fl_norm,

pch = 20, col = "darkgreen",

xlab = "Indice de observacién",

ylab = expression(C[i]"(£[1])),

main "Influencia local por casos: fl (Media)",

ylim = c(0,0.30))

abline(h = 2 % mean(vCi_f1l norm), col = "red", lty = 2, lwd = 2)
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out_fl <- which(vCi_fl_norm > 2 * mean (vCi_fl_norm))
text (out_f1, vCi_fl norm[out_f1], labels = out_fl, pos = 3, cex = 0.8)
plot (l:length(vCi_alpha_norm), vCi_alpha_norm,

pch 20, col = "purple",

xlab = "Indice de observacién",

ylab = expression(C[i] alpha),

main = "Influencia local por casos: alpha (Precisidn)",

ylim = ¢(0,0.30))

umbral_alpha <- 2 * mean(vCi_alpha_norm)

abline (h = umbral_alpha, col = "red", 1lty = 2, lwd = 2)

out_alpha <- which(vCi_alpha_norm > umbral_alpha)

if (length(out_alpha) > 0) {

text (out_alpha, vCi_alpha_norm[out_alpha], labels = out_alpha, pos = 3, cex = 0.8)
} else {

cat ("No se detectaron outliers en alfa segun el umbral.n")

}

plot (l:length(vCi_£f2_norm), vCi_f2_norm,
pch = 20, col = "orange",

xlab = "fndice de observacién",
ylab = expression(C[i]"(£[2])),
main = "Influencia local por casos: f2 (Precisién)",

ylim = c(0,0.30))

abline(h = 2 % mean(vCi_f2_norm), col = "red", lty = 2, lwd = 2)
out_f2 <- which(vCi_£f2_norm > 2 x mean (vCi_f2_norm))

text (out_£2, vCi_f2_norm[out_£f2], labels = out_f2, pos = 3, cex = 0.8)

vCiPR_beta <- apply (Deltab_res, 2, function(x) sqgrt (sum(x"2)

))
vCiPR_f1 <- apply(Deltafl_res, 2, function(x) sgrt(sum(x~2))
vCiPR_alpha <- apply(Deltad_res, 2, function(x) sqgrt(sum(x"2)))
vCiPR_f2 <- apply(Deltaf2_res, 2, function(x) sgrt(sum(x"2))
vCiPR_beta_norm <- vCiPR_beta / sum(vCiPR_beta)
vCiPR_f1l_norm <- vCiPR_f1 / sum(vCiPR_f1)
vCiPR_alpha_norm <- vCiPR_alpha / sum(vCiPR_alpha)
vCiPR_f2_norm <- vCiPR_f2 / sum(vCiPR_f£2)
umbral_beta_r <- 2 % mean (vCiPR_beta_norm)
umbral_fl_r <- 2 % mean (vCiPR_f1l_norm)
umbral_alpha_r <- 2 x mean(vCiPR_alpha_norm)
umbral_ f2_r <- 2 * mean (vCiPR_f2_norm)

100+ (abs ((-9.2343749 - beta_i[1])/-9.2343749))
100+ (abs ((0.002668485- se.f[1])/0.002668485))

100+ (abs ((0.5559835 - beta_i[2])/0.5559835))
100+ (abs ((2.763022e-05- se.f[2])/2.763022e-05))

100+ (abs ((-4.982757 — Alfas([1])/-4.982757))
100« (abs ((0.001803066~ se.f[3])/0.001803066))

100* (abs ((1.186317 - Alfas[2])/1.186317))
100% (abs ((0.000759414~ se.f[4])/0.000759414))

# Estimaciones reales

beta_real <- c¢(-9.225822, 0.556225)
alfa_real <- c(-1.6688346, 0.9453671)
beta_perturbado <- c(-9.2343616, 0.5559834)
alfa_perturbado <- c(-4.982767, 1.186318

cambio_betal <- 100 * abs((beta_real[l] - beta_perturbado[l]) / beta_real[l])
cambio_beta2 <- 100 * abs((beta_real[2] - beta_perturbado[2]) / beta_real[2])
cambio_alfal <- 100 * abs((alfa_real[l] - alfa_perturbado[l]) / alfa_reall[l])
cambio_alfa2 <- 100 * abs((alfa_real[2] - alfa_perturbado[2]) / alfa_real([2])
cat ("Cambio % en Betal:", cambio_betal, "\n")
cat ("Cambio % en Beta2:", cambio_beta2, "\n")
cat ("Cambio % en Alfal:", cambio_alfal, "\n")
cat ("Cambio % en Alfa2:", cambio_alfa2, "\n")
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