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Introduccion

A pesar de la contemporaneidad del concepto de nudo como objeto matematico
y como objetos fisicos, los nudos son elementos que forman parte de la historia de
la humanidad desde tiempos prehistoricos. Es particularmente interesante como
aparecen en el arte, en esculturas y pinturas, asi como simbolizando una religion.
Hoy en dia sigue existiendo un uso cotidiano de los nudos: los famosos nudos
marineros, nudos en costura y bisuteria, ademas de su uso como objeto cotidiano.

Aunque la gente ha utilizado nudos desde los albores de nuestra existencia,
los inicios de la teoria de nudos se remontan al inicio del siglo XIX, momento en
que algunos fisicos se preguntaban sobre la naturaleza de los dtomos. Lord Kelvin
uno de los principales fisicos de ese tiempo, propuso en 1867 la idea de que los
atomos eran vortices tubulares de eter anudados. Gracias al respaldo de Maxwell,
la teoria de Kelvin fue desarrollada durante casi 20 anos. P. G. Tait, colaborador
de Kelvin, se encargé del estudio extensivo y de la clasificacion de los nudos. Tait
enumero a los nudos en términos del ntimero de cruces de las proyecciones planas
y también hizo algunos descubrimientos empiricos los cuales han sido llamados
desde entonces las “Conjeturas de Tait”. Después de que la teoria de Kelvin fue
descartada como teoria atomica, el estudio de los nudos se convirtié en una rama
de las matematicas puras. Actualmente el problema fundamental que aborda la
teoria de nudos es la clasificacién de nudos mediante isotopia. Decimos que dos
nudos son isotépicos si podemos llegar de un nudo a otro mediante deformaciones
continuas. A pesar del gran esfuerzo realizado por los topdélogos en el siglo XX,

el problema de clasificacién junto con las conjeturas de Tait parecian resistirse a
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todo intento por resolverse. Una manera muy efectiva de abordar el problema de
la clasificacion de nudos es mediante la construccién de invariantes, las cuales son
funciones desde el conjunto de todos los nudos, a un conjunto de objetos cono-
cidos (Obj). No fue hasta que en 1985 Vaughan Jones, matemético neozelandés,
mediante el estudio de una representacién particular del grupo de trenzas sobre el
algebra de Temperley-Lieb, y aplicando lo que hoy conocemos como la receta de
Jones, dio a conocer una nueva invariante polinomial la cual revolucioné la teoria

de nudos.

En ano 2000, Mikhail Khovanov en busca de un invariante de nudos mas fuer-
te que el polinomio de Jones construye una invariante, hoy llamada homologia de
Khovanov, la cual es publicada en su articulo original titulado “A categorication
of Jones polynomial”[9]. Esta es la primera invariante de este tipo y se considera
una de las primeras categorificaciones en la teoria de nudos. En este proceso de
categorificacién, Khovanov descubre una teoria de homologias la cual es una in-
variante de links con excelentes propiedades, de las cuales una de las principales
es el hecho que codifica el polinomio de Jones.

Posterior a la publicacién del articulo original de Khovanov, Dror Bar-Natan es-
cribe un articulo en el cual explica de una forma més amigable la homologia de
Khovanov. Es aqui donde en un ejemplo, se muestra por primera vez que la ho-
mologia de Khovanov es mas fuerte que el polinomio de Jones.

Es desde aqui que han surgido algunas propiedades importantes de la homologia
de Khovanov. En particular Kronheimer y Mrowka en [10], demostraron que la
homologia de Khovanov detecta no nudos. Es decir, la homologia de Khovanov
asociada al no nudo es propia de él, lo que implica que si tenemos otro link con
esta homologia entonces necesariamente este es link es el no nudo.A pesar de esto,
como el lector podra apreciar a lo largo de este trabajo, una de las desventajas
que tiene esta invariante es el hecho de que calcularla es complicado y laborioso.
Actualmente la homologia de Khovanov tiene una gran importancia en fisica tedri-

ca, especialmente en teoria de cuerdas, pues esta entrega una interpretacién fisica
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cuatro dimensional de un nudo.

En este trabajo introduciremos la homologia de Khovanov de un link. Si bien
existe una literatura respecto a este tema, aqui asumimos una menor cantidad
de conocimientos previos para su construccion. En el primer capitulo enunciamos
definiciones y propiedades bésicas de la teoria de nudos (Seccién 1.1) junto con
la construccién del polinomio bracket de Kauffman y una forma de definir el po-
linomio de Jones en funcién de este (Seccién 1.19). Permitiendo de esta forma al
lector familiarizarse con términos y notacién utilizada a lo largo de este trabajo.
En el Capitulo 2 se abordan conceptos fundamentales del algebra homoldgica,
tales como: categorias, complejos de cadenas, homologia, cadenas homotépicas y
cono de una funcién, por nombrar algunas. Cabe senalar, que dado que la homo-
logia de Khovanov se basa en una teoria de homologia, tanto este capitulo como

el anterior son indispensables para entender los posteriores.

La segunda parte esta conformada por dos capitulos y entrega lo necesario para
entender la homologia de Khovanov, la cual relaciona teoria de homolgias con
teoria de Nudos.

En el Capitulo tres comenzamos la construccion de espacios y funciones que for-
maran el complejo de cadenas el cual utilizaremos para definir la homologia aso-
ciada a un link. A continuaciéon presentamos la relacién que existe entre ésta
homologia y el polinomio de Jones. Finalmente, se construye una sucesién exacta
larga la cual sirve como una categorificacion de las relaciones que se tienen en la
construccién original del polinomio de Jones [6].

El Capitulo 4 contiene la prueba del teorema fundamental en el cual se sustenta
este trabajo, es decir, que la homologia construida es en efecto un invariante de
links. Para esto probaremos que la homologia de Khovanov es invariante bajo los
tres movimientos de Reidemeister utilizando herramientas del dlgebra homoldgica.
Este no es el método que utiliza Khovanov originalmente, sin embargo esto sirve

como una verificacién de la invarianza de la homologia de Khovanov.
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Preliminares



Capitulo 1

Introduccion a la Teoria de Nudos

Este capitulo esta divido en dos secciones. Para comenzar se presentan con-
ceptos basicos de la teoria de nudos, asi como el problema fundamental de dicha
teoria, el cual hasta la fecha sigue abierto. En la segunda seccién introducimos la
construccion del bracket de Kauffman, el cual es usado para definir el polinomio
de Jones como suma de estados. Aunque esta forma del polinomio de Jones no
es estandar, es de gran ayuda para trabajar posteriormente con la homologia de

Khovanov.

1.1. Nudos

1.1.1. Conceptos basicos

De modo intuitivo, un nudo se puede construir de la siguiente manera: toma-
mos un trozo de cuerda, realizamos cruces en ella como queramos, luego unimos
los extremos de la cuerda de tal modo que no podamos identificar el punto de
unién. En otras palabras un nudo es una curva cerrada simple en R?. Formalmen-

te, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.2 Se dice que K C R? es un nudo, si existe un homeomorfismo de

la circunferencia unitaria S* en R® cuya imagen es K.
Ejemplo 1.3

10
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/ﬂ
\ J
N?

Unknot Nudo trébol Nudo ocho

Figura 1.1:

Definicién 1.4 Un Link (o enlace) es una coleccion finita de nudos que no se
intersectan entre si. De otro modo es la union disjunta de nudos, es decir, es la

imagen por una funcion continua e inyectiva
m
s =R
i=0

donde m denota la cantidad de componentes del link. Al conjunto de todos los

links lo denotaremos por L.

Observacién 1.5 Por supuesto, un link de 1-componente (m=1) es un nudo.

Notar que un link no trivial puede tener componentes individuales que no estdn

anudados.
Ejemplo 1.6
s i Y
@ €
Nt
Hopf Link Anillos de Borromeo

Figura 1.2:

A la izquierda de la Figura 1.2 se encuentra el Hopf-link, un link de dos com-
ponentes; en el centro un link! de dos componentes y cuatro cruces, y a la derecha

los anillos de Borromeo, link de tres componentes.

Podremos apreciar que este link aparecerd en reiteradas ocaciones a lo largo de esta tesis.
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1.6.1. Equivalencia de nudos

Definicién 1.7 Una isotopia de R? en R® es una familia continua de homeomor-
fismos {F, : R® — R3|s € I} tal que Fy =Id:R* - R3 e I =10,1].

Definicién 1.8 Sean K y K' dos links. Se dice que K es isotopico con K', si
existe una isotopia {Fy}.er de R? tal que Fi(K) = K'.

Ejemplo 1.9 Los nudos en la siguiente imagen son isotopicos.

De acuerdo con la definicién anterior, dos nudos (links) K, K’ son isotépicos si
existe una isotopia de K a K’. No es dificil el verificar que la relacién por isotopia

es una relacion de equivalencia.

Comenzaremos entonces a estudiar el problema fundamental de la Teoria de
Nudos, es decir, determinar la equivalencia por isotopia entre nudos y links.
Para esto, es conveniente trasladar el problema de R? a R?, proyectando los nudos
o links en el plano, teniendo especial cuidado con la posicion de las cuerdas en la

proyecciéon mediante un etiquetado especial.

Definicién 1.10 Sea K C R3 un link. El diagrama o proyeccion del link K, que

denotaremos Dy, se construye como sigue:

(i) A K le asociamos una proyeccion planar, en la cual los unicos cruces admi-

tidos son los dobles puntos como en la siguiente figura:
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Para tal efecto se debe acomodar la posicion de la proyeccion hasta lograr lo

deseado.

(ii) A cada cruce se le asocia alguna de las siguientes configuraciones:

7 N
/ N\

Dependiendo de la forma del cruce en el nudo que se ha proyectado, es decir

identificando la cuerda que pasa por encima con una linea continua y la de debajo

con una linea cortada.

Un nudo o link se dice manso si tiene una cantidad finita de dobles puntos
o cruces; en caso contrario, diremos que el nudo es salvaje. En lo que sigue, sélo

trataremos con nudos y links mansos.

Ejemplo 1.11 El nudo trébol proyectindose en el plano XY.

>

[ 1]
e~

Cuando hablamos de equivalencia de links, nos estamos refiriendo indistinta-
mente a la existencia de una isotopia entre ellos. En otras palabras, equivalencia
e isotopia entre links significan lo mismo. Introduciremos ahora una importante

definicién para diagramas de links.
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Definicién 1.12 Sea K un nudo (link). Denotaremos por K* su reflejado, el cual
es el nudo (link) obtenido a partir de invertir la configuracion de los cruces es

decir, intercambiar la cuerda que pasa por encima y la que pasa por debajo?

Ejemplo 1.13 El nudo trébol no es isotépico a su reflejado®.

& . &D

Figura 1.3: Nudo trébol y su reflejado

Se puede observar que podemos obtener dos nudos no equivalentes de cambiar
minimamente su diagrama, de lo cual surge un problema: jqué caracteristicas
deben poseer dos diagramas de links para que representen dos links equivalentes?.
Dicha caracteristica es la equivalencia bajo Movimientos de Reidemeister, debida

al teorema postulado por el matematico aleman Kurt Reidemeister en 1927.

Definicién 1.14 Los siguientes movimientos, reservados para diagramas de nu-

dos o links, se denominan Movimientos de Reidemeister:
Ry : ¢ N Ry : 9 «— /\ <«
/\ < )
7 N N\~
< P / X

donde Ry corresponde a la isotopia en R2.

2En estricto rigor, los diagramas de nudos y links son objetos en dos dimensiones, por lo cual
las nociones de encima y debajo no tendrian cabida. Se subentenderd que hacemos referencia
a la forma de los cruces de link antes de ser proyectado

3En 1914 M. Dehn dio una prueba de la no equivalencia entre el nudo Trebol y su reflejado,
la cual usa herramientas puramente topoldgicas. En 1985 V. Jones dio la construccién de una
nueva invariante (ver definicién 1.17) polinomial denominada el polinomio de Jones, el cual da
una solucién. a este hecho.
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Diremos que dos diagramas son R-isotopicos, si y sélo si, podemos obtener uno

del otro por medio de una secuencia finita de Movimientos de Reidemeister.

Teorema 1.15 (Reidemeister, 1927). Sean Dy, y Dy, los diagramas de los links L
y L' respectivamente. Entonces, L es isotdpico a L’, si y sdlo si Dy, es R-isotopico

con Dy,

Con este importante teorema, es posible trasladar el problema de la clasifica-
cién de nudos y links en R3 a sus respectivos diagramas en R2. Sin embargo, esto
no necesariamente implica una simplificaciéon del problema, pues en general no es
sencillo hallar una sucesién de Movimientos de Reidemeister que transforme un

nudo en otro.

Ejemplo 1.16

S

Una manera de proseguir con la tarea de la clasificacién de nudos por isotopia

es mediante la construccion de invariantes sobre L.

Definicién 1.17 Un invariante X sobre L es una funcion de L en algun conjunto

de objetos conocidos Obg, comparables entre si, tal que:

K~ K = X(K)=X(K')
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Note que si X(K) = X (K') no necesariamente se concluye que K ~ K’. De hecho,
de la implicancia anterior es méas utilizado su contrareciproco: si X (K) # X (K')
entonces K % K'.

Observaciéon 1.18 Para probar que una funcion X sobre L es un invariante de
nudos, es necesario y suficiente probar que es invariante bajo Movimientos de

Reidemeister

1.19. Polinomio de Jones y el bracket de Kaufi-
man

1.19.1. Bracket de Kauffman

Sea K C R? un nudo. Consideremos un cruce en K y asignemos a este cruce
marcas A y B como sigue. Consideremos la linea continua del cruce e imaginemos

que rotamos en sentido anti-horario:

L
¥

Luego, a la regién barrida por la rotacién le asignamos la marca A, y a las

otras le asignamos la marca B, es decir:

Ahora, este cruce con marcas lo descompondremos de dos maneras distintas

VR
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Si aplicamos esta receta a cada cruce de K, obtendremos un conjunto de no-

nudos con marcas A y B.

Ejemplo 1.20 Apliquemos el procedimiento al Link 45 ;.
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Definicién 1.21 Sea K un nudo.

1. Un smoothing* de K es cuando un cruce /. en K es cambiado, ya sea por
) (0o <. En lo que sigue, llamaremos 0-smoothing y 1-smoothing a )( y =<

respectivamente.

2. Los estados de un nudo (link), ocurren cuando cambiamos todos los cruces
del nudo por un smoothing con sus respectivas marcas. Denotaremos Es(K)

el conjunto de todos los estados de K.

3. Sea 0 € Es(K). El producto conmutativo de las marcas de o, es llamado

efecto de o en K y el cual denotaremos por (K, o).

4. Sea 0 € Es(K) un estado de n componentes. Se define ||c|| como sigue.

llo|| :=n—1

Observaciéon 1.22 Sea K un nudo que tiene n cruces, entonces notemos que, por

un argumento combinatorio, la cantidad de estados de K es 2.

En lo que sigue consideraremos el anillo de polinomios Z[A, B, z].

Definicién 1.23 Sea K un nudo. El polinomio bracket de K, el cual denotaremos

por (K) se define como sigue.
(K):= > (K, o)l €Z[A B,
o€Es(K)
Ademds por convencion:

(O)=1

Ejemplo 1.24 Consideremos el Ejemplo 1.20 para calcular el polinomio de brac-

ket del link 42. Entonces tenemos:

4La traduccién seria suavizado. Sélo por gusto personal usaré vocablo en inglés.
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<© ) =A'2 + PB4+ A’B + A?B%*2 + A’B + A’B%z + A® + B%2 4+ AB32?
+APB + A?B%2 + A’B%2 + AB3z + A’B?z + AB®2? + AB%2? + B*%®
=A'2 +4A°B + 6A*B*2? + 4AB*2* + B*2?

es decir

<© )= A'z +4A°B + 6A’B?” + 4AB*2* + B

Notacién 1 Sean
K/, KX, K)(, KX

los diagramas de un nudo, los cuales son idénticos fuera de un pequeno disco,

mientras que dentro de él se ven como muestra la Figura 1.5.

N 0 X

Figura 1.4:

Lema 1.25 Sea K un nudo, entonces
1. (K11O) = 2(K). En particular (O") = 21
2. (/) =A0 0+ B(=)
3. (X)=B() () +A(=X)

Demostracién.

1. Nétese que

Es(K [TO)={c [T O : 0 € Es(K)}
—Es(K) [ Es(O)
=Es(K) [ [{O}
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Ademés si 0 € Es(K [[O) entonces

(KTTO.o)

Entonces tenemos

K[JOo) = >, K][O.a:!

oeBs(K 11O)

— Z (K, o)zl

ocEs(K) [[{O}

_ Z <K,p)z”””+1

peEs(K)

=2( Z (K, p)zIlFl

peEs(K)

=2(K)

2. Para la segunda parte notemos

Es(/) =Es(KY) = ) O T Es(x
Entonces
0= (/o)
o€Es( /)
= Z (K)(, o)zl + Z (K=, o)zl
oeEs(K) () oEBs(K ~)
=A( Y (K)o + B Y (K 0)2l)
o€Es(K) () oE€Es(K X)
=A()()+ B{X)
Es decir

(/) =400+ B(=)
3. La prueba se sigue de manera andloga a lo hecho en 2.
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Definicién 1.26 Un invariante que respeta Ry, Ry y Rz se llama invariante de

1sotopia reqular

A continuacién encontraremos condiciones sobre los parametros A, B y z, de

tal modo que el polinomio bracket se convierta en un invariante de isotopia regular.

() =B()) +4({Q)
—B[A() () + B()) + AJACS) + B(T)]
=AB[() () + (9)] + (A + B*)(X)

Ademas, por la primera parte del Lema 1.25 tenemos

OO0+
OO0+
() =2(x)
Luego

()) =(A+ B)(X)+ AB() () + ABz(X)
(A% + B2 + AB2) (=) + AB() ()

Es decir que tenemos invarianza Rs, si y solo si
A2+ B2+ ABz =0 B=A"
= (1.1)
A2+ B2+ ABz =10 z2=—A% — A2

Ademas se tienen los siguientes resultados:

Lema 1.27 Si el polinomio bracket es invariante bajo el movimiento Ry, enton-

ces, también lo es bajo el movimiento Rj.

Teorema 1.28

(L) = (Az+ BY(N)
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(9-) = (A+ B2)(N)
En particular, con las elecciones (1.1) tenemos

1.
(L) = -4

(9) = —A73(N)

Desde ahora en adelante consideraremos las condiciones en (1.1) sobre A, By z.

Asi el polinomio de Bracket es un invariante de isotopia regular.

Definicién 1.29 Un link se dice orientado, si a cada componente se le asigna

una orientacion indicada por una flecha

o o bien "

De esta manera, cada cruce tiene una de la siguientes posibilidades.

N /
N /

+1 -1
Las marcas +1 y —1 se llaman signo del cruce.

Definicién 1.30 Dado un nudo orientado K definimos ny y n_ como el numero

de cruces positivos y negativos de K, respectivamente.

Dos links orientados se dicen R-isotipicos si uno de ellos puede ser llevado en otro

mediante un R-movimiento de Reidemeister orientado, es decir:

Rll
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9008
9-)(-Q



CAPITULO 1. TEORIA DE NUDOS 26

Rg:

etcetera...
Definicién 1.31 La torsion de un link orientado K se denota w(K) y se define
por:
donde c recorre los cruces del link y £(c) es el signo del cruce c.

Ejemplo 1.32

(=3 & w(H=-3

w(fN=2 5 w(Q))=-2

Observacion 1.33 Si K es un link orientado, entonces
w(K") = —w(K)
lo cual se deduce inmediatamente de la definicion de reflejado de un nudo.

Teorema 1.34 La torsion es un invariante de isotopia reqular, es decir, respeta

los movimientos Ry, Ry y Rs
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Teorema 1.35 Sea K un nudo orientado, entonces el polinomio
fie(A) = (=A%) UNEK) € Z[A, A7
es un invariante de nudos.

Ejemplo 1.36 Determinemos el fr(A)

(At - A

1.36.1. Polinomio de Jones

En 1985 Vaughan Jones mediante el estudio de una representacién particular
del grupo de trenzas sobre el dlgebra de Temperley-Lieb y aplicando lo que hoy
conocemos como la receta de Jones, dio a conocer una nueva invariante polinomial.

También podemos escribir el polinomio de Jones en funcién del polinomio de

bracket como sigue:

Vilt) = fu(t™/%)

Consideremos la versiéon no normalizada del bracket de Kauffman dada por las

siguientes relaciones:

() ()= -2 - 472
(i) (KI[O) = (42 = A7)(K)
(i) (/) =400+ 47 (=)

El objetivo principal de este trabajo es introducir la “homologia de Khova-
nov”asociada a un link, la cual tiene una estrecha relaciéon con el polinomio de
Jones. Con este fin, en lo que sigue, utilizaremos la versiéon no normalizada del

polinomio de Jones, ya que de esta forma se visualiza de manera mas clara su
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relacién con la homologia de Khovanov. El polinomio de Jones no normalizado se

obtiene de la siguiente forma.

Sea ¢(K) el niimero de cruces en el diagrama K. Definamos el bracket de Kauffman
mejorado (K), de fijar:
(K). = A=) ()

y reemplazar:
A2 — _q—l

Asi este polinomio respeta las siguientes relaciones:
(/0 =00 —a{=)s
(O)e=(g+q")

Es conveniente utilizar esta versién del bracket para la construccién de la ho-
mologia de Khovanov descrita en Capitulo 3. En lo que sigue nos referiremos a los
smoothings etiquetados con ¢ (A~! en la construccién anterior o B por la original)

por 1-smoothings.
Cataloguemos ahora el comportamiento del bracket de Kauffman mejorado el
cual usaremos mas adelante para la re escritura del polinomio de Jones.

Definicién 1.37 El bracket de Kauffman mejorado de un nudo K, escrito (K).,,
es un polinomio de Laurent en la variable q con coeficientes en Z. El cual satisface

las siguientes relaciones.

Kf1 (0), =1

Kf2 (KI1O)« = (¢+ ¢ ){K).
Kf3 (/)= () 0 —a(=)s

Aqui O denota el link vacio
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Observaciéon 1.38 La relacion Kf1, define el bracket de Kauffman del nudo
vacio. La siguiente relacion, Kf2, da de una forma explicita el bracket de la
union disjunta de un no nudo y K, en funcion del bracket (K).. La tercera rela-
cion, Kf3, describe el comportamiento del bracket de un nudo K en términos de

los nudos que se obtienen a partir de K con un cruce menos.

Utilizando Kf1 y Kf2 obtenemos que:
(OMe=(g+¢ )"

donde OF es la unién disjunta de k no nudos.
Con esta nueva forma de ver el bracket de Kauffman podemos re-escribir el poli-

nomio de Jones como sigue:

Teorema 1.39 Sea K un nudo orientado, entonces, el polinomio de Jones no
normalizado en funcion del bracket de Kauffman mejorado queda expresado de la

siguiente forma.

~

T = (=1)"¢" " (K).

Demostracién. Primero notemos que w(K) =ny —n_y ¢(K) =ny+n_, y por

lo tanto w(K) = ¢(K) — 2n_. Luego tenemos lo siguiente

Jie = (= A K)
= AT (420 (k)
=(— A% (A A K)

N—_— —
(K )«

=(=A%) (A" (K),

()" (=g )" (K),
(1) g ()
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Notacién 2 En lo que sigue, sin riesqo de confusion el (K), serd denotado sim-

plemente por (K).

Observaciéon 1.40 Podemos construir esta version del bracket de manera andlo-
ga a la original usando el concepto de estados mejorados. Decimos un estado
mejorado s, es aquel estado en el cual cada uno de sus componentes estd etique-
tado con 1 o -1.

Se tiene que la expresion de esta version del bracket en funcion de los estados

mejorados es la siguiente:

donde i(s) es el numero de 1-smoothing en s y j(s) = i(s) — A(s), donde \(s) es
el niumero de circulos etiquetados con 1 menos el numero de circulos etiquetados
con -1.

En particular (O) = q+ ¢~



Capitulo 2

Algebra Homolo6gica

Para poder hablar de Homologia de Khovanov y demostrar que este es un
invariante de nudos, necesitamos algunas herramientas del algebra homologica. En
este capitulo recordaremos conceptos y resultados basicos de algebra homoldgica.

Los cuales serdn de utilidad en los proximos capitulos.

2.1. Categorias

Una categoria es un sistema de objetos relacionados, los cuales no viven aisla-
dos, sino que existe una nocién de funcién entre ellos que los une. Las categorias
son en si mismas un objeto matemético y es por lo mismo formalizamos esta idea

con la siguiente definicion.

Definicién 2.2 Una categoria o/ consiste de:
» Una coleccion de objetos, denotada por ob(< ).

» Para cada A, B € ob(), una coleccion de funciones, flechas o mor-
fismos de A a B, denotada por hom (A, B).

» Para cada A, B, C € ob(«), una funcion
hom,, (B, C) x hom, (A, B) — hom (A, C)
(9,.f) = gof

31
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= Paratodo A € ob(), un elemento 1, hom, (A, A), llamado elemento iden-
tidad, tal que dado f € hom (A, B) se cumple

foly=f=1pof.
» Dado f € homy (A, B), g € homy(B,C) y h € hom,(C, D), entonces
holgof) = (hog)of.
Notaciéon 3 Por simplicidad escribiremos:
(i) A€ o, en lugar de A € ob(),
(ii) f € hom(A, B), en lugar de f € hom (A, B),
(1i) gf, en lugar de go f.

Ejemplo 2.3 (a) La categoria Set cuyos objetos son conjuntos, y sus morfis-

mos corresponden exactamente a las funciones entre conjuntos.

(b) Sea R un anillo. Denotamos por R-MOD, la categoria cuyos objetos son
los R-mddulos (izquierdos), y los morfismos son homomorfismos de R-mddu-
los (izquierdos). Andlogamente se pueden definir la categoria Ring, Grp,
Vecty, los cuales son la categoria de los anillos, grupos y espacios vectoriales

sobre algun cuerpo k, respectivamente.

(c) Sea (P,=<) un conjunto parcialmente ordenado (poset). Definimos la cate-
goria asociada al poset P, denotada por P, como la categoria cuyos objetos
son exactamente los subconjuntos P (ob(P) = P) y dados dos objetos A, B

diremos que existe un morfismo desde A a B si y sélo si, A <X B.
Definicién 2.4 Si o/ es una categoria. Podemos definir </°P como sigue:
ob(&/?) = ob(&7).

Dado A, B € /P
hom o (B, A) = hom (A, B).
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Definicién 2.5 Sean o7, B categorias. Un funtor F : of — A consiste en:

Una funcion:

ob(e/) — ob(A)
A — F(A)

Para cada A, B € o, una funcion:
hom (A, B) — homg(F(A), F(B))
foo= F()

Cumpliendo los siguientes axiomas:

F(fog)=F(f)oF(g), para f € hom(B,(C), g € hom(A, B),

F(14) = 1pay, para todo A € .

Ejemplo 2.6 Funtor Olvido.

Definimos F : Grp — Set como sigue: F(G) es el conjunto que define el grupo G.
De la misma forma; dado f: G — H un homomorfismo, F(f) = f es la funcion
definida entre conjuntos F(G) y F(H).

Observacion 2.7 El funtor anterior se puede definir de forma andloga para las

categorias Ring y Vecty.

El siguiente ejemplo de un funtor, es uno de los mas conocido en Topologia alge-

braica debido a su relevancia.

Ejemplo 2.8 Sea Top. la categoria de los espacios topoldgicos equipada con un
punto base, cuyos morfismos son las funciones continuas que preservan el punto
base. Hay un funtor m : Top, — Grp, asignando a cada espacio X con punto base

xqo el grupo fundamental m (X, xq)
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Definicién 2.9 Sean &/, % dos categorias, un funtor contravariante de </ en

AB, es un funtor
F:od%— A

Ejemplo 2.10 Sea R un anillo conmutativo y sea W un R-mddulo izquierdo fijo.

La funcion f : U — V induce una funcion:

f*: Homg(V,W) — Homg(U, W)
definida en g € Homg(V, W) por tomar f*(g) =go f.
Esto define un funtor

()*Homg(—, W) : (R — MOD)” — R — MOD
V. +— Hompg(V,W)

2.10.1. Diagramas cubicos

Definicién 2.11 Un diagrama en una categoria C es un funtor F definido desde
la categoria T asociada a un poset, a C. A la categoria T la llamaremos categoria

de indexacion.

La categoria Z sirve para indexar la imagen de F' de una manera que captura
la forma de la imagen de F'. Los diagramas que nos interesan son los diagramas
cubicos. La categoria de indexacién que usaremos exclusivamente son poset de

subconjuntos de {1,2...,n}.

Definicién 2.12 Sean = {1,2,...,}. Entonces la categoria de indexacion cibica
P(n) es la categoria con los subconjuntos de n como objetos y las inclusiones como

morfismos.
Ejemplo 2.13 Graficamente P(1) es

0 —{1}
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y P(2) es
(j—>{1}
{2t —{1,2}
y P(3) es

{2,3} » {1,2,3}

2.14. Algebra homolégica

Sea R un anillo conmutativo y R-MOD la categoria de los R-moédulos izquier-

dos.

2.14.1. Diagramas

Definicién 2.15 Una cadena de R-mddulos y R-funciones lineales
"'_)Ai-‘rl @)Aii)Ai—lé"'
(i) Es exacta en A;, si Im(a;y1) = ker(a;)

(i) Es exacta, si es exacta para cada A;

El lenguaje de sucesiones exactas es una manera conveniente para hablar de

una variedad de situaciones algebraicas:

(1) La cadena 0 — A -+ B es exacta <= a es inyectiva.
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(2) La cadena B 2y € = 0 es exacta <= b es epiyectiva.

(3) La cadena 0 —+ A -*+ B %y C = 0es exacta <= a es inyectiva, b es

epiyectiva y b induce un isomorfismo entre el cokernel de a con C
(4) Sea A 5 B 5 € —% D exacta. Entonces son equivalentes:

a es epiyectiva <= bescero <= cesinyectiva

Observacién 2.16 Una sucesion exacta que es de la forma (3) es llamada su-
cesion exacta corta.

En ocasiones ocurre que en sucesiones exactas largas cada tres morfismos se tie-
ne la propiedad (1) (o (2), (3)) por lo que las sucesiones pueden descomponerse

dentro de sucesiones exactas cortas

2.16.1. Complejos de cadenas

Definicién 2.17 Una sucesion Cy = (Cy,,0u|n € Z) de mddulos C,, y homo-
morfismos 0, : C, — C,_1, llamados operadores borde o diferenciales, se
dice que es un complejo de cadena, si para cada n € 7Z se cumple la relacion
On—1 0 0, = 0. Diremos que el complejo de cadenas es acotado si la cantidad de

espacios no triviales es finita.

Asociamos a un complejo de cadena C, los médulos:
Zn = Zn(Cy) = ker(0,, : C,, = Cy_1)
B, = B,(C,) = Im(0p41 : Cpy1 — Cy)
H, =H,(C,) = Z,/B,
Llamaremos a C,, (Z,, B,) el médulo de n-cadenas (n-ciclos, n-bordes) y a

H,, el n-ésimo médulo de homologia del complejo de cadena. A menudo, en el

caso particular R = Z, hablamos de grupos de homologia.

Observacién 2.18 La relacion borde 0,10, = 0 implica que B, C Z,, y por lo
tanto H, se puede definir.
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Definicién 2.19 Sea Cy = (Cy,¢,) y Do = (D,, d,,) dos complejos de cadenas.
Una funcion de cadena fo : Co — Dy es una familia de homomorfismos f, : C,, —
D,, los cuales satisfacen la regla de conmutacion: d, o f, = fn._1 © ¢, para todo

n € Z. Es decir cada parte del siguiente diagrama conmuta.

Cn+1 C
e n+1;0n$'cn—1%"'

fn+1l fnl fnll

=Dy =Dy~ Dy ——

dn+1 dn

Una funcién de cadena induce (por restriccion y paso a los factores de grupo)

morfismos entre los ciclos, bordes y grupos de homologia:
Zn(fe) : Zn(Co) = Zn(Ds)
By(fs) : Ba(Ca) = By(Ds)
fe = Hu(fo) : Hu(Co) = Hn(Ds).
Definicién 2.20 Sean Cy = (C, ¢,) y Do = (D, d,,) dos complejos de cadenas y
sea fo : Co = Dy una funcion de cadena, decimos que fo €s un quasi-isomorfismo

si los morfismos inducidos f. : H,(Co) = H,(Ds) son isomorfismos en los mddu-

los (grupos) de homologia para todo n.

Teorema 2.21 Los complejos de cadenas sobre un R-maodulo y sus funciones de

cadena, con la composicion natural forman una categoria Chaing.

Observacién 2.22 La categoria R-MOD es una sub-categoria de Chaing pen-

sando un R-modulo M del modo
M~(..5{0} —Co=M — {0} —...)
Definicién 2.23 Una sucesion ezacta (corta) de complejos de cadena
00 Lot o

consiste de funciones de cadena f y g tal que 0 — C, LN C, 2% C" = 0 es

exacta para cada n.
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Ademas de los morfismos inducidos H,(f) y H,(g), podemos definir un mor-
fismo de conexién 0, : H,(C") — H,_1(C"), también llamado operador bor-

de, el cual es inducido por la correspondencia f,,_; o d, o g;*

g
C — 2 15"

B
fnfl

dec o

Lema 2.24 El mapeo 2" — 2’ descrito anteriormente induce un homomorfismo
bien definido 0, : H,(C") — H,_1(C")

Demostracion. Primero veamos esta asignacion tiene sentido.
Para un ciclo 2 € C/ con pre-imagen z bajo g, la relacién (g,—1 o d,)(z) =
(d! 0 g,)(2") = 0y la exactitud muestra que existe 2’ con d,(z) = f,_1(Z).

Notemos que localmente tenemos el siguiente diagrama.

0 0 0 0
/ dis / dy, ! dy !
o C'n—l—l Cn Cn—l Cn—2
fn+1 fn fnfl fn72
dn+1 dn dnfl
> C'n—l—l > Cn > Cn—l Cn—2
In+1 gn In—1 In—2
" ,';H " dn " n-1 "
n+1 Cn Cn 1 Cn—2
0 0 0 0

Ahora, de la relacion f,_od) 2" = d,_1fn_17 = d,—1d,z = 0y de la inyectivi-
dad de f,,_o demostramos que z’ es un ciclo. Si elegimos cualquier otra pre-imagen
2+ foyw' de 2", entonces tenemos que reemplazar 2’ por 2’ +d) w’, entonces la clase
de homologia de 2z’ esta bien definida. Por 1ltimo, si cambiamos z” por un bor-

de, podemos reemplazar z por la suma de un borde y por lo tanto d,,z no cambia. m
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Hay un teorema bastante 1til en teoria de homologia cuando consideramos

sucesiones exactas cortas de complejos de cadenas.

Teorema 2.25 Considerando la siguiente sucesion exacta de complejos de cade-

na.
0= A B 0 50

Entonces existe un R-homomorfismo 0, : H,(C) — H,_1(A) tal que, los grupos
de homologia bajo las funciones inducidas forman una sucesion exacta larga como

Sigue.

87L7 1

s Hor(C) 258 Ho(A) 2 Ho(BY) 25 HA(CL) 25 Hy (AL — -

Demostracién. Ver detalles en [5] =

Definicién 2.26 Sean f,g: C = (C,,c,) = D = (D,,d,) funciones de cadena.
Una homotopia de cadenas desde f a g es una sucesion s, : C, — D, de

homomorfismos los cuales satisfacen

dn+1 0SSy, +8,-10C, = gp — fn

Esta definicién tiene dos explicaciones. Primero, uno puede definir una “ho-
motopia de cadenas”de forma analoga a la definicion topoldgica mediante el uso
de los complejos de cadena analogo del intervalo unidad; segundo, esto codifica la

relacién borde de una homotopia geométrica.

Definicién 2.27 Sean f, g funciones de cadena, diremos que fy g son homotopi-
cas o cadena homotopicas. Si existe una homotopia de cadenas desde f a g, deno-

taremos esto por s : f = g.

No es dificil probar que la “homotopia de cadenas”es una relacién de equiva-
lencia sobre el conjunto de funciones de cadenas C' — D. También tenemos que
la homotopia de cadenas es compatible con la composicién, al igual que con la

homotopia de funciones continuas.
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Proposicion 2.28 Funciones de cadena homotopicas inducen el mismo homo-

morfismo entre los grupos de homologia.

Definicién 2.29 Sea C, un complejo de cadenas acotado de méodulos finitamente

generados. Definimos la caracteristica de Euler de Cy como:

X(Cs) := Z(—l)k dim Hy(C,)

keZ

Teorema 2.30 La caracteristica de Fuler es un invartante de homotopia.

[aY)

Demostracién. Sean C, y D, dos complejos de cadenas. Supongamos que H,,(C,) =
H,(D,), para todo n € Z. Luego, como las funciones de cadena inducen un iso-
morfismo entre los mddulos de homologia, tememos dim H,,(C,) = dim H,,(D,)

para todo n. Por lo tanto se concluye x(C,) = x(D,). ®

2.30.1. Complejo de cocadenas

Comenzaremos ahora con la construccién de una nueva estructura a partir de
la idea de complejo de cadenas.

Sea Cy = (C),, 0y|n € Z) un complejo de cadena de R-mddulos. Aplicamos el
funtor! Hompg(—, R) a C, y obtenemos un complejo de cocadena C* = (C™, ")

de R-médulos con C" = Hompg(C,, R) y la funcién R-lineal:
§" 1 C" = Homp(C,, R) — Hompg(C,yq1, R) = C" 1

definida por 6"(p) = (—1)""'¢ 0 d,,1, para ¢ € Homg(C,,, R). Esta construccién

nos permite establecer la siguiente definicion:

Definicién 2.31 Un complejo de cocadena C* = (C™,0"|n € Z) es una familia
de mddulos C™, junto con homomorfismo 6" : C™ — C"™*! llamado operadores

de coborde o difirenciales?®, tal que 6" o i = 0.

Definido en el ejemplo 2.10.
2Un importante complejo de cadena surge desde formas diferenciales. Entonces uno no deberia
usar la terminologia “co” aquli.



CAPITULO 2. ALGEBRA HOMOLOGICA 41

Al igual que en un complejo de cadena, podemos asociar a un complejo de

cocadena C* los modulos:
Z" =7Z"(C*) = ker(d")
B" = B"(C*) = Im(5" ")
H"=H"(C*)=2"/B"
y llamaremos C™, Z", B" los modulos de cocadenas, cociclos, cobordes y a H"

el n-ésimo médulo de cohomologia o simplemente la cohomologia del complejo

de cocadena.

Observacién 2.32 Dado un complejo de cocadenas, podemos definir C,, := C™"

Yy 0p := 0" ". Luego se obtiene de forma natural un complejo de cadenas Cy donde
H™™(C*) = H,(C,).

Ejemplo 2.33 Consideremos el siguiente complejo de cocadena M*® de Z-mdodulos
4 Z/87 :1>0
M =
0:2<0
Con los siguientes diferenciales.
: d'(x) =4z :i>0
d'(zx) = ,
d'(z)=0:1<0

Luego, tenemos la siguiente situacion
0 0 4 4
o> 0—0—2Z/82 — Z/87 — Z/8Z — - - -

Es fdcil probar que (M*,d") es un complejo de cocadenas. En efecto, parai < 0 es
directo, y para i > 0 se concluye que Im(4) = {0,4} y ker(4) = {0,2,4,6}.
El médulo de cohomologia para este complejo es:
Z)2Z :i> 0
Hi(M®*) = { ZJAZ i =0
0:2<0
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Desde ahora y por todo lo que resta de este trabajo usaremos simplemente la

palabra complejo (cocomplejo) para referirnos a complejo de cadena (cocadena).

Definicién 2.34 Sea s € Z y sea C* = (C*,d");ez un cocomplejo. El operdador

“cambio de altura” denotado, -[s|, define un nuevo cocomplejo C*[s] como sigue:
C'[s] :==C"%.

Definicién 2.35 Un bi-complejo, es una coleccion de modulos {C?9},, jez y fun-
ciones dP : CP* — COPTL* ¢ q1 . C*1 — O*9FL tal que, dPT o dP = d9 o d? =

di o dP + dPt o d? = 0.

Se puede vizualizar como el siguiente enrejado:

. ~Op~Letl ____opetl __ optlaetl

ar—1 dP
daq daq a4
R > ('p—1lag D,q ...
¢ a1 ¢ dr Cpt1q
da—t da—t da—t

.. -~ OP—La-1 - Cpa—1 — Cptle-1___ ...
dar—

Observacién 2.36 Notemos que {d”},ecz y {d?},ez, no necesariamente son fun-

ciones de cadena, ya que no conmutan con diferenciales.

2.36.1. Cono de funciones

Introduciremos el concepto de cono de una funcién de cadena entre comple-
jos, el cual utilizaremos en el Capitulo 4, para demostrar que la homologia de

Khovanov es una invariante.
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Definicién 2.37 Sea f* : C* — D*® una funcion de cadena. El cono de funciones,
denotado Cone (f*) es el complejo C* & D*[—1] cuyo n-ésimo diferencial d estd

definido como:
d(c,d) := (dc(c), f(c) — dp(d)), para cada c € C™, d € D" *

donde d¢, dp son los diferenciales en C* y D*® respectivamente y el signo negativo

denota el inverso aditivo.

Ya que los elementos de Cone(f*) pueden ser escritos como pares ordenados,

sus diferenciales pueden ser escritos como matrices de la siguiente manera.

gt 0
fn—i—l _drlz)

Observacién 2.38 Notemos que la composicion de estas funciones R-lineales

puede ser representada como multiplicacion de matrices.

Recordemos que df,f" = f"*1d} para cada n, ya que f* es una funcién de

cadena por lo tanto el cono de funciones es de hecho un cocomplejo, ya que:

g0 g 0\ _ dytdy, 0 _ (00
ot =dp )\ fr —dp ! fretde —dpfr dpdy 00

2.38.1. Espacios vectoriales Z-graduados

Durante todo el siguiente capitulo trabajaremos con espacios vectoriales gra-
duados (espacios vectoriales con alguna estructura adicional). A continuacién,

introducimos este concepto junto con algunas de sus principales propiedades.

Definicién 2.39 Una familia A, = (An|ln € Z) de espacios vectoriales® sobre
cierto cuerpo K, es llamada un espacio vectorial Z-graduado. Llamaremos a A,

la componente de grado o dimension n.

3Esta definicién se puede extender de manera natural a médulos sobre cierto anillo R.
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Observacién 2.40 De manera equivalente podemos considerar A = ®,czA, Di-

remos entonces que los elementos de A, en A son homogeneos de grado n.

Ejemplo 2.41 Si K[z, y| es el anillo de polinomios en dos indeterminadas x,vy,

entonces el polinomio homogeneo de grado n, estd descrito por x'y" ;0 <i < n.

Definicién 2.42 Sean A, y B, dos espacios vectoriales Z-graduados. Un morfis-

mo de grado k entre A, y B, es una familia de homomorfismos f, : Ay, — Buyk.

Definicién 2.43 Consideremos los espacios vectoriales A = @pezA, y A" =
GnezAl. La suma directa de A con A’ es el espacio vectorial Z-graduado defi-

nido como sigue.

(A A, = (A, ® A).

Definicién 2.44 Sean A = Gz Ay y A" = @pez AL, dos espacios vectoriales Z-
graduados. El producto tensorial de A con A’ es el espacio vectorial Z-graduado

definido para todas las Z-graduaciones k por:

(A A) = P (Aie 4).
i+j=Fk
Para m € N, la m-ésima potencia tensorial del espacio vectorial Z-graduado A
estd denotada A®™

AP = AR A®..®A

m

Desde ahora en adelante y por todo lo que resta de este trabajo, cada vez que

nos refiramos a espacios vectoriales graduados, sera con una Z-graduacion.

Definicién 2.45 Sea W = @,czW,, un espacio vectorial graduado. La dimension

graduada de W, denotada qdim(W), es la serie de potencias:

qdim(W) = ¢ dim(@ W,) = Z q" dim(W,,).

nel



CAPITULO 2. ALGEBRA HOMOLOGICA 45

Definicién 2.46 Sea |l € Z. Sea W = ®pepWi. El operador “cambio de grado”,

denotado por -{l}, define un nuevo espacio vectorial como sique:
WH{l}y := Wi

Observacién 2.47 Si [ es positivo, el operador -{l} “cambia”el espacio vectorial

»

graduado “subiendo 7, en direccion positiva, | lugares.

Proposicion 2.48 Consideremos los espacios vectoriales graduados Wy W', en-

tonces:
1. ¢qdim(W & W') = gdim(W) + ¢ dim(W’)
2. qdim(W @ W') = ¢ dim(W) - ¢ dim(WW’)

3. qdim(W{l}) = ¢ - ¢dim(W).

Demostracién. Sélo probaremos (3.), dado que (1.) y (2.) se obtienen directa-

mente de su definicion.

3. Debemos demostrar que la funcién cambio -{/} modifica también la ¢-dimensién

por ¢'.

gdim(W{}) = ¢* dim(W{l})

keZ

= Z qk diHl(Wk_l)

keZ

:ql Z qk_l dim(Wk_l)
kez
=¢' > ¢’ dim(W;)

JEZ
j=k—1

=¢'qdim W
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2.48.1. Homologia sobre espacios vectoriales graduados

Trasladaremos algunas definiciones sobre homologia al contexto de espacios
vectoriales graduados. Consideremos un complejo W, = {W;};cz donde W; es un

espacio vectorial para todo 1.

Observacién 2.49 En este contexto, los diferenciales de complejos son transfor-

maciones K-lineales graduadas de grado cero.

Definicién 2.50 Sea U un espacio vectorial y sea W* un cocomplejo de espacios
vectoriales graduados. El producto tensorial U@ W* queda definido por el siguien-
te cocomplejo de espacios vectoriales graduados como sigue. El espacio vectorial

graduado en grado homoldgico i es {U @ W*}.

Observacién 2.51 Si d es el i-ésimo diferencial de W*, entonces el i-ésimo
diferencial de U @ (W*) es idy ® d'. Este es un cocomplejo bien definido pues

Ahora daremos la definicion de un concepto bastante util para que en el siguiente
capitulp podamos ver la relacion entre la homologia de Khovanov y el polinomio

de Jones.

Definicion 2.52 Definimos la Caracteristica graduada de Euler, x,, de un com-
plejo acotado de espacios vectoriales graduados W es la suma alternante de las

dimensiones graduados de la homologia de espacios vectoriales graduados
Xg(Wa) :=> (=1)'qdim H;(W,).
Proposicion 2.53 Sea C, un complejo acotado de espacios vectoriales graduados

finitamente generados con diferenciales de grado cero. Entonces tenemos:

Xq(Ca) =Y (=1)'qdim(Cy).

i
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Demostracion. Consideremos un complejo acotado de espacios vectoriales fini-
tamente generados. Por definicion, sabemos que existe un r € Z tal que C; = 0
para i < 0 yi > r. Ademds se tiene que dim(C;) = dim(ker d;) + dim(Im d;) y
que dim(H;(C,)) = dim(ker d;) — dim(Im d;_1) los cuales son finitos, por lo que

substituyendo en la caracteristica graduada de Euler de C,.

x(Cy) :Z(—wdimﬂ-(a)
= Z ) dim(ker d; /Tm d; 1)
= Z “(dim(ker d;) — dim(Im d;4,))

= dlm(ker dg) — dim(Im d;) — (dim(ker d;) — dim(Im ds)) +

+ (dim(ker d,) — dim(Im d,1))
=dim(Cp) — dim(C’l) + -+ £dim(C,)

= Z ) dim(C

Con esto solo hemos demostrado la proposicion para el caso de espacios vecto-
riales, ahora veamos el caso de espacios vectoriales graduados. Supongamos que
C,. es un complejo de espacios vectoriales graduados, entonces la igualdad ante-

rior se mantiene para cada q-graduacion del espacio vectorial, C;. Asi la siguiente
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tgualdad completa la demostracion.

Xq(Cs) = Z(—l)iq dim H;(C,)

%

_ Z(_Di(z ¢’ dim(H;(C.);))

i
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Capitulo 3

Construccion de la Homologia

En este capitulo introduciremos el principal objeto de estudio de este trabajo,

la Homologia de Khovanov, la cual resulta ser un invariante de links.

Comenzaremos este capitulo definiendo el bracket de Khovanov, el cual asocia
un cocomplejo a un diagrama de link dado. Este satisfacé relaciones analogas al
bracket de Kauffman, pero en el contexto de cocomplejos de espacios vectoriales
graduados. Al igual que el bracket de Kauffman, el bracket de Khovanov no es
una invariante en si misma. Analogamente, luego de asignarle una orientacion
al diagrama y hacer ciertos “cambios” convenientes, se obtiene el cocomplejo de
Khovanov. El cual resulta ser un invariante de links, es decir, para dos links

equivalentes los cocomplejos obtenidos de la construccién son quasi-isomorfos.

3.1. Escenario previo

En lo que sigue, por simplicidad, todos los espacios vectoriales graduados se
consideraran sobre un cuerpo arbitrario! K.
A continuacién introduciremos algunas definiciones y construcciones necesarias

para describir el bracket de Khovanov.

'En particular, si consideramos el cocomplejo de Khovanov sobre el cuerpo Q, encontramos
que el polinomio de Jones es la caracteristica de Euler de este complejo.

50
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3.1.1. El K-espacio vectorial Z-graduado

Sea V' el espacio vectorial graduado generado por los elementos v, y v_, cuyos
grados son 1 y -1 respectivamente. Es decir, de modo maés formal, tenemos que
V = (V;)iez, donde:

vectg{vy} i =+1
Vii= < vectg{v_} :i=-1
0 : otro caso

En otras palabras tenemos que,
V=K. ®Ki.

En lo que sigue de este capitulo, cada vez que hagamos mencién al espacio vectorial
graduado V, sera refiriéndonos a éste. Notar también que la dimensién graduada

1

de V estd dada por ¢ + g7, es decir, qdim(V) = ¢ + ¢~ *.

3.1.2. Operacion Flatten

A continuacién describiremos una operacion, la cual toma un complejo de ca-
dena, el cual esta formado a su vez por complejos, formando un nuevo complejo

de cadena.

Sea C* = (CP)rcz un complejo, tal que CP es un complejo, para todo p € Z.
Luego, las diferenciales de este complejo, son funciones de cadena, y por lo tanto

se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

(orye 1" (o)

dp,ql \Ldzﬂrl,q

(Cp)q+1 — (Cp+1)q+1
fpoatl

Ademés, se tiene dPit1qrd = frtlafra — (),
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Teniendo esto en consideracién, podemos formar un bi-complejo {CP9},, ez, del
complejo inicial, incluyendo signos menos en los diferenciales para lograr que cada
cuadrado anti-conmute. Especificamente, la componente CP? es el objeto (C?)4
en la notaciéon anterior.

Los diferenciales en (CP)* estan dados al tomar las funciones verticales {d, :=
drt . CP4 — CPaty ) 7y tomamos las funciones horizontales {dj : CP? —
Ccrthay oz definidas por (—1)7(fP)9. Entonces localmente tenemos el siguiente

diagrama.

.. > Op—lg-1 L a1 & optla-1__ o ...
dv du dU
-1 dp dp, 1

L (Pla P4 crtla o ...
dy dy dy

ci > (P~ Latl L) Ccpatl i> optlatl ...

Es facil probar que cada cuadrado del diagrama anterior anti-conmuta. En

efecto, el cambio de signo en d;, implica que:
AN o T =l o (1)1 P
:(_1)qu,q+1 o dP?
:(_1)4(_1)—(q+1)d12,q+1 o dh
- _ d£7q+1 o P

Con esto hemos formado un bi-complejo. A continuacion definiremos la ope-

racion flatten, la cual nos entrega otro complejo.

Definicién 3.2 Sea {CP?} el bi-complejo construido anteriormente. La operacidn
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flatten
Fl---— (CP)* ﬂ (CPHHY — ]

define un nuevo complejo de cadenas, cuyas componentes son las sumas directas

de las diagonales de {CP1}, tomadas hacia abajo de derecha a izquierda. Ast, la

@ P

p+q=n

n-ésima componente es

y sus diferenciales vienen dados por

d" = > (4 &)

ptq=n

3.3. Bracket de Khovanov

En esta seccién daremos inicio a la construccién del bracket de Khovanov de
un link, el cual es un complejo de cadenas formado por espacios vectoriales gra-
duados. Ademads, como mencionamos al comienzo de este capitulo, para cada una
de las relaciones Kfl, Kf2, Kf3 tenemos un analogo.

Comenzaremos describiendo las tres relaciones que queremos que el bracket de
Khovanov satisfaga. Luego, definiremos los espacios vectoriales graduado en cada
grado junto con sus diferenciales para formar el complejo de cadenas. Finalmente
demostraremos que estas definiciones satisfacen las tres relaciones del bracket de

Khovanov.

El bracket Khovanov del diagrama de un link D, denotado [D], es un co-
complejo de espacios vectoriales graduados, el cual satisface las siguientes tres

condiciones.
Khl [0]=0 - K —0
Kh2 [O][D]=Ve[D]

Kh3 [/]=F(0" = D (I = [=]{1} = 07)
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Observacién 3.4 En ocasiones nos referiremos al cocomplejo [-] con el superin-

dice [-]* y al espacio vectorial graduado en grado homolégico r serd denotado por
[T

La propiedad Kh1 establece que el bracket de Khovanov del nudo vacio es el
complejo que es solo no trivial en el grado 0, donde el espacio vectorial graduado
es simplemente K en ¢-grado 0. Kh2 define el comportamiento del bracket de
la unién disjunta de un no nudo y D como el producto tensorial de V' @ [D],

explicado en el Definicién 2.50

Por 1ltimo, Kh3, relaciona el bracket de Khovanov del diagrama D con el
bracket de Khovanov de sus smoothings. Explicitamente, supongamos D es el
diagrama de link con n > 0 cruces. Luego escojamos un cruce en D al cual nos
referiremos como el i-ésimo cruce. Sean Dy y D, identicos a D pero con un 0-
smoothing y un 1-smoothing en el i-ésimo cruce respectivamente, entonces dentro
de la operacion Flatten en Kh3, existe una funcion entre cocomplejos la cual es

descrita por el siguiente diagrama.

D] [Do]’ D] =

= [DTH = [Du {1} ——= D] {1} ——

En la fila superior se encuentra en el grado 0 y la fila inferior en el grado 1, y estas
son las unicas filas no triviales del diagrama.
Por lo tanto el i-ésimo espacio vectorial graduado en el cocomplejo sera el
espacio vectorial [D]' @ [D]*~*{1}, tal como muestra la linea diagonal punteada.
Ademas, de las tres reglas, se tiene que el complejo [-] sélo serd no trivial
en los grados homoldgicos 0 < ¢ < n. Por lo que podemos reescribir el espacio
vectorial graduado del cocomplejo [D] como sigue.
[Do]* :1=0
[D]" = < [Do]* @ [D1]H{1}:0<i<n
[D:] {1} i=n
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Observaciéon 3.5 Notemos que gracias a Kh1 y Kh2, podemos deducir el brac-

ket de Khovanov de la union disjunta de k no nudos.
[k no nudos disjuntos] =0 — V* =0

Al igual que el bracket de Kauffmann, el bracket de Khovanov de un link D
también es construido desde los estados de D. Sea D un link con n cruces, los cuales
estan ordenados arbitrariamente. Luego, cada estado de D puede ser indexado con
una cadena « € {0,1}". Ademés, cada cadena puede ser asociada a un vértice
del cubo n-dimensional mencionado en la Seccion 2.10.1. En otras palabras, existe

biyeccion entre los estados de D y los elementos o € {0, 1}".

Observacién 3.6 Esta correspondencia es “natural”en el sentido de que una vez
ordenados los cruces del link, entonces el i-ésimo elemento en « corresponde al

smoothing hecho en el i-ésimo cruce.

Ejemplo 3.7 Diagrama ciibico asociado al link 43
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<, D Lw
‘@) @m/%\ 57

O 5.

&

/ N

fa© D
@ 0000 @ 0001

Como se defini6 en el Capitulo 1, el estado de un link D, es un diagrama en

el cual todos los cruces del link fueron reemplazados por un smoothing, y por lo
tanto es una colecciéon de k no nudos disjuntos en el plano. Mas explicitamente,
el estado de D asociado a «, denotado S,, se obtiene de la siguiente forma

Supongamos que el 7-ésimo elemento en « es e, entonces el i-ésimo cruce en D es

reemplazado por un e-smoothing, donde € = 0, 1.

Definicién 3.8 Sea D un link y sea S, un estado de D. Definimos el espacio

vectorial graduado V, asociado al estado S, por:
Vi 1= VEkaly 1

donde k, es el numero de componentes en S, y T, = || es el nimero de 1-

smoothings de S,,.
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A continuacién definiremos los espacios vectoriales graduados que conformarén
el bracket de Khovanov el cual denotamos [-]. Luego, una vez definidos los dife-
renciales y ver que en efecto [[-] es un cocomplejo, demostraremos que este bracket
de Khovanov satisface las relaciones Kh1l, Kh2 y Kh3.

Definicion 3.9 Sea D un link con n cruces el cual ordenamos arbitrariamente,
y sea o € {0,1}". El espacio vectorial graduado en el grado r del bracket de

Khovanov, [ D], esta definido por la siguiente suma directa.

[D]" = B V= {ra.}. (3.1)

ra=r

Notar que [D]" =0, parar <0 yr > n. Por tanto, el bracket de Khovanov es un

complejo acotado.

Ejemplo 3.10 Bracket de Khovanov del link 42
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X o o
) B T
1000 )

1

1001
\ / 4
OveEs(3 [ 0O
0 1110 /V®4{4}QO
e e
Onoo QO 1101
OV®2{2 O Q‘/®3{3}
ono|—— w 0111
0100 |-~ (p Vo]~
@ {1} / @ 0101 \
& o
/1 Vi 0011
yez |~ V{1}
@ 0000 @ 0001

Tenemos

AD1=1CDP =IO P 2 ICDP > D P~ 1O Y

donde

(DI =v® [ DI'= @V{l}, I DP= év@?m,

4

[ DP=Pveh 1 D1 =V

i=1
Lema 3.11 FEl espacio vectorial graduado en el grado r del bracket de Khovanow,

[D], es independiente del orden que le demos a los cruces del diagrama de nudo
D.
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Demostracién. Sea o : {0,1}" — {0,1}" una permutacién sobre n elementos,
la cual reorganiza los cruces. Observemos que || = |o(«)|, entonces la altura no
ha cambiado, aunque el smoothing S, no necesariamente es el mismo que Sy(q).

Considerando la cadena o' = o(a), luego el smoothing Sy = Sy(a), y entonces

ko = ko(q). Por lo tanto, una permutacién solo cambiard el orden en la suma
directa
®k
D vrora,
roa=r

para cada r, ya que, {a : |a| =71} ={o(a) : |a|=7}. =

Observacién 3.12 Notemos que aun no hemos definido una forma para ordenar
los Vo, en la suma directa anterior, entonces de alguna manera hemos definido el

bracket de Khovanov salvo “forma de ordenar esta suma directa”.

Al comienzo de esta secciéon mencionamos que existe una biyeccion entre los
vértices de un cubo n-dimensional y los espacios asociados a cada estado. Por lo

cual antes de continuar, revisaremos mas detalladamente el cubo n-dimensional.

3.12.0.1. Las aristas de cubo n-dimensional de smoothings

Sean a,a’ € {0,1}" tal que a y o difieren exactamente un lugar, al cual no
referimos como el i-ésimo cruces, luego sin pérdida de generalidad se tiene que
la] +1 = |a/|. Sea ¢ € {0,1,%}", tal que ¢ es lo mismo que de o y o’ en todos
lados excepto en el i-ésimo cruce (donde v y o difieren) el cual es reemplaza-
do con *. Nos referiremos a este cruce en D como el i-ésimo cruce. En un cubo
n-dimensional, hay exactamente una arista entre a y o', la cual denotaremos ¢

como acabamos de definir. Todas las aristas en el cubo son de esta forma.

Para cada arfsta ¢, definimos una funcién lineal graduada d; : V, — Vy
entre espacios vectoriales graduados. En ocasiones diremos cubo de smoothings

para referiremos al cubo de espacios vectoriales graduados asociado a cada estado.
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Cada funcién d; es una funcién lineal graduada entre los dos estados que solo
afecta a los circulos que “interceptan”el i-ésimo cruce. En otras palabras, sean «
y o'y S, , Su sus respectivos estados, las dos cuerdas del i-ésimo cruce seran
parte de un circulo o dos circulos, dependiendo si aplicamos un 0-smoothing o un

1-smoothing respectivamente (Ver Figura 3.1).

Figura 3.1:

Por lo tanto, S, y S difieren exactamente por un circulo, luego d. mandara
estos dos circulos a uno, o viceversa. Queremos que d; sea la identidad en el resto
de los circulos. Cada circulo sera representado por V' en el complejo, entonces es-
tas funciones son equivalentes a encontrar funciones lineales graduadas que envian

VoV sVyVosVeV.

Ademas, requerimos que d; sea una funcién de grado 0 (recordando que esto
significa que la ¢g-graduacién de un elemento homogéneo no cambiard d.). Primero
debemos tener en cuenta el g-cambio de cada complejo. La funcién d¢ : V,, — Vi
envia V&a{r,} — V& {r 1 como r, = r, + 1. Por lo tanto, requerimos que
las funciones V@V — Vy V — V ® V sean de grado homogéneo -1 (respecto

de la g-graduacién).

Estas funciones, conocidas como m y A estan definidas sobre los generadores

de Vy V®V como sigue:

m:VeV =V A:VVeV
VL QUL — vy Uy = Uy ®U_ +0- Q Uy
Vy QU — v Vo — V- QU_
V- QUL — U
v ®@uv_ — 0
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Note que estas funciones son homogéneas de grado -1, ver |9, Proposicién 1]. Por
supuesto S, y S seran los mismos excepto en los circulos que son parte de i-
ésimo cruce. Queremos que estos circulos no sean afectados por la funcién lineal
graduada. Asi la funcién d; : V,, = V, actuard como la identidad sobre los otros

circulos en S, y localmente como m o A, dependiendo del caso.

Observacién 3.13 Sea 7 : V@V - V&V la funcion twist, 7(a ® b) = b ® a.
Observemos que ya no hay un orden natural de los circulos de S, (o el producto
tensorial de los circulos V&), esto fuerza a que m y A conmuten (mt = m) y
co-conmuten (TA = A) respectivamente. Entonces m(vy @ v_) = m(v_ Q@ vy) es

forzado y A(vy) = vy QU +v-Quy =v_ Q@ vy + vy Qv = 7(A(vy)) también.

Ejemplo 3.14 La funcion dysgo del Nudo ocho.

- o

Por conveniencia, etiquetamos los circulos en cada estado. Luego se observa
que dosoo no altera a Vi, pero envia Vi @ Vo — Vi. Por lo que tenemos la “fusion”
de dos circulos etiquetados por 1 y 2, lo cual ocurre por aplicar myo donde el
subindice hace referencia a los circulos que se fusionardn. De forma similar ids es
la funcion identidad sobre el circulo con la etiqueta 3. Por lo tanto, en este caso

tenemos:

do.o0 = M1z @ ids
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Definimos los diferenciales de este complejo como los las sumas de todas las aristas
del cubo n-dimensional, salvo algunos signos que se incluyen por conveniencia.

Formalmente tenemos.

Definicién 3.15 Sea Z,, la coleccion ¢ € {0,1,x}", donde { contiene ezactamente
una %. Sea s : {0,1,x}" — Z=% la funcién que envia cada cadena de {0,1,%}" al
numero de 1y que hay a la izquierda de x. El r-ésimo diferencial del complejo de

Khovanov es como sigue:

d = (-1)9d, (3.2)

I¢|=r

(E€EZn

donde |(| es la altura de ¢ y es el nimero de 1. en (.

Ejemplo 3.16
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Donde:
@ =" (-1 0d, d' =Y (-1,
I¢1=0 I¢I=1
= (-1)9d;, d* = (-1)"9d,.
I¢1=2 I¢|=3

Observacién 3.17 Notemos que las funciones {d" }.cz junto con los espacios vis-

tos en la Definicion 3.9 forman una sucesion bien definida de espacios vectoriales

graduados sobre el bracket de Khovanov. Por lo tanto, queda por demostrar que

esta es de hecho un complejo, lo cual se concluird del siguiente resultado.

Lema 3.18 Si las caras del cubo n-dimensional conmutan sin signo, entonces el

bracket de Khaovanov es un cocomplejo.
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Demostracién. Basta demostrar que (—1)*() en la ecuacién (3.2), asegura que
en cada cara del cubo n-dimensional hay un nimero impar de signos menos. Por
lo tanto, si cada cara conmuta sin los signos, entonces ellas anti-conmutaran con
el signo.

Las cuatro aristas en una cara del cubo n-dimensional son de la forma a; * as0as,
ay x aglag, a10ag x as, v aglas x az, donde aq, ag, ag € {0, 1}". Luego

s(ag * anlag) = s(ag * aslasz) v s(a0as x az) + 1 = s(aglag xas) =

Luego, para demostrar que el bracket de Khovanov es de hecho un cocomplejo,
basta probar que cada cara del cubo n-dimensional de smoothings conmuta, lo

cual se sigue del siguiente teorema.
Teorema 3.19 Cada cara del cubo n-dimensional de smoothings conmuta.

Demostracién. Para mas detalles de esta demostracion ver [5]. m

Falta verificar que el bracket de Khovanov es invariante bajo el orden de los
cruces. Ya hemos mencionado que los espacios del bracket de Khovanov son inva-
riantes bajo ordenamiento de los cruces, pero falta por demostrar que el bracket
de Khovanov es invariante salvo isomorfismo (como complejo) bajo ordenamien-
to de los cruces. Primero notemos que, en general, el cubo n-dimensional de dos
diagramas de nudos ordenados de maneras diferentes, son el mismo antes de con-
siderar el signo (—1)%©). Observemos que cada arista del cubo depende sélo de
los vértices. Si uno permuta el orden de los cruces por o, entonces la altura de
a no cambia, r4 = T4 () (todavia hay el mismo nimero de 1-smoothings). Asi, el

diferencial d¢ no cambia, sin embargo el signo (—1)*) si cambia.

Proposicion 3.20 FEl bracket de Khovanov como se define en Definicion 3.9 y la

Definicion 3.15 es invariante del orden de los cruces (salvo isomorfismo).

Como habiamos adelantado al comienzo, demostraremos que el bracket de
Khovanov tal como lo hemos definido satisface las relaciones Khl, Kh2 y Kh3.

La siguiente proposiciéon y demostracién es analoga a probar que el bracket de
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Kauffman esta bien definido, pero sélo comprobaremos que los espacios del co-
complejo satisface las tres relaciones. Esto refuerza el hecho de que el bracket de
Khovanov esta construido de una manera analoga al bracket de Kauffman. De
hecho, como el bracket de Kauffman, las relaciones Khl, Kh2 y Kh3 define es-
pacios tnicos del complejo (salvo isomorfismo). Lo que hace que las cosas sean
mas confusas en estas definiciones son las funciones de cadena del cocomplejo.
Ellas satisfacen las tres relaciones Khl, Kh2 y Kh3, pero las tres relaciones no

definen funciones de cadena tnicas del bracket de Khovanov.

Teorema 3.21 Sea D el diagrama de un nudo. El complejo de cadena [D] con
el r-ésimo espacio vectorial graduado como lo definimos en Definicion 3.9, y los
diferenciales como definimos en Definicion 3.15 satisfacen las tres relaciones de
Khovanov Kh1, Kh2 y Kh3.

Demostracion. Recordemos que para cada K-espacio vectorial W, fijamos por
convencién que W = K. Consideremos el link vacio, (. Entonces por definicién,

tendremos el siguiente bracket de Khovanov del link vacio.
0] =] -—=0—=V®=0—...]

Por lo tanto, ya que V®° = K, Khl se satisface.

Ahora procederemos a demostrar que se satisface Kh2. Consideremos el diagrama,
de nudo D y un no nudo Q). Sea S, un estado de D. Entonces el estado de D[ O
correspondiente a « es S, [[ O. Por lo tanto, si es k, el nimero de circulos en S,
entonces k, + 1 serd el nimero de circulos en S, [[ . Ademas si tenemos que del
estado de D es r, entonces esta serd la misma altura del correspondiente estado

de STJO. Por lo tanto, por todo lo anterior tendremos la siguiente igualdad para
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todo 7.

[[D H O]]r _ @ V®(ka+1){’f‘a}

ro=r

=P Vvevtir}

ra=r

=V & (P Ve*{r.})

ra=r
=V ® [D]

Los sumando de los diferenciales actiian como la identidad sobre todos los circulos
que no son parte de los cruces en los cuales se estd trabajando. Por lo tanto su d,
es el r-ésimo diferencial de [D], tendremos el r-ésimo diferencial de de [D ][] O]
es d¢ ® idy como querfamos.

Para la demostracién de Kh3 procederemos por induccién sobre el nimero de
cruces del diagrama de nudo D. Si D no tiene cruces y [ componentes entonces
[D] esta formado por los siguientes espacios

. Vel r=0
[P] :{ 0 :r#0

Supongamos que la proposicion se cumple para una proyeccién de un nudo con

n = k cruces. Entonces vamos a demostrar que una proyeccion con n = k + 1
satisface Kh3.

Sea D el diagrama de un nudo con k£ + 1 cruces con una numeracion arbitra-
ria de sus cruces. Escojamos el i-ésimo cruces de D. Sean Dy y D; los mismos
diagramas que D pero con un 0-smoothing y 1-smoothing en el i-ésimo cruce
respectivamente. Necesitamos demostrar que [D] como definimos satisface la re-
lacién Kh3, esto es [D] = F[0 — [Do] — [D:1]{1} — 0].
Comenzaremos demostrando que los espacios de [D] satisfacen Kh3. Entonces,
mostraremos que los espacios del complejo. [D] son como siguen:

[Do]" r=0

[D]" =< [Do]" & [D:] Y1} :0<r<k+1
[D.] {1} r=k+1
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Antes de comenzar introduciremos una notacion conveniente.

Para 1 < j < k, sea a; el j-ésimo elemento de la cadena « € {0, 1}*. Para algtin
a € {0,1}*1 tomemos o’ y a! como representantes de un elemento de {0, 1}* tal
que el i-ésimo elemento en la cadena a® es 0y (a);<; = o y (a°);5; = aj_1. De
forma similar el i-ésimo elemento en la cadena o' es 1 y satisface (a');<; = o y
(a1);=; = a;_1. Denotemos tambien k2 el ntimero de circulos de Dy con smoothing
ay k! el ndmero de circulos en D;. Asf tenemos que k2 = ko yk! = kq1. Notemos

que 7, depende sélo de a y no del estado en si mismo y que 7,0 = rq = 1ot — 1.

Por lo que:
[D] = @ V{r.}
acloyht1
=( P VH*Ffrohe( P VI {ra})
wOeiomyer wiefomert
=( P vFpahe( P (VH{ra —1}{1})
ol et
=( P v {rho( @ (Ve {r}{1}
a(:g?(flgk Z‘féz)rl_}i

=[Do]" @ [D:]"~ {1}

La segunda igualdad es porque {a° : o € {0,1}*}U{a! : a € {0,1}F} = {0, 1}F+1
vy {a®:a € {0,1}*} n{at : a € {0,1}*} = (. El trabajo anterior es suficiente

para decir que los espacios definidos en Definicion 3.9 satisfacen Kh3.

Finalmente demostremos que los diferenciales de [D] también satisfaran Kh3,
lo cual demostraremos por induccién sobre el nimero de cruces de D. Suponga-
mos que D tiene n=1 cruces, entonces hay un 0-smoothing, Sy y un 1-smoothing
Sy de D. Sea k; el nimero de circulos de S;, i € {0,1}. Entonces el (tini-

co no trivial) diferencial es definido por uno de los siguientes: m ® idy (ory-2) 0
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A ® idy(er-1) . Este es también el tnico diferencial del bi-complejo costruido des-
de [0 = [Do] — [D:1]{1} — 0], y el tinico sumando de este diferencial. Ya que el

dominio es [Dy]° (—1)° = 1 entonces no hay signo menos, como requerfamos.

Ahora, por induccién consideremos un diagrama de nudo D con n = k+ 1 cruces.
Sean Dy y D; los smoothings de D los cuales difieren sélo en el (k + 1)-ési-
mo cruce. Por definicién, sabemos que el r-ésimo diferencial de [Dy] y [Di] es
ZIQ:T(—l)S(OdC con ¢ € Zj.
Aunque, en la notacién respecto a los smoothings de D, estos se convierten
en o= (— 1)5@dy y > icrj=r(— 1)*CYds; respectivamente. Note que s(¢) =
s(€0) = s(¢1). Ahora veamos los diferenciales correspondientes al cruce (k + 1),
el cual queremos mostar que se forman del bi-complejo que viene a continuacion.

Es decir, queremos mostrar que d' = Y7 | _.(db9 + dp?).

—— DI (Dol Do+
lza—rl o J{Za—r dax lza—m do
e DY = [ D

Por lo tanto, el r-ésimo diferencial de [D] puede ser escrito como sigue:

d' = (-1,

I¢|=r
C€ZK4+1
:Z(_I)S(CO)CZCO+ Z (—1)*D gy + Z 1)lld,,
I¢|=r I{|=r—1 |oo|=r
cezy, cezy, ae{o,l}k
=dy+di + ) (—1)lld,,

|or|=r
ae{o,1}k

La segunda igualdad se obtiene por los siguientes hechos: {C0 : ¢ € Z;} U {C1 :
(e ZyU{ax:a e {01}y = Z, 1 vy {C0: C € Zp}n{Cl : ¢ € Z,} N {ax:
a € {0,1}*} = 0. La 1ltima suma es exactamente el r-ésimo diferencial como se

define a partir de un bi-complejo de la forma anterior, comor queriamos. m
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3.22. La homologia de Khovanov

Definicién 3.23 Sea D el diagrama de un nudo orientado con ny cruces positivos

Yy n_ cruces negativos.

1. El cocomplejo de Khovanov C*(D) se define como sigue.

C*(D) := [D][=n-{ny —2n_}

2. Elr-ésimo mddulo de homologia de Khovanov, denotado Kh™(D), es la ho-

mologia del cocomplejo C*(D).

Notacion 4 Consideremos el r-ésimo espacio vectorial del cocomplejo de Khova-
nov, C"(D). El espacio vectorial en q-grado m de C"(D) es denotado C! (D). De
manera similar, el espacio vectorial en g-grado m del r-ésimo modulo de homologia

del cocomplejo de Khovanov es denotado Kh! (D). Entonces tenemos

Kn'(D) = P K., (D)

Observaciéon 3.24 FEsto sigue la notacion estandar, tanto del grado homoldgico
de un cocomplejo y la gdim de espacios vectoriales graduados.

Ademds, notar que a pesar de en esta seccion hemos utilizado K-espacios vecto-
riales Z-graduados, todo puede ser generalizado a R-mddulos Z-graduados®, donde

R es un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 3.25 Sea D un link orientado. El polinomio graduado de Poincaré
asociado al complejo C*(D) en la variable t, denotado Kh(D), queda definido
como sigue

Kh(D):=Y t"qdim Kh'(D)

Finalmente, enunciamos la propiedad fundamental de la homologia de Khovanov.

2De hecho articulo original de Khovanov, la definicién estd hecha considerando el anillo de
polinomios Z[z].



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE LA HOMOLOGIA 70

Teorema 3.26 (Khovanov 2000) La homologia de Khovanov es un invariante de

links.

Demostraciéon. El lector podra ver los detalles de la demostracion de este teo-

rema en el Capitulo 4. =

Teorema 3.27 Sea D un link orientado. Las dimensiones graduadas de los modu-

los de homologia Kh" (D) son invariantes de nudos.

Corolario 3.28 EI polinomio Kh(D) en las variables t y ¢, es un invariante de

links.

Antes de concluir esta seccion, observemos que para t = —1 obtenemos la

caracteristica graduada de Euler de la homologia de Khovanov.

3.29. Relacion con el Polinomio de Jones

A continuacién veremos la relacién que existe entre el polinomio de Jones y la
homologia de Khovanov.
Esta relacion y por la que se dice que la homologia es una categorizacion del

polinomio de Jones viene dada por la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.30 El polinomio de Jones no normalizado es la caracteristica gra-

duada de FEuler de la homologia de Khovanov de un nudo orientado D.

Demostracion. Sabemos de la Proposicion 2.52 que la caracteristica graduada de
Euler de un espacio vectorial graduado finitamente generado C* es igual a la suma
alternante de las dimensiones graduadas del complejo C*. También, recordemos

~

que el polinomio de Jones dado por el Teorema 1.41 es J(D) = (—1)"-¢"+?"~ (D).
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Usando las propiedades de g dim, las siguientes igualdades se mantienen .

gdim([D]") =g dim(EP Va)

ro=T

= qdim(V¥{r,})

ra=r

= Z q"* q dim (V%)

ra=r

= Z ¢ (g dim V)

ro=r

=> ¢ (q+q ")

ro=r

Debemos considerar también el cambio -[—n_]{ny—2n_}. Recordemos que g dim(W{l}) =
¢'qdim W. Notar que el cambio [n_] no afecta la ¢-dimensién, pero afecta el ex-
ponente de (-1) en la caracteristica de Euler moviendo i +— ¢ + n_. Por lo tanto,

tenemos lo siguiente.
qdim(C"(D)) =¢ dim([D]"[-n_[{n, —2n_})
="+~ qdim([D]"*"-).

Por lo tanto, sumando sobre todo r, encontramos la caracteristica graduada de
Euler de C(D).

(C'(D)) =Y (~1qdim(¢’(D)
= (Vg g dim([DP )
= (D g dim([DF)

=1 YD g g )

7 Ta=1

=(=1)" g Y (=)™ (g (g +q))

ae{0,1}"
=(=1)" g™ (D).

La cuarta igualdad es sumando sobre todos los a € {0,1}". En otras palabras,
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Uiez{a € {0,1}" : r, =i} = {0,1}". Notemos que la tltima linea es el polinomio

de Jones no normalizado de D como querfamos. (Ver Observacién 1.42) m

Ejemplo 3.31 Calculemos el polinomio de Jones de @ , usando la homo-

logia de Khovanov

Primero denotemos por D = @

Sabemos por definicion que C*(D) = [D][n-]{ns — 2n_}. Podemos obser-
var que (ny,n_) = (0,4), entonces tendrémos C*(D) = [D][4]{—8}. Luego por
Ejemplo 3.10, tenemos :

[D] = ([D]° = [P — [DI* — [P — [D]*)

donde: [D]’ =V, [D]' =@, V{1}, [DI* =, V=*{2}.
[D]* = @, VE{3}, [D]* = VoH{4}.

Entonces, ,
= Z qdim(C?(D
=0
Por lo tanto basta determinar la gdim de cada espacio.
qdim([D]°) =(q+q¢7")
gdim([D]") = — 4a(g+4q7")
qdim([D]*) =6¢*(q +¢)
qdim([D]°) = —4¢* (g +q7")°
qgdim([D]*) =¢*(¢+¢7")*
Sumando y multiplicando por (—1)*q™8 para conseguir la dimensién de la homo-

logia, obtenemos que:

(g+ "¢+ g+ q)?
q2

Xq(D) = = J(D).

Observacién 3.32 1. La homologia de Khovanouv es un invariante mucho mds
fuerte que el polinomio de Jones. Hemos demostrado que la homologia de

Khovanov codifica el polinomio de Jones, por lo tanto si dos nudos tienen la
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misma homologia de Khovanov, entonces ellos tendrdn el mismo polinomio

de Jones.

2. Ademds, una propiedad atractiva de la homologia de Khovanov es que es un
detector de mo-nudos. Esto es, que st D es diagrama de un nudo que tiene
la misma homologia de Khovanov que el no-nudo, entonces el diagrama de
nudo D es el no-nudo. En cambio, aiun se desconoce st el polinomio de Jones

tiene la capacidad de detectar no-nudos para nudos con una sola componente.

Ejemplo 3.33 Los siguientes nudos tienen el mismo polinomio de Jones, sin

embargo, los modulos de homologia de Khovanov son distintos.

(™~

—

QY

Nudo 5; Nudo 10132

Tenemos que su polinomio de Jones no normalizado es:
S0 (@) = ¢+ ¢+ ¢ T — ¢ = J,

Mientras que sus polinomios graduados de Poincaré asociado a la sus complejos

son:

Kh(51) — q_15t_5 + q_llt_4 + q—llt—3 + q_7t_2 + q—5 + q—3
Kh(10132) = ¢ Pt=T+¢ "M+ ¢ ™M+ (¢ +¢ N+
= g+ +2¢ + g g T g g
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3.34. Una sucesién exacta larga

Una buena caracteristica de atribuir un cocomplejo a cada diagrama de nudos,
es que uno puede usar propiedades del algebra homolégica . En particular, cons-
truimos una sucesion exacta corta de cocomplejos, y usando Teorema 2.25 cons-
truimos una sucesion exacta larga de espacios vectoriales graduados. La finalidad
de construir esta sucesion exacta larga, es debido a que esta es la categorizacion
de las relaciones skein del polinomio de Jones. En este caso, cada sucesién exacta
larga esta basada sobre un cruce particular de un nudo, y en la siguiente propo-
sicion usaremos un cruce positivo. La sucesién exacta corta de un cruce negativo

puede ser obtenida de forma similar modificando algunos indices.

Teorema 3.35 Sea D el diagrama de un nudo orientado con un cruce positivo.
Sea Dy y Dy los diagramas donde el cruce positivo esta reemplazado con un 0-
smoothing o 1-smoothing respectivamente. Entonces hay una sucesion exacta larga

de modulos de homologia de Khovanov

o= KRS ,(Dy) = KW(D) — Khi_ (Do) = KhiZ._y(Dy) — - -
donde c:=(numero de cruces negativos en D )-(nimero de cruces negativos en D).

Demostracion. La construccion de la sucesion exacta corta sigue de la construc-

cién del bracket de Khovanov.

Supongamos que D es un diagrama de un nudo con n cruces, sea d; el r-ésimo

diferencial de [D;]. Recordemos que los espacios de [D] son como siguen.

[[Do]]l 1=20
[D) = { [Do]' & [Di] " {1}: 0 <i<n
[D:]'{1} Li=n

Por lo tanto, C"(D) puede ser escrito como una suma directa de C"(Dg) y C"~1(D)

bajo algunos cambios en la graduacion homoldgica y las ¢-graduaciones, lo que es
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la parte mas densa de esta demostracion. Sin embargo construiremos una sucesion

exacta corta de brackets.

Supongamos que ' : [D]"7H1} — [Do]’ @ [D1]"'{1} es una funcién de ca-
dena inyectiva . Sélo necesitamos verificar que ¢ conmuta con los diferenciales.
Esto puede observarse porque cada diferencial de [D] es una suma de las aristas
de cubo n-dimensional reemplazando un 0-smoothing por un 1-smoothing. Por lo
que la restriccién al i-ésimo diferencial desde [D;]"~'{1} a [Do]’ @ [D1]"*{1} es

exactamente el i-ésimo diferencial del complejo [D;]*~{1}.

Supongamos que la proyeccién ;' : [Do]* @ [D1]*7*{1} — [Do]? es una funcién
de cadena. Como antes esto puede observarse por una razon similar. También, es
claro que la imagen de ¢ es exactamente el kernel de 5. Por lo tanto, tenemos la

siguiente sucesion exacta de cocomplejo.
0" — [D1][1{1} — [D] — [Do] — 0*

Ya que las funciones entre espacios vectoriales graduados (funciones lineales gra-
duadas) preservan graduacién, sabemos que cuando restringimos a una g-graduacién
particular, obtenemos una sucesién exacta de espacios vectoriales. Por lo tanto,
para todo (i,7) (donde i es el grado homolégico y j es el ¢g-grado), tenemos las

siguientes sucesiones de espacios vectoriales.
0 — [D1]52) = [D]; = [Do]; — 0 (3.3)
De esta forma, alteramos los indices bajo la normalizacién -[—n_|{n, —2n_} para

encontrar una sucesion exacta corta de complejos de Khovanov de D, Dy, D,.

Ya que la normalizacién del bracket de Khovanov depende de como es la orien-
tacion del nudo, debemos considerar por separado cuando el cruce en cuestiéon es

positivo o negativo. Consideraremos el caso cuando el cruce es positivo.
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En el caso del cruce positivo Dy hereda la orienciéon de D

En cambio, para D7, uno debe escoger arbitrariamente la orientacion. Definamos

c € Z como sigue.
¢ = numero de cruces negativos en [D; - nimero de cruces negativos en D

Por lo tanto podemos encontrar un complejo de Khovanov de D, Dy y D;.

1. D tiene ny cruces positivos y n_ cruces negativos, entonces C*(D) = [D][—n_|{n+—
2n_}.

2. Dy tiene ny — 1 cruces positivos y n_ cruces negativos, entonces C*(Dy) =
[Do][=n-Kn+ —1—2n_}.

3. Dy tiene (ny+mn_)—(c+n_)—1=ny —c—1 cruces positivos y c+n_ cruces
negativos, entonces (C)*(Dy) = [Di][—(c+n_){ny —c—1—=2(c+n_)} =
[D1][—c —n_]{ny —2n_ — 3¢ — 1}.

Observemos también que C[a]{b} = C;Z}, entonces C;3[al{b} = C}.

Escribamos ahora cada uno de los espacios vectoriales graduados en el ecuacion
3.3 después del cambio -[—n_]{n, —2n_}.

[D:5 i =Yy — 20} =[Di]i2h i [0 — d{ny — 20 =3¢ -1}
=C; 5. 15(D1)

[DLi(=n_Yn, — 20} =[DLi[-n_]{n, — 20}
—ci(D)



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE LA HOMOLOGIA 77

[Doli[~n-}{ny —2n_} =[Doll_s[-n_]{ny —2n_ —1}
= ;‘—1(D0)

Por lo tanto, tenemos el siguiente complejo exacto de espacios vectoriales gra-
duados.
0— C=5.25(D1) = C{(D) — Ci_{(Dg) = 0

J
Ya que todas las funciones de cadena no son afectadas por los cambios, tenemos
la siguiente sucesion exacta corta de complejo. Después de esto, aplicamos el
Teorema 2.2.13 para conseguir una sucesion exacta larga de espacios vectoriales

(no graduado?®).
0. = €}y oDV + 1) = €(D) = € y(Dy) — 0

Recordemos que el cambio homolégico de los complejos también cambian la ho-
mologia de una forma similar. Por lo tanto, esta sucesién exacta corta nos da una
sucesion exacta larga de homologias de Khovanov para cada ¢-grado j € Z como

sigue:
= KhiZ§. L, — Khi(D) — Khi_ (Do) — Kh!Z5,_,(D1) — - -

Lo que completa esta demostracion. m

3Es suficiente para formar el espacio vectorial gradudo combinando los espacios vectoriales



Capitulo 4

Invarianza bajo movimientos de
Reidemeister

En este capitulo, demostraremos la invarianza bajo movimientos de Reidemeis-
ter de la homologia de Khovanov. Esta demostracion sélo usa técnicas algebraicas
para demostrar que dos complejos tienen la misma homologia, es decir, son quasi-

isomorfos.

Para demostrar Teorema 3.26 necesitamos estudiar el comportamiento de [D]
bajo los tres movimientos de Reidemeister. Lo primero que necesitamos, es intro-

ducir el “Principio de cancelacion” para complejos de cocadena.

Lema 4.1 (Principio de Cancelacion.)

Sean C, C' cocomplejos, donde C' C C es un subcocomplejo.
1. SiC' es aciclico, entonces H"(C) = H™(C/C') para cada n.

2. SiC/C" es aciclico, entonces H"(C) = H™(C') para cada n.

78
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4.2. Invarianza bajo primer movimiento de Reide-
meister

Denotemos por D a /Q, y D" a /\. La demostracién para cuando tenemos la
otra orientacién es similar, sean también Dy ( © ) y Dy (/\) el O-smoothing y el
1-smoothing de D respectivamente. También sean n, ny y n_ el nimero de cruces,
nimero de cruces positivos y nimero de cruces negativos de D respectivamente.
Sin perdida de generalidad, podemos suponer que Qes el primer cruce y que el
orden de los cruces de Dy v D; es heredado de D.

Demostraremos que la homologia de Khovanov de D y D’ es la misma reescribien-
do el bracket de Khovanov de D en términos de Dy y D;. Usaremos el Principio
de Cancelacion para encontrar un complejo més simple que es quasi-isomorfo a D

y que también lo es a D'

Demostracion de invarianza de la homologia de Khovanov bajo R;: Comenza-

remos demostrando que el bracket de Khovanov [[/Q]] puede ser reescrito como
Cone ([[g]]* LN [[/\]]*—1).
Sea dy y d; los diferenciales de [ o ]* y [/\]*' respectivamente, donde el su-

perindice denotara el grado del diferencial en sus respectivos complejos.

De Ecuacién 3.2, el diferencial de [[/Q]] puede ser escrito como sigue.

d = Z (—1)5(<)d<

Cl=r

:Z(—l)s(oodocﬂt Z (=1)*09d,, + Z(—l)s(*“)dm
Cl=r ¢l=r—1 jal=r

=dy —di7' + Y dua

laf=r

Ya que s(xa) = 0y s(1¢) = s(¢) + 1. Escribiendo d""'d" en términos de la

funcién anterior. Se obtiene:
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dHd = d" —di+ Y da | (- AT+ D da

lor|=r+1 lal=r
=ditdy+ didi T Y dea | [ D e || D | dp—di [ D dua
|a|=r+1 |a|=r |a|=r+1 la|=r
=| Y da|dy—di| D di| =0
loo|=r+1 la|=r

Por lo tanto se tiene que el siguiente diagrama conmuta.

s [[DO]]T’—I [[DO]]T [[DO]]T
lza—rld*a J/Za—rd*a lza—m dya
e D = D —— [P {1

Es decir, ) d., es una funcién de cadena. Notar que cada sumando de las fun-
ciones de cadena verticales son funciones desde un smoothing de © a /\ | y por
lo tanto cada sumando es la funcion m ® id, donde m actia sobre los dos circulos
visto en O . Denotamos la coleccion de estas funciones que forman el complejo
por m*. Es decir, es la funcién la cual es la identidad sobre todos los circulos

fuera de © , y es m sobre los circulos vistos en o . Primero demostraremos que

el complejo [ L] puede ser escrito como Cone(rn*).

Cada elemento de [D]" puede ser escrito de forma tinica como suma de elementos
a € [Do]" vy b € D], por Kh3. Por lo tanto, aplicando el diferencial de antes,
d"(a+b) =d"(a) +m(a) — d"(b).

Afirmacién: [ L] = Cone([ 2 ] N [N]*1), entonces cada [L]" es la suma
directa [ o " @[/ \] . Definiremos ahora los diferenciales en el contexto de esta
suma directa (el heredado por el cono). Escribamos estos diferenciales como una

matriz que actia sobre los pares ordenados de la suma directa.
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dy 0
O

Lo siguiente muestra que este diferencial es el mismo que en [[/Q]]

(a,b) = (do, M(a) — di(D))

Recordemos que m es la “funcién fusion” V@ V — V' y esta definida sobre los
generadores de v ® V' como sigue:
m: Vy Uy = Uy
Vy QU_, - QUy = VU_
v_®uv_ +— 0

Hagamos una pausa antes de proseguir para explicar notacién. Como sabemos
[D] es una suma directa sobre estados de D de productos tensoriales de V', donde
un factor de este producto correspnde a cada circulo en algtin estado dado. Tal
producto tensorial puede ser visto como combinaciones lineales de estados mar-
cados de D, donde cada circulo en algiin estado de D esta marcado por algin
elemento de V. Para D = {_ todos los smoothings que tienen un circulo especial,
apareceran con el icono o. El subindice vy en [2],, significa “el subespacio de

[ o] en el cual el circulo especial estd marcado con v, ”.

Ahora consideremos el complejo [ 2 ]5, @ [N\]*"! es claro que este es un sub-
complejo de [ o ]* & [/\]*"!, pues los circulos en © mno son afectados por los

diferenciales.

A continuacién demostraremos que este complejo es aciclico. Para esto proba-
remos que cada r-cociclo de [ o ] @ [/\]*7" es también un r-coborde. En otras

palabras, demostraremos que si (a,0) € [ 2 ], @ [/\]"7", tal que

dg, 0 a\ Ha (0
m' —=d7 ) \b) T \mm —di7') T \0
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Entonces existe un (a’,0') € [ 2 ;7" @ [/\]"7? tal que a = dita y b=mr"ta -
d§_2b,

Primero, demostremos que m* es una biyeccion.

Veamos la epiyectividad. Sea x @ 2’ € V,, C [/\]", donde z es el elemento de V
que representa el circulo en /\ y z/ representa el resto de circulos en el estado.
Entonces m @ id(vy @ x ® 2') = x ® 2/, donde v, ® v € [ 2 ]; " Luego se tiene
la epiyectividad.

Inyectividad. Si m®id(vy @z ®2') = m®id(vy @y ®y'), por definicién se tiene
directamente que x ® 2’ = y ® /', luego m es inyectiva.

Por lo anterior tenemos que 7"~ : [ o Ji7" — [/\]"7* es una biyeccién, luego pa-
ra todo b € [/\]"7?, existe un o’ € [ oJ; " tal que m(a’) = b. Por lo tanto, ya que
(a,b) es un cociclo y mm* es una funcién de cadena, ma—mdj ‘a’ = tha—d} 'ma’ =
0. Como " es inyectiva, y m(a — dj 'a’) = 0, entonces a = dj 'a’. Por lo tanto,
(a/,0) € [ o]yt @ [/\]"?, tenemos que d((d',0)) = (di~'a’,ma’) = (a,b), luego

se tiene que (a,b) es un coborde.

Observemos que aunque m* es una biyeccién, esta no es un isomorfismo de médu-
los graduados, ya que tiene un g-cambio de —1. Es decir, si deg(z) = i para

z €[ o], entonces deg(m'(z)) =i —1

Con lo anterior sabemos que el subcomplejo [ 2[5 @ [/\]*" es aciclico, en-

tonces aplicando el Principio de Cancelacion:
H (Lol @ [N =" ([ e INI)/Lal, @ [N
=H"([1,.)
Para todo r. En el segundo isomorfismo, todos los elementos de la forma v, ®x

son equivalentes a 0. Por lo tanto, todos los elementos son generados por elemen-

tos de la forma v_ ® z.
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Falta por demostrar que H"([ o ]% ) = H"([/\]*{-1}) para todo r. Facilmente
se tiene que las homologias después del cambio por [—n_]{n, — 2n_} también
seran isomorfas y en ambos casos, esto nos dara el complejo de Khovanov de los
respectivos nudos orientados, como /\ tiene un cruce positivo menos que /Q, el

que es ajustado por el g-cambio {—1}.

Consideremos el elemento v_ ® x € [ o], vy denotemos su g-grado por k € Z.
consideremos el isomorfismo de espacios vectoriales dado por v_ ® z — x. Esta es
una biyeccion, pero para demostrar que es un isomorfismo falta demostrar que no
cambia el g-grado de los elementos. Si deg(v_ ® x) = k, entonces deg(z) = k + 1,
pero por el g-cambio {—1} que cambia todo en el médulo graduado “bajando ”en
1, la g-dimensién de = € [/\]*{—1} es cambiada en —1. Asi el cambio de = es

ajustado adecuadamente.

Los diferenciales son identicos en [ o ¥ y [/\]*{—1}, ya que la proyeccién de
dos nudos son identicos fuera de esta seccién y todos los diferenciales no son afec-
tados por el circulo extra en ©. Esto significa que los cubos n-dimensionales son
idénticos excepto en un circulo extra generado por v_ en [ 0 ],_, el cual no es
afectado por el diferencial.

Esto completa la demostracion de que la homologia de Khovanov de un link es

invariante bajo R;.

4.3. Invarianza bajo segundo movimiento de Reide-
meister

Denotemos D la proyecciéon un nudo con cruces como sigue, D y denotemos
D’ la misma proyeccién pero reemplazando los cruces por ) (. Denotaremos las
proyecciones de D cambiando los cruces en D por los respectivos smoothings de
D con los subindices respectivos de cada smoothing. Sin perdida de generalidad

podemos suponer que el cruce superior en D es el primer cruce de D y también
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que el cruce inferior como el segundo cruce de D. En otras palabras, Dy denota

X, Do1 denota O Dy denota ) (y Dyy denota Y.

Demostracion de invarianza de la homologia de Khovanov bajo Ry: Comenzaremos
introduciendo una nueva forma para escribir el cocomplejo de espacios vectoriales
graduados [D] como un diagrama. Sea o un smoothing que resuelve cada cruce
en D exceptuando los dos primeros. Si || = 7, entonces el siguiente complejo
representa todos los smoothings de D los cuales contienen a «. Estos son 00«
Ola, 10 y 11a.

(oI {1) === [ {2}

A@ida]\ dl*a]\

[AD —22 s [ (I {1}

[D]
Estos diagramas se mantienen para todo a € {0,1}""2 ademéas recordemos

que de R; las funciones en el diagrama anterior formaran funciones de cadena en
los brackets DOO, D()l, Dlo, Dll-

Para nuestro propésito, demostraremos que los siguientes complejos son quasi-
isomorfos. Los diagramas anteriores explican la normalizacién [—n]{n, — 2n_},
ya que independiente de la orientacion de las cuerdas, D tiene exactamente un
cruce negativo y un cruce positivo mas que ) (. Por lo tanto sabemos que el cambio
de D sera [—n_|{n,. — 2n_}, entonces el cambio de D" serda [—(n_ — 1)[{(n4y —
1) —2(n_- — 1)}, el cual es lo mismo que [n_|{n; — 2n_}1]{1}.

[o {1} —— [XI{2}

J o]

[A] —22— [)(*{1}

l

112
o —r O
—

— D {1}
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[DT [DT[1{1}
Como mencionamos anteriormente, estos son funciones de complejos de la misma

forma que m : 0 — /\{1} lo fue en el primer movimiento de Reidemeister. El

complejo a la derecha representa el bi-complejo!
[[R) = [T e DA} - [X1{2} |

donde la primera funcién esta representada por < ) y la segunda funcion esta

dyo
por (m dl*).

En otras palabras los modulos del complejo son sumas directas de la diagonal de
izquierda a derecha en sentido descendiente, con diferencial la suma de las funcio-

nes de sus sumando.

Recordemos que es equivalente escribir lo anterior como [[D]]* =~ ) (]*~Y{1}. Para
mayor claridad los indices * y en ocasiones los cambios {-} serdn omitidos en estos

diagramas Consideremos el siguiente subcomplejo de [[D]]*

[T 1. {1} — [X]{2} [O {1} —— [X]{2}
I T q |
00— 0 [ K] ——— D) (I{1}

c’ C

Convenientemente, hemos demostrado que el complejo C' a la izquierda (es iden-
tico salvo el cambio -[1]) es aciclico en la en la demostracion de R; y entonces por

el Principio de cancelacion, C = C/C'.

IEstamos aplicando la operacién Flatten
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El cociente C/C" queda

dox

Ahora, queremos encontrar un subcomplejo aciclo de C/C’, el cual llamaremos C”.
Sin pérdida de generalidad, dejemos que el primer elemento del producto tensorial
represente el circulo en E y el segundo elemento represente el resto de los circulos.
Demostraremos que A en C/C’ es una funcién biyectiva. Si asignamos por v, al
circulo de la derecha en Dy, A®Rid(vy ®z) = (v QV_+v_ Ry )R ~ v_Qus R,
yva que vy ®v_ ®x = 0 en el cociente del espacio vectorial graduado [[E]]Z, para
todo x. Entonces todo elemento de [Dq] es enviado al mismo pero, con v_ asig-

nado al circulo dentro de Dy;.

Como la funcién A es biyectiva, uno puede definir la funcién 7 := do, A~!. Escri-
bimos los elementos de [ O ], @ [) (]{1} como pares ordenados. El subcomplejo
de este cocomplejo es la coleccion de elementos de la forma (3, 73), donde 3 es

cualquier elemento de [ O 7 {1} para algtin 7.

0 [[E]]vf{l} — 0

TTC N

5 [ —2— [) ({1}

/]

C// C/c/

Note que escribimos los elementos generadores del complejo en lugar del complejo

mismo.

Afirmamos que C” es aciclico. La funcién de cadena estd bien definida, ya que
doe () = TA(«), entonces (A(a),dpi(0)) = (Aa, 7(Aa)), el cual es un elemen-

to en el complejo C”. La asignacién o — (Aa,dg.r) es una biyeccién, ya que
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A : [Doo]* = [Dor]: {1} 1o es.

Ahora como uno hace un cociente por C”, entonces todo elemento de C” va a cero.
Por lo tanto (3, 73) = 0 para todo 8 € [Do1],_. En otras palabras el cociente el
cociente induce la equivalencia (3,0) ~ (0, —7/) para todo . Llamemos a este

complejo C..

[[\O/qu — 0

B
8 T generado por
18 j

0——[)(

e}

1A

)

Cuando hablemos de este complejo siempre usaremos 3 para denotar un elemento

de [ O ]J¢ v ~ para denotar un elemento de [)(]".

Asumimos que los elementos de [) (] puede ser naturalmente incrustados dentro
del cociente. Consideremos la inclusion ¢ : [) (]" < CI la cual envia v — (0,7).
Tomemos 71,72 € [) (]” tal que ¢(y1) = ¢(72). Entonces (0,v —72) = (8, 78) para
algin § y claramente 5 = 0, con lo que tenemos v; — v = 70 = 0 y por lo tanto

son el mismo elemento de [[)(]".

0 [E]. ——0
1 -
— D{I{1} ll[{ 4

=(c/c)/c”

"

|

Hemos demostrado que lo anterior es una inyeccién. Sin embargo, queda por
demostrar que esta inyeccién es un isomorfismo. Denotemos por [-]. las clases
de equivalencia de los elementos bajo este cociente. Queremos demostrar que
esta inyeccion es también sobreyectiva y s6lo necesitamos demostrar que todo
elemento (/3,7) es equivalente a (0,+') para algin 7. Esto se sigue si escogemos

v =~ — 7f, entonces (3,7v) — (0,7 — 76) = (8,75), el cual es un elemento de
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{(B,78) : B €[ O]}, como era requerido.

Esto demuestra la invarianza bajo Rs.

4.4. Invarianza bajo tercer movimiento de Reide-
meister

Demostracion de invarianza de la homologia de Khovanov bajor Rs: Conside-
remos D la proyeccién de un nudo orientado con una parte de la proyeccién que

N/ .z . ., e 17 . N/
se ve /\ y también consideremos una proyeccién idéntica pero reemplazando /\

con \/\,

Est iones las denot implement A V4 t
stas proyecciones las denotaremos simplemente por * /"y por ./, y sus smoot-
hings respectivamente. Para el tercer movimiento, queremos demostrar que el

bracket de Khovanov de estas dos proyecciones son quasi-isomorfos.
NAT ~ TN
1= 10/4]

Esto es suficiente, porque no necesitamos considerar algin cambio, ya que no im-
porta como orientemos las cuerdas en la proyeccion los dos nudos tienen el mismo
ntimero de cruces negativos y positivos. Por lo tanto, ambas proyecciones (orien-

tadas) tienen el cambio [—n_|{n, —2n_}

Como antes, ahora realizaremos el smothing en los cruces dibujados, que estan
ordenados como sigue. Cuando sea necesario, el subindice “a”indicara cuando ocu-

rra algo en el nudo de la izquierda (\/\) y “b”denotara cuando ocurra algo en el

nudo de la derecha (./,).
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\ % m N
== (X )o( -ON
//H\\ o 101 111
/ i % i / /
N\ Y
A O
= N (= =
100 110
100 110

?\/q % W Jff(

RN
Vel e

000 010

000 010

Observemos que no hemos incluido los g-cambios {-} y los brackets [-], los
que seguiremos omitiendo junto las etiquetas de cada smoothing. Otra forma de
pensar lo anterior es como los complejos donde sélo el primer cruce es reemplazado

por un smoothing.

2N TA N4
N X
da,* }/ db,*

s 3¢

Luego, uno reemplaza la cara superior del cubo usando el complejo C, que
construimos en la demostracion de Ry en la seccién anterior. Esto es, que la cara

superior es quasi-isomorfa al siguiente complejo cociente.

[],. ——0

T B=rp T

0 ——= DA
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Mas rigurosamente, encontramos el mismo subcomplejo y hacemos el mismo co-

ciente del cubo de anterior por el complejo.

O .
~ 0 v
/ yz_Taﬁu/ / Kﬂ;ﬁb /
0 0( 0 —
N o T
da,+01 Ao

5 i B
: / 7
ﬂ(/ JQQ/ \L@\/ b/\d

Ahora nos gustaria construir un isomorfismo entre estos dos complejos. El

isomorfismo entre las caras inferiores es claro y el isomorfismo entre las caras su-
periores es solamente una transposicion de las sumas directas. Recordemos que
las caras superiores son isomorfas ya que ambas son isomorfas a >=. Para que este
isomorfismo sobre los espacios (al que llamaremos Y) sea también un isomorfismo
de complejos, la tnica cosa que falta por demostrar es que las funciones verticales

entre las caras conmutan con el isomorfismo Y entre los cubos.

Sea T que actia sobre la capa superior enviando la clase [(0,7,)] — [(0,7)].
Para demostrar que este isomorfismo en los espacios conmuta con los diferencia-

les, debemos probar lo siguiente
da,*Ol = TbAb y db7*10 = TaAa (41)

Donde A, = dy 10 ¥ Ap = dp+01. Queremos demostrar porque, diciendo que T es

el isomorfismo, entonces necesitamos Yd, .01 = AT pero

Im(Td,401) € =/Imm, y Im(A,Y) C >\O/</v_
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Entonces, consideraremos que las imagenes estan bajo la relacién de equivalen-
cia f ~ —78. S Ydy01 = —7ApT, entonces esta funciones son iguales ya que
(8,0) ~ (0,—7/) bajo la relacién de equivalencia. Si ignoramos T (lo que podemos
hacer, ya que este es la identidad en sobre los espacios en los que esta actuando
en este caso) la ecuacion es exactamente la que vemos en (4.1). Es similar para el

segundo.

Ahora la tarea es demostrar que estas dos relaciones son equivalentes. Recor-
demos que, usando la notacién de los diagramas, 7, := dy10,A7" donde A es la
funcién d, 140. Denotaremos la funcion A, que enviada al espacio )/O\( por A,. (Esto

s6lo significa A, = ¢ o A,, donde ¢ es hacer el cociente por v, ).

A C A, AL “ da,10% ~__
R M= B b

T —_— VR —_— T —_— dmw*(x)

Recordemos A~! de R,. Es claro de las funciones anteriores que A™'A, = id.

Por lo tanto 7,A, = dg 10.. Observemos también que las aristas del cubo,

S~
da,lO* : ?\g — R y db7*10 : \>\d — /\\é (42)

son el mismo re-ordenamiento de las dos cuerdas superiores y entonces son la
misma funcién. Dado que el morfismo T es la identidad en la cara inferior del

cubo, T conmuta con este lado del cubo como en la ecuacién (4.1).

Respecto a la demostracion de d, .01 = 74, esta es idéntica a la dada arriba.

Recordemos que
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AL N/ dp, 150 U
6( >©< ) 2 =
x —_— V- —_— x —_— dp140(7)

lo que implica que A~'A, = id y entonces 1,A\, =

dp,140 : Q\é% % y da,x01 /P q%/\

dp,10- Por lo que, tenemos

(

)

Representan lo mismo. Por lo tanto, la homologia de Khovanov es invariante

bajo Rs3. Esto concluye la demostracion.

Observacion 4.5 Como se menciono en la introduccion esta no es la demostra-

cion presentada por Khovanov en su articulo original. Esto es debido a la com-
plejidad de esta.
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