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Introduccién

La depredacién es un tipo de interaccién biolégica de una especie animal (depredador)
que caza a otro individuo (presa) para subsistir. Esta interaccién entre depredadores y presas
evolucionando en el tiempo fue modelada mateméticamente por Lotka (1924) y Volterra (1931),
realizando uno de los grandes avances en la dindmica de la poblacién, propuestos de un principio
por Thomas Malthus (1798) y Verhulst (1838), asf el modelo depredador presa ha desempenado
un rol importante en el estudio de muchas poblaciones donde aparece una relacién entre ellos,
siendo unos de los temas dominantes e interesantes dentro de la ecologfa. Expuesto esto, el
enfoque y objetivo de esta tesis, es mejorar el sistema propuesto por Farkas (1988), generalizando
la ecuacién logistica, donde afirmamos que se mantiene una bifurcacién del tipo Hopf, esto
significa, entre otras cosas, que dicho modelo presenta soluciones periddicas. Para entender esto,
introducimos conceptos bésicos de la teorfa de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales y no
lineales (locales), siendo capaces de identificar su comportamiento cualitativo utilizando ciertas
herramientas que facilitaran su estudio. Posteriormente introducimos el concepto de bifurcacién,
dando ejemplos de algunos casos interesantes, entre ellos la del tipo Hopf. Por tltimo, veremos
de forma general como se modelo el sistema depredador-presa, partiendo con el concepto de
“dindmica de la poblacién” y como fue mejorando hasta llegar al sistema generalizado que

proponemos nosotros.



Capitulo 1

CONCEPTOS BASICOS

Un sistema dindmico hace referencia a un espacio de estados donde la formula o “regla”
que se describe va evolucionando mientras transcurre el tiempo. El estudio de estos sistemas
generalmente es de forma cualitativa, donde se analiza como varia su comportamiento de man-
era que se pueda describir su evolucién y en el mejor de los casos predecirla, su representacién
geométrica se lleva a cabo en un espacio llamado “espacio de fase” en el que cada punto define
un estado. Surgen, entonces, con naturalidad en virtualmente todas las dreas de la ciencia, como
pueden serlo la biologia, quimica o fisica, un claro ejemplo que trataremos con mayor profun-
didad en el tercer capitulo, es el sistema predador presa, el cual trata de analizar la interaccién
en el tiempo de dos especies dependiendo de diversos factores como, ambientales, mortalidad de
ambas especies, tasa de depredacion, periodo de gestacién del predador, entre otros, asf veremos
que al perturbar dichos factores puede tener como consecuencias que ambas especies lleguen a
la extincién, una de ellas sea plaga o ambas convivan de forma equilibrada. Como vemos existen
sistemas dindmicos que pueden cambiar su estructura cualitativa al producir una pequena per-
turbacién en sus parametros, causando un cambio brusco en su comportamiento, cuando esto
ocurre diremos que estamos bajo una bifurcacién, esto se puede apreciar a diario en campos
como la economfia, meteorologia, sistemas de potencias de campos eléctricos, etc., asi al modelar
dichos fenémenos, la teoria de bifurcacién estudia para que valores de los pardmetros del sis-
tema se producen cambios cualitativos importantes en la dindmica del mismo, un ejemplo es el
atractor de Lorenz, estudiado por Edward Lorenz en 1963, el cual modela un sistema dindmico

que ayude a la prediccién del clima el cual se torna caético haciendo ciertas perturbaciones.



1.1. Definiciones preliminares

Definicién 1 Sea X un subconjunto abierto y conexo de R™, entonces la funcion p : Rx X —

X es llamada sistema dindmico o flujo si cumple:

1. ¢ € O y para cualquier t € R fijo, la funcion ¢ := @(t,-) es un difiomorfismo en X (o

es biyectiva, con inversa al menos de clase C1).
2. o es la identidad, es decir, po(z) = ¢(0,x) = x para todo xz € X.
3. Q10 ps = Prys, s decir, p(t, o(s,x)) = @(t + s,x) para todo x € X y s,t € R.

Ejemplo 2 La funcién ¢ : RxR" — R™, dada por ¢(t,z) = e!Ax, donde A € M, (R), verifica

las siguientes propiedades:
1. @4 es un difiomorfismo de clase C', para todo t € R.
2. po(z) = ¥z = 2.

3.

(P(tv 90(57 {IZ>) - (P(tv 65Ax)

— €tA65A:IZ
— €(t+s)Ax

= p(t+s,m)

Observacién 3 Notemos que todo sistema dindmico induce una ecuacion diferencial, pues
dado un flujo @y definimos la funcion f: X — X, tal que f(x) = %@t(m), siz: ] — X es
dado por x(t) = pi(x) tenemos que

i = (o) (L.1)

tiene como solucion el flujo @¢. Diremos que los sistemas de la forma & = f(t,x) son no
auténomos y los sistema de la forma @ = f(x) son auténomos.

La solucion de (1.1) la denotaremos por ¢ : I — X, donde I es un intervalo y



al grafico de esta solucion lo llamaremos curva integral, la trayectoria u orbita de ¢ es la curva
en X C R™ que pasa por el punto p € X, es v, = {@(t,p),t € I}, con I, intervalo. Es facil

probar que q € 7y, st y solo si vy = 7yp, de hecho

a=o(t.p) y »(t,q) =9t +7,p)
con I, — 7 =1,.
A la familia de todas las soluciones la llamaremos diagrama o retrato de fase.

Ejemplo 4 Consideremos el sistema

La solucion que pasa por el punto (0,1) es

(z(t),y(t)) = (cost,—sint),
cuya curva integral es dada por
graf(e) = {(t, (z,y)) € R x R?: (t) = cost, y(t) = —sint, t € R}.
La trayectoria u orbita en dicho punto es simplemente S*

51

Trayectoria del sistema.



El diagrama o retrato de fase es

Diagrama de fase del sistema.

Definicién 5 Un punto zy € X C R", se dice punto de equilibrio o singular del sistema (1.1),
si para alguna solucion se cumple que @i(xo) = xg, para todo t € R, o bien, f(xo) = 0.

Una solucion pi(x) de (1.1) es llamada periddica, de periodo p, conp > 0, si piip(x) = pr(z)
para todo t € R.

Definicién 6 Sea X un subconjunto abierto y conexo del espacio R™ y f : X — R™ un espacio
vectorial de clase C*, k > 1. Sea ¢(t) = ¢(t,p) una curva integral de f pasando por el punto

p. Se define los conjuntos

wp) ={qe X :3 t, con t, — o0 y ¢(t,) — q, cuando n — oo}

alp)={qe X :3 ¢, cont, — —o0 y ¢(t,) — q, cuando n — —o0},

ellos son llamados w—limites y a—limites de p respectivamente.

Ejemplo 7 1. Sea f: R?2 — R? un campo C* dado por f(x,y) = (z,—y), el flujo de f es



representado por la figura en R?, recibiendo el nombre de silla.

silla

Note que si p =0, a(p) = w(p) = {0},

sipe E1 — {0}, w(p) =¢ y a(p) = {0},

sip € By — {0}, w(p) ={0} y alp) = ¢,

st p € F1 U Es, w(p) = a(p) = ¢. donde Ey y E2 son los ejes coordenados x e y respecti-

vamente.

2. Sip(t) = ¢(t,p) es una orbita periddica de periodo T. Entonces

w(p) =7 ={pt,p):0<t <7} =alp).

De hecho, si q € yp,tal que o(t') = q cont’ € [0,7] y si definimos la sucesion t, = t' 4+ nr,
tenemos que t, — o0, cuando n — 0o y ¢(t,) = (' + n7,p) = ¢(t') = q. Para probar

que v = a(p) basta definir t, =t' — nr.

1.2. Ecuaciones diferenciales lineales

En este capitulo nos limitaremos a establecer las propiedades generales de las soluciones de
las ecuaciones diferenciales lineales. En la seccién posterior, relacionaremos con precision las
propiedades de ecuaciones diferenciales no lineales con las érbitas de un sistema de ecuaciones

diferenciales lineales. Para esto serd fundamental el estudio de los sistemas lineales hiperbdlicos,



es decir, que la parte real de los valores propios de la matriz asociada al sistema sean distinta
de cero.

Sea I un intervalo y a;j, b; funciones continuas en I, con 4, j = 1,2, ...,n, donde sus variables
son reales o complejas.

Consideremos un sistema de n ecuaciones de la forma

1 =a11(t)x) + e + a1n(t)zy + b1(t) (1.2)

Ty = Qpi (t):Bl + e + am(t):cn + bn(t)

que es denotado abreviadamente por & =Y a;;(t)z; + b;(t), i = 1,2,...,n.
La ecuacién matricial

& = A(t)z + b(t), (1.3)

donde A(t) = (a;;(t)) es una matriz n X n cuyos elementos son a;;(t) y b(t) = (b;(t)) es un
vector columna de n entradas, es equivalente al sistema (1.2). Si b;(t) = 0, al sistema (1.3) lo

llamaremos lineal homogéneo. Cuando A(t) = A diremos que
T = Ax (1.4)

es un sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes.

Notemos que ¢ es solucién de (1.3) si p(t) = A(t)e(t) +b(t), luego por existencia y unicidad
de soluciones, para todo (tg, o) € I x R™ existe un tnico ¢(t) = ¢(t, (to, zo)) definido en I tal
que p(ty) = xg, es mas

o(t) = 70 + / [(A(s)p(t) + b(s)]ds.

Definicién 8 Una matriz ®(t) de orden n xn cuyas columnas forman una base para el espacio

de soluciones de (1.4), se llama matriz fundamental de (1.4).

Observaciéon 9 Si ®(t) es una matriz fundamental del sistema (1.4), entonces la solucion



©(t, (to, o)) de (1.3) tal que ¢(t, (to,z0)) = xo es dada por

t
o(t, (to, z9)) = @(1) [CI)_l(to):vg —i—/() q)_l(s)b(s)ds] .

En particular o(t, (to, o)) = ®(t)® 1 (tg)xg en el caso homogéneo; al producto ®(t)d (tg) lo

denotaremos por et, ver [7]

Lema 10 La matriz fundamental satisface
1. %=1y %eAt = Ae’t.

2. (el =4,

3. e(t-i—s)A — AtpAs

k
4. At =%" (’L)Ct!) .

Para la demostracion ver [7]

Ejemplo 11 Consideremos el sistema lineal con coeficientes reales

.’il = X9
i‘g = —I1
0
y (21(0),z2(0)) = xo, entonces tenemos que A = , y su solucion es @(t, o) = etxo.
-1 0
Ahora calculemos la matriz fundamental
0 1 -1 0 0 —1
AOZIdg, Alz y A2: y A3: Yy A4:Id2
-1 0 0 -1 1 0



luego su matriz fundamental es

A (AT A% A33 AY
M= = Al o+ e e
2 4 3 5
1-L+5 - t-L+L ..

= “

3 5 2
—t+h b+ -4

cost sint
- )]

—sint cost

por lo tanto, la solucion es

L2

(;1;1) cost sint x1(0)

—sint cost x2(0)

Ejemplo 12 Consideremos el sistema

T =ar+ Py
y = —,3.’E + ay,
a B
en este caso A = Yy
costf  sinta
etA _ eta

—sinta  costf

donde
©1(t) = e (costB, —sintB) y a(t) = e (sintB3, costB).

Proposition 13 Sean C, A y B € M,(R), entonces:
1. Si BC = CA, entonces e!BC = Cet4

2. Si AB = BA, entonces para todo t € R
¢AB = BetA y tAetB — (HATE)

10



Dem.

1. Es fécil probar, usando induccién que B¥C = C A* para todo k, entonces

etBC:(Z(it!)k)C:Z(BkIS)tk :Z( —CZAkt ClAt

tAtB | HA+B)

2. Por (1) "B = Be!4, por otra parte tenemos que e son soluciones de la

ecuacion & = (A + B)z, de hecho por lema (10)

%(etAetB) — AetAetB+etABetB :AetAetB+B€tA tB <A+B) tAetB

Lema 14 Sea A una matriz compleja (respectivamente real). Si \ es su valor propio complejo

(respectivamente real) de A y v su vector propio correspondiente, entonces ¢(t) = My es una

solucion del sistema © = Ax.

1.2.1. Sistemas bidimensionales simples

En esta seccién haremos un breve estudio de los sistemas de ecuaciones diferenciales con co-
eficientes constantes, los cuales quedan completamente determinados por el signo de los valores
propios asociados a la matriz del sistema.

Consideremos el sistema

T1 = a11r1 + a12x2 (1.5)

T2 = A21%1 + a22%2
con a;; € Ry ajiagse — aizas1 # 0 o equivalentemente
j y

ail @
i=Az con A=[ = 7 y det(A) # 0.

a1 a2

11



La condicién det(A) # 0 implica que el origen es el tinico punto donde A se anula, es decir, el

tinico punto fijo del flujo ¢(t,z) = et4z.

Sabemos que el polinomio caracteristico de A es

P(\) = A% — (traza A)X + det A

y sus valores propios son

traza A+ /(traza A)? — det A
2

AL, Ag =

Dado esto distinguimos los siguientes casos:

a) Los valores propios A1, A2 de A son reales y distintos.
b) Los valores propios son complejos conjugados, A1, A\; con A\; = a + i3, 3 # 0.

c¢) Los valores propios son reales e iguales, A\; = Aa = A # 0.

Caso a.
Sean vy, vy vectores propios correspondientes a los valores propios Aj, A2. Denotaremos por

FE1, E5 las rectas generadas por estos vectores. Luego toda solucién puede ser escrita en la forma

A A

o(t) = cre Uy + ey, con ¢, co € R.

1. A1 < A <.

Toda trayectoria tiende a cero, cuando t — +o00; excepto el origen que permanece fijo y
toda trayectoria tiende a 0o, cuando ¢ — —oo. Si ¢; # 0 tenemos que la recta tangente a

la trayectoria tiende a F7, cuando t — oo.

De hecho si t — oo
Aot

€2 7 _ A (et

c2¢ =0
cieMt ¢y ’

pues Ao — A1 < 0. Si ¢; = 0 las soluciones son semirrectas de Ej.

12



Nodo estable

2. XAg > A1 > 0.

Toda trayectoria tiende a cero, cuando ¢ — —oo; excepto el origen que permanece fijo y
toda trayectoria tiende a oo, cuando t — oo. Si ¢; # 0 tenemos que la recta tangente a la

trayectoria tiende a F+, cuando t — oo.

De hecho si t — —

Aot
Cco€ 2 o 616(>\2_>\1)t

— 0
cieMt ¢y ’

pues Ay — A1 > 0.

Nodo inestable

3. A2 > 0> Ay, (silla)

Las trayectorias que pasan por los puntos de FE;(c; = 0) (o de Eg con ¢; = 0) permanecen

en las rectas y tienden a cero cuando t — 400 (0 t — —00). Si ¢1, ca # 0, las curvas

13



soluciones tienden para oo, cuando ¢ — +oo. La componente E; (resp.Es) tiende a cero

(resp. +00), cuando ¢t — +o00, cuando t — +o00, Ey (resp. F1) tiende a cero (resp. oo).

Silla
Caso b.

En este caso toda solucién de & = Ax puede ser escrita como

@(t) = c1p1(t) + cagpa(t),
con
@1(t) = e*[cos(tB)vr —sin(tB)va] y pa(t) = e [sin(tB8)v1 + cos(tB)va],
donde v1, v son vectores propios correspondientes a sus valores propios, asf:

1. =0, (centro)

Todas las soluciones, excepto la solucién nula son elipses y el 4ngulo entre ¢(t) y E; tiende

a oo cuando t — 0.

2. a <0, (foco atractor)

Toda solucién tiende a cero en forma espiral en torno al origen cuando t — +00, es decir,

lp(t)| — 0 y el dngulo entre ¢(t) y F; tienden a 400 0 —oo segun el signo de S.
3. a > 0, (foco inestable)

14



Toda solucién tiende a cero en forma espiral entorno al origen cuando t — —oo siguiendo

el razonamiento anterior.

Centro Foco atractor Foco repulsor

Caso c.

1. Cuando el nicleo de A — Al es bidimensional, es decir, A tiene vectores propios vi, vo

linealmente independientes cuya solucién del sistema & = Az puede ser escrita como
_ At
o(t) = e (crv1 + cave),

todas las 6rbitas, excepto la solucién nula son semirrectas.

Nodo impropio atractor Nodo impropio repulsor

2. El ndcleo de A — A\l = E; es unidimensional.

15



Sea v un generador de Fq y w un vector no colineal con v. La matriz del operador z — Ax

en la base {v,w} es de la forma

, con o # 0

donde ¢(t) = eM[(c; + tea)vy + cavs] es solucién de & = Az. Si A < 0 las trayectorias

tienden a cero de lo contrario tienden a oo, ver [?].

Nodo de una tangente estable Nodo de una tangente inestable

Observaciéon 15 Cuando el det A = 0, tenemos los siguientes casos:

A
1. , St A > 0, tenemos un valor propio positivo y otro cero. Los conjuntos a—limites

0 0
de todas las orbitas negativas son puntos de equilibrio.

Trayectorias en el plano de fase

16



A0
0 0

de todas las orbitas positivas son puntos de equilibrio.

, Si A < 0, tenemos un valor propio negativo y otro cero. Los conjuntos w—limite

Trayectorias en el plano de fase

3. , matriz cero. Todo punto es de equilibrio y él es su propia orbita.

Trayectorias en el plano de fase

Teorema 16 (Teorema fundamental para sistemas lineales) Sea A una matriz de orden n X n.

Entonces para xo € R™, el problema de valor inicial (P.V.I)

T = Az

x(0) = xg

17



tiene una unica solucion dada por

z(t) = ety

Dem. Si z(t) = e*xg, entonces por lema (10), i(t) = %(:’Atl‘o = Aezy = Az(t) para

At

todo t € R con z(0) = zo, asi z(t) = e*"z( es una solucion.

Ahora veamos que estd solucién es unica. Sea x(¢) una solucién cualquiera del P.V.I. y sea

y(t) = e x(t), luego

g(t) = —Ae Ma(t) + e Mi(t)
= —Ae Au(t) + e A Ax(t)

:()7

asi y(t) es constante, ahora si ¢ = 0 tenemos que y(t) = xo, lo que implica que cualquier

solucién del P.V.I. estd dada por

z(t) = ey (t) = etlag.

Ejemplo 17 Resolvamos el problema del valor inicial

) 1 -2 -1
& = Az con z(0) = , para A=
0 1 -2
Los valores propios de A son \1 = =241 y Ao = —2 — 1, y su solucion es dada por
z(t) = ety = e cost —sint <1> = % <C?S t)
sint cost 0 sin ¢

18



Foco atractor

El siguiente teorema nos entrega otro método para hacer un estudio cualitativo a sistemas

bidimensionales simples mediante la traza y el determinante.
Teorema 18 Sean 6 = det A y 7 = traza(A) y consideremos el sistema lineal (1.5), si:

a. § <0, entonces (1.5) tiene una silla en el origen.

b. § >0y 7% —46 > 0, entonces (1.5) tiene un nodo en el origen; éste es estable si T < 0 e

inestable si T > 0.

c. 6>0,72—-46 <0 yT#0, entonces (1.5) tiene un foco en el origen; éste es estable si T < 0

e inestable si T > 0.

d. § >0 y7=0, entonces (1.5) tiene un centro en el origen.

Para la demostracion ver [?].

Como hemos visto, el comportamiento de las trayectorias de un sistema en R™ se ven atrai-
das, repelidas o su dindmica es periddica alrededor de un punto critico, teniendo en cuenta esto,

surge la siguiente definicion.

Definicion 19 Consideremos el sistema

&= Aw (1.6)

19



donde A € M,(R) y wj = u; +iv; son los vectores propios de la matriz A correspondiente a los

valores propios \j = a; +ib; y sea

B = {'LLl, ooy Uy U1, Vi 41, ....7Um,'Um}

una base de R™ (n = 2m — k). Definimos los subespacios estables, inestables y central respecti-

vamente por

E® = (uj,vj/a; <0)
E" = (uj,vj/a; > 0)

E¢ = <uj,vj/aj :0>

El sistema (1.6) se llama hiperbdlico si todos los valores propios de A tienen parte real diferente

de cero.

Definicién 20 Un subespacio E de R™ es llamado invariante con respecto al flujo
At R — R™,

st para todo © € E, ez pertenece a E para todo t € R.

Observacién 21 Es facil probar que los subespacios E°, E" y E¢ son invariantes con respecto
al flujo, ver [?], esto implica que un punto, distinto al equilibrio, no puede pertenecer a dos

subespacios al mismo tiempo.

Teorema 22 Sea A una matriz real de orden n x n. Entonces
R"=FE°® E"® E°

donde E°, E" y E°¢ son los subespacios estable, inestables y central definidos anteriormente;
mds ain E°, E* y E¢ son invariantes con respecto al flujo et de & = Ax.

Para la demostracion ver [?]

20



Ejemplo 23 Consideremos el sistema © = Ax donde

-2 -1 0 1
A= 1 20 con T = | o
0 0 3 T3
Los valores propios de la matriz A son Ay = —2+14, Ao = =2 —14 y A\ = 3, con sus respectivos

vectores propios
v1 = (0,1,0)7 +4(1,0,0)T, vy = (0,1,0)T —i(1,0,0)T, v3 = (0,0,1)7,

luego tenemos que

E* ={(0,1,0)7,(1,0,0)") y B*={(0,0,1)T).

Espacios estables e inestables respecto al sistema

Ejemplo 24 Consideremos el sistema & = Ax, donde

0 -1 0
A=11 0 o0
0 0 2
Los valores propios son A1 =1, Ao = —1 y A3 = 2, con sus respectivos vectores propios

v1 = (0,1,0)7 4+4(1,0,0)T, vy = (0,1,0)T —i(1,0,0), v = (0,0,1),

21



luego tenemos que

E¢={((0,1,0)",(1,0,0") ~R?* y E" = ((0,0,1)") ~ R.

Espacios central e inestables respecto al sistema

Ejemplo 25 Consideremos el sistema £ = Ax con

con walores propios A\ = Ay =0 y v1 = (0,1)7, va = (1,0 )7 sus respectivos vectores propios.

Ast tenemos que B¢ = R2.

Espacio central respecto al sistema

22



1.3. Teoria local de sistemas no lineales

En éste capitulo, comenzaremos nuestro estudio de sistemas no lineales de ecuaciones difer-

enciales auténomas

= f(x), (1.7)

donde f : F — R™ y E es un subconjunto abierto de R". Determinaremos sus puntos de
equilibrio y describiremos el comportamiento cerca de ellos.

Recordemos que un punto xy € R" es llamado punto de equilibrio o punto critico de (1.7),
si f(zg) = 0y es hiperbdlico si ninguno de los valores propios de la matriz D f(z() tiene parte
real cero. El sistema

T = Az, (1.8)

con la matriz A = D f(x) es llamada la linealizacién de (1.7) en x. Linealizar un sistema en
un punto de equilibrio hiperbdlico nos ayudara a estudiar el comportamiento del flujo en un
sistema lineal equivalente como lo veremos posteriormente, de hecho si zog = 0 es un punto de

equilibrio de (1.7), entonces f(0) = 0 y por teorema de Taylor
1
F(x) = DF(0)x+5D*F(0) (3, %) + -+ -

Se sigue que el campo vectorial D f(0)x es una buena aproximacién del campo no necesariamente

lineal f(x) cerca de x = 0.

Definicién 26 Un punto de equilibrio xo de (1.7) es llamado sumidero si todos los valores
propios de la matriz Df(xg) tienen parte real negativa; éste es llamado fuente si todos los
valores propios de D f(xq) tienen parte real positiva; y este es llamado una silla, si al menos

tiene un valor propio con parte real positiva y un valor propio con parte real negativa.

Ejemplo 27 Consideremos el sistema (1.7) con

2 _ 2
i — x5 — 1

fz) = :

2:172
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claramente (1,0)T y (—1,0)T, son los tinicos puntos de equilibrios de (1.7), por otra parte

21’1 —2:1:2
Df(x) =
0 2
entonces
20 -2 0
Df(l,O): ny(_1>O):
0 2 0 2

ast, tenemos que (1,0)” es un nodo inestable y (—1,0)T es una silla.

Definicién 28 Dos sistemas auténomos & = f(x) y & = g(z) se dicen topoldgicamente equiv-
alentes en una vecindad del origen o tienen la misma estructura cualitativa cerca del origen,
si existen vecindades U y V' conteniendo al origen y un homeomorfismo H : U — V, que
transforma orbitas de © = f(x) en drbitas de & = g(x) conservando su sentido (orientacion),
es decir

H(e'x) = eP'H(x) para todo t € R y x € R".

Por otra parte diremos que existe una conjugacion topoldgica, si se preserva la parametrizacion
por tiempo, es decir, si el flujo en U recorre cierta distancia en un tiempo t, en V recorrerd la

misma distancia en el mismo periodo.

Observacion 29 Note que si dos flujos son topoldgicamente conjugados, entonces también son
topoldgicamente equivalentes, pero dos flujos equivalentes que difieran en la parametrizacion
del tiempo, no podrdn ser conjugados. Asi en la equivalencia, el homeomorfismo preserva la
orientacion de las curvas solucidn, pero no necesariamente la parametrizacion del tiempo. Esto

hace que la clasificacion de los flujos bajo equivalencias tengan un sentido mds “dindmico”.

El siguiente teorema nos garantiza la existencia de una conjugacién topolégica entre un
sistema no lineal con su linealizacién en vecindades pequenas alrededor de un punto de equilibrio

hiperbdlico.

Teorema 30 (Hartman-Grobman) Sea f: E — R" de clase C' y xg un punto de equilibrio
hiperbélico de (1.7). Entonces existen vecindades U de xzog y V de 0 € R", tal que f |y es

topoldgicamente conjugado a Df (xo)|v.
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Para su demostracion ver [?]

Definicién 31 Sea ¢, el flujo de la ecuacion diferencial (1.7) definida para todo t € R. Un
punto de equilibrio xo de (1.7) es estable si, para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que para todo

x € Ns(xo), donde Ns(zp) es una vecindad de xo yt > 0 tenemos que

ot (z) € Ne(xp).

El punto de equilibrio es inestable si no es estable y xg es asintdticamente estable si es estable

y si existe un 0 > 0 tal que para todo x € Ns(xg) tenemos que

lim ¢y (x) = zp.

Observacién 32 Si todos los valores propios de la linealizacion A = Df(xzg) tienen parte
real megativa, entonces el punto de equilibrio xg es asintdticamente estable, ahora si xg es un
punto de equilibrio estable de (1.7), ningin valor propio de D f(xq) tiene parte real positiva, asi
podemos ver que los puntos de equilibrios estables que no son asintdticamente estables, pueden
solo ocurrir en puntos de equilibrios que no son hiperbdlicos. Pero la pregunta, jcudndo un
punto de equilibrio no hiperbdlico puede ser estable, asintéticamente estable o inestable?, es un
poco mds delicada. Un método 1itil, el cual describiremos a continuacidn, responde en algunos

casos esta pregunta, dicho método fue desarrollado por Liapunov en 1892 como tesis doctoral.

Definicion 33 Si zy es un punto de equilibrio estable de (1.7), entonces el conjunto

A(wo) = {z € R"/lim [lp(t, ) — 2o = 0}

se llama cuenca o dominio de atraccion de xg.

Notemos que si zg e yp son dos puntos de equilibrio de (1.7), entonces es claro que A(xg) N

Alyo) # @.

Definicién 34 Consideremos la funcion V : RT x U — R, donde U es un subconjunto abierto

y conexzo de R™ con 0 € U y asumamos que V € C'. Diremos que V es semi-definida positiva
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si V(t,x) > 0, para todo (t,x) € RY x U . Diremos que V es definida positiva, si existe
W € C%U,R), tal que para todo (t,x) € RT x U , conx # 0, V(t,x) > W(z) >0y V(t,0) =
W (0) = 0.

Ejemplo 35 La funcién V(z1,12) = 22 + 23 es definida positiva, V(z1,12) = (w1 + x2)? es

semi-definida positiva y V(x1,x9,23) = 23 + 23 —23 es indefinida.

Definicién 36 Sea E un subconjunto de R", si f € CHE), V € CHE) y ¢ es el flujo de

(1.7), entonces para x € E, la derivada de la funcién V(x) a lo largo de la solucion ¢i(x) es

Vian(@) = SV (u(@))lizo = DV (@) (z).

Teorema 37 (Liapunov) Sea E un subconjunto abierto de R™ conteniendo a xy. Supongamos
que f € CYH(E) y que f(xo) = 0, supongamos ademds que existe una funcion real V(xg) = 0 y

V(z) > 0 para todo x # xq, entonces:

a. Si 17(1,7) (z) <0, para todo x € E, xy es estable;

b. Si ‘./(]‘7) (x) < 0, para todo x € E, x¢ es asintdticamente estable;

c. Si "/'(1_7) (x) > 0, para algin x en cualquier vecindad abierta de E, xo es inestable.

Observacién 38 Si ‘./(1,7)(33') = 0 para todo x € E, entonces las trayectorias de (1.7) se en-

cuentran sobre las superficies de R™(o curvas en R?) definidas por

V(z)=c.

Ejemplo 39 Consideremos el sistema
i) = —x5 (1.9)
iy = 3.

El origen es un punto de equilibrio no hiperbdlico y

Vx) = :r‘l1 + x%
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es una funcion de Liapunov para este sistema, de hecho
Viig)(z) = daid) + dadis = 0

por lo tanto las curvas solucién se encuentran sobre las curvas cerradas

x‘f—i—x% =2

Ast el origen es un punto de equilibrio estable del sistema, que no es asintdticamente estable.
Notemos que la linealizacion del sistema no nos habria dado esta informacion ya que D f(0) = 0,

por lo que sus valores propios son cero.

Ejemplo 40 Consideremos el sistema

T1 = —2T9 + X213 (1.10)
:i?g =1 — X1x3

T3 = T1T3.

es claro que el origen es un punto de equilibrio para este sistema y

0 -2 0
Df0)=12 0 0
0 0 0

Donde Df(0) tiene como valores propios A1 = 0, Ao = A3 = 2i, es decir, xg = 0 es un punto
de equilibrio no hiperbdlico. Usaremos el método de Liapunov para estudiar la estabilidad del
sistema. sPero como encontramos una funcidn de Liapunov adecuada?. Supongamos que la

funcion de Liapunov es de la forma

2 2 2
V(z) = cro] + cox5 + c3x3

27



con constantes cy, ¢ y c3. Calculando V(x) = DV (z)f(z), encontramos

1.
5‘/(1.10) () = (c1 — c2 + c3)x17223 + (—201 + C2) 7172

Por lo tanto si ¢ = 2¢1 y ¢3 = ¢y, tenemos que V(x) > 0 para todo = # xo y V(x) = 0, para

todo x € R3 y por teorema anterior xo = 0 es estable. Mds atn, eligiendo ¢y = c3 =1 y cg = 2,

vemos que las trayectorias del sistema se encuentran sobre el elipsoide x3 + 223 + 23 = %

Sabemos que todo sumidero es asintéticamente estable. Sin embargo, como mostraremos en

el siguiente ejemplo, no todo punto de equilibrio asintéticamente estable es un sumidero.

Ejemplo 41 Consideremos el sistema

T1 = —2T9 + x2x3 — :B? (1.11)
s 3
T2 = T1 — T1T3 — To

j?g = T1T2 — x%

y consideremos

V(z) = af + 2a3 + a3,

que es definida positiva, ademds

para x # 0. Por lo tanto, por teorema anterior, el origen es asintdticamente estable, pero este

no es un sumidero, pues los valores propios de su linealizacion son \1 2 = +iv2 y A3 = 0.

Un polinomio se dice estable si todas sus raices tienen parte real negativa. Una matriz
cuadrada se dice estable si todos sus valores propios tienen parte real negativa por lo que ella es
estable si su polinomio caracteristico es estable. Ahora veremos un criterios para la estabilidad
de un polinomio el cual serd utilizado en el tercer capitulo en nuestro resultado principal.

Consideremos un polinomio de grado n

PA) = ap A" Fap A" +ai A + ao,



donde a,, # 0.

Teorema 42 Si el polinomio p es estable, entonces todos sus coeficientes son positivos.

Teorema 43 Asumamos que todos los coeficientes ay del polinomio p son positivos, y consid-

eremos la siguiente matriz, llamada matriz de Hurwitz

a1 ao 0 0 e 0
a3 a2 a]_ ao -------- 0

H,= ,
A2n—1 AaA2p—2 G2pn—3 A2p—4 " an

donde a, = 0, si k > n; el polinomio es estable si y sélo si todos los menores principales de H,
son positivos, es decir,

air ap
Ay = det >0,....,A,_1>0,

az ag

donde A,_1 es el menor principal de la ultima fila.

1.3.1. Sillas, Nodos, Focos y Centros para sistemas no lineales

Sea

i = Az (1.12)

un sistema lineal con = € R? y

i = f(z) (1.13)

un sistema no lineal. Decimos que (1.13) tiene una silla, sumidero o fuente en un punto de
equilibrio hiperbdlico xg, si la parte lineal de f en xq tiene valores propios con parte real positiva
y negativa, solo con parte lineal negativa o solo tiene parte real positiva, respectivamente.

En esta seccién definiremos el concepto de silla topoldgica y veremos que bajo una hipdtesis
mds fuerte para f, se mantienen ciertas caracteristicas con respecto a su sistema linealizado.

Comencemos introduciendo coordenadas polares (r,6) y reescribamos el sistema (1.13).

29



Supongamos que tenemos el sistema en R?

&= P(z,y) (1.14)

Str? =22+ y? y 6 = tan"(¥), entonces

rr = x& 4+ yy

r0 = Ty — y<.

Se sigue que para r > 0, el sistema no lineal (1.14) puede ser escrito en coordenadas polares

como

7= P(rcosf,rsinf)cosf + Q(rcosf,rsinf)sinf (1.15)

70 = Q(r cos 0,7 sin 0) cos § — P(r cos B, sin 0) sin 6.

El origen es llamado centro para el sistema no lineal (1.13) si existe un § > 0 tal que para toda
curva solucién de (1.13) en una vecindad Ns(0)\{0}, es una curva cerrada con el origen en su

interior.

Definicién 44 El origen es llamado un centro-foco para (1.13), si existe una sucesion de
curvas cerradas v, con Yn4+1 en el interior de vy, tal que v, — 0 cuando n — oo y cada

trayectoria entre Yn Y Yn+1 €SPITa hacia Y, 0 Ypi1 cuando t — +oo.

Definicién 45 Sean r(t,ro,00) y 0(t,r0,00) las soluciones del sistema no lineal (1.15) con
r(0) = rg y 6(0) = Oy € R. Decimos que el origen es un foco estable para (1.18), si existe un
0 >0 tal que 0 <19 <6, r(t,70,00) — 0 y |0(t,70,600)] — 00 cuando t — oco. Es llamado foco

inestable si r(t,r9,00) — 0 y |0(t,r0,6p)| — 00, cuando t — —oc.

Observacién 46 FEl origen es llamado nodo estable para (1.18), si existe un 6 > 0 tal que

0<r9<dybyeR, r(t,ro,b0p) — 0 cuando t — oo y el limy_,o0 O(t, 10, 6p) existe. El origen es
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llamado nodo inestable si r(t,rg,00) — 0 cuando t — —oo y el imy_,_ 0(t,70,6p) existe para

todo o € (0,9) y 0y € R.

Definicién 47 El origen es una silla topoldgica para (1.13), si existen dos trayectorias v1 y
Y2 que tienden a 0 cuando t — oo, dos trayectorias v3 y v4 que se aproximan a 0 cuando
t — —oo y existe un & > 0 tal que todas las otras trayectorias comienzan en la vecindad del

origen Ns(0)\{0} y salen de ella cuando t — +occ.
Ejemplo 48 FEscribamos el sistema
T=—-y—1xy

§ =+ 2>

en coordenadas polares. Para r > 0 tenemos

f_a:a'c—i—yg'/  —ay—afytay+aty
r r

0

. Yo 2 3 2 2
ezmy ny:x +x +2y + 2y —1+2>0,
T

r

para x > —1. Ast, a lo largo de cualquier trayectoria de este sistema en el semi-plano x > —1,

r(t) es constante y 0(t) crece sin limite cuando t — oo. Luego el origen es un centro para el
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sistema no lineal.

centro
Ejemplo 49 Consideremos el sistema
&= —y— a3 — zy?

y=z—y*— 2%

en coordenadas polares, para r > 0, tenemos

Ast, r(t) = ro(1 + 2T8t)%1 para t > 75 y 0(t) = 0g + ¢ donde v (0) = ro, por lo que r(t) — 0
7o

y |6(t)] — oo cuando t — oo, luego el origen es llamado un foco estable para este sistema no
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lineal.

Foco estable

Ejemplo 50 Consideremos el sistema

:t:—y+x3+:vy2

y=z+y° +ay

en este caso, tenemos para r > 0

Ast, r(t) = ro(1 — 2r§t)é para t < 27{2 y 0(t) = 6y + t, donde r (0) = ro, por lo que r(t) — 0 y
0

|0(t)] — oo cuando t — —oo, luego el origen es llamado un foco inestable para este sistema no
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lineal.

Foco inestable

Ejemplo 51 Consideremos el sistema

r=—-r

. 1

0=—.
Inr

Ast, m(t) =roet y O(t) = 0y — In(1 — lntm), donde 1 (0) = rg, por lo que pararog <1, r(t) — 0y
|0(t)] — oo cuando t — oo, luego de acuerdo a la definicion(45)el origen es un foco estable para
el sistema no lineal; sin embargo este es un nodo propio estable para el sistema linealizado, ya

que sus valores propios son negativos.

Observacién 52 Como vimos en el ejemplo anterior, el comportamiento alrededor del origen
para el sistema no lineal cambia al linealizarlo, no ast, su estabilidad. Dado esto, surge el
siguiente resultado, que demuestra que bajo una hipdtesis mds fuerte, su comportamiento persiste

bajo la adicion de términos no lineales.
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Teorema 53 Sea E un subconjunto abierto de R? conteniendo al origen y sea f € C?*(E).
Supongamos que el origen es un punto critico hiperbdlico de (1.13). Entonces el origen es un
nodo estable (o inestable) para el sistema lineal (1.13) si y solé si éste es un nodo estable (o
inestable) para el sistema no lineal (1.12) con A = Df(0). Por otra parte el origen es un foco
estable (o inestable) para (1.18) si y sdlo si es un foco estable (o inestable) para (1.12) con
A= Df(0).

Teorema 54 Sea E un subconjunto abierto de R* conteniendo al origen y sea f € CY(E) con
f(0) = 0. Supongamos que el origen es un centro para el sistema lineal (1.12) con A = D f(0).
Entonces el origen es o bien un centro, centro-foco o un foco para el sistema no lineal (1.13).

1.4. Teorema de la variedad estable

El teorema de la variedad estable es uno de los resultados m&ds importantes de la teoria
cualitativa local de ecuaciones diferenciales ordinarias. El teorema muestra que cerca de un

punto de equilibrio hiperbdlico xg, el sistema no lineal
= f(x) (1.16)

tiene variedades estables e inestables S y U, pudiendo una de ellas ser vacia, tangentes en xg a

los subespacios E° y E" del sistema linealizado
T = Az (1.17)

donde A = D f(xg). Més ain, S y U son de la misma dimensién que E* y E% ahora si ¢ es el
flujo del sistema no lineal (1.16), entonces S y U son invariantes positivamente y negativamente

bajo ¢; respectivamente y satisfacen

th’m vi(c) = xo, para todo c € S
— 0

1th’m vt(c) = xo, para todo c € U.
——00
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Definicién 55 Una variedad diferenciable n-dimensional, M (o una variedad de clase C*), es
un espacio métrico conexo, el cual puede ser cubierto por conjuntos abiertos {U,}, es decir,

M =, Ua, tal que

1. Para todo o en un conjunto de indices I, existe un homeomorfismo

he : Uy — B={z e R"/|z|| < 1}.

2. StU,NUg # ¢ ,a# B, entonces ho(Ua NUg) y hg(Usa NUg) son subconjuntos de R™ y
la funcidon

h = he o hg' : hs(Us N Ug) — ha(Ua N Up)

es diferenciable (o de clase C*) y para todo x € hg(Us N Ug), es decir, el determinante
del Jacobiano det Dh(x) # 0.

Teorema 56 (Teorema de la variedad estable) Sea E un subconjunto abierto de R™ conteniendo
al origen, sea f € CY(E) y ¢4 el flujo del sistema no lineal (1.16). Supongamos que f(0) = 0
y que Df(0) tiene k wvalores propios con parte real negativa y n — k con parte real positiva.
Entonces existe una variedad diferenciable k-dimensional S tangente al subespacio estable E°

del sistema lineal (1.17) en 0 tal que para todo t > 0, ¢¢(S) C S y para todo zo € S
Jim (o) = 0;

y existe una variedad (n — k)-dimensional U tangente al subespacio inestable E* de (1.17) en

0 tal que para todo t <0, ¢, (U) C U y para todo xg € U
lim ¢¢(zg) = 0.
t——o00
Ejemplo 57 Consideremos el sistema

1"12—.%'1
. 2
Ty = —T2 + X7

T3 :CCg—Fl‘%.
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El dnico punto de equilibrio estd en el origen y la matriz de su linealizacion es

-1 0 0
A=Df0)=| 0 -1 0
0 0 1
cuyos wvalores propios son A1 = —1, da = —1 y A3 = 1 y sus respectivos vectores propios

v1 = (1,0,0), va = (0,1,0) y v3 = (0,0,1), ast los subespacios estable e inestables E* y E* son
tangentes al plano T1x2 y el eje x3 respectivamente.

Si z(0) = ¢, con ¢ = (c1,c2,c3), una solucion explicita del sistema es

z1(t) = cre?

zo(t) = cae ™t + ci(et — e )
2
x3(t) = cze’ + gl(et —e ).

2
Es facil observar que, el lim;_.o ¢i(c) = 0 si y solo si c3 + %1 =0. Asi,
S={ceR%c; = ?1}
Similarmente, el limy_, o pi(c) =0 si y solo si ¢y = ca =0 y por lo tanto

U:{CeRg;C1:C2:O}.

Notemos que la superficie S es tangente a E°, es decir, al plano x1xo en el origen y que
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U=FE"

Variedades estables e inestables

Las variedades S y U son definidas en una vecindad del origen, es decir, localmente, ahora

daremos una definicién global de estas variedades, en una vecindad de O.

Definicion 58 Sea ¢; el flujo del sistema no lineal (1.16). Las variedades globales estables e

inestables de (1.16) en 0 estan definidas por

W?(0) = Ui<op:(5)

WH(0) = Uizo9:(5)

respectivamente. Tenemos que las variedades estables e inestables global W*(0) y W*(0) son
dnicas e invariantes con respecto al flujo py; mas aun para todo © € W*(0), im0 pr(x) =0
y para todo x € W*(0), lim;_,_ @¢(x) = 0.

Por otra parte, en una pequena vecindad, N, de un punto critico hiperbélico en el origen,

las variedades estables e inestables S y U de (1.16) en el origen estan dadas por

S ={z € N;pi(x) = 0 cuando t — 0o y p(z) € N para todo t > 0}

U={x € N;p(z) — 0 cuando t — —o0 y p(z) € N para todo t < 0}.

Teorema 59 (Teorema de la variedad central). Sea f € C"(E) donde E es un subconjunto

abierto de R™ conteniendo al origen y r > 1. Supongamos que f(0) = 0 y que Df(0) tiene k
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valores propios con parte real negativa, j con parte real positiva y m = n —k — j con parte
real cero. Entonces existe una m-variedad central W€(0) de clase C" tangente al subespacio
central E¢ de (1.17) en 0, una variedad estable k-dimensional W*(0) de clase C" tangente al
subespacio estable E® de (1.17) en 0 y existe una variedad inestable j-dimensional W*(0) de
clase C" tangente al subespacio inestable E* de (1.17) en 0; mds ain W€¢(0), W*5(0) y W*(0)

son invariantes bajo el flujo py de (1.16).

El teorema de Hartman-Grobman, resuelve completamente el problema de determinar la
estabilidad y comportamiento cualitativo en una vecindad de un punto critico hiperbélico de
un sistema no lineal. Con el teorema precedente, mostraremos que el comportamiento cualitativo
en una vecindad de un punto critico no hiperbdlico z( del sistema no lineal (1.16), con z € R"
es determinado por el comportamiento sobre la variedad central cerca de z.

Notemos que si f € CY(E), f(0) = 0y Df(0) = diag[C, P,Q], donde C tiene c valores
propios con parte real cero, P tiene s valores propios con parte real negativa y () tiene u valores

propios con parte real positiva, entonces el sistema (1.16) puede ser escrito de forma diagonal

t=Cx+ F(z,y,2) (1.18)
y=Py+Gz,y,2)

2=Qz+ H(z,y,z).

con (z,y,2) € R* x R* x R*, F(0) = G(0) = H(0) =0,y DF(0) = DG(0) = DH(0) = 0. Se

sigue que la variedad central local de (1.18) en 0 es

Wie(0) = {(z,y) € R x R*;y = h(x) para [|z|| < J} (1.19)

para algiun ¢ > 0, donde h € C"(N;(0)), h(0) = 0, y Dh(0) = 0 ya que W¢(0) es tangente al
subespacio

E¢ ={(z,y) e R* x R%;y = 0}
en el origen.

Teorema 60 (Teorema de la variedad central local). Sea f € C™(E), donde E es un subconjunto
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abierto de R™ conteniendo al origen y r > 1. Supongamos que f(0) =0 y que Df(0) tiene c
valores propios con parte real cero y s valores propios con parte real negativa, donde c+ s = n.

Entonces el sistema (1.16) puede ser escrito en forma diagonal como

&t =Cx+ F(z,y)

y = Py +G(x,y),

donde (z,y) € R°xR?® C es una matriz cuadrada que tiene c valores propios con parte real cero,
P es una matriz cuadrada que tiene s valores propios con parte real negativa y F(0) = G(0) = 0,
DF(0) = DG(0) = 0; mds atn, ezxiste un 6 > 0 y una funciéon h € C"(Ns(0)) que define la

variedad central (1.19) y satisface
Dh(z)[Czx + F(x,h(x))] — Ph(z) — G(x,h(z)) = 0, (1.20)

para ||z|| < &; y el flujo sobre la variedad central W€(0) es definido por el sistema de ecuaciones

diferenciales

& =Czx+ F(x,h(z)) (1.21)
para todo x € R¢ con ||z|| < 0.
Ejemplo 61 Consideremos el siguiente sistema con c = s =1
i =a?y — °

y:_y+x27

en este caso, tenemos que C' = O, P = [—1], F(x,y) = 2%y — 2° y G(x,y) = x2. Sustituyendo
las funciones

h(z) = az® + bx® + O(z?) y Dh(x) = 2ax + 3bx? + O(z?)
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en la ecuacion (1.20) obtenemos

(2az + 3bx? + O(|z)?)) (az* + bz® + O(|]®). — 2°) + az® + ba® + O(a*) — 22 =0

(a —1)z% 4 bx® + O(|z[*) = 0,
luego sia—1=0,b=0, c=0..., tenemos que
h(z) = 2* + O(|z|”)
sustituyendo este resultado en la ecuacion (1.21) tenemos que
i =2+ O(|z|°)

sobre la variedad central W€(0) cerca del origen, ast el retrato de fase muestra que el origen es

una silla-nodo inestable.

Silla nodo inestable

Ejemplo 62 Consideremos el siguiente sistema conc=2 ys=1

. 2
Ir1 = 1Y — .’L‘leQ
s 2
T2 = T2y — T2y

§=—y+ai+a3
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tenemos que, C = O, P = [—1],

2
T1Y — T1T5

F(z,y) = y G(z,y) = 3 + 23.

2
Toly — T2T7

sustituyendo las funciones

h(z) = ax? 4 bxyxs + ca + O(|z)?)

Dh(z) = [2ax1 + b bry + 2cx9) + O(|z]?)
en la ecuacion (1.20) obtenemos

(2ax1 + bxa)[r1(ax? + brywo + cxd) — 2173

+(bx1 + 2cz2)[w2(ax? 4 brizo + €T3) — 2123
(023 + by + ead) — (23 + 23) + O(|f)
= ax? + br179 + cxd — 23 — 23 + O(|z|3)
=z1(a — 1) + m2(c — 1) + bzyza + O(|z[?)

=0

luego para todo x1,x2 con ||z|| < J, obtenemos a = 1,b=0,c =1 con los coeficientes de O(|z|?)
iguales a cero. Asi

h(z1,z2) = x% + x% + O(]x\?’)

Sustituyendo en la ecuacion (1.21), tenemos

i1 = 2% + O(|z|h)

i = @3+ O(|z]),

sobre la variedad central W¢(0) cerca del origen. En coordenadas polares i = xi+x5+0(|z|?) >

0 para 0 < r < 6. El retrato de fase cerca del origen lo podemos observar en siguiente figura,
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notemos que el origen es una silla topolégica inestable.

Silla topoldgica

1.5. Orbitas periédicas y ciclos limites

En esta seccién discutiremos érbitas periédicas y ciclos limites del sistema

i = f(x) (1.22)

Definicién 63 Un ciclo u drbita periddica de (1.22) es cualquier curva solucion cerrada de
(1.22) diferente de un punto de equilibrio. Una drbita periddica T es llamada estable si para
cada € > 0, existe una vecindad U de T tal que para todo x € U, d(T},T) < g; es decir, si
para todo x € U yt >0, d(p(t,z),T) <e. Una drbita periédica T' es llamada inestable si no es
estable; y T' es llamada asintdticamente estable si es estable y para todo x en alguna vecindad
U del

lim d(p(t,x),I') = 0.

t—00
Los ciclos del sistema (1.22) corresponden a soluciones periddicas de (1.22) ya que @(-,x0)
define una curva solucion cerrada de (1.22), si y solo si para todo t € R, o(t+T,x0) = p(t,zo)
para algin T > 0. El T minimal para el cual esta igualdad se mantiene, es llamado el periodo

de la drbita periddica (-, xo).

Igual que los puntos de equilibrio, las érbitas periédicas tienen también variedades estables e

inestables asociadas, de hecho si I" es una dérbita periédica y N una vecindad de I', las variedades
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locales estable e inestables de I" son dadas por

S(I) ={x € N/ d(p¢(x),I') — 0 cuando t — oo y ¢¢(x) € N para todot >0 }

UT)={x e N/ d(gt(x),I') = 0 cuando t — —o0 y ¢¢(z) € N para todo ¢t <0 }.

Las variedades estables e inestables globales de I' son definidas por

W*(T) = Us<opt(S(I))

WHT) = Usope(U ().

Ver [?7].

Consideremos 6rbitas periédicas de un sistema planar (1.22) con z € R2.

Definicién 64 Un ciclo limite I' de un sistema planar es un ciclo del sistema (1.22), el cual
es un conjunto w 6 a—limite de alguna trayectoria de (1.22) distinta de T'. Si un ciclo T' es
el conjunto w—limite de toda trayectoria en alguna vecindad de I', entonces, I' es llamado un
ciclo w—Ilimite o ciclo limite estable; si I' es el conjunto a—limite de toda trayectoria en alguna
vecindad de T', entonces, I' es llamado un ciclo a—limite o ciclo limite inestable; y st I' es el
conjunto w—Ilimite de una trayectoria distinta a I' y el conjunto a—limite de otra trayectoria

distinta a I', entonces I' es llamada ciclo limite semi-estable.

El siguiente teorema muestra que un sistema planar analitico (1.22) con f(z) € R?, no puede
tener un nimero infinito de ciclos limites acumuldndose en un punto critico. Hemos de resaltar
que cuando hablamos de un sistema planar analitico, nos referimos a que sus funciones son
analiticas, es decir, a funciones que admiten en todos los puntos desarrollos locales en series de

potencias.

Teorema 65 (Dulac). En cualquier region limitada del plano, un sistema planar analitico
(1.22) con f(x) en R2, tiene a lo mds un nimero finito de ciclos limites, en particular cualquier

sistema polinomial tiene a lo mds un nimero finito de ciclos limites en R2.
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Probablemente la herramienta mas bédsica para estudiar la estabilidad de érbitas periddicas
es la funcién de Poincaré, definida por Henri Poincaré en 1881. Esta idea parte de observar que
dada una érbita periédica I' del sistema (1.22) a través del punto z¢ y dado un ¥ hiperplano
perpendicular a I' en xg, entonces para cualquier punto x € ¥ suficientemente cerca de zg, la
solucién de (1.22) a través de z en ¢t = 0, ¢¢(x), cruzara ¥ de nuevo en el punto P(x) cerca de

xg. La funcién x — P(x) es llamada funcién de Poincaré.

Funcion de Poncairé

Teorema 66 Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f € C*(E). Supongamos que ¢i(xq)

es una solucion periddica de (1.22) de periodo T y que el ciclo
F'={zeR" z=pi(zg), 0<t<T}
estd contenido en E. Sea ¥ el hiperplano ortogonal de I' en xq; es decir
Y={x eR"/(x —x) - f(zo) = 0}.

Entonces existe un § > 0 y una unica funcion 7(x), continuamente diferenciable definida en
una vecindad Nj(xo), tal que T(xo) =T y pr(y)(z) € .

para la demostracion ver [7]

Definicién 67 Sean I', ¥, 0 y 7(x) definidos como en el teorema anterior. Entonces para
x € Ns(zo) NE, la funcion

P(:L') = Pr(z) (.CI})
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es llamada funcion de Poincaré para I' en xg.

En un sistema planar, si trasladamos el origen al punto x¢g € I' N Y, 3 pasara a través del
origen. El punto 0 € I'NY divide ¥ en dos segmentos abiertos ¥ y ¥~ donde X1 se encuentra
en el exterior de I'. Sea s € ¥, de acuerdo al teorema anterior, la funcién de Poincaré P(s) se
define para |s| < ¢ con P(0) = 0. En orden de ver como la estabilidad del ciclo I es determinado

por P’(0), introducimos la funcién desplazamiento

Entonces d(0) = 0y d'(s) = P'(s) — 1; note que el teorema del valor medio implica que para
|s| <o
d(s) =d'(o)s

para algin o entre 0 y s. Como d'(s) es continua, asumiendo que d'(0) # 0, el signo de d'(s)
serd igual al signo de d’(0) para |s| suficientemente pequeno. Asi, si d’(0) < 0 se sigue que
d(s) < 0 para s > 0y que d(s) > 0 para s < 0, es decir, el ciclo I" es un ciclo limite estable.
Similarmente, si d’(0) > 0, entonces I' es un ciclo limite inestable. Lo anterior implica que si
P(0) =0y P'(0) <1, entonces I' es un ciclo limite estable y si P(0) =0y P’(0) > 1, entonces
I' es un ciclo limite inestable. Asi, la estabilidad de I' es determinada por la derivada de la

funcién de Poincaré.

Definicién 68 Sea P(s) una funcion de Poincaré para el ciclo limite v de un sistema planar

analitico y sea

la funcidn desplazamiento. Entonces si
d(0) = d'(0) = - = d*"V(0) =0 y ¥ (0) £0,

I' es llamado un ciclo limite maltiple de multiplicidad k. Si k = 1, entonces I' es llamado un
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ciclo limite simple. En términos geométricos:

Ciclo limite maltiple de multiplicidad k

Observacion 69 Note que entre cada ciclo limite existen orbitas que se ven atraidas o repelidas

por estos mismos.

Teorema 70 Sea E un subconjunto abierto de R? y f = (f1, f2) : E — R? un campo vectorial
de clase C. Sea T una drbita periddica de f de periodo T y sea P la transformacion de Poincaré

definida en una seccion transversal 3 en s € I', entonces

P(s) = exp [ /0 " div f(F(t))dt} .

donde div f(z) = Difi(z) + Dafa(z). En particular si fOT div f(I'(t))dt < 0, entonces I' es
estable y si fOT div f(I'(t))dt > 0, I" es inestable.

Si un sistema analitico no lineal tiene un punto de equilibrio aislado el cual es un centro para
el sistema linealizado en este punto, puede ser trasladado; en virtud de esto podemos asumir
sin pérdida de generalidad que el origen es un punto de equilibrio, y el sistema de coordenadas

se puede transformar linealmente de tal manera que se expresa de la forma

T =—-wy+ f(z,y) (1.23)
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donde w > 0 y f, g son analiticos en una vecindad del origen y contienen términos solo de
grado dos y superior ver [29]. Eligiendo un término positivo m > 3 y considerando la funcién

de Liapunov

m
Fz,y)=2>+y°+ > _ Fu(z,y), (1.24)
k=3

donde F} es un polinomio homogéneo de grado k = 3,4, ...,m. La derivada de F' con respecto

al sistema (1.23) es
F(z,y) = 2zf(z,y) + 2yg(x, y) — wyFse(x,y) + OJLL‘ng(CL‘, y) + términos de al menos orden 4,
es decir, ' comienza con términos de orden tres; escribiremos
[e.9]
=S R,
k=3
donde Fj, es un polinomio homogéneo de grado k = 3,4, ....

Teorema 71 (Liapunov [1882]). Asumiendo que los Fy, (k =3,...,m — 1) han sido elegidos de
tal manera que Fy = Fy =eer Fo1 = 0; st m es impar, entonces F,, puede ser determinado

(inicamente) de tal manera que F,, = 0; si m es par, entonces F, puede ser determinado por
Fon(,y) = Gm(2® + v,

donde G,, € R esta unicamente determinado.

Observacién 72 FEste teorema implica que una serie formal

Flz,y)=2>+y°+ > Fu(z,y) (1.25)
k=3

puede ser determinada donde Fj es un polinomio homogéneo de grado k = 3,4,.. de manera

que las derivadas de F' con respecto al sistema (1.23) es

F(z,y) = Gar(2* + ) +ZFk$?J
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Definicién 73 La constante Gy es llamada el k-esimo coeficiente de Poincaré-Liapunov del
punto de equilibrio (0,0); si G4 == Ga, = 0, pero Gaop12 # 0, entonces el origen es llamado
un punto espiral débil de orden k (si G4 # 0, entonces este es un punto espiral débil de primer

orden).

Si el origen es un punto espiral débil de orden k, es decir, si el primer coeficiente de Poincaré-
Liapunov que no desaparece es (Gap42, entonces el procedimiento descrito en el teorema prece-
dente puede ser terminado en m = 2k + 2, sin necesidad de introducir una serie formal. En este
caso procederemos a determinar una funcién de Liapunov (1.24), la cual es definida positiva-

mente en una vecindad del origen cuya derivada con respecto al sistema es
; _ 2 2\k+1 P
F(z,y) = Gopy2(x® +y*)""" + términos de orden mayor.

Note que si G2 < 0, entonces el origen es asintéticamente estable; si Gogro > 0, entonces este
es inestable, ahora si todos los coeficientes de Poincare- Liapunov son cero, Gop, = 0 (k = 2,3,..),

entonces el origen es un centro.
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Capitulo 2

TEORIA DE BIFURCACIONES

En el capitulo anterior vimos conceptos bésicos de la teoria local de sistemas no lineales de

ecuaciones diferenciales

&= f(x)

con f € CY(E), donde E es un subconjunto abierto de R™. En este capitulo abordaremos
la pregunta: jcémo es el comportamiento cualitativo de las soluciones de & = f(x), cuando
cambiamos el campo vectorial por otro gercano?‘, para esto necesitamos definir formalmente lo
que entenderemos por cercano.

Intuitivamente, si el comportamiento cualitativo no cambia al perturbar levemente el campo
vectorial f, diremos que f es estructuralmente estable. La idea de estabilidad estructural se debe
a Andronov y Pontryagin (1947), su trabajo sobre sistemas planares culmina con el teorema
de Peixoto, el cual caracteriza completamente los campos vectoriales estructuralmente estables
sobre un compacto y variedades dos dimensionales, desafortunadamente estos resultados no son
generalizables para dimensiones superiores (n > 3).

Si el campo vectorial no es estructuralmente estable diremos que se produce una bifurcacién
la cual pertenece al conjunto (de bifurcaciones) que se encuentra en C!(E). La estructura
cualitativa del conjunto solucién o del retrato de fase global de # = f(x) cambia cuando el

campo vectorial f pasa a través de un punto de bifurcacién del conjunto C!(E). Estudiaremos
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diversos tipos de bifurcaciones que ocurren en sistemas de clase C! de la forma

j7::f($aﬂ)

dependiendo del pardmetro p € R™

2.1. Estabilidad estructural y Teorema de Peixoto

En esta seccién, presentaremos el concepto de sistemas dindmicos o campo vectorial estruc-
turalmente estables y daremos condiciones necesarias y suficientes para que un campo vectorial

f de clase C'! sobre una variedad dos-dimensional compacta sea estructuralmente estable.

Definicién 74 Sea f € CY(E), donde E es un subconjunto abierto y conexo de R™, entonces,

la C'-norma esta definida por

[f1ly = sup [f(z)| + sup [ Df (z)] (2.1)
zel zel

donde |-| denota la norma Euclidiana sobre R™ y ||-|| la norma usual sobre la matriz D f(x).
Notemos que si K es un subconjunto compacto de E, entonces la Cl-norma de f sobre K es
definida por

|1l = méx | ()] + mtx | Df (2)]] < oo, 22)

esto es porque toda funcion continua alcanza su mdzximo y minimo sobre un compacto.

Definicién 75 Sea E un subconjunto abierto de R™. Un campo vectorial f € C*(E) se dice

estructuralmente estable si existe un ¢ > 0, tal que para todo g € C*(E) con

If = glly <e

f y g son topolégicamente equivalentes sobre E, es decir, existe un homeomorfismo H : E — F,

el cual envia trayectorias de

i= f(x) (2.3)
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sobre las trayectorias de

z = g(:b'), (2'4)

preservando la orientacion por tiempo y su estructura cualitativa. St f € CI(E) no es estruc-

turalmente estable, entonces diremos que f es estructuralmente inestable.

Observacion 76 Para probar que un campo vectorial f € C*(R™) no es estructuralmente

estable sobre R"™, es suficiente mostrar que f no lo es para un subconjunto compacto K de R™.

()= (2)

sobre R? no es estructuralmente estable sobre cualquier subconjunto compacto K de R2, con-

El campo vectorial

teniendo al origen en su interior. Para ver esto, sea K cualquier subconjunto compacto de R?

conteniendo al origen, ||-||; la C'-norma sobre K y definamos el campo vectorial
o) - ()
y 4 py )
Notemos que
0 -1 po—1
Df(x) = y Dg(x) = ,
1 0 1 u
luego
—y —y + px —px
se0-se0n = () = (L) =[Gl =
1F(x) = g(x)ll . o+ oy [l x|
y
0 ) —p 0
ID£(60) ~ Dg(x)]| = —max{| (7))} =
0 u K
asi

15 = gl = métx {17 (x) = g(@) I} + més {1 Df () — Dg()]]}
= [ ] + |

= 3 1
|l (e ]| + 1)
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y si d es el didmetro de K, es decir

d = méx |z —
;22’;%’33 yl,

eligiendo |u| = 755, con € > 0, observamos que

I1f =gl <e.

Claramente f y g no so topolégicamente equivalentes, luego f no es estructuralmente estable.

El ntimero p = 0 se le llama valor de bifurcacién para el sistema & = g(x).

©<0 pw=20 ©w>0
Diagrama de fase para el sistema x = g(x)
Ejemplo 77 El sistema
i =—y+ax(z?+y*-1)>
y=a+y(a®+y* - 1)

es estructuralmente inestable, consideremos el sistema

:t:—y+x[(x2+y2—1)2—u]

g=x+y[(2®+y* —1)> - pl,
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escribiendo este sistema en coordenadas polares, tenemos

=l =12 =y

0=1,

luego como vemos en el dibujo el valor de bifurcacion p = 0.

n<0 pnw=20 pw>0

Antes de caracterizar sistemas estructuralmente estables, citaremos algunos resultados sobre

persistencia de puntos de equilibrios hiperbélicos y orbitas periédicas.

Teorema 78 Sea f € CY(E) donde E es un subconjunto abierto de R™ conteniendo un punto
de equilibrio hiperbdlico xo de (2.3). Entonces para cualquier € > 0, existe un 6 > 0, tal que

para todo g € C*(E) con
1f =gl <9

existe un yo € Ne(xo), tal que yo es un punto critico hiperbdlico de (2.4), mds ain, Df(xg) y

Dg(yo) tienen el mismo nimero de valores propios con parte real negativa (y positiva).

Teorema 79 Sea f € C1(E) donde E es un subconjunto abierto de R™ conteniendo una drbita
periédicay de (2.3). Entonces para cualquier e > 0, existe un & > 0, tal que, para todo g € C1(E)

con

I[f—gllt <9

existe una drbita periddica v de (2.4)contenida en N.(0), mds aiun, las variedades estables

Ws(), W5(+') y las variedades inestables W*(y) y W*(v'), tienen las mismas dimensiones.
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Otro resultado importante para sistemas n-dimensionales, es que cualquier sistema lineal
i = Ax,

donde la matriz A no tiene valores propios con parte real cero, es estructuralmente estable en

R™.

Definicién 80 Un punto x € E(o x € K) es un punto no errante del flujo ¢, de (2.3), si para

cualquier vecindad U de = y para cualquier T > 0, existe unt > T, tal que

er(U)NU # ¢.

El conjunto no errante ) del flujo ¢, es el conjunto de todos los puntos no errantes de py

€ E(o en K). Un punto x € E\Q2 (0o K\Q) es llamado punto errante de ;.

Note que los puntos de equilibrio y los puntos sobre orbitas periédicas son no errantes.
Ahora comenzaremos con el teorema de Peixoto’s, probado en 1962, el cual caracteriza
completamente la estabilidad estructural sobre una variedad diferenciable dos-dimensional com-

pacta.

Teorema 81 (Peizoto) Sea f un campo de vectores de clase C* sobre una variedad diferenciable

dos-dimensional compacta K. Entonces f es estructuralmente estable sobre K si y solo si

i) El nimero de puntos criticos y ciclos limites es finito y cada uno es hiperbdlico.
ii) No existen trayectorias que conecten puntos de silla.

iii) El conjunto no errante §) consiste solo de puntos criticos y ciclos limites.

2.2. Bifurcacién en puntos de equilibrios no hiperbdlicos

Comenzaremos esta seccién mencionando que el comportamiento cualitativo del conjunto

solucién de un sistema

% = f(x, ) (2.5)

95



dependiendo de un pardmetro p € R, que cambia cuando el campo vectorial f pasa por un punto
del conjunto de bifurcacién o cuando el pardmetro p varia atravesando un valor de bifurcacién
to- Un valor pg del pardmetro p en la ecuacion (2.5) para el cual el campo de vectores f(x, o)
es estructuralmente inestable, es llamado valor de bifurcacién. Asumiremos en esta seccién que
f € CYE,J), donde E es un subconjunto abierto de R” y J un intervalo de R.
Comenzaremos nuestro estudio de bifurcaciones con ejemplos que ocurren es sistemas dindmi-

cos de una dimensién

conz € Ry pelR.
Ejemplo 82 Consideremos el sistema

T = — z2.

Para pn > 0 existe dos puntos criticos, x = £./ii, donde D f(x, ) = =2z y Df(£\/1t, 1) =
F2,/p, notemos que el punto critico x = /i es estable, mientras que x = —,/u es inestable.
Para p = 0, existe solo un punto critico en x = 0 y este no es hiperbdlico pues Df(0,0) = 0,
luego el campo vectorial f(x) = —x? es estructuralmente inestable y p = 0 es el valor de
bifurcacion. Para pu < 0 no existen puntos criticos. Por otra parte para p > 0 las variedades
estables e inestables son dadas por W*(\/p) = (—/it,00) y W*(—/) = (=00, /). Si pp =0
la variedad central es dada por W¢(0) = (—o0,00). La curva p — x* = 0 determina la posicion
de los puntos criticos del sistema. Como vemos en la figura, una curva solida es usada para

ndicar una familia de puntos criticos estables, mientras que una curva discontinua es usada para

indicar una familia de puntos criticos inestables, a esto le llamaremos diagrama de bifurcacion.

56



La bifurcacion recién expuesta se le llama bifurcacion ensilladura-nodo.

< X —_———— X ————a—— )X
p<0 =0 p>0

Diagrama de fase

Diagrama de bifurcacion para la bifurcacion ensilladura-nodo.

Ejemplo 83 consideremos el sistema

J‘U:/mc—mQ

Los puntos criticos son x = 0 y x = p. Para p = 0 existe un solo punto critico en x = 0

2

y este es no hiperbolico, pues D f(0,0) = 0; el campo vectorial f(x) = —x* es estructuralmente

inestable y = 0 es el valor de bifurcacion, pues con p # 0 existen dos puntos de equilibrio y
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con i = 0 existe uno. A este tipo de bifurcacion se le llama bifurcacion transcritica.

Diagrama de fase

Diagrama de bifurcacion para la bifurcacion transcritica.

Ejemplo 84 Consideremos el sistema

T = pxr — z3
Para p > 0, existen puntos criticosen z = 0y x = +,/u. Para u < 0, z = 0 es el tinico punto
critico. Para 1 = 0 hay un punto critico no hiperbélico x = 0 pues D f(0,0) = 0. Luego el campo

3

vectorial f(z) = z” es estructuralmente inestable y 1 = 0 es el valor de bifurcacién. Para p < 0

tenemos que W#(0) = (—o0,00), sin embargo, para u = 0, W*(0) = ¢ y W(0) = (—o0, 00).
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Este tipo de bifurcacién es llamada bifurcacién Pitchfork.

u<o0 >0

Diagrama de fase.

Diagrama de bifurcacién para la bifurcacién de Pitchfork.

Las bifurcaciones de los ejemplos anteriores ilustran los tipos de bifurcaciones m&s importantes
que ocurren en el sistema de una dimensién, ciertamente existen muchas otras que son posibles

en sistemas de una dimension.

Teorema 85 (Sotomayor) Supongamos que f(xo, o) = 0 y que la matriz A = D f(xg, 1o) de
orden n X n, tiene un valor propio simple A = 0 con su respectivo vector propio v y que AT
tiene un vector propio asociado w correspondiente al valor propio A = 0. Mas aun, supongamos
que A tiene k valores propios con parte real negativa y (n — k — 1) valores propios con parte

real positiva, tal que satisfacen las siguientes condiciones

w’ fu(zo, o) # 0, W' [D?f(wo, po) (v, v)] # 0. (2.6)
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Entonces existe una curva suave de putos criticos de (2.5) en R™ x R pasando por (zo, o)
y tangente al hiperplano R x {uo}. Dependiendo del signo de la expresion en (2.6), no hay
puntos de equilibrios en (2.5) cerca de xg cuando p < po(o cuando p > pg) y existen dos
puntos de equilibrios de (2.5) cerca de xo cuando p > po(o cuando pn < po). Los dos puntos de
equilibrios de (2.5) cerca de xo son hiperbdlicos y tienen variedades estables de dimension k y
k + 1 respectivamente, es decir, el sistema (2.5) experimenta una bifurcacion ensilladura-nodo
en el punto de equilibrio o cuando el pardmetro p pasa por el valor de bifurcacion p = pyo.

Si la condicion (2.6) es cambiada a

WTfH(‘/EOa MO) =0,
WD fu (o, po)v] # 0 y (2.7)
WT[D2f({L'07 MO)(Vv V)] 7é 0.

Entonces el sistema(2.5) experimenta una bifurcacion transcritica en el punto de equilibrio xg
cuando el pardmetro p pasa por el valor de bifurcacion p = po.

Ahora si la condicion (2.6) es cambiada a

w fu(zo, o) = 0, W' [D fu(zo, po)v] # 0,

(2.8)
WT[DQf(x()a fo) (v, V)] =0y WT[D3f(x07 to) (v, v, V)] # 0.

Entonces el sistema (2.5) es una bifurcacion pitchfork en el punto de equilibrio xo cuando el
pardmetro p pasa por el valor de bifurcacion = .

Ejemplo 86 Consideremos el sistema planar

En este sistema el valor de bifurcacion es ug = 0 y de acuerdo a las notaciones del teorema

anterior, tenemos

0 0 . 1
A= Df(0,0) = —A yfu(0,0)2<0>
0 —1
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con valores proptos \1 = 0 y Ao = —1, luego el vector propio respecto a \1 es v=w =
0
(w es el vector propio de AT respecto a A1 ), de esta manera,
T 1
qu(O,O)Z(l 0) =1
0
Y
5 —2x
D2 f(x,u)(v)=
0
9 -2 0 1 -2
D f(x,p)(v,v)= =
0 0 0 0
—2
sz(0,0)(V,V) = )
0
-2
ast wl[D2f(0,0)(v,v)] = ( 10 ) = —2. Por teorema anterior existe una bifur-

0

cacion ensilladura-nodo en el punto critico no hiperbslico (0,0) en el valor de bifurcacion p = 0.

Para p < 0 no existen puntos criticos. Para pu = 0 existe un punto critico en el origen, para

1> 0 existen dos puntos criticos.

w<0 pw=20 ©w>0

Ejemplo 87 Consideremos el sistema planar



de acuerdo a las notaciones del teorema anterior, v =w = (1,0)7, WTfM(O,O) =0,

D@@@v=@>

asi wI[Df,(0,0)v] =1y

D20.0v.v) = ()

luego wl'[D?f(0,0)(v,v)] = —2, de esta manera el sistema experimenta una bifurcacion trans-

critica en el origen, cuyo valor de bifurcacion es p = 0, como se muestra en las figuras.

©w<0 pw=20 w>0

Ejemplo 88 Consideremos el sistema

De acuerdo a las notaciones del teorema anterior, tenemos que v =w = (1,0)T, wl £,(0,0) =

0, WT[DfM(O,O)V] =1+#0, wI'[D2f(0,0)(v,v)] =0y

0.0 = ()

asi wl'[D3£(0,0)(v,v,v)] = —6 # 0, por lo tanto tenemos una bifurcacion pitchfork en el punto
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de equilibrio xg =0 y po = 0.

p<0 p>0

2.3. Bifurcacién Hopf

En las secciones previas, hemos considerado varios tipos de bifurcaciones que pueden ocurrir

en un punto de equilibrio no hiperbdlico xy de un sistema

T=f(x,u) (2.9)

dependiendo de un pardametro p € R cuando la matriz D f(xg, pg) tiene un valor propio cero
(simple). En esta seccién consideraremos varios tipos de bifurcaciones que pueden ocurrir cuando
la matriz D f(zg, 10) tiene un par de valores propios imaginarios puros y ningtin otro valor propio
tiene parte real cero, por otra parte, para cada p cerca de py habrd un tinico punto de equilibrio
x,, cerca de xg, sin embargo, si los valores propios de D f(x,, ;) cruzan el eje imaginario en
i = po, entonces las dimensiones de las variedades estables e inestables de z,, cambiaran y el
retrato de fase local de (2.9) cambiara a medida que p pase por el valor de bifurcacién .

En el caso general, la bifurcacién Hopf ocurre al crearse una drbita periédica mientras la
estabilidad de un punto de equilibrio x, cambia. [lustraremos esta idea con una representacién

estandar de un sistema que presenta una bifurcacién Hopf.

Ejemplo 89 (Una bifurcacion Hopf). Consideremos el sistema planar

& =—y+a(p—a® -y’

y=z+y(p—2*—y).
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El tdnico punto critico estd en el origen y

nwo —1
Df(0,p) =
I p
Ahora si > 0, el origen es un foco inestable y si p < 0 es un foco estable. Para y = 0,
Df(0,0) tiene un par de valores propios imaginarios puros, entonces por teorema (53) y teorema

de Dulac el origen es, o bien un foco o un centro para el sistema no lineal con pn = 0. Escribiendo

el sistema en coordenadas polares tenemos

Vemos que en =0 el origen es un foco estable y para p > 0, existe un ciclo limite

T, :yu(t) = ju(cost,sint)T.

Tenemos que I';, es a una familia de ciclos limites para este sistema, cuyas curvas de nivel en
el diagrama de bifurcacién representan familias uniparametricas de los ciclos limites Ty, que
definen una superficie en R? x R. La bifurcacion de los ciclos limites desde el origen que ocurren
en el valor de bifurcacion p = 0 a medida que el origen cambia su estabilidad se le denomina

bifurcacion Hopf.

w<0 w>0
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Consideremos el sistema planar analitico

&= —wy+ f(z,y) (2.10)

y=wz+g(z,y),

dondew > 0y f,g € C**1 k > 3, y denotamos el polinomio homogéneo de grado i = 2,3, ..., k+

1, en el polinomio de Maclaurin de f y g por f; y g;,respectivamente. Asi

k

Fla,y) = filz,y) + o((2® + y°)

=2

k
2

)

donde fi(z,y) = >, aijzlyt (i = 2,3,..,k), y similarmente para g. Asumiremos momen-
taneamente que f y g en (2.10) son analiticas.

Notemos que cuando se aplica el teorema (?7) en el caso en que m es par o impar se
tiene que resolver el sistema de ecuaciones lineales, en el cual los coeficientes de F;, f; v g,
(i1=2,3,...,m — 1), son cantidades conocidas y lo que se desconoce son los coeficientes de F,,
en el caso impar y G, en el caso par.

Asi, por teorema (??), una funcién de Liapunov

F(z,y) =" +y*+ > _ Fi(x,y) (2.11)
1=3

puede ser determinada, donde F; es un polinomio homogéneo de grado i (i = 3,4, ..,m) tal que

m
2

F(z,y) = Gn(a® + %)% +o((z* + %) %),

donde m > 4 es un numero par y G,, € R estd tinicamente determinado.

Definicién 90 Sea
M = méx{m >3 : existen F3, ..., Fyp_1 tal que F; =0 (j=3,...,m—1)}

(donde Fj es el polinomio homogéneo de grado j en la expansion de F) st este mdaxrimo existe,
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y M = oo si tal mdximo no existe; M es llamado el indice del sistema (2.10); el nimero

0st M=
Gy siMeN

G =

es llamado constante de Poincaré-Liapunov de (2.10).

Teorema 91 Si el indice M = oo, entonces el sistema (2.10) admite una integral primera

analitica de la forma

o0
F(z,y) =2 +y*+>_Fi(z,y),
=3

el origen (0,0) es estable en el sentido de Liapunov pero no asintéticamente estable, y toda
solucion en una vecindad suficientemente pequena del origen son periddica; si el indice de M €
N, entonces eziste una funcion polinomial de Liapunov de la la forma (2.11) con m = M tal
que

m
2

F(z,y) = Gm(a® +y°) 2 +1)(z,y),

donde G # 0 y Y es analitica cuya expansion comienza con términos de grado mayor igual
a M + 1. En este caso si G < 0, entonces el origen es asintdticamente estable; si G > 0, es

repulsor.

Ahora retornamos al caso general donde los sistemas no son analiticos, asumiendo que

f,g € CF1 k>3 en (2.10).

Definicién 92 Sea h un entero entre 2 y k, decimos que el origen es h-asintdticamente estable
(resp. h-inestable) si para &, € C°(R2 R) arbitrarios tal que ambos & y n son o (z? + yQ)%)

para el sistema

h
hz—2
g=wz+ Y gi(x,y)+nlx,y);
=2

el origen es asintéticamente estable (resp. inestable), y h es el menor entero entre 2 y k con

esta propiedad.
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Teorema 93 (Negrini-Salvadori [1979]). Sea 2 < h < k; el equilibrio (z,y) = (0,0) del sistema

(2.10) es h-asintdticamente estable (resp. inestable) si y solo si el indice del sistema

h
&=-wy+ Y _ filzy) (2.13)
=2
h
y = wx + Zgl(ajvy)7
=2

es igual a k+ 1 y la constante de Poincaré-Liapunov de (2.138) es negativa (resp. positiva).

Observaciéon 94 Si el origen es h-asintdticamente estable o h-inestable, entonces, este es un

(h=1)

punto espiral débil de orden ~—=.

Como hemos visto una bifurcaciéon de Hopf, es un tipo de bifurcacién que presentan algunos
sistemas, de tal manera que al variar el valor del pardmetro, este sufre un cambio en la estabil-
idad del punto critico en estudio, dando origen o desapareciendo una érbita periédica, la cual
tiene una determinada estabilidad (dicha estabilidad es proporcionada por el signo del primer
coeficiente de Lyapunov). El siguiente teorema nos garantiza la existencia de una bifurcacién
Hopf si se cumplen ciertas hipotesis. Este teorema serd utilizado en el siguiente capitulo para

demostrar la existencia de érbitas periddicas.

Teorema 95 (teorema de Hopf [1942]). Consideremos el sistema

S'U:f({E,M)

donde f € C*1(R® x R), k > 4 y f(0,u) = 0; supongamos que para |p| pequeiio la matriz
Df(0, ) tiene un par de valores propios complejos conjugados a(p) £iw(p), w(p) > 0, a(0) = 0,
&(0) > 0 (la derivada de la parte real respecto al pardmetro p es positiva) y los otros n—2 valores

propios tienen parte real negativa; entonces

i) Existe un 6 > 0 y una funcion pu € C*=2((=4,6),R) tal que para ¢ € (—6,0) el sistema
i = f(z,pu(e)) tiene solucion periddica p(t,e) con periodo T(g) > 0, también T € CF2,
wn(0) =0, T(0) = %, p(t,0) = 0 y la amplitud de esta solucion periddica (la distancia
media de la correspondiente drbita periddica desde el origen) es proporcional a \/|u(e)|;
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ii) El origen (z,u) = (0,0) del espacio R™ x R tiene una vecindad U contenida en R™ x R que

no contiene ninguna orbita periddica de (2.9).

iii) Si el origen x = 0 es un 3-asintdticamente estable (resp. inestable) del sistema & = f(x,0),
entonces j(e) > 0(resp. p(e) < 0) para € # 0, y las soluciones periddicas p(t,e) son

asintdéticamente orbital estables (resp. inestable).
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Capitulo 3

UN MODELO
DEPREDADOR-PRESA CON
MEMORIA

En este capfitulo presentaremos un modelo poblacional del tipo Depredador-Presa el cual
generaliza el de Lotka-Volterra. Mostraremos que dicho modelo exhibe una bifurcacién del tipo
Hopf.

Un problema similar fue propuesto por Farkas en 1984 y resuelto por Farkas y Szabé en
1988. Aquella solucién proponia un modelo Depredador-Presa que mejoraba el modelo clésico
de Lotka-Volterra en dos aspectos. En primer lugar, tomaba en cuenta la competicién intra-
especifica de la especie presa, y en segundo lugar, introducia un “término de memoria”.

En esta tesis haremos una variacién al problema resuelto por Farkas y Szabé generalizando
la ecuacion logistica, la cual cumple con las caracteristicas tipicas de este tipo de funcién, como
por ejemplo, ser positiva, se acerca a cero cuando la poblacién se acerca a la capacidad de carga

del habitad, etc.

3.1. Dinamica de la poblacién

A finales del siglo XVII, Malthus (1798) public6 un ensayo sobre el principio de la poblacién,

acordando que la velocidad del crecimiento de una poblacién es proporcional a la cantidad
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de la poblacién, Malthus propone que las poblaciones humanas crecen exponencialmente (es
decir, se duplican con cada ciclo) mientras que la produccién de alimentos crece a una razén
aritmética (es decir, mediante la adicién repetida de un incremento uniforme en cada intervalo
de tiempo uniforme). De este modo, mientras era probable que en una serie de intervalos de
veinticinco anos la produccién de alimentos aumentara en la progresién aritmética 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9, etc., la poblacién podia aumentar en la progresién geométrica 1, 2, 4, 8, 16, 32,
64, 128, 256, etc. Este argumento del aumento aritmético de los alimentos con un crecimiento
geométrico simultdneo de la poblacién humana predecia un futuro en el que las personas no
tendrian recursos para sobrevivir. Para evitar tal catdstrofe, Malthus sugirié con ahinco que se
implementaran controles en el crecimiento demogréfico. Llevando esto a ecuaciones diferenciales,
denotemos el tamano de la poblacién en el tiempo ¢ por N(¢). Esta funcién es considerada no
negativa que varfa continuamente en el tiempo, ahora bien, si tenemos en mente las bacterias,
hierba o peces, entonces esta es aceptable pues podemos medirlos en miligramos o toneladas,
pero si hablamos de leones o seres humanos, entonces esta sélo es una aproximacion, y puede
considerarse razonable solo si los niimeros son grandes, asf la poblacién Malthusiana puede ser
modelada por la ecuacién

N(t) = rN(t),

donde r > 0 es una constante llamada tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién. La ecuacién
también puede escribirse de la forma '

N(t)

N "
donde la tasa de crecimiento per cdpita (el nimero de descendientes producidos por uno de
los miembros de la poblacién en una unidad de tiempo) es la constante r. Las soluciones de la
ecuacion diferencial N(t) = rN(t) son N(t) = Noe™, donde Ny = N(0) > 0 es el tamaiio de la
poblacién en el momento inicial. Asi, una poblacién Malthusiana estd creciendo exponencial-
mente. Observando los datos y midiendo cudnto tiempo es necesario para la duplicacién de la
poblacién, podemos determinar la tasa de crecimiento intrinseco.

Dado que en ninguna parte de la naturaleza es posible tener un crecimiento exponencial

ilimitado, entonces el modelo Malthusiano no es un modelo bueno o ideal para determinar la

poblacién de una especie en un largo plazo. En la primera mitad del siglo XIX, Verhulst modifico
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el modelo Malthusiano argumentando que algunos recursos estén disponibles sélo en cantidades
limitadas, donde cada poblacién crece en una fase saturada en la cual no puede crecer més.
Cuando este principio se llevé a una ecuacién y se asumié que la tasa de crecimiento per cépita
no es constante, sino una funcién decreciente del tamano de la poblacién, mds aun, la manera
mas sencilla de realizar este procedimiento es suponer que la tasa de crecimiento per cdpita es

una funcién lineal decreciente, asi se obtiene el sistema

donde K > 0 es la capacidad de carga del medio ambiente. Multiplicando por N(¢) obtenemos
la ecuacién diferencial logistica
N

N=rN1-=
r ( K)’

de hecho, si N > K, entonces N es decreciente, pues su derivada respecto al tiempo es negativa

y si 0 < N < K, entonces es creciente.

3.1.1. Dos especies interactuando. Depredador y presa

En un habitad (en un lugar bien definido como un lago, bosque, una isla, un tubo de
ensayo, etc.) donde varias especies viven juntas, uno puede seleccionar dos, las cuales interactiien
obviando las demds y asi tener una comprensiéon mas profunda para entender su dindmica. En
principio hay tres maneras de interactuar: i) Una de ellas puede servir de alimentos para la otra
especie, en cuyo caso se habla de interaccién entre el predador y la presa; ii) Las dos especies
pueden competir por el mismo recurso, en este caso hablamos de un sistema competitivo; y
i11) Pueden ayudarse mutuamente a existir, entonces se dicen que viven en simbiosis o que son
cooperativos. Nosotros estudiaremos la interaccién entre el predador y la presa cuyo comienzo
nace con la obra de la dindmica de la poblacién de Volterra (1931) y Lotka (1924). Un sistema
donde las tasas de crecimiento percédpita de las especies participantes son funciones lineales de
la cantidad (densidad) de especies, es llamado un sistema de Lotka-Volterra. En nuestro caso,
tenemos una especie de presa cuya cantidad en un tiempo ¢ serd denotada por N (t) y la especie

depredadora cuya cantidad en un tiempo ¢ serd denotada por P(t). La tasa de crecimiento per
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cépita de la presa es

N/N =¢(1 - N/K) — aP,

donde K, € y a son constantes positivas, con K la capacidad de carga del habitad con respecto
a la presa (si no hay depredacion, P es cero, entonces la presa estd siguiendo la dindmica de la
ecuacion logistica), € es la tasa de crecimiento intrinseco de la presa y « la tasa de depredacion.

La tasa de crecimiento per cédpita del predador es
P/P=—y+ (N — 6P,

donde 7, B y § son constantes positivas con v la mortalidad intrinseca del depredador (si
no hay alimentos presente, N es cero, y la cantidad de depredadores P es pequena, entonces
el predador esta muriendo por estd tasa); sin embargo, si § es distinto de cero, entonces la
mortalidad del depredador es una funcién lineal creciente de la cantidad P debido, quizés, a otros
recursos restrictivos para los cuales existen una competiciéon dentro de las especies depredadoras;
finalmente, B es la tasa de conversion, es decir, el depredador estd disminuyendo la cantidad
de presas en una unidad de tiempo por a/NP y este aumenta la cantidad de depredadores en
unidad de tiempo por (5/a)aNP (normalmente 3/a < 1 debido a una perdida en el proceso
de conversién de biomasa de la presa en biomasa del depredador). Multiplicando por N y P
ambas ecuaciones (respectivamente), obtenemos el sistema 2D Lotka-Volterra depredador-presa

de ecuaciones diferenciales.

N = Ne(1— N/K)—aNP

P = P(—y+ BN —4P).

Mas realismo

En esta seccién serdn considerados modelos con mas realismo, tomando en cuenta el retardo,
las estructuras por edades de la poblacién y la dispersiéon espacial. En orden de tomar en
cuenta esto, uno debe ir mds alld aplicando retardo y ecuaciones diferenciales parciales, pero
esto resulta mds dificil de manejar que una ecuacién diferencial ordinaria, asi se plantea la

siguiente pregunta; jhasta qué punto vale la pena ir en la aproximacion de la realidad?, ya que
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entre mas complicado los modelos que usamos, menos conclusiones podemos deducir de ellos,
mientras que a partir de modelos simples podemos sacar més conclusiones, sin embargo, ;estas
reflejan la realidad?. Ahora veremos como el retardo puede ser incorporado en el modelo de
depredador-presa.

Retardo: El retardo juega un papel importante en la dindmica de la poblacién, la descen-
dencia aparece debiendo alcanzar la madurez antes de tomar parte en el proceso reproductivo
y la criatura viviente debe comer para poder reproducirse, pero la descendencia solo aparece
después de algun tiempo (el periodo gestacional en el caso de los mamiferos). Presentaremos
un modelo depredador presa en el cual la tasa de crecimiento del dedpredador no depende tini-
camente de la cantidad de presas. Veremos como el efecto del retardo en el pasado influye en el

comportamiento del sistema. Consideremos el sistema

N = Ne(1—-N/K)—aNP (3.1)

P = P(—y+ BN - §P),

donde los pardmetros €, a;, v, K > 0y d = 0, es decir, la mortalidad del depredador es constante.
Tomando en cuenta que la tasa de crecimiento del depredador en el presente depende de la
cantidad pasada de las presas, por lo tanto, introducimos una funcién G de densidad cuyo rol
es ver las densidad en los momentos pasados y caracterizar su comportamiento probable en un

intervalo de tiempo. La funcién G satisface:
Gls) > 0, 5 € (0,00), / Gls)ds = 1 (3.2)
0

y N(t) es reemplazado en la segunda ecuacién del sistema (3.1) por su promedio ponderado

sobre el pasado

o) = / NGt = 7)dr,

de esta manera llegamos al sistema de retardo

N(t) =eN(t) (1 - N(t)/K — P(t)a/e) (3.3)

t
Pt) = —P(t) + BP(1) /_ N(F)G(t — 7)dt.
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Aqui el retardo es continuo, lo que significa que la cantidad de presas tiene influencia en
la tasa de crecimiento del depredador donde la densidad de la funcién G es distinta de cero,
pues si G = 0 la cantidad de presas no influye en el crecimiento actual del depredador. Este
sistema a sido estudiado por Farkas (1988), aplicando las funcién densidad G(s) = a?s exp(—as),
a > 0, llamada “memoria con una joroba” y G(s) = asexp(—as), a > 0 llamada “sistema con
desvanecimiento exponencial de memoria”. La funcién densidad de “memoria con joroba” tiene
la ventaja que especifica un momento en el pasado cuando la cantidad de alimentos es la més

importante, desde el punto de vista del crecimiento actual del depredador.

Asi al sistema (3.3) lo llamaremos familia de Farkas.

3.2. Sistema predador presa

3.2.1. Una generalizaciéon de la Familia de Farkas

Recientemente, Rodrigo Castro M , Willy Sierra A, Eduardo Stange S, ver ([28]) Hicieron

%5 en dicha generalizacién, la cual se

una generalizacién de la familia de Fakas con G (s) = ae™
acerca mas a la realidad de las especies, ellos supusieron una funcién de crecimiento logistico
de cardcter general, esto motivado en el hecho que no todas las especies tienen un crecimiento
logistico lineal, por ejemplo ver ([3]), ademds mostraron que a pesar de la generalizacién el
sistema seguia teniendo una bifurcacién del tipo Hopf y dieron condiciones para la estabilidad

de las érbitas periédicas generadas.

Nuestro objetivo es hacer lo propio con la familia de Farkas (3.3) que involucra la funcién de
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densidad de probabilidad G(s) = a?se™% “sistema de memoria con joroba”, acd generalizare-
mos la familia de Farkas, suponiendo que la ecuacién logistica f(N/K) = (1 — N/K) no es
necesariamente lineal, sino una funcién arbitraria positiva de clase C3, decreciente cuando la
poblacién se acerca a la capacidad de carga del hdbitat, es decir, N = K, es decir, estudiaremos

el sistema

N(t) =eN(t)f(N/K) — aN(t)P(t) (3.4)
P(t) = —yP(t) + BP(t) /_t N(1)G(t — 7)dr,

donde
G(s) =a’se” ™, f:[0,1] — R, fe€C*0,1), y f'(v/KB) <0

Al igual que lo hicieron Farkas y Szabo, estableceremos condiciones para la existencia de
puntos de equilibrios, érbitas periddicas, concretamente demostraremos la existencia de una
bifurcacién del tipo Hopf.

Para facilitar el andlisis del sistema, definamos las funciones auxiliares

t

Q)= a’ N (1) (t— T)e_a(t_T)dT y
t

R(t)=a N (1) e~ =dr, ¢ > 0.

—00

Determinaremos @ (t) y R(t) usando la regla de Leibniz:

a X
am/_wh(f&y)d (z,z) / h(z,y)dy,

para una funcién arbitraria h de clase C!, asf

. t ;
Q(t) = a®N(t)(t — t)e "™ + a? / N (1) 5 (t = )e” " dr

— a2(/t N(T)&ia(tiT)dT —a /t N(7)(t — T)eia(tiT)dT)
= a(R(t) — Q(t)),
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de manjera andloga tenemos que R(t) = a(N(t) — R(t)), luego el sistema anterior nos queda,

equivalente a

N =eNf(N/K)—aNP (3.5)

P = —yP+ BPQ

0 =a(R-Q)

R=a(N-R), t>0.

La equivalencia de los sistemas (3.4) y (3.5) sobre R* debe entenderse en el siguiente sentido.
Si denotamos C%(—o0; 0] al conjunto de funciones real-valuadas que son continuas y acotadas en
(—00;0], y (N, P) : [0,00) — R? es la solucién de (3.4), que corresponde a la “funcién inicial”
N € C%(—00;0] y al valor inicial Py = P(0) (i.e. sobre (—o0,0) es considerado igual a N);
entonces (N, P,Q, R) : [0,00) — R?* es la solucién de (3.5), que satisface la condicién inicial

N(0) = N(0), P(0) = P,

mmz%zf/’ﬁvw—ﬂKWﬂMy

0
RO0)=Ro=a / N (r) e=ot=7)gr,

claramente, si los valores iniciales N(0), P(0), @ (0) y R(0) para (3.5) estan prescritos, por lo
tanto, estos no determinan la funcién inicial N correspondiente a la solucién de (3.4).
Introduciendo los cambios de variables N = Kn, P = Kp, Q = Kq, R=Kr yt= 2, el
sistema (3.5) nos queda como
n=nf(n)— %np
p=—1p+EBpg
G=2¢(r—q

r=2%n-—r).

olg ol
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Ahora hallemos los puntos de equilibrio de (3.6), para ello debemos de resolver el sistema:

nf(n)—%np:()

v KB
——p+-—1rg=0
9 9

a

s _ =0

_(r—q)

“(n—r)=0,
una de sus soluciones es la trivial
n=0,p=0,¢g=0yr=0.
Sin # 0y p=0 entonces f (n) =0, asi una nueva solucién del sistemas es
n=mng, p=_0, ¢ =ng, 7 =ng, donde ny es raiz de la ecuacién f(n).

Sin#0y p+#0 es facil ver que

gl

= %5 P= f(

asi tenemos que los puntos de equilibrios del sistema son A\g = (0,0,0,0), Ay = (ng, 0, ng, ng)

donde f(no) =0y A2 = (g5, f(Z5)e/ K, #5, #5)- La matriz de la linealizacién de (3.6) es

fn) 4 nfn) - Kaple  —Komfe 0 0

DF(n,p,q,7) = 0 —y/e+ KBqJe KpBple 0
0 0 —afe afe
afe 0 0 —a/e
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Ahora, en el equilibrio A\g tenemos

0
DF(0,0,0,0) = ,

cuyos valores propios son f(0), —y y —a (de multiplicidad dos), por lo tanto el sistema en este

punto de equilibrio es inestable, ya que f(0) > 0. En el punto A;

’I’ZOf/(nO) _Kano/{;‘ 0 0
0 —~ 4+ KfBng)/e 0 0
DF(n(]’ 0,no,n0) = ( v /8 0)/ |
0 0 —ale afe
a/e 0 0 —aje

es facil ver que sus valores propios son ng f'(ng), (—y+ KfBng)/e y —a/e (de multiplicidad dos),
luego este punto de equilibrio es asintoticamente estable si f'(ng) < 0y ng < BLK, e inestable si
f(no) >00no > gk

Ahora analicemos el tercer y ltimo punto de equilibrio Ay del sistema (3.6), para simplificar
los célculos hagamos el cambio de variable b = BiK, por lo que el punto de equilibrio Ao es

reescrito como

A2 = (b, f(b)e/Ka,b,b)

y el sistema linealizado en este punto es

bf'(b) —Kab/e 0 0

£(b) | o 0 Bf®)/a 0
DF(b, ?@E’b’b) = 0 0 _g g ’

: 0 o -t
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ya que

f(n)+nf'(n)— Kap/e —Kan/e 0 0
0 —v/e+KpBq/e Kpple 0
0 0 —ale  afe
ale 0 0 —a/e
f()+0bf'(b) — (f(b)e/Ka) Ka/e —Kan/e 0 0
B 0 —v/e+ (ﬁ) KTﬁ (%e) KB/e 0
0 0 —a/e a/e
aje 0 0 —a/e

o
|
o
ol

2
o
o

|

o1

El polinomio caracteristico de A = DF'(b, %8, b,b) es

P(X) = Det (A— X1y

bf'() — X —Kab/e 0 0
0 -X  Bf®))a 0
0 0 -2-x =
e 0 0 —e-X
1
== (X1e® + 2X3ae® — bf' X7 + X?%a%e — 2bf' X?ac® — bf' Xa’e + KbfBa?)
_ v4 a 3, @ 2 2, f'(b) 2 B
= X4 <2g - bf’(b)) XP 4 5 (a =2/ (b)) X? = ?b' 2 X + Ka?bf (b) 5,
es decir,
_ y4 a 3, @ g 2 2 f'(b) 2 B
P(X)=Xx'+ (28 bf (b))X + 5 (a—26f'(b)e) X2 = 0?12 X + Ka®bf(b) 5. (3.7)

Puesto que f’(b) < 0, cada coeficiente del polinomio es positivo y su matriz de Hurwitz (ver
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43) es

—a?P Ka?f(h) 5 0 0
a a (b
oo bf'(b) & (a—2bf(b)e) —a2blD Ka?bf(b) 4
p =
0 1 22 —bf'(b) ;%(a—Qbf’(b)e)
0 0 0 1
calculemos los determinantes de los tres menores principales, claramente A = —a2bL ;(2’” > 0,

A, = ~a? P Kabf(0) 5

22 —bf'(b) % (a—2bf'(b)e)

= a®b (—af'(b) — 2K f(b)B) + a®b*f'(b) (2af'(b) + K f(b)B) €

y haciendo los cédlculos, es facil ver que

A3 = Ay = _E% (2G5bfl(b) _ 4a4b2(f’(b))25 4 4Kf(b)5a4b+ 2a3b3(fl(b>)362)
— 5 (FAK f(b)Ba*f'(b)e + K [ (0)Bab*(f'(b))%€?) ,

por criterio de Routh-Hurwitz, el sistema es asintoticamente estable, si haciendo alguna sim-

plificaciones elementales el signo de Ay es igual al signo del polinomio J (¢) dado por

J () = 2 (f'(b))? (—2af'(b) — K f(b)B) € + 4ab (a(f'(b))* + K f(b) f'(b)B) (3.8)
+2a* (—af'(b) — 2K f(b)8) ,

para hacer el estudio de la estabilidad del polinomio analicemos el signo de J (¢) y Ay segun

los siguientes casos:
i) Si —2af'(b) — Kf(b)8 < 0.

En este caso a < —K f(b)3/2f'(b), luego a(f'(b))?+K f(b) f'(b)3 < 0, pues, a < —K f(b)3/f'(b)
ya< —=2KBf(b)/f'(b), asi —af'(b) —2K f(b)3 < 0, en consecuencia J (g), Ay < 0, por lo tanto
el equilibrio (b, f(b)e/Ka,b,b) es inestable.

ii) Si —af'(b) — 2K f(b)B > 0.
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En este otro caso tenemos que a > —2K f(b)3/f'(b),a > =K f(b)3/f'(b)ya > =K f(b)3/2f'(b),

asi tenemos que —af’(b) —2K f(b)3 > 0, a(f'(b))>+ K f(b) f'(b)3 > 0y —2af'(b) — K f(b)3 > 0
respectivamente, entonces J (), Ag > 0, es decir, el punto de equilibrio (b, f(b)e/Ka,b,b) es

asintoticamente estable.

iii) Finalmente, si

—Kf(b)8/2f'(b) <a < 2K [f()B/f(b).

Claramente la el signo de J (¢) se mantiene positivo para un ¢ grande y no para uno pequeno,
ya que los dos primeros coeficientes de J () son positivos y el termino independiente es negativo,
pues —K f(b)B/2f'(b) < a implica que —2af'(b) — Kf(b)8 > 0y a(f'(b))* + K f(b)f'(b)8 > 0y
ademds como —K f(b)5/2f'(b) < a < —2K f(b)3/f'(b) se obtiene que —af’(b) — 2K f(b) < 0.

Por lo anterior la gréafica de J (¢) debe de cruzar el eje positivo € pasando de ser negativo a
positivo para algin €g > 0, por lo que J (¢) tiene solo una raiz positiva €g, de hecho

(2a°(f'(1))? + 2K af (b) f'(b)8 — V29)

O TR Qa0+ Kf0B)

ya que 2af'(b)+ K f(b)B < 0y 2a%(f'(b))*+2Kaf f'(b)B < 0,con ¥ = \/—Ka3f(b)(f'(b))?B, de
esta manera el equilibrio (b, f(b)e/K,b,b) es asintoticamente estable para € > ¢¢ e inestable
para g > € > 0. Asi ¢ puede ser considerado como un parametro de bifurcacién. Veamos
qué tipo de bifurcacién es obtenida si € decrece cruzando el valor critico 9. El polinomio

caracteristico (3.7) en € = ¢ es:

(af'(b)+2K f(b)B

P (X) _ X4 + <baa2(f'(b))2+\/§‘l’)) X3 + <—ab2(f’(b))3 (2af/(b)+Kf(b)B)(2‘12(f/(b))2_2\/§‘I’+3K‘lf(b)f/(b)6)

(202(f/ ()2 —V2U+2Kaf (b) [ ()8)”

_( (a263(f'(6))®) (2af' (b)+K f(b)B)? > x4 (K0T () 8) Gaf +K f5)°
(2a2(f7(b))2—V2U+2Kaf (b) f'(b)8) (2a2(f7(6))2—V2U+2Kaf (b) f'()B)"
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él se puede factorizar de la forma: (X2 + w?)(X2 + A1 X + Ap) con

Ag = —Kbe(b)ﬂ2a3(fl(b))?’;rs;g;f_;g’;(\l};?ﬁKf(b)ﬁqj >0,

— b O /29
A =baapmraiog > 0
2 = (FPUe)? s (b)+Kf(b)ﬁ>2)(a2<f'(b)>22—ﬁw) S0,

(2a2(f7(b))2—V2T+2Kaf(b) f'(b)B)
ya que

A2 = Kb F(0)(f/(6)°B2af () +Kf(b)B)°
(2a2(f'(b))2—V2U+2Kaf (b) /(b))

Arw? = —a2B3( (b))’ (2af'(b)+Kf(b)B)"
1 RRACAL) (2a2(f/(b))2—v2U+2Kaf (b) ' (b))

20 propyy 3 (2af (b)+Kf(b)ﬁ)(2a( (b))2—2\@\1/+3Kaf(b)f’(b)6)

Asi, en € = g el polinomio caracteristico tiene un par de valores propios imaginarios

X(g9) =iw y X(g0) = —iw, con

L J —B2(f1(0))? (2af"(b) + K f(b)B) (a2(f'(b))? — v2¥)

>0,

(202(/(1))? — V2U +2Kaf ()£ (b)5)°
note que w > 0 pues a?(f'(b))? — v2¥ < 0, ademds los dos valores propios restantes tienes
parte real negativa.

Consideremos la funcién

f’( ) g

F(X,e) = X* + (2% . bf’(b)) X34 ;12 (a—20f'(b)e) X2 — a2 X + Ka®bf(b) 55

notemos que F'(X(g9),e0) = F(iw,e9) = 0, pues iw es una raiz simple del polinomio F'(X, &),

por otra parte tenemos que

(b
Fle(X,2) = 4X* + (62 = 3bf'(5) ) X2+ g (a— 2bf' (b)) X — a2bf5(2 ),
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es continua y

Fi (iw, ) = 4 (iw)” + (63 - 3bf’(b)) (iw)? + 2 (a—2bf'(b)e) (iw) — a%f;(f)

= <(3bf’(b) —62)w? - 5(2b > - ( = 2bf'(b)e) (w) — 4w3> i

por lo tanto

w?(12a%0(f' (b)) * +18Ka”bf (b) (f'(0))*B+6v2Kb (b) ' (0) 5 )
4a3(f)3—4V2af' U+6Ka2 f(f')2B+4K2af2 f' B2 —4V2K fBY

K2ab® 2 (b) (f/ (0))* B2 +4K a2b5 f () (f' (b))®B+4a3b (f/(b))®
4a3(f")3—4v2af' U4+6Ka2 f(f)28+4K2af2f'32—4+/2K f3¥
T <2ab2(f’(b))3(2af’(b)+1<f(b)ﬁ)(2a2(f/(b))24a2(f’(b))2W+2ﬂw\P+Kaf(b)f'(b)ﬂ4Kaf(b)f’(b),8w) _ 4w3> i
(202(f/(0)2—V2¥+2Kaf(b)f'(b)B)

F&(iw, 80) = —

£ 0.

Asi bajo las hipétesis del teorema de la funcién implicita, existe una dnica funcién X definida

en intervalo (g9 — d,e9 + 0), 6 > 0 la cual cumple que F(X(g),e) =0y X(g9) = iw, es mds:

d(X (g0)) F!(wi, g0)

£

de Fl(wi,eq)

Ahora, para verificar las hipétesis del teorema de Hopf. Demostraremos que

dRe X(&o)

e > 0.

Note que
Fl/(X,e) = —;14 ((2X3 = 2X2f' (b)) €% + (2X%a — 2Xabf' (b)) € + 3K abf (b)),

asi
Fl(iw,¢) = —;% ((2 (iw)? — 2 (m)%f’@)) e 4 (2 (iw)2 a — 2iwabf' (b ) e+ 3Kabf(b )5)
— 2@'“w3+222 — 2 bf/( ) 2 2m2bf;( ) - 3Ka 2pf (b )54

1 1
o4

= ((2a%¢ — 2bf'(b)ac?) w? —3be(b)ﬂa2)—4 (2bf'(b)a’ew + 2ac*w?) i,

83



por lo tanto
(3.9)

dX(e0) _  Fre(wi,eo)
de  Fryx(wi,gg)
((2a%e0 — 2bf'(b)ac]) w? — 3Kbf(b)Ba?) % + % (2bf'(b)a’eow + 2acdw?) i

(3bf'(b) - 6£) w? — a2b%%”) + (2—‘3‘ (a —2bf'(b)eo) (w) — 4w3> i

Sea

a = ((2a%eo — 2bf'(b)acd) w? — 3Kbf(b)Ba?) ié
b= = (20f'(b)a*eow + 2aefw?)

;= ((3bf'(b) _ 6%) W — a2bf;%b))
d= (% (a— 2 (B)e0) (w) - 4%,

multiplicando (3.9) por su conjugado, haremos un estudio del signo de la parte real donde

tendremos en cuenta que:

wie = 2af STTRO) (\[b‘lf 2a2b(f’(b))2)
w252 = (_ (f/(lb))2 (a2<f/(b))2 - ﬁ\ll)) :
En efecto, como -
dRe X (eo) ac+bd

de 2+ d?’

el signo de dRe X(e0) o o] signo de aé + bd, analicémoslo:
de
f’(b)>
0

aé = ((2a%eo — 2bf'(b)acl) w? — BKbf(b)Ba®) — i <<3bf( ) — 50) 2 _

(bf (b)a® + 6acow® — 3bf'(b)egw?) (2bf' (b)egw® — 2agow? + 3Kabf(b)A

m\ S
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y como

4 a 6a (/200 —2a2b(f(b))2
E (bf’(b)a2 + 6agow? — 3bf/(b)5%w2) =% (bf’(b)a2 + ( 2af’(b)( (b)) ))

g 301 (0)(—at (S (0)*+¥)
€5 (7))

= —2a%f'(b) % > 0

26" (b)(a2(f'(b))2—V2W 2a(v/26W —2a2b(f'(b))2
2bf'(b)edw? — 2aeow? + 3Kabf(b)B = — L0l (;/f(b()))z) ) _ 2 2af,(b)(f ©)?)

+3Kabf(b)B

b

7y (V29 +3Kaf(b)f'(0)B) <0

ya que a < _2?5()6)6, por lo tanto

aé = <—2a2bf’(b):%> f,l()b) (\/§\Il +3Kaf(b) f’(b)ﬁ) <0.

Por otra parte

bd = L (27 (b)aeow + 2035%) (2 (a — 26" (b)eo) (w) — 4?)

(3.10)
= —%20ew? (ew? + abf'(b)) (—a® + 2bf'(b)aco + 2e5w?) ,
y
cow? + abf'(b) = 2@;,@ (V26w = 22(f(b))?) + abf' ()
= ;\ff'lzb)qj <0,
asi

2
— 5w (2bf'(b)a*eow + 2acfw?) > 0,
0
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analicemos el segundo termino de (3.10)

—a? + 2bf' (b)agg + 22w? = —a® + 2epgow? + abf’(b)

2e / /
S 2af,‘zb) (ﬁbqf — dega®d(f (b))2) +abf'(b)

1v2 b
= _a2+250 <2af/(b)\11> < 0,

por lo tanto
bd < 0.
En conclusion o
ac + bd
&2 + d?

<0

dRe X F!(wi
© <50) —Re [ — ,E(wz.7 60) > 0.
de F' (wi, g)
Ahora, si el pardmetro de bifurcacién
W =¢e—¢ep o bien e(u) = p+ &,

es introducido en el sistema (3.6), se tiene que

e=¢egsiysolosiu=0, e>¢egpsiysblosiu>0ye<egysiysoélosipu<O0.

Asi
dRe(X(e(p)) _ dRe(X(e)) de
du de du
y por lo tanto
ARe(X (=),
du =0 ’

lo que verifica las hipétesis del teorema de Andronov-Hopf , luego el sistema (3.6) presenta
una unica orbita periédica en una vecindad del punto de equilibrio (b, f(b)e/Kc,b,b) cuando

a € (eg— 0,60 +9).
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Conclusion

De acuerdo a lo planteado, al generalizar la funcién logistica del sistema propuesto por
Farkas, nos dimos cuenta que se mantiene la misma cantidad de puntos de equilibrios, presen-
tando inestabilidad en Ao = (0,0, 0, 0), estabilidad asintética en A\ = (ng, 0,n0,n0) (cumplién-
dose ciertas condiciones) y por tltimo, en el punto Ay = (Kiﬂ, f (Kiﬁ)s/ Ka, Kiﬂ, %5)7 hicimos
un estudio mds detallado, donde utilizamos el criterio de Routh-Hurwitz analizando distintos
casos, concluyendo que el sistema en Ao presenta una tnica curva periédica, es mds, al cumplir
con las hipétesis del teorema de Hopf, corroboramos que en este punto existe una bifurcacién
de este tipo, como sospechdbamos desde el principio.

Un trabajo pendiente es analizar su orientacién. Para esto se pueden utilizar distintos méto-
dos, entre ellos estdn los coeficientes de Liapunov. Al concretar esto serd interesante ver su
aplicacién en la biologia ya que a menudo el crecimiento y evolucién de las especies esté ligado
a este tipo de bifurcacién y ademéds nos suministra valiosa informacién acerca de los momentos

criticos que marcan la supervivencia de las especies.
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