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Resumen

Esta tesis se desarrolla en el marco de la Teoria Geométrica de Funciones. Inicialmente,
establecemos los elementos necesarios para la comprension del trabajo de investiga-
cién desarrollado en esta tesis. Elementos tales como: definiciones béasicas, propiedades

generales de los mapeos armonicos, el espacio de Bloch analitico, etc.

Luego, daremos una definiciéon de clase de funciones de Bloch arménico y de funcién

establemente de Bloch, estudiando sus propiedades y la relacién entre ellos.

Finalmente, responderemos si es posible extender o no algunos resultados de funciones

de Bloch analiticas a funciones de Bloch armonicas.
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Introduccion

El principal objetivo del trabajo es estudiar una nueva clase de funciones armonicas,
haciendo énfasis en la extensién de los teoremas del correspondiente espacio en el mun-
do analitico.

Como la analiticidad desaparece, muchos obtdculos se observan. Las funciones analiti-
cas se preservan bajo la composicion pero no las funciones arménicas. La inversa de
una funcién armoénica no es necesariamente armoénica. No obstante, la composicién de
una funcién arménica con una funcién analitica resulta ser una funcién arménica. Sin
embargo, hay muchos resultados de funciones analiticas que se extienden a funciones
armonicas.

La presente tesis estd organizada en cuatro capitulos. A continuaciéon entregamos una

breve descripcién de las secciones que la componen:
1. Preliminares

Este capitulo contiene algunos resultados de la Teoria Geométrica de Funciones, asi co-
mo también algunos teoremas bdsicos pero importantes que seran fundamentales en el

desarrollo posterior de la tesis.

2. Espacio de Bloch analitico

Presentamos resultados sobre funciones de Bloch, nuevamente en el contexto analitico.
También veremos algunos teoremas que se satisfacen para funciones de Bloch que son

univalentes.

3. Mapeos armoénicos. En este capitulo se presentan los mapeos arménicos, el Jaco-
biano y la representacién candnica de estos. Ademas de algunos resultados relacionados
con la Teoria Geométrica de Funciones Armonicas.



4. La clase de funciones armodnicas de Bloch.

Finalmente enunciaremos los resultados de nuestro trabajo incluyendo la nueva defini-

cién de clase de funciones de Bloch arménico y la defincién de establemente de Bloch.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Funciones analiticas

Comenzaremos este capitulo hablando de las funciones analiticas en el contexto de la
Teoria Geométrica de Funciones, ya que es aqui donde han nacido las preguntas que
tratamos de responder en esta tesis. Desde principios del siglo veinte que esta teoria
se ha trabajado teniendo su mayor desarrollo en los tltimos cuarenta anos. Muchos de
los resultados que se conocen para la clase S, que definiremos mas adelante, se pueden
extender a la teoria geométrica de funciones armonicas y muchas de estas son problemas
abiertos aun.

Como bien sabemos, una funcién compleja ¢ es analitica en el disco unitario I, esto
es D= {z € C: |z| <1}, siy solo si se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Notemos que la equivalencia anterior viene de que ID es simplemente conexo. Una funcién
analitica ¢ definida en D, cuya imagen esta contenida en D y que satisface que ¢(0) = 0
se llama una funcién de Schwarz en honor al lema que enunciaremos a continuacion:

Lema 1 (Lema de Schwarz). Sea ¢ una funcién de Schwarz entonces se satisface que
(1) lp(2)] < =],
(ii) |¢'(0)] < 1;

y si la igualdad se cumple en (i) para algin z # 0 6 en (ii) se tiene que @ es una
rotacion de la identidad.



El siguiente lema generaliza el anterior.

Lema 2 (Lema de Schwarz-Pick). Sea ¢ analitica, ¢ : D — D, entonces para todo
z # 2y se tiene que

; p(z) — p(20) Z— 20
Ve | = T
() 1) < LR

Demostracion. Sea ¢(zy) = wy y consideremos los automorfismos del disco ¥_,, y ¥y,

definidos por
o u + 2o
w—zo(u) - 1 —|—z_0u y wwo (’LU)
luego consideremos la funcién F'(u) = ¢, 0 ¢ 0o, (u). Notemos que F' va de D en D,
es analitica y F/(0) = 1y, (0(1-5,(0))) = 0. Asi F' es una funcién de Schwarz, entonces

se tiene que

w — Wy

1 —wow

[F(u)] < Ju|
Z J——
pero si u = . Z_zoz, _o(u) = 2. Asi, sl p(z) =w
w — Wo < Z— 2y ’
1—wow| |1 -2z
lo que demuestra (7). Haciendo que 2, tienda a z se obtiene (i1). O

1.2. Mapeos conformes

Los mapeos conformes son funciones analiticas y univalentes; se dicen conformes ya que
estas conservan los angulos entre curvas.

Las funciones conformes ¢ definidas en D que satisfacen
p(0) =0y ¢'(0)=1,
definen la clase §. Asi toda funcién en S tiene un desarrollo de Taylor de la forma
0(2) = 2 + ax2® + azz® + ..., |z] < 1.

La clase S es preservada bajo una serie de transformaciones, si ¢ € S entonces



1. ¢(Z) pertenece a S.
2. e?p(e~z) pertenece a S.
3. 77 Yp(rz) con 0 < |r| < 1 pertenece a S.
Z+a (a)
—p(a
L \ira) 7

(1 = lal?)¢'(a)

5. Si ¢ es una funcién analitica y univalente en el rango de ¢ con ¢(0) = ¢'(0)—1 =0

con |a| < 1 pertenece a S.

entonces ¢ o ¢ estd en S.

6. Siw ¢ p(ID) entonces pertenece a S.

W=

7. \/p(2?) pertenece a S.

Para las funciones de la clase S el teorema de De Branges dice que si ¢(z) = Z anz"

n=1
se tiene que |a,| < n para todo n.

Ya en 1907 Koebe descubrié que la imagen de toda funcién en la clase S contiene
un disco comun |w| < p, donde p es una constante absoluta. De hecho es alli, en el ano
1907 donde puede establecerse el comienzo de la teoria Geométrica de Funciones con el
paper de Koebe, luego en 1914 aparece la demostracion del Teorema del Area. En 1916
Bieberbach establece la conjetura que llevd su nombre, la que dice que los coeficien-
tes a, del desarrollo de Taylor de las funciones de la clase S satisfacen la desigualdad
la,| < n y la probé para n = 2. Esta conjetura fue muy importante en esta teoria ya
que permitio el desarrollo de mucha matematica, teorias que buscaban la demostracién
de tal afirmacion. Como ejemplo esta la Teoria de Loewner.

Muchos avances parciales se realizaron hasta el ano 1985 donde la conjetura finalmente

fue probada por De Branges.

Teorema 3 (i-Koebe ). [2, p.31]. El rango de toda funcién ¢ en la clase S contiene
el disco {w : |w| < 1}



El siguiente resultado es un criterio de univalencia debido a Becker.

Teorema 4. [, p.150] Sea ¢ analitica y localmente univalente en D. Si

¢'(z)
¢'(2) =1

— Y

(1= 12

z

entonces @ es univalente en D.

Una relaciéon muy ttil en la direccién inversa afirma que:

Proposicién 5. Sea ¢ univalente en D entonces

‘(1 — W)%(ZZ)) — 22‘ <4

Demostracion. Sea ¢ univalente en D, consideremos

o () - vt
99 = T aPe@

1/ 0 1 1/
Entonces g € S'y J é ) =3 {(1 - ’a|2)<p/<(a)) - 26]. Asi usando el teorema de Bieber-
¢ (a
bach tenemos que
"
‘(1 — |a|2)90 (@) _ 26‘ <4 para todo a € D.

¢'(a)

Como a es arbitrario se tiene la demostracién del teorema. O]



Capitulo 2

Espacio de Bloch analitico

El espacio que definiremos a continuacion se enmarca en los espacios conformemente
invariantes que son muy importantes en el area del analisis complejo.
El espacio de Bloch Analitico B es el espacio de todas las funciones analiticas ¢ definidas

en D tal que
lells = Sug(l —2)¢'(2)] < oo
ze

La expresion anterior define una seminorma en B, El Espacio de Bloch con la norma

||| + |©(0)| es un espacio de Banach.

Ejemplo 6. Como ejemplo trivial tenemos la funcion identidad p(z) = z para la cual
se tiene que

lllls = sup(1 — [2[*)]2'] = 1
zeD

por lo tanto pertenece al espacio de Bloch. Consideremos f : D — C definida por
o(z) = log(1 — 2), donde log es la rama principal del logaritmo, para la cual se tiene
que

1
——’ <sup|l+z| =2,
11—z

llplls = sup(1 — [2[*)[(log(1 — 2))'| = sup(1 — [2]*)
zeD zeD

z€eD

por lo tanto pertenece al espacio de Bloch.

Una caracterizacion de las funciones univalentes en este espacio esta dada por la si-

guiente proposicion.



Proposicién 7. Sea ¢ analitica y univalente en D entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) ¢ € B.

(i) la imagen de ¢ no contiene discos arbitrariamente grandes.

Demostracion. Esta proposicion es consecuencia del teorema 3 y del Lema de Schwarz.
m

Proposicién 8. Si ¢ es una funcion conforme de D en C entonces

og(¢ — a)l[s < 4 para a ¢ o(D)

[[log /|5 < 6.

Reciprocamente, si ||g||ls < 1 entonces g =log ¢’ para alguna funcion conforme .

Demostracion. De la proposicion 5 tenemos que

©"(2)
¢'(2)

D oggf(z)| = (-2

(1 - 2|

< 4+ 2|7,

lo cual prueba que ||log ¢||s < 6.
Como |¢(z) — a| > d,(z) donde dy(z) = dist(¢(z), dp(D)), por el teorema ;-Koebe se
tiene que

(1= =)' (2)]
|o(2) — al

(1~ 12| - Tog(p(2) — a)

< 4.

Inversamente, definamos ¢ tal que (0) =0y g =log¢’. Si ||g||s < 1 entonces

¢"(2) 2\
1—|z1%) |z < (I—1z19)]9'(2) <1
(1—1z[%) 72) (1= 1z[)lg'(2)]
luego por Teorema 4 ¢ es univalente. O]

Para ver més detalles sobre esto ver [7, pag. 73] .



Capitulo 3

Mapeos armonicos

3.1. Funciones armodnicas

Un concepto bésico en todo lo que haremos en adelante es el de funciéon arménica. Una
funcién real u(zx,y) es arménica si satisface la ecuacién de Laplace:

0’u  0%u _

A = — _—
“ 8$2+8y2

0.

Un mapeo f = (u(z,y),v(z,y)) de una regién D en el plano zy a la regién €2 en el plano
uv es un mapeo armonico si las dos funciones coordenadas son armoénicas. Es conveniente
usar la notacién compleja z = x + iy, w = u+dv y escribir f(z) = u(z)+iv(z). Asi una
funciéon armoénica de valores complejos es un mapeo arménico de un dominio D C C si
la parte real e imaginaria de f son funciones armoénicas reales.

Una funcion f = u + v de valores complejos es analitica en un dominio D C C si ésta

tiene derivada f'(z) en cada punto z € D. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Ju Ov OJu v
ox Oy’ Oy Ox
son una consecuencia inmediata. Inversamente, si f tiene primeras derivadas parciales

continuas y las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen, entonces f es analitica en

D.
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Analogamente Av = 0 luego toda funcién analitica es armoénica. Un par de funciones
(u,v) que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann se llaman armonicas conjugadas.
Una funcién analitica y univalente es llamada un mapeo conforme porque esta preserva
angulos entre curvas. En efecto, esta propiedad de preservar angulos caracteriza a las
funciones analiticas (o antianaliticas) entre todas las funciones con primeras derivadas
parciales continuas y Jacobiano no nulo, ya que esto implica que las ecuaciones de
Cauchy-Riemann se satisfacen.

Las funciones armoénicas f = u + v tienen una representacion candnica que es tnica
salvo por constantes. Asi toda funciéon arménica f se puede escribir como una suma

h + ¢ donde h y g son analiticas.

3.2. El Jacobiano

El Jacobiano de una funcién f = u + v es

Uy U
y |

= UgUy — UyVy.
<U$ Uy)‘ o o

donde los subindices indican derivadas parciales. Si f es analitica, su Jacobiano toma

Jp(z) =

la forma J; = (uy)? + (v;)? = |f’|?. Para funciones analiticas f, se tiene un resultado
clasico que dice Jy(z) # 0 si y solo si f es localmente univalente en z. Hans Lewy
mostrd en 1936 que esto también es cierto para funciones armonicas.

Dos operadores diferenciales muy importantes, llamados operadores de Wirtinger que
definiremos a continuacion nos ayudaran para caracterizar la condicién de ser una fun-

cion armonica compleja. Ellos son

o _1(o 0N 9 _1(0 .0
9. 2\ar ‘oy) oz 2\ar  oy)
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donde z = = + i1y. Notemos que si f = u(z,y) + iv(z,y) es analitica si y solo si se

satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, luego

of  of
(% ! 20_y>

ou n @ w ou Y @
o Zaa: 83/ oy

of
0z

Asf una funcién f es analitica si y solo si a_]_“ = 0. Ademas
z

>’ Ff L Pf L Pf S
a5t as = + - +
or? 0y 0x? 0y8:17 8938y 0y?

) 5 (31)

L . Of ”
luego f es armonica si y solo si = es analitica.

z
3f of

: 0 :
Sera conveniente denotar por f, a Y fza 7 De esta manera, el Jacobiano de la

funcion f = u + v puede ser expresado como
2 2
Jr = 11" = /4]

por lo tanto f preserva orientacién cuando |f,| > |fz|. Ademés es claro que f,(z) # 0
cuando J¢(z) > 0. La funcién w = f—Z es llamada segunda dilatacién compleja de f.
Asi, 0 < |w| < 1si f preserva orientacién.

Consideremos f = u+ v armoénica en D, un dominio simplemente conexo. Esta funcién
tiene una representacién canonica f = h 4+ g donde h y g son analiticas, siendo esta

representacién unica salvo por una constante aditiva. Para ver esto, notemos que de
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(3.1) tenemos que f, es analitica cuando f es arménica, ya que la derivada con respecto

a 7 es 0, entonces definiremos i/ = f., luego h es analitica en D. Sea g = f —h y como
9z = ﬁ —h.=0

se tiene que g es analiticay f =h+7.

3.3. Teorema de Lewy

Para funciones analiticas se tiene que si J;(z) no es cero entonces f es localmente

univalente en z. Un teorema de Hans Lewy afirma lo mismo para funciones armonicas.

Teorema 9. Sea [ una funcion armonica en un dominio D C C. Entonces, [ es
localmente univalente en D si y sélo si su Jacobiano Jr(z) es distinto de 0 para todo
zeD.

Demostracién. Por una aplicacién directa del Teorema de la funcién inversa, si Jy(z) #
0 Vz € D entonces f es localmente univalente.
Sea f = u+1v y supongamos que J¢(zy) = 0 para algin 2z, € D. El determinante de la

es cero en zp luego el sistema homogéneo

au, +bv, = 0
auy +bv, = 0

tiene una solucién no trivial (a,b) # (0,0). Es decir, la funcién real ¢ = au + bv tiene
un punto critico en zy. Supongamos que f(zy) = 0 y consideremos el conjunto de nivel
(z) = 0 cerca de z, sabemos que el conjunto de nivel de un punto critico consiste
localmente en dos o més (ver [3, p.18] ) arcos intersectados en igual dngulo en zy. Pero
f mapea este conjunto de nivel en la linea au+bv = 0. Lo que es una contradiccién. [
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3.4. Funciones armodnicas univalentes

La representacion canénica de una funcién f = h+g es Unica si agregamos la condicién

g(0) = 0. Consideremos la expansién en series de potencias de h y g

h(z) = Z a,z", g(z) = anz”.

n=0

Si f es un mapeo arménico localmente univalentes en el disco unitario D, entonces por
Teorema 9 su Jacobiano es estrictamente positivo 6 negativo. Asi, podemos dividir la
clase de tales funciones f en funciones que preservan orientacién (si J;y > 0) 6 funciones
que invierten la orientacién. En el caso de funciones que preservan orientacién, dado
que J;(2) = [W(2)]* = |¢'(2)]?, tenemos que |h'(z)| # 0. Esto nos muestra que h'(z) # 0,
luego, sin pérdida de generalidad podemos suponer que h(0) =0y h'(0) = 1.

Definicién 10. La clase de funciones armonicas univalentes que preservan orientacion
definidas en D con ay = by = 0 y a; = 1 son denotadas por Sy. Asi Sy contiene la
clase § estdndar de funciones analiticas. La clase de funciones en Sy con la propiedad
de que ¢'(0) = 0 se denotard por S8Y.

w — bjw

Para cada funcién f € Sy, la funcién fo = @ o f esta en Sy donde p(w) = 1— b2
— Y1

inversamente si fy esta en S entonces f = fo + by fo esta en Sy.

Teorema 11. /3, p.92] Cada funcién f en 8% satisface la inecuacion

IF(2)] =

En particular, el rango de f contiene el disco |w| < %.

Una consecuencia de este teorema establece una cota para el segundo coeficiente de h

para las funciones en SY.

Teorema 12. /3, p.95] La inecuacion |as| < 49 se satisface para toda funcion en la
clase 8%
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3.5. Funciones armodnicas establemente univalentes

Una buena manera de construir funciones arménicas univalentes que preservan orien-
tacion es a través de lo que se denomina la “Shear’s Construction” introducido en [1].
Esta se basa en el siguiente resultado. Recordemos que f es convexa en la direccién 6
(0 < 0 < ) si la interseccién de el dominio f(ID) con cada linea paralela a la linea que

pasa por 0y e es vacia o un intervalo.

Teorema 13. Sea f = h + g un mapeo localmente univalente definido en D. Entonces
es univalente y convexa en la direccion 0 si y solo si la funcion analitica h — e*%g es
univalente y convexra en la direccion 6.

Algunos autores han definido y estudiado las funciones arménicas establemente univa-

lentes que se definen como sigue:

Definicién 14. Decimos que un mapeo armonico f = h 4+ G que preserva orientacion
es armonico establemente univalente o SHU en D si todas las funciones f, = h + Ag
con |A| = 1 son univalentes. Andlogamente decimos que la funcion analitica h + g es
analitica establemente univalente si la funcion F\ = h 4+ \g es univalente para todo \
de modulo 1.

En base ha estas definiciones se han obtenido varios resultados como :

Teorema 15. El mapeo armonico f = h+g que preserva orientacion es SHU si y solo
st la funcion analitica F' = h + g es establemente univalente.

Corolario 16. Sea f = h + g un mapeo armonico que preserva orientacion en D. Si
para todo |A| =1 la funcion analitica h + \g es univalente entonces f es univalente.

Teorema 17. Sea f = h+g un mapeo armaonico que preserva orientacion establemente
univalente en D entonces para todo A\ con || = 1 se tiene que la funcidn h + \g es
univalente en D. En particular, h es univalente.

Para ver detalles de estos resultados vea [5].



Capitulo 4

La Clase de Funciones Armonicas
de Bloch

En este capitulo daremos una definicion de la clase de funciones armonicas de Bloch,
en la literatura es posible encontrar una definicién de funcién de Bloch arménica, de
esta se puede deducir que una funcién f = h 4+ g armonica definida en D ésta en Bloch
armonico si y solo si b y g estan en Bloch analitico. Es decir el espacio de Bloch arménico
es, en cierta forma, suma directa de dos espacios de Bloch. Hemos querido extender la
definicion analitica del espacio de Bloch en otra direccién. Notemos que la expresion

que aparece en la definicién del Bloch analitico es

(L= 2P ) = A = [2)/ I (2)-

En el caso armonico, y cuando la dilatacién w satisface que |w(z)| < 1 en D podemos

definir de manera analoga esta expresion y es la siguiente

(1= 2P/ Tr(z) = (1= P )P =g (=)])?

- i (- 1))
= (- [zP)IR I = w(z))?.

asi tenemos la siguiente definiciéon:

Definicién 18. Sea f = h + g una funcion armdnica con dilatacion w con |w| < 1

15
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entonces [ se dice una funcion de Bloch armodnico si

sup(l — 2P (2)(1 = |w(2)]*)? < oo

Esta clase de funciones serd denotada por By .

Observacién 19. Sea f = h 4+ g armonica que preserva orientacion, con dilatacion
compleja w, notemos que la desigualdad

(L= PN ()] < @ = [N ()]~ |w(2)]*)2
implica que si h € B entonces f =h+79 € By.

Observaciéon 20. La clase de funciones de Bloch armdnico no es un espacio vectorial,
este conjunto no posee estructura ya que la suma de dos funciones de Bloch armonica
no es necesariamente una funcion armonica de Bloch.

Como ejemplo consideresmos f1 = h+g armodnica que preserva orientacion, y fo = —h
que también preserva orientacion. Si sumamos ambas funciones obtenemos f1 + fo =
h+g+(—h) =g, donde vemos que esta funcion invierte orientacion, luego no pertenece
al espacio de Bloch armdnico.

Mads aun, si consideramos dos funciones de Bloch armonico cuya suma tiene dilatacion
en el disco, tampoco podemos decir algo de esta suma.

Esta clase no es la suma directa de espacios de Bloch. Para ver esto miremos el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 21. Sea f(z) = h(z) + g(2) tal que b (z) = L

(L= DRI = @) = (0= 27 | ———

(1231 +2])3
(1—|2])%
= (1— 2T+ |2))%;

(NI

por lo tanto

sup(1— |=) ()| (L ~ [w(2)[)? < sup(1 = |z + |2 < oo,

zeD
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luego f € By. Pero claramente h no estd en B ya que si consideramos z real tendiendo
a 1 tenemos que

) 1 — 22 , 1+ =2
lim— = lim—
z—1 (1 _ Z)Z z—1 (1 _ Z)Z

= OQ.

Al igual que en el caso analitico (ver Proposicién 7), un objetivo es caracterizar las
funciones arménicas de Bloch.

Proposiciéon 22. Sea f = h+7g € Sy, entonces f contiene el disco {|w| < %6(1 - |b1|)}
donde by = ¢'(0).

—b f
Demostracion. Sea f = h+ g € Sy, y definamos F' = { |blj|?
— by

donde b; = ¢'(0). Esta
1
funcién pertenece a S%(10). Entonces F contiene el disco {|w| < E} Asi F' contiene

1
<t, da ¢
{|£| para cada t < 16}

en particular F' contiene || = t.
Notemos que

F(z) = ¢
fe)+hf _
1— [by[?
F@)+b0f(z) = (1=l (4.1)
ahora multiplicando por b; y conjugado obtenemos
bif(2) + b P f(2) = (1= [b1]*)EDy, (4.2)
luego restando (4.1) y (4.2) obtenemos
f) = 1biPf(z) = (1= [baf*)(€ — D)
A=) = (1= 1ba*)(& — &b1)
f(z) = &— &by

Luego se tiene que

[f(2)] = 1€~ &bl
IFE = 18— [elfba] = [€1(1 = [ba]) = (1 = [ba]),
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entonces la imagen de f contiene el disco

{ler< 50—}
O

Definicién 23. Sea f: D — Q, se dice que f, definida en D y f(D) = Q, no contiene
discos arbitrariamente grandes si y solo si

sup dist(f(a),00) < 0.

a€eD

Teorema 24. Sea f en Sy tal que f(D) = Q. Entonces 2 omite algin punto del circulo

o] = 5.

Para una demostracién ver [3, p.90]. Para las funciones de Bloch arménico tenemos la

siguiente caracterizacion.

Teorema 25. Sea f = h+7 € Sy, con dilatacion w, sea Q) la imagen de f y ||w||e < 1.
Entonces f es una funcion de Bloch armonico si y solo si la imagen de f no contiene
discos arbitrariamente grande.

Demostracion. Sea f € Sy y a € D, definamos

/ (fj;z) ~ /)
(1= la]?)W(a)

F(z) = , z€D,

F nuevamente pertenece a Sy y por la Proposicion 22 contiene el disco de radio

1
1_6( 1 — |by]) donde b es el segundo coeficiente en el desarrollo de Taylor de G asociada

a I, es decir, by = w(a). Sea Qp la imagen de D bajo la funcién F. Entonces tenemos
que

dist(0,00F) > —(1 — |b1]),

1
6
lo que traducido para f dice que

(1~ (@A~ [aP) W (@)] < dist(F(a),0)

16 -
1a) M (a 16 dist(f(a), 0$2)
(L= laP)IM(al = —a =@
M
(1 — |w(a)]|oo)

< oo,
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va que ||w||s < 1y © no contiene discos arbitrariamente grandes entonces
sup(l — |2[*) [/ (2)] < ¢,
zeD
con ¢ constante lo que implica, por la Observacin 19, que f es una funciéon de Bloch

armonico.
Reciprocamente, consideremos

/ (1Zjaaz> /()
(1—la®)W(a) °

que esta en Sy, usando el Teorema 24 tenemos que

27?\/6

F(z) =

z €D,

dist(OF(D),0) <

9
' _ dist((a), 0%) entonces
pero dist(OF (D),0) = 1= D) ()] t
dist(f(a),00) < 276
(1 —la)p(@)] — 9
(1 — [a) [P (@)|(1 = |w(a)[?)2 27v6

dist(f(a),0Q) < T 9

1 —Jw(a)|?)2 276

(1 = fw(a)]?

)
(1 — a*)|M (a)|(

supdist(f(a), ) <
supdist(f(a). ) < sup (1— [w(a)?) 9

2#\/6 L
sup dist(f(a),Q) < ———2——sup(l — |a]*)[1'(a)](1 — |w(a)|*)2,
z€D (1 —||w||%)2 =eD

luego como f esta en Bloch arménico y ||w||s < 1 se tiene que €2 no contiene discos
arbitrariamente grandes. O

Lema 26. Sean a,b niumeros reales positivos tales que a > b entonces

(@ —b%)2 <a+b

Demostracion. Sea a y b nimeros positivos entonces

(@> =077 < (a?)2
a
a-+b.

IN
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Proposicion 27. Sea h, g € B tal que w = g es una autoaplicacion del disco unitario.

h/
Entonces f =h+7q € By

Demostracion. Notemos que si f = h+7 es una funcién armonica con dilatacién |w| < 1

entonces

(1= 2P ()1 = w(2))2 = (1= [2P)(R )P = g (2)])

luego aplicando el lema 26 tenemos que

(1= 2P (2)](1 = w(2)P)2 < (1= 2P ()] +19'(2)]).

Asi, si h, g € B entonces f € By.

El reciproco es falso, un ejemplo de esto es el ejemplo 21.

Lema 28. Sea f =h+g € Sy con h(z Z%Z yg(z Zb 2", entonces

|a2] <49+ — 2
., o f _m 0
Demostracion. Sea f € Sy y definamos fy = 1—“)’2, fo € Sp. Luego
— |01
f = M2+ 96 ~h(bE) +9C)
‘ 1— [by]?
_ h(2) —big(z) | g(2) —bih(z)
1 —|by)? 1 —|by)?
Asi, si llamamos fy = ho(z) + go( ) tenemos que
h(z) = big(2)
h — N\ P
O(Z) 1 — |b1|2

h//( ) h’”< >_b_lg”(z)

1= 7
luego usando el Teorema 12 se tiene que
K (0) — b_ an
O -5 O] _ o
1 —|by?

|2ay — 2b1by| < 98(1 — |b1]?)

1
2

(4.3)
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Por otro lado, notemos que
g"(0) = w'(0)1'(0) + w(0)A"(0)
de donde se obtiene que
20y = W'(0) + w(0)2as.
Usando esto en 4.3 se tiene que

12ay — 2b1by| < 98(1 — |by]?)
12a5 — by (W' (0) +w(0)2ay)| < 98(1 — |by]?)
12a5(1 — b1w(0)) — biw'(0)] < 98(1 — |by[?).

Luego usando que w(0) = by y lema de Schwarz-Pick para w se obtiene que

[2a2(1 = b1w(0)) = by (0)] < 98(1 — [ba*)
[2a2(1 = [bo*)] = [bu](1 = [0u]*) < 98(1 —[bu?)
2las] < 98+ |by|
b1

|CL2| < 49+7

Lema 29. Sea f = h+7 en 8% entonces

h/l(z>

101.
W(z)| =

(112

Demostracién. Sea f = h+ g en 8% y consideremos
z+a
/ <1 +az) — /)
(1= lal*)h'(a)

F(z) =

F=H+G en Sy, donde H(z) = ZAnz" y G(2) = Z B, 2", tenemos que
n=1

n=1

. (Z((Z)) (1—al?) — za) |
2

y usando el Lema 28 se tiene que
| B1|

(i~ ) - 2a)
5 < 49—1—7
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pero By = 3|w(a)| < 3, entonces

h//
@y~ Jaf?) - 2
Pia) < 494+
2 4
h"(a) . 1
’h/(a)(1—|a|)—2a < 98—1—5

h//(a
h'(a)

~—

(1—1al*)| < 101.

El siguiente teorema se puede encontrar en [6].

Teorema 30 (Criterio de Becker Arménico). Sea f = h + g un mapeo armonico que
h// ww/

preserva orientacion en el disco unitario, con dilatacion w. Sea Pp(z) = o 1—||2

— |w
Si para todo z € D
2w (2)]| 1
<
I—lw()? = 1=z

entonces [ es univalente. La constante 1 es la mejor posible.

|2Py(2)| +

En la proposicion 8 se muestra un resultado que relaciona la univalencia con el espacio
de Bloch, el siguiente teorema muestra un andlogo en el caso armonico.

En el siguiente teorema utilizamos el Teorema del Criterio de Becker armoénico.

Teorema 31. Si f = h+7g € 8 entonces para todo A con |\ = 1 se tiene que
log ¢\ € B donde vy = h + Ag.
Inversamente, si existe A € OD tal que

[log @[ls <&,

jw' (1 = ]2[*)
L—fw?

y 3¢ < 1, entonces f = h+7q es Establemente Univalente.

&€,
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Demostracién. Consideremos f = h +g € 8%, como w(z) = z/z; se tiene que ¢'(z) =
w(2)h'(2) y g"(2) = h'(z)w(z) + W (2)w'(2) ¥
h'(z) + Ag"(2) h'(z2) Aw'(2)

(112

(112

N(z)4+ A\ (2) n(2) * 14 dw(2)

ahora aplicando desigualdad triangular y el lema de Schwarz-Pick tenemos que

Sl era e IRl | e
< (-1 |+ Al
< (-2 fo + 1+ |w(z)]
< (1-1P) || +2

lo que esta acotado, esto se ve gracias al Lema 29, por lo que podemos concluir que
log ¢\, € B para todo A\ € dD.

En sentido inverso usaremos el criterio de Becker arménico (Teorema 30),

h/l wwl

W1 |w]?

i

" N A’ ww'’ N ' N ||
1T+ dw l—|w|2 14w 1—|w]?

)
P+ Tty = |

pero
ww' o AW = A w4 Tw 4 Adww
WP T4 I+ o)1= [wP)
A’ — A |w]? + Tw' 4+ Nw]?w’
(1+Aw)(1 = |w]?)
B Aw' + ww’
(w1 = |wp?)
A4+w W
S |w]|?
. A+w . .
como |[A| = 1 se tiene que T w = 1, ahora usando desigualdad triangular, que




|z] < 1y lo anterior tenemos que

2w (2 h" ' At+w W w'
R+ TR < [ Tt T T
| Aw’ W ||
N W—{_l—i—)\w +‘1—\w\2 1= |wl?
| Aw'’ 2|w'|
T T T TP
A ||
1— |22 1= Jw]?
< 3e
T o122
1
REER
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Ahora como f, =h+Agy f = h+7 tienen el mismo mddulo de dilatacién se tiene que

- 2w’ (2)|
1 tidadad |z P —_
a cantidadad |z f(Z)|+1_|w(z)’2

por lo tanto f = h + g es establemente univalente.

Con los siguientes dos ejemplos se muestra que la afirmacion:

f=h+geBy<< F=h+gebB

es falsa en las dos direcciones.

Ejemplo 32. Sea f = h+ g tal que h'(z) =

wz)=zy

(1= |2 ()] = |w(z)]2)2

es igual tanto para f = h+g como para f = h+ \g,

O
1 , z
, §'(2) = —, notese que
TESERR A T !
; 1
= (1—|zP)2
R Ty
L
T a?
= (L+]z))2
< o0

Por lo que f € By pero si consideramos F' = h + g tenemos que

(L= [z W(2) +g'(2)] =
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considerando z = x real en (0,1) se tiene que

1+ =2

3

1—|2]?) | —=
- 1P) |

lo que tiende a oo cuando x tiende a 1. Por lo tanto F' no esta en B.

Y consideremos el siguiente ejemplo para ver la implicancia inversa

Ejemplo 33. Sea F' = h + g la funcion analitica tal que

/ 1 / a
W (z) = EsE yg(Z)Z—m
luego
A= 1P+ = (1= ) | 5=
= (1-1ep) |2
< (1]t +2
< 4

por lo tanto F' pertenece a B. Ahora consideremos la correspondiente f = h+7, notemos
que |w(z)| = |z|* entonces

(1= [P0~ w2 )] = (1= [~ |21z ﬁ
tomando z = x en (0,1) real tenemos que
2 41 1 _ 23 2 1
(=P = || = (=ai0+ =

(1+2)2(1+2?)3
(1—x)%

que tiende a oo cuando x tiende a 1. Por lo que f no estd en By.

En la Seccién 3.5 hemos definido las funciones establemente univalentes y hemos mos-

trado algunos de los resultados que se han obtenido luego de esa definicion. Para ver
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detalles, vea [5]. Esto nos lleva a definir las funciones establemente de Bloch y estable-
mente de Bloch arménico usando nuestra definicion de espacio de Bloch armonico y ver
qué resultados se pueden obtener de ella.

Definicién 34. Dada F' = h+ g una funcion analitica, decimos que F' es establemente
de Bloch si ¢y = h+ A\g € B para todo A € 0D. Andlogamente si f = h + g funcion
armonica que preserva orientacion, decimos que [ es establemente de Bloch armdnico
si fx =h+ \g € By para todo A € 0D

Tras esta definicién han surgido varias preguntas en la direccién de [5] y los resultados
se muestran a continuacion.

Proposicién 35. Si ¢ = h + g es establemente de Bloch entonces h € B.

Demostracion. Consideremos ¢ establemente de Bloch, entonces

2K ()] = W (2) +¢'(2) + ' (2) — g'(2)]
< W) + g (2)] + W (2) = g (2)]

luego

sup(1 —[2[*)[ ()] sup(1 — [2[*)2[A/(2)|
zeD zeD

sup(1 — |2*)(|1'(2) + ¢'(2)| + | (2) — ¢/ (2)])

zeD

sup(1 — [2[*)[W(2) + g'(2)| +sup(1 — [2*) [P (2) — ¢'(2)]
z€eD zeD

Q.

INIAN A

A\

Por lo tanto h € B.

Notemos que f = h+ 7y fn = h+ \g tienen el mismo médulo de dilatacion compleja.
Luego se tiene que

Proposicién 36. Sea f = h+g un mapeo armonico que preserva orientacion entonces
f estd en By siy solo si fx = h+ \g estd en By para algin A de mdulo 1.

Con los siguientes ejemplo y observacion mostraremos que las siguientes afirmaciones

son falsas:
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(i) Si f = h + 7 es establemente de Bloch arménico entonces h € 5.

(ii) f = h+7 es establemente de Bloch arménico entonces F' = h + g es establemente

de Bloch analitico.

Ejemplo 37. Usando la Proposicion 36 y el Ejemplo 21 vemos que f = h+ 7 esta en

Observacion 38. (ii) es falso, esto es consecuencia de la Proposicion 36 y el Ejemplo
32.



° ° Ld
Bibliografia
[1] J. CLUNIE y T. SHEIL-SMALL, Harmonic univalent functions, Ann. Acad. Sci.
Fenn. Ser. A.1 9(1984),3-25.
[2] P. L. DUREN, Univalent Function, Springer-Verlag New York Inc, 1983.

[3] P. L. DUREN, Harmonic Mappings in the Plane, Cambridge University Press,
Cambridge, 2004.

[4] I. GRAHAM y G. KOHR, Geometric Function Theory In One And Higher Dimen-
sions, Marcel Dekker Inc., New York, Basel, 2003.

[5] R. HERNANDEZ y M. J. MARTIN, Stable geometric properties of analytic and
harmonic functions, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 155(2013), 343-3509.

[6] R. HERNANDEZ y M. J. MARTIN, Pre-Schwarzian and Schwarzian Derivatives of
Harmonic Mappings, J. Geom. Anal. DOI 10.1007/s12220-013-9413-x. Pubished
electronically on April 13th, 2013.

[7] CH. POMMERENKE, Boundary Behaviour of Conformal Maps, Springer-Verlag,
Berlin, 1992.

28



