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Resumen

Esta tesis se centra en el estudio de aspectos fundamentales de la combinatoria
extremal clasica y moderna. El objetivo principal es mostrar el tipo de preguntas y re-
sultados de la combinatoria extremal, asi como también algunas de las técnicas im-
portantes en el desarrollo de ésta érea.

Dividimos este trabajo en dos partes. En la primera parte, presentamos nociones
bésicas y algunos de los principales resultados de la teoria extremal de grafos. Mos-
tramos dos de los teoremas mds importantes de esta drea, el Teorema de Turdn y su
generalizacion, el Teorema de Erdds-Stone. El Teorema de Turdn afirma que la méxi-
ma cantidad de aristas que puede tener un grafo en n vértices sin contener un subgrafo
completo en r + 1 vértices, denotado por K; 1, estd dada por la cantidad de aristas de
un grafo r-partito, completo y balanceado, este tltimo denotado por T,(n) y su can-
tidad de aristas por t,(n). Ademas el tinico grafo que alcanza ¢,(n) aristas es Tr(n). La
generalizacion aproximada de este resultado es el Teorema de Erdds-Stone, en el cual
en vez de prohibir grafos completos se prohiben grafos en general. Mds precisamente,
se tiene que dado cualquier H, la maxima cantidad posible de aristas que puede tener
un grafo en n vértices sin contener H como subgrafo esta dada por y(g)-1(n) + o(n?),
en donde y(H) corresponde al niimero cromético de H. Luego, introducimos una de
las herramientas mds poderosas y revolucionarias de la combinatoria extrema, el Le-
ma de Regularidad de Szemerédi. A grandes rasgos, este importante resultado dice que
todos los grafos se pueden particionar en una cantidad constante de partes de mane-
ra que las aristas entre la mayoria de las partes se comportan bien. Concluimos esta
primera parte ilustrando el uso del Lema de Regularidad de Szemerédi en la demostra-
cién del Teorema de Roth, el Teorema de Erdés-Stone y también, en la demostracion
del Teorema de Estabilidad de Simonovits dada por Fiiredi [14].

En la segunda parte de este trabajo estudiaremos un problema planteado por Er-
dé6s y Rothschild: dados enteros n, k y r, ;cudl es la médxima cantidad de k-arista-
coloraciones que un grafo en n vértices puede alcanzar sin contener una copia mo-
nocromatica de K;41?. A esta cantidad la denotamos por F(n,k,r +1). Ademas, ;qué
grafos alcanzan F(n, k,r + 1)2. Una cota inferior trivial para F(n, k,r + 1) estd dada por
todas las k-arista-coloraciones de T;(k), pues T, (k) no contiene copias de K,;; co-
mo subgrafo. En este trabajo revisaremos dos articulos relacionados a este problema,

que describimos a continuacién. Inicialmente Erdés y Rothschild conjeturaron que



F(n,2,3) = 220" y que el tnico grafo que alcanza este valor es T»(n), el grafo bipar-
tito, completo y balanceado. Yuster [25] proboé que esta conjetura es cierta. Ademads,
utilizando el Lema de Regularidad de Szemerédi demostré que F(n,2,r + 1) es asin-
téticamente igual a 27U y conjeturé que F(n,2,r + 1) = 2/ para n suficientemente
grande. Luego, Alon et al. [I] comprobaron la conjetura de Yuster y ademds probaron
que F(n,3,r+1) = 3" para n suficientemente grande y que el tinico grafo que alcanza
este valor es T, (n) el grafo en n vértices, r-partito, completo y balanceado.
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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo se enmarca en el drea de la combinatoria extremal que es, hoy en dia,
una de las ramas mds populares de la matematica discreta. El vinculo metodolégico de
la combinatoria extremal con otras dreas de la matemadtica y con la informatica tedrica
ha producido un rdpido desarrollo y refinamiento tanto de las técnicas utlizadas en el
area como de la variada gama de aplicaciones que se encuentran. En efecto, uno de los
resultados mads influyentes de la combinatoria extremal es el Lema de Regularidad de
Szemerédi [24] del afio 1975. Esta poderosa y compleja herramienta, creada por Endre
Szemerédi (Premio Abel 2012), ha mostrado tener significativas aplicaciones [16], entre
otras, es el lema clave en la resolucion de la famosa conjetura de Erdds y Turan acerca
de progresiones aritméticas [12].

Esta tesis se compone esencialmente de dos partes. En la primera de ellas, revisa-
mos conceptos elementales de la teoria de grafos y estudiamos resultados clédsicos de
la teoria de grafos extremal. En la segunda parte, en el contexto de la teoria de grafos
extremal moderna, introducimos el problema de Erdds y Rothschild, y presentamos
dos resultados relacionados a este problema. A continuacién entregamos una vision
mas detallada del trabajo realizado.

El Teorema de Turan del ano 1941, es considerado el primer resultado de la teo-
ria de grafos extremal. Este teorema establece que la méxima cantidad de aristas que
puede tener un grafo en n vértices sin contener como subgrafo un grafo completo en
r + 1 vértices es igual a #,(n), que es conocido como el namero de Turdn, el cual es

2
aproximadamente (1 - %) ”7 (Corolario[2.2.4)). La version fuerte de este teorema (Teo-

rema|2.2.2) establece que ademads hay un tnico grafo que alcanza dicha cota, este gra-
fo es conocido como el grafo de Turédn, se denota por 7,(n) y corresponde al grafo
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en n vértices, r-partito, completo y balanceado. Luego de conocer este resultado pa-
ra grafos completos, es natural preguntarse que sucede con otros grafos, digamos, un
grafo H arbitrario. El Teorema de Erdés-Stone (Teorema da una respuesta asin-
totica a este problema, probando que el nimero extremal ex(n, H), que corresponde
a la maxima cantidad de aristas que tiene un grafo en n vértices sin contener copias
de H como subgrafo, estd en general, controlado por el nimero cromatico de H. El
numero cromético de H, denotado por y(H), es el nimero entero £ més pequefio de
manera que H es /-partito. Para entender el resultado de Erdds y Stone, notemos que
cualquier grafo en n vértices sin copias de H entrega una cota inferior para ex(n, H).
En particular, el grafo de Turdn T(z)-1(n) no contiene a H'y por lo tanto

ex(n, H) = tym-1(n).

El Teorema de Erd6s-Stone indica que ex(n, H) esta acotado por arriba asintéticamen-

te por fy(m)-1(n), es decir
ex(n, H) = ty-1(n) + o(n?).

Cuando H es un grafo bipartito (grafos con namero cromadtico 2) el Teorema de
Kovari-Sos-Turdn (Teorema indica que ex(n, K; ;) estd acotado por arriba por
c-n?>71s, donde K es el grafo bipartito completo con partes de tamafo s, t con s < ¢
y € es una constante.

Como mencionamos al inicio, el Lema de Regularidad de Szemerédi (Teorema
es una de las herramientas mas poderosas y complejas de la combinatoria extremal. A
grandes razgos, el Lema de Regularidad de Szemerédi asegura que todo grafo se pue-
de particionar en una cantidad constante de partes de manera que las aristas entre la
mayoria de las partes se comportan bien. La formalizacion de este resultado esté en la
Seccién [2.4] En este trabajo presentamos la demostracién de este resultado e ilustra-
mos su uso con dos ejemplos. El primero de ellos es la demostracion del Teorema de
Roth (Teorema [2.4.13). El Teorema de Roth es un resultado cldsico de la teoria com-
binatoria de niimeros. Este teorema asegura que para cada 6 > 0 y n suficientemente
grande, todo subconjunto de [n] de cardinalidad al menos 6n contiene una progre-
sion aritmética de largo 3; una progresion aritmética de largo 3 en un conjunto A es un
subconjunto de la forma {x, x + a, x + 2a} < A. El segundo ejemplo es la demostracién
del Teorema de Erdds-Stone antes mencionado que utiliza el Lema de Regularidad de
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Szemerédi.

Muchas veces en la combinatoria extremal es necesario flexibilizar los resultados
exactos, tales como el Teorema de Turdn, para ampliar su espectro de aplicacién. Una
de las propiedades para flexibilizar los resultados, cuando es posible, es conocida co-
mo “estabilidad de las estructuras extremales”. En el caso del Teorema de Turan, la
estabilidad de la estructura extremal corresponderia a verificar que si un grafo en n
vértices y sin copias de K1 como subgrafo tiene casi ¢, (n) aristas, entonces este gra-
fo difiere por muy poco del grafo de Turan T, (n). El Teorema [2.5.1} conocido como
“Estabilidad de Simonovits” confirma que esto es cierto. La demostracion original del
Teorema de Estabilidad de Simonovits se debe a Erdds y Simonovits [11], Erdés [9, 10],
y Simonovits [21]. Una prueba alternativa se puede encontrar en [17]. Para concluir la
primera parte de este trabajo presentamos una demostracién hecha por Fiiredi en [14].

En la segunda parte de esta tesis nos abocamos al estudio del numero méaximo de
coloraciones de aristas sin grafos completos monocromaticos que admite un grafo en
n vértices. Este problema es conocido como el problema de Erdds y Rothschild. Mas
formalmente, se define F(n, k, r+1) como la maxima cantidad de k-arista-coloraciones
que un grafo en n vértices puede alcanzar sin contener una copia monocromadtica de
K;+1. Una k-arista-coloracion de un grafo es simplemente una asignacion de colores
en [k] alas aristas del grafo. Una cota inferior trivial para F(n, k,r + 1) esta dada por
los grafos sin copias de K,;;. Mds precisamente, si G es un grafo K,;-libre, enton-
ces F(G, k,r +1) que es el niumero de k-coloraciones de G sin K;;; monocromaticos
es igual a k¢, pues a cada arista de G le podemos asignar el color que queramos.
En particular, para el grafo de Turdn T,(n) se tiene que F(T,(n), k,r +1) = fir(m y asi
obtenemos la cota inferior

E(nk,r+1)= k"™, (1.1)

Erdés y Rothschild conjeturaron que para un grafo en n vértices con n suficiente-
mente grande, el nimero maximo de 2-arista-coloracion sin K;;; monocromaéticos es
alo mas 27" Esta conjetura fue demostrada por Yuster en [25]. Ademds, Yuster ob-
tiene que para un grafo en n vértices el nimero maximo de 2-arista-coloraciones sin
K41 monocromaticos es a lo méas 2tr(m+o(n®) Egrq dltimo, lo probé utilizando el Le-
ma de Regularidad de Szemerédi. Ambos resultados de Yuster son presentados en este
trabajo de tesis. En [1], Alon, Balogh, Keevash y Sudakov, extendiendo el resultado de
Yuster, y en particular, probando una conjetura que Yuster hizo en su mismo trabajo.
Mas precisamente, probaron que para k € {2,3} yr+1 = 3, se tiene F(G, k,r+1) = ir(m y
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que esta cota es alcanzada exclusivamente por T, (n). Este resultado utiliza, de manera
no trivial, el Lema de Regularidad de Szemerédi (Teorema[2.4.5), el Teorema de Esta-
bilidad de Simonovits (Teorema[2.5.1) y un Lema de incrustacién (Lema [3.2.2), entre
otros. Revisaremos este resultado en la Seccién[3.3l

Finalmente, relacionado al estudio del namero F(n, k,r + 1) planteado por Erdés
y Rothschild, existen varios otros resultados relevantes que mencionamos (de manera
no exhaustiva) a continuacién. Alon et al. [1] mostraron que para k >3yr+1=3,la
cota inferior trivial ya no es una cota superior y plantearon la pregunta jcuél es el co-
rrecto orden de crecimiento de ng = ny(r)?, donde ng = ny(r) es la cota inferior para la
cantidad de vértices de los grafos para los cuales se satisface F(G, k,r +1) = k™ con
k{2,3} yr+1 = 3. HanyJiménez [15] respondieron a esta pregunta utilizando el método
de contenedores [2}20]. Pikhurko y Yilma [18] resolvieron el problema de encontrar los
valores de F(n,4,3) y F(n,4,4) junto a los grafos que alcanzan estos nimeros. Recien-
temente, Botler et al. [5], mostraron el valor de F(n,3,6) y un valor aproximado para
F(n,3,5), para n suficientemente grande. Ademas caracterizaron todos los grafos que
alcanzan la cota para r = 6.



Capitulo 2

Combinatoria Extremal Clasica

La teoria de grafos extremales estudia aquellos grafos, minimos o maximos en un
sentido cuantitavivo o cualitativo, que satisfacen una determinada propiedad. Aqui
nuestros problemas se pueden resumir de la siguiente manera: dados ciertos paramé-
tros y caracteristicas para un grafo entonces, jcudl es la maxima cantidad de aristas
que puede tener?, ;como es la estructura?, ;es este grafo tinico?.

En la Seccién [2.1]se presentan las definiciones y notaciones bésicas concernientes
a la teoria de grafos que se utilizan en este trabajo. En la Seccién [2.2| presentamos el
Teorema de Turdn que nos proporcionara una cota superior para el nimero de aristas
de un grafo en n vértices que no contiene como subgrafo a un grafo completo K; ;.
En la Seccién[2.3lhacemos un estudio del Teorema de Erdés-Stone que es basicamente
una generalizacion asintdtica del Teorema de Turdn en el sentido en que en vez de con-
siderar grafos completos podemos ahora considerar un grafo arbitrario H y entonces
la conclusién del teorema depende solamente del nimero cromdtico de H. También
mostramos el Teorema de Kovari-S6s-Turdn para el caso en que H es bipartito. En la
Seccién [2.4] estudiamos el Lema de Regularidad de Szemerédi. Después en la Subsec-
ci6 presentamos una demostracion del Lema de Regularidad. En la Subseccion [2.4.2]
mostramos el Teorema de Roth y en la Subseccién presentamos una demostra-
cion del Teorema de Erdds-Stone que utiliza el Lema de Regularidad. Por dltimo en la

Seccion estudiamos el Teorema de Estabilidad de Simonovits.
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2.1. Preliminares

En esta seccion vamos a resumir las definiciones, la terminologia y la notaciones
bésicas utilizadas en este trabajo de tesis, todas ellas tomadas de textos clasicos de
la teoria de grafos y la combinatoria extremal, asi como también de los articulos que
hemos estudiado durante la preparacién de este trabajo [14} 25} [I]. En cuanto a los
textos clasicos, las fuentes principales que hemos utilizado son: el libro Graph Theory
de R. Diestel [8] y los libros Extremal Graph Theory y Modern Graph Theory de B. Bo-
llobas [3} 4]. De manera complementaria, hemos utilizado los apuntes de un curso de
combinatoria extremal dictado por D. Conlon, profesor del Instituto de Tecnolégico de
California CALTECH

http://www.its.caltech.edu/ dconlon/Extremal-course.html.

Un grafoes un par G = (V, E) en donde V es un conjuto finito y E es un subconjunto
del conjunto de todos los conjuntos de cardinalidad 2 que se pueden formar con V, es
decir

Eciix,yllxeV,ye V\{x}}.

Los elementos de V son llamados vértices y los elementos de E son llamados aristas.
Denotaremos por V(G) y por E(G) al conjunto de los vértices del grafo G y de las aris-
tas del grafo G, respectivamente. En este trabajo, la cardinalidad de un conjunto S la
denotamos por |S|. Para las cardinalidades del conjunto de vértices y del conjunto de

aristas utilizamos las siguientes notaciones:
V(@) :=1Gl, |[E(G)|:= e(G).

Si G es un grafo tal que |G| = n diremos que G es un n-grafo. Un grafo de orden 0 u
orden 1 es llamado frivial.

Notemos que e(G) < (g) = % Esta cota superior la podemos interpretar como el
numero de combinaciones sin repeticion de 2 elementos elegidos entre los n elemen-

tos. De hecho, esta cota es el nimero méximo de aristas que puede tener un n-grafo.

n
2

Como casos particulares, tenemos que Ky y Kj son los grafos triviales, K> son dos vér-

Un n-grafo con () aristas es llamado grafo completo de orden n 'y es denotado por Kp,.
tices y la arista que los une y K3 es un tridngulo.

Para denotar la arista {x, y} escribiremos (x, y) o simplemente xy segtn sea el con-
texto. Los vértices x e y son llamados extremos de la arista xy y se dice que x e y son
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adyacentes. Si un vértice v es tal que v € e donde e es una arista, entonces diremos
que v es incidente en e. Evidentemente x, y € xy = (x, y) = {x, y}. Cuando no existe una
arista entre x e y diremos que estos vértices son disjuntos.

Para r = 2, un grafo G = (V, E) se dice r-partito si y solo si V admite una particion
en r partes tal que cada arista tiene sus extremos en dos partes distintas. Dicho de
otro modo, cada par de vértices de una misma parte es un par de vértices disjuntos.
En particular, un grafo 2-partito es llamado bipartito, un grafo 3-partito es llamado
tripartito. En general, cuando r = 4 al grafo r-partito se le denomina grafo multipartito.

Cuando V € V'y E < E' entonces se dice que G = (V, E) es subgrafo de G' = (V', E),
o de manera equivalente, que G’ es supergrafo de G. Este hecho es denotado simple-
mente por G € G'. Cuando G no tiene como subgrafo un grafo H diremos que G es
un grafo H-libre. Si G < G' y G contiene todas las aristas de xy € E’ tal que x,y € V,
entonces diremos que G es un subgrafo inducido de G' por V. En este caso anotaremos

G:=G'[V].

Si Ay B son dos subgrafos de G entonces denotaremos por E(A, B) o E(B, A) a las
aristas en G que tienen un extremo en Ay el otro extremo en B. Al cardinal de estos
conjuntos lo denotaremos por e(A, B) o e(B, A). Cuando V(A) N V(B) = @, diremos que
Ay B son vértice-disjuntos. Por otra parte, cuando E(A) N E(B) = @ se dice que Ay B
son arista-disjuntos.

Sea G = (V, E) un grafo. El conjunto de vecinos, o vecindad de un vértice v € V en un
grafo G, denotado por Ng(v) o simplemente por N(v), son los vértices de V'\ {v} que
inciden en las mismas aristas que v. mds generalmente, si U < V, entonces el conjun-
to de vecinos de U en G, que es denotado por Ng(U) o simplemente por N(U), es el
conjunto de vértices en V \ U que inciden en las mismas aristas que en U. El grado de
un vértice v € V, denotado por degg(v), es la cardinalidad de la vecindad de v, es decir,
NG (v)| = degs(v).

El grado minimoyy el grado mdximo de un grafo G se definen, respectivamente, de
la siguiente manera

0(G) := min{deg;(v)|v e V}

A(G) := max{deg;(v)|v e V}.

Un camino es un grafo con V # ¢ y P = (V, E) donde V(P) = {vy, vg,..., Vx} y E(P) =

{v1V2, V23, ..., Vi1 Uk} y todos los vértices son distintos. Escribiremos el camino sim-
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plemente como vy v;... vk. Un grafo C = (V, E) con vértices V(C) = {vy, v,..., Uk} y
aristas E(C) = {vy vy, V213, ..., Uk v1} es llamado ciclo. Se dice que un grafo G es conexo
si para cada par de vértices existe un camino en G que los une.

Sea G un grafo, k un entero positivo y se define el conjunto [k] := {1,..., k}.Una k-
vértice-coloracion de un grafo es una funcion c : V(G) — [k] en la que se cumple lo
siguiente,

c(v1) = c(v9) entonces v; 2 € E(G)

para todo vy, vz € V(G). Este nimero es llamado nuimero cromdtico de G y es denotado

por x(G), es decir
%(G) = min{k € Z*|G admite una k-vértice-coloracion }.

En este trabajo, el nimero cromadtico se usa de la siguiente manera. Si y(G) = k, enton-
ces V(G) se puede particionar en k partes haciendo de G un grafo k-partito. Por otro
lado, si un grafo se puede particionar en k partes, entonces su niimero cromético es a
lo mas k.

2.2. ElTeorema de Turan

Turdn en el afio 1940 presento el teorema que lleva su nombre. Se pregunt6 cual es
el nimero méximo posible de aristas que puede tener un n-grafo que no contiene co-
mo subgrafo a K, ;. Este nimero es conocido como el niimero de Turdny es denotado
por t.(n).

En primer lugar notemos que un grafo r-partito no puede contener al grafo K;,,
pues para contener al grafo K, se requieren al menos r + 1 partes. Asi, el numero de
aristas de cualquier grafo r-partito entrega una cota inferior para el namero de Turan.
A continuacién, veremos que el grafo r-partito con mayor cantidad de aristas es aquel
en el cual sus partes tienen tamafno lo mas similar posible, es decir, en que los tama-
fios de sus partes difieren en a lo més 1. Diremos que un grafo r-partito con partes

(W1,..., V;) es balanceado si
Para cada par (V;, V;) se tiene que ||V;| - |V;[| < 1. (2.1)

En este caso también decimos que la particién (V1,..., V;) es balanceada.
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Observemos que el n-grafo r-partito, completo y balanceado es tnico salvo per-
mutacion de sus partes. A este grafo se le conoce como grafo de Turdny es denotado
por T.(n).

Proposicion 2.2.1. Si H es un n-grafo r-partito y completo, entonces e(H) < e(T,(n)).

Ademads, si H no es balanceado, entonces la desigualdad es estricta.

Demostracion. Sea H un n-grafo r-partito y completo con partes (Sy,...,S;). Por la
hipétesis, podemos asumir que para algan par (S;,S;) se tiene que [|S;|—|S;l| =2y
supongamos sin perdida de generalidad que |S;| —|S;| = 2. Tomamos algin ve V(S;) y
hacemos S’ = S; \ {v} yS’j =Sju{v}, porlo cual |S}| = [S;| -1y IS'jI =S|+ 1. Ahora, sea

H' el n-grafo r-partito y completo con conjunto de partes
(Sl) .. -)Si—l) S;) Si+1) .. -)Sj—l» S,]-,Sj_l,...,sr),

es decir, el par (S;,S;) de H lo reemplazamos por (S;.,S’j) para construir el grafo H'.

Luego, tenemos que

e(s;,8) = IS)I-1']
(1S:1-1(S;1+1)
1541181 +1S:1 =181 - 1
151151 +1
151151 = e(S;, S).

v 1l

\%

Asi, se tiene que e(H) < e(H'). Podemos iterar este procedimiento hasta obtener un

grafo balanceado, el cual por unicidad es T;(n), lo cual prueba la afirmacion. O

Tenemos que la cantidad de aristas del grafo completo r-partito balanceado es una
cota inferior para el nimero de Turdn. El Teorema de Turdn afirma que esta cota es
también superior y que ademas, el grafo de Turdn es el tinico grafo que alcanza la cota.
Por esto, tendremos que e(T,(n)) = t-(n). A continuacion, presentamos el Teorema de
Turdn y su demostracién. Recordemos que un grafo se dice H-libre cuando no contie-
ne a H como subgrafo.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Turdn). Sea G un n-grafo. Si G es K, ;1 -libre, entonces e(G) <
tr(n). Ademds, G = T,(n) siy solo sie(G) = t,(n).

La demostracion del Teorema de Turdn que presentamos en este trabajo se basa en

el siguiente lema.
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Lema2.2.3. Sea G unn-grafo K, ;1 -libre. Entonces existe un grafo r -partito H con V(H) =
V(G) tal que
deg (v) =deg;(v) VveV(G).

Ademds, si e(G) = e(H), entonces G es r-partito y completo.

En la demostracion del Lema[2.2.3]usamos una técnica conocida como simetriza-
cion, que describimos a continuacién. Dado un grafo G que es K -libre y un vértice
w € V(G) de grado méximo en G, reemplazamos la vecindad de cada v € V(G) \ Ng(w)
por la vecindad de w. De esta forma obtenemos un grafo H' con V(H') = V(G) que es
K;41-libre, pues G[Ng(w)] es K,-libre. Ademas, para todo v € V(G) el grado no se redu-
ce, es decir, deg; (v) = deg;(v) para todo v € V(G). Diremos que H' esla simetrizacion
de G por w.

Demostracion del Lemal2.2.3. Procederemos por induccién en r. Si r = 1 entonces G
no contiene aristas y el resultado es trivial. Ahora probamos para valores r = 2. Su-
pongamos que el lema es valido para grafos K, -libres. Sea w € V(G) de grado méximo
en Gy sea H' la simetrizacion de G por w. Sea G' = H' [Ny (w)] = G[Ng(w)], luego G’
es K,-libre y entonces por la hip6tesis inductiva existe H” con V(H") = V(G') que es
(r — 1)-partito tal que

deg(v) = degq (v)

para todo v € V(G'). Entonces el grafo H buscado lo obtenemos a partir de H' reem-
plazando G’ por H". El grafo H es r-partito, sus partes estan compuestas por las r — 1
partes de H" y el conjunto V(G) \ Ng(w). Observemos ahora que el grado de cada vér-

tice no decrece:
s Sive V(G)\Ng(v), entonces por la simetrizacion es claro que deg; (v) = deg; (v).

» Si ve Ng(w), entonces

deg (v) + (degy (v) —degq (v))
degq (v) + (degyy (v) —degq (V)
deg; (v)
degq(v).

deg (v)

v

\%

Por lo tanto, se tiene la desigualdad requerida para todo v € V(G). Ahora supongamos
que e(H) = e(G). Por un lado, necesariamente se tiene que e(H") = e(G'), por lo que G’
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es un grafo (r —1)-partito y completo. Por otro lado, la cantidad de aristas en G\ E(G') y
H\ E(G') debe ser la misma. Si el conjunto de vértices V(G) \ Ng(w) no es un conjunto
independiente en G, entonces por la maximalidad del grado de w se tiene que

e(G\ E(G")) < deg;(w)-|V(G)\ Ng(w)| -1 =e(H\E(G") -1,

lo que es una contradiccion. Por lo tanto el conjunto de vértices V(G) \ Ng(w) es un
conjunto independiente en G y asi podemos concluir que G es un grafo r-partito y

completo. O

Demostracion del Teoremal2.2.2. Sea G un n-grafo K, -libre. Por el Lema existe
un grafo r-partito y completo H tal que e(G) < e(H), en donde la desigualdad es estricta
si G no es r-partito y completo. Por la Proposicién 2.2.1]el grafo r-partito y completo
con la mayor cantidad de aristas debe ser balanceado, o sea, T, (n). Por lo tanto, e(G) <
tr(n), en donde la desigualdad es estricta siy solo si G # T, (n). O

Una consecuencia directa del Teorema de Turan, Teorema [2.2.2] es el Corolario
2.2.4], esta es una versiéon conocida como la version débil del Teorema de Turan. Por

completitud, incluimos una demostracién de esta versiéon que no utiliza el Teorema(2.2.2]
Corolario 2.2.4. Sea G un n-grafo K, -libre. Entonces

I’l2

1
e(@)=s(l1-—|—.
r] 2
Demostracion. Procederemos por inducion en n. Primero, notemos que el teorema es

valido para2 < n < r pues

n 1\ n? 1\ n?
e(G) < =1-—|==<(1--|—.

2 nj 2 r) 2
Por tanto, queda solo probar para n > r. Supongamos que el teorema es valido para
grafos con n—1 vértices y supongamos que G tiene el maximo nimero de aristas posi-
bles. Esto tltimo implica, en particular, que G contiene a K, como subgrafo pues de lo
contrario seria posible aumentar el niimero de aristas de G. Sea K una copia de K, en
Gysea G'=G[V\V(K)]. Como |V(G')| = n— r tenemos que por hipétesis inductiva se

cumple que

N2
e(G’)s(l—l) (n-r)”
r 2
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Notemos que degy (x) < r — 1 para todo x € V(G') pues de lo contrario G tendria a K+

como subgrafo. Entonces, obtenemos que

e(@)

e(Gh +e(K)+e(lK,G)

(1_1) =" (1 s - ner -1
r 2 2

)5
1-—-|—.
r) 2

2.3. ElTeorema de Erdos-Stone

En esta seccion revisaremos una generalizacion asintotica del Teorema de Turén.
Dado un grafo H, se define el nimero extremal de H, denotado por ex(n, H), como el
numero maximo de aristas que puede tener un n-grafo sin contener a H como subgra-
fo. Mds precisamente,

ex(n, H) := méx{e(G) : |G| = ny G es H-libre}.

En la seccion anterior estudiamos el nimero méaximo de aristas que puede tener
un n-grafo sin contener a K, y; como subgrafo, es decir, el nimero extremal de K. El
Teorema de Turédn, Teorema|2.2.2} junto al Corolario indican que

n2

ex(n,Ky41) =t:(n) < (1 — l) —.

r) 2
En general, se tiene la cota inferior ex(n, H) = fy(g)-1(n) para el niumero extremal de
un grafo H, en donde y(H) corresponde al nimero cromético del grafo H. En efecto,
todo grafo con ntimero cromético a lo més y(H) — 1 es H-libre. En particular el grafo
de Turdn Tym)-1(n) es H-libre. Adicionalmente, se tiene que para todo € > 0y n sufi-

cientemente grande,

ex(n,H) =t (n)>(1_;_6)"_2
yH) = tyim-1(n) = YH) -1 5
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El Teorema de Erdds-Stone (Teoremaf2.3.1) afirma que esta cota inferior es también

una cota superior para el niumero extremal de un grafo H arbitrario.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Erd6s-Stone). Para todo grafo H y todo € > 0, existe ny =
no(H,e€) tal que para todo n = ny

ex(n H)<(1—;+e)n—2
T y(H) -1 2"

En lo que sigue utilizamos la siguiente notacién. Dados X e Y subconjuntos de
vértices disjuntos de un grafo G, la notaciéon (X,Y) corresponde al subgrafo biparti-
to de G con vértices X U Y y aristas E(X, Y) = Eg(X, Y). Recordemos que la notacion
E;(X,Y) corresponde al conjunto de las aristas en G que tienen un extremo en X y
otro en Y. El siguiente lema es el resultado clave en la demostracion del Teorema|2.3.1
Este lema, indica que cada grafo de turan r-partito es subgrafo de cualquier n-grafo

con t,(n) +en? aristas, si n es suficientemente grande.

Lema 2.3.2 (Lema de incrustacion en grafos globalmente densos). Para todo par de
enteros r,t y para todo € < 1/r existe ny = ny(r, t,€) tal que ocurre lo siguiente. Todo n-

grafoGconn=nyy
2

1 n
e(G)=z(1—-—+e¢|—
r 2
contiener +1 conjuntos disjuntos de vértices Ay, ..., Ay 41 de tamariio t tal que (A;, Aj) es
completo para cada par i, j € [r + 1] distintos.

Demostracién. Primero, obtendremos un subgrafo G’ de G que satisface
1 € , ,
deg (v) = 1—;+§ |G| YveV(G). (2.2)

Para obtener G’ realizamos el siguiente proceso. Borramos uno a uno los vértices del
grafo G que tengan grado menor al deseado. Comenzamos borrando un vértice, en
caso de existir, de grado menor que (1 - % + %) n. En cada paso, si el grafo obtenido
tiene [ vértices y contiene un vértice de grado menor que (1 - % + %)l entonces ese
vértice se borra, para asi obtener un nuevo grafo. El proceso termina cuando todos los
vértices alcanzan el grado deseado. Sea G’ el grafo obtenido. Por lo cual G’ satisface
(2.2). Vamos a verificar que n’ = |G| no es demasiado pequefio. En efecto, notemos



CAPITULO 2. COMBINATORIA EXTREMAL CLASICA 14

que la cantidad total de aristas que se han borrado en el proceso para la obtenciéon de

G’ es alo mas

n 1 € 1 € L
£ (-teg)r = (-0 £

I=n'+1 I=n'+1
1 e\(n=-nYn+n+1)
= [1-=+=
r 2 2
1 e\n?-n? n-n
< |[1-=-+- +
r 2 2 2

1 €
pues (1 ——+ 5) < 1 por la hipétesis . Dado que el grafo G’ tiene a lo mas > aristas
r

entonces se tiene
1 e\n2-n? n-n n?
e(@=s|1-—-+- + .
r 2 2 2 2

1 n®
Por nuestra hipotesis, e(G) = (1 -—+ e) > y se sigue que
r

1 n? 1 e\n?-n? n-n n?
l1-—+e|l—<|1-=+- + +—.
r 2 r 2 2 2 2

lo que es equivalente a la desigualdad

Podemos asi tomar n’' = /ern lo mas pequeno posible. De ahora en adelante, asumi-
remos que estamos trabajando dentro de este buen comportamiento del subgrafo G'.

Probaremos lo siguiente por induccién en r para todo entero ¢. Existen r + 1 con-
juntos disjuntos de vértices Ay, Az, ..., A;+1 en V(G'), cada uno de tamario t, tal que
(A;, Aj) es completo para cada par i, j € [r + 1] distintos. Para r = 0 no hay nada que
probar. Dado r > 0y s = [3¢/€], usamos la hipoétesis inductiva para encontrar r conjun-
tos disjuntos By, ..., B, de tamano s tal que (B;, B;) es completo para i, j € [r] distintos.
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Ahora, definimos el siguiente conjunto y un subconjunto de él respectivamente
U=VGH)\{BuU ...u B}

W ={veU]|paratodoice€[r], |Ng(v)NB;j| =t}

es decir, W es el conjunto de vértices en U que son adyacentes a por lo menos ¢ vértices

en cada B;. Naturalmente se sigue que
U\W ={veU]|existeie€ [r] tal que |Ng'(v) N B;| < t}.

Sea m el numero de aristas faltantes entre el conjunto U yla unién By U...UB,. Es

{xye

Vamos a estimar el valor de m. Dado que todo vértice en U \ W es adyacente a menos

decir,

\E(G")

V(G
2

er/\yeBlu...uBr} .

que ¢ vértices en algtun B;, tenemos la siguiente cota inferior para el namero de aristas
faltantes m
€
mz|U\W|(s—t)z(n’—rs—|W|)(1—§)s. (2.3)

Vamos a obtener ahora una cota superior. Consideremos un vértice v € By U...U B;.
Sin pérdida de generalidad v € B;. Sabemos que el grado de v en G’ es al menos (1 —
1/r +e€/2)n’ y que v estd conectado a todos los vértices de B, U...U B, por lo que la
contribucién de v a las aristas faltantes 72 es a lo més

, ( 1 6), (1 €
n—-(1-—-+-|n=(-—=|n
r 2 r 2

Entonces, considerando todos los vértices en By U...U B, tenemos que el nimero de

aristas faltantes 7 es a lo mas

msrs(%—a) n':(l——) sn'. (2.4)

Por lo tanto, de (2.3) y (2.4) se obtiene que
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(n'=rs) (1—%)3—(1—%)3;1'

(r 1) , €\ o
€El-—=|sn —(1——)rs.
2 3 3

Comoce, ry s estan fijos, podemos elegir |W| tan grande como queramos a través de la

|W|(1—§)s

IV

eleccion de n' grande (que depende de ny = ny(r, t,€)). En particular, vamos a elegir n

de manera que |W| satisface

)
W > (j) (t=1).

Cadaelemento en W tiene al menos ¢ vecinos en cada B;. Hay alo més (;) " maneras
de escoger subconjuntos de ¢ elementos de cada B;, i € [r]. Por el principio del palomar
y el tamafio de W, deben existir subconjuntos Ay, ..., A, y un conjunto A,;; de tamafio
t de W tal que cada vértice en A, estd conectado a todo vértice de A;U...UA,. Como

Ajy,..., A, estdn todos conectados en la manera apropiada, se completa la prueba. [

Ahora, estamos en condiciones de presentar la demostracién del Teorema de Erd6s-
Stone.

Demostracion del Teoremal2.3.1. Sea H un grafoy 0 < € < ﬁ Sear=y(H) -1y

t = |H|. Tomemos ng = ny(r, t,€) del Lema2.3.2|y un n-grafo Gcon n = ny y

1 n®
e(G)z(l1-—+e|—.
r 2
Por el Lema|2.3.2} en el grafo G existen conjuntos de vértices disjuntos Aj, Ay, ..., Ar41,
cada uno de tamano #, de manera que el grafo A; A es completo paratodo i, j € [r +1].
Claramente, el subgrafo de G inducido por A; U A, U...U A4 contiene a H, lo que

concluye la demostracion. O

Elresultado que presentamos a continuacion, conocido como el Teorema de Kévari
S6s-Turdn, mejora el Teoremapara este caso. En general, no se sabe si la cota del
Teorema de Kovari-S6s-Turdn es justa, es decir, no se conocen grafos que alcancen di-
cha cota. Sin embargo se conoce que la cota es justa para s =2y para s = f = 3, esto
debido a resultados de los trabajos de Fiiredi [13] y Brown [6], respectivamente. En la
demostracion que sigue, utilizaremos las siguientes cotas para el coeficiente binomial:

() =)= 25
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y también utilizaremos la Desigualdad de Jensen: dada una funcién convexa f, ele-

mentos Xy, X,..., X, en su dominio y a; positivos, se cumple lo siguiente:

f(Z aixi) - Y aif(x;)
Yai |- Ya

También, denotaremos por Kj ; al grafo bipartito completo con partes de tamafio sy t.

Teorema 2.3.3 (Teorema de Kovari-S6s-Turdn). Para todo par de enteros s,t con s < t
existe ¢ > 0 tal que

ex(n,Ks,) < c- n?s,

Demostracion. Sea G un n-grafo que es K ;-libre. Queremos encontrar una cota supe-

rior para e(G). Consideremos

W::{(U,S)er

v esti conectado a cada vértice de S }

en donde (‘S/) ={S§S < V:|S| = s}. Vamos a estimar | W] utilizando doble conteo. Primero

para cada v € V contamos la cantidad de pares (v, s) € W que existen. Tenemos que,

(Wl = ) |{ScV:|IS|=sy vestd conectado a cada vértice en S}|
veV
deg(v) + ¥ deg(v) 2e(G)/n
= Z >n veV =n R
veV S S S

en donde la desigualdad estd justificada por la Desigualdad de Jensen para la funcién
f(x) = (}). Por otro lado, tenemos que

|[W| = Z |[{v € V|v estd conectado a cada elemento en S}|
se(Y)

Y (t—l)z(t—l)(?).

se(g)

IA

Entonces, de acuerdo a las cotas inferior y superior para |W| tenemos que

n
(t—l)( )zn
S

2e(G)/n
s .
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Usando las cotas descritas en (2.5) para el coeficiente binomial, obtenemos que

(t—l)(E)SZ n(z—m)s

N

lo cual implica que
Vi—le R2-1s
5 .

m=

vVi-1le

Por lo tanto, eligiendo ¢ = se obtiene el resultado. O

2.4. Lema de Regularidad de Szemerédi

El Lema de Regularidad de Szemerédi [23], probado en 1975, es una de las herra-
mientas mds poderosas y complejas en combinatoria extremal. Un concepto funda-
mental para describir el Lema de Regularidad de Szemerédi es el de densidad. Si G es
un grafo y A, B <€ V(G) son subconjuntos disjuntos, entonces la densidad entre Ay B,
que denotaremos por d (A, B), es el cociente entre el niimero de aristas que unen Ay B
y el nimero de todas las aristas posibles que podrian unir A y B. Mdas precisamente,

e(A,B)

d(A,B) = .
|Al-|BI

Notemos que 0 < d(A, B) < 1. La siguiente definicién nos entrega un parametro para
medir que tan bién distribuidas estan las aristas en Eg(A, B), es decir, aristas con un

extremo en Ay el otro extremo en B.

Definicion 2.4.1 (Par regular). Sea G un grafo, A, B c V(G) disjuntos y sea € > 0. El par
A, B se dice e-regular si para cada par de subconjuntos A’ A, B’ < Bcon |A'| =¢|Aly
|B'| = €| B| se cumple que

|d(A',B")—d(A,B)| <e.

Observacion 2.4.2. Notemos que para G un grafo, A, B < V(G) disjuntos y €,¢' > 0 con
€ < ¢’ se tiene que si el par A, B es e-regular entonces es €'-regular. El reciproco no es

cierto.

Definicion 2.4.3 (Particion regular). Sea G un grafo y € > 0. Una particion (Xj,..., X;,)
de V(G) se dice e-regular si es balanceada y para cada 1 <i < j < m, el par X;, X; es
e-regular, excepto por alo mas e(’,') pares.
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En la siguiente proposicion afirmamos que en una particion e-regular de un grafo

no hay muchas aristas entre pares que no son e-regulares.

Proposicién 2.4.4. Sea (Xi,...,Xy) una particion e-regular de los vértices de un n-
grafo con n = 4m y sea # el conjunto de pares definido por M4 = {(i,j)Il <i< j <
my (X;, X;) no ese-regular}. Entonces,

Y IXilIXjl <en?.
@, ))ett

Demostracion. Dado que las partes son de tamafio [ 2] o bien de tamafio | £ | y tam-
bién por el hecho que [£] = |Z1| + 1 podemos efectuar el siguiente acotamiento
cuando n =4m,

| X 11X m| rni2 1 m? (|n-1 21
y L) (29 L e (|22 ) L
G e T 2 m! n 2 m n

+
2 n

nﬂ(n+m—1f 1 (n+m-—1)>2 (1 m—1 (m—lf)
—| S =e————=¢€|= + <e€
n2 2n?

y asi podemos concluir el resultado deseado. O

A continuacion presentamos el Lema de Regularidad de Szemerédi. El Lema de Re-
gularidad asegura que todo grafo admite una particién e-regular, en donde el nimero

de partes no depende del orden del grafo si no exclusivamente de €.

Teorema 2.4.5 (Lema de Regularidad de Szemerédi). Para todoe > 0 existe M = M(€) y
N = N(e) tal que todo n-grafo G con n = N admite una particién e-regular de V(G) en

Lm=<M.

m partes con =

2.4.1. Pruebadel Lema de Regularidad de Szemerédi

Esta demostracion estd tomada del libro de Diestel [8]. Antes de comenzar presen-
taremos algunas definiciones sobre regularidad para particiones que contienen parte
excepcional. En efecto, diremos que una particion de V(G) tiene parte excepcional si es
de la forma (Cy, Cy, ..., Cy) en donde Cy es llamada parte excepcional (a veces, esta par-
te puede ser vacia). Esta particion se dice e-regular® si se cumplen las tres condiciones
siguientes:



CAPITULO 2. COMBINATORIA EXTREMAL CLASICA 20

D |Col =€lV(G)I.
m |Cil=...=|Cgl.
111) Todos los pares (C;,Cj) con 1 <i < j < k son e-regular salvo alo mas ek?.

Ahora vamos a probar el siguiente teorema, que implica trivialmente el lemma de

regularidad (Teorema|2.4.5).

Teorema 2.4.6. Para todoe >0 ycada? =1 existe M = M(e) y N = N(e) tal que todo n-
grafo G con n = N admite una particion e-regular* de V(G) en k partes con ¢ < k < M.

Para comenzar la prueba del Lema de Regularidad de Szemerédi necesitaremos la
siguiente desigualdad para nameros reales a1, ...,ar =0y f1,..., Bx >0,

2 32
a; - X ai)

i LPi
Esto ultimo se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que establece que
Y a;y b} = (Y aibi)

y luego tomando a; = a;+/B; y b; = \/ B se obtiene nuestro resultado.

(2.6)

Sea G un n-grafo. Para A, B c V(G) cualquier par de subconjuntos disjuntos defini-

mos el nimero g como

|All B
n2

da,py? = LB

A B):= = —\
94 B) AllBIn2

Para particiones « de Ay 98 de B definimos

q(s/,%8):= Y  qA,B)
A'eod;B'€eB

y para una particion & = (Cy,..., Cy) de V(G) se define

q(P):=)_ q(C;,Cj).

i<j

Para definir el nimero g en una particién & = (Cy, Cy, ..., Ci) con parte excepcional
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Cp tratamos a este conjunto como una familia de conjuntos unitarios y definimos
4(P):=q(P)

donde & := (Cy,...,Ci) U ({v}: v e Cp).

La funcién q(£?) es fundamental en la demostracion del Teorema|2.4.6, pues mide
la uniformidad de la particién £ en el siguiente sentido: si & tiene demasiados pares
irregulares, es posible tomar pares (X, Y) que no cumplen con la e-regularidad y sub-
particionarlos en subconjuntos que, como probaremos, dan lugar a un refinamiento
de &2 en donde el nimero g para la nueva particion es mds grande que para &?. Es-
te incremento de q(£?) esta acotado inferiormente por alguna constante que depende
solamente de €. Por otro lado tenemos que

4@ = ¥ q(C;,C))
i<j
|CillCjl

= Y —Ld*ci,c))
i<j n
1

< = Y IGilc|
n i<j

=1

lo cual indica que la cantidad de veces que el nimero g puede ser incrementado es
también acotado por una constante, en otras palabras, despues de algin namero de
refinamientos la particiéon obtenida serd e-regular® y asi se completaria la demostra-
ci6n del Teoremal|2.4.6] Todo lo que tenemos que hacer es notar cudntas partes puede
tener esta ultima particion comenzando con una particiéon de ¢ partes, y elegir este
namero como M.

En el siguiente lema probaremos que cuando se refina una particion, entonces el

nimero g no decrece.
Lema 2.4.7. Para todo grafo G se cumple lo siguiente.

(1) Sean C,D c V(G) conjuntos disjuntos. Si € es una particion de C y <9 es una parti-
cion de D, entonces q(€,9) = q(C, D).

2) Si P y P son particiones de V(G) y ' es un refinamiento de & entonces q(P') =
q(2).
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Demostracion. Probamos cada una de las propiedades por separado.

(1) Sean € := (Cy,...,C) y 2 := (Dy,..., D). Utilizando la desigualdad se tiene
que
q(€,2)

Y q(Ci,Dj)
iJ'

_ Ze(cl,C)2
T 2= GG

2
(Z e(ClyC]))
1 \ij
2 YIGIIC
1

v

)]
1 e(C, D)?
n?
(Z |Ci|)
l

= q(C,D).

z|D,-|)
]

(2) Sea & = (Cy,...,Cy). Para cada i € [k], sea 6; la particién de C; inducida por &'
Como q(2') =Y, q(€;) + Zi<]~ q(6;,€}) y por la desigualdad en (1) se tiene que

q(P) =), q(Ci,C))< ) 4(€;,€)) < q(P)
i<j i<j
O
Ahora, mostraremos que si refinamos una particién subparticionando algtin par
irregular entonces tenemos un pequefio aumento en el valor de g. Al trabajar con un
solo par, la cantidad del aumento es mds pequefio que una constante, mas precisa-
mente, es proporcional a 1/n2.

Lema 2.4.8. Sea e > 0 y sean C,D c V(G) disjuntos. Si (C,D) es un par no e-regular,
entonces existen subparticiones € = (Cy,Co) y 2 = (D1, D») tal que

41ClIDI
q(€,9) = q(C,D) +¢ 2

Demostracion. Supongamos que el par (C, D) no es e-regular. Entonces existen sub-
conjuntos C; € Cy D; € D con |Cy| >€|C|y |D;1| >e€|D| tal que

Inl>e€ 2.7)
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con 1 := d(Cy,Dy) — d(C, D). Definimos las particiones €6 := {C1,Co} y D := {D1, D2}
donde C, := C\C; y D, := D\ D;. Mostraremos que ¢ y 9 satisfacen la conclusion
del lema. Ahora escribiremos c; := |C;|, d; := |D;l, e;,j := e(C;,Dj), c:=|C|, d := |D| y

e:=e(C, D). Luego, tenemos que

2

@) = Ly
qlé, = -
n ij Cidj
2 2
1 (€1 €ij
n=\ c1d i+j>2 cid;

2
2 (Z eivi)
el,l + i+j>2

n’| cad Y cd;j

i+j>2

2
€11 (6—91,1)2)
+ )

IV
|

n2 Cldl Cd—Cldl

d
La tltima desigualdad se sigue de . Por definicion de i, tenemos que e ; = Clc dle 4
nc1dp lo que implica
n’q(€,2) = ! (Cldle+ cd)2+ ! (Cd_cldle cd)2
T2 = a\Tea "N Td—ad cd e
adie* 2enad, cd—cidy , 2enady  nocid;
= + + d + -
c2d? cd mas c2d? ¢ cd—cdy
2
€ 2
> —+ d
cd Tam

La ultima desigualdad se sigue de (2.7). Por nuestra elecciéon de C; y D; se tiene que

c1 2 ecyd; =edy asi obtenemos

2

2 € 4
€,9)=—+€"cd

n-q( ) p €c

que es equivalente al resultado deseado.

O

El siguiente lema dice que si una particion tiene suficientes pares irregulares como
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para no cumplir la definicién de e-regularidad™, entonces al subparticionar todos estos

pares se obtendra un incremento de g por una constante.

Lema 2.4.9. Sea0 <e < 1/4 ysea?? = (Cy,Cy,...,Cy) una particion de V(G) con parte
excepcional Cy tal que |Cyl < en y|Cy| = ... = |Cx| = c. Si & no es e-regular* entonces
existe una particion ' = (C, Cy,...,C)) de V(G) con parte excepcional Cy, donde k <
I < k4F tal que |C)| < |Col + n/2%, |Cl=...=|C]l y

q(P) = q(P) +€/2.

Demostracion. Para todo 1 < i < j < k definimos una particion €; ; de C; y una parti-
cion €5 ; de C; de la siguiente manera: si el par (C;, C;) es e-regular entonces hacemos
6i,j:=1{Ci} y €},i := {C;}. Si por el contrario (C;, Cj) no es e-regular, entonces por el Le-
ma existen particiones 6;,j y €;,; de C; y C; respectivamente con |6}, j| = [€;,i| = 2
y que cumplen
e*|CilICjl e*c?

q(¢ij,€i) 2 q(C;, Cp) + —5——=4q(C;,Cj) + 7 (2.8)
Paracadai =1,...,k, sea %; la tinica particion minimal de C; que refina cada una de
las particiones €; ; con j # i. En otras palabras, si consideramos dos elementos de
%; como equivalentes siempre que ellos vivan en la misma parte de la particion €; ;
para cada j # i, entonces %6; es el conjunto de partes de equivalencia. De esta manera
tenemos que |6;| < 2k=1_Ahora consideremos la particion

k
€ :={CotuJ 6
i=1

de V(G), con Cy como parte excepcional. Entonces € refina 22 y
k<|€|< k2" (2.9)

Sea 6y := {{v} : v € Cp}. Ahora, si & no es e-regular®, entonces para un nimero mayor
que ck? de los pares (C;,Cj), con 1 < i < j < k, la particion 6;,; no es trivial. Por lo

tanto, por nuestra definicién de g para particiones con parte excepcional y haciendo
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uso de (2.8) y (1) del Lema se obtiene que

q€) = Y. q€,6)+ ). q(6o,6)+ ). q(€)
1=i<j 1<i 0<i
= ) q(6:j,€)+ ) q(€o,{Ci}) + q(60o)
1=i<j 1=i
,etc?
= ) q(Ci,Cj)+ek®—+ ) q(6o,{Ci}) + q(6)
1<i<j n 1=i
kc)?
_ ) b
= q@) +€5( . )
€

en donde hemos utilizado que |Cy| <en < }ln yluego kc = %n.

Ahora a partir de ¥ queremos obtener la particion deseada 2?’, entonces todo lo
que queda por hacer es disminuir el tamafo de sus partes para quedar con partes
de igual tamano, suficientemente pequefio de manera que todos los vértices restan-
tes puedan ser colocados en la parte excepcional sin hacer esta demasido grande. Sea
c,..., C;) la coleccion maximal de conjuntos disjuntos de tamafio d := [0/4’“] tal que
cada C; esta contenido en algin C € 6 \ {Co} y hagamos C; := V(G) \ UC;. Entonces
@' =(C),Cy,..., C}) es de hecho una particién de V(G). Més atin, &' refina a €, lo que
por (2) del Lema[2.4.7]

q(P") =2 q(€) = q(P)+€ /2.

Como cada C; # C; estd también contenido en uno de los conjuntos Cy, ..., Cy, pero no
mas de 4% conjuntos C: pueden estar dentro del mismo C; (por eleccién de d), tenemos
también que k< ¢ < k4* como es requerido. Finalmente, los conjuntos C/, ..., C} usan

todos salvo a lo mads d vértices de cada uno de los conjuntos C # Cy de €. Por lo tanto

ICol = 1Col +dI€|
C

< |C0|+4—kk2k

= |Col + ck/2k

< |Col+n/2k
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Demostracion del Teoremal2.4.6. Sea e > 0y sea ¢ = 1. Supongamos sin perdida de ge-
neralidad que € < i ysea s:=2/¢e’. El niimero s es una cota superior para el ntimero de
iteraciones del Lema[2.4.9|que puede ser aplicado a la particién de un grafo antes que
se convierta en e-regular”, recordemos que q(£?) < 1 para cualquier particiéon 2.
Existe un requerimiento formal que una particiéon (Cy, Cy,...,Cy) con |Cy| = ... =
|Ck| tiene que satisfacer antes de que el Lema[2.4.9 pueda ser (re-)aplicado: el tamafio
|Co| de su parte excepcional no debe exceder en. Con cada iteraciéon del Lema
sin embargo, el tamaio de la parte excepcional puede crecer hasta n/2*. (Més precisa-
mente, hasta n/2!, donde [ es el nimero de otros conjuntos en la particion actual; pero
I = k por el lema, entonces n/2F es ciertamente una cota superior para el incremento).
Luego, queremos escoger k suficientemente grande como para que incluso s incre-
mentos de 7/2* sumen a lo més %en, y n suficientmente grande tal que para cualquier
valor inicial de |Cy| < k, tengamos |Cp| < %en. (Sile damos a nuestra particion inicial k
partes no-excepcionales Cy,..., Cy, deberiamos permitir un tamafo inicial de hasta k
para Cy, para poder lograr |C;| =... =|C|.)
Sea k = ¢ lo suficientemente grande tal que 2~! > s/e. Entonces s/2% < €/2, y por
lo tanto
k+—n<en (2.10)
2k

siempre que k/n < €/2, es decir, para todo n = 2k/e.

Ahora, vamos a elegir M. Esto debe ser una cota superior en el nimero de partes
no-excepcionales en nuestra particiéon después de s iteraciones del Lema[2.4.9/donde
en cada iteracion este nimero puede crecer a partir de su valor actual r hasta a lo
mads r4’. Asi, sea f la funcién x — x4* y tomemos M := max{f*(k),2k/e}, el segundo
término en el maximo asegura que cualquier n = M es suficientemente grande para
satisfacer (2.10).

Finalmente tenemos que mostrar que cada grafo G = (V, E) de orden al menos ¢
tiene una particion e-regular® (Vp, Vi,..., Vi) con ¢ < k < M. Ahora, sea G un n-grafo
con n = |V(G)|. Si n < M, particionamos G en k := n conjuntos unitarios, escogiendo
VWi=9@yIVil=...=|Vi| = 1. Esta particién de G es claramente e-regular*. Supongamos
ahora que n > M. Sea Cy < V(G) el conjuto minimal tal que k divide |V (G) \ Cyl, y sea
(Cy,...,Cy) una particion cualquiera de V(G) \ Cy en partes de igual tamafo. Entonces
|Col < k, y por lo tanto |Cy| < en por . Comenzando con (Cy, Cy, ..., Cy) aplicamos
el Lema [2.4.9(una y otra vez, hasta que la particion de G obtenida sea e-regular; esto

va a pasar después de a lo mds s iteraciones, pues por (2.10) el tamafo de la parte
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excepcional en las particiones queda por debajo de en, por lo que el lema podria de

hecho ser reaplicado hasta el maximo tedrico de s veces. O

2.4.2. Unaaplicacién del Lema de Regularidad

En esta seccidon veremos como usar el Lema de Regularidad para demostrar el Teo-
rema de Roth. El Teorema de Roth [19] es un resultado clésico de la teoria combinatoria
de nameros. Este teorema establece que para cada 6 > 0 y n suficientemente grande,
todo subconjunto de [n] de cardinalidad al menos 6 n contiene una progresion aritmé-
tica de largo 3. Recordemos que una progresion aritmética de largo 3 en un conjunto A
es un subconjunto de la forma {x, x + a, x + 2a} < A. En esta seccion presentamos una
demostracion que utiliza el Lema de Regularidad de Szemerédi.

Lema 2.4.10 (Conteo de tridngulos). Sea G un grafoy sean X,Y,Z c V(G). Seae >0 tal
que los pares (X, Y), (Y, Z) y (X, Z) son e-regulares. Ademds, definimos

a:=d(X,Y),p:=d(Y,2),y:=dX, 2).
Sia, B,y = 2¢, entonces la cantidad de copias de K3 (tridngulos) en G es al menos
(I1-2¢)(@—-e)(f-e)(y—eIXIIYIIZ].

Demostracion. Para cada vértice v € V(G) denotamos por dy (v) y dz(v) a la cantidad
de vecinos de v en Y y en Z respectivamente. Verificaremos que la cantidad de vértices
x € X tal que dy(x) < (@ —¢€)|Y| es alo mas €| X|. Por contradiccién, supongamos que
existe un subconjunto de vértices X' < X con |X'| = €| X| tal que para todo x € X’ se
cumple que

dy (x) < (@—e)Y].

Tomando Y = Y’ tenemos que

dy(x)<(@-¢|Y] = eX,YV)<(a-¢)|X'||Y]
= eX,Y)<alX'||Y]|-€elX'||Y]
= el X'|lY|<alX||]Y]|-eX,Y)
e(X',Y)
fr—— < —
I X'Y|
g

e<a-dXY)
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y esto ultimo contradice el hecho de que el par (X, Y) es e-regular. Similarmente se

prueba que la cantidad de x € X tal que dz(x) < (y—¢€)|Z| es alos més €| X]|. Por lo tanto
HxeX:dy(x) <(a—-e)|Y|}| <elX]

HxeX:dz(x)<(y-e)lZ} <elX].

Luego, en X existen al menos (1—¢€)|X| vértices con dy (x) = (a—¢€)| Y|y (1—€)| X]| vértices

con dz(x) = (y—e€)|Z]. Dado que a,y = 2¢ entonces
Y'|=(@—¢€)|Y|=elY|

1Z'| = (y—e)|Z| = €| Z|.

Por e-regularidad del par (Y, Z) tenemos que |d(Y', Z') — B| <€, lo que es equivalente a

e(Y',Z" ‘
%) pl<e,
Y2
sea e, z) B = —€. Luego tenemos que
yzy  PETEE q

e(Y,Zh=(B-e)Y'||Z].

Ahora, para cada x € X', la cantidad de tridngulos distintos en G que contienen a x es

al menos
e(Y,Z) = (B-elY'llZ|
= (f-e)a-elYI(y-e)lX]
= (a-e)(p-e)y-alYllZ],
lo cual concluye la demostracion. O

El siguiente lema, conocido como el lema de remociéon de tridngulos, ilustra de
manera sencilla el uso del lema de regularidad (Teorema[2.4.5). Este lema asegura que
si se deben borrar al menos en? aristas de un grafo para que sea K3-libre, entonces este
grafo contiene al menos 671 copias de Kj.

Lema 2.4.11 (Remocién de tridngulos). Para cadae > 0 existe 6 = 6(e) > 0 y ng = ny(6)
tal que para cada n-grafo con n = ngy y a lo mds 5n® tridngulos es posible borrar a lo mds
en? aristas para obtener un grafo Kz -libre.
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Demostracion. Por el Lema de Regularidad, Teorema(2.4.5} existe una particion (Xj, ..., X;)

4

de los vértices de G que es (£)-regular con ¢ = 2. Ahora, borraremos todas las aristas

xy € E(G) que satisfacen alguna de las siguientes condiciones:
(1) xy se encuentra entre un par (Xj, X;) que no es %—regular.
(2) xy se encuentra entre un par (X;, X;) con densidad menor que %

(3) xy se encuentra dentro de un parte de la particion.

. . L X1X;
Porla (%)—regularldad de la particiéon y por la Proposicién(2.4.4{tenemos que ). Xl
ij
%. Como } |X;||X;| representa la suma de todas las aristas que estdn entre los pares
ij

(X;, X;) entonces por la condicion (1) se borran a lo mas

n2

€
Y IXillXjl < —n®
i 4

. C . 2
aristas. Por la condicion (2), por cada par poco denso estamos borrando a lo mas % (ﬁ)

~

aristas pues
€ (n)\2
e(Xi, X)) = d i, Xp)- 111X < 5 ()

. < (nlt . 4 1. (n
Como en cada parte se tienen a lo més (",") aristas y ademas (",") < 5 - (4), por la con-

dicion (3) borramos en total

12 1,
t(2) = =n?s
2\t

2 aristas.

aristas. Entonces, porlas condiciones (1), (2) y (3) se borran en total alo mésen

Sea G’ el grafo obtenido. Probaremos que para una cierta eleccion de 8, el grafo G’
es libre de triangulos. Supongamos por absurdo que G’ contiene un tridngulo. De este
modo, sea xyz = K3. Entonces existen partes Xi, Xj, Xj talque x € X;, y € XjyzeX.
Sabemos que los pares (X;, X;), (Xj, X;) y (X;, X)) son (%)—regulares. Para simplificar la
notacion asignamos d; j := d(X;, X;), dj; := d(Xj, X)), d; ; := d(X;, X;). Por la condi-

cion (2) tenemos que d;, j,d; 1, d;; = g Asi, por el Lema|2.4.10

v

(1-5) (o= 3) (0= 5) (dia= 7) X010
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1-)(d-¢€)°
donde d = min{d; j,dj,d; ;}. Tomando § > ( 4)t(3 4) se obtiene que el nimero
de tridngulos es mayor que 67° lo que es una contradiccion. O

A continuacién veremos un lema, probado en[22], que utiliza el lema de remoci6én

de tridngulos y a su véz es clave en la obtencién de la prueba del Teorema de Roth.

Lema 2.4.12. Sea 6 > 0. Entonces existe un entero ny tal que si n = ny para todo subcon-
junto A< [n]? con al menos §n? elementos contiene un trio de la forma (x,y), (x +d, y),
(x,y+d) cond > 0.

Demostracién. Consideremos el conjunto A+ A:= {x + y|x, y € A} que estd contenido
en [2n]2. Por lo tanto, debe existir un elemento z que es representado como x + y de al

menos
(6”2)2 ~ 62n2
2n2 4

diferentes maneras. Escogiendo tal z y definiendo A" := An(z—A)yd' = ‘1—2 entonces
tenemos que |A’| = §'n?, y si A’ contiene un trio de la forma (x,y), (x+d,y), (x,y +
d) para d < 0, también lo debe contener z — A. Por lo tanto, A debe contener tal trio
con d > 0. Debemos olvidarnos entonces de la condicién en que d > 0 y simplemente
intentar encontar un trio no trivial con d # 0.

Consideremos el grafo tripartito G con conjunto de vértices X, Y y Z, donde X =
Y =[nly Z = [2n]. X corresponde a las rectas vérticales a través de A, Y a las rectas
horizontales y Z a las diagonales con valores constantes de x + y. Las aristas de G se
obtienen uniendo x € X e y € Y siy solo si (x,y) € A. También unimos x€ Xy z€ Z si
ysolosi(x,z—x)€ Ayunimos ye Yyze Zsiysolosi(z—y,y) € A.

Si existe un tridngulo xyz en G, entonces el trio (x, y), (x,y+(z—x—-¥)), (x+ (z—
y — x),y) deben pertenecer a A y luego tenemos el triple requerido salvo que z = x +
y. Esto dice que existen a lo mds n? = %(471)3 tridngulos en G. Luego por el Lema
de Remocioén de Tridngulos (Lema , para n suficientemente grande, podemos
remover gnz aristas y formar un grafo libre de tridngulos. Pero cada punto (x,y) en
A determina un tridngulo de la forma xyz, donde para cada par x, y € [n] existe un
z € [2n] de manera que z = x+) y por esto, distintos puntos en A determinan tridngulos
disjuntos. Por lo tanto existen al menos § n? tridangulos disjuntos, todos ellos disjuntos.
No podemos, por lo tanto, removerlos por medio de la remociéon de gnz aristas. Esta
contradiccién implica el resutlado requerido.

O
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Teorema 2.4.13 (Teorema de Roth). Para todo 6 > 0 existe un entero ny tal que si n =
ny entonces cualquier subconjunto A < [n] con al menos 6n elementos contiene una
progresion aritmética de largo 3.

Demostracion. Consideremos el conjunto B © [n]? definido por B := {x—ylx,y € A}.
Luego tenemos que |B| ~ |A|ln=6n? = %(2 n)?y entonces por el Lema el conjunto
B contiene un trio de la forma (x, y), (x +d, y), (x,y + d) con d > 0. Esto implica que
(x—y)—d, (x—y)y (x—y) +d pertenecen al conjunto A lo cual concluye la prueba. O

2.4.3. Teorema de Erdds-Stone via el Lema de regularidad

Para continuar ilustrando el uso del Lema de Regularidad de Szemerédi, en esta
seccion exponemos otra demostracion del Teorema de ErdGs-Stone, Teorema [2.3.1}
que lo utiliza. Recordemos que el Teorema de Erdds-Stone dice que para cada grafo H

y cada € > 0, existe ng = (H,¢) tal que para todo n = ny se cumple que

n2

ex(n,H) < (1—;+€) .
Y(H) -1 2

El siguiente lema que presentamos, asegura que condiciones locales de densidad
y regularidad de una particion de un grafo G son suficientes para encontrar una copia
en G de cualquier grafo con grado méaximo acotado.

Lema 2.4.14 (Lema de incrustacion en grafos localmente densos y regulares). Seae >0
ysean t,A € N. Sea G un grafo. Si (V1,...,V;) son subconjuntos de V(G) tales que |V;| =
2¢ At paratodoi€ [r] yparai, j € [r] distintos la densidad entre V; y Viesd(V;, V) =2¢
y Vi, Vi) es (%eAA‘l) -regular, entonces G contiene una copia de cualquier t-grafo H que

sea r-partito y tenga grado mdximo A.

Demostracion. Sea (Uy, ..., U;) una particion de V(H) tal que U; es un conjunto inde-
pendiente para cada i € [r]. Encontraremos una asignacion inyectiva f : V(H) — V(G)
donde V(H) c V(G) ytal que si uv € E(H) entonces f(u) f (v) € E(G). A estafuncion fle
llamaremos incrustracion de H en G. Sean u;,..., u; los vértices de H. Para todo h € [¢]
definimos

Lp:={uy,...,up} = VH) \{ups1,..., U

Para cada ye U;\ Ly, sea ijl el conjunto de vértices en V; que son adyacentes a todos
los vecinos incrustados de y. Esto es, siendo Ny, (y) = N(y) N Ly, entonces T;’ es el con-
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junto de vértices en V; adyacentes a todos los elementos de f(Nj(y)). Encontraremos

por induccién una incrustacién de Ly, tal que para todo y € V(H) \ Lj, se tenga que
1T} = MOy,

Para h = 0 no hay nada que probar. Asumiremos que Lj tiene una incrustaciéon que
verifica la hipétesis de induccion e intentaremos incrustar u = uy4 € Uy en un apro-
piado v € T,f. Sea Y el conjunto de vecinos de u que no han sido incrustados. De-
bemos encontrar un elemento v € T\ f(L;,) tal que para todo y € Y se tenga que
IN(v)N T;‘I =>¢| TJ’}I. Si tal vértice existe, tomando f(u) =vy T},”l =N@)n T;l comple-
tamos la demostracion.

Sea By el conjunto de todos los vértices de T/ que son “malos"para y € Y, es decir,
tal que IN(v)n T;‘I <e€| T;ll. Por induccion, si y € U; entonces IT;ZI > ¢2|V;]. Por lo tanto,
tenemos que

Byl > %e%‘lwm,

en otro caso, la densidad entre B, y Tyh debe ser menor que € contradiciendo la regula-
ridad en G. Como | V| < 2¢ ™2 ¢ tenemos que

1
" U By| > €* Vil —AEEAA_IIV;CI > f.

yey

Como a lo maés t — 1 vértices pueden ser incrustados, una apropiada eleccion de f(u)

existe. O

La demostracion siguiente corresponde a una prueba del Teorema de Erdds-Stone

utilizando el Lema de Regularidad.

Demostracion del Teorema via el Lema de Regularidad. ElTeorema de Erd6s-Stone
afirma que para cada grafo H y cada € > 0, existe ny = (H,¢) tal que para todo n = ng se

cumple que

I’l2

ex(n,H)s(l— 5

———+¢€
Y(H) -1
En efecto, sea H un grafo en ¢ vértices, nimero cromadtico r y grado méximo A. Sea

2
n
€ > 0 y supongamos que G es un n-grafo con al menos (1 e +e) > aristas y n
r p—



CAPITULO 2. COMBINATORIA EXTREMAL CLASICA 33

suficientemente grande. Mostraremos que G contiene una copia de H. Sea

€= 1 (g)AA_l,

y sea (Xj,..., X)) una particién €’-regular de V(G), la cual existe por el Lema de Regu-
laridad. Ahora, vamos a remover una arista xy € E(G) si se cumple que:

(a) xy estd entre un par que no es €'-regular.
(b) xy estd entre un par con densidad menor que 7.

(c) xy seencuentra dentro de un parte de la particion.

£
16

mentos (i, j) correspondientes a los pares no regulares (X;, X;), tenemos por la Propo-

siciéon que

De la condicién (a) se borran a lo més < n? aristas, pues si I es el conjunto de ele-

Leyd 1 5 € 5
y |Xl-||Xj|s—(—) An? < —n? 2.11)
(i,j)el 218 16

El namero total de aristas removidas por la condicion (b) es alo méas %nz pues para un

par (X;, Xj) poco denso se tiene que

e n?
e(X;, X;) =d(X;, X)Xl Xl <= —

4 M?
y asi
o x| M < 2 (2.12)
e(Xi, X <-n .
P 2] T4
y el nimero total removido por la condicién (3) es alo mas 312712.

Entonces, por li , li y la condicién (3) hemos removido alo més % n? aristas.

Por lo tanto, el grafo obtenido G’ despues de remover todas estas aristas tiene densidad
al menos 1 — ﬁ + %. Asi, por el Teorema de Turdn, este grafo deberia contener una

copia de K;. Por la condicién (3) podemos suponer que K, tiene un vértice en cada

_n_
M(e)’

yes 1 (£)* A~ -regular. Por lo tanto, si

Mlze) 22(5)_A L

conjunto Vi,..., V;. Luego, |V;| = el grafo entre V; y V; tiene densidad al menos §

una aplicacion del Lema(2.4.14con g implica que G contiene una copia de H. O
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2.5. Estabilidad de grafos extremales

En esta seccion hacemos un resumen del articulo de Z. Fiiredi [14] que se titula:
“Una demostracion de la estabilidad de grafos extremales, estabilidad de Simonovits
de la regularidad de Szemerédi". La idea fundamental de esta seccion la describimos
a continuacion. Sabemos, por el Teorema de Turdn que si un n-grafo G tiene al menos
tr(n) aristas, entonces contiene una copia del grafo K, ., excepto si G = T(n). Por
otro lado, si un n-grafo tiene a lo mas ¢,(n) aristas, ;qué sucede?. Si el n-grafo tiene
exactamente f,(n) aristas, entonces es el grafo de Turdn. Ahora, si un n-grafo G tiene
“casi"t,(n) aristas, veremos que G es “casi” el grafo de Turdn.

Dados dos conjuntos cualquiera A y B, denotaremos por AAB a la diferencia si-
métrica entre Ay B. Ahora, si Gy H son grafos con el mismo conjunto de vértices,
definimos |G A H| como el minimo k € Z tal que G puede ser obtenido a partir de H
por adicion o sustraccion de k aristas. Este namero corresponde al cardinal de la dife-
rencia simétrica entre los conjuntos de aristas del grafo G y del grafo H.

En esta seccién mostramos el siguiente resultado, conocido como Estabilidad de

Simonovits.

Teorema 2.5.1 (Estabilidad de Simonovits). Para cadae >0 y cada grafo H, existe 6 >0
¥ ng tal que lo siguiente ocurre. Si G es un n-grafo H-libreconn>ngyr = y(H) -1,

entonces

e(G) = (1—%) (Z) _6n = |GAT, ()| <en?.

Es decir, G difiere de un grafo de Turdn por alo mas en?

aristas. En otras palabras, si
un n-grafo G que es H-libre es cuantitativamente casi extremal, entonces la estructura
de G es similar a un grafo de Turdn (y(H) — 1)-partito.

La demostracion original del teorema de estabilidad de Simonovits se debe a Er-
d6sy Simonovits [11], Erdés [9}[10], y Simonovits [21]. Una prueba alternativa se puede
encontrar en [17]. En [14], Fiiredi utiliza el Lema de regularidad de Szemerédi para
entregar la demostracién mds simple conocida del Teorema[2.5.1} La principal herra-
mienta utilizada por Fiiredi es una nueva (y sencilla) demostracién del caso H = K; 41,

lo cual corresponde al Teorema de la siguiente seccidn.
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2.5.1. Ungrafo K,,;-libre casi extremal es casi r-partito

Recordemos que un grafo grafo completo r-partito, que es denotado por K(V4,...,V;),
es un grafo en que su conjunto de vértices forma una particion de r partes, (Vi,...,V}),
y todas sus aristas tienen los extremos en dos partes distintas.

Teorema 2.5.2 (Fiiredi). Sea G un n-grafo K, -librey sea t =0 tal que e(G) = t,(n) — t.
Entonces existe un subgrafo Hy de G que es r -cromditico y satisface

e(Hp) =e(G)—t.

Demostracion. El objetivo de esta demostracién es encontrar un subgrafo r-partito Hy
de G. De esta manera, nuestra entrada es un grafo G que es K;,;-libre y haremos que

nuestra salida sea una particién (V4,..., V;) de V(G) tal que

Y e(Vi)<t. (2.13)

1

Es decir, el numero de aritas internas en cada una de las partes V; serd muy reducido.
En efecto, sea x; € V(G) un vértice de grado méaximo en G y definimos

V" := Ng(x1)y V1:= V(G)\ Ng(x1).
Notemos que x; € V; y que deg;(x) <|V;"| para todo x € V. Por lo tanto

2e(Vi)+e(V1, Vi) = ) degs(x) < |VilIV{I.

xeV;

En general, podemos definir V7 := V(G) y para i = 1, x; es el vértice de grado
mdximo en el grafo inducido G[V;",]. Sean los conjuntos V; := V." / \ Ng(x;) y V" :=
V:*, N Ng(x;). Notemos que V" > V;" > V;" ... y que x; € V; para todo i. Ademas,
degvl_f1 (x) < |Vl.+| para todo x € V; y también

2e(Vi) +e(V;, V") = ) degy+ (x) <|VillV/'I. (2.14)

xeV; i—-1
Este procedimiento termina cuando ya no quedan mds vértices por elegir, es de-
cir, cuando Vi U Vo, u---U Vs = V(G). Notemos que s < r pues G[{xy,..., x;}] es el grafo
completo K. Si en el lado izquierdo de la ecuacién desarrollamos la suma con los
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términos con subindice 1 < i < s obtenemos que

Y e(V)+| % e(Vp+ ¥ e(Vi, Vi)
i=1 i=1 i=1

> e(V) +e(G).

i=1

Y (2e(Vi) +e(Vi, Vi)
i=1

Del mismo modo, desarrollando la suma con términos con subindices 1 < i < s del
lado derecho de la ecuacion |2.14| resulta ser exactamente e(K(V3,..., V5)). Asi, obtene-

mos que

tr(m)—t+) e(V;) =e(G)+) e(glV) < eK(V,...,V;) < t;(n)
i i

lo que es equivalente a (2.13). O

Diremos que un grafo r-partito con partes (V1,...,V;) es completo si cada par de
vértices en diferentes partes son adyacentes. Lo denotaremos por K(V1,..., V;).

Corolario 2.5.3 (Estabilidad de ex(n, K;+1)). Sea G un grafo K, ;-libre tal que e(G) =
t,(n) — t para algin ¢ € N. Entonces

|GAK]| =< 3t,

donde K es el grafo completo multipartito K(V4, ..., V;) con V(K) = V(G).

Demostracion. Sea G un grafo K, -libre con e(G) = t,(n)—t. Por el Teorema|2.5.2|exis-
te un subgrafo r-cromético Hy con E(Hy) < E(G) tal que

e(Hpy) =e(G)—t.
Con esto ultimo se sigue que
e(Ho) = t;(n) -2t =z e(K(V4,...,V})) -2t =e(K) -2t

esto es, podemos agregar a lo mds 21 aristas para obtener un grafo completo r-partito.
Por lo tanto | GAK| < 3t. O

La desigualdad en el Corolario [2.5.3] es simple pues para un grafo G estimamos
IGAK]| donde K es un grafo r-partito que no es necesariamente balanceado. Si esta-



CAPITULO 2. COMBINATORIA EXTREMAL CLASICA 37

mos interesados en |GA T (n)| entonces podemos usar la siguiente desigualdad obte-
nida por un cdlculo sencillo, Si e(K(V1, ..., V})) = t.(n) —2t, entonces los tamafos de las
partes V; son aproximadamente n/r. Mds exactamente, obtenemos que

4r=) (IVil - (n/ p))?.
i

Por lo tanto,
|IKAT,(n)|<2nVtlr (2.15)

2.5.2. Una aplicacion del Lema de Remocién

Enlaseccién[2.4.2len el Lema[2.4.11Jvimos un lema de remocion de tridngulos. Para
comenzar esta parte necesitaremos una simple consecuencia del Lema de Regularidad
de Szemerédi que es una generalizacion del lema de remocion de tridngulos. Un gra-
fo H contiene una imagen homomorfa de F si existe una funcién ¢ : V(F) — V(H)
tal que la imagen de cada F-arista es una H-arista. De esto se tiene que existe un ho-
momorfismo ¢ : V(F) — V(K;) siy solo si r = y(F). Si no existe un homomorfismo
¢ :V(F)— V(H) entonces H es llamado hom(F)-libre. La demostracion del siguiente

lema se puede encontrar en [7].

Lema 2.5.4 (Lema de Remocion). Para todo a > 0 y todo grafo F existe un niimero ny =
ni(a, F) tal que sin> n, y G es un n-grafo F-libre entonces este contiene un subgrafo H
hom(F)-libre con

e(H) > e(G) — an®.

Esto dice que H no contiene ninguna imagen homomorfa de F como subgrafo. En
particular, si y(F) = r + 1, entonces H es K;,-libre. Estamos ahora en condiciones de

presentar la prueba del Teorema de Estabilidad de Szemerédi.

Demostracion del Teoremal2.5.1. Sea F un grafo y supongamos que y(F) = r + 1. Su-
pongamos que G es un n-grafo F-libre en donde n > n (F, @) y e(G) > t,(n) — an?. Pro-
baremos que la diferencia simétrica entre los conjuntos E(G) y E(T,(n)) es pequeia.
Primero afirmamos que

IGAK|<7a n?

en donde K es un grafo completo r-partito. En efecto, usando el Lema obtenemos
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un subgrafo H de G que es K, ;-libre tal que
e(H) > e(G) — an’®> t-(n) —2an®.

Aplicando el Teorema|2.5.2|a H obtenemos un subgrafo Hy r-partito con e(Hy) > t,(n)—
4an?. Entonces por el Corolario existe K := K(V,...,V;) con |K AH| < 6an?y asi

|E(K)AE(G)| < 7Tan®.

Como e(K) < e(Hy) > t,(n) —4an?, podemos utilizar la desigualdad (2.15) con t = 2an?
para obtener que |E(K)AE(T;(n))| < n®v/8a/r. Finalmente

|E(G)AE(T,(n))| < 7Ta+V8alrn® < BvVa)n.



Capitulo 3

El problema de Erdos y Rothschild

En este capitulo revisaremos algunos de los resultados importantes relacionados al
problema de Erdds y Rothschild. A continuacién describiremos formalmente este pro-
blema. Sea G = (V, E) un grafo y k un entero positivo. Una k-arista-coloracion es una
funcion que asigna a cada arista de G un elemento de [k], a los que llamaremos colores.
Erddsy Rothschild propusieron estudiar el nimero maximo de arista-coloraciones que
admite un grafo sin contener un subgrafo completo K, con todas sus aristas del mismo
color. Cuando bajo una arista-coloracion de un grafo, existe un subgrafo K, en donde
todas sus aristas obtienen el mismo color, decimos que dicha coloracién de G contie-
ne un K, monocromdtico. Denotaremos por F(G, k, r) al nimero de todas las k-aristas
coloraciones de G que no contienen K, monocromaticos. Naturalmente, podemos de-

finir el siguiente namero,
F(n,k,r) :=max{F(G, k,1)|G es un n-grafo}.

Erdés y Rothschild plantean estudiar en términos cuantitaivos y cualitativos este nu-
mero. Es decir, estudiar las preguntas: ;cudl es el valor exacto de F(n, k,r)? y ;cudles
son los grafos que alcanzan este valor?. Una cota inferior trivial para F(n, k, r) esta da-
da porlos grafos sin copias de K. Mds precisamente, si G es un grafo K, -libre, entonces
F(G, k, 1) = k¢© pues a cada arista de G le podemos asignar el color que queramos. En
particular, para el grafo de Turdn T,_1(n) se tiene que F(T,_,(n),k,r) = k-1 y asi
obtenemos la cota inferior

E(n, k1) = k1", (3.1)

39



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE ERDOS Y ROTHSCHILD 40

Erdés y Rothschild conjeturaron que, para k =2 y r = 3, esta cota inferior es también
superior y que el inico grafo que alcanza este valor es T»(n), el n-grafo bipartito, com-
pleto y balanceado. El primer resultado en relacién al problema de Erdds y Rothschild,
es el de Yuster [25], que demuestra que la conjetura recién mencionada es correcta.

2
/4] para todo n = 6. Este resul-

Mas precisamente, Yuster establece que F(n,2,3) = 2l
tado lo estudiaremos en la Seccion[3.1} Luego, para 2 colores y r > 3, Yuster demuestra
que la cota inferior es una cota superior asint6ticamente correcta. Para demos-
trar esto, Yuster utiliza el Lema de Regularidad de Szemerédi. Revisaremos este resul-
tado en la Secci(’)n Ademds, en el mismo articulo, Yuster conjetur6 que la igualdad
F(G,2,r) = 2100 ge tiene para todo r > 3. Esta conjetura, es luego confirmada por
Alon et al. [1], quienes adicionalmente resolvieron (completamente) el problema de
Erdés y Rothschild para 2 y 3 colores. Es decir, probaron que para k € {2,3} y r = 3, se
tiene F(G, k,r) = k-1 y que esta cota es alcanzada exclusivamente por T,_1(n). Es-
te resultado utiliza, de manera no trivial, el Lema de Regularidad de Szemerédi (Teo-
rema [2.4.5), el Teorema de Estabilidad de Simonovits (Teorema y un Lema de
incrustacion (Lemal3.2.2), entre otros. Revisaremos este resultado en la Seccion[3.3]

3.1. 2-coloraciones sin tridngulos monocromaticos

En esta seccion estudiaremos el nimero F(n,2,3) que, como mencionamos ante-
riormente, es el nimero maximo de 2-arista-coloraciones que admite un n-grafo libre
de tridngulos monocromaticos. Erdés y Rothschild conjeturaron que F(n,2,3) = 217 /2]
para todo n suficientemente grande. Yuster [25] prob6 esta conjetura y en esta sec-
cion presentamos su demostracion. Los resultados de Yuster en cuanto a F(n,2,3) los

resumimos a continuacion.

Proposicién 3.1.1. F(1,2,3) =1, F(2,2,3) =2, F(3,2,3) =6, F(4,2,3) =18, F(5,2,3) = 82
yF(6,2,3) =512.

Teorema 3.1.2. Para todo n =6 se tiene F(n,2,3) = 2L”2/4J.

Describiremos la prueba del Teorema|3.1.2|e invitamos al lector a ver la demostra-
ci6n de la Proposicién[3.1.1]en [25].

En esta seccion a una 2-arista-coloracion sin tridngulos monocromaticos la llama-
remos simplemente coloracion y asumiremos que coloreamos con los colores rojo y

azul.
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Una definicion escencial en la demostracion del Teorema[3.1.2] es la de extension
de una coloracion. Sea G un grafo, G’ un subgrafo de Gy f una coloracién de G'. Una
coloracion f de G es una extension de f a G silaimagen de f en G’ esigual a f. Dada
una coloracién f de G', denotaremos por Eg(f) al conjunto de todas las extensiones
de fagG.

Antes de comenzar con los tecninismos propios de la demostracién del Teorema|3.1.2
vamos a explicar a grandes razgos de que se trata esta prueba. Esta demostracion es por
induccion en n y el caso base, F(6,2,3) = 512, es un andlisis de casos que puede leerse
en el mismo paper de Yuster [25]. Para el paso inductivo se considera un vértice x de
grado minimo y una coloracién f de G' = G\ {x}. Observamos que es suficiente probar
que |Eg(f)| < 2"2! pues

F(G,2,3) < |E(f)|- F(G,2,3) = |Eg(f)| - 2= D*14]

Luego, el Lema|3.1.3|entrega una buena cota superior para | Eg(f)| que, en efecto, cubre
la mayoria de los casos que aparecen en el andlisis de casos del paso inductivo y es la
principal herramienta utilizada. Los dejamos con la formalizacién de este lema y su

demostracion.

Lema 3.1.3. Sea G = (V,E) un grafo y sea x € V(G). Para cada i € [k] denotaremos por
P; a los caminos disjuntos en GIN(x)]. Para cada j € [I] denotaremos por T; a los tridn-
gulos disjuntos en G[N(x)] que son disjuntos dos a dos con los caminos definidos ante-

riormente. Sea z; := | P;|. Entonces para toda coloracion f de G' := G\ {x} se tiene que

k
(x)-31-Y z;

d k
Eepl=2" AT 3 ] 4
i=1

donde a; es el t-ésimo término de la sucesion de Fibonacci. En particular

k
dx)-31-Y z;
i=1

k
F(G,2,3) < F(G',2,3)-2 30T ag+o-
i=1

Demostracion. Sea H := G[N(x)U{x}] ysea H' := G[N(x)]. Notemos que H' es subgrafo
de G'. Sea f una coloraciéon de G’ = G\ {x} ysea f’ = f|y. Entonces toda extension de f
a G determina una tnica extension de f’ a H, y si f1, f> € Eg(f) son distintas entonces
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las extensiones de f’ a H' que ellas determinan son también distintas. Dicho esto, es

suficiente mostrar que

k
d(x)-31-Y z;
|En(f)l <2 i=1

k
31T az+o- 3.2)
i=1
En efecto, sea f’ una coloracién arbitraria de H'. Sea P; = (v, ..., V;,) un camino y sea
H;conte{0,1,...,z;} el grafo obtenido de H borrando todas las aristas adyacentes a x
exceptuando (x, v1),...,(x, v;). Probaremos por induccion que | Ep, (f) < as42. Asumi-
mos que esto es verdadero para t —2y ¢ — 1 y luego probaremos que es verdadero pa-
ra t. Sea r; el nimero de extensiones de E (f') en que la arista (x, v;) es coloreada roja
(andlogamente se define b para el caso que la arista (x, vs) es coloreada azul). Por hi-
potesis, r,—1 + b;—1 < a;—;. Claramente r;_; < |Eg, ,(f')| < a; y similarmente b;_; < a;.
Supongamos, sin perdida de generalidad que (v;-;,v;) es azul. Entonces b; < r;_1 y

ry <r;_1+b;_1. Obtenemos

r[+bt 2rt_1+b[_1

IA

ap-1+ 71

= Ar1tar=aryo.

Asi, hemos probado que |E H,, (fl<a zi+2- Se obtiene el mismo resultado si suponemos
que (vs_1, V) €s roja.

Ahora consideremos los tridngulos T;. Dado que cada tridngulo tiene dos aristas
rojas y una azul o bien dos aristas azules y una roja, entonces existen exactamente 3
maneras de colorear las 3 aristas que conectan el tridngulo con el vértice x para no
obtener un tridngulo monocromatico.

Como los caminos P; son vértice-disjuntos entre ellos, los tridngulos T; son vértice
disjuntos entre ellos y los caminos P; con los tridngulos T; son todos vértice-disjuntos
entre ellos, dado que los vértices sobrantes son disjuntos a todos ellos y las aristas que
conectan a x con ellos se pueden colorear de a lo mds 2 maneras. Asi se concluye (3.2).

O

El siguiente lema establece una cota superior para F(G, 2,3) cuando el grafo G tiene
una estructura particular. Se dice que un n-grafo G se llama estrella cuando existe un
vértice ¢ con deg(x) = n—1y el resto de los vértices son de grado 1.

Lema 3.1.4. Sea G un n-grafo con n = 7. Supongamos que existe ¢ € V(G) con deg(c) =
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n—1yqueG\{c} es un grafo completo bipartito con partes de tamaniok yl=n—-1-k
conl = 3. Entonces

F(G,2,3) <2 —=2)- 6.2k + 2. 2l + 1F,

Demostracion. Sean xj,..., X los vértices de una de las partes de G\ {c} y sea H el con-
junto de vecinos comunes. Notemos que H es una estrella con raiz c y [ hojas, luego
existen 2/ formas de colorear esta estrella H de las cuales 2/ —2 son no-monocromaticas
(las otras dos son monocrométicas, una roja y otra azul). Ahora, sea H; := G[H U {x;}].

Probaremos que:
(1) Para cualquier coloracién no-monocromatica f de H se tiene |Eg, (f)| <6- 21-3,
(2) Para cualquier coloracién monocromética b de H se tiene |Eg, (b)| = 2! + 1.

Esto porque
F(G,2,3) = ('-2)|Eg,(AHI¥+2-|Eg, (DI
@l=2).6-21"3k + 2.2l + 1F,

A

IA

En efecto, sea f una coloracién no-mocromética de H, supongamos sin perdida
de generalidad que existe una subestrella H' € H de tres hojas con dos aristas azules
y una roja. Luego, existen exactamente 6 maneras de colorear las cuatro aristas que
unen x; con la subestrella H; sin hacer un tridngulo monocromatico en H' U {x;}. Las
restantes [ —3 aristas de x; pueden ser coloreadas en alo mas 2/~3 maneras. Por lo tanto
|En, ()l <6-2173,

Ahora, sea b una coloracién monocromadtica de H y supongamos que esta es azul,
luego existe una Uinica extension de b que colorea la arista (x;, c) azul, pues todas las
otras aristas que inciden en x; deben ser coloreadas rojas. Por otro lado, 2! extensiones
que colorean (x;, ¢) roja son posibles. Por tanto |Ey; (b)| = 2l+1 y se concluye (2) y asi,
el resultado del lema. O

El siguiente lema dice que todo grafo G contiene un subgrafo G’ que es K5-libre con
F(G,2,3) < F(G\{e},2,3).

Lema 3.1.5. Sie es una arista de un subgrafo Ks de G, entonces F(G,2,3) < F(G\{e},2,3).

Demostracion. Cualquier coloracion de K5 contiene exactamente cinco aristas y azu-
les y cinco rojas. Por lo tanto, si f’ es cualquier coloraciéon de G\ {e}, entonces podemos
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asumir que es extendible a G, el color de e es unicamente determinado en la extension.
Por lo tanto |Eg(f")| < 1. O

Nos seran de gran utilidad los siguientes dos resultados clasicos.

Proposicion 3.1.6. Sea G un grafo y sea 6 := 6(G). Entonces G contiene un camino con
0 + 1 vértices.

Demostracion. Sea vy v, ... v el camino mas largo en G. Entonces todos los vecinos de
v deben pertenecer al camino (si existiera un vecino fuera de G, entonces habria un
camino mas largo). Por lo tanto k—1 = deg;(vy) = 6 y asi obtenemos k=6 + 1. O

Dado un grafo G. Diremos que un camino es hamiltoniano si este contiene a todos
los vértices de G. De la misma manera, un ciclo es hamiltoniano si este contiene a
todos los vértices de G.

Proposicion 3.1.7. Sea G unn-grafoysead :=6(G) = 3. Sin < 26+2 entonces G contiene
un camino hamiltoniano.

Demostracién. La desigualdad n < 26 +2 equivale a § = 7. Por esto, afirmamos que
G es conexo pues en otro caso el grado de cualquier vértice de la componente cone-
xa mds pequena C de G deberia tener menos de |C| < n/2 vecinos. Sea P := vg... Uk
el camino mads largo de G. Luego por la maximalidad de P todos los vecinos de vy y
todos los vecinos de v pertenecen a P. Por lo tanto al menos n/2 de estos vértices
Vo, V1,..., Vx—1 son adyacentes a v, y al menos n/2 de estos mismos k < n vértices v;
son tales que vyv;,; es arista de G. Por el principio del palomar, existe un vértice v; que
tiene ambas propiedades, o sea, tenemos que v,v;41 € E(G) y v; v € E(G) para algin
i < k. Afirmamos que C := vyv;+1 PviviPvg es un ciclo hamiltoniano. En efecto, dado
que G es conexo, si C no fuera hamiltoniano entonces deberia tener una vecindad en
G\ Cy esta podria ser combinada con un camino interno en C mas largo que P. Por lo

tanto P es hamiltoniano. O
Lema 3.1.8. Sea G un n-grafoy seaé := 6(G). Entonces se cumple que:

1. Sin =20 +2 entonces existen dos caminos disjuntos (por vértices) P, y P, tal que
|P1| + |P2| =26 + 2. Mds atin, sid = 3 entonces |P1| =4 y|P,| = 4.

2. Sin <26 yG no contiene copias de K4, entonces V (G) puede ser particionado en t

tridngulos y un camino con n— 3t vértices donde t € {1,...,26 — n}.
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Demostraciéon. Demostramos a continuacion los dos items del lema.

1. Sea P el camino mads largo en G. Si P tiene 20 + 2 vértices, entonces podemos
hacer P := P;P, en donde P; y P, son caminos con ¢ + 1 vértices cada uno y
queda probado (1). Si P tiene a lo mads 20 vértices es sabido que existe un ciclo
C con el mismo conjunto de vértices, luego por maximalidad de P, el subgrafo
inducido por este conjunto de vértices es una componente conexa de G. Como
este conjunto no es todo el grafo, se sigue de (1) que existe un camino de largo 6 +
1 en G fuera de esta componente. Si 6 = 3 ambos caminos mencionados tienen

largo al menos 4.

Supongamos que P contiene exactamente 20 + 1 vértices. De esta forma, P =
(ajy,...,ass+1). Note que a; y azs+1 son adyacentes solamente a vértices dentro
de P. Si el conjuto de vértices de P forman una componente conexa, entonces
como antes obtenemos una camino de largo 6 + 1 fuera de esta componente.
En otro caso, existe b ¢ P tal que (b, a;) es arista para 2 < j < 26. Supongamos
sin pérdida de generalidad que j < 6 + 1. Definimos P; := (a1,...,a;j,b) y P> :=
(@j+1,..., A25+1)- Si 6 =3y j > 2 entonces ambos caminos tienen largo al menos
4. Si j = 2, notemos que b estd conectado a al menos dos vértices mds. Por lo
tanto existe un vértice ¢ # ays tal que (b, c) es una arista. Si ¢ € P deberiamos
escoger c en vez de ay. Si ¢ ¢ P podemos redefinir P; := (a,, az, b, ¢) y obtenemos

el resultado.

2. Consideremos una particion de V(G) en ¢ tridngulos y un camino con n — 3¢ vér-
tices donde ¢ es maximal. Esta particion existe por el item 3. Sea H el subgrafo
inducido en G porlos N = n—3t vértices que no estan en los tridngulos. Dado que
un vértice del camino tiene a los sumo 2 vecinos en cada uno de los ¢ tridngulos,
entonces tenemos que 6 (H) = § — 2¢, esto por el motivo de que G no contiene
copias de Kj. Por otro lado, por la maximalidad de ¢ tenemos que 6 (H) < g Para
ver esto, notemos que si 6 (H) > % entonces H contendria un tridngulo, por lo
que tendriamos ¢ + 1 tridngulos en G, y para el grafo H' inducido por los N —3
vértices se tendria que

S(H)=6H) -2 > N2_2—1

y por tanto H' contendria un camino hamiltoniano por el item 3. Esto contradice
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la maximalidad de ¢. Por lo tanto obtenemos que

n-—3t
2

N
26—2ts6(H)s5:

y de esta manera t =26 — n lo que concluye la prueba.

Lema 3.1.9. Sea G un grafoy x € V(G). Sea H := G[N(x)]. Entonces las siguientes afir-
maciones son ciertas para cualquier coloracién f de G\ {x}.

1. Si H esun grafo en7 vértices y 6(H) = 3 entonces |Eg(f)| < 32.

2. Si H es un grafo en 6 vértices y 6 (H) = 3 entonces |Eg(f)| < 16.

3. Si H es un grafo en 10 vértices y 6 (H) = 5 entonces |Eg(f)| < 128.

4. Si H es un grafo en 5 vértices y 6 (H) = 3 entonces |Eg(f)| < 8.
Demostracion. Demostramos a continuacion los cuatro items del lema.

1. Notemos que H verifica las hip6tesis de la Proposicion luego H contiene
un camino hamiltoniano. Asi, teniendo un camino de largo 7 y considerando el
Lema (3.1.3| entonces |Eg(f)| < a74+2 = ag = 34. Para disminuir este nimero to-
memos una arista que no pertenece al camino, consideremos el subgrafo de H
consisten en el camino hamiltoniano y esta arista. Luego existen a lo més 31 ma-

neras de extender una coloracion dada de este subgrafo a G.

2. En el caso de que H = K3 3, tenemos entonces que |Eg(f)| < 15. De otra forma,
H se puede particionar en un triangulo y un camino de 3 vértices. Luego por
Lemal3.1.3[tenemos que |Eg(f)| <3-as = 15.

3. Si H = K55 se puede chequear directamente que |Eg(f)| < 128 (Es suficiente con-
siderar un ciclo Hamiltoniano con una cuerda entre los vértices antipodales, y
verificar que cualquier coloracién de este no puede extenderse en més de 123
maneras). En otro caso, existe una particion de H en un tridngulo y un camino
de 7 vértices. Por Lema|3.1.3} |Eg(f)| <3-ag = 102.
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4. En este caso H debe contener dos tridngulos con un vértice en comun. Escribi-
mos estos triangulos por {a, b, ¢} y {a, d, e}. Sea f una coloracién de H, existen tres
maneras de colorear las aristas (x, a), (x,b) y (x, ¢) sin crear un ciclo monocro-
matico en {a, b, ¢, x}. Del mismo modo, existen 3 maneras de colorear las aristas
(x,a), (x,d) y (x,e). Lainica manera en que los 9 pares de extensiones sean posi-
bles, es cuando el color de (x, a) queda completamente determinado. En este ca-
so, tomamos cualquier camino de largo 4 en que sus vértice son (b, ¢, d, e) (tal ca-
mino existe). Existen a lo mas ag = 8 maneras de colorear las aristas (x, b), (x, c),

(x,d)y (x,e). Como (x, a) es completamente determinado, entonces |Eg(f)| < 8.
I
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema|3.1.2

Demostracion del Teoremal3.1.2 Sea G un n-grafo. Probaremos por induccién en n
que
F(G,2,3) <24 v n=6.

El caso base sigue de la Proposicién En nuestro paso inductivo asumiremos
valido el teorema para n — 1 y probaremos para n. En efecto, por el Lema|3.1.5|es sufi-
ciente probar para grafos Ks-libre, pues si G es un grafo que contiene a K5 podriamos

considerar una arista e € K5 c G y tendriamos que
F(G,2,3) < F(G\ {e},2,3) < 2"~ D/4) < pln*/4),

Sea x € V(G) de grado minimo y sea G’ := G\ {x}. Nuestro objetivo es probar que
para toda coloracion f de G’ se tiene |Eg(f)| < 2Ln/2] (en algunos casos mostraremos
directamente que F(G,2,3) < 21"°/41). Esto es suficiente pues usando la hipétesis in-
ductiva se obtiene que

F(G’Z’S)SF(Gr’z,g)ZLmZJ SzL(n—1)2/4J+Ln/2J S2Ln2/4j_

Fijemos una coloracién f de G'. Si deg(x) < L%J, entonces claramente
|Eg(f)] < 2"2) Asumiremos entonces que deg(x) = LgJ + t para algun entero ¢ = 1.

Sea H := G[N(x)], luego se cumple que

0(H)=2t—1 sinesimpar (3.3)



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE ERDOS Y ROTHSCHILD 48

O0(H)=2t sinespar (3.4)

Sea P el camino mads largo en H y sea z := | P|, entonces por el Lema tenemos
que z = 2¢. Es conveniente distinguir en diferentes casos, algunos pueden ser reduci-
dos a otros sin embargo todos los casos posibles quedan cubiertasen esta demostra-
cion.

Casol. t=1yz=4
En este caso deg(x) = | ] +1. Por Lema[3.1.3]se sigue que

|Eg(f)| <2n/d+l=zg , —olni2l pl-zq

y como 2'7?a_,, < 1 para todo z = 4 concluimos que |Eg(f)| < 2!"/%,
Caso2. t=1,z=2yn=8

Aqui H es un emparejamiento perfecto y como n = 8, entonces |H| = [g] +1=5Io
que implica que este emparejamiento contiene al menos 3 aristas. Por lo tanto, por el

Lemal(3.1.3]
|EG(f)| < 2Ln/2J+1—6aZ < 2[}1/2] .

Caso3. t=1,z=2yn=7

Igual que en el caso anterior, H es un emparejamineto perfecto. Sean (a, b) y (¢, d)
las aristas de este emparejamiento. Luego, los vértices a, b, ¢ y d son también de grado
4 en Gy asi sus vecindades son

N(a)=1{b,x,u,v} N(b)={a,x,u,v}
N(c)={d,x,u,v} N(d)={c,x,u,v}

N(a) no es emparejamiento perfecto, pues (b, u), (b,v) y (b, x) son aristas. Simi-
larmente N(b), N(c) y N(d) no son emparejamientos perfectos. Si (1, v) es una arista,
entonces el problema se reduce al caso 1 (f = 1y z = 4) haciendo que a ocupe el rol
de x. En otro caso, (u, V) no es una arista, y el grafo G estd completamente determina-
do. Es un grafo completo bipartito con dos aristas adicionales, una parte es {x, u, v} yla
otraes {a, b, c,d} ylaarista adicionales son (a, b) y (c, d). Por lo tanto, podemos calcular
manualmente que

|E(f)] < 212415 4 g, < olnf2),

Caso4. t=1, z=3y H no es una estrella.
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Como n = 7 existe una arista e en H en que sus extremos no estan en P. Por Le-
ma3.1.3|tenemos que
|EG(f)| < 2|_l’l/2]+1—5a5a5 < 2|_I’l/2J'

Caso5. t=1,z=3y H es una estrella

Notemos que n debe ser impar, pues por para n par el grado minimo en H es al
menos 2. Podemos asumir que para todo vértice de grado minimo en G, su vecindad es
una estrella (en otro caso, x podria ser elegido tal que alguno de los casos anteriores se
aplicaria). Esto implica que G, de ser un tnico grafo en n vértices teniendo un vértice
a con deg(a) = n—1y G\{aj}, es un grafo completo bipartito en que cada parte tiene
(n—1)/2 vértices. Tenemos entonces por el Lema[3.1.4/que

Casob6. t>1,z=4t

Requeriremos la desigualdad
a2 <2%™) para j ¢1{1,2,3}. (3.5)

Por el Lema tenemos que |Eg(f)| < ZL”/ZJ”_ZaZ_g. Por tanto, debemos probar
que 2°"?a,,, < 1. En efecto, por (3.5)

2t—Zaz+2 < 2t—Z20,75Z < 2—0,75]Z20,75Z — 1

oteniendo el resultado deseado.

Caso7. t>1,z<4ty|5] =3t

En este caso las condiciones del item 2 del Lema3.1.8|se satisfacen. El grado mini-
mal de H es al menos 3y | %4| +t=2(2¢t—1) + 2. Por lo tanto, H contiene dos caminos
PyyPyconz =|Pi|lyz;=|Ptalque z; + 2, =22t —1)+2 =4ty que ademads, z; =4y
zy = 4. De esta forma, por el Lema3.1.3|tenemos que

2Ln/2J+t—4t

IA

|Ec()I

azl +2 aZz +2
2 \n/2]-3 L‘20,75~4t

2Ln/2J_

IA

IA

Caso8. t>1,z<4t, | 3| >3rynpar
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Notemos que las condiciones de item 2 del Lema se satisfacen para el grafo H.
En efecto, es claro que H 7 K4 y también

n
|H| = bJ +i<3t+t=2020<2-6(H)

De esta manera, podemos particionar V(H) en 4f— (g +1)=3¢t- 5 tridngulos y un
camino que contiene 2n — 8¢ vértices. Luego

|Ec(NI=3%72 - app_grs2
ycomo 2n -8t ¢{1,2,3}, por (3.5) tenemos que

33t—§ . 20,75(2n—8t) < 2%.

Aplicando logaritmo en base 2 y reordenando los términos a esta ultima desigualdad,

vemos que es equivalente a la inecuacion

log3
t(3log3 - 6) < "(Tg - 1)
que es equivalentea t < ¢ pues lng?’ —1 < 0lo que es consecuente con nuestra hipotesis.

Caso9. t>1,z<4ty|%| €{3t-1,3r—2}, nesimpar.

n n—1 .n—1
Como bJ = > vemos que si

n-1
= 3t —1 entonces ¢ = T De la misma

n-— . .
forma, si =3t—2 entonces t = T Notemos que H contiene un camino Ha-

miltoniano pues
HI= |5 ]+ t<3t+1=2@t-1)+252-6(H)+2
verificando el item 3 del Lema[3.1.8] Por lo tanto, tenemos que por el Lema[3.1.8|
EG(NI< a1,y

Asi, nos queda probar que
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Sit= ”T“ la Gltima desigualdad es equivalente a probar que

n-1
a2n-1 2

<2
=142

+

Esto ultimo es verdadero para n = 17. Notemos que en este caso n es congruente con
—1 mdédulo 6 por lo que el tnico posible valor para el cual la Gltima desigualdad no
valdria es n = 11. Si n = 11 entonces |H| = 7 y 6(H) = 3 y luego por el Lema

|[Eg(f)1<32.Sit= ’%3’ entonces debemos probar que

n-1
a?2n 2

<2
242

+

Esto ultimo es verdadero para n = 21. Notemos que en este caso n es congruente con
3 moédulo 6 por lo que los tinicos posibles valores en que esta inecuacién no valdria
serian n =15y n=9. Si n =15 entonces t = 3, |H| = 10 y 6(H) = 5 y de acuerdo al
Lema[3.1.9} |Eg(f)| < 128. Si n = 9 entonces ¢ = 2, |H| = 6 y 6(H) = 3 y de acuerdo al
Lema[3.1.9} |[Eg(f)| < 16.
Cas010. t>1,z<4ty|%] =3t-3, nesimpar.

Notemos que H verifica las hipétesis del item 2 del Lema(3.1.8] En efecto, H 2 Ky y
ademads tenemos que |H| < 2-§(H), pues

-1 3t-3 5t—-3 6r-3

n 3
|H| = +1< +t= < =—02t-1)
2 2 2 2 2

y por3.3]

3
E(Zt_l) <2(@2t-1)<2-6(H).

Por lo anterior, tenemos entonces una particion de V(H) en 2(2t—1) — (”T_l + t) =3t-

2 _ 3 trigngulos y un camino con 2n + 4 — 8¢ vértices. As, por el Lema

3r-2£-3
|Ec(f) =372 2ay,_gt+6.

Por esto, nos queda probar que

n-3

372

n-1
2

+3t
Arp-gr+6 < 2

Primero, asumiremos que 2n—-8t+4 >4yque 3t—3 > "T‘l Por li es suficiente probar
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que
n-1

3
331’—%—220,75(271—81'4'4) < 27 .

Aplicando logaritmo en base 2 y reagrupando los términos, vemos que la desigualdad

anterior es equivalente a

n 1 1
(=2—4+-—+——
6 2 12-6log3
y acorde acorde a nuestras hipdtesis tenemos que ¢ > ¢ + % >+ % + m. Ahora,
supongamos que 2n—8t+4=4yque 3r-3 = ”T_l Esto implica que ¢ = g + % y que

2n—8
3
gamos que 2n — 8¢ +4 < 4. Como n es impar entonces 2n — 8¢ +4 = 2. En este caso, el

n = 13.Si n =13 entonces ¢ = 3 y tenemos un Unico tridngulo y vértices. Supon-

camino es simplemente una arista y existen ”T_‘?’ tridngulos. Debemos probar que
il nol
3T <277,

Esto es verdadero para n = 11 pues n es congruente con 3 mddulo 4 y el tinico valor
posible en que no valdria es n = 7. No obstante, si n = 7 entonces |H| =5y 6(H) = 3,

por lo que por el Lema tenemos que |Eg(f)| <8.
O

3.2. Resultado aproximado para 2-coloraciones sin cliques

monocromaticos

En esta seccion estudiaremos el comportamiento asintético de F(n,2,r) y para esto
utilizaremos el Lema de Regularidad de Szemerédi. Formalmente, Yuster [25] prob6 lo

siguiente.

Teorema 3.2.1. Para todoe >0 yr eN existe nyg = ny(€) tal que
F(n,2,r) <2i1men® gy ps 0

En esta parte vamos a revisar la demostracién de este teorema. Una nocién que nos
serd muy ttil en la demostracién del Teorema3.2.1que esta asociada a las particiones
regulares es la de grafo de pares densos que se define como sigue: dado un grafo G,
una particién e-regular (Cy,...,C,) de V(G) y una constante fija , entonces el grafo de

pares densos D(0) es aquel en que su conjunto de vértices esta definido por {1,...,7r}y
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su conjunto de aristas es
{(i, NIA(C;,Cj) > 8y (C;, C)) e-regular}.

En el caso de una particién con parte excepcional nuestro conjunto de vértices para
el grafo de pares densos seguird siendo {1,...,7}.
Para la demostracién del Teorema se utiliza el siguiente lema de incrustacién.

Por completitud presentamos su demostracion.

Lema 3.2.2. Sea (Cy,...,C;) una particion con |C;| = m para todo i € [r]. Supongamos
que los pares (C;, C;) son e-regularesy que d(C;,Cj) = 6 para todo1 <i< j<r.Si(r—
De < (6/2)" Y m entonces existen vértices vy, ..., v, con v; € C; tal que (v;,vj) € E(C;, Cj)
paral<i<j<r.

Demostracion. Sir =1 el resultado es trivial. Supongamos que r = 2. Afirmamos que
para todo p € {1,...,r} existen vértices v; € C; para todo i < p y subconjuntos B; < C;,

p .. . L.
|B;| = (g) m con la siguiente propiedad: cada v; es adyacente a todos los vértices en

k
{vy,..., Vi-1, Vit1,..., Up-1} U B;.
j=r
El resultado de este lema se sigue de la afirmacién para p = r. Probaremos la afirma-
cién por induccién en p. Para p = 1 tomamos B; = C; para todo i. Ahora, asumimos
vélido para p y probaremos para p + 1. Consideremos B),. Por hipétesis, |Bj| = em
para cada j € {p,..., r}. Luego, sea D; el conjunto de vértices en B, que tiene menos
de (6 —¢€)|B; vecinos en Bj. Afirmamos que |D;| < em para cada j, pues de los con-
trario, considerando X = D; e Y = B; se contradice la e-regularidad del par (Cp, Cj),
pues d(Dj, Bj) < 0 — €, mientras que d (Cp, Cj) =z 6. Luego, la cardinalidad del conjunto
r

B,\ U Djesal menos
j=p+1

p-1 r-1
|Bp| = (r — p)em = (g) m—(r-1em= ((g) —(r— l)e) m > 0.

-

Podemos escoger arbitrariamente un vértice v, € B,\ U D; y reemplazar cada B;
Jj=p+1

para j € {p,...,r} por el conjunto de vecinos de v, en B;j. Como 6 —¢ > §/2 entonces
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la cardinalidad de cada B; no decrece por mas de un factor de /2, y por lo tanto la
afirmacion vale para p + 1. O

Antes de presentar la demostraciéon del Teorema [3.2.1}, haremos una observacién
acerca de la aproximacion de Stirling. Para r y n — r, ambos mayores que 1, la aproxi-
macion de Stirling lleva a la siguiente aproximacién asintética

log, (:l) ~nH(r/n) = nlog,(n/r)+ (n-r)log,(n/(n-r))

donde H(e) = —€log,(€) — (1 —€)log, (1 —¢€) es la funcion de entropia de €. Mas preci-
samente, para enteros n = r =1 con € = r/n < 1/2, podemos estimar la suma de los

primeros r + 1 coeficientes binarios como sigue:

1 oHEN - Zr: | _oHEn
v8ne(l—e) o\l

Demostracion del Teoremal3.2.1. Sea ¢ > 0. Probaremos que existe ny = ny(€) tal que

para cualquier n-grafo con n = ng se tiene que
F(G,2,r) < 2lr-1(m+en’,

Sea y un pardmetro y pongamos 6 := 2(y(k— 1))””“‘”. Hacemos y = y(€) de tal manera
que
€
2,5y < 1 (3.6)

y que
€
H() < 3 (3.7)

donde H es la funcion de entropia. Sea t:=[1/y]lysean T = T(y) y N = N(y) como en
el Teorema Finalmente sea no > N satisfaciendo que

T2 +1og, (ng + 1)! < < n2 (3.8)
gz 0 ._8n0. .

Notemos que lo ultimo es valido para ng y valores mayores. Ahora fijemos un n-grafo
G = (V,E) con n = ny. Denotaremos por % al conjunto de todas las coloraciones rojo-
azul de G tal que el nimero de aristas azules es mayor o igual que el nimero de aristas
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rojas. Es facil notar que
2|F| = F(G,2,1). (3.9

Toda coloracion f € & determina un tinico subgrafo G = (V, Er) generado por las aris-
tas azules. Aplicando el Lema de Regularidad obtenemos una equiparticion y-regular*
(Co, Cy,...Cp) del subgrafo Gy con p < T. Ahora, sea Dy el grafo de los pares densos
asociado a esta ultima particion (considerando densidad mayor que 6), podemos ha-
cer la siguiente afirmacion.

Afirmacién: Dy contiene a lo mds ¢, (p) aristas.

Demostracion. Por el Teorema de Turan es suficiente probar que Dy no contiene un
subgrafo K;. Asumiendo por el contrario que D contiene un subgrafo K; y suponien-
do sin perdida de generalidad que los vértices de K, son {1,...,r}. Las condiciones del
Lemase satisfacen para (Cj, ..., C;). Esto pues d(C;,C;) > 6 = 2((r—- )y)V/0"Vy
por lo tanto (r — 1)y < (§/2)"!. Entonces dicho lema implica la existencia de un K, en

Gy lo que es una contradiccion. O

Considerando una coloracion f € & y una particion regular de Gy podemos aso-
ciarle una configuracién que es la coleccion ordenada (Cy, Cy, ..., Cp, D). Denomina-
remos a p como el indice de la configuracion. Sea €6 el conjunto de todas estas confi-
guraciones. Afirmamos que

€| < 26/ (3.10)

En efecto, notemos que existen a lo mds y(n+ 1) posibles tamafios para la parte excep-
cional, y cada tamafio de la parte excepcional determina el tamafio de las otras partes.
Por lo tanto existen a lo més y(n+ 1) - n! = y(n + 1)! particiones y-regulares con p + 1
partes. Dada tal particion, existen a lo méas 2(®) posibles grafos en p vértices y asi el nu-
mero total de configuraciones con indice p es y(n+ 1)12(2). Usando el hecho quepsT
y la desigualdad[3.8|obtenemos

Ty(n+1)126G)
210g2 T+log, (y(n+1!))2T2/2

€]

IA

IA

2T2+log(n!)

IA

2(6/8)112'

IA

Ahora, daremos una cota superior en el nimero de coloraciones f € &% que estan

asociadas ala misma configuracion. Si fijamos una configuracion C = (Cy, Cy, ..., Cp, D),
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definimos s(C) como el nimero de coloraciones de & en que su configuracion es C.
Afirmamos que

s(C) < 2lic+=g)n? (3.11)
Para ver esto, debemos considerar todos los posibles arreglos de aristas de G que pue-
den llevar a la configuracion C. Esto se hace de la siguiente manera:

= Por cada vértice de la parte excepcional C, existen a lo mas n posibles vecinos.
Como |Cy| < yn entonces existen a lo mds yn? vertices adyacentes a Cy. Luego el

numero total de arreglos de estas aristas es a lo mas

2

2rn (3.12)

= Existen a lo mas (Czl) p < (n?/2p) < (n?/2)y aristas en que sus extremos pertene-

cen a la misma parte. Luego, el total de arreglos de estas aristas es a lo mds

2()//2)112 (3'13)

» Existen alo mds yp? pares que no son y-regulares. Por otra parte hay significati-
vamente menos de 2(%) posibles arreglos de estos pares. Ahora, dados estos pares
no y-regulares, existen a lo mas |C; |2y p? < n?y aristas con sus extremos en pares
no regulares. Como 2(B)prn® < 2p*1297m* < 2P*+¥n* entonces el total de arreglos de

aristas entre pares no y-regulares es a lo més

op*+yn’ (3.14)

» En cada par regular (C;, C;) con (i, j) ¢ E(D) tenemos que e(C;, C;) < |Cy 6. Exis-
ten alo més 2(%) posibles arreglos de estos pares (notemos que dado C, sabemos
que son las aristas que no pertenecen a D, pero algunas de estas corresponden
a pares no y-regulares mientras que otras correponden a pares y-regulares con

menos de 6 aristas). Para cada uno de los pares mencionados, existen a lo més

81C1I? 2
61C] J(|C1| ) <2H(5)|C1|2 <2(€/2)l’l2/,l72

Jj=0 J

posibles arreglos de las aristas que viven en un par. Se sigue que para todos los
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. A . p 2,2 2
pares en un conjunto dado de pares existen a lo mas 2(G)€/2n7Ip™ < pleln” g
sibles arreglos de estas aristas. Por lo tanto, tomando todos los posibles arreglos

en consideracion, el nimero total de arreglos de estas aristas es a lo mas

o (D) +e/4n? (3.15)

» En cada par (C;, C;) con (i, j) € E(D) se cumple que e(C;,Cj) < 1C;]? < nZ/pz. Por
lo tanto, sabemos cuales pares son estos, pues D viene dado, y ademds por la
afirmacién anterior existen a lo més t,_1(p) ~ ((r —2)/(2r — 2)) p? aristas en D.

Asi, el nimero total de arreglos de estas aristas es a lo més

2(7'—2)/(21’—2)1’12 (3.16)

Multiplicando (3.12), (3.13), (3.14), (3.15) y (3.16) tenemos que

o(r+5+5+y+35)n°+p?+(5)

-2
2(25y+§++55)n"

IA

s(C)

IA

2(%6"' s )’

IA

Finalmente, considerando que |%#| = )  s(C) y por las desigualdades , 3.10) y
Ce¥
(3.11) obtenemos que

A

F(G,2,r) = 2|%]

2Y s(O)
CEE
2.1 |2+ ) n?

2. 2(§+%6+ g )

Z(er_—ZZ +e)n?

IA

IA

IA

3.3. Resultado exacto para 3-coloraciones sin cliques mo-

nocromaticos

En esta seccion revisamos uno de los resultados del articulo “El niimero de arista-
coloracion sin cliques monocrométicos” de Alon et al. [1]. Este resultado resuelve com-
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pletamente el problema de Erdés y Rothschild para 3 colores. Formalmente el resulta-
do es el siguiente.

Teorema 3.3.1. Sea r = 2 un entero. Entonces existe un entero ny = ny(r) tal que todo
n-grafo G con n > ny tiene a lo mds 3" 3-coloraciones sin copias monocromdticas de
Ky +1. mds atin, F(G,3,r +1) =37 si y solo si G = T, (n).

La demostracién de este teorema es también aplicable a F(G,2,r + 1), con lo cual
tendriamos un fortalecimiento del resultado del Teorema de Yuster [25] y la com-
probacion de la conjetura realizada por Yuster en el mismo articulo, resolviendo com-
pletamente el problema de Erdds y Rothschild para 2 colores.

La demostracién del Teorema se divide en dos partes. En la primera parte se
demuestra que cualquier potencial contraejemplo al Teorema |3.3.1} es decir un grafo
con al menos 3™ 3-coloraciones sin copias monocromaticas de K41, es un grafo casi
r-partito. Formalmente tenemos el siguiente lema y su demostracion se encuentra en

la Seccién

Lema 3.3.2. Sea r un entero. Entonces para todo 6 > 0 existe ng tal que si G es grafo con
n > ng vértices con al menos 31" 3-arista-coloraciones K, -libres entonces existe una
particién (V1,...,V;) de V(G) tal que
;
Y e(V;) < on?.
i=1
Enlasegunda parte de la demostracion, Seccién|3.3.2} se prueba que el grafo de Tu-
ran admite m4s coloraciones que cualquier potencial contraejemplo al Teorema|3.3.1
Cabe recordar que en [1], Alon et al. observan que el fen6meno que se tiene para2y

3 colores, es decir que F(n,2,r) = 2" y F(n,3,r) = 37 no persiste para més colores.

3.3.1. Estructura de cualquier potencial contraejemplo

Para la demostracion del Lema[3.3.2lusaremos dos herramientas de la combinato-
ria extremal, la primera el Teorema de Estabilidad de Simonovits, Teorema y la
segunda, el Lema de Regularidad de Szemerédi (Teorema|2.4.5). Usaremos la siguiente

version simplificada del Teorema de Estabilidad de Simonovits (caso H = K;+1).

Teorema 3.3.3. Para todo a > 0 existe > 0 tal que para cualquier m-grafo K, -libre
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m2

con al menos (1 - —) > Bm? aristas tiene una particion de vértices (V,...,V,) con
r

> e(V;) <am?.

Para demostrar Lema utilizamos la siguiente version coloreada del Lema de
Regularidad de Szemerédi (Teorema |2.4.5). La demostracion de esta versién se puede
obtener modificando directammente la demostracién del resultado original (presen-

tado en la Seccion 2.4, para mads detalles ver [16]).

Lema 3.3.4. Para todoe >0 yr € Z, existe M(e,r) tal que si las aristas de un n-grafo G
con n > M son k-coloreadas (es decir, podemos particionar el conjunto de aristas como
E(G) = EyU...UEy), entonces existe una particion VU...UV,, = V(G) conlle < m< M,
que es e-regular simultaneamente con respecto a todos los grafos G; := (V, E;), para todo
i€[k].

Por ultimo, para la demostracién del Lema necesitamos un lema de incrusta-
cion. El siguiente resultado se obtiene a partir del Lema|3.2.2

Lema 3.3.5. Para todo n > 0 y entero positivo r existe € = €(n,1), ng = no(n,r) y M(e)
con la siguiente propiedad: Supongamos que G es un n-grafo con n > ngy y que tiene una
particién e-regular (V1,..., Vy,) de V(G) donde m < M(€). Sea H(n) el grafo de los pares
densos de la particion. Si Hn) 2 K41, entonces G2 K.

Demostracion del Lemal3.3.2 Sea G = (V, E) un grafo en n vértices. Supongamos que
G tiene al menos 3% 3-arista-coloraciones K ,-libres. Fijemos algtin > 0 (que pos-
teriormente escogeremos apropiadamente pequeflo) y sea € tal que satisface las con-
diciones del Lema[3.3.5] Podemos también escorger € < 1.

Consideremos alguna 3-coloracién fija de G sin K,;; monocromadtico. Por el Le-
ma obtenemos una particién V = V; U...U V,; que es e-regular con respecto a
cada uno de los tres colores. Sean D;, D, y D3 los correspondientes grafos de pares
densos en los vértices {1, ..., m} (por simplicidad suprimiremos la dependencia de n en
el resto de la demostracion). Por el Lema[3.3.5|cada grafo de pares densos es K, -libre
y por Teorema de Turdn tienen a lo mas #,(m) aristas.

Primero acotaremos el nimero de 3-arista-coloraciones de G que deberian dar a
lugar a una particion particular y a estos grafos de pares densos. Notemos primero que
existen a lo més 4¢(},) aristas en que sus extremos pertenecen a una misma parte 6 que
unen pares que no son regulares con respecto al mismo color, esto pues, sumando las

aristas mencionadas obtenemos que
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Vil m\ (nim)* m? 2
m+e Vil = m- +e—-(n/m)
2 2 2 2
1 n? n?
= — ¢ —4+€—
m 2

- el

También notemos que existen a lo mas 317 arlstas que conectan un par de partes

en que la densidad de aristas es menor que 7 con respecto a un color. Por lo anterior,
2
n</2

ann2 maneras
nn

esto no da mas que 717(3) < 4nn? aristas. Por tanto, existen a lo mas (

de escoger este conjunto de aristas y ellas pueden ser coloreadas en a lo més 34
diferentes maneras.

Ahora, para cualquier par i, j € [m] con i # j consideremos las restantes aristas en-
tre V; y V;. Si ij es una arista en exactamente s de los grafos de pares densos, donde
s €{0,1,2,3}, entonces toda arista restante entre V; y V; tiene solo s posibles colores.
Claramente e(V;, V;) < (n/ m)?, por lo que existen a lo mas s/m* maneras de colorear
estas aristas. Ahora, sea eg el numero de pares (i, j), i < j que son aristas en exacta-
mente s de los grafos de pares densos y sea p; := (2e;)/(m?). Por lo anterior, el ntimero
de potenciales 3-coloraciones de G que pueden dar lugar a esta particién de vértices y
estos grafos de pares densos es a lo mds

2
(n /2).34171’12(161262.363)”2/17’12 < 2H(8n)n2/234nn2(ngspg)nz/Z
ann? B

< 3(H(8n)+8n)n2/2(2p23p3)n2/2.

En lo anterior hacemos uso de la desigualdad < 2H™a con 0 < x < 1 donde H es

xa
la funcién de entropia. Ahora, dado que e(D;) < t,_;(m) tenemos que

e1+2ey+3e; B e(Dy) +e(Dy) +e(Ds3) - r—1

m2/2 B m2/2 r

P1 +2p2+3p3 =

-1 1
Por otro lado, como 2 < 371! tenemos que 2P23P3 < 37P2/11+Ps < 325 )+ %P5 Afirma-

mos que debe existir una seleccién de nuestra coloracion inicial para la cual

1
Py = rT — 200n — 22 H(81).
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En efecto, suponiendo que p3 < ’;rl —200n — 22 H(8n) para toda 3-arista-coloracién
K+1-libre de G, entonces 272373 < 37 ~97-H®N Notemos que M es una constante y
que existen alo mas M" particiones de V(G) con alo mas M partes. Para toda particién
existe a lo mds 23M°/2 elecciones para los grafos de pares densos Dy, D, y D3. Esto
implica que para n suficientemente grande el niimero total de 3-arista coloraciones
K, 1-libres es alo mas

M. 23MP12, 3(H(81])+8n)n2/2 . (2p23p3)n2/2 < M".23M*12 ,3(H(8n)+8n)n2/2 . (3r;r1—9n—H(817))n2/2
< 3 tr(n)
s ez r—1
lo que es una contradiccion. Supongamos entonces que ps = — —200n—22H(8n) para
alguna eleccion inicial de coloracién. Fijamos entonces una particion (V4,...,V,,) de
V(G) junto con los grafos de pares densos correspondientes H;. Tenemos que

2 2

m m? k- m ) )
el+eg=(p1+p2)7S(p1+2p2)75 37—3]93 75300nm +33H(8n)m".

Si D es el grafo de aristas al que pertenecen a todos los grafos de pares densos, por

definiciéon H es K .1-libre con es aristas en los vértices {1,..., m}, es decir

psm? 1\ m? )
e3 = 5 = 1—; 7—(1001}+11H(8n))m

aristas. Supongamos que 6 > 0 esta dado. Como H(8n) tiende a cero junto con 7, por el
Teorema podemos tener una eleccion de 7 suficientemente pequefa por lo que

existe una particion (Uy,...,U,) de {1,..., m} que satisface

Y ep(U;) < (6 —304n — 33 H(8m)) m*.

SeaW;:= U Vj con i € [r] entonces
JeU;

r r
Z ec(W;) < 417n2 + (n/m)? (Z eg(U;) +e + 62) <o6n?
i=1 i=1

y asi hemos encontrado la particién que satisface el lema. O
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3.3.2. Parte exacta

Antes de presentar la prueba del Teorema [3.3.1} necesitamos el siguiente lema de
incrustacion.

Lema 3.3.6. Sea G un grafoy sean V1, ..., V, subconjuntos de V (G) con la siguiente pro-
piedad: Todos los subconjuntos X; < V; y Xj < V; que verifican respectivamente que
|X;| =2107"|V;| y 1X;| = 107"|V}| tienen al menos %IX,—IIX]-I aristas entre ellos. Entonces

G contiene un grafo K, con vértices xy,...,Xr con x; € V; para todo i € [r].

Demostracion. Procederemos por induccién en r. Parar =1y r = 2 el lema es obvio.
Supondremos el lema para r—1y probaremos para r. Sean Wy, ..., W, los subconjuntos
de V(G) que satisfacen las condiciones de lema.

Para cada i € [r — 1] denotamos por Wri al subconjunto de W, que tiene menos
de |W;|/r vecinos en Wj;. Por definicién, tenemos que e(Wri, W) < l—l()IW,illl/\/il y por lo

tanto |Wri | < 107"|W,|. De esta manera deducimos que

r—1

Uw

i=1

<(r=1D107"|W,| < |W;|/2,

en particular existe un vértice v € W, que no pertenece a U;;ll W/. Paratodo i € [r—1]
definimos W/ como el conjunto de vecinos de v en W;. Por definicién, el tamafio de
W/ no excede |W;|/10. Notemos que para todo par de suconjuntos X; € Wy X; < W]f

con tamanos
1Xi1 =107V 2 1071wyl y X1 = 107V [w = 1077w,

G contiene al menos %IX,- || X;| aristas entre X; y X;. Por hipétesis de induccion existe
un subgrafo K,_; con un vértice en cada Wl.’ , para todo i € [r — 1]. Este subgrafo, junto

con el vértice v, forma el grafo completo K, con un vértice en cada W;. O
Hacemos las siguientes observaciones. Denotaremos por d(n) al grado minimo

del grafo de Turan T, (n).

Observacién 3.3.7. Notemos que 0,(n) =n—[n/rlyque t.(n) = t,(n—1) + 6, (n).

Observacion 3.3.8. Son cotas para el nimero de Turan

r—1 n? r—1 n?
= w2
r 2 r 2
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Demostracion del Teoremal3.3.1l Sea ny un entero suficientemente grande de manera
que podamos garantizar el Lema con § = 108", Supongamos que G es un n-grafo
conn > n(z) y que tiene al menos gtr(m+m 3_arista-coloraciones K, -libres, con m = 0.
Nuestro argumento es por induccién con una mejora en cada paso. mas precisa-
mente, nuestro objetivo es demostrar que si G no es el correspondiente grafo de Turan,
entonces este grafo contiene un vértice x tal que G\ {x} tiene al menos 37 *-D+m+1 3
arista-coloraciones K; 1 -libres. Despues de una cierta cantidad de iteraciones, obten-

dremos un ny-grafo con al menos
3tr(n—(n—no))+m+(n—n0) — 3tr(n0)+m+n—n0 > 3n(2,
3-arista-coloraciones K;1-libres. Pero cualquier ny-grafo tiene a lo més ng/ 2 aristas y

admite alo mds 3"'2 3-arista-coloraciones. Esta contradiccién prueba el teorema para

n> n(z). Nuestra prueba la estructuraremos por casos.
Caso 1. Existe un vértice x € V(G) con deg;(x) < 6,(n).

Las aristas incidentes con x tienen a lo mas 3% (=1 coloraciones. Luego el niimero

minimo de 3-arista-coloraciones K -libres, del grafo G\ {x}x, es al menos
3tr(n)+m . 3—(§r(n)—1) — 3L‘r(n)—6r(n)+m+1
3tr(n—1)+m+1
y asi terminariamos la prueba.

Caso 2. Cuando se tiene que degg(v) = 6§,(n) para todo v € V(G).

Consideremos un particioén (V,..., V;) de V(G) dada por el Lema que minimi-
za }_ e(V;). Para nuestra eleccion de ng, tenemos que }_e(V}) < 1078 n2. Notemos que
i J
si|Vi| > (% + 10‘6r) n para algin i € [r], entonces para todo v € V; se tiene que

degvi(v) > 5r(n)—(n—(%+10—6r)n)
= 5r(n)—((r—1)ﬁ_10—6rn)
r
> 107%n-1.
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De esta forma tenemos que

1
Y e(Vp)ze(V;) = > Y degy (v) >
J vev;

1(1
S+ 10‘6’) n-(10%%n-1)>10"%n?
"

lo que es una contradiccién. Por lo tanto debemos tener que
\Vil-n/r<10"%n (3.17)
para todo i € [r]. Haciendo uso de esto tltimo podemos notar que

Vil=n=Y Vjlzn-(r-1)(n/r+10"%n)=n/r-(r-110"%n (3.18)
J#i

para todo i € [r]. Luego de (3.17) y (3.18) podemos concluir que

Vil = n/r| <107 n.

Ahora sea € el conjunto de todas las 3-coloraciones de G que son K, -libres. Para
nosotros nuestros tres colores seran rojo, verde y azul. Haremos distincion entre dos
subcasos; cuando existe un vértice con muchos vécinos en la parte de la particién a
la cual pertenece (superior a un niimero determinado de vértices) y cuando todos los
vértices tienen pocos vecinos en su propia parte de la particion. Sin perdida de gene-

ralidad estudiaremos los vértices en V;.
Subcaso (1): Existe x € V; tal que degy, (x) > n/(300r).

Por nuestra eleccion de particién garantizamos que en este caso |[N(x)NV;| > n/(3007)

para todo 2 < i < r, pues si movieramos x a cualquier otra parte reduciriamos )_e(V;)

contradiciendo asila minimalidad de este nimero. Sea ¢ el subconjunto de € én que
paratodo i € [r] existe un subconjunto W; ¢ N(x)nV; con |W;| = n/(103r) tal que todas
las aristas de x a U W; tienen el mismo color. Sea 6, := €\ €1.

Consideremoé una coloracién perteneciente a 6 y supongamos sin pérdida de ge-
neralidad que el color de las aristas es rojo. Luego, no existe un K;,; rojo, lo que por
el Lema existe un par (I, j) y subconjuntos respectivos X; ¢ W; y X; € W; con
|X;] = 107" |W;| y |X;| = 107"|Wj| con a lo mds l—lolXillle aristas rojas entre X; y Xj.
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Ahora acotaremos el nimero de coloraciones de 6, haciendo las siguientes observa-

ciones:

= Dado que e(X;, X;) < |X;11X;| entonces hay a lo mas 2/Xi1Xj! maneras de colorear
las aristas restantes entre X; y X; usando los colores azul y verde.

(r
n
2

| X1 X1 < o HON0)IX;11X]
151 Xil1 X

» Existen a lo mas
| Vil
| X; |

IV;l
| X1

2 2n

maneras de escoger X; y Xj.

» Existen a lo més

maneras de escoger las aristas rojas entre X; y X;.

= Ademds, por la estructura de G, existen a lo més ¢, (n) + 108 n2 — | X;|1 X jl aristas

restantes.

Asi, de las observaciones anteriores tenemos que

gtrm+107 n?=1Xl1Xjl  92n o HODIXIIX;] ol XillXj|

IA

|61
3t (M+107%" n* 1 X11X;1 , 921, 9 B/2)IX;1X;]
3tr(n)+10‘8’n2,22n.(\/§/3)|XiIIXjI

—8rp2 —2r—6,-2,2
34 (m+10""n .221 . (,/8/3)10 "=6r=2p
36 (+107 1w 92n  (3-0,01y1072 02

IN I IA

A

3tr(n)  92n 3-(1072""8r72-10""n* 2 _ gt;(n)-1

En las desigualdades anteriores hicimos uso de los siguientes hechos: H(1/10) < 1/2;
| X;l, 1 X1 = n/(r10™3); /8/3 < 37001 y 1072787721078 > 0 para todo r = 2.

Por esto, |6,| contiene al menos |€]| — |€;| = 37*™~1 coloraciones de G. Ahora
consideremos una de estas. Por definicion, existen partes V;, V; y V;, que tienen a lo
maés n/(10%r) aristas rojas de x a V;, alo mas n/(103r) aristas verdes de x a Vjyalomas
n/(103r) aristas azules de x a V;. Dado que |[N(x) N V;| > n/(300r) paratodo 1 <i <r

entonces no podemos tener que i = j = [. Supongamos primero que i, j y / son todos



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE ERDOS Y ROTHSCHILD 66

distintos. Como el tamafio de V; es alo mds (1 +1075") n, existen a lo més

1/r+102)n
n/(103r)

maneras de escorger aristas rojas entre x y V;. Como las restantes aristas pueden so-
lamente tener color azul o verde obtenemos que el niimero de coloraciones de aristas
entre xy V; estd acotado por

-5
((1/”'10 n 2U/r+10n 5 (H(0,00)+1)(1/r+10% )
n/(103r) B

< 21,02(1/r+10—5’)n

pues H(0,001) < 0,02. Esta estimacion también es vdlida para el nimero de coloracio-
nes entre x y V;, y entre x y V;. Notemos que x es incidente con alo mas n—|V;| - |V;| -
V| < ((r —3)/r+3-107°" ) n otras aristas. Utilizando las anteriores desigualdades, jun-
to con los hechos que 2%% < 319 y que 4/(1007) > 5-107°" para todo r = 2. Para n
suficientemente grande tenemos que el nimero de coloraciones de aristas incidentes

en x es alo mas

3(2/7=5/(100r)+2-10°")n  3((r-2)/r+2:107")n

A

r\. (21,02(1/r+10—5)n)3 .3((r=3)/7+3:10)n
3
< 3((r—1)/r—1/(100r))n.

. . . A =5r
Ahora supongamos que i = j # [. Entonces existen a lo mas 2102(/7+1070n ¢olora-

ciones de aristas entre x y V; y existen a lo mas

2

—5r

(1/r+10™")n < 92H(O0,00)(A/r+107")n
n/(103r)

20,04(1/r+10—5’)n

I\

. . . L —-5r
maneras de escoger las aristas rojas y verdes de x a V;. En total, existen a lo mas 21,06(1/7+107)n

coloraciones de aristas entre x y V; U V;. También, x es incidente con alo mas n—|V;| -

|Vjl = (2 +2-107°") n otras aristas que pueden ser coloreadas arbitrariamente. Por lo

21,06 < 30,95

tanto, como podemos acotar el nimero de aristas incidentes a x de nuevo



CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE ERDOS Y ROTHSCHILD 67

por

r_ 1)21,06(1/r+10—5’)n .3(r=2)/r+2:10°")n 3(1/r=5/(100r)+10~°")n , 3((r-2)/r+2:10"")n

<
< 3((r—1)/r—1/(100r))n

r(

(n)+m-1

Asi, como sabemos que |6»| = 3 entonces el nimero de 3-arista-coloraciones

K, ;1-libres en G — x son al menos

3tr(n)+m—1—((r—l)/r—1/(100r))n - 3tr(n—l)+m+1
Esto completa el paso inductivo en el primer subcaso.
Subcaso (11): Para todo v € V(G) yparatodo i € [r], IN(v) N V;| < n/(300r).

Supongamos que G no es r-partito, sino por el Teorema de Turan e(G) < t,(n) y por
lo tanto tendriamos que |€| < 3 y la igualdad vale si G = T, (n). Asi, sin perdida de
generalidad supondremos que G contiene un a arista xy con x, y € V;. Sea 6 el con-
junto de todas las 3-coloraciones k1 -libres de G en que existen subconjuntos W; c V;
con |W;| = n/(10%r) paratodo 2 < i < r tal que las aristasde x e y a UW; y la arista xy
tienen el mismo color. Sea 6, := € — 6. l

Consideremos una coloracién de 6, y asumamos sin pérdida de generalidad que
xy es coloreada roja. Entonces, por definicion, existen subcojuntos W; c V; con |W;| =
n/(103r) paracada2 < i < r tal que todas las aristas de x e y aJ; W; son rojas. No existe
un K, rojo en esta coloraciéon y por lo tanto no existe un K,_; rojo con un vértice en
cada W;. Luego, por el lema existe un par (i, j) y subconjuntos respectivos X;
Wiy Xj < Wjcon|X;| =107~V |W;| y|X; = 10" ~P|Wj| con alo més 55| X;||X;] aristas
rojas entre X; y X;. Argumentando excatamente como se hizo en el primer subcaso
podemos probar que || < 377"~ yluego |6, | = 3ir(W+m-1,

Ahora consideremos una coloracién de G perteneciente a 6> y supongamos de
nuevo que xy es coloreada roja. Entonces existe una parte V; con2 <i <ryque x
e y tiene a lo méas n/(103r) vecinos comunes en que ellos son unidos por aristas rojas.
Notemos que para cualquier otro vértice z en V;, no podemos colorear las aristas xz e
yz con color rojo. Por lo tanto tenemos a lo més ocho posibilidades para colorear estas

1 4 - Zop L -5
aristas. Como hay a lo més (1/r +10 5’) n vértices en V;, tenemos a lo mas g(1/r+107")n
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maneras de colorear aristas y alo méas

1 -5
(7+107°")n < 9HO,001)(2+107)n
n/(103r)
< 20002(;+107")n

posibilidades de escoger un conjunto de vecindad comin coloreada roja de x e y en

V;. Usando el hecho que 2392 < 319 gbtenemos que existen a lo més
20,02(1/r+107°")n g(1/r+107)n  _  93,02(1/r+10"")n
< 32(1/r=2/(200r)+107°")n

maneras de colorear aristas de x e y a V;. Notemos que, ya que los grados de x e y en

Vi son alo mas n/(300r), el namero de aristas de x e y aJ;»; V; es acotado por

2n
+—.
300r

r—2
2(—+2-10‘5r
r

Incluso si todas estas aristas pueden ser coloreadas arbitrariamente, como 1/(300r) >
3-107%" y tenemos que r — 1 elecciones para el indice i, podemos acotar el nimero de

coloraciones de las aristas incidentes a x e y por

(r — 1)32(%‘ﬁ+10_5r)” .32(52 + 3057, +2:107 ) _ g2(5 - g5 )n

Por lo tanto, sabemos que |%6>| = gtrm+m=1 Luego el nimero de 3-coloraciones K; -

libres de G\ {x, y} es al menos

1
100r

3r,(n)+m—1—2(’—;1— )n 5 gtr(n=2)+m+2

Esto completa los dos pasos inductivos para el segundo caso y prueba el teorema.
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